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Resumo

Mateus, Danilo Diego Chaves, Andlise da Associaciao de Placas no FEspagco Usando
Elementos de Contorno Quadrdticos Desconcontinuos. Brasilia, 2018. Dissertacao de

Mestrado, Faculdade de Tecnologia, Universidade de Brasilia.

Este trabalho apresenta uma formulacao do método dos elementos de contorno para
andlise de estruturas formadas pela associacao espacial de placas sob carregamento es-
tatico. As formulacoes dos elementos de contorno para flexao de placas e de elasticidade
plana sao associadas, obtendo-se uma estrutura plana denominada de macro-elemento.
O contorno desta regiao é discretizado em elementos de contorno. Cada um destes
elementos possuem trés pontos de colocac¢ao (elementos de contorno quadraticos des-
continuos), onde as equagdes integrais de contorno sao aplicadas. Um macro-elemento
contém quatro graus de liberdade por noé, sendo eles: os deslocamentos normal, tangen-
cial e transversal e a rotacdo em torno da normal ao contorno. E feita uma associacdo
dessas sub-regioes no espaco. As equacoes de cada sub-regiao, apos as transformacoes
de coordenadas, sao acopladas através da compatibilidade de deslocamentos e rotacoes
e equilibrio de forcas e momentos. A fim de calcular os elementos das matrizes de
influéncia, as integrais de contorno ao longo dos elementos sao obtidos numericamente.
A principal contribuicao deste trabalho é o uso de elementos de contorno quadraticos
descontinuos na formulacao do método dos elementos de contorno para a associagao de
placas no espago. Com objetivo de validar a formulacao desenvolvida, alguns exemplos
numéricos sao analisados e, os resultados obtidos sao comparados com solucoes dis-
poniveis na literatura. E feita uma comparacdo dos resultados com trabalhos prévios
nos quais foram utilizados elementos de contorno constantes. Os resultados tem boa
concordancia com resultados analiticos. Na comparacao com elementos constantes,
os elementos quadraticos descontinuos tem uma melhor aproximacgao dos resultados

analiticos.

Palavras chaves: Método dos elementos de contorno, associagao de placas, cascas,

sub-regioes.



Abstract

Mateus, Danilo Diego Chaves, Analysis of the association of plates in space using
quadratic contour elements discontinuous. Brazilia, 2018. Masters Dissertation, Fa-
culty of Technology, University of Brazilia.

This work presents a formulation of the boundary element method for the analysis of
structures formed by the spatial association of plates under static loading. Formulations
of boundary elements for plate bending and plane elasticity are associated, obtaining
a flat structure denominated macro-element. The contour of this region is discretized
in boundary elements. Each of this element has three collocation points (quadratic
boundary elements), where boundary integral equations are applied. A macro-element
contains four degrees of freedom per node, being: the normal, tangential and transverse
displacements and the rotation around the normal to the boundary. An association of
these subregions is made in space. Equations of each sub-region, after the coordinate
transformations, are coupled through the compatibility of displacements and rotations
and balance of forces and moments. In order to calculate elements of influence matrices,
boundary integrals along the elements are obtained numerically. The main contribution
of this work is the use of discontinuous quadratic boudary elements in the formulation
of the boundary element method for the association of plates in space. In order to
validate the developed formulation, some numerical examples are analyzed and the
obtained results are compared with solutions available in the literature. A comparison
of the results with previous works in which constant boundary elements is carried
out. The results have good agreement with analytical results. In the comparison with
constant elements, the discontinuous quadratic elements have a better approximation

of the analytical results.

Key words: Boundary element method, association of plates, shells, subregions.
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Capitulo 1
Introducao

A necessidade de projetar teve inicio com as primeiras tentativas do homem em mu-
dar o seu ambiente de forma a deixd-lo em melhores situagoes. A principio, estruturas
jA existentes na natureza como pedacos de madeira e pedras eram aproveitadas como
armas etc. Com objetivo de torné-las mais eficientes, o homem inventou maneiras de
melhorar essas estruturas, por exemplo, atritando uma pedra de maneira a deixéa-la
com bordas mais afiadas, o que facilita o uso para corte. Com o passar do tempo, o
ser humano de acordo com suas necessidades, tem produzido moradias, ferramentas
auxiliares, meios de locomocao, computadores e méquinas modernas em geral. Com a
evolucao ao longo dos anos dos processos de concepcao das manufaturas, os conheci-
mentos empirico/cientifico adquiridos pelo homem na transformagao dos recursos deu
origem a ciéncia, hoje conhecida como, engenharia. Em linhas gerais, a engenharia
aplica esses conhecimentos na producao de manufaturas.

A aplicacao desses conhecimentos de forma correta em projetos de estruturas traz
uma efetividade ao mesmo, levando em consideracao as propriedades do material, bem
como suas dimensoes e geometria. Pode-se dizer que uma estrutura é segura se for
de conhecimento quais tipos de esforcos a estrutura esta sofrendo e como ela reage a
essas cargas. Essas definicoes passam pelo entendimento de como esses esforcos sao
distribuidos na estrutura e também do conhecimento da resisténcia do material do qual
ela é construida.

Os primeiros estudos que relacionam a aplicagao de forcas as deformacoes foram
feitos por volta de 1678 por Robert Hooke, cujo sobrenome é extremamente familiar
a maioria dos estudantes das engenharias mecanica, civil e relacionadas. Apesar desse
longinquo inicio, grandes avancos na teoria da elasticidade nao foram obtidos até o ano
de 1821 quando Navier publicou seus estudos acerca das equacgoes de equilibrio. Este
desenvolvimento foi seguido por Cauchy que estudou as equacoes bésicas da elasticidade

e desenvolveu o conceito de tensao em um ponto. Varios outros cientistas cujos nomes



figuram nos livros de teoria da elasticidade continuaram o desenvolvimento desta dis-
ciplina, entre os principais podemos citar, Bernoulli, Green, Saint-Venant, Betti, Airy,
Kirchhoff, Lord Kelvin, Poisson, Lamé, Rayleigh, Timoshenko, Love. A totalidade
destes autores desenvolveu a forte base matemética presente nos livros e formulagoes
usadas atualmente, sendo muito dos seus desenvolvimentos homenageados em denomi-
nacoes como a viga de Timoshenko, teoria de placas de Kirchhoff-Love, principio de
Saint-Venant, coeficiente de Poisson, solucao fundamental de Kelvin para elasticidade
(Sadd, 2009).

Alguns modelos matematicos foram desenvolvidos baseados em leis fisicas do com-
portamento de solidos e fluidos com o objetivo de prevenir que falhas em estruturas

que possam a ocasionar perdas humanas e materiais.

1.1 O método dos elementos de contorno

A partir da décado de 1960, uma poderosa ferramenta despontou com forca no
mundo da engenharia, o computador, embora inicialmente apenas em institutos de
pesquisa e universidade. A potencialidade de realizar repetidos calculos em um tempo
pequeno e de sistematizar certas atividades, levou os pesquisadores a aplicar alguns
conceitos como anélise matricial de estruturas a uma configuracao mais abrangente.
Surgiram assim, os métodos numéricos como: o Método das Diferengas Finitas (MDF),
o Método dos Elementos Finitos (MEF), e o Método das Equagdes Integrais. Mas, este
ultimo, para distingui-lo dos outros métodos que envolviam equagoes integrais, ele foi
finalmente chamado de Método dos Elementos de Contorno.

O Método de Elementos de Contorno (MEC), tem sido fonte de pesquisas cientificas
ao longo das tltimas décadas, mas seu uso é consideravelmente menor quando compa-
rado ao Método dos Elementos Finitos (MEF). Isso ocorre devido a extensa pesquisa
ja realizada, bem como a versatilidade e a adaptabilidade do MEF', que se tornou um
método robusto e deu origem a vérios programas comerciais, como o Nastran, Abaqus,
Ansys, etc. Mesmo com essas caracteristicas, o MEC oferece algumas vantagens, como
a reducao da dimensao do problema, uma vez que apenas o contorno é discretizado. Por
exemplo, um problema bidimensional reduz-se somente a uma curva correspondente ao
contorno do dominio que necessita ser discretizada em elementos e, um problema tri-
dimensional reduz-se a uma superficie do dominio que precisa ser discretizada. Isto
significa que, comparado & analise de um dominio tipo MEF, uma anélise de contorno
resulta em uma substancial reducao na preparacao dos dados e, um sistema algébrico
de equacoes muito menor a ser resolvido numericamente. Também podem ser citadas

desvantagens entre as quais, dificuldades no tratamento de problemas nao-lineares, um



sistema de equacoes resultantes formado por uma matriz cheia e nao simétrica, cujo
tempo de solucao cresce bastante com o tamanho do problema.

O MEC pode ser aplicado em uma ampla variedade de problemas de engenharia,
tais como em estruturas, uma vez que sua aplicacao pratica é muito comum e o desen-
volvimento de pecas e componentes mais resistentes e leves ¢ uma demanda constante.
Esse tipo de configuracao estrutural ¢ aplicada nas mais diversas areas, desde a en-
genharia civil, com coberturas e telhados sustentados por trelicas, lages em prédios,
vigas sustentadoras de edificios e muitos outras. Nas telecomunicacoes e distribuicao
de energia com estruturas de antenas e torres de transmissao. Na engenharia mecanica

como fuselagens de avioes, chassis automobilisticos e muitos outros.

1.2 Consideracoes sobre placas

A primeira teoria para descricdo do comportamento de placas foi proposta por Kir-
chhoff (1850). Ela ficou conhecida como teoria de placas finas e é suficientemente pre-
cisa para a maioria das aplicacoes praticas. Esta teoria tém sido aplicada a problemas
de flexao em elementos de contorno, assim como as teorias de placas com deformacoes
cisalhantes, como por exemplo a teoria de Mindlin (1951) ou Reissner (1944). Shi
and Bezine (1990) apresentam uma andlise por elementos de contorno de problemas
de flexao de placa usando a solu¢ao fundamental proposta por Wu and Altiero (1981),
baseadas nos pressupostos de flexao da placa de Kirchhoff.

Rajamohan and Raamachandran (1999) propuseram uma formulagio na qual as
singularidades sao evitadas por pontos fontes colocados fora do dominio. Paiva et al.
(2003) apresentaram um tratamento analitico para integrais singulares e hipersingulares
da formulagao proposta por Shi and Bezine (1990).

Placas deforméveis por cisalhamento foram analisadas com o MEC por Rashed
(2000), Weén (1982), Wang and Schweizerhof (1997) com a solugdo fundamental pro-
posta por Wang and Schweizerhof (1995).

No MEC para flexao de placas, a presenca de forcas distribuidas no dominio geram
as integrais de dominio na formulacao. Para se resolver estas integrais, a forma de
integracao por células pode dar resultados precisos, como demonstrado por Shi and
Bezine (1990) para problemas de flexdo em placas anisotropicas. Entretanto, a dis-
cretizacao do dominio em células diminui uma grande vantagem que o método dos
elementos de contorno tém, que é a possibilidade de se discretizar apenas o contorno.
Uma forma diferente foi apresentada por Rajamohan and Raamachandran (1999) onde
foi proposto o uso se solugoes particulares para que se possa aproximar a discretizacao

do dominio. No entanto, as solucoes particulares precisam de uma funcao que satisfaca



a equagao governante, que por sua vez, dependendo da complexidade, pode ser dificil
de ser encontrada.

Venturini (1988) apresentou um método para problemas de flexao em placas isotro-
picas, onde transformam as integrais de dominio em integrais de contorno, através do
Método de Integracdo Radial (MIR). Posteriormente, Gao (2002) ampliou o método
para problemas de elasticidade isotropica tridimensional e Albuquerque et al. (2006)
para placa de Kirchhoff anisotrépica.

A simplificacao de hipoteses, com fim de analisar a placa como elemento bidimensi-
onal, gerou varias teorias para entender o comportamento de forma geral da superficie
da estrutura. Kirchhoff (1850) estabeleceu as hipoteses fundamentais da teoria de pla-
cas finas através da derivada da energia potencial para uma placa inclinada e aplicando
o principio dos trabalhos virtuais, e com isso obtendo uma equacao diferencial, onde
a rigidez a flexao foi definida em termos do coeficiente de Poisson e do moédulo de
elasticidade. Além disso, Kirchhoff identificou que nao havia compatibilidade entre a
equacao diferencial de quarta ordem e as trés condi¢oes de contorno naturais proposta
por Poisson (1829), no entanto ele mostrou que era possivel reduzir a apenas duas con-
dicoes de contorno naturais. Esta teoria despreza o efeito da deformacao pelo esforco
cortante, levando em conta que, retas normais ao plano médio antes da deformacao,
permanecem normais apos a placa ser deformada. Como dito antes, as hipoteses de
Kirchhoff resultaram na equacao diferencial de quarta ordem, e o deslocamento é dado
em funcao de duas coordenadas no plano médio da placa. Esta equacao diferencial
pode ser eficiente se utilizada para analizar placas finas para pequenos deslocamentos,
tendo boa precisao com varios tipos de carregamentos e geometrias. No entanto, como
citado anteriormente, essa teoria abrange a area de placas finas, caso essas placas sejam
espessas ou moderadamente espessas h& outras teorias que se enquadram bem melhor
para esse tipo de comportamento, como a teoria de Mindlin (1951). Essa teoria assume
que as distor¢coes que ocorrem na espessura sao constantes, as tensoes sao obtidas a

partir da geometria imposta para as deformagoes.

1.3 Objetivo

Este trabalho tem como principal objetivo desenvolver uma formulacao de elementos

de contorno quadréticos descontinuos para a associacao de placas no espaco.



1.4 Motivacao

No trabalho prévio de Sousa (2016) foi desenvolvida uma formulagdo do MEC para
associacao de placas no espaco usando elementos de contorno constantes. Os resultados
de Sousa (2016) convergiam para a solugdo analitica, porém ndo foi possivel, para a
maioria dos problemas obter um erro abaixo de 1%. A motivacdo deste trabalho veio
no sentido de obter uma formulacao com convergéncia mais rapida, usando elementos

de contorno de alta ordem, no caso, elementos de contorno quadraticos descontinuos.

1.5 Contextualizacao

Neste trabalho, serda abordada a associacao de placas finas usando o MEC, com foco

na analise estatica. Para tanto, os seguinte topicos serao revisados:
e As teorias desenvolvidas para placas e elementos planos.
e A associacao de macro-elementos via sub-regioes.
e Limitacoes & aplicacao do método de sub-regioes através do MEC.

Foi apresentado por Baiz and Aliabadi (2009a), uma formulac¢ao dos elementos de
contorno de multi-regiao para a analise de instabilidades locais em placas e cascas. Cada
sub-regiao é formada pelo acoplamento dos elementos de contorno de placa deforméveis
ao cisalhamento e elasticidade plana. Integrais de dominio que aparecem na formulagao
sao transformadas em integrais de contorno. Tensoes de membrana em pontos discretos
do dominio de cada sub-regido (placa ou casca) na montagem sao obtidas a partir do
estado de pré-flambagem, resultando em um conjunto de equacoes lineares em funcao
da deflexao e do fator de carga.

Di Pisa et al. (2010) aplica o método de elementos de contorno (MEC) para grandes
deformacgoes de placas sob cisalhamento em associacao com multi-estruturas. Cada
secdo da placa é modelada como uma regiao (membrana) submetida a cargas sob
flexao, momentos, deslocamentos, rotacoes, representados por tracoes e deslocamento
com variaveis nodais generalizada no contorno. Termos nao-lineares na formulagao
integral de contorno para cada secao que surge sao devido a grande deformagao e,
sao tratados como forcas de corpo. Além disso, as integrais de dominio associadas
sao transformadas em integrais de contorno usando o método da reciprocidade dual.
Derivadas de tensoes e deflexao no contorno surgem na forma de termos nao-lineares,
e seus valores sao avaliadas em pontos internos no dominio usando funcoes de base
radial. Sec¢oes da placa sao unidas ao longo de suas interfaces usando as condigoes de

compatibilidade e de equilibrio.



Tanaka et al. (1998) aplicou o método de elementos de contorno a problema de vi-
bracao livre de estruturas finas de placas laminadas. As solucdes fundamentais estatica
sao utilizadas para a derivacao das equacoes integrais no plano e fora do plano. Todas
as equacoes integrais implementadas sao regularizadas até uma ordem integravel e, em
seguida, foram discretizadas por meio de elementos de contorno. Todo o sistema de
equacgoes para a associagao elastica de estruturas de placa finas sao obtidas através da
montagem das componentes satisfazendo as condi¢oes de equilibrio e compatibilidade
na interface, bem como as condig¢oes de contorno.

Sousa (2016) desenvolveu uma formulagao estatica e dinamica do método dos ele-
mentos de contorno para andalise de estruturas formadas pela associacao espacial de
placas finas. As formulacoes dos elementos de contorno para elasticidade plana e fle-
xao de placas finas de materiais isotropicos sao associadas, obtendo-se uma estrutura
plana denominada de sub-regiao. Uma sub-regiao contém simultaneamente os estados
de flexao em placas finas e de elasticidade plana (chapa) e possui quatro graus de li-
berdade por no, sendo eles: deslocamento normal, tangencial e transversal e rotacao
normal. O modelo final assume uma associagao dessas sub-regioes no espaco. Cada
sub-regiao é tratada via MEC. As equacdes de cada sub-regido, apos as transformagoes
de coordenadas, sao acopladas através da compatibilidade de deslocamentos e rotagoes
e equilibrio de forcas e momentos. A fim de calcular os elementos das matrizes de in-
fluéncia, as integrais de contorno ao longo dos elementos serao obtidos numericamente.
Dessa forma, a principal contribuicao deste trabalho é a associacao da formulacao do
método dos elementos de contorno de placas finas e elasticidade plana para proble-
mas estaticos onde, somente o contorno serd discretizado em elementos de contorno
quadréticos descontinuos. Com objetivo de validar a formulacao desenvolvida, vérios
exemplos numéricos sao analisados e, os resultados obtidos sao comparados com Ansys
e solucoes disponiveis na literatura.

Neste trabalho, serd um paralelo da tese do Sousa (2016), mas com algumas dife-
rencas. Serd utilizado elementos de contornos quadraticos descontinuos, ao invés de
elementos constantes. Serd abordado somente a parte estatica do problema, sem con-
siderar a parte dinamica. A razao para se usar elementos quadraticos é que os mesmos
apresentam convergéncia mais rapida para as solucoes analiticas. Conforme mostrado
por Liu (2009) em alguns problemas de elasticidade plana, o uso de elementos constan-
tes é inadequado, exigindo um grande nimero de elementos de contorno para se obter

um erro satisfatorio.



1.6 Organizacao dos capitulos

Nesta seccao serd mostrada a ordem de abordagem dos contetidos em cada capitulo,
seguindo a ordem como foi desenvolvido o trabalho.

No Capitulo 2 serd abordado os conceitos basicos da teoria da elasticidade linear e
plana para materiais isotropicos.

No Capitulo 3 serd mostrado conceitos da teoria da elasticidade plana para materiais
isotropicos, que serd empregado nas formulagoes matematicas para o desenvolvimento
das equacgoes integrais de contorno.

No Capitulo 4 serd apresentado conceitos de placas, incluindo as definicoes e no-
menclatura relacionadas. As hipoteses basicas em que se baseiam as teorias de placas
serao relacionadas com a teoria de Kirchhoff. Serd apresentada a obtencao das equagoes
diferenciais e das solucoes fundamentais isotropicas.

No Capitulo 5 a formulacao da integral de elemento de contorno é apresentada de
forma detalhada. Sera apresentada a obtencao da equacao integral de contorno para
deslocamentos. E descrito como calcular os termos das matrizes de influéncia, bem
como a transformacao das integrais de dominio em integrais de contorno. Além disso,
desenvolve-se o conceito de associagao tri-dimensional de elementos planos utilizando
a técnica de sub-regioes do MEC.

No Capitulo 6 sao apresentados resultados numéricos obtidos com as rotinas imple-
mentadas para associacao de placas no plano e espaco considerando problemas estati-
CoS.

Por fim, no Capitulo 7 sao apresentadas as consideracoes finais e conclusoes obtidas

através da analise dos resultados apresentados neste trabalho.



Capitulo 2

Teoria da Elasticidade Linear

2.1 Introducao

A Elasticidade é uma parte da ciéncia que aborda, principalmente da determinacao
das tensoes, deformagoes e distribuicao de deslocamentos em um solido elastico sob
a influéncia de carregamentos. Para tal, modelos mateméaticos foram desenvolvidos
possibilitando a anélise de problemas com aplicacoes praticas e tedricas na engenharia.

Alguns exemplos sao:

e Aplicacbes em engenharia aerondutica e aeroespacial. A teoria desta disciplina
também constitui a base para estudos mais avancados como plasticidade e vis-
coelasticidade, além do emprego de métodos computacionais para a solucao de
problemas com geometrias e carregamentos mais complicados. Nesta secao a teo-
ria da elasticidade sera abordada cobrindo os aspectos basicos das relacoes tensao
deformacao, relacdes cinematicas e condigoes de equilibrio onde as defini¢oes se-
rao particularizadas para o casa da Elasticidade Plana e de Placas Espessas. A
partir deste capitulo e ao longo do restante desta tese a notacao indicial sera uti-
lizada. Indices com letras gregas («, ) terdo variacdo de 1 a 2, enquanto indices

com letras romanas terao variacao de 1 a 3.

e Analise estrutural no &mbito da engenharia mecanica como o projeto de pecas e
partes de maquinas e equipamentos, para as quais sao levadas em consideracao a

andlise de tensoes, problemas de contato, fratura e fadiga.

e Analise estrutural no ambito da engenharia civil com a determinagao de tensoes
e deformacgoes em elementos, como placas, cascas, vigas e aplicacoes em geo

mecanica envolvendo a andlise de solo, rochas e concreto.

As teorias classicas de placas e cascas sao uma importante aplicacao da teoria da
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elasticidade, que lida com as relagoes de forcas, deslocamentos, tensoes, e deforma-
¢ao em um corpo elastico. Quando um corpo soélido é sujeito a forcas externas, estas
deformam-no, produzindo deformacdes e tensoes internas. A deformacao depende das
condicoes de contorno do corpo, da carga aplicada, e das propriedades mecanicas do
material. A teoria da elasticidade linear restringi-se a atencao para materiais lineares
elasticos; isto é, as relacoes entre tensoes e deformagoes sao linear, e as deformacoes e
tensoes anulam-se quando as forcas externas sao removidas. A teoria classica da elas-
ticidade assume que o material ¢ homogéneo e isotropico, ou seja, as suas propriedades
mecanicas sao as mesmas em todas as direcoes e em todos os pontos.

Esta secao contém uma breve descricao da teoria da elasticidade linear e plana que

serd 1til para o desenvolvimento da teoria de placa.

2.2 Tensoes e equilibrio

Nesta secao as definicoes e propriedades dos vetores de for¢a de superficie e tensor
de tensoes serao estabelecidas, assim como as equacoes de equilibrio de forcas. Estas
relacoes sao outra parte das equagoes necessarias para a solucao de um problema geral
de elasticidade. A ideia geral por tras da relagdo entre forcas de superficie, é que para
que seja mantido o equilibrio, a aplicagao de forcas externas induz o aparecimento de

forcas internas. Elas sao convenientemente categorizadas em duas classes:
e Forcas de corpo
e Forcas de superficie

As forcas de corpo sao proporcionais & distribuicdo de massa do corpo e sao re-
sultado de um agente externo. Sao exemplos a forca peso, que é gerada por campos
gravitacionais, forcas magneticamente induzidas e as inerciais. As forcas de superficie,
como o nome indica, sempre atuam na superficie do corpo.

Considere um corpo elastico sujeito a cargas externas que estao em equilibrio. De-
pois, considere um ponto material em qualquer lugar no interior do corpo. Se atribuir-
mos um sistema de coordenadas cartesianas com eixos x, y, z, como mostrado na Figura
2.1, com faces paralelas aos planos coordenados. Para efeitos de quantificacao do modo
como ocorre a transmissao de forcas no interior de um soélido é necessario introduzir
a nocao de tensao, como foi definida por Cauchy. As tensoes que atuam na face do
elemento infinitesimal descrevem a intensidade das forcas internas em um ponto da
face do solido. Estas tensoes podem ser divididas em uma componente normal (tensao
normal) e uma componente tangente (tensao de cisalhamento) a face. Como resultado,

as trés componentes da tensao, definidas por o, 74y, 7. para a face frontal no plano
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Tzx
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‘7#'1351 ‘i<"5»z

O'x Txy_h__‘ 15/1’: CB)

Figura 2.1: Estado geral de tensao.

xy, atuarao sobre cada elemento. A notacao subscrita pelos componentes de tensao
é interpretada da seguinte forma: o primeiro indice indica o sentido de uma normal
exterior & face na qual atua a componente de tensao; o segundo subscrito refere-se ao
sentido da prépria tensao.

Quando a posicao relativa entre dois pontos quaisquer num corpo continuo é al-
terada, é dito que o corpo sofreu deformacao. Se a distancia entre qualquer par de
pontos no corpo permanece constante durante o movimento, o corpo ¢ dito rigido. O
movimento de corpo rigido é caracterizado apenas pela translacao e rotacao.

Em mecéanica do continuo, o tensor tensao de Cauchy o, tensor tensao verdadeira
ou simplesmente denominado tensor tensao, denominado em memoéria de Augustin-
Louis Cauchy, é um tensor de segunda ordem, com nove componentes o;;, que define
completamente o estado de tensao em um ponto no dominio de um material em sua
configuragao deformada. O tensor relaciona um vetor diretor de comprimento unitario

n com o vetor tensao T™ sobre uma superficie imaginéaria perpendicular a n:

T™ =n.o Tj(n) = 0i5.N;. (2.1)

Para os eixos coordenados da Figura 2.1, usando a notac¢ao indicial,

Or Txy Taz
Ts= |1, o0y T |, (2.2)

Tex Tzy Oz
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o qual é simétrico em relagao a diagonal principal devido a lei da reciprocidade das

tensoes de cisalhamento,

Tey = Tyz; Tez = Tzx Tyz = Tzy (23)

Assim, apenas seis das nove componentes de tensao no tensor expresso pela Equacao
2.2 sao independentes. O tensor de tensao, Tg, caracteriza completamente o estado
tridimensional de tensao em um ponto do corpo soélido.

Para a anédlise de tensao de placas elasticas no estado plano de tensoes, 0, = 7, =

T.. = 0. Assim, a Equacgdo (2.2) pode ser simplificada por:

Or Ty
Ts = Y1, onde Toy = Ty (2.4)
Tye Oy

2.3 Relacao entre deformacoes e deslocamentos

Os solidos elasticos mudam de forma, ou seja, deformam-se quando sujeitos a um
carregamento. Essas deformacgoes podem ser quantificadas, uma vez que seja conhe-
cido o campo de deslocamentos por todo o corpo. Deve ser levado em consideragao
que a hipotese de um meio continuo estabelece que ha um campo de deslocamentos
abrangendo todos os pontos de um sélido elastico.

Observemos o corpo elastico mostrado na Figura 2.2, que é suportada de tal maneira
que os deslocamentos do corpo rigido (translagoes e rotagoes) sao evitadas. Assim, este
corpo deforma-se sob a agao de forgas exteriores e cada um dos pontos tem pequenos
deslocamentos elasticos. Por exemplo, um ponto A tinha as coordenadas z,y, z no
estado inicial nao deformado. Apos a deformacao, esse ponto move-se para posicao A*
e suas coordenadas tornam-se ' =z 4+ u, y =y + v, 2’ = 2+ w, onde u, v e w sdo as
projecoes do vetor deslocamento do ponto A, vetor AA’ nos eixos coordenados x, ¥y e
z. No caso geral, u, v e w sao funcoes de x, y e z.

As deformacoes decorrentes podem ser indicadas por meio de indices. Portanto, as

deformacgoes lineares sao:

6(dx) . (dy) 6(dz)
de ' Y dy N

estas equacgoes sao chamadas de deformacoes lineares numa direcao qualquer. Na

(2.5)

€r =

Equacdo (2.5), o termo d0(dx), pode ser expresso segundo series de Taylor, ou seja,

d(dx) = g—;dx, etc; entdo, pode-se escrever

ou ov ow

€r = g, €y = a—y, €, = % (26)

11



Configuracto

\ final

Configuracdo
inicial

Figura 2.2: Deformacoes: campo de deslocamentos.

A deformacao angular associada a um par de diregoes ortogonais quaisquer no
ponto A sao denominadas por vy, Vzz € V.. O angulo BAC na Figura 2.3, apresenta
configuragao deformada B*A*C*. Assim, a deformagao angular em fun¢ao do plano de

deslocamentos é:

du
y u + ‘IdT d)‘ 9
¥ > ‘l
U »*
& / (8
_i._—..—.‘ L
p (A®) "
g = 5“
> ol o
N 3l S
- >
P | .
A
> | u+ %':-j dx L
™ I
X
. 5
X u
Figura 2.3: Configuracao deformada de um corpo
o u o du
7 _ édl’ 9y dy _ 8_; + Jdy (2 7)
Ty — 0 0 - 0 DR :
de+gde  dy+gdy  1+3 1+5
Limitando-se ao caso de pequenas deformacoes, pode-se omitir os termos % e %
y

do denominador da expressao acima, obtendo-se
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_Ov  Ou

o = — + —. 2.8
Similarmente, pode-se obter 7, e v,.. A deformacao angular é dada por:
_8u+8v _8u+8w _8v+8w (2.9)
Ty = oy Oz’ T2 =g, T e T Bz oy’ '

Assim, o tensor de tensao observado na Equagao (2.2), pode ser definido como

tensor de deformacao

€ 3Vay 37Ves
Tp = %Vyx €y %’yyz : (210)
%’Vz:c %sz €z

Sabendo-se que, o tensor de deformacao é simétrico, tem-se:

Exy = Eya, €z = Ezm, Eyz = €y (211)

2.4 Equacoes constitutivas

Em elasticidade linear, o vetor de deslocamentos e suas derivadas sao assumidos
como infinitesimais. O tensor de deformacao, considerando deslocamentos infinitesi-

mais, pode ser escrito como:

1 1 1
€y = = oy —v(oy +0.)], €, = z oy —v(oy+0.)], e.= 5 o, —v(oy + 02)],
(2.12)
e
1 1 1
Yoy = ETxya Yzz = 57—127 Yyz = aTyzu (213)

onde E, v e G sao os modulos de elasticidade, coeficiente de Poisson e moédulo de

cisalhamento. A relagdo entre E e G é dada por:

E
G = TRl (2.14)

2.5 Equacoes de equilibrio

As componentes de tensao introduzidas acima, devem satisfazer as equacoes de

equilibrio:
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0o,  OTyy Oy,

bx - )
ox oy 0z + 0
Jo, OTys  OTy.

b, = 0
dy Ox 0z O ’
0o, 0T,y 0Ty

= 2.1

£l + o 3y +b, 0, (2.15)

onde b, b, e b, sao as forcas de corpo. A Equacao 2.15 pode ser escrita como:

04,5 —+ bl =0. (216)

2.6 Equacoes de compatibilidade

Considerando que é necessario conhecer o valor das seis componentes do tensor de

deformacao, Equagao (2.9), a Equacao (2.10), contém apenas trés componentes de des-

locamentos: g, u,, u,. Assim, este sistema de equagoes nao possui uma solucao tnica,

pelo que as componentes nao podem ser independentes entre si. Estas equagoes adicio-

nais sao definidas como equacoes de compatibilidade. Eliminando-se as componentes de

deslocamento por sucessivas diferenciacoes, as seguintes equacgoes de compatibilidade

sao obtidas

e, Py Py
oy?2  Ox? oxdy’
9%, 0. Oy
022 Oy? Oyoz’
O, ey e
02 Vo2 T Bwoz
(2.17)
e
0 [0y | e Ovmy| 0%
0z | Ox oy 0z | dxdy’
0 [0 vy O] 0%
ox | dy 0z Oz | Oydz’
0 -a%y a%}z 87:cz_ . 82€y
oy | 02 o Oy | 020z
(2.18)

Para o estado plano de tensoes (o, = 0, 7,,

dada nas Equagoes (2.15) resulta em:

14

= 7,, = 0), as condicoes de equilibrio
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Capitulo 3

Integrais de contorno para elasticidade

plana

Neste capitulo serao apresentadas as equacoes de equilibrio da formulacao de elas-
ticidade plana isotropica, a identidade Somigliana que permite obter os valores dos

deslocamentos e o tipo de elemento de contorno utilizado neste trabalho.

3.1 Formulacao integral de contorno para elasticidade

Nesta secao a formulacao do método dos elementos de contorno para elasticidade
seré desenvolvida. Os itens a serem abordados englobam a obtencao da equacao integral
de contorno (FIC'), a obtencdo da solucao fundamental e a especializa¢ao da E1C para
um ponto qualquer, dentro do dominio, exatamente no contorno ou externo a ele.

Entre as possibilidades de obtencao das equagoes integrais de contorno para elasti-
cidade, pode-se utilizar o teorema da reciprocidade de Betti. A formulacao é obtida a
partir deste teorema, considerando dois estados equilibrados, um no dominio do pro-
blema e o outro naquele conhecido como espago fundamental, com variaveis (u;, t;, b;)
e (uf,tf,by), respectivamente, onde u; e uf sdo os deslocamentos, ¢; e tf sao as forgas
de superficie, e b; e b} sao as forcas de corpo.

Assumindo-se uma funcao vetorial continua u;, que representa o deslocamento de

um estado elasto-estatico definido sobre um dominio €2 e contorno I', como sendo uma

fungao peso da equagao de equilibrio (2.19), tem-se:

Q Q

Pela regra de derivacao do produto de duas funcoes tem-se:

(oijui) j = oijju; + oy (3.2)
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Pode-se escrever u;; como a soma de um tensor simétrico e um anti-simétrico, da

forma

i — i(u” +uj;) + i(u” —uj;) =€+ wj (3.3)

sendo que €7; e wj; representam os tensores deformacao (simétrico) e de corpo rigido

I

?

(anti-simétrico), respectivamente, do estado elastico ” 7.
Substituindo (3.3) em (3.2) tem-se

(O'm"LLI)J = aij,ju;‘ + Uijgz}' + O'Z'jw;kj (34)

sendo 0;; um tensor simétrico. O produto de um tensor simétrico por um anti-simétrico

¢ nulo. Desta forma, a equacao (3.4) torna-se

*
%

oy = (owu;) j — 04jE;; (3.5)

Substituindo a equagao (3.5) na equagao (3.1) tem-se

—/O'UE:JCZQ—l—/(O'UU;k)JdQ—F/bludeZO (36)
Q Q Q

Pelo teorema de Green, onde I' é o contorno, tem-se:

Q r r

onde

tz‘ = O'Z'jnj (38)

Substituindo (3.7) em (3.6), tem-se

Q T Q

Se partirmos da equagao (2.16) como sendo a correspondente ao estado u} e a fungao

de interpolagao da equacao (3.1) como sendo u;, obtém-se, de forma anéaloga a anterior

Q T Q

Pelo Teorema Betti dois estados de um mesmo material podem ser relacionados por

o7;€i5 = 045€5;. Desta forma, igualando-se as equagdes (3.10) e (3.9), tem-se

/ tiutdl + / wibidQ = / trugdl + / b dS) (3.11)
r Q T Q
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A equagdo integral (3.11) relaciona dois estados quaisquer de tensdes. Para que
se possa tratar problemas de elasticidade em meio continuo, serd adotado que um
destes estados é conhecido, e o outro se deseja determinar. No caso de elementos
de contorno, o estado conhecido é o chamado estado fundamental que corresponde a
resposta de um corpo infinito sujeito a uma carga concentrada unitaria em um ponto
x’. A representacao matemaética de uma carga concentrada unitaria é dada pelo delta

de Dirac, que é definido como

I(x—x') =00 se X =X’
d(x—x)=0 se X # x/ (3.12)
7 o(x—x)d2=1

A razao da escolha do estado fundamental deve-se ao fato que a func¢ao delta de

Dirac reduz o niimero de integrais de dominio, pois esta possui a propriedade

/Qf(x)é(x —x)dQ = f(x') (3.13)

para um dado ponto x' € .

Considerando o estado ” x” como sendo o estado fundamental de um problema

estatico livre de forcas de corpo (b = 0), a equagao (3.11) pode ser escrita como

r Q r Q
onde Uy, e Ty, representam respectivamente deslocamentos e forcas de superficie na
direcao k, num ponto x, devido a uma forca concentrada unitaria aplicada de forma
estatica num ponto x’ numa direcado i. Por serem solugoes do estado fundamental,
U;r e T; sao chamadas solucoes fundamentais de deslocamentos e forcas de superficie,
respectivamente.

Devido a propriedade (3.13), a equacao (3.14) pode ser escrita como
r r Q

Esta equacao também é conhecida como Identidade de Somigliana e permite obter
os valores dos deslocamentos u em qualquer ponto P do dominio €2 do problema,
considerando-se que os valores de deslocamentos u; e forcas de superficie ¢; no contorno
da geometria e as forcas de corpo b; sao conhecidos.

Considerando que as forcas de corpo b; sao nulas, pode-se escrever:
r r
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y (Ponto fonte)

P (Ponto campo)

Figura 3.1: Ponto de carregamento (Q) e de deslocamento (P).

3.2 Solucoes fundamentais

A solugao fundamental tem papel crucial para as formulagoes do MEC. Sua existén-
cia faz com que seja possivel aplicar a técnica e a sua defini¢ao esta relacionada com o
desenvolvimento mateméatico que resulta na identidade de Somigliana.Para um estado
plano de tensoes as solugoes fundamentais, conforme Figura 3.1 para os deslocamentos
e forcas de superficies sao dadas, respectivamente, por:
1

1
Ui (X, 7) = %(1 —v)(3 —4v)log }—_{5@ + R;R ; (3.17)

—1

OR
dm(1 — u)R[(l = 20)0y + 2R Rl 5 — (1 = 2v)(Ryn; — Rjni) - (3.18)

Ej(X7x> - on

Observe que tanto a solucao fundamental de deslocamentos quanto a de forcas de
superficie sao singulares quando o ponto fonte () tende ao ponto campo P. No caso
da solugdo fundamental de deslocamentos a singularidade é fraca (lnr). Ja no caso
da solugao fundamental de forgas de superficie tem-se uma singularidade forte (1/r),
conforme Brebbia and Dominguez (1989). As formas como estas singularidades serao

tratadas é mostrada na secao abaixo.

3.3 Equacgoes integrais singulares

Como a equagdo integral (3.16) tem ponto fonte interno, ja que foi escrita para um
ponto no interior do dominio, a equacao tém somente integrandos regulares. Considere
agora o limite da transicao quando o ponto fonte tende ao contorno. Esta operacao

pode ser implementada colocando o ponto fonte no contorno e diminuindo o dominio
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do problema por uma regiao semi-circular, com contorno I'! e raio €, centrado no ponto
fonte, conforme mostrado na Figura 3.2. Com esta configuracao, o contorno completo

é dividido em duas partes, na forma

Figura 3.2: Ponto fonte localizado no contorno, circundado por uma regiao semi-

circular.

I =1lim (T — T, +T7) (3.19)

e—0

onde € é o raio do semi-circulo de centro no ponto fonte, pertencendo ao contorno I'

(Figura 3.2). A equagdo (3.16) &, entdo, reescrita como:

€0 Jp_r 4rs €0 Jr_r 417
A integral do lado direito da equagao (3.20) contém um integrando de singularidade
fraca da ordem In(1/r) e é integravel como uma integral impropria. A integral do lado
esquerdo tem uma singularidade forte, de ordem 1/7, que pode ser regularizada com o

primeiro termo da expansao de Taylor em torno do ponto fonte, ou seja

lim [ Ty u(z) dU = lim [ T}; [u;(z) — w;(z)] dT +
e—0 [T +T% =0 Jp«

ui(z ) lim [ Ty dT" +

e—0 I
11;% F_Y;ljui(z) dl’ (3.21)

Assumindo que os deslocamentos sao continuos no ponto fonte, o primeiro termo
do lado direito da equagao (3.21) é integravel e desaparece no processo de limite. O se-

gundo termo da equacao representa um salto nos deslocamentos dado por A;;(z")u;(z’),
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no qual A;;(z’) é uma constante que depende da geometria local e das constantes elas-
ticas. Finalmente, o terceiro termo do lado direito da equacgao resulta numa integral
improépria que é calculada no sentido do valor principal de Cauchy. Portanto, quando
¢ — 0, o ponto fonte tende ao contorno e, no limite, a equac¢ao (3.20) pode ser escrita

na forma

r

onde f representa integral no sentido do valor principal de Cauchy e o coeficiente ¢;;(z)

é dado por %5” , no qual J;; representa o delta de Kronecker.
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Capitulo 4

Integrais de Contorno para Teoria de

Placas

Nesta secao, serao apresentadas algumas consideracoes gerais sobre placas, in-
cluindo as defini¢coes e nomenclatura relacionadas. As hipdteses basicas em que se
baseiam as teorias de placas serao introduzidas. Uma vez introduzidas, estas hipoteses
serao relacionadas com a teoria de Kirchhoff. Com base nesta teoria, serao obtidas
as equacoes constitutivas de placas. Serd mostrado o célculo da rigidez a flexdao em
direcoes arbitrarias. Além disso, serao relacionadas as variaveis referentes as trés prin-
cipais condicoes de contorno: livre, apoiada e engastada. Nao obstante, mostrar-se-a

a obtencao das equacoes diferenciais e solucoes fundamentais isotropicas.

4.1 Consideracoes gerais

Dentre os elementos estruturais de superficie, a placa ¢ um dos mais utilizados
nas estruturas usuais. Esse elemento estrutural é usualmente definido como sendo
um corpo limitado por duas superficies planas, sendo admissiveis casos de pequena
curvatura. Uma de suas caracteristicas ¢ que a distancia entre as duas superficies,
chamada espessura, é pequena quando comparada com as demais dimensoes do corpo.
O plano equidistante as duas superficies que definem a placa é denominado superficie
média da placa. O carregamento é sempre transversal ao plano médio, conforme Figura
4.1, podendo ou nao estar combinado com outro carregamento contido no plano médio.

Neste trabalho, sera considerada apenas placas finas(os efeitos da deformagao por
cisalhamento na dire¢do transversal ndo sdo consideradas) e isotropicas submetida a
carregamento transversal e ortogonal ao plano médio da placa e, na eventualidade da
existéncia de um carregamento contido no plano médio, seu efeito devera ser analisado

pela teoria de estado plano de tensoes
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Figura 4.1: Placa fina.

4.2 Hipoteses basicas

As seguintes hipoteses sao necessarias para se escreverem as equagoes diferenciais

bésicas das placas finas:

e 0 material no qual é feito a placa é elastico-linear;

e os deslocamentos transversais sao pequenos quando comparados com a espessura

da placa;
e nao ha deformacao do plano médio da placa;

e 0s pontos situados inicialmente em uma normal ao plano médio da placa perma-
necem, depois da flexdo, em uma normal & sua superficie elastica, que é o plano

médio deformado;

e as tensOes normais na dire¢do transversal a placa sdo despreziveis (estado plano

de tensoes).

4.2.1 Relacoes deslocamento-deformacao e curvatura

Como consequéncia das hipoteses de Kirchhoff, as relacoes de extensao-deslocamento

observadas na Equagoes (2.6) e (2.9) resultam:

em:@ ey:@ ezza—w:(). (4.1)
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ou Ov ou Ow ov  Ow
%cy—a—y‘i‘a—xy %cz—%-i‘a—x—oa %’Z_&—i_@_y_()’ (4.2)

onde

Yy = VYyzr  VYazz = Vzzy  Yyz = Vzy (4'3)

Integrando-se €, da Equacao (4.1), tem-se:

w = w(zx,y) (4.4)
indicando que a deflexao lateral nao varia na espessura da placa.

Da mesma forma, integrando as expressoes de 7. € 7., tem-se:

0 0
U= —za—: +up(z,y); v= _28_1; + vo(z,y) (4.5)

Torna-se claro que ug(x,y) e vo(x,y) representam, respectivamente, os valores de u
e de v na superficie média. Conclui-se que ug = vg = 0. Assim,
ow ow
U=—2—; V=—2— 4.6

ox oy (4.6)
Substituindo as Equagbes (4.6) nas Equagoes (4.1) e (4.2) de extensdes, obtém-se:
0w 0w 0%w
0x? Y 0y? Ty 0xdy (47)

A curvatura plana é definida como a taxa de variacao do angulo de declive da curva

Ex =

em relagdo a distancia ao longo da curva. As derivadas parciais das Equagoes (4.7)
representam as curvaturas da placa. Assim, as curvaturas x na superficie média em

planos paralelos ao plano xz, yz e xy sao, respectivamente

10 (o) _,
r, Ox\ox) 7
1 0 (811})

= — R — = K/y’
ry Oy \ Oy

1 0 [ow
= a: (ay) = o

A dltima expressao também é conhecida como a tor¢ao do plano médio em relacao

onde Kgy = Kyz.

aos eixos T e .

Assim, as relagoes extensao-curvatura da placa podem representar-se na seguinte

forma:

€3 = —ZKg, Ey= —ZKy, Yoy = —22Kgy. (4.9)
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4.2.2 Tensoes e Resultantes de Tensoes

No caso de um estado de tensao tridimensional, as tensoes e as deformacoes estao
relacionadas pela lei de Hooke generalizada, vilida para um material isotrépico homo-
géneo como observado nas Equacgoes (2.12) e (2.13). Substituindo €, = 7,, = V2. = 0,

obtém-se as relagoes tensao-extensao da placa fina:

E E

:1_1/2(596_V5y)7 Uyzl_yg

onde v & o coeficiente de Poisson.

Og

(ey —ve), Tay = GYay. (4.10)

Introduzindo as curvaturas da placa, as Equagoes (4.10) ficam com a forma seguinte:

Ez Ez [0*w 0w
o = _m(% ) = 112 (8372 +V@y2> ’
Ez Ez [(0*w 0w
%= T R = S (ay2 ”aﬁ) |
Ez Ez 0*w

= — = — T 411
Ty 1= 1 — v 0xdy (4.11)

Pode-se observar que a tensao desaparece na superficie média e varia linearmente
ao longo da espessura da placa.

As tensoes distribuidas pela espessura da placa produzem momentos fletores, mo-
mentos torsores e forcas de corte verticais, Figura 4.2. Estes momentos e forcas por

unidade de comprimento sao conhecidas por resultantes de tensoes.

F Yz ix
¥ |
fy | fa—— ¥ =
iy
A b — - X
-1 ~ | I
I | | 'In.. L™ 3o
f2 S S— Lo 1 ' = S bt 1P, 1
I e a, 2 frm — - dy
3 :;. o 1 I-..-u. ¥—l- t-'.
! A n 1 1
Kl e | e
| T Tuy 4 = )
J.-a a3
¥

Figura 4.2: Resultantes de tensoes.

Da Figura 4.2, para a tensao o,, tem-se:

t/2 t/2
/ zo,dydz = dy/ zo.dz = M,dy (4.12)
—t/2 —t/2

Da mesma forma, para as outras tensoes obtém-se as seguintes resultantes de tensao:
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M, t/2 Oz
M, = / o, ¢7dz (4.13)
—t/2
Mwy Ty
onde My, = M,,.

Para as forcas cortantes por unidade de comprimento, tem-se:

— d .
{Qy} /_t/Q{TyZ}zz (4.14)

E importante notar que apesar da teoria de placas finas omitir o efeito das de-
formagoes 7., = 7../G e 7, = 7,,/G na flexdo, as forgas verticais @), e @, nao sdo
desprezaveis.

Substituindo as equacgoes das tensoes em funcao dos deslocamentos nas equacoes
dos momentos, pode-se deduzir as formulas dos momentos fletores e torsores em funcao

das curvaturas e deflexoes.

M, = —D(ky + vky) = —D (227%’ + %&”) :
2w
My =—D(1 = v)kzy = —D(1—v)52. (4.15)

onde D ¢ a rigidez de flexao dada por

_ E?
CI2(1 —v?)

Substituindo as equacoes dos momentos nas equagoes das tensoes, pode-se obter as

D (4.16)

tensoes em funcao dos momentos.

12M, 2 12M,2 12M,,2
g, = g, = = —
x 37 Y 3 3

A tensdo méxima ocorre nas superficies superior e inferior (z = +t¢/2) da placa.

(4.17)

Tay

Desta analise pode observa-se que existe uma correspondéncia direta entre os momentos
e as tensoes. Conclui-se que as equagoes de transformacao das tensoes e dos momentos
sao analogas.

A analise do circulo de Mohr e todas as conclusoes sobre as tensoes podem ser
aplicadas aos momentos. A determinacao das tensoes o,, 7., e 7,, através da lei de
Hooke nao é possivel porque nao se relacionam com as extensoes.

Através das Equagoes diferenciais de equilibrio (2.15) as demais componentes de

tensoes podem ser calculadas da seguinte forma:
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0oy, OTyy  OTys
_|_

=0
Ox oy 0z ’
doy,  OTye 0T,
oy Ox * dz 0
0o, OTu n 0Ty _ o (4.18)

0z ox dy

As tensbes de cisalhamento 7,, e 7,, das Equagoes (4.18) depois de integrar, sdo

dadas por:

—/t/2 80x+87xy d —_—E ﬁ_ 2 2 82_w+82_w
Taz = ; dx Oy °T 2(1—v2) \ 4 “ ) |0z \ 922 oy )|’
V2 (90, 0Ty, E 2 \[0 (Pw 0w
we [ (G5 e () [ (5 )] o

Pode-se observar que as distribuigoes de 7., e 7,, na espessura da placa variam de

acordo com uma lei parabolica.
A componente o, é obtida usando a terceira equacao de equilibrio, substituindo

para T,, e T,, e integrando.

~__E ﬁ_tQ_z_i_z_g 82+(‘32 82w+82w (4.20)
2T oa -y \12 4 T3 ) [\0a2 T a2) \ a2 T oy '

A tensao normal o, varia na forma de uma parébola cibica ao longo da espessura

da placa. As tensoes cisalhante na dire¢ao z sao consideradas muito pequenas quando

comparadas com as outras tensoes.

4.3 Equacoes constitutivas

As componentes da tensao (resultantes de tensao) variam, geralmente, de ponto
para ponto numa placa carregada. Essas variacoes sao governadas pelas condigoes
de equilibrio da estatica. O cumprimento destas condigoes estabelece certas relagoes
conhecidas por equacoes de equilibrio.

A Figura 4.3 mostra um elemento de dimensoes dz e dy extraido de uma placa
submetida a uma carga ¢ = ¢g(z,y). Nessa figura indicam-se os esfor¢os internos por
unidade de comprimento segundo os sentidos considerados positivos.

Assume-se que a inclusao do peso da placa, sendo um valor pequeno, no carrega-
mento ¢ nao afeta a precisao do resultado. Além disso, assume-se que as componentes

de forca e de momento estao distribuidas uniformemente em cada uma das faces. Na
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Figura 4.3: Equilibrio de forcas e momentos em uma placa

Figura 4.3, elas estao representadas por um vetor tinico de valores médios, aplicado no
centro de cada face. Com uma mudanca de posicao, por exemplo, da face esquerda
para a face direita, a componente do momento M, que atua na face negativa de x varia
em valor relativamente a face positiva de x. Esta variacao pode ser representada por

uma série de Taylor truncada.

oM,
ox

Usa-se a derivada parcial, pois M, é funcao de z e y. Tratando todas as componentes

M, + dx (4.21)

de forma similar, obtém-se o estado das resultantes de tensao a partir da Figura 4.3.
O equilibrio de forcas na direcao w nesse elemento é dado por

1. O somatorio de forcas no eixo z

0Q,
ox

dxdy + %dmdy + qdxdy =0 (4.22)
Y

a partir do qual

0Q,  0Qy
oz "oy T10 (4.23)

2. O somatoério de momentos sobre o eixo x
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OM,, oM,

pe dxdy + o dxdy — Qydzdy = 0, (4.24)
ou
oM, O0M,
— =0 4.25
e "oy =0 (4.25)

3. O somatorio de momentos sobre o eixo y

oMy, O0M,
R A =0. 4.2
oy + ox @z =0 (4.26)

As seguintes expressoes, equagoes (4.25) e (4.26), que sdo as forgas de cisalhamento

Q). and @, podem sem expressas em termos dos momentos:

OM,  OM,,
_ OM,, 9M,
A = g (4.27)

4.3.1 Equacgao diferencial

Conforme mostrado por Fernandes (1974), as derivadas das Equacgoes (4.15) sao

dadas por:
oM, PBw Bw
or -b ((9x3 * VaxayQ) ’ (4.28)
oM, Pw Pw
o -D (8y3 + l/aany) : (4.29)
oM, Aw
oM, Dw
8yy = D(1-v) (6$8y2) . (4.31)

Substituindo as expressoes, Equagoes (4.28) a (4.31), nas Equagdes (4.25) a (4.26),

obtém-se @), e @), em funcao do deslocamento w,

3 3

ox3  0xdy?
3w DPw
Q, = —-D (a_y:” + —3x28y) , (4.32)
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Considerando-se a simetria de momentos M,, = M,

yz- oSubstituindo as Equagoes

(4.32) nas Equagoes (4.23), encontra-se o seguinte:
o?M, _0*M,, O*M,
0x? 0x 0y 0y?

Finalmente, introduzindo-se as expressoes de M,, M, e M,, das Equacoes (4.15)

= —q(z,y). (4.33)

na Equagao (4.33), obtém-se

o*w M*w Mw g
2 = =, 4.34
0xt "0 T oyt T D (4.34)

Esta ¢ a equacao diferencial de deslocamento para analise de flexao de placas finas

baseado na Teoria de Kirchhoff. Essa equacao foi obtida por Lagrange in 1811. Ma-
tematicamente, a equagao diferencial (4.34) pode ser classificada como uma equagao
diferencial linear parcial de quarta ordem com coeficientes constantes.

A equagao (4.34) pode ser reescrita, obtendo-se:

VAViw) = e = %, (4.35)
onde
ot o ot
) = 2 : 4.
V() ox* + 0x201y? + oy* (4.36)

¢ comumente chamado de operador biharmoénico.

4.4 Calculo da rigidez a flexao em diregoes arbitrarias

Ao aplicarem-se momentos M, e M, em planos perpendiculares entre si, surgem
momentos de flexao e de tor¢cao em dois planos arbitrarios e perpendiculares entre si.
Tomando um elemento ABC'D de uma placa solicitada nas bordas por momentos M,
e M,, observa-se que, as faces desse elemento estao submetidas a M, e M, Figura 4.4.

Como mostrado na Figura 4.5, tomando-se os eixos n e t perpendiculares entre si
e, formando o angulo a com os eixos z e y, respectivamente, os momentos provocados
por M, e M, em planos paralelos a essas dire¢oes serao M, e M,,.

O momento fletor M, e o momento volvente M,,; sao considerados positivos pela
regra da mao direita de acordo com os eixo n e t.

Fazendo-se o equilibrio de momentos em torno do eixo t tem-se M,

M, = M,cos’a + Mysen®a + 2M,,sena cosa (4.37)
e, fazendo-se o equilibrio em torno do eixo n tem-se M,;
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My S
A C
N = A M
My

Figura 4.4: Elemento de placa submetido a momentos nas bordas.

A — X
—

dx

A|
Mnt

S >

'S Mn a
M /
s "
t

Figura 4.5: Elemento de placa submetido a momentos em dire¢oes arbitrarias.

M, = (M, — M,)sena cosa + M,,(cos*a — sen*a) (4.38)

Da mesma forma, a forca cortante (),, pode ser escrita como:

Qn = Qucosa + Qysena (4.39)

Kirchhoff (1850), mostrou que as condi¢bes de contorno de for¢a cortante @, e
momento volvente M,,;, Figura 4.6, podem ser escritas como uma unica condi¢ao de

contorno dada por

aMnt

(4.40)
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Figura 4.6: Momento volvente no contorno. Paiva (1987)

Portanto, as condicoes de contorno de deslocamentos sao a deflexdao w e a rotagao
g—q;;’ e as condicoes de contorno de carregamento sao a forca cortante equivalente V,, e o

momento fletor M,,.

4.5 Condicoes de contorno

Para solucionar o problema de placas, é necessaria a prescricao das condicoes de
contorno do problema em questao. Considerando-se o sistema de coordenadas genérico

nt, conforme Figura 4.6, as condi¢oes de contorno podem ser estabelecidas segundo a
Tabela 4.1 abaixo:

Tabela 4.1: Condigoes de contorno.

Condigoes de contorno Conhecidas Desconhecidas
Engastada w=~0 g—”;i =0 V., M,
Apoiada w=0 M,=0 g_?«f Vi
Livre Vo=0 M,=0 w G-

Com relacao as condicoes de contorno, a teoria de Kirchhoff determina que apenas
duas condigoes sao suficientes para a completa determinacao de w.

4.6 Solucoes fundamentais isotrépicas

Na formulacao das equacgoes integrais do método dos elementos de contorno, por
meio do teorema da reciprocidade, dois estados de tensao num corpo sao relacionados.

Um estado de tensao, é conhecido e, o outro necessita ser determinado. O estado a ser
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determinado esté relacionado com o problema a ser resolvido, ou seja, com a anélise
a ser realizada. O problema a ser resolvido pode ser representado por um meio, um
corpo ou uma peca mecanica, o qual tem geometria, carregamentos e condicoes de
contorno definidos. O estado conhecido é dado pela resposta de um corpo de dominio
infinito, cujas propriedades do material sao as mesmas do estado a ser determinado
a aplicacdo de uma carga concentrada unitaria e pontual. A esta resposta, é dado o
nome de solucao fundamental.

A formulacao do método dos elementos de contorno requer o conhecimento da
solucao fundamental. No caso particular de placas, a solu¢ao fundamental é dada pelo
deslocamento w em um ponto P(z,y) qualquer do dominio, chamado de ponto campo,
devido a aplicagao de uma carga unitaria ¢ em um ponto Q(xg, yo) qualquer, chamado
ponto fonte conforme Figura 3.1.

A solucao fundamental do deslocamento transversal de placas fletidas é calculada
fazendo o termo nao-homogéneo da equacao diferencial (4.34) igual a uma forga con-
centrada dada por uma fun¢ido delta de Dirac §(Q, P). Esta solu¢do fundamental é

dada por:

* ]‘ 2
W= ot [Inr], (4.41)

?] & a distancia do ponto fonte ao ponto campo. Essa

onde r* = [(x — 1) + (y — yo)
escolha, deve-se ao método dos elementos de contorno exigir a utilizagao de diversas
derivadas da solucao fundamental w. As demais solucoes fundamentais, sao derivadas

desta, conforme Paiva (1987) e, dadas por:

x 1 2
Ve = m(n.r)[—?) +v+2(1 —v)(s.r)7], (4.42)
m = —%[2(1&.1“)2(1 —v)+2v+ (1 +v)(1+ 2inr)], (4.43)
ow* 1
on ~ siDn [(n.r)r(1 + 2lnr)], (4.44)
ow* 1
om — " siDn [(n.r)r(1 + 2lnr], (4.45)
gf;: - _4;2 [(—m.n + 2(n.r)(nr)(3 — v) +
2(1 —v)(sr)(2m.s(n.r) + (m.n)(s.r) — 4(n.r)(n.r)(s.r))], (4.46)
om; 1
S = der [—2(n.r)(—m.n + n.r(n.r))(1 —v) + n.r(l +v)), (4.47)
DPw* 1
o —M—D[n.r(n.r) + (m.n)inr|. (4.48)

onde n é o vetor unitario normal ao contorno no ponto campo, m é o vetor unitario

normal ao contorno no ponto fonte, s é o vetor unitario tangente ao contorno no ponto
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fonte e r é o vetor unitario na direcao da reta que passa pelo ponto fonte e ponto

campo.
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Capitulo 5

Equacoes do Método dos Elementos
de Contorno para Placas de Kirchhoff

Neste capitulo, serd apresentada de forma detalhada a formulacao para obtencao

da equacao integral de contorno.

5.1 Formulagao integral

Para a determinacao da equacao integral para pontos do dominio da placa, seja
uma placa de dominio finito 2 e contorno I' contida em outra de dominio infinito 2 e
contorno I',,. Conforme a Figura 5.1, a placa finita est4 submetida a um carregamento

q distribuido em uma area €, Paiva (1987).

Figura 5.1: Placa finita contida em uma placa infinita.

O teorema de Betti, Kane (1993), é obtido considerando-se que a placa de dominio
finito é submetida a dois carregamentos nao simultaneos q e ¢*, associados a superficies

elasticas w e w*, respectivamente. Sao identificados dois estados de tensao o e ¢*, com
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seus respectivos estados de deformacao ¢ e €*. Podemos relacionar dois estados de

tensao-deformacao de um material linear como:

/O’;kjﬁide:/O‘ijE:de. (51)
Q Q

Escrevendo o lado direito da Equacao (5.1) na notacdo de von Karman, temos:

/ oi5€5;dQ = / (@Cs; + oyEy + 0., + TayVay + TazVer + Tyz’)/;;z) ds) (5.2)
Q Q

Desconsiderando as tensoes normais & superficie média da placa (estado plano de

tensdes), a Equagao (5.2) é escrita como:

/ 0ij€5;dQ = / (028s + 0yey + TayVs,) dS2. (5.3)
Q Q

Para obter as equacoes do método dos elementos de contorno, é necessario trans-
formar as integrais de dominio em integrais de contorno. Para isso, considere duas

fungoes f(x) e g(x). A derivada de seu produto pode ser escrita como:

0 0f(x) dg(x)
_ = . .4
2 f@g(a)) = 2 g(a) + 22 pia (5.4
Usando a propriedade de derivagao (5.4), pode-se escrever:
0 ow* ow* Om
~d) = — — - = df. .
/Qazgx /Q {8:1: (mm Ox ) Jr Oz } (5:5)
Usando o teorema de Green (Kane, 1994), a Equagao (5.5) pode ser escrita como:
ow* ow* Om
rdQ) = — — r = . .
/anezd /me e cos ad —1—/9 % O d (5.6)

Aplicando a propriedade de derivacao (5.4) no segundo termo do lado direito da

Equagao (5.6), tem-se:

. ow* 0 LO0my *(92mm
/anede— —/me pe (:0804dF—i—/Q [% <w e ) Wi ]dQ. (5.7)

Depois, usando o teorema de Green, pode-se escrever:

ow* om d*m
~dQ) = — g2 r— * 2 dQ. .
/anexd /r( Ma—— cos v + w e cosa) d /Qw 57 d (5.8)

Seguindo um procedimento similar, podemos mostrar que:
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ow* om *m
oyerdQ) :/ (—m — sina + w*—-~ Sina) dl’ — / w* YdQ, 5.9
/Q o r ! Oy Ay o Oy (59)

*

/ * dQ / Our cos w sin v + <Oy sin a+
Tay Yo dQ = — My —=— COS O — My —— Sin @ + W ina
Q ylay I Y oy Y 0w ox

2
0*Mygy

Oy,
— al — [ 2w* ds. 5.10
w o cosa) /Qw 900y (5.10)

Assim, a Equagdo (5.3) ¢ escrita como:

. ow* ow* . ow*
0j€;;d = — My —— cosa + My, Sin o 4 My —— cos o+
Q r Ay

ox dy
mxy({;% Sina> dl’ + /Fw* [(cosaagj; + 3g%;y) (sinaagzy + agry)] dl' —
*m *m *m
* 42 Y Y) dr. 11
/Fw ( Ox? * 0x0y * Jy? ) (5.11)

Substituindo as Equagoes (4.25) e (3.5) e usando a Equacdo (4.39), a Equacdo

(5.11) pode ser escrita como:

/ ‘40 / ow* N ow* . n ow* n
0;€;:d) = — m,—— cosa +m sin v + My —— cos a
o Y r Ox ! oy ! oy

mxyaa% sina) dF—l—/w*qndF—i-/ng*dQ. (5.12)
r

Da relagdo entre dois sistemas de coordenadas (z,y) e (n,s) tem-se:

ow*  ow* _Ow

5 = 5, Cosa— 5 sina,

ow*  Jw* . ow*

o~ on sina + s S8 (5.13)

Substituindo as Equacoes (5.13) na Equacao (5.12) tem-se:
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/ “8* dQ_/ m.,. COS (x aw* COS &x — aw* SiHOé +
o st e on Bs

* * * *

Si v Si + C + o] ow Si + v C +
™m, sin o no 0S & Mgy COS (X na 0S &
Y on 0s Y on 0s

Mgy SiD ¢ Ou cos o — Ow sin o dF—l—/w*qndF—i-/gw*dQ. (5.14)
on Js T Q

Depois de algumas manipulacoes algébricas, a Equacgao (5.14) pode ser reescrita

como:

ow*
/ O'ijg;kde = / { (mx cos? o + my sin® o + 2Mg,y SIN (v COS a) +
(9] T (9n

our
0s

/w*qndF+/gw*dQ. (5.15)
r Q

Substituindo as Equagbes (4.37) e (4.38) na Equagao (5.15), tem-se:

ow* ow*
i5€1;d8Y = n— ns—— — quw* | dT’ *dQ. 5.16
/Qa]ew /F(m n +m 95 qw) +/ng (5.16)

Calculando o segundo termo da primeira integral do lado direito da Equacao (5.16),

(M (cos® a — sin® ) + (my, —m,) sina cos a } dl' +

temos:

s
- / s, eap. (5.17)
T

r, 0s

onde I'y e I'; sao as coordenadas dos extremos do contorno onde a integracao esta sendo

a *
/mnsidf = MW"
T 85

realizada.
No caso de um contorno fechado sem canto, isto é, a funcao que descreve a curva de
contorno e suas derivadas sao continuas, o primeiro termo do lado direito da Equagao

(5.17) desaparece. No caso onde ha cantos, a Equacgao (5.17) pode ser escrita como:

ow* e om
—dl' = — Tk — 22 w*dl 1
/F Mins — ZRcszi | =55 W (5.18)
=1
onde
R.. = m;i — My, (5.19)
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e os termos w,,, mj{s , My, 20, respectivamente, os valores de deslocamentos e mo-

mentos depois e antes do canto ¢ da placa (Figura 5.2), N, é o nimero total de cantos

no contorno, conforme Paiva (1987).

X
y
Z N
N
N
N
O\
N //6
Z.
N < N
SN\ I =s 1 7 -
N y s Mg

Figura 5.2: Canto ¢ do contorno da placa.

Das Equagoes (5.16) e (5.18), pode-se escrever:

ow*  Om
ie5dQ) = LW — My, —— 2 ) dr R, “dSQ. 5.20
/Qaja /F(qw man+ 83) +Z w+/ng ( )

Das Equagoes (5.20) e (4.40), tem-se:

/aljalde /( S0k —mna8 )dF—i—ZRQwC +/gw*dQ. (5.21)
Q Q

Seguindo um procedimento similar aquele usado para obter a Equagao (5.21), o

lado esquerdo da Equagao (5.1) pode ser escrito como:

/afjeijdﬂ :/ (V*w mn@@w )dF—i—ZR* we, + /g*wdQ. (5.22)
Q r Q

Substituindo as Equagbes (5.21) e (5.22) na Equacdo (5.1), pode-se escrever:

* aw* NC * *
[ (v = s 2 Mo + fvae-
ow* i
“w — r W, “wdS). 2
/r (Vnw M ) dr’ + ;wag ~|—/Qg wd (5.23)

39




A Equacao (5.23) relaciona dois estados de um material elastico. Para aplicar esta
equacgao para resolver problemas de flexao, precisamos considerar um dos estados como
conhecido e o outro como o estado que queremos analisar. Para obter a equacao integral

de contorno, o estado conhecido é ajustado para que a integral de dominio dada por:

/ g wdQ (5.24)
Q

desapareca. Usando as propriedades da fungao delta de Dirac 0(P, @), de forma que
g* = (P, Q), a integral (5.24) é escrita como:

[ dp.@uu(Pyar) - (@) (5.25)

onde ) é o ponto onde a carga é aplicada, conhecido como ponto fonte, e P é o
ponto onde o deslocamento é observado, conhecido como ponto campo. O estado
correspondente a um material linear sob carregamento de uma funcao delta de Dirac é
conhecido como um estado fundamental e as varidveis da Equagao (5.23) relacionadas
a este estado (w*,V* e m’) sdo conhecidas como solu¢oes fundamentais, as quais sao
calculadas analiticamente a partir da Equagao (4.42).

Considerando o estado "*"como o estado fundamental, a Equacao (5.23) pode ser

escrita como:

P)+ 3 R(Q Pl (P) =

i=1

Ko@)+ [ V@ Pu(r) - my@.

[ [ @ ) = man) .| ar +ZR (Q.P)+

/Qg(P)w*(Q, P)dSQ. (5.26)

A Equacao (5.26) é a equagao de placas finas para deslocamentos em pontos do
dominio da placa. Esta equacao fornece deslocamentos em todos os pontos do dominio
da placa a partir das cortantes equivalentes (V},), momentos de flexdo na dire¢do normal
(my,), reacdo de canto (R, ), deslocamentos (w) e rotagoes em relagdo & normal (Ow/0On)
conhecidos no contorno.

A constante K é introduzida para se considerar que a funcao delta de Dirac pode
ser aplicada no dominio, no contorno ou fora do dominio. Se a funcao delta de Dirac
é aplicada em um ponto onde o contorno é suave, entao K = 1/2. As variaveis da

equagao (5.26) sao deslocamentos w(P), rotagoes aué(np), momentos m,,(P), e forgas

Vo(P). Para uma dada condicdo de contorno, algumas destas variaveis sdo conhecidas
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e outras desconhecidas. Para se ter um nimero de equagoes igual ao niimero de varidveis
desconhecidas, é necessario escrever a equagao integral correspondente a derivada do
deslocamento w(Q) em relacao ao sistema de coordenadas cartesiano fixo no ponto
de origem, isto é, o ponto onde o delta de Dirac do estado fundamental é aplicado.
As diregoes dos eixos deste sistema de coordenadas sao coincidentes com as direcoes
normal e a tangente ao contorno no ponto fonte. Para problemas de flexao em placas
isotropicas tem-se que a equacao integral de contorno escrita em termos de quatro
valores de contorno bésicos, isto é, deflexdo w, inclinagdo da normal dw/dn, forca
cortante V,, e momento fletor m,,. Em um problema bem colocado dois destes quatro
valores sao incognitas do problema e dois sao condigoes de contorno conhecidas.

Pode-se verificar que num problema de flexao em placas ha sempre duas incognitas
a serem determinadas em qualquer ponto do contorno e consequentemente, a solugao
do problema requer que uma segunda equacao seja estabelecida.

A segunda equacao integral de contorno é obtida da derivada da Equagao (5.26)
em relacao a direcao ny; normal ao contorno no ponto fonte e também corresponde a

solucao do binario unitario.

5 [Earmer el

> i@ P () = [ {VP) G (@.P) =m0 G@.P)| pare) +
Ne aw; ow*
> Ru(PIGEQ.P)+ [ o(PIGE-(Q.P)ac. (5.27)

i=1
E importante dizer que é possivel usar apenas a Equacao (5.26) em uma formulaco

de elementos de contorno usando como pontos fonte os nés do contorno e um ntmero

igual de pontos externos ao dominio do problema.

5.2 Elementos Quadraticos

Uma vez que é muito dificil encontrar solucdes analiticas gerais para as equagoes
integrais de contorno (5.26) e (5.27), torna-se necessario o uso de solugdes numéri-
cas. Quando solucoes numéricas sao usadas, o contorno ¢ aproximado por elementos
discretos. Estes elementos discretos sao chamados elementos de contorno.

Considere a Figura 5.3 onde o contorno de uma placa é aproximado por uma série
de segmentos (elementos de contorno) I';, cujo namero e forma sao escolhidos para

representa-lo adequadamente.
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Figura 5.3: Dominio bidimensional dividido em elementos de contorno.

A cada elemento de contorno associam-se um ou mais pontos chamados nos ou
pontos nodais e os valores das variavéis associadas a eles sao denominados valores
nodais. Os deslocamentos e esforcos ao longo de cada elemento serao aproximados
por fungoes polinomiais em funcao das quais é definido o niimero de pontos nodais do
elemento.

Visando aumentar a convergéncia dos resultados para a formulacao apresentada
aqui, foram implementados os elementos quadraticos, os quais sao 0s mais simples ca-
pazes de representar qualquer contorno curvo. Como a formulacao tem integrais com
integrandos singulares, estas integrais precisam ser calculadas no sentido de Cauchy,
no caso de singularidades fortes, ou no sentido de Hadamard, no caso de hipersingulari-
dades. A integragao no sentido de Hadamard requer a continuidade de Holder nos nos.
Devido a esse fato, os elementos descontinuos sao fortemente indicados. Neste trabalho
sao usados os elementos quadraticos descontinuos para representar os elementos fisicos
e os elementos quadraticos continuos para representar os elementos geométricos.

Nos elementos quadraticos, os deslocamentos e as forcas podem ser representados

COINoO:
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w®

ow (1)
on

w ) [NY 0o N® o NP o0 w® 5.28)
ou 0 0 0 2w (2 '

on on
w®

ow (3)
( On
v

i)

v, | [N o NP o NP oo v (5.29)
o N o NP o NP % '

Mn

Vi

i
\ J

Nos elementos quadraticos descontinuos os nos sao colocados em £ = —2/3, £ =0

e £ = 4+2/3, como mostrado na Figura 5.4. As fun¢oes de forma sdo dadas por:

Elemento
Real

Coordenada Isoparamétrtica ]

/ 2 3
@ & S —

1 7 0 23 1 &

Elemento Intrinseco

Figura 5.4: Elemento quadratico descontinuo.

1 _ 9. 3\,
Ny = f(gé 4), (5.30)
@ _ 3 3.
NP = (1 25) (1+2g>7 (5.31)
@ _ (9.3

Ny~ = €(8£+4>. (5.32)

43



onde £ é a coordenada adimensional ao longo do elemento (Figura 5.4).
A geometria do elemento também pode ser considerada como quadratica e é repre-

sentada por coordenadas nodais na forma:

1 NY 0o NP o NP0 2
_ (5.33)

2 o NY o NP o NP a

7

porém, utilizando as funcoes de forma para elementos quadraticos continuos dadas por:

N = %5(6—1); (5.34)
N® = (1-¢); (5.35)
N® = %S(SH)- (5.36)

5.3 Equacao matricial

Com o objetivo de calcular as variaveis de contorno desconhecidas, o contorno I'
é discretizado em N, elementos de contorno quadraticos, N, sao numeros de cantos e
as varidveis de contorno u,, u,, t, e t, sao interpoladas ao longo de cada elemento.
Tomando um no6 d como o ponto fonte, as equagoes (5.26) e (5.27) podem ser escritas

na forma matricial como:

({ B Ju?) +§: ({chrm)+{r} (5.37)

44



Onde os termos da equagao matricial(5.37) sdo integrais dadas por:
u
(d)

{u}=3 " (5.38)

W@

ow (d)
on

R D N 1 B I R (R (RN

1,3 1,4 1,5 1,6
i,d i,d i,d i,d i,d i,d
[h }7 R S L N I 0 0 0 0 0
e | — id i,d id i,d i,d i,d
0 0 0 0 0 0 A ALY RS RSE RS RS
id id i,d i,d i,d i,d
0 0 0o 0o o0 o0 A ALY ALY R RGY ng
(5.39)
( ug;,l) )
uz(/i,l)
(D)
ow (4:2)
8n'
ugcz,2)
(i,2)
Uy
Ue }: ) 5.40
{ w(l?2) ( )
ow (4:2)
8n'
uz(/z‘,?))
(03
ow (4:3)
\ On y,
id id id id i,d id
95,1) 9§,2) g§,3) 9§,4) 95,5) 95,6) 0 0 0 0 0 0
id id id id i,d id
[g}_ gy gty glh gl g g 0 0 0 0 00
e | — id id id id i,d i,d
0 0 0 0 0 0 g gid gid gl gid g
id id id id id id
0 0 0 0 0 0 95,7) 94(1,8) 91(1,9) 91(1,10) 951,11) 9&,12)
(5.41)
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8m

o = - ndr,
h4,8 o N anl
om*
i,d) (2) n

hi = / NEZ T,
8m

(i,d) _ ndF,
h471 n T N anl

gl 6 / N UIQdF
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(5.46)

(5.47)

(5.48)

(5.49)

(5.50)

(5.51)

(5.52)

(5.53)

(5.54)

(5.55)

(5.56)

(5.57)

(5.58)

(5.59)

(5.60)



g:(,f’gd) N(Q)w*dF7
r;

oG = / N®yrdr,

N®
g4 7 / anl

949 / N(2 aw

9411—/N 8n1

C’éi’d) = w,

ci)

ci)

P?fd) —/gw*dQ,
Q

sendo o contorno I'" dado por:

onde, N, é o nimero de elementos.

transformacao ¢ dado por:

RE; d)

P® =

Ne
r=>»T,
e=1
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8711 on
8 om*
NG drl,
/ 8n1 on
_ Owy
8n1 ’
R},
8”1 ’
ow
g—dS2.
8n1

(5.67)

(5.68)

(5.69)

(5.70)

(5.71)

(5.72)

(5.73)

(5.74)

O desenvolvimento das integrais ao longo do elemento na equagao (5.37) requer o
uso do jacobiano, ja que as fungoes de forma sao expressas em termos da coordenada

adimensional e as integrais sao resolvidas ao longo do contorno I'.. O jacobiano desta



o (& @ e

dr, = J(£)d¢. (5.76)

Assim:

A equagdo matricial (5.37) tem duas equagoes e 6NV, + N, variaveis desconhecidas.
Para se obter um sistema linear solucionavel, o ponto fonte é colocado sucessivamente
em cada né do contorno (d =1, ..., 12N,) bem como em cada n6 de canto (d = 12N, +
1,...,6N. + N.). E importante notar que enquanto ambas as equacoes, (5.26) e (5.27),
sdo usadas para cada n6 de contorno (fornecendo as primeiras 12N, equagdes), somente
a equacao (5.26) é usada para cada canto (fornecendo outras N, equagoes). Entdo, a

seguinte equacao matricial é obtida:

H R/ Wi, el el P,
H' R/ W - G’ { Vbn Vc }+ P y (577)

onde, wy,, contém o deslocamento transversal e a rotacao de cada n6 de contorno, Vy,

contém as forcas de superficie e o momento torsor de cada né de contorno, Py, contém
a integral de dominio para cada né de contorno, w. contém o deslocamento transversal
de cada canto, V. contém a reagao de canto para cada canto, P, contém a integral
de dominio para cada canto. Os termos H', C’, R’ ¢ G’ sao matrizes que contém os
respectivos termos da equacao (5.37) escritos para os N, nos de contorno. Os termos
H’, C",R" ¢ G” sao matrizes que contém os respectivos primeiros termos da equacao
(5.37) escrita para os N, cantos.

A equagao (5.77) pode ser reescrita como:

Hw = GV + P, (5.78)
onde,
H R
H = , (5.79)
H// R//
w:{wm}, (5.80)
WC
G C
G = , (5.81)
G// C/l
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Vbn
vf ) o

an
P:{ b } (5.83)

Para resolver a equacdo (5.78) é necessario levar em conta as condiges de contorno.

5.4 Transformacao das integrais de dominio em inte-

grais de contorno

A aplicacdo do método dos elementos de contorno requer, preferencialmente, que
a solucao fundamental para o problema em consideragao seja conhecida. Essa solucao
fundamental deve levar em conta todos os termos da equacao governante de forma a
obter uma formulacao onde apenas o contorno é discretizado. Quando isso nao for
possivel, os termos nao considerados na obtencao da solucao fundamental produzirao
integrais de dominio que preferencialmente, devem ser transformadas em integrais de
contorno. A primeira alternativa é fazer a transformacao exata da integral de dominio
em integral de contorno. Pérem, isto s6 é possivel quando os termos nao considerados
sao fungoes apenas da geometria (carregamento distribuido, por exemplo). A segunda
alternativa é transferir os efeitos da integral de dominio para o contorno usando-se o
método de elementos de contorno de reciprocidade dual ou da integracao radial. Estes
procedimentos sao mais gerais e podem ser empregados para quaisquer termos. No
caso deste trabalho, as integrais de dominio provenientes da carga distribuida serao
transformadas em integrais de contorno por transformacao exata.

Como pode ser observado nas equacgoes (5.26) e (5.27), ha integrais de dominio
na formulacao devido a carga distribuida no dominio e aos termos de inércia. Estas
integrais podem ser calculadas por integracao direta, através de células, na area €2, (veja
Figura 4.1). Contudo, a formulagdo dos elementos de contorno perde seu principal
atrativo que é a discretizacao somente do contorno. Neste trabalho, as integrais de
dominio oriundas das cargas distribuidas sao transformadas em integrais de contorno
por uma transformacao exata.

Considere a placa da Figura 4.1 sob um carregamento g aplicado em uma area €2,.
Assumindo que o carregamento g tem uma distribuicao linear (Ax + By + C') na area

€y, a integral de dominio pode ser escrita como:

/ quw*dQ) = / (Az + By + C)w* pdpd®, (5.84)
Q Q

g9
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ou

/ gw*dS) = // (Az + By + C)w* pdpdb, (5.85)
Q, 0 Jo

onde, r é o valor de p em um ponto do contorno I';.

Definindo F* como a seguinte integral:

F* :/ (Az + By + C)w* pdp, (5.86)
0

pode-se escrever:

/ quw*dS) = /F*d@. (5.87)
Q, 0

Considerando um angulo infinitesimal df (Figura 5.5), a relagdo entre o compri-
mento do arco rdf e o comprimento infinitesimal do contorno dI', pode ser escrito

CcOomo:

Figura 5.5: Transformacao da integral de dominio em integral de contorno.

b
cos o = —=, (5.88)
2
ou
a6 = 4, (5.89)
T



Usando as propriedades do produto interno dos vetores unitirios n e r, indicados

na (Figura 5.5), podemos escrever:

o = E?Cdf. (5.90)

Finalmente, substituindo a equagao (5.90) na equacao (5.87), a integral de dominio

da equagao (5.26) pode ser escrita como uma integral de contorno dada por:

F*
/ qw*d) = / —n.rdl. (5.91)
Qg Fg r
Sabendo que
xr = pcosf (5.92)
e
y = psinb. (5.93)

Seguindo um procedimento similar para obter a equagao (5.86), o termo de dominio

da equagao (5.27) pode ser escrito como:

ow*
g
Q 8n1

mz/@% (5.94)
4

onde

*

G" = / (Ax + By + C) Ou pdp (5.95)
0

ony

Embora neste trabalho as cargas de dominio sao consideradas como linearmente

distribuidas, o procedimento apresentado nesta secao pode ser estendido para outras
cargas de ordem superior.

O 1ltimo termo da equagao (5.27) pode ser transformado de uma integral de dominio

para uma integral de contorno, seguindo um processo similar. Entao:

o*w*
dQ) = | H*db 5.96
/ e / , (5.96)
onde
. r aZw*
H* = [ (Az+ By + C) 52 pdp (5.97)
0
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5.5 Associacao espacial de macro-elementos

Neste secao, ¢ desenvolvida a formulacao para associacao espacial de macro-elementos
através da técnica de sub-regides do MEC.

A anadlise de estruturas tridimensionais formadas por elementos estruturais planos
é feita admitindo-se que cada elemento que compoem essas estruturas seja analisado
como um macro-elemento. A principal caracteristica deste macro-elemento, é a super-
posicao do estado plano de tensao e de flexao de placas finas.

As equacgoes integrais de flexao de placas finas e estado plano de tensao em um
macro-elemento sao discretizadas em elementos de contorno quadraticos descontinuos.
Em seguida, a técnica de sub-regioes é aplicada no desenvolvimento da formulagao para
associacao de macro-elementos no espago. O sistema algébrico para a estrutura é obtido
através da associacao dos sistemas de equacoes de cada macro-elemento individual.
A juncao destes sistemas de equacoes é feita através de imposicoes de equilibrio e

compatibilidade de esfor¢os e deslocamentos entre as interfaces (arestas comuns).

5.5.1 Sistema de coordenadas

Uma das principais caracteristicas das equacoes integrais de flexao de placas e
estado plano de tensao é que o deslocamento de um ponto é descrito em funcao de sua
posicao relativa aos demais pontos do problema. Portanto, as relacoes entre as forcas
e os deslocamentos no contorno serao preservadas independentemente do sistema de
coordenadas usado para a montagem das matrizes do problema. Assim, cada macro-
elemento pode possuir seu proprio sistema de coordenadas, no qual suas equacoes
integrais sao escritas.

Quando se tem a associacao de macro-elementos, o sistema de coordenadas pode
nao ser o mesmo para cada macro-elemento. Como se deseja compatibilizar forcas e
deslocamentos de varios macro-elementos, resolvendo-os simultaneamente, é necessario
escrever essas incognitas em um mesmo sistema global de coordenadas. Assim, torna-
se necessario escrever equacoes de transformacao de coordenadas para cada macro-
elemento, relacionando-se os sistemas local e global de coordenadas.

Considere o sistema de coordenadas da Figura 5.6. Seja U’ o vetor de deslocamentos

no ponto () expresso no sistema local de coordenadas da seguinte forma:

: (5.98)



P

P

.

(758

P

Figura 5.6: Sistema de Coordenadas.

onde u}, uy e w' sao os deslocamentos nas dire¢oes dos vetores n, 1 e m. A rotacao 0
; _ 9
¢ dada por 0 = 3.
O vetor n é dado por:
P, — P
n=_-———=1N1,N9,N3 5.99
onde P, e P; sao as coordenadas dos pontos que definem a primeira aresta do macro-

elemento. Convém lembrar que neste trabalho todas as arestas sao retilineas.

Um vetor I (que pode ou nao coincidir com o vetor 1) é calculado como:

P—P
| Ps — Pl

onde P é o terceiro ponto que define o macro elemento e, juntamente com P,, define a

I'= {l. 15, 15}, (5.100)

segunda aresta do macro elemento. Caso a segunda aresta nao seja ortogonal a primeira
aresta, o vetor 1’ ndo ira coincidir com o vetor 1 que seré calculado a seguir.

O vetor m, perpendicular ao macro-elemento, é dado por:

m=nxD= {ml,mg,mg}, (5101)

O vetor 1 é dado por:

l=mxn= {ll,l27l3}, (5102)
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Passando ao sistema global de coordenadas, o vetor de deslocamentos ¢ expresso

COI1NO:

U= . (5.103)

Os deslocamentos uy, w, us, no sitema global de coordenadas, podem ser escritos

em termos dos deslocamentos u},w’, u, no sistema local, como:

Uy ny Mmm ll 0 Uy
b 0 !
S R et (5.104)
w ng ms l3 0 w’
0 0 0 0 8 6

onde ( depende da orientacao dos macro-elementos que dividem a interface (veja a
se¢ao 5.5.2).

De maneira compacta:

u="Tu, (5.105)

onde T é a matriz que transforma o vetor de deslocamento u’ escrito em coordenadas
locais em um vetor u expresso em coordenadas globais.
Adotando o mesmo procedimento para descrever o vetor de esforcos t em coorde-

nadas globais, tem-se:

tl ny mq ll 0 tl
t lhb 0 M’
2 2 M n (5.106)
Vn ng ms l3 0 ,2
M, 0O 0 0 p |74

5.5.2 Compatibilizacao de momentos e rotacoes

Na associagao de macro-elementos aparecem na interface momentos de flexao e ro-
tacOes em torno da inteface. As direcoes destes momentos e rotacdes nao sao alterados
com a aplicacao da matriz de transformacao apresentada na secao anterior pois am-
bos sdo em torno da interface (aresta comum). O sentido, porém, pode-se inverter

dependendo do sentido das arestas que compde a interface. Adota-se § = 1 na matriz
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de transformacao dos dois macro elementos se os momentos locais e as rotacoes tém
sentidos opostos. Caso contrario, adota-se = 1 no primeiro macro elementoe = —1

no segundo. O mesmo se faz com a rotagao g—z (veja figura 5.7).

— 2

M, M,
- S ‘ r S -
X
M, M,
> ——»

Figura 5.7: Compatibilizagdo de momentos e rotagdes nos macro-elementos (neste caso

G=1).

5.5.3 Associacao de macro-elementos via método de sub-regioes
do MEC

Seja a associacao plana de dois macro-elementos conforme a Figura 5.8. De acordo
com o que foi desenvolvido em capitulos anteriores, o vetor de deslocamentos em um
dado n6 no contorno de um macro-elemento, possui 4 graus de liberdade, dois referentes
ao estado plano e dois referente a flexao de placas. Sabe-se que, em nos pertencentes a
interface dos macro-elementos existem 8 variaveis desconhecidas (uy, us, w, 0, t1,ts, V,, e M,,).
Através da aplicagao das condigoes de equilibrio e continuidade de deslocamentos na

interface, as varidveis desconhecidas sao reduzidas a 4 (Sanches, 2002).

Interface

Figura 5.8: Associacao de dois macro-elementos.

As condigoes de continuidade de deslocamento sao dadas por:
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)
wy = wi (5.107)
g — p?

Para as condigoes equilibrio de forgas de superficie ¢;, esforco cortante V,, e momen-
tos, M; Baiz and Aliabadi (2009b); Pisa (2005):

th+t2+t = 0
VI+VE+V, = 0 (5.108)
M+ M2+ M, = 0

onde os indices superiores referem-se ao nimero de macro-elemento.

Nas equagoes apresentadas em (5.108), a terceira parcela de cada equacao refere-se
aos esforcos na aresta. Estas forcas relacionam-se com os esforcos da interface, ou
quando o deslocamento é incégnito, a forca é conhecida ou vice-versa, ou seja, nao héa
aumento do ntimero de incognitas. O sistema final de equagoes algébricas obtido apos

o calculo das integrais pode ser escrito da seguinte forma:

HU=GT+ b, (5.109)

onde as matrizes elementares que fazem parte das matrizes finais H e G da Equacao
(5.109), sao montadas a partir das equagoes de transformacao de coordenadas locais
em globais mostrada na segao 5.5.1.

Usando a técnica de sub-regioes do MEC, a equacgao matricial correspondente ao
macro-elemento 1 pode ser escrita como:

H!, H. U Gl GL T b
11 14 1 _ 11 14 1 + 1 (5.110)
Hill Hzlz Uy Gzll Gzlz' Ta bil

da mesma forma, para o macro-elemento 2, tém-se:

H?, H3 U G2, G2 T b
o S I SR A (5.111)

H; Hj Uy G Gj Ty b
Os termos Hi e GZ, sao as matrizes de influéncia das formulacoes de flexao de

ij’
placas e elasticidade plana, como abordado em Dirgantara and Aliabadi (2001), sendo:

1. U; e Uy os deslocamentos nodais sobre o contorno dos macro-elementos 1 e 2,

respectivamente.
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2. Ty e T3 os esforcos nodais sobre o contorno dos macro-elementos 1 e 2, respec-

tivamente.
3. by e by as integrais devido as forgas de corpo.

4. Up, Ta e ba os deslocamentos, esfor¢os nodais e as integrais devido as forcas

de corpo na aresta da interface, respectivamente.

5. H}j e G%} sub-matrizes, dos efeitos ¢ em 7 do macro elemento k.

Arranjando as equacoes de diferentes regioes em um tinico sistema, a forma matricial

para as placas associadas fica:

Uy
HY HY o o -G o ull) b\
o o HY -HY o -GY ul? c" o ¢ b
0 0 0 0 Ep BEy uy [ [ 0o GY ] { ty) }+ 0
0 Cp, 0 Cy 0 0 ¢ 0
=i
(5.112)

na qual o sobre escrito (7) indica a sub regido do problema, os sub escritos 1 e 2 indicam
os elementos das matrizes e vetores pertencentes somente aquela regiao. Os sub escritos
cruzados 12 e 21 indicam elementos das matrizes e vetores pertencentes a regiao 1 e
na interface com a 2 e vice versa. As matrizes Eq5 e Eo; sdo devido as condicoes de

equilibrio, C5 e Cy; sao aquelas devido as condicoes de compatibilidade, dadas por:

E12 - E21 - Clg - T (5113)

Cy = -T (5.114)

o8



Capitulo 6

Resultados Numéricos

6.1 Introducao

Nesta secao serao apresentados exemplos numéricos usando elementos quadraticos
descontinuos com objetivo de validar a formulacao de sub-regides para associagao de
placas.

Os problemas apresentados aqui foram, em sua maioria, analisados anteriormente
em Dirgantara and Aliabadi (2001) usando uma formulacao de placas deformaveis pelo
cisalhamento.

As respostas serao comparados com solucoes analiticas, sempre que estas estiverem
disponiveis. Os erros relativos apresentados neste capitulo foram obtidos a partir da

equagao (6.1):

Rnum o Ran
Ran

onde R™™ & a resposta numérica e R a analitica.

Erro(%) = x 100% (6.1)
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6.2 Associacao em L

Este modelo é composto por duas placas associadas de maneira a formar uma es-
trutura em L. Este problema foi resolvido em Sousa (2016), Costa (2015) e Dirgantara
and Aliabadi (2001), todos estes trabalhando com o método dos elementos de contorno.
Nos trabalhos de Costa (2015) e Dirgantara and Aliabadi (2001) é usada a formulacao
do método dos elementos de contorno aplicado a teoria de placas de primeira ordem
(teoria de placas de Reissner) com elementos constantes, lineares e quadraticos des-
continuos. Neste caso, é esperado que os resultados desta formulagao se aproximem da
solu¢do de Timoshenko. J& no trabalho de Sousa (2016) e neste trabalho, ¢ usada a
teoria classica de placas (teoria de ordem 0 ou de Kirchhoff-Love). Neste caso, é espe-
rado que os resultados desta formulagao se aproximem da solucao de Euller-Bernoulli
(teoria classica de vigas). As solugoes analiticas apresentadas neste capitulo sao dadas
em Dirgantara and Aliabadi (2001).

O modelo foi discretizado usando duas sub regioes. As propriedades e dimensoes
sao dadas na Figura 6.1, onde Ly =1m, Ly =1m, L3y =2m, t; =0,1m ety =0,1m,
onde t; e ty sdo as espessuras das placas. A carga é distribuida ao longo da aresta

superior, orientada na dire¢ao z com valor ¢ = 1 N/m. As propriedades mecanicas sao
E =100kPa and v = 0.0.

L,

Figura 6.1: Dimensoes e condigoes de contorno para a estrutura em L. Dirgantara and
Aliabadi (2001).

A distribui¢ao dos deslocamentos pode ser visualizada na Figura 6.2,(a) com 36
elementos de contorno e (b) com 792 elementos de contorno. A Tabela 6.1 apresenta
os resultados para os deslocamentos na dire¢ao z citados em Dirgantara and Aliabadi
(2001) para um ponto na extremidade da placa superior (z = Ls), na mesma aresta que

recebe o carregamento. Aplicando as propriedades do problema, é possivel encontrar
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Tabela 6.1: Solucoes analiticas e numéricas do deslocamento na direcao z calculado na

ponta da placa.

Método de Solucao Deslocamento na direcao z
Costa (2015) 0,1583
Solugao de Euler-Bernouli 0,1600
Solugao de Timoshenko 0,1604

Tabela 6.2: Resultados obtidos por Sousa (2016) para os deslocamentos da estrutura

em L.

Numeros de  Deslocamento  Erro (%)

Elementos (m) Timoshenko
40 0,1523 95,0499
80 0,1540 3,9900
160 0,1557 2,9302
400 0,1575 1,8080
800 0,1583 1,3092

os seguintes resultados, conforme observado na Figura 6.2.

A tabela 6.2 apresenta os resultados obtidos por Sousa (2016), e os seus erros
comparados as solugoes analiticas apresentadas. Pode-se observar que nao foi possivel
obter erros abaixo de 1%, devido ao tipo de elemento utilizado (constante). Mesmo
com mais refinamento da malha, nao foi possivel uma melhora no erro.

A tabela 6.3 apresenta os resultados obtidos neste trabalho, e os seus erros com-
parados as solucoes analiticas apresentadas. Pode-se observar que foi possivel obter
erros abaixo de 1%, devido ao tipo de elemento utilizado (quadratico descontinuo).

Comparando os resultados do erro deste trabalho em relacao a Sousa (2016), pode-

Tabela 6.3: Resultados obtidos para os deslocamentos da estrutura em L.

Numeros de Deslocamento  Erro (%)

Nos (m) Timoshenko
36 0,1736 9.2893
72 0,1690 5.3616
156 0,1653 3.0549
396 0,1626 1.3716
792 0,1616 0.7481
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se observar que os elementos quadraticos convergem para valores mais préoximos da

solucao analitica que os elementos constantes.

Total displacement

041

0.08

0.06

0.04

0.02

Total displacement

0.1

0.08

0.06

0.04

0.02

Figura 6.2: (a) Distribui¢ao do deslocamento total para a estrutura em L obtidos com a
formulacao do MEC de placa fina com 36 elementos. (b) Distribui¢ao do deslocamento
total para a estrutura em L obtidos com a formulacao do MEC de placa fina com 792

elementos.

Pode-se observar que na Figura 6.2 (a), o deslocamento apresenta-se ligeiramente
maior que a soluc¢ao analitica. J& na 6.2 (b), onde a malha foi refinada, tem-se deslo-

camento mais proximos a solugao analitica.
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Tabela 6.4: Solugoes analiticas do deslocamento para trés diferentes angulos calculados

para um ponto na extremidade carregada da placa superior.

Deslocamento, direcao 3 6 =91° =95 0 =120°
Costa (2015) 0,16136 0,16493 0,16483
Solugao de Euler-Bernouli  0,16102 0,16460 0,16455
Solucao de Timoshenko  0,16142 0,16497 0,16476

6.2.1 Associagcao em L em angulos nao-retos

Este exemplo é uma variacao do problema anterior, com a diferenca que o angulo de
juncao entre as placas pode ter valores superiores a 90°. Estes exemplos sao utilizados
para demonstrar a capacidade da formulacdao em modelar estruturas de placas associ-
adas por um angulo arbitrario. O modelo foi discretizado usando duas sub regioes. As
propriedades e dimensoes sao mostradas na Figura 6.3, na qual L; = 1m, Ly = 1m,
L3;=2m,t; =0,1m ety =0,1m, onde ¢; e t5 sdo as espessuras das placas. A carga

distribuida na borda superior tem valor ¢ = 1N/m. As propriedades mecénicas sao
E =100kPa e v =0.0.

@

L,

Figura 6.3: As dimensoes e condi¢oes de contorno para a estrutura unida por um

angulo arbitrario ¢ Dirgantara and Aliabadi (2001).

Para este caso, os resultados segundo Dirgantara and Aliabadi (2001) para um
ponto na extremidade carregada da placa superior sao reunidos na Tabela 6.4.

Os resultados obtidos por Sousa (2016) usando elementos de contorno constantes
sao apresentados, comparados com as solucoes analiticas de Timoshenko nas Tabela
6.6, 6.8 e 6.10. Todos os erros obtidos para estes casos ficaram abaixo de 5% em relacao
a solucao analitica de Bernoulli-Euler. Além disso, refinando a malha, a diferenca tende

aos valores analiticos. Porém, a convergéncia é lenta quando os resultados estao um
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Tabela 6.5: Solugoes analiticas do deslocamento para trés diferentes angulos calculados

para um ponto na extremidade carregada da placa superior.

Deslocamento, direcao 3 6 =91° =95 0 =120°
Costa (2015) 0,16136 0,16493 0,16483
Solugao de Euler-Bernouli  0,16102 0,16460 0,16455
Solucao de Timoshenko  0,16142 0,16497 0,16476

pouco acima de 1%.

Os resultados obtidos neste trabalho usando elementos quadraticos descontinuos sao
mostrados nas tabelas 6.7, 6.9 e 6.11. Conforme pode ser notado, os erros convergem
mais rapidamente para a solucao analitica quando comparado com elementos constantes

sendo facilmente obtidos erros abaixo de 1%.

Tabela 6.6: Resultados obtidos Sousa (2016) para os deslocamentos da estrutura em L

unida por um angulo 6 = 91°.

Nuameros de  Deslocamento  Erro (%)
Elementos (m) Timoshenko
40 0,1533 59,0304
80 0,1550 3,9772
160 0,1568 2,8621
400 0,1585 1,8089
800 0,1593 1,3133

Tabela 6.7: Resultados obtidos para os deslocamentos da estrutura em L unida por

um angulo 6 = 91°.

Numeros de Deslocamento  Erro (%)
Nos (m) Timoshenko
36 0,1746 8,1650
72 0,1700 95,3153
156 0,1663 3,0232
396 0,1637 1,4125
792 0,1626 0,7310

As Figuras 6.4, 6.5 e 6.6 apresentam a distribuicao de deslocamento total para a

estrutura com as duas placas unidas por angulos de 91°, 95% 120°.
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Figura 6.4: Deslocamento total para a estrutura unida por um angulo 8 = 91°obtido

Total displacement

com o MEC para placa fina com 792 nos.

Tabela 6.8: Resultados obtidos porSousa (2016) para os deslocamentos da estrutura

em L unida por um angulo 6 = 95°.

Numeros de Deslocamento  Erro (%)
Elementos (m) Timoshenko
40 0,1567 5,0130
80 0,1585 3,9219
160 0,1628 2,8308
400 0,1620 1,8003
800 0,1628 1,3154

Tabela 6.9: Resultados obtidos para os deslocamentos da estrutura em L unida por

um angulo 6 = 95°.

Numeros de Deslocamento  Erro (%)
Nos (m) Timoshenko
36 0,1782 8,0196
72 0,1736 95,2313
156 0,1699 2,9884
396 0,1699 1,4124
792 0,1662 0,7456
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Figura 6.5: Deslocamento total para a estrutura unida por um angulo 8 = 95°btido

Total displacement

com o MEC para placa fina com 792 nos.

Tabela 6.10: Resultados obtidos por Sousa (2016) para os deslocamentos da estrutura

em L unida por um angulo 6 = 120°.

Numeros de Deslocamento  Erro (%)

Elementos (m) Timoshenko
40 0,1567 4,8920
80 0,1586 3,7388
160 0,1604 2,6463
400 0,1622 1,5538
800 0,1630 1,0682

Tabela 6.11: Resultados obtidos para os deslocamentos da estrutura em L unida por

um angulo 6 = 120°.

Numeros de Deslocamento  Erro (%)
Nos (m) Timoshenko
36 0,1768 7,3076
72 0,1727 48191
156 0,1693 2,7555
396 0,1669 1,2989
792 0,1660 0,7526
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Total displacement

0.2

0.15

041

0.05

Figura 6.6: Deslocamento total para a estrutura unida por um angulo § = 120°obtido

com o MEC para placa fina com 792 nés.
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6.3 Associacao em L sob carregamento lateral

Este problema foi analisado por Costa (2015) e Sousa (2016). Este modelo foi
discretizado usando duas sub-regides. As propriedade geométricas sao: L; = 1,0m,
Ly = 2,0m, Ly = 1,0m e espessura t = 0,1m. As propriedades mecanicas sao:
E = 100kPa, v = 0,0 e ¢ = 10N/m. Como é possivel observar, o carregamento
colocado na lateral impoe uma rotacao ao redor do eixo z da placa superior. Os
resultados sao apresentados na Figura 6.8 comparados com os resultados obtidos por
Costa (2015). A figura 6.9 mostra o mesmo problema analisado no programa comercial
ANSYS. Conforme pode ser notado, ha uma boa concordancia com o ANSYS e com
os resultados obtidos por Costa (2015), embora a deformacao na diregao z da placa

horizontal apresente sinal oposto ao encontrado por Costa (2015).

1L,

2 vt 7 7 S/

Ly

Figura 6.7: Estrutura L-shaped.

Figura 6.8: Resultados obtidos com MEC: placa fina
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NODAL SOLUTION
STEP=1
SUB =1
TIME=1 OCT 16 2013
usuM (AVG) 13:41:50
RSYS=0 PLOT NO. 1
DMX =.109643
SMX =.109643

0 .024365 .04873 .073095 .09746

.012183 .036548 .060913 .085278 .109643

Figura 6.9: Resultados obtidos usando o MEF através do ANSYS com o elemento
Shell181.

Nimeros de  Deslocamento MEF  Deslocamento MEC ~ Erro (%)
Nos (m) (m)
792 0,1096 0,1089 0.4314
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Capitulo 7

Consideracoes finais

7.1 Conclusoes

Uma formulacao do método dos elementos de contorno para o célculo de desloca-
mentos em problemas isotropicos foi desenvolvida para anélise de estruturas formadas
pela associacao espacial de placas sob carregamento estatico. As formulacoes de elas-
ticidade plana e de flexdo de placas finas (placas de Kirchhoff) foram usadas simul-
taneamente. Com isso, obteve-se uma formulacao com quatro graus de liberdade por
no, sendo os dois deslocamentos provenientes da formulagao de elasticidade plana e,
o deslocamento transversal e a rotacao normal provenientes da formulagao de placas
finas. Foram utilizados elementos de contorno quadratico descontinuos e os resultados
foram comparados com resultados obtidos usando elementos constantes. As integrais
de dominio que surgem devido a cargas distribuidas foram transformadas para integrais
de contorno. Obteve-se, assim, uma formulagao para problemas estaticos onde somente
os contornos das placas, ou seja, suas arestas, sao discretizados.

No arranjo tridimensional, cada placa foi definida como uma sub-regiao e os termos
locais foram calculados de maneira independente em coordenadas locais. As condigoes
de compatibilidade de equilibrio e deslocamentos foram impostas, acoplando assim
todas as sub-regioes. Finalmente, o sistema global foi montado e as condigoes de
contorno impostas.

Alguns testes numéricos de problemas com associacao de placas no espaco foram
utilizados para validacao. Foram analisadas a sensibilidade da resposta em relacao a
quantidade de elementos de contorno usada na discretizacao das placas. Foi observado
uma convergéncia dos resultados para as solucoes analiticas conforme os resultados
fossem obtidos com malhas mais refinadas. Em geral, para se obter boa concordancia
com os resultados analiticos (com erros abaixo de 1%), nao foi necessario o uso de um

grande nimero de elementos de contorno. Este fato pode ser explicado pelo uso de
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elementos de alta ordem (elementos quadraticos descontinuos).

Os resultados foram comparados com solugoes analiticas e numéricas encontra-
das em Sousa (2016), onde se usou elementos de contorno constantes na discretiza¢ao
dos problemas. Foi observado que houve uma convergéncia melhor do resultado com
elementos quadraticos descontinuos, obtendo erros em relagao a Timoshenko (1959)
menores que 1%, o que nao foi possivel utilizando elementos constantes no trabalho de

Sousa (2016), mesmo refinando bastante a malha.
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7.2 Sugestoes para trabalhos futuros

Neste trabalho apenas o calculo de deslocamentos e forcas de superficie foram re-
alizados para problemas estaticos usando elementos quadraticos descontinuo. Desta

maneira sugere-se como possibilidade de trabalhos futuros:

e Estender a analise para a formulacao dinamica.
e A inclusao do célculo de tensoes;

e Extensao da formulagao para analise modal de estruturas constituidas pela asso-

ciacao de placas planas no espaco.

e Extensao da formulagao para a analise lambagem linear de estruturas constitui-

das pela associacao de placas planas no espaco.

e Extensao da formulacao para analise de pos-flambagem de estruturas constituidas

pela associacao de placas planas no espaco.

e Extensao da formulacao para analise de estruturas constituidas pela associacao
de placas planas no espaco considerando deformacoes finitas (grandes desloca-

mentos/deformacoes).
e Extensao da formulacao para anélise de estruturas de materiais anisotropicos.

e Uso de NURBS como fungao de forma (elementos de contorno isogeométrico).
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