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Resumo

Nesta dissertacao, consideramos o problema da selecao de um subconjunto de
colunas independentes de uma matriz de dados, e sua resolugao por meio da fatoragao
QR com pivoteamento de colunas, (Lucero et al., [12]). Mostraremos como este
problema pode ser aplicado a identificacao de padroes de deformacao facial durante
a fala, para a construcao de um modelo empirico da cinemética facial. O modelo
pode ser utilizado para a geragao de animacoes da fala, sob controle de sinais colhidos

experimentalmente.

Palavras-chaves: Selecao de Subconjunto, Fatoracao QR, Animacao

Facial.



Abstract

In this work, we study the problem of the selection of a subset of independent
columns in matrix of data, and this resolution through the factorization QR with
pivoted of columns, (Lucero et al., [12]). We will show how this problem can be
applied to the identification of patterns of facial deformation during speech, for the
construction of an empiric model of the facial kinematics. The model can be used

for generating speech animations, if we control the signals choosen experimentally.

Key Words: Subset Selection, QR Factorization , Facial Animation.
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Introducao

Alguns problemas da Algebra Linear, tais como resolucio de sistemas lineares, mi-
nimos quadrados e selegdo de subconjunto (“subset selection problem”) podem ser

convenientemente tratados por meio da fatoracao QR.

A fatoracao QR é um método de decomposicao em que a matriz A € R™*" é
decomposta em um produto A = QR, onde Q € R™™ e R € R™*" sao matrizes

ortogonal e triangular superior, respectivamente.

Existem outros métodos para resolver os problemas acima. Por exemplo, para o
problema de minimos quadrados, podem ser usadas as equagoes normais (ver |7, 20|).
Os sistemas lineares podem ser solucionados através da fatoracao LU ou eliminagao
de Gauss (ver [10]).

Focalizaremos, doravante, no tema de selecao de subconjuntos e suas variacoes.
Suponha que temos uma matriz de dados A € R™*" com m > n, a partir da qual
queremos predizer um vetor de observacoes b € R™*! isto &, queremos encontar um
vetor x que miniminize ||Az — b||z. No entanto, ao invés de usar todas as colunas
da matriz de dados A, desejamos predizer b a partir de apenas um subconjunto de
k colunas, eliminando aquelas que sejam redundantes e possam ser desconsideradas
(por exemplo, colunas linearmente dependentes, [7]). Veremos que a selegao de dito
subconjunto de colunas nao-redundantes de A é feita através da fatoragao QR da

matriz A com pivoteamento de colunas, (ver [7, 6, 12]).

Mostraremos que a sele¢ao de subconjunto pode ser aplicado a geracao de anima-
coes faciais, onde queremos identificar um subconjunto de marcadores independentes
para ser utilizado posteriormente, como base para predizer o movimento de pontos
faciais arbitrarios, obtendo dessa forma geracgao de animagoes, para ser utilizado
como ferramenta computacional em estudos sobre percepc¢ao e producao da fala. Os

estudos baseiam-se principalmente em Lucero et al., (ver [12]).
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Em artigo recente, a selegao de subconjuntos foi examinado por Hoog e Mattheij
(ver |8]), onde consideram uma matriz A € R™*"™ em que se deseja eliminar m — k
linhas de A de tal forma que a matriz resultante B € R**" possua um subconjunto
de linhas linearmente independentes, isto é, para A € R™*" encontrar uma matriz

de permutagao IT € R™*™ tal que

- B
A (C> )

sendo B € R¥*™ a matriz pretendida. Neste artigo, os autores mostram uma técnica

de selegao de linhas basedo na norma de Frobenius e na Pseudo-Inversa (ver [7]).

Outros métodos como os algoritmos de tipo Backward Greedy (ver |2]|) podem
ser utilizados para abordar o problema de selecao de subconjunto, cuja esséncia
consiste na determinagao reiterada, de p = m]%n ||Az — b||o para uma dada matriz

reR?

A € R™™ e um vetor de observagoes b € R".

Especificamente, retira-se uma coluna de A e calcula-se min [|Ayz; — blfs.
I1€R7L7
Reinserida esta coluna na matriz A novamente retiramos outra coluna e calcula-se

min |[A;21 —b||2. Repete-se este processo para todas as colunas de A e elimina-se
xr1ER"—

a coluna que forneca min ||A;z; — b||> menor possivel, onde 4; € R™ "~V Em
xleR”*1

cada etapa do algoritmo, elimina-se uma coluna de A, sempre seguindo os passos

para eliminacao da primeira coluna. Desta forma, o algoritmo elimina n —r colunas

de A e portanto, tem-se uma matriz A, € R"™*" ou seja, o algoritmo seleciona um

subconjunto de r colunas de A.

Do mesmo modo pode ser utilizadas para examinar o problema de selecao de
subconjunto, diferente técnica (ver |7]) denominada decomposi¢ao de valores singu-
lares (SVD), que adiaremos temporariamente e prontamente serd apresentada no

Capitulo 1.

Em outro artigo (ver [18]), a selecdo de subconjunto é feita usando recursos
estatisticos e algébricos. Inicia-se com a aplicacao de scanner a laser a 8 expresoes
faciais estaticas pré-determinadas originando igual nimero de matrizes com 71.900
pixels e 141.900 poligonos, que seguidamente sao adaptadas a uma malha facial
deformavel genérica constituida por 576 nodos e 844 poligonos. A partir dessas 8

malhas faciais sdo gerados 8 (0ito) vetores de 3 x 576 componentes, que representam
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as coordenadas espaciais {z,y, z} de cada um dos nodos e constituem os vetores
colunas da matriz de dados aleatorios A € R™*" onde m = 3 x 576 e n = 8. Apos
calculada a matriz de covariancia e via SVD obtem-se as componentes principais
(PCA) dos vetores colunas de A dos quais seleciona-se o subconjunto dos mais
representativos no que se refere a variancia dos dados. Note-se que as componentes
principais sao os autovetores de A e que pelo significado decorrentes do modelo
representam rostos discretizados na forma de malhas facias, o que os leva a serem
chamados de autofaces (“eigenface”). No presente caso, gostariamos de obter um
modelo em termos de pouco marcadores faciais, ao invés de vetores que representam

imagem da face.

Outra alternativa interessante, foi proposta pelo trabalho de modelagem arti-
culatoria de Badin et al., (ver |4]). Neste artigo, o PCA ¢é usado para determinar
parametros articulatorios para controlar a forma de uma regiao vocal em 3D. Para
uma melhor relagao & biomecanica subjacente, alguns dos parametros (por exemplo,
altura do maxilar, etc.) sao definidos a priori, e suas contribui¢oes sao subtraidas
dos dados antes de computar os componentes restantes. Em nosso trabalho, nos
propomos confiar inteiramente nos dados para predizer o comportamento dinamico

da face, com poucas suposicoes prévias como possivel.

Retornando & decomposicao QR com pivoteamento de colunas como procedi-
mento de selecao de subconjunto, é mister comentar algumas recentes aplicagoes.
Foi aplicada a matriz A € R™*"™, com m < n cujas colunas se correspondem com a
sequéncia finita de profundidades do nivel da dgua medida em um dado pogo, em
intervalos arbitrarios de tempo. O objetivo deste estudo foi a identificacao de sub-
conjunto de pocos independentes para posteriormente serem utilizados como base
para a predicao do deslocamento do nivel de dgua em pocos aleatoriamente escolhi-
dos (ver [16]).

Como visto, existem varias técnicas para se resolver o problema de selecao de
subconjunto e aplicagoes. Conforme mostraremos, o algoritmo de fatoracao QR com
pivoteamento de colunas permite identificar um subconjunto de marcadores faciais
independentes, e desta forma explorar sua aplicacao & construcao de modelos da
biomecanica facial (ver [12]) e consequentemente, movimentos arbitrarios e anima-
coes da fala podem ser logo geradas, controlando esse modelo com sinais colhidos

experimentalmente (animacao facial “data driven”).
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Os estudos sobre animacoes faciais deste presente trabalho estd baseado em
Lucero et al. (ver [12]) e é resultado da analise de pesquisas anteriores, na ger-
acao de animagoes faciais realisticas durante a fala. Nosso trabalho segue uma linha
de pesquisas computacionais para a geracao deste tipo de animacao. Dentre esses
trabalhos, podemos citar um outro artigo recente de Lucero et al. (ver [13]). O
artigo propoe uma analise dos registros da posicao 3D de um conjunto de mar-
cadores colocados no rosto de um sujeito, enquanto este fala, indentificando grupos
de marcadores com padroes de movimentos similares. Esses grupos definem regioes
cinematicas independentes, que constituem uma base para expressar o movimento

total da superficie facial.
No que segue, esta dissertacao terd a seguinte estrutura:

No primeiro Capitulo sao introduzidos conceitos basicos de algebra linear, defini-
coes e resultados sobre a SVD e sua relacao com o posto de uma matriz e finalizamos

com uma rapida discussao sobre a SVD.

No Capitulo seguinte, definimos fatoracao QR e algumas propriedades desta
decomposicao. Em seguida, apresentamos como obter a fatoracao QR por Reflexao
de Householder, concluindo com alguns resultados que relacionam a fatoracao QR

com o posto da matriz.

J& no terceiro Capitulo, apresentamos algumas aplica¢oes da fatoracao QR, tal
como na resolucao de sistemas lineares, problema de minimos quadrados e uma
solucao para o problema de selecao de subconjunto, finalizando com uma breve

discussao deste Capitulo.

Por fim, no quarto Capitulo, mostramos como a fatoracao QR pode ser ttil
na obtencao de um modelo para geracao de animacoes faciais e alguns resultados
acerca da fatoracao QR, além da analise dos erros. O Matlab foi utilizado em todos

os graficos e tabelas que aparecem neste Capitulo.

Por ultimo, apresentamos algumas Conclusoes, Anexos e o Apéndice, onde esta
disposto o codigo fonte em Matlab da maioria dos programas que foram implemen-

tados nesta dissertacao.



Capitulo 1

Conceitos Basicos e Decomposicao
em Valores Singulares

1.1 Introducao

Esse capitulo tem como objetivo introduzir alguns conceitos de algebra linear que
serao usados nos capitulos seguintes. Comecaremos definindo normas, posto, orto-

gonalidade e alguns resultados sobre o mesmo.

Em seguida, focalizaremos nossos estudos na Decomposicao de Valores singulares
(SVD) e provaremos alguns dos principais resultados que envolvem este tipo de de-
composicao, principalmente naqueles que relacionam SVD e o posto de uma matriz,
mostrando que a SVD pode ser usado para reduzir a dimensao de uma matriz de
dados.

Por fim, usaremos o SVD para determinar o posto numérico de uma matriz A e

concluiremos esse capitulo, fazendo uma anélise desta decomposicao.

1.2 Norma de Vetores

Uma norma é uma funcao

i R - R

e Ll

que faz uma correspondéncia de um valor real (‘comprimento’) a cada vetor.
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Para que corresponda a uma idéia razoavel de comprimento, uma norma deve

satisfazer trés axiomas. Para quaisquer z,y € R" e escalar a € R,

L. ||z|| > 0, e ||z|| = 0 se, e s6 se, z = 0;

2. [lz +yll < [l=[l + llyll;

3. [laz|| = |af[|zl]

Em palavras, estas condi¢oes expressam o seguinte: Por 1. a norma de um vetor

nao-nulo é positiva, 2. é a famosa desigualdade do triangulo, 3. é a propriedade de

homogeneidade.

Pode-se provar (ver |7]) que para quaisquer x,y € R™ temos

-yl < [l2[]-[lyl]-

Esta inequacao é conhecida como desigualdade de Cauchy-Schwarz.

As normas mais utilizadas em Andlise Numérica sao as denominadas p-normas.

Definicao 1.1 p-norma de um vetor = ¢ dada por

1
p

el = (D 1=l . (1.1)
i=1
para todo v € R™.

Para os casos particulares em que p é igual a 1, 2 ou oo, temos as seguintes

normas:

m
1. I-norma: ||z||; = Z |4
i=1

2

m
2. 2-norma: ||z||s = Z|$z|2 ;
i=1

3. oo-norma: ||z||e = max |x;].
i=1,m

) )
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O item 1. é conhecido como norma da Soma, 2. como norma FEuclidiana e 3. ¢é

a norma do Mdzimo.

Todas as normas em R"™ sao equivalentes (ver [7]), isto é, se || . ||o € || . ||z sdo

normas em R", entao existem constantes positivas c¢; e co tais que
cllzlla < zlls < callzlla (1.2)

para todo z € R™.

Pode-se provar (ver [7]) que, para todo z € R™, valem as seguintes desigualdades:

L l2llz < |2l < v/nllells;
2. |[elloe < [lll2 < V/nl2]]os;

3. [lloo <l < V/nl[]] oo,

Em geral, os valores das p-normas, p = 1,2 e oo sao distintos.

1.3 Norma de Matrizes

Uma matriz A € R™*™ pode ser vista como um vetor no espaco de dimensao mn,
cada um dos elementos considerados como coordenada independente. Portanto,

qualquer norma vetorial pode ser utilizada para medir o ‘tamanho’ de uma matriz.

Uma norma matricial é uma fungao

I1: R™ — R
A - Al

que satisfaz 3 condicoes. Para quaisquer A, B € R™*" e a € R temos

L. ||A]] >0, e ||A]| = 0 se, e 80 se, A =0;
2. [|[A+ Bl < ||All +IBI 5

3. [[eAll = |a|[All.
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Em alguns casos, podemos ter ainda uma propriedade adicional, que relaciona
a operacao de multiplicagdo de matriz, isto &, ||A.C|| < ||A]||.||C|| para quaisquer

A e R™™ e C € R™™. Essa propriedade é chamada de consisténcia, (ver |7]).

Por simplicidade, utilizaremos a mesma norma || ||, no dominio e na imagem,

a p-norma de A, e denotaremos por ||Al|,. Assim,

A
Definicao 1.2 p-norma de uma matriz A ¢ dada por ||A||, = max |||| T|||p, para
x €T p
todo r € R™.
Equivalentemente a Definicao 1.2 temos que
A
1A]l, = max A2l _ A( ’ ) — max [|Az]],.
w20 |lzll, w0 llp /I, liell=1
Em particular, se p = 1,2 ou oo temos, respectivamente, que
A
LAl = max 1420
2 el
A
2. 1Al = max 14212,
w20 |[x]]2
Az
3. ||A max
Pode-se provar (ver [7]) que se p =1 e p = 0o temos, respectivamente, que
m
41k = s 3l (1)
1=
n
[14]]00 = 1@33;21 a5 (1.4)
‘]:

Uma norma matricial, frequentemente utilizada, é chamada de Norma de Frobe-

nius ou Hilbert-Schmidt e é definida a partir de

Definicao 1.3 Norma de Frobenius de uma matriz A € R™*" ¢ dada por
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Seja B uma matriz com elementos b;; onde 1 <i <m e 1 < j < n. Denotemos

por by, com 1 <[ < n, as respectivas colunas da matriz B. Entao

Dbl = 11Bull + o2l 5+ -+ |IBal 3
= (Ol by e bp) e (O D+ D)
= [1Bll%- (1.5)

T

Seja C' = AB com entradas c;;;, denotamos a; a i-ésima linha de A e b; a j-ésima

coluna de B. Entao ¢;; = al'b; e por Cauchy-Schwartz |c;;| < [|ai].||b;]]. Assim,

IABIE = > eyl

i=1 j=1
< D0 (laallalbll2)
i=1 j=1
= (laill2)*> (I[bl]2)*
i=1 j=1
= [|A|[Z]BI|% (1.6)

Como as normas vetoriais, as normas matriciais A, com p =1, p = oo e Ap
também possuem relagdes de equivaléncia. Podemos provar que (ver [7]) dada uma

matriz A € R™*" temos

L [|Allz < [|A[lr < v [[All2

2. max |aj| < [|A[|2 < vmn max|ag/;
,] 2¥)

3. 7= 1Al < IAll2 < Vi [|A]|oos

4. = 1AL < [|Allz < v [|A] L

1.4 Imagem, Espaco Nulo e Posto

Definicao 1.4 Dada uma colecao de vetores ay, as, ---, a, em R™, o conjunto de

todas as combinagoes lineares desses vetores € um subespaco denotado por Espago
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de ay,as, - ,a,, ou seja,
n
(a1, a9, a,) = E Bjaj; B € R 5.
Jj=1

Definicao 1.5 Seja A € R™*™. Dizemos que o Imagem de A é

Im(A) ={y e Ry = Ax para algum x € R"}

Em relacao a Definicao 1.5, observe que qualquer vetor y que pertence ao espaco

gerado pelas colunas de A pode ser escrito como combinacao linear de suas colunas,
n

ou seja, y = Z:L'jaj, logo y = Ax e portanto, y € Im(A). Reciprocamente, se
j=1
y € Im(A) entdo y = Az para algum = € R" e portanto, Az é combinacao linear

das colunas de A. Assim, se A = [aj,as, - ,a,] sdo as colunas particionadas de A,
entao
Im(A) = (a1, a9, -+ ,a,) . (1.7)

Definicao 1.6 (INucleo) Seja A € R™*™. O Espago Nulo ou Nucleo de A €
dado por

N(A) ={z € R"; Az =0}.

Defini¢ao 1.7 (Posto) Dizemos que o Posto de uma matriz A é

posto(A) = dim(Im(A)).

Definigao 1.8 Dizemos que A € R™*" possui Posto Incompleto, se posto(A) <

min {m, n}.
Pode-se provar que (ver |7]):

1. posto(A) = posto(AT);

2. Se A € R™" entao dim(N(A)) + posto(A) = n.

10
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1.5 Ortogonalidade

Definicao 1.9 Uma matriz Q € R™*" ¢ dita Ortogonal se, e somente se, QQT =

QTQ = In
Teorema 1.10 Se () € uma matriz ortogonal, entao

1. det(Q) = £1;

S

QT € ortogonal.

o

- ||Qx||2 = ||x||2, para todo vetor x;

B

- NIQAll2 = ||All2, para toda matriz A;

O

@l =1.

Demonstragao:
Omitiremos a demonstragao para os itens 1,2,4 e podem ser encontradas em [19].

3. Se x é um vetor qualquer, entao

1Qzll; = (Q2)"(Qw)
= 27Q"Qu

= LUTSL’

= |l=If3

= Izl (1.8)

5. E consequéncia imediata de 2. e de ||I||, = 1.

Teorema 1.11 Se Q1 e (Y2 sao matrizes ortogonais, entao Q1Qs € ortogonal.

Demonstracao: Ver [19].

11
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Teorema 1.12 Seja A € R™*" e Q € R™™ ortogonal, entao ||QA|lr = ||Al|F,

onde F' ¢ norma de Frobenius.

Demonstracgao:

Suponha que aq,as, - ,a, sejam as colunas de A, entao

1QA[IE = I(Qa1, Qaz, -+, Qay) ||

n

= > llQaill3
1=1
n

= > llaill3
1=1

= |IAllE- (1.9)

1.6 Decomposicao em Valores Singulares

A Decomposi¢ao em Valores Singulares (SVD, “Singular Value Decomposition”) é
uma fatoracdo de matrizes freqiientemente utilizada em muitos algoritmos. E uma
ferramenta contida na maioria dos pacotes matematicos de computacao e muitos
problemas de Algebra Linear podem ser resolvidos utilizando esta fatoracdo. Inici-

amos esta Secao, apresentando a definicao de SVD.
Definigao 1.13 Seja A € R™*". A SVD de A € a fatoragao

A=Uxv" (1.10)

onde U € R™™ ¢V € R"™" sao Ortogonais ¢ X € R™*" ¢ uma matriz Diagonal,

15t0 €,
o — T set = 7,
" 0, sei # 7.
Os elementos oy, i = 1,2,-+- | p, onde p = min{m, n}, sao denominados Valores

Singulares de A e denotados por o; sendo escolhidos de modo que oy > 09 > -+ >
op > 0.

12



Capitulo 1. Resultados Bésicos e Decomposicao em Valores Singulares

Cada uma das m colunas da matriz U, denotadas por uy, sao chamadas Vetores
Singulares a Esquerda de A e cada uma das n colunas da matriz V', denotadas por vy,
sao chamadas Vetores Singulares a Direita de A. Os vetores u; sao os autovetores

da matriz AT A, e os vetores vj, sa0 os autovetores da matriz AAT.

Observacoes:

1. A decomposicao de valores singulares definida em 1.13 recebe o nome de SVD

Completa.

2. Seja A € R™" comm >neA=UXV"aSVDde A, onde U, V e &
sao dados como na Definicao 1.13. Observe que para m > n a matriz X
possui todos m — n valores singulares iguais a zero. De modo que apenas os n
primeiros valores singulares de X influenciam na decomposicao de A. Assim,
suponha que ¥ tenha n valores singulares nao-nulos. Logo, a equagao (1.10)

definida em 1.13 pode ser reescrita como

A=U > VT
0

Desta forma, o produto acima anula m — n colunas de U e X possui n valores

singulares. Logo
A=USVT (1.11)

onde U € R™™ Ve R™™ e $ € R™" & uma matriz diagonal com o1 > 09 >

.-+ > 0, todos nao-nulos. Essa decomposicao é conhecida como SVD reduzida
de A.

Dada uma matriz A € R™*™ pode-se provar que:

1. Toda matriz A sempre admite uma decomposi¢cao em valores singulares;
2. Seus respectivos valores singulares sao nicos;

3. Se os valores singulares forem distintos dois a dois, entao os vetores singulares

(& esquerda e a direita) sdo tnicos a menos de sinal.

Demonstragoes para esses resultados podem ser encontrados em [19].

13
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1.7 Algumas Propriedades da SVD

Um dos aspectos que valorizam a SVD é sua capacidade de lidar com o conceito
de posto de matrizes. Nessa Se¢ao mostraremos que o SVD é uma chave para esse
problema por caracterizar eficientemente uma aproximacgao de matrizes de um posto
definido, (ver |6]). Iniciaremos essa Se¢ao, introduzindo algumas relagoes entre SVD

e normas (ver [7, 20]), que serao uteis adiante, quando falaremos de posto numeérico.

1.7.1 SVD e sua Relagao com Normas

Nessa Subsegao apresentaremos alguns resultados que relacionam 2-norma e norma
de Frobenius com os valores singulares de uma matriz A que sao importantes e

merecem ser destacadas. Estas relacoes serao mostradas nos Teoremas 1.14 e 1.15.

Teorema 1.14 Seja A € R™ ™ wuma matriz com decomposicao de valor singular

UXVT, entdo

||Alla =01 (maior valor singular). (1.12)
Demonstracao:
Sabemos que [|U||s = [|[VT||s = 1 porque U e V sao ortogonais. Assim,

1Az = [[UZVT],

= (Xl

il

= max

220 ||2]2

14
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Como o7 é o maior valor singular da matriz A, substituindo cada o;, onde i =

1,---,n, por oy teremos,

Portanto,

[1All2

[NIES

o (CLE B 27)

1

O (a4 a4+ al)?

(a2 + a3+ +a2)°

= maxo L

0 (2t a4 4 a2)?

= Inaxoj
x#0
= O01.
1A[l2 < a1

Por outro lado, escolhendo x = e;, temos

1Al

[1All2

|USVT,.
. ((0121)* + (0212)* + - -+ + (0010)?)

=

x#0

((011)% + (020)2 + - - + (0,0)?)

(a2 + a3+ +a2)?

=

max
x#0

max o
x#0

1.

De (1.13) e (1.14) seque (1.12).

(124 0% 4 - -+ 02)?

(1.13)

(1.14)

Teorema 1.15 Seja A € R™™ uma matriz com decomposi¢ao em valores singulares

UXVT, entdo
1
IA|lp = (67 + 05+ +07)* (1.15)
Demonstracao:
Pelo Teorema 1.12 para qualquer matriz ortogonal @) temos que ||QA||r = ||A]|F.

15
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Considere UXVT a decomposicao em valores singulares de A, onde U € R™*",
Y e R e VT € R, Entao

IAllr = [[UZVT|r
= |I=V'lr
= IV IF
= I(vEhllr
= |I="lF
2

= (a%+a§+~-~+an)%.

1.7.2 Relacoes entre SVD e o Posto de uma Matriz

Esta Subsecao tem o proposito de relacionar a SVD e o posto de uma matriz, usando
os respectivos valores singulares. Comecamos por um teorema que fornece uma

relacao entre o posto e os valores singulares de uma matriz.

Teorema 1.16 (Posto) Seja A € R™*" ¢ ¥ a matriz de valores singulares de A.

Entao, posto(A) = n se, e somente se, & tém n valores singulares nao-nulos.

Demonstragao:
Suponha que ¥ tém n valores singulares nao-nulos entao posto(X) = n, ja que 3 é
uma matriz diagonal. Por outro lado, A = UXVT e como U e V tém posto completo,

entdo posto(A) = posto(X). A reciproca é anéloga.
|

O Teorema 1.16 fornece uma alternativa para se determinar o posto de uma ma-
triz em vez de usar a Defini¢ao 1.7, porém agora, usando a SVD. Conseqiientemente,
uma matriz A € R™*" ter& posto incompleto, isto é, r <n,se o; >0,i=1,---,r

€ 0pp1 =-=0,=0.

A formula seguinte é uma das mais importantes propriedades da decomposicao

em valores singulares.

16
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Teorema 1.17 Uma matriz A € R™ "™ com posto r, r < n, pode ser escrita na

forma
T
_ T
A, = E ojuv; (1.16)
j=1
em que u;, 1 = 1,--- .7, sao 0s primeiros r vetores singulares & esquerda de A, v;,
1=1,---,7r, sa0 os primeiros r vetores singulares a direita de A eo;, 1 =1,--- .1,
sao os valores singulares de A.
Demonstragao:
Tem-se que
I = vv?
T T T
- (Ula'UQ?”'avn)(vlav2>”'7lun)

T T T
= U] + VU5 + -+ VRV

n’

ja que V' é uma matriz ortogonal. Se multiplicarmos por A a esquerda da equacao

acima em ambos os membros da igualdade teremos:

A = A(v] +vpvg 4+ -+ vl

= (Avl)vip + (Avg)vg 4+ (Avn)v;f

T T T
= 01U1V; + 02UVy + -+ -+ ORURY,, .

Se A tem posto r = n, segue do Teorema 1.16 que A possui n valores singulares

nao-nulos e portanto

s

— oL

A = g TjU;U;
=1

Caso contrario, se A tem posto r < n, entao pelo Teorema 1.16 temos que 0,1 =

Opig =+ =0, =0. Dali,

T T T
A = ojuvy + ogugvy + -+ opu,

T
_ T
= E OjUGV; -
J=1

17
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Observacao:
U1 V11
U271 V21 ~
e Dados u; = _ e v = _ entao,
Um1 Un1
U1
T U21
u1vy = . (U11 Vo1 -+ Unl)
Um1
U11011 U11V21 - U11Uni
. U21V11  U21V21 -+ U21Uni
Um1V11  Umi1U21 - Um1Unl
Portant 1 d tri T 530 multiplos do vet i
ortanto, as colunas da matriz u;v; sao multiplos do vetor u;, e assim, a

T

matriz u;vl tem posto 1. De maneira analoga, todas as matrizes u;vl, com

1=1,---,7r tém exatamente posto 1.

A partir desta observacao e do Teorema 1.17 podemos afirmar que qualquer
matriz (com posto r) é uma combinacdo linear de r matrizes de posto 1. Os coe-
ficientes desta combinacao linear sao os valores singulares oy, 09, - , 0, da matriz.
Em determinadas aplicagoes, aparecem matrizes cujos valores singulares menores
deveriam ser nulos, mas nao o sao por determinados motivos (por exemplo, erros de
arredondamento). E freqiiente, nestes casos, substituir esses valores singulares por
zero, desprezando as suas contribuicoes, e considerar uma matriz aproximada com

menos termos na combinacao linear das matrizes de posto 1.

Teorema 1.18 Seja A € R™*". Para qualquer v com 0 < v < r, definimos
A, = Zajujva, (1.17)
j=1

18
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se v =p =min{m,n}, defina 0,41 = 0. Entao

JA=Allz= min_ [lA=Bllz = 0.

posto(B)< v

Demonstracao: Ver [19].

Observacoes:

1. E facil ver que UTA,V = diag(oy,09, -+ ,0,,0,---,0) e dai, posto(4,) = v.
Por outro lado, UT(A— A,)V = diag(0,0,---,0,0,41, -+ ,0,) e pelo Teorema
1.14, temos ||[A — A,||2 = ,41.

2. Observe que de acordo com o Teorema 1.17 podemos usar o SVD para expres-
sar uma matriz A como combinacao linear de uma base de vetores ortogonais.
Ou seja, dada uma matriz A € R™*", podemos usar os primeiros r valores
singulares (r < n), e aproximar as colunas de A como combinagao linear de
uma base de r vetores. De acordo com o Teorema 1.18, quando aproximamos
uma matriz A de posto n > r, para uma matriz A, = UX, V7T com posto 7,
temos que essa aproximacao no sentido da || . ||o é a melhor possivel de A,

pois o infimo é atingido para toda matriz B definida por

B=U (Z/>VT, (1.18)

onde ¥’ = diag(oy, 09, ,0,,0,--+,0).

1.7.3 Posto Numeérico

Seja A € R™* ™. Suponha que uma matriz A que originalmente tinha posto r < n
tém seus elementos perturbados por algum tipo de erro, por exemplo, arredonda-
mento ou erros de medidas. Certamente, esses erros de arredondamento, nao per-
mitird que a matriz A continue com posto exatamente igual a . Realmente, o que

é provavel, é que a matriz que foi pertubada tera posto maior que r.
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Suponha que ambas as matrizes acima sejam submetidas a algoritmos numéricos
ou estatisticos. A proximidade de A para matriz pertubada nao fornecera interpre-

tacoes erradas quando ambas as matrizes forem submetidas a esses algoritmos.

Assim, um modo de evitar possiveis problemas com a defini¢do de posto (ver
[6]), é especificar uma tolerancia e dizer que a matriz A tem posto numericamente
deficiente, se dentro dessa tolerancia, a matriz A esta proxima da matriz de posto

deficiente. Em outras palavras,

Definicao 1.19 Uma matriz A possui um e-posto r com norma || || se

r = posto(A, €) = inf{posto(B); ||A — B|| < €}.

Entretanto, essa definicao pode apresentar problemas, pois um pequeno aumento
em ¢ poderia acarretar na diminui¢ao do posto numérico de A. E necessario entao,
achar um limite superior para € para o qual o posto numeérico fica pelo menos iqual

a r. Tal nimero é fornecido por qualquer 0 satisfazendo
Definicao 1.20
€ <6 < sup{n; [|[A — B|| <n = posto(B) = r},

onde € € dado como na Defini¢ao 1.19.

Através das Definicoes 1.19 e 1.20 podemos entao caracterizar posto numérico

de uma matriz A, ou seja,

Definicao 1.21 Uma matriz A tem Posto Numeérico (d,¢,7) com norma || || se

0, € er satisfazem as Definicoes 1.19 e 1.20.
Usando as Defini¢oes 1.19 e 1.20, podemos caracterizar o posto numérico de uma

matriz. O seguinte teorema tem esse proposito. Usaremos a notagao posto(d, €, 1)y

para caracterizar o posto numérico com || |lo.
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Teorema 1.22 Sejam oy > 09 > --- > 0, 0s valores singulares de uma matriz A.

Entao A tem posto numérico (9, €, )2 se, e somente se,

0, >0 >€> 0,41 (1.19)

Demonstracao:

Suponha (1.19). Pelo Teorema 1.18, se ||A — Bl|o < ¢ logo, 0,41 < § e portanto
posto(B) > r e conseqiientemente satisfaz a Defini¢ao 1.18. Como a matriz B
definida em (1.18), tem posto r e portanto ||A — Bl|o < ¢, dai satisfaz a Definicao
1.19.

Reciprocamente, suponha agora que 9, € e r satisfazem as Defini¢oes 1.19 e 1.20
entao & > € e por definicao temos o, > o,.,,. Basta entdo mostrar que o, > 0 e que
€ > 0,41. Suponha por contradi¢do que € < 0,41, entao, como ||A — Bl|y < ¢, isso
implicaria que ||A — B||2 < 0,41, contradi¢ao com o Teorema 1.18. Por outro lado,

pelo Teorema 1.18 tem-se o, > J. Isso prova o teorema.

Mais detalhes acerca desta Subse¢ao podem ser encontradas em |[6].

1.8 Analise e Discussao

Como ja mencionamos na introducao, alguns trabalhos usam o PCA para geracao
de animacoes faciais. Em geral, a SVD ¢é utlizado na obtencao de uma base para o

PCA. Podemos citar por exemplo o trabalho de Kuratate et al., (ver [18]).

Como vimos, a SVD é uma poderosa técnica que permite aproximar uma de-
terminada matriz A de posto n para uma matriz de posto r < n (Teorema 1.17).
Essa aproximagao para uma matriz A, de posto 7 < n é 6tima no sentido da || |2
(Teorema 1.18).

Sob a otica do problema de selecao de subconjunto gostariamos de selecionar
r colunas de uma matriz de dados A € R™ " (m > n). Tais r colunas devem

ser independentes de tal forma que podemos desprezar as contribuicoes das outras
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(n—r) colunas da matriz de dados A e portanto, poder aproximar as (n—r) colunas
(no sentido dos minimos quadrados, [1]) em termos de uma combinagao linear das

r colunas selecionadas.

Suponha que tivéssemos uma matriz A € R™*" com m > n e decompomos esta

matriz usando SVD. Essa matriz A vai ser decomposta em soma de matrizes de

posto 1, A = Z O’,’Uﬂ);f. Pelos teoremas 1.17 e 1.18, a matriz de posto r que melhor
i=1

T
aproxima-se de A no sentido da 2-norma, é justamente a matriz A, = E oy
i=1

onde u; e v; sao culunas das matrizes U e V respectivamente. Pode-se mostrar que

cada uma das colunas ay, as, - - ,a, dessa nova matriz A, de posto r sao escritas
como

a; = UU1101 + UgV1202 + - - - + UpU1,0,

Ay = UV2101 + UVp02 + * -+ + UpVp20,

ar = UM O] + UgVp202 + -+ -+ UpVpy Oy

Un = UIVp101 + UgUp202 + ++  + UpVpy Oy
e dafi,

A, =UX,

onde U, contém os vetores ortogonais uy, us, - - - , u, € X é uma matriz de coificientes

correspondentes a v;jo;, onde 1 <t <nel <j [ <.

Obeservacoes:

1. Cada uma das colunas de A,, a; com i = 1,---,n, sdo escritas como combi-

nagoes lineares de uma base de vetores u; da matriz ortogonal U

2. A base de vetores u; é obtida a partir das n colunas da matriz A.

Por fim, é realmente verdade que estamos interessados em reduzir a dimensao da

matriz A para uma matriz de posto r, mas também, queremos que essas r colunas

22



Capitulo 1. Resultados Bésicos e Decomposicao em Valores Singulares

selecionadas sejam usadas para obter uma aproximagao das outras (n — r) colunas.
Dessa forma, obteremos um modelo que pode ser usado para predizer as (n — r)
colunas restantes de uma matriz de dados qualquer, bastando apenas selecionar um
conjunto de r colunas independentes da matriz A. Com o SVD, isso nao é possivel.
Primeiro, porque teriamos que encontrar todos os vetores u;, com 2 = 1,--- 7 para
obtermos a; onde ¢ = 1,--- ,n, mas obviamente, esses vetores dependem de todas
as colunas da matriz A e isso nao nos interessa, pois frustraria todo o nosso esforcgo
na tentativa de reduzir a dimensao dos dados da matriz A. Segundo, é verdade
que a interpretacao dos resultados através da utilizacao dessa técnica é facilitada
pela redugao da dimensionalidade (posto), mantendo um elevado grau de explicagao,
porém, quais colunas da matriz A foram usadas para obter as colunas da matriz A,?
De fato, nao sabemos e no presente caso, nao queremos que isso ocorra. Gostariamos

de saber exatamente quais sao essas colunas.

Como veremos nos Capitulos 2 e 3, a fatoracao QR atende precisamente as nossas
necessidades, selecionando um conjunto de r colunas independentes de uma matriz
A. Posteriormente, essas r colunas sao utilizadas para aproximar exatamente cada
uma das (n—7) colunas da matriz de dados A em termos de uma combinagao linear
de uma base de r colunas. Justificando nossa escolha de usar a fatoracao QR para

obtencao do modelo.

23



Capitulo 2

A Fatoracao QR

2.1 Introducao

Nesse Capitulo comegaremos por apresentar a definicao de Fatoracao QR e alguns
resultados acerca do mesmo. Em seguida, discutimos as chamadas matrizes de

Householder e como podemos obter a decomposicao QR usando essas matrizes.

Estudaremos as relacoes que existem entre a fatoracao QR e o posto de uma
determinada matriz. Provaremos, que se uma matriz A tem posto completo, implica

na unicidade de sua decomposigao QR e conseqiientemente, uma base para a Im(A).

Por final, analisaremos o caso em que A nao tem posto completo e como obter

neste caso, uma base para a Im(A).

2.2 Definicao e Propriedades da Fatoracao QR

Sejam ay, as, - - - ,a, as colunas da matriz A e a sequéncia de subspacos gerados por

elas:
(a1) C (ay,as) C--- C(ay,az, - ,ap).

Assim, (a1) é um espago 1-dimensional gerado por ay, (a1, as) é o espago 2-dimensio-
nal gerado por a; e as e assim por diante. A idéia da fatoracao QR est& na constru-
¢ao de uma sequéncia de vetores ¢, qo, - -+ , @, ortonormais que geram essa mesma

sequéncia de subespacos, (ver [7]).
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Para sermos mais precisos, assumimos por um momento que A € R™*" com
m > n e que posto(A) = n (nesse caso, dizemos que se A possui posto maximo, entao
as n colunas de () formam uma base ortonormal da imagem de A). Gostarfamos

que a sequéncia qi, qa, - - - , gy tivesse a seguinte propriedade
<a17a27"'7ai>:<Q1aQ27"'an'>a Zzlavn (21)

Em particular, tomando ¢ = 2 na igualdade acima temos que (a1, as) = {(q1,q2)-
Assim, para que a; seja combinacao linear de ¢;, devemos ter um escalar r1; tal
que a; = ri1q;. Por defini¢ao, para que (ai, as) = (g1, ¢2) devem existir escalares t;,

1=1,---,4 tais que tia; + taas = t3q; + t4qo. Substituindo a; por r11¢q;, teremos:

tiay +taas = t3q1 + taqo
ti(rng) +taae = tsq +tage

taay = —ti(ruq) +tsq + tage
taas = qi(—tir11 +t3) + tage
—t1r11 + 1t t
Ay = (M)Cﬁ + —4Q2
to to
az = T12q1 + T22Q2

—tirii+ts

onde, 715 € roy escalares tais que, rp = -

e o9 = % Analogamente, temos:

a1 = Tmq

Ay = T12q1 + T2202

Ap = T1pq1 + Tong2 + -+ Tunln.

Observando as equacoes acima, vemos que elas podem ser escritas utilizando

matrizes () ortogonal e R triangular superior, onde A = QR.

Definicao 2.1 Seja A € R™ ™. A decomposi¢ao de uma matriz A do tipo A = QR,
onde QQ € R™™ ¢ uma matriz ortogonal e R € R™™ € triangular superior, € dita
Fatoracao QR de A.

Observe que dada uma matriz A € R™*" temos duas possibilidades para as
linhas de A, m > n ou m < n. Daremos em seguida, alguns detalhes (ver [20, 7])

sobre como obter a fatoracao QR de uma matriz A para esses casos.
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1° Caso: m > n

Teorema 2.2 Dada uma matriz A € R™*" com m > n, existe uma matriz ortogo-

nal Q@ € R™*™ e uma matriz triangular superior R € R™*" tal que

A=QR. (2.2)

Demonstragao:

A prova desse teorema sera dada na Secao 2.4.

Observacoes:

1. Seja A € R™" m > n. A decomposi¢ao QR onde existem matrizes ) € R"*"™

~

R

e R € R™"™ onde () é ortogonal e R = <
0

) , R € R™*" ¢ triangular superior
é chamada de fatoracao QQR completa.

2. Suponha que A € R™" m > n. Se m > n entao pelo Teorema 2.2 e pela

observacao 1, existem () € R™*™ e R € R™*" onde ) é ortogonal e R =

<R>, R e R ¢ triangular seperior e A = QQR. Seja Q € R™" uma

0
matriz que consiste das n primeiras colunas de @), logo @ também é ortogonal.

Seja Q e R™(™m=n) yma matriz ortogonal que representa as outra m — n

A

colunas restantes de Q. Entao A = QR = [Q Q)] <R> = QR+ QU, isto é,
0

A=QR.

A fatoracao QR de A € R™*™ com m > n onde, ) € R™™ ¢ ortogonal e

R € R™™ ¢ triangular superior ¢ denominada de fatoracao QR reduzida.
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2° Caso: m < n

Teorema 2.3 Seja A € R™", m < n. FEntao existem matrizes ) € R™*™ e
R = (Ry1 Ri2) € R™™, onde @ € ortogonal, Ry; € R™*™ triangular superior,
Riy € R™(=m) ¢ retangular e A = QR.

Demonstracao:

A prova desse teorema sera dada na Secao 2.4.

Basicamente, existem trés métodos para se obter a fatoragao QR, sao eles:

1. Reflexao de Householder;
2. Rotacao de Givens;

3. Processo de Ortogonalizacao de Gram-Schmidt.

Descreveremos a seguir um método para se obter a fatoracao QR. Esse método

é baseado na refexao de Householder.

2.3 Reflexao de Householder

Para melhor entendimento da reflexao de Householder, é conveniente definir reflexao
(ver [20]). Entretanto, ndo entraremos em detalhes, trataremos de um caso simples

de reflexdo no R?. apenas para podermos ter uma idéia geométrica.
)

2.3.1 Reflexao

Seja ¢ uma reta em R? que passa pela origem. O operador que reflete cada vetor em
R? pela reta & é uma transformacao linear, e portanto, pode ser representado por

uma matriz. Gostariamos de determinar esta matriz.

Seja v um vetor nao nulo pertencente a . Logo, cada vetor nao-nulo que pertence

a & s6 pode ser miltiplo de v. Considere v um vetor nao-nulo ortogonal a £. Segue
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que, {u, v} é uma base de R?, logo cada z € R? pode ser expressado como combinagao
linear de v e v. Entdo x = au + fv, com «, € R. A reflexdo de x por £ é x =
—au+fv (ver Figura 2.1), logo, a matriz @ de reflexao deve satisfazer Q(au+fpv) =

—au + fv. Assim, para que isso ocorra, é necessario e suficiente que

Qu=—u e Qu=n. (2.3)

T = au-+ [

Qr = —au+ Pv

Figura 2.1: Reflexao em torno da reta €.

Sem perda de generalidade, podemos supor que u foi escolido de tal forma que

[lullz = 1.

Considere agora a matriz Q = wu’ € R?>*2. Entdo () possui a seguinte pro-

priedade

Qu = (vu)u
= u(u’u)
= ullull;

= U

Qu = (uu’)v
= wu(u’v)

= u(u,v)
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j& que u e v sao ortogonais.
Portanto, a matriz ) nao é uma reflexao. Por outro lado, se definimos W =
I —2Q temos
Wu = u—2Qu
= u—2u

= —Uu

Wo = v—2Qu
= v—20
= .
Assim, a matriz W € R?*2 que ¢ dada por W = I — 2Q reflete o vetor que passa

pela reta &, onde v é um vetor unitario e ortogonal a £&. Logo, W é uma matriz de

reflexdo.

Teorema 2.4 Seja v € R™ um vetor nao nulo e P = I — 2%. Entao P € uma

reflexao.
Demonstracgao:
T
VU
P = T1-2——
vy
T
_ oW 2
[1v]13
_ 19 voT
[[v]]2-][v]]2
T
N
1al
= I—2v0". (2.4)

Logo, P é uma reflexao.
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2.3.2 Definicao e Propriedades da Reflexao de Householder

A definicao seguinte é chamada de reflexao de Householder devido ao matematico e

psicologo norte americano Alston Householder.

Definicao 2.5 Seja v € R™ um vetor nao nulo. Uma matriz P da forma
P=1—-2—— (2.5)

€ chamada de reflexao de Householder, ou em outros casos de matriz de
Householder ou ainda transformacao de Householder. O vetor v é chamado

de vetor de Householder.

Para os nossos propoésitos, como veremos a seguir, ¢ necessario obtermos algumas
propriedades relacionadas com a reflexao de Householder (ver [19, 10, 20]). Uma

reflexao de Householder goza das seguintes propriedades:

Teorema 2.6 Seja P € R™*™ uma reflexao de Householder e A € R™ ™. Entao
1. P é simétrica;
2. P ¢ ortogonal;
3. |P|la = [[x]]2;
4. |[PA[l2 = [|A]l2;

5. P2=1.

Demonstracao: Ver Anexo.
|

Umas das propriedades mais importantes da reflexao de Householder se consiste
em como determinar um vetor v que defina tal reflexao. O seguinte resultado mostra

como encontrar o vetor v de Householder de tal forma que Px seja multiplo de
er = (1,0,---,0)T,
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Teorema 2.7 Dado um vetor nao-nulo v = (x1, 9, ,x,)", podemos encontrar
um vetor v = (vi, vy, ,v,)T de maneira que Px é mailtiplo de e; onde a matriz

de householder P € definida pelo vetor v = x £ ||z||2e; € Px = £||z||2e1.

Demonstracao: Ver Anexo.
|

Portanto, todas as componentes do vetor x a excecao da primeira sao anuladas

por multiplicagao da matriz P.

De acordo com o Teorema 2.7 temos duas possibilidades de reflexao para o vetor
x, Px = ||z|lae; ou Px = —||z||2e;. A figura 2.2 representa geometricamente essa
situacao, onde H' e H~ representam hiperplanos no espaco n-dimensional. Aliés,
um hiperplano, representa um conjunto de pontos no R”, tais que ax;+- - -+ax, = b,
com a;,t = 1,--- ,nebsao nimeros reais. Em particular, num espago tridimensional
um hiperplano é o plano habitual. Num espaco bidimensional, um hiperplano é
uma reta. Num espago monodimensional, um hiperplano é um ponto. Assim, um
hiperplano divide o espaco em que estd definido em duas partes. Cada uma delas é

chamada de semi-espaco.

H- X
H+

—||z|]2e1 +||x||2€1

Figura 2.2: Possibilidades de Reflezdo.

2.3.3 Escolha do Vetor de Reflexao

Para evitar problemas no calculo da reflexao, é importante determinarmos uma

boa escolha para o vetor v. Obeserve que através da Defini¢ao 2.5 e das equagoes
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(4.9) e (4.10) conclui-se que é indiferente escolher o sinal + ou — no vetor v para
anular todas as componentes de Px. Por outro lado, se sign(z;) representar o
sinal da componente x; do vetor x e se o mesmo difere pouco de e; entao v =
x —sign(xy)||z||2e1 tem norma bastante reduzida. Isso implica que o produto escalar
vTv possa ser uma quantidade muito pequena, o que acarretariam problemas no

calculo da matriz P. Por essa razao o vetor v é habitualmente definido a partir de
v = + sign(zy)|[z]|2e1,

onde
—1,sey <0,

sign(y) = ¢ 1, sey > 0, (2.6)
0, sey = 0.

Além disso, como todos os elementos da matriz vv” sdo produtos de duas com-
ponentes do vetor x, entao valores grandes dessas componentes podem implicar a
ocorréncia de fendmenos de overflow (o erro de “overflow” ocorre quando o resultado
de uma operacao aritmética excede o valor de 3.4028235 x 1038, ou seja, erro por

estouro de memoria). Esse problema é resolvido considerando o vetor xW em vez
(e o)

de = na definicao de v. Assim na definicao da matriz P, o vetor v é definido por

1 1
v =r—— +sign(z) [|[z7—|| e (2.7)
1]l 1EZIFe 1P
e portanto, como Px = +||z||2e1, entao
— sign(x)a
Pz = sign(x;) 'L e = O (2.8)
[12]loo :
0
onde
x
' [12]loo [1
e

Umag = Max ;] .
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2.4 Calculo da Fatoracao QR

Como visto na Segao 2.2, provaremos a existéncia da decomposi¢cao QR para uma
matriz A € R™". A prova do proximo teorema mostra a existéncia da fatoracao

QR quando m > n, usando reflexao de Householder.

Teorema 2.8 Seja P a matriz de Householder como na Defini¢cao 2.5 e seja A €
R™ " " com m > n. Entao existern matrizes () € R™*™ ¢ R € R™*" tal que A = QR.

Demonstragao:
De fato, suponha que A € R™" e seja P, = I — f1oWoM" | onde B = —2

oMT @) "

Como m > n, temos que a matriz de Householder é uma matriz quadrada m x m.

Entao,
T
U(l) = |: t + Sign(all)av fon y Ty dnt )
VUmaz Umaz Umax
onde
o =
assim
2 2 2
il
2 2
P A= A@ — 0 ag2) e agn)
0 4 ... a2
De maneira geral, cada matriz P, de Householder ¢ dada por P, = I — ﬂkv(k)v(k)T,
(k) (k) # 17
a a a
o) = [0 cee Q) Rk +sign(agz))a _ktLE L]f]
Umax max Umax
com
Ve = max |al?)
mar — ik ik |
onde
Assim,
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Pn_lpn_g"'nglA:R

donde segue,

A = Pl_lpz_l"'Pn_—lzpn_—llR
= PP---P, 9P, _1R.

Observe agora que todas as matrizes P, sao ortogonais e portanto, o produto
P P,---P, 5P, 1 também é ortogonal, além disso, para cada k = 1,2,....n, P é
uma matriz simétrica, assim, Pl = P,. Além disso, P é ortogonal, logo PPl =
I. TIsso implica que Pl = Pk_1 e portanto, Pk_1 = P,. Assim tomando ) =

PP P, 5P, 1 podemos escrever
A=QR, (2.10)
onde Q € R™™ ¢ R € R™*",

Portanto, o Teorema 2.8 prova a existéncia da decomposicao QR quando m > n.
Em rela¢ao ao Teorema 2.3 (quando m < n), sua demonstracao é totalmente analoga
ao Teorema 2.8, basta considerarmos para esse caso, uma matriz de Householder
P € R™™ onde m < n e obteremos uma matriz () € R™ ™ ortogonal e R =

(R11 Ri2) € R™ ™ Ry; € R™*™ triangular superior e Ry € Rmx(n—m) retangular.

Nos limitaremos a partir das proximas Secoes a obter resultados somente quando

A € R™™ com m > n, pois essa matriz vai ser nosso objeto de estudo no Capitulo
4.

2.5 Relagoes da Fatoracao QR com o Posto de uma
Matriz

Essa Secao objetiva estudar a unicidade da fatoracao QR e analizar em que circuns-
tancias ela ocorre. Veremos que o fato de uma matriz A posuir posto completo, im-
plica em sua unicidade, caso contrério, a fatoracao QR nao produz necessariamente

uma base para Im(A). Assim, antes de darmos detalhes da unicidade, daremos uma
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prova para a suposi¢ao (2.1), pois a idéia da fatoragao QR, esta na constru¢ao para

uma base para Im(A).

Teorema 2.9 Seja A € R™*" e sua respectiva fatoragao QR. Suponha posto(A) =
n e considere as sequintes partigoes A = [ay,aq,- -+ ,an] € Q = [q1,G2, - -+ , Gm], onde

cada a; e q; sao as respectivas colunas de A e @, 1 <i<nel<j<m. Entao

<a1,@2,"'7an>:<Q1aQ27"'7Qn>a kE = 17"'7”' (211)

Demonstracao: Ver Anexo.

2.5.1 Unicidade da Fatoracao QR

A unicidade da fatoragdo QR pode ser muito 1til em certas aplicagoes, (ver [11, 7]).

Portanto, poder determinar quando ela ocorre, pode ser muito importante.

Teorema 2.10 Seja A € R™", com m > n e suponha que posto(A) = n. Entdo
existe uma unica matriz Q € R™*™ e R € R™ ™ tal que Q) tém colunas ortogonais e

R € triangular superior com todas as entradas da diagonal positiva e

A=QR. (2.12)

Demonstracao: Ver Anexo.

2.5.2 Matriz de Permutacao

Se uma matriz A nao tem posto completo, entao a fatoracao QR nao necessariamente
produz uma base para Im(A). Esse problema pode ser corrigido implementando o
que chamamos de fatoracao QR com pivoteamento de colunas. Antes falarmos sobre
pivoteamento de colunas, daremos algumas definicoes titeis que serao necessarias ao

entendimento desse método.
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Definicao 2.11 Uma Matriz de Permutacao 11;; ¢ uma matriz quadrada que se

obtém da matriz identidade por troca das suas linhas e colunas i e j.

Uma matriz de permutacao II tem as seguintes propriedades:

Uma matriz de permutagao (ver [10]) é o produto de um nimero finito de matrizes
da forma II;;. Se Il é uma matriz de permutacao, entao IIA (AIl) é uma matriz
que se obtém trocando as linhas (colunas) de A correspondentes aos fatores II,; que
constituem II. Assim, IIT AIl é a matriz que difere de A na ordem de um certo

nimero de linhas e colunas de A.

Definicao 2.12 Uma matriz II" AIl é denominada Permutacao Principal de A.

2.5.3 Fatoracao QR com Pivoteamento de Colunas

Vimos que quando uma matriz A possui posto completo, a fatoracao QR é tnica.
Porém, o que dizer quando o posto de uma matriz A € R™*" é incompleto? Essa

Subsecao tem o proposito de responder a essa questao.

Descrevemos a seguir, como esse problema pode ser resolvido calculando-se a fa-
toragao QR de A com suas colunas permutadas (isto é, com pivotamento de colunas,
|7, 20]). Essa fatoragdo é dada por AIl = QR, onde () e R sdo matrizes usuais da

fatoragao QR e Il é uma matriz permutagao.

Basicamente, a fatoracao QR com pivoteamento de colunas permuta as coluna
de matriz A de tal forma os elementos da diagonal da matriz R que sao ‘pequenos’
ou nulos, sao movidos para a parte inferior da diagonal da matriz R. A idéia dessa

fatoragao segue abaixo dividida em dois passos.

Primeiro Passo:

Para cada coluna da matriz A, calculamos a || . ||z da j-ésima coluna, com 1 <

Jj < mn. Se a j-ésima coluna tem maior comprimento, isto ¢, maior || . ||2, entao
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as colunas 1 e j sao permutadas. Dessa forma, a primeira coluna da matriz AIl
satisfaz ||(AIl)|]s = max||aj||2, com 1 < j < n. Apos a determinagao da coluna
da matriz A com maiofr 2-norma, a reflexao de householder transforma a primeira
coluna da matriz A em [r1; 00 --- 0]7. Como a primeira coluna ¢ que tem maior
2-norma e Pz = +||z||se; = [|r11] 00 -+ 0] entdo |ry;| tém maior valor absoluto.

Em particular, r;; # 0, a menos que A seja identicamente nula.

Segundo Passo:

Terminado o primeiro passo, operamos em uma nova submatriz que denotaremos
por Ag;), onde o indice k indica o nimero de interagoes e como estamos na segunda
iteracao, k = 2. Essa matriz é obtida por ignorar primeira linha e coluna da matriz
A. De maneira totalmente analoga, prosseguimos de acordo com o que foi feito
no primeiro passo, apenas com uma ressalva, quando trocamos a coluna de Aé’;), a

. k
coluna completa deve ser trocada e nao apenas a coluna que pertence a A§2’.

Cada passo, opera em uma submatriz A§2), obtida com uma coluna e uma linha a
menos que no passo anterior, justamente como antes, exceto que as colunas trocadas
sao colunas completas. Observe que, o efeito de troca de colunas corresponde a troca

de colunas em A antes de efetuarmos a fatoracao QR.

Teorema 2.13 Seja A € R™ ™ com posto(A) = r < n. Entao existem matrizes
A\, Q@ e R, tal que A = Al ¢ obtida de A por permutacao de colunas, () € R™*™

Ry Ry
0 0

é ortogonal, R = e R™" Ry € R™" € nao-singular e triangular

SUPETLOT.

Demonstracao: Ver Anexo.
|

De forma analoga ao teorema acima obtemos decomposicao QR com permutacao

de colunas para uma matriz A € R™*" com m > n, onde @ € R™*" ¢ R € R™™".
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Observacoes:

1. Seja A € R™*" com m > n. Consedere a decomposicao AIl = QR onde, R €

R™*™ ¢ uma matriz triangular superior, ) € R™*™

¢ uma matriz ortogonal e
IT € R™™ uma matriz de permutacao. Com o esquema de pivoteamento de

colunas descrito acima podemos escrever

All=QR=Q (R“ R12> (2.13)
0 Rao

onde os elementos da diagonal da matriz R estao todos dispostos em ordem

nao-crescente, isto &, rj; > rog > 33 > -+ >y, € ||Raol|2 pequena, (ver [3]);

2. Se uma matriz A € R™*™ e posto(A) = r < n, entdo a fatoragdo QR de A
nao necessariamente produz uma base ortonormal para a Im(A). Felizmente,
a fatoracao QR com pivoteamento de colunas pode ser usada para produzir

uma base ortogonal para Im(A).

Pelo Teorema 2.13, existe uma matriz de permutacao II tal que AIl = QR e

0 0

onde, Ry; € R™" triangular superior, R € R™ ") (Q é uma matriz ortogo-
nal e posto(A) = r. Sabemos que a matriz AIl tém suas colunas reordenadas
de tal forma que All = [a17a27"' y Qs = o 7an] € Q = [Q17Q27"' 7qr7"'qm]-

Assim, para k =1,---,n temos que

min{r,k}

a; = Z Tikdi € (q1, s Q) (2.14)
i=1

implicando que Im(A) = (q1,¢2, - , q)-
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Aplicacoes da Fatoracao QR

3.1 Introducao

Iniciaremos esse Capitulo resolvendo sistema de equacoes lineares Az = b, onde
A € R™™ com posto(A) = n e veremos que a fatoracao QR fornece uma boa

solucao para esse sistema.

Em seguida, estudaremos o problema de minimos quadrados (3.5). Mostraremos
sob quais condigoes ocorre a unicidade deste problema. Provaremos que a solucao do
problema de minimos quadrados esta relacionado com o posto da matriz. Primeiro,
trataremos do caso em que uma matriz A tem posto completo e em seguida, quando

A nao tem posto completo, analisando as duas solucoes.

Definiremos o problema de selecao de subconjunto de uma matriz de dados A
e forneceremos uma solucao para este problema, por meio da fatoracao QR com
pivoteamento de colunas. Por fim, daremos uma solucao aproximada para o sistema
sobredeterminado Az = b usando um subconjunto de k colunas independentes da
matriz A através de minimos quadrados e finalizaremos este capitulo com algumas

conclusoes.

39



Capitulo 3. Aplicacoes da Fatoracao QR

3.2 Sistemas Lineares

Considere o sistema de equacoes lineares

Ar =b
A e Rmxm (3.1)
beR™ m=n.

e posto(A) = n.

Existem varios métodos disponiveis na literatura para resolver o sistema (3.1),
por exemplo, eliminac¢ao de Gauss, fatoragao LU, dentre outros (ver [7]). Porém, a
fatoragao QR também é uma boa alternativa para encontrar a solugao do sistema
(3.1). De fato, seja A como definida em (3.1). Como A tem posto completo existem
unicas matrizes () e R tais que A = QQR. Portanto, substituindo QR por A temos
que QRx = b. Multiplicando por QT em ambos os membros da igualdade teremos
QTQRx = Qb e como a matriz Q ¢ uma matriz ortogonal (QTQ = I), temos

Rx =d, onde d = QTb € R,

Assim, para encontrar a solugdo para o sistema (3.1), basta resolver o sistema
triangular superior Rx = d. Como a matriz R é triangular superior, temos r;; = 0

para ¢ > 7, portanto temos um sistema da forma

4
1171 + 1229 + 713%3 + -+ T1inTy = d1
TooXo + To3x3 + « - - + opXy, = do
r33T3 + -+ T3pTy = d3

L T'nndn = dn>

onde cada x; e d;, com ¢ = 1,--- ,n sao componentes dos vetores x e d respectiva-

mente.

Tais sistemas sao resolvidos por substituicoes retroativas, através de equacoes da

forma: N
b; — Z Tii%;
T; = j:;; (3.2)
paratodoi=1,--- n.

Observe que para encontrar a solugdo para o sistema (3.1), podemos através da

fatoracao, de forma equivalente, resolver um sistema triangular superior, facil de
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resolver. E de fato, essa é a grande vantagem de se resolver o sistema (3.1) usando

a fatoracao QR.

3.3 Problema de Minimos Quadrados

O método dos minimos quadrados tem sido o procedimento padrao para a analise
de dados a partir do inicio de 1800. Um famoso exemplo deste método foi quando
Gauss com sucesso predisse a 6rbita do asterdide Ceres, em 1801. Mais de duzentos
anos depois, minimos quadrados continua sendo amplamente utilizado em &reas

computacionais, engenharia, etc (ver [1]).

Considere um sistema (sobredeterminado) de m equagoes com n incognitas, isto
é, m > n. Simbolicamente, gostariamos de encontrar um vetor x que satisfaz Az = b,
onde A € R™" ¢ b € R™. Normalmente, este problema nao tem solucao. Pois, tal
vetor x sO existe se b € Im(A), mas b € R™ e Im(A) é no maximo de dimensao
n. Assim, devemos encontrar um vetor ¥ € R” tal que AZ é a melhor aproximacao

para b.

Considere o vetor » = Az — b. Supondo que r nao é nulo, devemos fazé-lo tao
pequeno quanto possivel. Desse modo, é natural a escolha de uma norma para medir
o tamanho de r, isto ¢, devemos encontrar um vetor z tal que ||r||, = ||AZ — b||,
seja minimo, para alguma escolha de p. Porém, diferentes normas produzem difer-
entes solu¢oes. Normalmente, a norma escolhida é a 2-norma pois possui algumas
propriedades importantes em relagdo as outras, 1-norma e oo-norma, (ver [19, 7]).
A 2-norma é preservada sob uma transformacao ortogonal. Isto significa que pode-
mos encontrar uma matriz ¢) ortogonal tal que o problema se torna equivalente a

minimizagao ||QT Az — QTb||y e como veremos, facil de resolver.

De fato, seja () € R™*™ uma matriz ortogonal e considere o sistema sobredeter-

minado
QT Ar = Q"b, (3.3)
obtido através de (3.1) por multiplicacdo de QT em ambos os membros da igualdade.
Entao:
s=Q"Az — Qb = Q" (Az —b) = Q™. (3.4)
Como QT & ortogonal, temos ||s||s = ||r|l. Logo, z € R™ minimiza ||s||, se, e
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somente se, minimiza ||r||s, isto é, os dois sistemas sobrederminados tem a mesma

solucao.

A técnica que consiste em encontar um vetor z que minimize || Az — b||, isto é,

Definicao 3.1 Dados uma matriz A € R™" com m >n eb € R™, o Problema
de Minimos Quadrados (“Least Squares Problem”) consiste em encontrar T € R",

tal que, ||AT — b||2 € minima.

Usaremos a notacao
min | Az — b, (3.5)
para denotar o problema de encontrar o tal vetor Z. O vetor
r=Ar —b (3.6)
¢ conhecido como wvetor residual (ver [1]). Usaremos a notagao
[Ir]]2 = ||AZ = bl|> (3.7)

e denotaremos por residuo. Note que se ||r||2 é pequeno, dependendo de uma escolha
para o vetor T (mas em geral, ||r||; ndo é nulo), entdo podemos predizer b através

das colunas de A.

Nas Subsecgoes seguintes, estudaremos a solu¢ao para o problema de minimos
quadrados através da fatoracao QR. Divideremos esse estudo em dois casos. Primeiro
trataremos do caso em que uma matriz A possui posto completo e em seguida, para

0 caso contrario.

3.3.1 Matrizes de Posto Completo

Teorema 3.2 Seja A € R™ ™ e suponha que posto(A) = n, entdao o problema de
minimos quadrados para o sistema sobredeterminado Ax = b tém uma unica solucao,

o qual pode ser resolvido pelo sistema triangular superior Ry = ¢, onde ¢ € R™,
Qb = (;), e e R sdo obtidas pela decomposicao QR de A.
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Demonstragao:

Queremos encontrar

min || Az — b|[3. (3.8)

z€R™

Temos que A = QR, com Q € R™™ e R € R™*". Logo

|Az = b3 = ||QRz —0lf3
= ||Q"(QRz - b)|3
= [|Rz —Q"b|[3. (3.9)
. c R
Fazendo Qb = e R= , temos que
d 0
Az —bll; = [|Rz — |3 +||d]I3, (3.10)

onde ¢ € R*¥1 ¢ € ROn—mx1 o R ¢ Rrxm,

Como o termo ||d|2 é independente de z, temos que ||Rz — c||2 + ||d||? sera
minimizado exatamente quando || Rz —¢||2 for minimo. Obviamente, ||Rz—c|2 > 0,
com igualdade se, e somente se, Rx = ¢. Como A tem posto completo, R & nio-

singular. Assim, o sistema Rx = ¢ tem uma tnica solugao.
|

Portanto, a solucao para o problema de minimos quadrados para o caso em que

a matriz A possui posto completo é dada por Rz = c, e seu residuo ¢ dado por ||d|[2.

Vimos na Secao 3.2 deste mesmo capitulo, que o sistema de equacgoes Rr=cé
facil de se resolver, ou seja, podem ser resolvidos por substitui¢oes retroativas. Dessa
forma, a fatoracao QR se torma uma ferramenta bastante eficaz para encontar uma
solucao para o problema de minimos quadrados no caso em que A possui posto

completo.

Observe que através do sistema sobredetreminado Ax = b, podemos aplicar a
fatoracio QR e encontrar Rz = QTb. Como posto(A) = n, temos R nao-singular
e portanto podemos multiplicar RT em ambos os membros do sistema triangular
superior Rz = QTb, obtendo RT Rx = RTQ"b. Dai, como @ & ortogonal, isto &,
QTQ = I, segue

R"Q"QRz = R"Q"b.
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Como A= QR e AT = RTQT, temos que

AT Ax = AT

(3.11)

Podemos provar os seguintes resultados (ver [1|) para o sistema de equagoes (3.11):

Afirmacao 1:

AT A ¢ positiva definida, isto é, 27 (AT A)x > 0 para todo x, dado que posto(A) = n.

De fato
eTATAr = (Az)T(Az)
= || Az]l2
> 0.

Além disso, como A tem posto n temos que se Az = 0, entao x = 0. Logo, se z # 0

segue que Ax # 0. Isto significa que
2T AT Az > 0

para todo z # 0, isto ¢, AT A é positiva definida.
Afirmacao 2:
A matriz AT A é nao-singular. De fato,
ATAr =0 = 2TATAz =0
= [|Az]|3=0
= Az =0
= =0
assim, a inversa (AT A)~! na expressao (AT A)~LATD existe.

Afirmacao 3:

Mostremos que T satisfaz
1A% — bl|3 < [| Az — ][5,
para todo = # 7.
De fato,
Az = 0|} = |[(Az — AZ) + (Az - b)|[3
= ||Az — A2||5 + ||A% — b||53 + 2(Ax — A%)T (AT — b),
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onde nesta segunda igualdade foi usado que

Hu—l—v\lg = (u+v)T(u+v)
= wTu+2uTv+0"w

= lullz + vl + 2u"v.

Afirmacao 4:
(Az — AZ)T(AZ —b) =0 (3.14)

De fato,

2(Ax — AD)T(AT —b) = (v —2)TAT(AZ —b)

pois, T = (ATA)~1ATh. Com essa simplificagdo,
||Az — b]5 = ||A(z — Z)I[3 + | AT — b]3.
O primeiro termo é nao negativo para todo z, e conseqiientemente
||Az — b][3 > || Az — AZ][3.

Além disso, temos a igualdade somente se A(x — Z) = 0, isto é, x = T (pois, o

posto(A) = n). Portanto, concluimos que
1Az — 0I5 > ||AZ — b][3, Vo # 7.

As equagoes (3.11) sao conhecidas como Equag¢oes Normais e como foi provado
através das afirmacoes acima, também podem ser utilizadas para encontrar uma
tnica solucao para o problema de minimos quadrados para o caso em que A tem

posto completo.
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3.3.2 Matrizes de Posto Incompleto

Vimos anteriormente que quando A tem posto completo a solu¢ao do problema de

minimos quadrados min ||Az — b||2 é tnica. Por outro lado, se uma matriz A nao
zeR”

possui posto completo, provaremos que existem infinitas solu¢oes para o problema

de minimos quadrados, (ver [7]).

Teorema 3.3 Seja A € R™*" ¢ b € R" com m > n. Entao o problema de minimos
quadrados para o sistema sobredeterminado Ax = b sempre tem uma solucao. Se

posto(A) < n, entdo hd infinitas solugoes.

Demonstragao:

Suponha que A € R™*" e posto(A) = r < n, pois se = n, estamos no caso em que
A tem posto completo e portanto ja existiria uma tnica solu¢ao para o problema de
minimos quadrados (Teorema 3.2). Usando a fatoracdo QR com pivoteamento de
colunas, temos All = QR, onde II € R"*" é uma matriz de permutagao, () € R™*™

com colunas ortogonais e R € R"™*" é triangular superior tal que

R— Ry Rip
0 0

com Ry € RF*F e Ry € R7x(n—Fk),

Assim, podemos aplicar minimos quadrados para minimizar || Az—b||3. Portanto:

|Az = 0]l = [|QT Az — Q"0l[;
= [|QTA(II )z — Q"d|3
= [[(QTAIIT z — Qb3
= ||RII"2z — QTb||2. (3.15)

Seja Iz = <x1) e QT = <b1>, onde z1,b; € RF*Y 2y € RFX1 ¢ b, €

) 2
Rm=k)x1 - Substituindo em (3.15) teremos:
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2 2
Ry Ry sl by . Riyzy — Rigxe — by Assi
- = . Assim,
O 0 ) bg b2
2 2
2
<R11x1 + 512x2 B bl) = ||Ry171 + Riawa — by||3 4 ||b2]]3- Logo o minimo é
2

2
atingido quando ||Ri1z1 + Riazs — bi||3 = 0, cujo residuo é dado por ||by||o. Como

R11 pOSSlli inversa temos que RH.CL’l + R12I2 - bl = 0 ou 1 = Rl_ll(bl - ngl'g).

—1 .
Lembrando que 11"z = <x1) segue que r = II <R11 (b1 — Rizs) )

Portanto a solucao depende x5, ou seja, para cada escolha de x5 temos uma tnica
solucao para o problema de minimos quadrados. Logo, infinitas solucoes.

Obeserve que o minimo é atingido quando Ry1x1+ Rioxs—by = 0, isto é, Ry1x1 =

—Ry9w9 + by, onde Rj; é nao-singular. Escolhendo x5 = 0 teremos Ry1x; = by e

-1
=1 (RU bl). (3.16)
0

Qualquer solucao, onde Az s6 envolve no maximo r colunas de A, é chamada de

portanto

solugao bdsica. A solucao béasica é usada freqlientemente em varias aplicagoes, por
exemplo, quando as colunas de A representam fatores redundantes em um modelo

linear, e queremos predizer um vetor de observagoes b usando r colunas de A, (ver
[1]).
A solucao bésica nao é a solucao de 2-norma minima a menos que a submatriz

Ry é nula, (ver [7]).

Observe que (3.16) ¢ novamente um sistema triangular superior e facil de se

resolver por substituicao retroativa.
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3.4 O Problema da Sele¢cao de Subconjunto

Suponha que ao invés de usar todas as colunas da matriz de dados A para predi-
zer b, gostariamos de predizé-lo a partir de apenas um subconjunto de suas colunas,
eliminando aquelas que sejam redundantes, ou seja, colunas que contém informagoes
supérfluas, que podem ser desconsideradas (por exemplo, colunas linearmente de-
pendentes, ver [7]). O problema é entao como selecionar um subconjunto de colunas
nao-redundantes de A. Como escolher estas colunas é o conhecido como problema de
selecao de subconjunto e é o assunto desta Secao. Veremos que esse problema pode
ser resolvido através da fatoracao QR da matriz A, com pivoteamento de colunas,

(ver |7, 12]).

Na subsesao seguinte, trataremos de comentar algumas importantes propriedades
da matriz AIl que serao uteis mais adiante, quando discutiremos uma solucao para

o problema de selecao de subconjunto.

3.4.1 Propriedades da Matriz AIl

Seja A € R™*" com m > n. Ao usarmos fatoracao QR com pivoteamento de

colunas, obtemos a seguinte decomposicao para A,
All = QR, (3.17)

onde IT € R™"™ é uma matriz permutacao , () € R™*" uma matriz ortogonal e

R € R™™ é uma matriz triangular superior.

Para entendermos melhor as propriedades da matriz AIl, trataremos de entender
o caso particular em que m = n = 3. A fatoracao QR com pivoteamento de colunas
para esse caso nos fornece uma matriz Q € R¥3 e R € R**3 tal que AIl = QR.

Denotemos por aq, as, az as colunas de All e g1, g2, g3 as colunas de () entao,

11 T2 T13
ap az a3 | = | @1 @ g3 0 79o 723
0 0 733
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conseqiientemente,
a = Tnq
Az = T12q1 + T22G2
az = 7T13q1 + T23G2 + 1'33G3.
A2
733

a1 = q1T1n a2

q1

Figura 3.1: Propriedades da Matriz AIL.

A figura 3.1 representa geometricamente o caso particular de pivoteamento de
colunas para uma matriz A € R3*3, onde os elementos da matriz R foram tomados

em modulo.

De acordo com a Subsecao 2.5.3 do Capitulo 2, foi observado que quando efetu-
amos pivoteamento de colunas na matriz de dados A, obtemos uma matriz R com

os elementos da diagonal todos nao-crescente, ou seja, 711 > 793 > T33 >« -+ > T'np.

Na Figura 3.1, a primeira coluna da matriz AIl é escolhida dentre todas as
colunas de A que possuem maior 2-norma, (ver Subsecao 2.5.3 do Capitulo 2) de
forma que ¢; possui a mesma direcao de a;. A proxima coluna para a matriz AII
foi escolhida dentre as colunas restantes as e az, como a coluna que maximiza 1oy €
esta substitui a segunda coluna de AIl. Desta forma, a tltima coluna da matriz ATl

¢ justamente a coluna que minimiza rs3 de R.

De maneira geral, temos portanto que os elementos da diagonal de R, ou seja,
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rek, medem a componente ortogonal de cada coluna k relativa as primeiras k£ — 1
colunas da matriz AIl, e sempre aparecem em ordem descrescente para k =1,--- ,n.

Portanto:

1. A primeira coluna da matriz permutada AIl é justamente a coluna de A que

possui maior || . ||2;

2. A segunda coluna de AIIl é a coluna de A que tem a maior componente em

direcao ortogonal & primeira coluna da matriz AlI;

3. Em geral, k-ésima coluna de AII é a coluna de A que tem a maior componente

em direcao ortogonal as k — 1 colunas da matriz AIl.

3.4.2 Selecao de Subconjunto

A solucao para o problema de selecao de subconjunto, depende do método com
que a fatoracao QR com pivoteamento de colunas é computada. Provavelmente, o
melhor algoritmo numérico é o que estad baseado na reflexdo de Householder, (ver
[6]). Como vimos no Capitulo 2, este algoritmo baseia-se no seguinte: Suponha
que no k-ésimo passo a fatoracao QR com pivoteamento de colunas foi computada
e temos APII®) = QWRF onde k = 1,2,---,n. No k-ésimo passo antes que
Q™ e R™ sejam computados, ha possibilidade de substituir a k-ésima coluna de
All por uma das colunas restantes agy1, Grio, - ,a,. Se a coluna que maximiza o
(k, k)-elemento de R, isto é, rgx, € escolhida para substituir ay, entdo havera uma
tendéncia para que as colunas independentes de A sejam escolhidas de tal forma que
estejam representadas nas primeiras k£ colunas de AIl, deixando as ultimas colunas

da matriz AIl justamente com as colunas dependentes de A, (ver [6]).

Podemos justificar tal critério de independéncia das k primeiras colunas da matriz
All fazendo uma analise das propriedades citadas na Subsecao anterior. L4, foi visto
que cada coluna da matriz AIl é escolhida de tal forma que sua k-ésima coluna é
justamente a coluna de A que possui a maior componente em dire¢ao ortogonal
as (k — 1) colunas da matriz AIl. Desta forma, tal critério de independéncia, se
equivale na escolha das k£ colunas de A que possuem as maiores componentes em
direcao ortogonal. Em outras palavras, quando efetuamos a fatoracao QR com

pivoteamento de colunas na matriz A, esta serd decomposta da seguinte forma
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ATl = QR =Q (R” I ) (3.18)
0 Ry

onde R € R™™ ¢ uma matriz triangular superior, ) € R™*™ é uma matriz ortogo-
nal e II € R™" uma matriz de permutagao. Logo, a submatriz Ry de R contém
exatamente as (n — k) menores (ou nulos) componentes em diregdo ortogonal. Se
os elementos da diagonal de Rys sao identicamente nulos, certamente as k primeiras
colunas de R;; fornecem um subconjunto de k colunas da matriz AIl que sao justa-
mente as colunas de A que possuem as maiores componentes em dire¢cao ortogonal.
Caso contrario, como todos os elementos da diagonal da matriz R estao todos em
ordem nao-crescente e Rys tem norma reduzida (ver [3]), podemos desprezar suas
contribuigoes e desta forma, selecionamos novamente, um conjunto de k colunas de
A que possuem as maiores componentes em dire¢ao ortogonal, dados pelos elementos

da diagonal da matriz R;; que sao fornecidos pelas k primeiras colunas de AII.

Assim, as primeiras k colunas da matriz AIl fornecem uma base para Im(A) e

consequentemente as primeiras £ colunas da matriz () sao uma base ortogonal para

Im(A).

3.4.3 Selecao de Subconjunto e Minimos Quadrados

Até o momento, vimos que o problema sobredeterminado Az = b pode ser resolvido
usando a técnica de minimos quadrados, este por sua vez, possui uma tnica solugao
quando a matriz A possui posto completo e infinitas solugoes para o caso em que a
matriz A possui posto incompleto. Em alguns casos, pode ser vantajoso reduzir a
dimensao da matriz de dados para resolver o sistema Az = b, por exemplo, para a

geragao de animacoes faciais (ver Capitulo 4).

Selecionado um subconjunto de k colunas independentes da matriz A, dadas por

Ally, obtidas através da fatoracao QR com pivotemento de colunas, gostariamos de

Allyx — b3, (3.19)

min
GR"
De fato, a matriz A pode ser fatorada na forma AIl = QR, que pode ser reescrita

particionando a matriz IT = [II; II,], onde II; € R™* e [T, € R™ ™k Agsim,
A[ll; 1I] = QR. Dai segue,
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R R
Alll, TI] :Q( 0 TR )

tal que AIl; € R™* representa um subconjunto de k colunas independentes de
A onde, Ry; € RF*F Ry, € RF¥X(=F) ¢ Ry € RO=F)*x(=k)  Conseqiientemente,
All, = QRH e All, € Rmx(n=k),

Podemos resolver (3.19), que é um problema de minimos quadrados usando fa-
toracao QR. De fato, substituindo a matriz A por AIl; no Teorema 3.2 e repitindo

de forma analoga a demonstragao do teorema encontraremos

||Riyz — bal[3 + ||bo] I3,

b
os- (1)

e by € R¥*! e by € R™F*1 Logo, o minimo & atingido quando

onde

RHJI = bl. (320)

Assim, a solucao para o problema de minimos quadrados usando um subconjunto de
colunas independentes da matriz A é dada pelo sistema triangular superior Ry;x = by

e residuo ||bs]lo.

Dessa forma, podemos selecionar um subconjunto de k colunas independentes da
matriz A para predizer um vetor de observacoes b, utilizando a técnica de minimos

quadrados.

Gostariamos de aproximar as (n — k) colunas que nao foram selecionadas pelo
algoritmo de fatoracao QR com pivoteamento de colunas, dadas por All,, em funcao
de uma combinacao linear das colunas independentes de A, dadas pelas primeiras
k colunas da matriz AIl, isto é, AIl;. Desse modo, obteriamos uma matriz Ay
de posto k, pois estamos predizendo (n — k) colunas da matriz A em termos de k
colunas independentes de A e portanto, reduziremos a dimensao (posto) da matriz
A. Como veremos no proximo capitulo, essa reducao de posto esté relacionada com

a obtencao do modelo para geracao de animacoes faciais.

Podemos expressar esse problema com a minimizacao de
2
E; = [|Alliz; — (AlLz)4[3,
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comi=1,--- (n—k). Como cada E; > 0 e cada parcela E; possui norma minima,
n—k

logo E E; terd norma minima. Isto é equivalente a minimizacao de
i=1

n—k
E = ) ||Alliz; — (ATL)i||3
=1
= ||[Allizy — (All)4|[3 + - - + [JAlL 2y, — (Ally) 3,

onde cada indice ¢ representa cada uma das n — k colunas de All,. Assim, pela

defini¢do de norma de Frobenius e por (1.5) teremos
E = ||ATL X — AlLy||%, (3.21)
onde X € RF*(n=F),
Observe que (3.21) é equivalente a minimizacao de
E = ||QT(AILX — Ally)|[7,
visto que @ € R™*™ é uma matriz ortogonal. Assim,
E = ||Q"(AILX — AllL)||%
= [|Q"AILX — Q" AIL|}

=H¢0&J>Q%<R”)
R22

2

F
pois, A[ll; I;] = @ ( P | Bz ) . Entao,
0 | Roo
T T R \|?
E = |Q"Qrux ~q"Q( I
2 )|k
2
Ryo
= ||RuX —
! < Ry ) F
_ (&J>Ru)2
— R P
= ||[RuX — Rusl|F + || Ra[3- (3.22)
Portanto, para que (3.22) seja minimo devemos ter
RiuX = Ry, (3.23)

onde sua parte residual é dada por ||Rasl|r.
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3.5 Discussao

A fatoracao QR é de fato é uma ferramenta eficiente. Através da fatoracao QR, de-
duzimos as equagoes normais, encontramos uma solucao para o sistema de equagoes
lineares Ax = b, onde A € R™*™ e para o problema de minimos quadrados :?el]iRl}l ||Az—
bl|2, com A € R™*™ onde A possui ou nao posto completo. Em ambos os casos a
solucao é fornecida com a resolucao de um sistema triangular superior, que é facil

de resolver.

Mostrou-se eficaz na solucao para o problema de selecao de subconjunto, for-
necendo um subconjunto de colunas independentes de uma matriz A, através de

pivoteamento de colunas.

Entretanto, é claro que existem outros métodos para encontrar solucoes para os
problemas propostos nesse capitulo (ver |7]), porém, para os propositos do capitulo
4, a fatoracao QR mostrou-se eficaz, permitindo resolver os principais problemas

para se chegar em um modelo para geragao de animagoes faciais.
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Capitulo 4

Aplicacao a Animacao Facial

4.1 Introducao

Neste Capitulo, mostraremos como a fatoracao QR pode ser utlizada na obtencao de
um modelo e produzir animagoes computadorizadas da fala com um nivel aceitével
de realismo. O algoritmo permite identificar um subconjunto de marcadores faciais
independentes. Esse subconjunto pode ser utilizado posteriormente, como uma base

para predizer o movimento de pontos faciais arbitrarios.

Investigaremos as trajetorias reconstituidas pelo algoritmo, mostrando que o erro
meédio obtido é relativamente pequeno e geraremos computacionalmente animagoes
faciais. A maioria dos algoritmos que foram implementados nessa dissertacao estao

disponiveis no Apéndice A. O software escolhido para os céalculos foi o0 Matlab.

4.2 Dados

Os dados consistem em registros da posicao 3D de 57 marcadores distribuidos na
face de um sujeito (Figura 4.1). Foram colhidos com uma frequéncia de amostragem
de 120 Hz, enquanto o sujeito pronunciava uma sequéncia de 40 frases (ver Tabela
4.6 no Apéndice B) em inglés [12, 13]. As primeiras 30 frases foram usadas para
construir o modelo, e as 10 ultimas para validar o modelo e gerar animagoes. Antes
de pronunciar cada uma das 40 frases, o sujeito adotou uma posicao de descanso

(neutra), para que fosse obtido o deslocamento (separado) de cada marcador.
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Figura 4.1: Posi¢ao dos marcadores faciais.

4.3 Pré-processamento

Primeiramente, os deslocamentos de cada marcador foram calculados relativos a
posicao neutra inicial e foram armazenados em uma matriz B,,x,, onde m = 16106
en = 171. A matriz B possui 57 x 3 = 171 colunas, onde o fator 3 representa as

coordenadas espaciais {x,y, z} de cada marcador.

Parte dos dados da matriz B foram reagrupados em uma nova matriz B € Rxn

com as 30 primeiras frases, onde m = 11975 e n = 171 (ver Secao 4.5).

Podemos representar a matriz B como segue

Ti1 Y12 213 Tia Y1 216 0 L1169 Y1170 21,171

Tm1 Ym2 2m3 Tm4a Ymps 2Zm6 °° Tm169 Ym,170 ~m,171

onde (211 Zm1)?, (Y12 Ym2)T € (213 - 2m3)T representam os deslocamentos do
primeiro marcador, (214 Tma)T, (Y15 Yms) L € (216 - Zmes )’ para o segundo mar-

cador e de forma analoga para o restante dos marcadores.

Como veremos na Secao 4.7, devemos aproximar o deslocamento de cada mar-

cador que nao foi selecionado pelo algoritmo de fatoragao QR como uma combinagao
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linear de £ marcadores selecionados. Seja Ps o deslocamento obtido por combinagao

linear desses k deslocamentos. Entao
Ps:a'lsP1+a'2sP2+"'+a'ksta (41)

ars sao escalares. Por simplicidade, para obtermos os deslocamentos de cada mar-
cador, vamos concatenar os deslocamentos dos marcadores em tnico marcador.

Dessa forma teremos

T T X2 Tk
ys | =@ |y | T [y | Ttk |y |- (4.2)
Zs 21 22 2k

Portanto, os deslocamentos de cada marcador foram representados em um tnica

coluna da matriz de dados como segue

T1p
xr = :
\ xmr
(
Y1j
Yy = :
[ Ymi
(
211
z = ,
Zml

\

onde r ={1,4,7,--- . (n—2)},j={2,5,8,---,(n—1)} el ={3,6,9,--- ,n}.

Assim, deslocamentos dos marcadores nas 30 primeiras frases foram concatena-
dos e arranjadas em uma matriz de dados A € RM*N ‘onde N = % é o ntamero de
marcadores (57) e M = 3 x m. A fatoracdo QR com pivoteamento de colunas foi

aplicada a matriz A, usando o software Matlab.

4.4 Posto Numérico da Matriz de Dados

Lucero et al. no seu artigo [12] obteve o posto numérico da matriz de dados com

andlise baseada na decomposicao QR com pivoteamento de colunas. Mostraremos
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nesta Secao que a mesma analise pode ser feita com decomposicao de valores singu-

lares.

Como visto no Capitulo 1, o posto numérico de uma matriz pode ser calculado
analisando os seus respectivos valores singulares. A Figura 4.2 mostra os elementos
da diagonal da matriz . O pequeno valor entre os elementos 05757 = 0.07 em
relacdo ao 05656 = 18.88 indica posto 56 para matriz de dados A. De fato, pelo

Teorema 1.22 temos que A tem posto numérico (0, €, r), se, e somente se,
0 >0 >€> 0,41 (4.3)

Em determinadas aplicagoes (ver Capitulo 1), aparecem matrizes cujos valores sin-
gulares menores deveriam ser nulos, mas nao o sao devido erros de arredondamentos,
etc (ver |7]). No que se refere aos dados, houve uma pequena margem de erro que
chega a aproximadamente 0.5mm (ver [14]). Desse modo, se escolhermos r = 56
temos o, = 056 = 18.88 e 0,41 = 057 = 0.07. Portanto, 6 = 1.0 satisfaz a Definicao
1.20 e dai

18.88 > 1.0 > 0.5 > 0.07. (4.4)

Portanto, podemos supor posto numérico 56 e identificar a dimensao dos dados.

1800

1600 -

1400

1200

1000+

Zkk

800

600

400

200

Figura 4.2: Elementos da diagonal da Matriz ¥.

A figura 4.3 mostra os elementos da diagonal da matriz R, rg;, que medem a

componente ortogonal de cada coluna k relativo as primeiras k — 1 anteriores, e
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aparecem em ordem descrescente para k = 1,---,57. Observe que ha uma seme-
lhanca entre os elementos da diagonal das matrizes R e 3. Ambas as tém diagonal
em ordem decrescente e apresentando uma abertura entre os elementos rs¢ 56 = 25.41
e 0 rs757 = 0.01 que pode ser usado para determinar o posto numeérico da matriz de
dados, (ver [6]).

700

600 -

500

400

I'kk

300+

200

100}

Figura 4.3: Elementos da diadonal da Matriz R.

4.5 Alguns Resultados da Fatoracao QR

Em seu artigo [12], Lucero et al. observou que os dados estabilizavam para os
primeiros 10 valores de 7y, normalizados relativos a norma de R. Os valores estabi-
lizam para um conjunto de aproximadamente 15 sentencas concluindo que qualquer
conjunto de dados maior, é bastante seguro para construir um modelo, o que justi-

ficou adogao de 30. Usaremos esta mesma metodologia aqui.

A escolha da quantidade de sentencas pode ser justificada através de uma andlise
na Figura 4.4. L4, os primeiros 12 valores de 7 estao normalizados relativos a norma
de R, em funcao da quantidade de amostras nos dados. Os valores estabilizam antes
de atingir o total de amostras disponiveis (aproximadamente 15* frase, ji que cada
frase ocupa aproximadamente em média 500 linhas da matriz de dados), o que
justifica a adocao de 30 frases para construir o modelo. Dessa forma, sobram 10

frases para testar e validar o modelo.
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Figura 4.4: Valores normalizados dos 12 primeiros elementos na diagonal de R em fungao

da quantidade de amostras nos dados.

Na Figura 4.4, ocorre estabilidade dos dados aproximadamente a partir da 15?

frase. Porém, quando permutamos as linhas de A aleatoriamente (Figura 4.5) obser-

vamos que a estabilidade é alcancada mais rapidamente, ou seja, aproximadamente

entre a linha 1000 e 2000, o que nés da aproximadamente 3 sentencas.

0.3

rr'

0.25

0.2

g

r IRl

0.15

0.1

T

0.05

ﬂ

o

20 40 60 80 100
Amostras x 100

120

140 160

Figura 4.5: Valores normalizados dos 12 primeiros elementos na diagonal de R em fung¢ao

da quantidade de amostras nos dados permutados aleatoriamente.

De fato, em cada linha da matriz estao representados os deslocamentos de todos

marcadores. Assim, em um determinado momento, a matriz de dados podera ter
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ou nao todos os detalhes dos movimentos manifestados na face do individuo através
dos marcadores: Por exemplo, a fala, piscar dos olhos, sorriso, etc. Isto é, nem
sempre em determinadas frases, o individuo manifesta todas estas expressoes faciais.
Portanto, em alguns casos, h& necessidade de mais de uma frase até que todas estas
caracteristicas dos movimentos sejam incorporadas. Logo, quando dizemos que os
rer estao se estabilizando, na verdade estamos dizendo que o conjunto de linhas
que foram selecionadas para aplicar a fatoracao QR, ¢é suficiente, no sentido de que
todos os movimentos da face capturados pelos marcadores estao agregadas nesse
conjunto de sentenca. Dai, um conjunto 30 sentencas é suficiente para que isso
aconteca (Figura 4.4). Por outro lado, quando permutamos aleatoriamente as linhas
da matriz de dados, temos um cruzamento de informacoes, isto é, expressoes faciais
que antes eram manifestas em frases posteriores, por exemplo, agora se misturam.
Assim, movimentos faciais que antes eram obtidos com um conjunto de 30 frases
por exemplo, ndo é mais necessario e portanto, a estabilidade ocorre bem antes (ver

Figura 4.5) em comparagao com a Figura 4.4.

4.6 Escolha dos Marcadores Principais e suas Res-
pectivas Regioes de Influéncia

Em [12] é apresentado uma Tabela com 10 colunas. Cada coluna possui 12 mar-
cadores selecionados pelo algoritmo. Um conjunto de dados de 30 sentencas foi
usado em todas as tentativas. Na primeira tentativa, as primeiras 30 sentencas do
conjunto foram usadas, e nas 9 tentativas restantes, as sentencas foram aleatoria-
mente selecionadas. As colunas selecionadas tiveram uma pequena mudanca a cada

nova tentativa.

Neste trabalho, faremos um outro tipo de analise. A Tabela 4.1 mostra experi-
mentos feitos com k linhas da matriz de dados, onde k varia de 1000 a 11975 linhas
na matriz A. Cada coluna da tabela representa os marcadores selecionados pelo al-
goritmo na k-ésima linha. E como ja tinhamos observado na Figura 4.4, os dados se

estabilizam a partir da 7% coluna, que corresponde a 15 sentenca aproximadamente.

A Tabela 4.2 mostra os marcadores que o algoritmo selecionou com as linhas
permutadas aleatoriamente na matriz de dados A, onde k varia 1000 a 11975. Cada

coluna da tabela representa os marcadores selecionados pelo algoritmo na k-ésima
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Ordem Marcadores Selecionados

1 2 3 4 5 6 7 &8 9 10 11 12
1 40 48 48 40 40 40 40 40 40 40 40 40
2 34 34 34 34 34 34 02 34 34 34 34 34
3 51 51 51 38 38 38 38 38 38 38 38 38
4 20 20 20 2 2 2 2 2 2 2 2 2
5 36 02 03 36 36 20 20 20 36 36 36 36
6 32 07 36 20 20 36 08 36 36 36 36 36
7 11 36 39 49 49 08 36 36 20 08 08 20
8 56 39 11 07 07 49 49 49 49 49 49 49
9 12 57 06 52 52 11 13 13 13 13 13 13
10 44 11 44 13 13 52 52 12 12 52 52 52
11 39 32 32 23 54 12 12 54 54 54 54 54
12 16 47 47 57 23 54 54 52 47 56 47 47

Amostras x100 | 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 110 119.75

Tabela 4.1: Os 12 primeiros marcadores selecionados pelo algoritmo com k linhas na
matriz de dados.

linha. Como observamos na Figura 4.5, os dados se estabilizam a partir da 2° coluna

ou aproximadamente 5* sentenca.

Ordem Marcadores Selecionados

1 2 3 4 5 6 7 &8 9 10 11 12
1 40 40 40 40 40 40 40 40 40 40 40 40
2 34 34 34 34 34 34 34 34 34 34 34 34
3 38 38 38 38 38 38 38 38 38 38 38 38
4 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
5 36 36 36 36 36 36 36 36 36 36 36 36
6 20 08 06 06 06 06 06 20 20 06 06 06
7 49 20 20 20 20 20 20 06 06 20 20 20
8 06 49 49 49 49 49 49 49 49 49 49 49
9 11 13 13 13 13 13 13 13 13 13 13 13
10 47 52 52 52 52 52 52 52 52 52 52 52
11 54 54 54 54 54 54 54 54 54 54 b4 54
12 47 47 AT AT AT AT 47 AT AT 4T 47 47

Amostras x100 | 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 110 119.75

Tabela 4.2: Os 12 primeiros marcadores selecionados pelo Algoritmo com k linhas permu-
tadas aleatoriamente.

A partir do momento em que os dados comecam a estabilizar, ha poucas mu-

dangas entre as colunas selecionadas pelo algoritmo. Assim, usando os resultados
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das Tabelas 4.1 e 4.2 selecionamos um conjunto de 12 marcadores. A tabela 4.3

representa essa selecao.

Ordem Marcador
40
34
38
2
36
06
20
49
13
52
54
47

—_ =
DB ©ow-10ouths W~

—_
[\

Tabela 4.3: Os 12 primeiros marcadores selecionados pelo algoritmo.

Nos itens a seguir, estao relacionados os 12 marcadores que foram selecionados

pelo algoritmo e suas respectivas regioes de influéncia para cada um dos marcadores.

e O primeiro marcador selecionado é o 40, no centro do labio inferior (Figura

4.1), que tem o maior deslocamento;

e Os proximos dois marcadores sao o 34 e 0 38, em ambos cantos dos labios;

O quarto marcador ¢ o 02, proximo da sobrancelha direita;

Na 5* posicao aparece o marcador 36 e situa-se no centro do labio superior. O

marcador 06 aparece em seguida e esta situado acima do olho esquerdo.

O marcador 20 aparece na 7% posicao e se encontra ao lado direito do nariz;

O marcador 49 aparece em seguida e encontra-se na parte inferior dos labios,

a esquerda;

O marcador 13 representa a acao de piscar do olho esquerdo;

Na 10* posicao aparece o marcador 52 e este se encontra ao lado esquerdo do

rosto;
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e O marcador 54, na palpebra esquerda, aparece na 11* posicao, e encontra-se

bem proximo do marcador 52;

e Por ultimo, aparece o marcador 47 e encontra-se na parte inferior dos labios,

a direita.

Os valores 7y, associados aos 4 primeiros marcadores sao bem maiores em com-
paragao com os outros (ver Figura 4.2), o que sugere que seus movimentos determi-

nam grande parte da cinemética facial geral.

Apos selecionar os marcadores (colunas) principais, calculamos com o auxilio de

minimos quadrados das colunas restantes resolvendo
RHX = R12, (45)

como na Secao 3.4 do Capitulo 3. Como um exemplo numérico, usamos os resul-
tados da a Tabela 4.3. Em [12], Lucero et al. adotou uma base constituida de 09
marcadores. Nesta dissertagdo, adotamos base de 12 marcadores (ver Se¢ao 4.9) que
inclui até o marcador 47. As Figuras 4.6 e 4.7 mostram os resultados desse ajuste.
L&, os coeficientes apropriados computados para os marcadores secundarios foram

estendidos a outros pontos faciais por interpolagao cubica.

As regioes associadas a cada um dos marcadores principais incluem as sub-regices
positivas (vermelho) e negativas (azuis), onde o movimento estd no mesmo sentido
e no oposto, respectivamente, ao movimento do marcador principal. As regioes
aparecem no mesmo nimero e posicao similar em ambos os lados do rosto, embora
tenham uma grande assimetria. A respeito das pélpebras, note que embora um
dos dois marcadores da palpebra seja um marcador principal, ambos tém os pesos

similares, indicando padroes quase iguais do movimento.

O gréficos das Figuras 4.6 e 4.7 representam as linhas da matriz X obtidas pela
equagao (4.5), interpoladas a toda a superficie facial. Cada grafico mostra a regiao

controlada pelo marcador i, que corresponde a linha ¢ de X.

Do mesmo modo, podemos fazer graficos similares (Figuras 4.8 e 4.9), porém
nesse caso, considerando a matriz R. Sabemos que a primeira linha de R contém as
projecoes de cada coluna da matriz A (com as colunas ja permutadas) na dire¢do

da primeira coluna da matriz  (que tem maior norma). A segunda linha de R
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Figura 4.6: Regioes faciais ilustradas para os marcadores 40, 34, 38, 02, 36 ¢ 06.

contém as projecoes de cada coluna de A em direcao ortogonal & primeira coluna da
matriz (). Em geral, a k-ésima linha de R contém as projecoes de cada coluna de A

em direcao ortogonal & £ — 1 colunas da matriz (). Entao, graficos das linhas de R
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Regido n°:7 - Marcador 20
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Figura 4.7: Regioes faciais ilustradas para marcadores 20, 49, 13 e 52.

mostram a projecao do deslocamento de cada ponto facial nas diregoes ortogonais
definidas pela matriz Q. Isto é, os graficos (regides mais escuras) mostram quais os

padroes regionais de deformagao facial nessas direcoes ortogonais.

4.7 Geracao de Animacoes Faciais

Como exemplo de animacao facial, usaremos a frase 39 do conjunto de sentencas
disponivel no Apéndice B (ver Tabela 4.6). As animagoes faciais de movimentos ar-
bitrarios podem ser produzidas, controlando o movimento dos marcadores principais

com sinais apropriados.

Seja P, € R™** a matriz com os deslocamentos dos marcadores principais rela-

tivos a posicao neutra inicial. Uma vez computados todos os coeficientes da matriz
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Figura 4.8: Regioes de deformagao facial nas diregoes ortogonais, linhas 1 a 6 de R.

X, calculamos o deslocamento para os marcadores secundarios, resolvendo

Calculados os deslocamento para os marcadores secundérios, a posi¢ao inicial de
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Figura 4.9: Regioes de deformagao facial nas diregoes ortogonais, linhas 7 a 10 de R.

todos os marcadores é introduzida para obter sua posi¢do no espago (3D). Desse
modo, criamos um malha facial equiespacada contendo 2500 pontos faciais arbi-
trarios. Intercalamos esses pontos faciais através da interpolacao cibica, isto é, cada
curva entre dois pontos adjacentes consiste num polinémio de terceira ordem cujos
coeficientes foram obtidos resolvendo sistema de equacoes lineares montadas a partir

condicoes preestabelecidas.

Finalmente, nés produzimos animacoes faciais para a sentenca 39, em formato
AVI (ver Algoritmo L do Apéndice A). Outros exemplos de animagdes que usam

esta técnica podem ser visualizadas em http://vargas.mat.unb.br/. A Figura

4.10 mostra o quadro inicial das animacoes geradas usando esse método.

Em geral, as animagoes sao visualmente realistas, sem nenhuma distor¢ao per-

ceptivel nos padroes de movimento.
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Figura 4.10: Quadro inicial das animagaes.

4.8 Analise de Erros nas Trajetérias Computadas

Como ja comentado, deixamos 10 frases para testar e validar o modelo e como

exemplo numérico, escolhemos a frase 39 do conjunto de sentencas.

Calculada a matriz P, que contém os deslocamentos para os marcadores se-
cundarios, como em (4.6), podemos medir o erro, comparando os deslocamentos
dos marcadores secundarios que foram reconstituidos pelo algoritmo, com os deslo-
camentos originais dos marcadores. Para calcular o erro, adotamos o Erro Médio

Quadrdtico dado pela seguinte formula

1 N

E=yw D (@ =T+ (g T+ (2 — 72, (4.7)

i=1
onde x;, y;, z; sao componentes dos deslocamentos dos marcadores originais, T;, ¥, e
z; componentes dos deslocamentos obtidos através da reconstituicao dos marcadores

pelo algoritmo.

A Figura 4.11 mostra a comparacao entre a trajetoria real (linha em tragos) e a
nova trajetoria que foi reconstituida pelo algoritmo (linha cheia), no presente caso,
para o marcador 28. Observe que o marcador 28 encontra-se na parte inferior do
rosto (ver Figura 4.1), uma regidao onde ha muito deslocamento, ainda assim, ha
grande semelhanca entre as trajetorias originais e as reconstituidas pelo algoritmo,
mostrando que a fatoracao QR é de fato um bom algoritmo para reconstrugao das

trajetorias.
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Figura 4.11: Ezemplo de trajetoria real (linha de tracos) e reconstruida pelo algoritmo
(linha cheia), para o marcador 28.

A Tabela 4.4 contém os erros obtidos através da reconstituicao dos deslocamentos

dos marcadores pelo algoritmo. Em relagao a Tabela 4.4 destacamos:

1. O erro calculado para o 11° marcador é quase nulo, na ordem de 1.07x 10> mm.

Se analisarmos a Figura 4.1 veremos que o 11° marcador é simétrico ao 13°

marcador, que é um marcador selecionado pelo algoritmo, portanto ambos

ossuem pesos similares, e como o 13° possui erro nulo, isso justifica o erro do
) )

11° marcador ser tao pequeno;

Além do marcador 11 que é simétrico ao marcador 13, o menor erro é justa-

mente para o marcador 10, aproximadamente 0.30mm e de fato ja era esperado,

pois esse marcador encontra-se justamente na parte superior na sombracelha

direita, local onde ha pouco deslocamento dos marcadores;
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Marcadores Erro Marcadores | Erro || Marcadores | Erro
01 0.80 20 0.00 39 1.05
02 0.00 21 0.76 40 0.00
03 0.40 22 0.66 41 0.68
04 0.50 23 0.93 42 0.93
05 0.66 24 0.61 43 0.74
06 0.00 25 0.49 44 0.82
07 0.70 26 0.38 45 0.58
08 0.55 27 0.56 46 0.65
09 0.49 28 0.35 47 0.00
10 0.30 29 0.70 48 0.84
11 1.07 x 107° 30 0.75 49 0.00
12 0.94 31 0.97 50 0.61
13 0.00 32 0.95 51 0.72
14 0.88 33 0.54 52 0.00
15 0.44 34 0.00 53 0.51
16 0.63 35 0.61 54 0.00
17 0.65 36 0.00 55 0.80
18 0.67 37 0.78 56 0.70
19 0.39 38 0.00 57 0.84

Tabela 4.4: Erro obtido para as trajetérias dos marcadores que foram reconstituidas através
algoritmo para a sentenc¢a 39.

3. O erro calculado para os 12 marcadores primarios (marcadores selecionados
pelo algoritmo de fatoracao QR com pivoteamento de colunas) é nulo, uma

Vez que T; = Ty, Y = Y; € 2 = 25}

4. De todos os erros calculados, os marcadores 39, 42, 48 e 57 sao 0s que possuem
os maiores erros e chegam a 1.05mm para o marcador 39, 0.93mm para o
marcador 42, 0.84mm para o marcador 48 e 57. Se observarmos que esses
marcadores (ver figura 4.1) se encontram na parte inferior do rosto, que é a
regiao onde se tém os maiores deslocamento de marcadores, era natural que

tivéssemos nessa regiao os maiores erros.

A Tabela 4.5 mostra o erro médio para cada uma das sentencas usadas para
validar o modelo. As sentencas 39 e 31,37 sao justamente as que apresentam o
menor e o maior erro meédio respectivamente. Comparado com o erro de precisao

dos dados, cerca de 0.5mm (ver [14]), o erro para as trajetorias reconstruidas para os
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marcadores faciais é pequeno, ja que em média, o erro é de 0.64mm (ver Algoritmo
[ do Apéndice A).

Sentencas | Amostras | Erro Médio
31 468 1.10
32 323 0.84
33 424 1.06
34 416 0.93
35 474 1.08
36 454 0.68
37 315 0.71
38 308 0.97
39 589 0.64
40 364 1.01

Tabela 4.5: Erro médio para trajetérias reconstituidas pelo algoritmo para as sentengas
31 a 40.

Em [12], Lucero et al. obteve seu modelo adotando uma base de 09 marcadores.
Neste capitulo, calculamos os erros, reconstruimos as trajetorias, obtivemos anima-
coes faciais através de uma base constituida de 12 marcadores com erro médio de
0.90mm e como ja era esperado, menor que o erro médio que Lucero, de 1.05mm,

pois em seu artigo, a base adotada contém 03 marcadores a menos.

4.9 Analise para Selecao de Marcadores

Esta Secao objetiva justificar a escolha dos 12 marcadores na Secao 4.6 para anélise
de erros, trajetorias e geracao de animagoes faciais através de uma frase predefinida

do conjunto de sentencas, como nas Segoes 4.7 e 4.8.

Sabemos que as primeiras k£ colunas da matriz AIl fornecem uma solugao para
o problema de sele¢ao de subconjunto (ver Capitulo 3). No nosso caso, as colunas

desta matriz sao representadas por deslocamentos de 57 marcadores.

O modelo (matriz X') ¢ obtido a partir da selecdo de k marcadores na matriz de
deslocamentos, resolvendo Ry X = Ryo (ver Capitulo 3). Em seguida, conseguimos
os marcadores secundarios resolvendo P/ X = P, (ver Se¢ao 4.7). Para cada con-

junto de k marcadores selecionados temos uma matriz X (modelo) e uma matriz P,
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(deslocamentos secundarios). Fazendo k variar de 1 a 57 (ntimero de marcadores) e
escolhendo uma frase predefinida do conjunto de sentencas, logramos para cada sub-
conjunto de £ marcadores um erro médio. Sabemos a priori que o erro de precisao
dos dados é de 0.5mm (ver [14]), entdo qualquer subconjunto de k& marcadores em
que o erro médio é aproximadamente do mesmo valor é apropriado para construir o
modelo. As Figuras 4.12, 4.13 e 4.14, representam os graficos para as frases 31 a 40

do conjunto de sentengas (a esquerda, frases impares e a direita as pares).
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Figura 4.12: Erro médio para um conjunto de k marcadores selecionados, frases 31 e 32.
A linha cheia (na horizontal) representa o erro de precisao dos dados.

Nas Figuras 4.12, 4.13 e 4.14, a linha horizontal representa aproximadamente o
erro de precisao dos dados e observamos que as frases 31 e 35, sao as que possuem
os maiores subconjuntos de marcadores necessarios, aproximadamente 40, para se
obter um erro médio proximo de 0.5mm. Por outro lado, as frases 36 e 39, possuem
os menores subconjunto de marcadores, em torno de 20, para conseguir erro médio

similar.

Através de uma anélise das Figuras 4.12, 4.13 e 4.14 concluimos que o erro médio
diminui quando se aumenta o nimero de marcadores e pelo observado acima, uma
quantidade razoavel para se construir o modelo deveria ser de pelo menos 40. Por
outro lado, nao é interessante uma base muito numerosa, ja que propomos desde
o inicio deste trabalho um modelo em termos de ‘poucos’ marcadores faciais. Na
verdade, nao ha procedimento que estime a priori o nimero de marcadores a serem
escolhidos. Porém certamente, podemos afirmar que a base com 12 marcadores

mostrou bons resultados, com erro médio relativamente pequeno e uma boa ani-
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Figura 4.13: Erro médio para wm conjunto de k marcadores selecionados, frases 33 a 36.
A linha cheia (na horizontal) representa o erro de precisao dos dados.
macao facial sem distorgoes perceptiveis.

Os algoritmos utilizados para fazer as Figuras 4.12, 4.13 e 4.14 estao disponiveis

em http://vargas.mat.unb.br/.
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Figura 4.14: Erro médio para um conjunto de k marcadores selecionados, para as frases
37 a 40. A linha cheia (na horizontal) representa o erro de precisao dos dados.
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Conclusoes

Neste trabalho, estudamos a fatoracao QR e suas aplicacoes. Através desta decom-
posicao, encontramos uma solucao para o sistema de equacoes lineares Ax = b, onde
|Az — b||2, com A € R™*™

e m > n, tal que A possui ou nao posto completo. Em ambos os casos a solucao

A € R™"™ e para o problema de minimos quadrados min
zeR"

¢ fornecida com a resolucao de um sistema triangular superior. Tais sistemas sao
resolvidos por substituicoes retroativas, através de equacoes da forma
bz‘ — E Tijxj
J=i+1
Tii

Tr; =
paratodoi=1,---, n.

A fatoracao QR com pivoteamento de colunas mostrou-se eficaz, fornecendo uma
solucao para o problema de selecao de subconjunto, extraindo um subconjunto de

colunas linermente independentes de uma matriz A.

Entretanto, é claro que existem outros métodos para encontrar solucoes para
os problemas propostos nesta dissertagao (ver [7]), porém, para os propositos deste
trabalho, fatoracao QR mostrou bons resultados, permitindo resolver os principais

problemas para se chegar em um modelo para geracao de animacoes faciais.

Tal procedimento mostrou-se eficiente, pois permitiu identificar um subconjunto
base de marcadores faciais independentes, posteriormente utilizados para prognos-

ticar o movimento de pontos faciais arbitrarios.

Através da Figura 4.11 podemos observar que as trajetorias reconstituidas pelo
algoritmo estao bem proximas das originais, mostrando a eficéssia da fatoracao QR
na reconstrucao das trajetorias dos marcadores. As animacoes computadorizadas
produzidas através da fatoracao QR com pivoteamento de colunas nao possuem

nenhuma distor¢ao perceptivel nos padroes movimento faciais.
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Conclusoes

Em [12], Lucero et al. obteve seu modelo adotando uma base de 09 marcadores e
um erro de aproximadamente 1.05mm. Neste trabalho, reconstruimos as trajetorias,
obtivemos animacoes faciais através de uma base constituida de 12 marcadores com

erro médio de 0.90mm e como ja era esperado, houve uma diminuicao do erro.

Salientamos que os marcadores faciais selecionados sao utilizados na obtencao de
um modelo linear individualizado da cinematica facial, pois cada individuo possui

suas proprias propriedades da pele, tecidos, peso ou estruturas musculares diferentes.

Possivelmente, alguns aspectos desta técnica requerem algumas melhorias. Por
exemplo, um melhor critério para determinar uma dimensao apropriada na selecao
dos marcadores utilizados para construir o modelo poderiam inferir melhores resul-
tados. Por exemplo, na geragao de animacoes faciais. Mas estas e outras questoes

afins, deixamos como assunto para futuros trabalhos de pesquisas.
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Apéndice A

Estao relacionados abaixo o cédigo fonte dos programas implementados em Matlab
para gerar os graficos e tabelas que aparecem no texto. Alguns programas, Algorit-

mos J, K e L foram adaptados de [12] e os outros foram elaborados neste trabalho.

Algoritmo A
Codigo fonte para gerar a Figura 4.4.

clear all

load Matriz
MARCADORES = 57;
[k,1] = size(trM5);

c = 2;
1 =0;
n=12;
m=0;
while (k >= 57) & (c > 1)
for j = 1:k
if mod(j,100) ==
D = trM5(1:j,:);
C = reshape(D,3*j,MARCADORES) ;
c =0;

[q,r,e]l = qr(C,0);
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a = norm(r,’fro’);

for 1 = 1:n

1=1+1;
R(1) = r(i,i);
b(1) = R(1)/a;
end
end
end
for i = 1:(1/n)
for j = 1:n
m=m+ 1;
M(i,j) = b(m);
end
end

plot(abs(M),’-0’,’MarkerSize’,4, ’MarkerFaceColor’, ’black’);
xlabel (’Amostras \times 100’)
ylabel (CCr_{kk}/|IR||_F?)
end
if (k < 57)
display(’k tem que ser maior ou igual a 57°)

end
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Algoritmo B

Codigo fonte para gerar a Figura 4.5.

clear all

load MatrizHexa
[M,N] = size(A);

P

woQa

c
1
n
m

randperm(M) ;

A(P,:);

16106;

2;

0;

10;

0;

while (k >= 57) & (c > 1)
for j = 1:k
if mod(j,100) ==

H=C(:j,:);
W = reshape(H,6%j,N/6);
c =0;

[q,r,e] = qr(W,0);

a = norm(r,’fro’);

for i = 1:n
1=1+1;
R(1) = r(i,i);
b(1) = R(1)/a;

end
end
end
for i = 1:(1/10)
for j = 1:10
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m=m+ 1;
D(i,j) = bm);
end
end
plot(abs(D),’-0’,’MarkerSize’,4, ’MarkerFaceColor’,’black’);
xlabel (’Amostras \times 100’)
ylabel CR_{kk}/| IR||_F?)
end
if (k < 57)
display(’n tem que ser maior ou igual a 57°)

end
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Algoritmo C
Codigo fonte para gerar a Figura 4.2.

clear all

load DataW

[m,n]= size(trM);

N = n/3;

trM3 = reshape(trM,3*m,N);
[U,T,V] = svd(trM3,0);

for i = 1:57
R(i) = T(i,1);
k(i) = i;

end

plot(k,R,’-ro’, ’MarkerSize’,5, ’MarkerFaceColor’,’black’);
xlabel(’k?)
ylabel(’\Sigma_{kk}’)
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Algoritmo D

Codigo fonte para gerar a Figura 4.3.

clear all

load DataW

[m,n]= size(trM);

N = n/3;

trM3 = reshape(trM,3*m,N) ;
[q,r,e] = qr(trM3,0);
SIGMA
SIGMA

for i

diag(r);

SIGMA’;

1:57

if SIGMA(i) < O
M(i,i) = - 1;

else

M(i,i) = 1;

end
end
D = Mxr;
for i = 1:57
R(i) = D(i,1);
k(i) = i;
end
plot(k,R,’-ro’,’MarkerSize’,5, ’MarkerFaceColor’, ’black’);
xlabel(’k?)
ylabel (’r_{kk}’)
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Algoritmo E

Codigo fonte para gerar as Tabela 4.1.

clear all
load DataW

size(trM);

[m,n]

Jj=0;

for i 1:12
j j + 1000;
if j < 11975
D = trM(1:j,:);
C = reshape(D,3%j,57);
[q,r,e]l = qr(C,0);
M(:,i) = e(1:12);

else
j=j- 25
D = trM(1:j,:);
C = reshape(D,3%j,57);

[q,r,e] = qr(C,0);
M(:,1) = e(1:12);
end

end
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Algoritmo F

Codigo fonte para gerar a Tabela 4.2.

clear all
load DataW
[m,n] = size(trM);
P = randperm(m) ;
E = trM(P,:);
J=0;
for i = 1:12
j = j + 1000;
if j < 11975
D =E:],:);
C = reshape(D,3%j,57);
[q,r,e]l = qr(C,0);
M(:,1) = e(1:12);
else
J=31 - 25
D =E:],:);
C = reshape(D,3%j,57);
[q,r,e]l = qr(C,0);
M(:,1i) = e(1:12);
end
end
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Algoritmo G

Codigo fonte para gerar a Tabela 4.3.

clear all

load DataW

[m,n] = size(trM);

C = reshape(B,3*m,57) ;
[q,r,e] = qr(C,0);
M= e(1:12);
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Algoritmo H

Codigo fonte para gerar a Figura 4.11.

clear all
load DataW
load Resultados

load Posicao

IC = 11;
[m,n] = size(sntc_39);
N = n/3;

%Calculo do Deslocamento
for i = 1:m
for j = 1:n
D(i,j) = sntc_39(i,j) - Pos9(1,j);
end
end
[m,n] = size(D);
/Matriz Deslocamento dos Marcadores Principais
P3 = reshape(D,3*m,N);
for j = 1:IC
P1(:,j) = P3(:,e(§));
end
% Deslocamento dos Marcadores Secundarios
P2 = P1xAA2;

for i = 1:m

for j = 1:N
x1(i,j) = P3(i,j);
yi1(i,j) = P3(m + i,j);
z1(i,j) = P3(2*m + 1i,j);
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x2(i,3j) = P2(i,j);
y2(i,j) = P2(m + i,j);
z2(i,j) = P2(2%m + i,3);

end
end

/#Comparacgdo dos Marcadores Originais com secundarios

for i = 28:28
X = [x1(:,1),x2(:,1)]1;
Y = [yi(:,1),y2(:,1)]1;
Z = [z1(:,1),z2(:,1)];

plot(X(:,1),’k--");

hold on

plot (X(:,2),%k-);

xlabel (’Amostras’,’FontSize’,12);
ylabel(’x (mm)’,’FontSize’,12);
%legend (’Marcador primario x_i’, ’Marcador secundario x_i’);
pause

hold off

clear X

clf

plot(Y(:,1),’K--?);

hold on

plot(Y(:,2),’K-");

xlabel (’Amostras’,’FontSize’,12);
ylabel(’y (mm)’,’FontSize’,12);
hlegend (’Marcador primdrio y_i’,’Marcador secundario y_i’);
pause

hold off

clear Y

clf

plot(z(:,1),’k--");

hold on

plot(Z(:,2),’k-);

xlabel (’Amostras’,’FontSize’,12);
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ylabel(’z (mm)’,’FontSize’,12);

hlegend (’Marcador primdrio z_i’,’Marcador secundario z_i’);
pause

hold off

clear Z

clf

end
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Algoritmo I

Codigo fonte para gerar as Tabelas 4.4 e 4.5.

clear all
load DataW
load Resultados

load Posicao

IC = 10;

[m,n] = size(sntc_39);
N = n/3;

T = mx3;

k = TxN;

M= 0;

S =0;

%Calculo do Deslocamento
for i = 1:m

for j = 1:n

D(i,j) = sntc_39(i,j) - Pos9(1,j);

end
end
JMatriz Deslocamento dos Marcadores Principais
P3 = reshape(D,3*m,N);
for j = 1:1IC

P1(:,j) = P3(:,e(§));
end
% Deslocamento dos Marcadores Secundarios
P2 = P1xAA2;
%Erro de cada Marcador Primario e Secundario Respectivamente
for j = 1:N

for i = 1:m
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M =M+ (P3(i,j) - P2(i,j)).”2 + (P3(m + 1i,j) -
P2(m + i,j)).72 + (P3(2*m + i,j) - P2(2*m + 1,3))."2 ;
end
erro(j) = sqrt((1/m)*M);
M = 0;
1(3) = 3;
end

erro_medio = sum(erro)/46;
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Algoritmo J

Codigo fonte para gerar a Figuras 4.6 e 4.7.

function QRanalysis(dfile)
if nargin<i
[filename, pathname] = uigetfile(
{ ’*.mat’,’MAT files (*.mat)?’;
%, A1l Files (*.%)’},
’Select data file’,
’MultiSelect’, ’off’);
dfile=fullfile(pathname,filename) ;

end

load(dfile);

load DataW

[m,n] = size(trM);

IC = 10;

N = n/3;

C = reshape(trM,3+*m,N) ;

% QR

[q,r,e]l = qr(C,0);

% Solve least squares

AA = [eye(IC),r(1:IC,1:IC)\r(1:IC,IC+1:NM)];
% Put columns back into original positions
[a,b] = sort(e);

AA2 = AAC(:,b);

% Plot facial regions

load cmap

colormap (cmap) ;

LGRID = 100;

% Grid dimension
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for 1 = 1:N;
x(i) = mPos(1,1+(i-1)%3);
y(i) = mPos(1,2+(i-1)%*3);
z(i) = mPos(1,3+(i-1)*3);

end

xlin = linspace(min(x),max(x),LGRID);

ylin = linspace(min(y) ,max(y),LGRID);
[X,Y] = meshgrid(xlin,ylin);

Z = griddata(x,y,z,X,Y,’cubic’);
ZPos(1,:) = reshape(X,1,LGRID*LGRID);
ZPos(2,:) reshape(Y,1,LGRID*LGRID) ;
ZPos(3,:) reshape(Z,1,LGRID*LGRID) ;
ZPos = reshape(ZPos,1,3*LGRID*LGRID) ;
for iC = 1:1IC

AA2(4iC,:);
griddata(x,y,w,X,Y, ’cubic’);

W
W
hZW(iC,:) = reshape(W,1,LGRID*LGRID);

C =W + ones(size(W));

surf (X,Y,W,C, ’FaceColor’, ’interp’, ’EdgeColor’, none’)
caxis ([0 21);
daspect ([5 5 1])
view(0,90)
axis tight
axis equal
xlabel(’X (mm)’,’FontSize’,12);
ylabel(’Y (mm)’,’FontSize’,12);
title([’Regido n~{o}:’,int2str(iC),’-Marcador’,int2str(e(iC))])
hold on
plot3(x,y,z,’ro’, ’MarkerSize’,4, ’MarkerFaceColor’,’black’);
pause
hold off
hprint (’-deps’,int2str(iC));
end

% Save results
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[filename2, pathname2] = uiputfile(
{’*.mat’,’MAT-files (*.mat)’;
’x.%7, A1l Files (*.*x)’},
’Save as’, ’Resultados.mat’);
save(fullfile(pathname2,filename2),’e’,’AA2’,°IC’,’mPos’);
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Algoritmo K

Codigo fonte para gerar as Figuras 4.8 e 4.9.

clear all

load DataW

/» Reshape trajectory matrix

[m,n] = size(trM);

trM3 = reshape(trM,3*m,n/6);

%QR

[q,r,e] = qr(trM3,0);

% Plot facial regions

load cmap

colormap (cmap) ;

b = max(abs(r(:,1)));

RR = r/b;

[a,b] = sort(e);

RR2 = RR(:,b);

LGRID = 100;

% Grid dimension

for i = 1:n/6;
x(i) mPos (1,1+(i-1)%*3);
y (1) mPos (1,2+(i-1)*3);
z(i) = mPos(1,3+(i-1)*3);

end

xlin = linspace(min(x) ,max(x),LGRID);

ylin = linspace(min(y) ,max(y),LGRID);
[X,Y] = meshgrid(xlin,ylin);

Z = griddata(x,y,z,X,Y,’cubic’);
ZPos(1,:) = reshape(X,1,LGRID*LGRID);

ZPos(2,:) = reshape(Y,1,LGRID*LGRID);
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ZPos(3,:) = reshape(Z,1,LGRID*LGRID);
ZPos = reshape(ZPos,1,3*LGRID*LGRID) ;

for i = 1:n/6
w = RR2(i,:);
W = griddata(x,y,w,X,Y,’cubic’);
C =W + ones(size(W));

surf (X,Y,W,C, ’FaceColor’, ’interp’, ’EdgeColor’, ’none’)
caxis ([0 21);

daspect([5 5 11);

view(0,90)

axis tight

xlabel(’x (mm)’,’FontSize’,12);

ylabel(’y (mm)’,’FontSize’,12);

title([’Regido n~{o}:’,int2str(i),’ - Linha ’,int2str(i)l)
hold on
plot3(x,y,z,’ko’, ’MarkerSize’,4, ’MarkerFaceColor’, ’black’) ;
pause

hold off

hprint (’-deps’,int2str(i));

end
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Algoritmo L

Codigo fonte para gerar animagoes faciais utilizadas na segao 4.7.

clear all

NMARKERS = b57;

IC = 10;

load Resultados

load DataW

iFile = 39;

sntc_iFile = eval([’sntc_’,int2str(iFile)]);

sentti = CID_31t040{iFile-30};

LGRID = 30;

ccm = [0.9 0.9 0.7];

for i = 1:NMARKERS;
x(1) = mPos(1,1+(i-1)*3);
y(i) = mPos(1,2+(i-1)%*3);
z(i) = mPos(1,3+(i-1)%3);

end

xlin = linspace(min(x),max(x),LGRID);

ylin = linspace(min(y) ,max(y),LGRID);
[X,Y] = meshgrid(xlin,ylin);

Z = griddata(x,y,z,X,Y,’cubic’);
ZPos(1,:) reshape (X,1,LGRID*LGRID) ;
ZPos(2,:) = reshape(Y,1,LGRID*LGRID);
ZPos(3,:) = reshape(Z,1,LGRID*LGRID);
ZPos=reshape (ZPos,1,3*LGRID*LGRID) ;
for iC = 1:1IC

AA2(iC,:);
griddata(x,y,w,X,Y,’cubic’);

W
W
ZW(iC,:) = reshape(W,1,LGRID*LGRID);
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end
nS = length(sntc_iFile);
trM
trM

sntc_iFile-ones(nS, 1) *mPos;
round (10*xtrM) /10;

% Reshape trajectory matrix

[m,n] = size(trM);

trM3 = reshape (trM, 3*m,NMARKERS) ;

bbl = trM3(:,e(1:IC))*ZW;

bb1 reshape (bbl,m,3*LGRID*LGRID) ;

pos2 = reshape(sntc_iFile,3*m, NMARKERS) ;
pos2(:,e(1:IC));

position2 = reshape(position2,m,3*IC);

clear pos2 trM trM3 Data AA2 X Y Z xyzw W

position2

clf

colordef black;

hl = figure(1);

pf = get(hl,’Position’);

pf = [10 200 480 332];

set (hl,’Position’,pf);

al=axes;

aviobj = avifile([’QR_’,int2str(iFile),’_’,int2str(IC),’_huge.avi’],

’FPS’,120,’>COMPRESSION’, ’none’) ;
[m,n] = size(bbl);
position = bbl+ones(m,1)*ZPos;
clear bbl
initF=1;
for iT = initF:m
disp([’Now processing frame ’,int2str(iT),’/’,int2str(m)]);
for iM = 1:n/3
x0(iM) = position(iT,1+(iM-1)%*3);
yO(iM) = position(iT,2+(iM-1)*3);
z0 (iM) position(iT,3+(iM-1)*3);
end
zz0=reshape (z0,30,30) ;
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for

end
if

iM = 1:IC
x2(iM)
y2(iM)
z2(iM)

position2(iT,1+(iM-1)%3);
position2(iT,2+(iM-1)*3);
position2(iT,3+(iM-1)*3);

iT == initF

pl = subplot(1,2,1);

set (pl,’FontSize’,10,’LineWidth’,1);

pll = plot(x0,y0,’0’, ’MarkerSize’,1, ...
’Color’,ccm, ’MarkerFaceColor’,ccm) ;
hold on;plib=plot(x2,y2,’0’,’MarkerSize’,4,. ..
’Color’,’red’,’MarkerFaceColor’,’red’) ;hold off;

axis equal

xlabel(’X (mm)’,’FontSize’,10);

ylabel(’Y (mm)’,’FontSize’,10);

axis([-80 90 -190 -20]);

set(pl,’Position’, [0.124 -0.007 0.427 0.9751);

set (pl, ’NextPlot’,’add’, ’DrawMode’, ’fast’)

p2 = subplot(1,2,2);

set (p2, ’FontSize’,10, ’LineWidth’,1);

pl2 = plot(z0,y0,’0’, ’MarkerSize’,1,...
’Color’,ccm, ’MarkerFaceColor’,ccm) ;

hold on; pl2b=plot(z2,y2,’0’,’MarkerSize’,4,...

’Color’,’red’,’MarkerFaceColor’,’red’) ;hold off;

axis equal

xlabel(’Z (mm)’,’FontSize’,10);

axis([-80 60 -190 -20]);

set(p2, ’YTickLabel’, [1);

set (p2, ’Position’,[0.604 0.068 0.352 0.826]);

set(p2, ’NextPlot’,’add’, ’DrawMode’, *fast’);

tl=title(sentti);

set(t1,’Position’,[-124.194 -2.097 1101.181],’FontSize’,10);

else

set(pl1,’XData’,x0,’yData’,y0);
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set(p12,’XData’,z0,’yData’,y0);
set(pl1lb,’XData’,x2, ’yData’,y2);
set(p12b,’XData’,z2,’yData’,y2);
end
drawnow
aviobj = addframe(aviobj,hl);
end
clear x0 yO z0
aviobj = close(aviobj);
close(hl);
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Tabela contendo o conjunto de 40 frases no inglés usadas para construir o modelo.

01 | “It’s time to go.”

02 | “If you don’t want these old magazines, throw them out.”
03 | “Do you want to wash up?”

04 | “It’s a real dark night so watch your driving.”

05 | “T'll carry the package for you.”

06 | “Did you forget to shut off the water?”

07 | “Fishing in a mountain stream is my idea of a good time.”
08 | “Fathers spend more time with their children than they used to.”
09 | “Be careful not to break your glasses!”

10 | “I'm sorry.”

11 | “You can catch the bus across the street.”

12 | “Call her on the phone and tell her the news.”

13 | “I’ll catch up with you later.”

14 | “I’ll think it over.”

15 | “I don’t want to go to the movies tonight.”

16 | “If your tooth hurts that much you ought to see a dentist.”
17 | “Put that cookie back in the box!”

18 | “Stop fooling around! ”

19 | “Time’s up.”

20 | “ How do you spell your name?”

21 | “Music always cheers me up.”

22 | “My brother’s in town for a short while on business.”

23 | “We live a few miles from the main road.”

24 | “This suit needs to go to the cleaners.”

25 | “They ate enough green apples to make them sick for a week.”
26 | “Where have you been all this time?”

27 | “Have you been working hard lately? ”

28 | “ There’s not enough room in the kitchen for a new table.”
29 | “Where is he?”
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30 | “Look out!”

31 | “I'll see you right after lunch.”

32 | “See you later.”

33 | “White shoes are awful to keep clean.”

34 | “Stand there and don’t move until I tell you!”

35 | “There’s a big piece of cake left over from dinner.”
36 | “Wait for me at the corner in front of the drugstore.”
37 | “It’s no trouble at all.”

38 | “Hurry up!”

39 | “The morning paper didn’t say anything about rain this afternoon or tonight.”
40 | “The phone call’s for you.”

Tabela 4.6: Conjunto de 40 sentengas em inglés: As 30 primeiras frases foram usadas
para construir o modelo e as 10 wltimas para realizar testes e validar o modelo.
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Encontram-se abaixo as demonstracoes dos Teoremas 2.6, 2.7, 2.9, 2.10 e 2.13 que

aparecem no Capitulo 2.

Teorema 2.6

Teorema 2.6 Seja P € R™*"™ uma reflezao de Householder. Entao
1. P ¢ simétrica;
2. P é ortogonal;
3. ||Pxfl2 = [|2|];
4. |[PA[l2 = [|A]l2;
5. P2=1.

onde A € R™*n,

Demonstracao de 1.:

T T
Pt = (I—2m)
T
VU
— [T_ 2_T
( vTv)
T
VU
— 1-2%
vTv
= P
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Portanto, P é simétrica.

Demonstracao de 2.:

Pelo item 1. temos que P é simétrica, entdo P = P7, assim

pp" = P'P
= (I-
= I—-4
Como ||v]|? = vTwv, entao
I 4UUT 4 v(vTv)oT
vy (vTv)(vTv)
Portanto, P é ortogonal.
Demonstragao de 3.:
Usando 1. e 2. temos,
1 P|l3

portanto, ||Px|ly = ||z]|2.

v([ol[3)v"

2
vl
vol v(vTw
vTo (vTw)(vTv)
T
v
= [I—4
vTo
T
v
— T4
vTo
T
v
— 42
vTo
= 1.
|1 P73
(PTx)"(PTx)
(" P)(PTx)
vl
1213
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Demonstracao de 4.:

Segue imediatamente do Teorema 1.10.

|
Demonstracao de 5.:
Como P = PT e multiplicando por P em ambos os membros, teremos:
p? = p'p
= 1
|
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Teorema 2.7

Teorema 2.7 Dado um vetor nao-nulo x = (1,25, -+ ,x,)T, podemos encontrar
um vetor v = (vy,vg, - ,vn)T de maneira que Px é multiplo de e; onde a matriz

de householder P ¢ definida pelo vetor v =z %+ ||z||2e1 e Pz = £||z||2€;1.

Demonstracao:

Notemos que:

U’UT

onde Pz € (ep). Este altimo implica que v € (z,e;), com isso, v pode ser escrito

como v = = + aey. Assim,

vl = (v+ae)’z
= zlz+ap
e
v = (v +ae)) (x + aep)
= T2 4208+ o’
Portanto
T
' x+af
Px = x— T+ oe
xTx+2ozﬂ+oz2( 1)
2Tr +af 2T+ af
= x aeq

— l’ —
2Tx 4+ 2a0 + a? 2Tx + 208 + a?

2Tr +af 2Tr +af
= (1-2 — (2 . 4.8
( xTx—i-Qozﬁ—i-oﬂ)z ( xTx—i-Qozﬂ—l—oﬂ)ael (48)

Como Pz € (ey), seque que o componente em x deve ser nulo, logo

zTz++208+a?

(1_2M> =0,
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mas isso so6 se verifica se, e somente se,

T+ 206+ a® — 22T — 208 =0

e daf, = a = %||z||2 e portanto,
v =1 F ||z]|2€1. (4.9)

Sem perda de generalidade, podemos tomar o = ||z||> e substituindo em (4.8)

obtemos:

N P )||a:||261
:L“T:E+2||x||ﬁ+llxllz

-
- (o Y
oS

|13 + 2l |28 + ||][3
x||5 + ||z|]28
| H2 || H2 )||ZL’||261
2[|2|[3 + 2[|z[|28
x||5 + ||z]|20
(2 || H2 || H2 ))||IH2€1

2(||=[3 + [1l]26
= —||z]2€1. (4.10)

Analogamente, se a = —||z||2 entao, Px = ||z||se;.

110



Anexos

Teorema 2.9

Teorema 2.9 Seja A € R™*" e sua respectiva fatora¢ao QR. Suponha posto(A) =
n e considere as sequintes partigoes A = [a1,as, -+ ,a,] € Q = [q1,G2, "+ , Gm], onde

cada a; e q; sao as respectivas colunas de A e @, 1 <i<n el <j<m. Entao

<alaa'2a"'>an>:<Q1>q2>"'aqn>? k = ]'7”'?”' (411)

Demonstracgao:

Comparando a k-ésima coluna de A = QR, concluimos que

k
Ak =Y Tirdi € Q1. Gn) - (4.12)

i=1
Assim, (ay, - ,a,) € (g1, - ,qx). Como posto(A) = n segue que a matriz R é nao
singular, portanto possui inversa, logo AR™! = e dai,

k
qr = Zﬂ-kak, k = 1,---,n, (4.13)

1=1

lOgO, <a1a"' >an> 2 <q1a"' >qk> Dai) <alaa'2a"' >an> = (C]1>Q2>"' 7Qn> onde k =
17... , 1.
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Teorema 2.10

Teorema 2.10 Seja A € R™", com m > n e suponha que posto(A) = n. Entdo
existe uma unica matriz Q@ € R™™ ¢ R € R™" tal que Q) tém colunas ortogonais e

R € triangular superior com todas as entradas da diagonal positiva e

A=QR. (4.14)

Demonstracgao:
Vimos na Secao 2.2 que existem matrizez () € R™*" e R € R™", () com colunas
ortogonais e R triangular superior (ndo necessariamente com todas as entradas da

diagonal positiva) tal que
A=QR.

Como posto(A) = n entdo a matriz R é nio singular, ou seja, det (}AZ) # 0. Seja D
uma matriz diagonal com elementos d;; definida por

1, ser; >0

di = { —1, ser; < 0. (4.15)

Entdo D = DT = D=! e portanto, DDT = I logo, D é ortogonal. Segue que
Q= @D‘l possui todas as colunas ortogonais e R = DR ¢ triangular superior com

ri = duri; > 0e A= QR. Isso prova a existéncia.

Para provar a unicidade usaremos Decomposicao de Cholesky (ver [7]). Esta
decomposi¢ao consiste no seguinte: Dada uma matriz A € R"*" positiva e definida,
entao existe uma tnica matriz triangular inferior G € R™*" com entradas da diagonal

todas positivas tal que A = GGT.

Suponha que existissem matrizes 1, ()2, R; e Ry tais que A = Q1R = Q2 Rs
onde ); e R; sao matizes com colunas ortogonais e triangular superior respectiva-

mente e 1 = 1, 2.
AAT = (Q1R1)T(Q1R1) = R?Q{Qﬁzl = R?Rl
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AAT = (Q2R2)T(Q2R2) = RgQngRz = R5R2

dai, RTR, = RIR,. Pela unicidade da decomposi¢io de Cholesky, devemos ter

RT = RY e portanto, Ry = Ry, logo Q; = Q5. Isso prova a unicidade.
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Teorema 2.13

Teorema 2.13 Seja A € R™ ™ com posto(A) = r < n. Entdo existem matrizes
A\, Q@ e R, tal que A = Al ¢ obtida de A por permutacao de colunas, () € R™*™

€ ortogonal, R = <R11 R12> e R™" Ry € R™" € nao-singular e triangular
0 0

SUPETLOT.

Demonstracgao:

Suponha que r = n, entdao a matriz A tem posto completo e portanto todas as en-
tradas da diagonal da matriz R sao todas nao-nulas. Portanto, o resultado é uma

decomposi¢ao A= QR, onde A & a matriz obtida através de A por permutacao de

R =, o . .
suas colunas. R = , onde R é uma matriz triangular superior e nao-singular.

Suponha agora que r < n, portanto a matriz A possui posto incompleto. Entao,
pelo o que vimos anteriormente, em algum passo durante a decomposicao QR com
pivoteamento de colunas, temos que r; = 0, 7 < i < n. Observe que isso 86 ocorre

se, e somente se, todas as entradas da submatriz restante é nula.

Suponha que isso ocorra depois de r passos computados. Sejam P; € R™*™ deno-

tando a reflexao obtida no passo ¢, entao temos P.P,_q - - -Plﬁ = (RH R12) =
0 0

R, onde Ry; € R™" é triangular superior nao singular com as entradas da diagonal

11,792, -+ ,Tpr todas nao-nulas e Ryy € R™*=7)

Seja Q = PyPy--- P, dai QT = P.P,_,--- P, e portanto QTE = R donde temos
que A= QR. Assim, posto(A) = posto(ﬁ) = posto(R) = r onde @) € R™™ ¢
R e R™™,
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