TESE DE DOUTORADO

Comportamento nao-linear de Suspensoes Elasticas
Sujeitas a Diferentes Campos de Escoamento:
Modelagem Matematica e Simulacao

Alvaro Moreira Neto

Brasilia, Julho de 2018




UNIVERSIDADE DE BRASILIA
Faculdade de Tecnologia

TESE DE DOUTORADO

Comportamento nao-linear de Suspensoes Elasticas
Sujeitas a Diferentes Campos de Escoamento:
Modelagem Matematica e Simulacao

Alvaro Moreira Neto

TESE SUBMETIDA AQO DEPARTAMENTO DE ENGENHARIA
MECANICA COMO REQUISITO PARCIAL PARA OBTENCAO
DO GRAU DE DOUTOR EM CIENCIAS MECANICAS.

Banca Examinadora

Prof. Dr. Francisco Ricardo da Cunha

Presidente, ENM/UnB

Prof. Dr. Rafael Gabler Gontijo

Ezxaminador Interno, UnB/Unicamp.

Prof. Dr. Cezar Otaviano Ribeiro Negrao

Examinador Externo, UTFPR.

Prof. Dr. Fernando Albuquerque de Oliveira

Ezxaminador Externo, IF/UnB.

Prof. Dr. Carlos Henrique Ribeiro Lima

Suplente, ENC/UnB.



FICHA CATALOGRAFICA

NETO, ALVARO MOREIRA
Comportamento nao-linear de Suspensoes Elésticas Sujeitas a Diferentes
Campos de Escoamento: Modelagem Matematica e Simulacao.
[Distrito Federal| 2018.
312p., 210 mm x 297 mm (ENM/FT/UnB, Doutor, Ciéncias Mecanicas, 2018).
Tese de Doutorado - Universidade de Brasilia.
Faculdade de Tecnologia.

Departamento de Engenharia Mecanica.

1. Liquido Eléastico 2. Dumbbell-Fene
3. Namero de Deborah 4. Viscoelasticidade
[. ENM/FT/UnB II. ENM-DT 52/2018

REFERENCIA BIBLIOGRAFICA

NETO, A. M. (2018). Comportamento nao-linear de Suspensoes Elasticas Sujeitas a Dife-
rentes Campos de Escoamento: Modelagem Matematica e Simulagao. Tese de Doutorado

em Ciéncias Mecanicas, Departamento de Engenharia Mecanica, Universidade de Brasilia,

Brasilia, DF, 312p.
CESSAO DE DIREITOS

NOME DO AUTOR: Alvaro Moreira Neto.

TITULO DA TESE DE DOUTORADO: Comportamento nao-linear de Suspensoes Elasti-

cas Sujeitas a Diferentes Campos de Escoamento: Modelagem Matematica e Simulagao.
GRAU / ANO: Doutor / 2018

E concedida & Universidade de Brasilia permissao para reproduzir copias desta tese de
doutorado e para emprestar ou vender tais copias somente para propositos académicos e
cientificos. O autor reserva outros direitos de publicacao e nenhuma parte desta tese de

doutorado pode ser reproduzida sem a autorizagao por escrito do autor.



Alvaro Moreira Neto
Av. Daniel Rodrigues Veodato 105, Ed. Florata, Apto 401.
78735133 — Rondonoépolis — MT — Brasil.

11



AGRADECIMENTOS

A Deus, pelo dom da vida e oportunidade concedida de estudar. Agradego a meu
orientador, professor Franciso Ricardo da Cunha, pela escolha do tema e pela paciéncia
e sabedoria nos momentos de discussdes. Ao meu coorientador, professor Yuri Dumaresq
Sobral, pela preciosa ajuda nos calculos numéricos e dicas nas programacoes. Sem duvida

o fruto desta tese é também grande mérito destes dois professores!

Agradeco a FAPEMAT-MT pelo apoio financeiro, que sem o qual nao seria possivel

realizar este trabalho.

Ao meu primo, Alvaro da Silva Pereira, sua esposa Cynthia e familia, em especial Dona
Carmém e seu Julio. Agradeco imensamente a ajuda de meu primo quando na ocasiao
de minha mudanga de Mato Grosso-MT para Brasilia-DF em julho de 2014, bem como
dos breves momentos que passamos juntos. Nao esquecerei dos deliciosos churrascos que

compartilhamos!

Aos colegas do doutorado, em especial aos amigos: Nuno Dias, pela acolhida inicial
em julho de 2014 e pelas suas primeiras dicas em programagao em FORTRAN. Ao amigo
Braulio Pimenta, por suas longas conversas e sua ajuda também em programacao. A amiga
Camila agradeco a companhia nos estudos de disciplinas que fizemos juntos. Ao amigo
Igor Pereira agradeco a oportunidade de me mostrar e ensinar (um pouco) o funcionamento
do Reometro e de gentilmente ceder os dados experimentais que foram utilizados neste
trabalho. Ao bom humor, companhia e momentos de distracao que passamos juntos no
Vortex-UnB, agradeco aos amigos: Igor Pereira, Gesse Roure, Filipe Evangelista e Yuri
Sinzato. E é claro ao homem que conhece o caminho das pizzas de Brasilia, Gesse Roure,

meu muito obrigado!

Por todo apoio logistico gentilmente cedido pelos amigos Adriano Possebon e Lorenna
Aires eu serei eternamente grato e é claro pela amizade construida nesse periodo! Sem
a ajuda de vocés seria muito dificil concluir o doutorado. Ao amigo de Sobradinho-DF,
Rodrigo Oliveira e sua bela familia, agradego ao breve (e ndo menos importante) apoio

logistico também concedido e é claro aos inesqueciveis churrascos!

Finalmente agradeco minha familia, minha esposa Livia e minhas filhas Sofia e Alice,

pelo carinho, amor e compreensao que tiveram devido aos longos periodos de minha ausén-

11



cia. Sem o amor de vocés a vida faz menos sentido. A minha mae agradego por todo apoio
que sempre me deu. A meu pai, por seu olhar de serenidade, mesmo sem a lucidez. Aos
meus irmaos, Fernando e Rodrigo Mendes, pela amizade e companhia. Agradeco minha
querida avd, Dolores, que sempre foi minha referéncia de humildade e ser humano, que
Deus lhe congeda a felicidade eterna. A todos vocés dedico este trabalho! A todos vocés,

de minha familia, meu eterno amor!

In memoriam de Fabio Mendes Moreira, meu querido irmao
mais velho.

In memoriam de Dolores Albina Pereira, minha querida avo
que nos deixou em novembro de 2015.

v



“Os ideais que iluminaram o meu caminho sao a bondade, a beleza e a verdade.”
Albert Einstein

“A experiéncia mais bonita que podemos ter é o mistério. E a emoc¢ao fundamental
que esta no berco da verdadeira arte e da verdadeira ciéncia. Quem nao sabe disso e nao

consegue mais se maravilhar poderia tao bem estar morto”.
Albert Einstein em “O mundo como eu vejo”, de 1930.
“Uma coisa que aprendi ao longo de minha vida: a nossa ciéncia, comparada a realidade,
é primitiva e infantil — e, mesmo assim, é a coisa mais preciosa que temos”.
(Do livro: Albert Einstein: criador e rebelde, de 1972).

“Toda a educacao, no momento, nao parece motivo de alegria, mas de tristeza. Depois,

no entanto, produz naqueles que assim foram exercitados um fruto de paz e de justiga.”
Hebreus 12,11.

“Pois que aproveita ao homem ganhar o mundo inteiro, se perder a sua alma? Ou que

daréd o homem em recompensa da sua alma?”

Mateus 16, 26.



RESUMO

Na presente tese realiza-se um estudo tedrico de formulagao matematica, modelagem, so-
lugoes assintoticas e numéricas, visando a caracterizacao reologica de liquidos elasticos ou
suspensoes polimericas diluidas em escoamentos permanentes e transientes. A descricao
constitutiva do fluido tem como base um modelo microhidrodinadmico Dumbbell-FENE de
duas equacgoes acopladas que descrevem a evolucao da deformacgao no tempo da macromo-
lécula (tensor conformagao) e o tensor de tensdes. Uma das contribuigoes relevantes do
presente trabalho é possibilitar uma avaliagao do comportamento nao linear de um fluido
elastico nao-Newtoniano sujeito a diferentes regimes de escoamentos. A saber: cisalhamento
simples, cisalhamento oscilatorio, escoamento extensional permanente e transiente, impulso
de deformacgao e escoamento unidirecional em tubo capilar na presenca de um gradiente de
pressao, no qual o cisalhamento aplicado é nao-linear. Com a finalidade de se identificar
os parametros fisicos adimensionais do presente estudo, o par de equagodes governantes é
adimensionalizado segundo uma nova proposta referente a investigacoes prévias. O tempo
de relaxacao principal da suspensao polimérica é usado como escala carateristica de tempo
para definicao do nimero de Deborah. Sendo este o parametro fisico adimensional mais
relevante para analise dos escoamentos examinados, ja que o mesmo mede a importancia
relativa entre o tempo de relaxacao elastica do fluido e uma escala caracteristica de tempo

do escoamento imposto.

Solugoes assintoticas para os diferentes escoamentos examinados no limite de pequenos
valores do nimero de Deborah, correspondendo a condi¢ao nas vizinhancas do equilibrio das
macromoléculas, sdo densenvolvidas para validacao (“benchmarks”) das simulagaoes numé-
ricas realizadas em ntimeros de Deborah arbitrarios. Por meio da comparacao das solugoes
assintoticas com os resultados numéricos das simulacoes é possivel verificar uma excelente
concordancia entre os resultados teoéricos e numéricos no limite assintotico considerado.
Uma nova abordagem ¢é apresentada no que se diz respeito a forma de obtengao da equacao
de evolucao temporal do tensor conformacao em que utiliza-se o processo de transforma-
¢ao modal para desacoplar o sistema de equacoes diferenciais nao-lineares resultante ao se

analisar o comportamento reolégico do fluido sujeito ao cisalhamento simples oscilatorio.

Regimes elésticos nao lineares envolvendo maiores niimeros de Deborah sao examinados
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apenas por simulacao numérica. Os resultados teéricos do modelo sao também compara-
dos com medidas experimentais referentes a quantidades reologicas em regimes de baixos
nimero de Deborah. Uma boa concordancia quantitativa pode ser observada, usando-se
apenas uma constante de calibragao no termo elastico do modelo fisico. Mesmo que a sus-
pensao polimérica seja diluida, investigar regimes nao-lineares para diferentes configuragoes
de escoamentos reoldgicos em altos nimeros de Deborah é uma tarefa experimental com-
plexa. A presente proposta contribui também de forma inovadora no sentido de superar
em parte essa dificuldade, fornecendo informacoes relevantes de quantidades reologicas que
caracterizam o comportamento de fluidos viscoelasticos em regime nao-lineares. Em adi-
¢ao, apresenta-se resultados de estudos da funcao relaxacao de tensoes, espectro de tempo
de relaxacao e analise de Fourier da resposta reologica do fluido em regimes viscoeléasticos

nao-lineares.

Os sistemas de equagoes diferenciais acopladas nao-lineares sao integradas numerica-
mente usando o c6digo numérico desenvolvido em Fortran com base no algoritimo de Runge-
Kutta de quarta ordem adaptado para a solugao do problema de valor inicial dos escoa-
mentos explorados. O passo de tempo numérico é considerado de forma compativel com os
parametros fisicos envolvidos nos escoamentos, como o nimero de Deborah e a frequéncia
de excitagao, no caso de escoamentos transientes ou gerados por impulso de deformacao.
Uma proposta de um algoritmo baseado em fragoes continuadas ¢ também desenvolvido
para ajustar tanto dados experimentais como também dados de simulagoes numéricas dos
modulos viscoelasticos. Resultados mostrando a eficiéncia dessa proposta sao apresentados

com base em medidas experimentais.

Na parte final da tese apresenta-se um estudo téorico-numérico do escoamento da sus-
pensao polimérica em escoamentos na presenga de um gradiente de pressao. Investiga-se o
desvio do perfil paraboélico padrao de escoamentos unidirecionais em tubos como consequén-
cia dos efeitos elasticos em diferentes niimeros de Deborah. Como quantidades reolégicas,
determina-se a viscosidade de parede adimensional em fun¢ao do ntimero de Deborah ba-
seado na taxa de cisalhamento na parede como também a viscosidade intrinseca relativa
calculada em termos da lei de Poiseuille. Um comportamento pseudoplastico com os dois
regimes de viscosidade em baixos e altos ntimeros de Deborah é também capturado das

simulagoes numeéricas.
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ABSTRACT

In the present thesis a theoretical study of mathematical formulation, modeling, asymptotic
and numerical solutions, aiming the rheological characterization of elastic liquids or dilute
polymeric suspensions in permanent and transient flows. The constitutive description of
the fluid is based on a Dumbbell-FENE microhydrodynamic model of two coupled equati-
ons describing the time evolution of deformation of the macromolecule (i.e. conformation
tensor) and stress tensors. One of the relevant contributions of the present work is to ena-
ble an evaluation of the non-linear behavior of a non-Newtonian elastic fluid subjected to
different flow regimes. These are: simple shear, oscillatory shear, permanent and transi-
ent extensional flow, step-strain and unidirectional flow in capillary tube in the presence
of a pressure gradient, in which the applied shear is non-linear. In order to identify the
non-dimensional physical parameters of the present study, the pair of governing equations
is made non-dimensional according to a new proposal referring to previous investigations.
The main relaxation time of the polymer suspension is used as the characteristic time scale
for defining the Deborah number. This being the most relevant non-dimensional physical
parameter of the examined flows, since it measures the relative importance between the

elastic relaxation time of the fluid and a characteristic time scale of the imposed flow.

Asymptotic solutions for the different examined flows at the limit of small values limit
of Deborah numbers, wich corresponds to the condition of equilibrium in the vicinity of the
macromolecules; are developed for validation (“benchmarks”) of the numerical simulations
performed in arbitrary Deborah numbers. By comparing the asymptotic solutions with the
numerical results of the simulations, it is possible to verify an excellent agreement between
the theoretical and numerical results in the assumed asymptotic limit. A new approach is
presented regarding the way of obtaining the time evolution equation of the conformation
tensor in which the modal transformation process is used to uncouple the system from
nonlinear differential equations resulting from the analysis of the rheological behavior of

the fluid subjected to oscillatory simple shear.

Nonlinear elastic schemes involving larger Deborah numbers are examined only by nume-
rical simulation. The theoretical results of the model are also compared with experimental

data concerning rheological quantities in low Deborah number. A good quantitative agree-
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ment can be observed, using only a calibration constant in the elastic term of the physical
model. Although the polymer suspension is dilute, to investigate nonlinear regimes for diffe-
rent configurations of rheological flows in high Deborah numbers is a complex experimental
task. The present proposal also contributes in an innovative way to partially overcome this
difficulty by providing relevant information on rheological quantities that characterize the
behavior of viscoelastic fluids in nonlinear regime. In addition, we present results from stress
relaxation function, time relaxation spectrum and Fourier analysis of the fluid response in

nonlinear regimes.

The systems of nonlinear coupled differential equations are numerically integrated by
using a numerical code developed in Fortran based on the fourth-order Runge-Kutta al-
gorithm adapted for the solution of the initial value problem of the explored flows. The
numerical time step is considered in a way compatible with the physical parameters invol-
ved in the flows, such as the Deborah number and the excitation frequency, in the case
of transient flows and the flow generated by a step strain. A proposal of an algorithm
based on continued fractions is also developed in order to fit both experimental data and
numerical simulations data of the viscoelastic modules. The results showing the efficiency

and accuracy of this proposal are demonstrated with experimental data.

In the final part of the thesis is presented a theoretical-numerical study of the polymer
suspension flow in the presence of a pressure gradient driving flow. We investigate the
deviation of the standard parabolic profile of unidirectional flows in tubes as a consequence
of the elastic effects in different Deborah numbers. In terms of rheological quantities, the
non-dimensional wall viscosity is determined as a function of the Deborah number based
on the shear rate on the wall as well as the relative intrinsic viscosity calculated in terms of
Poiseuille’s law. A shear-thinning behavior for the for the both viscosities at low and high

Deborah numbers is also captured by the numerical simulations.
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0.1 < ¢ < 1. Ainda no encarte, tem-se debaixo para cima, os seguintes valores

de De = 0.45;0.55;0.65;0.75. Parametros: L =60 e ¢ =400ppm. ...............
Na linha continua tem-se a variacio do comprimento de R = /tr(B) em
fungao do niimero de Deborah. Apresenta-se também o valor constante R =

3.5, na linha pontilhada. Parametros: L =3.5e ¢ =200ppm. ....................

Solugao assintotica do coeficiente viscoso relativo, 772, /@, em funcao da frequén-
cia adimensional @. Na linha pontilhada tem-se o valor constante 7/, = 0.75.
Parametros: ¢ = 400ppm e L = 60. ...
Solugao assintotica do coeficiente elastico em funcao da frequéncia adimensio-
nal. Na linha pontilhada tem-se o valor constante 7" /¢ = 0.375. Parametros:
@ =400ppm € L = 60. ..o
Comportamento da compomente 715 em funcao do tempo adimensional. Os
quadrados abertos denotam a solugao numérica. A linha pontilhada que se-
gue os quadrados abertos representam a solugao assintotica dada pela equa-
¢ao (6.10). A solugado constante, 612 ~ 10.2, para o regime permanente @ = 0
¢ apresentada na linha tracejada. Parametros: ¢ = 400ppm, De = 0.1,

L =60, =1e fi(De) =102.07 dado pelo modelo de Cross. .....................
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6.4

6.5

6.6

6.7

6.8

6.9

Comportamento da funcdo 1o em funcdo do tempo adimensional ¢ para
varios valores do nimero de Deborah. Em (a)De = 0.1, (b) De =1, (¢)De =
5e (d)De = 0.1; 1;5; 10. Apresenta-se também a solugao constante no regime
permanente onde w = 0 para cada caso (a), (b) e (¢). Em (d) tem-se em
ordem crescente de amplitude os casos De = 0.1;1;5 e 10, respectivamente.

Foi utilizado ainda fis(De) de acordo com o modelo de Cross. Parametros:

@ =400ppm, @ =1 L =060. . cooiiiiiii

Diagramas de fase de 15 para vérios valores do parametro De. Os diametros
dos circulos aqui representados sao numericamente iguais as amplitudes de
oscilagdo da fungio G12(f) da figura (6.4). Aqui foi utilizado fi,(De) de acordo

com o modelo de Cross. Nos circulos concéntricos tem-se, do menor para o

maior, os casos: De = 0.1;1;5 e 10. Parametros: ¢ = 400ppm e L =60........

Contribuicao dos efeitos da conformagao das macromoleculas na funcao 1.
Os quadrados abertos denotam a solu¢ao numérica da fungao 64 (eq.(6.23)) e
na linha continua tem-se a solucao da funcio fi2/¢ (eq.(6.24)). No encarte vé-

se em detalhes a comparacao destas equacoes para 0 < De < 0.1. Parametros:

L =160,¢0=400ppm, fis(d) =17 e @ = 1. .iiiiiiiiiiiiiiiii

Contribuigao viscosa da conformagao das macromoléculas em fungao do tempo
t. Em (a) De = 0.1, nos quadrados abertos, tem-se a solu¢io numérica
da equaciio (6.22) e na linha continua tem-se a funcdo fi2/¢ dada pela
equagao (6.21). Em (b) De = 1, (¢) De = 5 e (d) De = 10 tem-se tam-

bém a variacdo temporal da funcdo 632 (eq.(6.22)). Parametros utilizados:

L=60,¢=400ppm, @ =1 € fil@) = 17 reeeeieeoeeee oo,

Diagramas de fase da funcio 64 para varios valores do parametro De. Em:

(a) De = 0.1, (b) De =1, (¢) De = 5 e (d) De = 10. Parametros: L =

60,0 =400ppm, @ =1 e [i(P) = 170 it

Comparagao assintotico-numérico dos modulos viscoelasticos da tensao de ci-
salhamento #15. Em (a) tem-se o médulo relativo viscoso adimensional 77/, /¢
assintotico (linha pontilhada) e numeérico (quadrados abertos). Em (b) tem-
se 0 modulo elastico adimensional 77 /¢ assintotico (linha pontilhada) e nu-

mérico (quadrados abertos). Parametros utilizados: De = 0.1, L = 60 e

D = A00 PPIML. o
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6.10

6.11

6.12

6.13

6.14

6.15

6.16

Resultados numéricos dos modulos viscoelasticas n./¢ e 1 /¢ para varios

valores do parametro De. Em (a) tem-se o modulo viscoso relativo 7. /¢ e em

(b) tem-se o modulo elastico 7/¢. Parametros: ¢ = 400 ppm e L = 60. .......

Valores dos modulos viscoelasticos em funcao de De avaliados para a frequén-
cia @ = 0.1 fixa. Os quadrados cheios em (a) e (b) denotam as solugdes
numéricas e as linhas pontilhadas representam os ajustes polinomiais f(De)
e g(De). Em (a) tem-se a fungao f dada por f(De) = 0.7462 + aDe* + bDe*
com a = 0.0315 e b = 0.0129. Em (b) a fungao g é dada por g(De) =

0.0373 + cDe? + dDe* com ¢ = —0.00387 e d = 0.005459. ...ooviieiiiiiini..

Espectros de poténcia para os coeficientes de Fourier ou médulos viscoelas-
ticos em fase e fora de fase, da tensao de cisalhamento adimensional 719,

para diferentes valores de De. Parametros: ¢ = 400 ppm e L = 60. Aqui foi

utilizado fis(De) de acordo com a equagao (5.14). ......cooooiiiiiiiiii.

Espectros de poténcia em fase e fora de fase da funcio 24 para varios valores

de De. Em: (a) De = 0.1, (b) De =1, (c) De =5 e (d) De = 10. Parametros

utilizados: w =1, L =60, fis =17e ¢ =400ppm. ...ccoooiiiiiiiiiiiiiiiin.

Primeira diferenca de tensdes normais adimensional Ny /(¢De?) em funcio
do tempo adimensional £. Os quadrados abertos denotam a solucao numeérica

e a linha continua representa a solugao assintética dada pela equagao (6.28).

Parametros: ¢ = 400ppm, L =60, De =0.1ew=1. .....ccooiiiiiiiiiin..

Primeira diferenca de tensdes normais adimensional Ny /(¢ De?) em funcgao do
tempo adimensional  para varios valores do parametro De. Em (a)De = 0.1,
(b)De =1, (c)De = 5 e (d)De = 10. Nos encartes vemos a variagao temporal

das tensOes normais 11/¢ e G92/¢ para cada De simulado. Parametros:

W=1,0=400ppm e L = 60. ...oerriiiiiii

Diagramas de fase da funcdo N7 = Ny(£)/(¢ De®) para varios valores do

namero de Deborah. Em: (a)De = 0.1, (b)De = 1, (¢)De =5 e (d)De = 10.

Parametros: ¢ =400ppm, w =1e L =060. ...ccooiiiiiiiiiiiiiien,
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6.17

6.18

6.19

6.20

6.21

Média da primeira diferenca de tensoes normais adimensional, <N 1), em fun-
¢ao do numero de De, para o cisalhamento simples oscilatorio. Para cada De
foi obtida a média temporal da funcdo Ny para a frequéncia @ = 1 fixa. A

linha pontilhada trata do ajuste dado pela funcao: f(De) = a De? + b De?,

com a = 0.0097 e b = 0.004. Parametros ¢ = 400ppm, L =60e w =1.........

Modulos viscoelasticos 5" e 5” da funcao Nl*. Em (a), nos quadrados aber-
tos, tem-se a solugao numérica do coeficiente viscoelastico em fase com a
excitacdo, [, na linha pontilhada tem-se a solucdo assintotica dada pela
equagao (6.31). Em (b), nos quadrados abertos, tem-se a solugdo numérica
do coeficiente viscoelastico fora de fase com a excitacao, 3", e na linha pon-

tilhada tem-se a solucao assintotica dada pela equagao (6.32). Parametros:

De=0.1,L=060e@=400pPm. ..ccoouiriiiiiii i

Moédulo dos espectros de poténcia em fase e fora de fase da primeira diferenga
de tensoes normais adimensional, Ey- . Aqui N; = Ny (1)/(¢ De?) para: (a)
De = 0.1, (b) De =1, (¢) De =5 e (d) De = 10. Parametros: @ =1, ¢ =

400 ppm € L = 60, oo

Modulo viscoeldstico em fase (@ = 0.055) da primeira diferenca de tensées
normais em funcdo do parametro De?. Os quadrados abertos representam
os valores numéricos para varios De?, a linha pontilhada denota o ajuste
polinomial dado por: f(De) = 0.373 + aDe? + bDe* + c¢De® + dDe® + eDe'?,
em que a = 0.165426, b = —0.193736, ¢ = 0.121118, d = —0.0262297 e
e = 0.00190248. No encarte, pode-se ver, em detalhes, o comportamento de

B’ para De < 1. O modulo em fase B/ é praticamente constante para De < 1

e aproximadamente igual a 0.373. . ...

Resultados numéricos da Fungao relaxagao de tensao <~I>(§) obtida pelas trans-
formadas de Fourier seno (*) e cosseno (). Na linha pontilhada temos o
ajuste feito com um elemento de Maxwell, dado pela equagao (6.36), e obteve-

se: np = 0.7398; a; = 0.4923. Parametros utilizados: De = 0.1, L = 60,

W=1e @ =400PDPM. i
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6.22 Funcao relaxagao de tensao ® no regime nao linear. Em (a), nos quadrados
abertos, tem-se a solu¢do nimerica de ® para De = 2 e na linha pontilhada

tem-se o ajuste com dois elementos de Maxwell, i.e., ®(3) = n exp(—§/ay)+
&

1

%exp(—é’/dg), em que 7; = 4.11012; &3 = 1.68783; 1, = 6.6435; ay =

0.31905. Em (b), nos quadrados abertos, tem-se a solugdo ntmerica de P

para De = 3 e na linha pontilhada tem-se o ajuste com trés elementos de

Maxwell, i.e., ®(35) = 2—11 exp(—é/&1)+2—22 exp(—é/&2)+g—z exp(—5/as), com

1 = 6.663; &3 = 0.508; 7o = 11.948; an, = 2.712; 73 = 60.602; a3 = 31.995. .... 174
6.23 Utilizagao das relagoes de Kramers-Kronic (K-K) para obtengao dos modulos

viscoelasticos 1’ e " em regime de viscoelasticidade linear. Em (a), na linha

pontilhada, é dada a solucao numeérica de 772{ /¢ e nos quadrados abertos tem-

se o mesmo modulo obtido pela segunda equagao de (6.38). Em (b), na linha

pontilhada, ¢ dada a solucdo numérica de n /& e nos quadrados abertos tem-

se 0 mesmo modulo obtido pela primeira equagdo de (6.38). Parametros:

De=0.1,L=060e@=400DPm. «.cooriiiiii i 176
6.24 Ajuste por fragdes continuadas dos modulos viscoelasticos 1’ e n”. Em (a),

na linha pontilhada, tem-se o ajuste dos dados experimentais (quadrados

abertos) do modulo viscoso 1. Em (b), na linha pontilhada, tem-se o ajuste

dos dados experimentais (quadrados abertos) do médulo elastico n”. Dados

experimentais obtidos de uma suspensao de PAMA a fracdo volumétrica

¢ = 10000 PP & 20°C. <o veee e 180
6.25 Solugoes no limite assintotico (linha continua) e numérica (quadrados aber-

tos) das fungoes: Em (a) 11, (b) d22 € (¢)=(d) fi., do escoamento extensional

oscilatorio. As solugdes assintoticas nas linhas continuas em (a), (b) e (c)

foram obtidas por integra¢do numérica das equagdes (6.54), (6.55) e (6.57),

respectivamente. Os quadrados abertos em (a), (b) e (¢) denotam as solu-

¢Oes numéricas da primeira e terceira equagao do sistema (6.48) e posterior

uso das equagdes (6.49) e (6.56). Na figura (d) apresenta-se, também, o

caso permanente em que w = 0, para a viscosidade extensional adimensional.

Parametros: ¢ =400ppm, L =60, De =0.1ew=1. ..c..ccooiiiiiiiiiiiii.. 185
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6.26 Variagdo do comprimento de R = {/tr(B) em fungao do pardmetro De para o
escoamento extensional oscilatério. No grafico (a) tem-se na linha pontilhada
o caso constante R = 3.5 e no encarte nota-se apenas uma pequena variagao
de R para 0.1 < De < 1. Em (b) tem-se a variagdo de R para 1 < De < 5.
Parametros: L =3.5, ¢ =200ppm e @ = 1. ..o 187
6.27 Solugao numérica para o calculo da viscosidade extensional adimensional fi.
para quatro valores do parametro De. Em (a) De = 1, (b) De = 2.73, (c)
De =2.80 e (d) De = 2.90. Parametros: ¢ =400ppm, o =1e L =60. ....... 188
6.28 Diagramas de fase referente a série temporal da viscosidade extensional adi-
mensional, fi., para quatro valores do parametro De. Em (a) De = 1, (b)
De =2.73, (¢) De =2.80 e (d) De = 2.90. Parametros: ¢ = 400 ppm, @ = 1
€ L = 00, o 190
6.29 Primeiros coeficientes em fase e fora de fase com a taxa de estiramento da
viscosidade extensional adimensional fi.. Em (a) tem-se o ceficiente &} (0) em
fase com excitacio € = De cos(@f). Em (b) tem-se o coeficiente fora de fase
{(@). Parametros: ¢ =400ppm e L =60. .......ooooiiiiiiiiiiii 192
6.30 Modulo dos espectros de poténcia em fase e fora de fase da viscosidade ex-
tensional adimensional i, para @ = 1 fixo e diferentes valores do ntimero de
Deborah De. Em (a)De = 1, (b)De = 2.73, (c)De = 2.80 e (d)De = 2.90.
Parametros: ¢ = 400ppm e L = 60. . ..o 194
6.31 Conformacao das macromoléculas para um escoamento oscilatorio simples de
pura rotagao. Quadrados abertos representam a solu¢ao numérica da fungao
M (eq. (6.78)) e na linha continua tem-se a solugio assintética nula dada
pela equagao (6.77), ambas para um mesmo t* fixo. No encarte tem-se com
mais detalhes estas fungoes para De até 0.35, donde se vé que 6} < 1%.

Parametros: ¢ = 400ppm, jis =17, 0 =1e L =060. ..o, 201

7.1 Representagao esquematica do escoamento num tubo. Ry = raio do tubo
(fixo). C' = comprimento do tubo (fixo). u,(r) = perfil de velocidade desen-
VOIVIAO. ot 204

7.2 Perfis de velocidade de u.(r) para quatro valores distintos do gradiente de

pressao ao longo do tubo. ... 205
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7.3

7.4

7.5

7.6

7.7

IT.1
I1.2

Perfil de velocidade de um fluido na auséncia de macromoléculas. Na linha
pontilhada tem-se a solu¢do analitica dada pela equagao (7.52). Quadrados

abertos denotam a solugio numérica da equagio (7.51). Parametros: G, = 8,

Re =0, L =60, ¢ =0 e determinou-se que I, = 0.49990. ................ceninnn.

Perfil de velocidade u. Na linha continua tem-se a solucao analitica para o
caso ¢ = 0 dada pela equagao (7.52) em que ép = 8. Os quadrados abertos
representam a solug¢ao numérica para ¢ = 400 ppm, De = 0.01 e ép = 8.08.
Os quadrados fechados representam a solucao assintética dada pela equacao

(7.43). Foi calculado Iy = 0.49984. Parametros: De = 0.01, L = 3.5, Re =0

€ D =400 PPIMe e

Variagao do gradiente de pressao relativo adimensional (G, — 8) e da veloci-
dade maxima relativa (2 — ;42 ), ambos em fung¢ao do nimero de Deborah.
Nos circulos abertos em (a) tem-se a comparagao entre (G, —8) e De. Em (b),

nos circulos abertos, tem-se a comparacao entre De e a velocidade méxima

relativa dada por (2 — U, ). Pardmetros: ¢ =0.01 e L=3.5. ..................

Perfil de velocidade u para trés valores do parametro De. Na linha continua
tem-se o caso De = 0.01 onde e, = 1.9975 ~ 2. Na linha pontilhada do
meio tem-se o caso De = 10 onde ,,,, ~ 1.8134. E na linha pontilhada mais

interna tem-se o caso De = 20 onde Uy, ~ 1.7165. Pardmetros considerados:

L =350 =0.00. oo

Comportamento pseudoplastico das viscosidades aparente intrinseca e na pa-
rede de uma suspen¢@o polimérica. Em (a) tem-se a viscosidade aparente
intrinseca, fis, em fungao do nimero de De. Em (b) tem-se e viscosidade na

parede fi, em fungao do nimero de Deborah de parede, De,. Parametros:

L =350 =0.01. «oeeiieeeie e

Componentes do tensor de tensdes o em coordenadas retangulares. ............

Forcas atuando instaneamente sobre um meio continuo no interior de um

pequeno elemento 0V na forma de um tetraedo. Fonte: Internet ................
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LISTA DE SIMBOLOS

Simbolos Latinos

Simbolo Nome [Unidade no S.I
S Area [m?]
M Massa [Kg]
t Tempo [s]
t Simbolo alternativo para tempo [s]
D Coeficiente de Difusdo Browniano [m?s71]
T Temperatura (K]
Kp Constante de Boltzmann [JK™'= Kgm?s2K™]
Q Vazao [m3 571
D Tensor taxa de deformagao [s71]
E Simbolo alternativo para o tensor taxa de deformagao [s71]
F Tensor gradiente de deformagao

u Vetor Campo de Velocidade [m s~

Tensor Identidade

w Tensor taxa de rotacao [s71]
G’ Moédulo elastico de cisalhamento [Pal]
G" Moédulo viscoso [Pal]
1% Volume [m?]
V, Volume total de particulas [m?]
M Primeira diferenga de tensoes normais [Pal]
Ny Segunda diferenga de tensoes normais [Pal]
G, Gradiente de pressao [Pam™!]
E Energia devida ao movimento Browniano [J]
a Distancia de equilibrio da macromolécula [m]
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Simbolos Gregos

A
p
b

q

aq

[he

(4
Uy

Variacao entre duas grandezas similares
Massa especifica

Tensor de tensoes

Simbolo alternativo para o tensor de tensoes
Taxa de deformacao ou cisalhamento
Taxa de cisalhamento na parede
Tempo de relaxagao principal

Tempo de relaxacao

Frequéncia

Simbolo alternativo para tempo de relaxagao
Viscosidade Extensional

Frequéncia

Primeiro coeficiente de tensdes normais
Segundo coeficiente de tensoes normais
Viscosidade de um fluido base

Simbolo alternativo para Viscosidade
Viscosidade da agua a 20°C
Viscosidade da suspensao polimérica
Viscosidade na parede do tubo

Tempo de retardagao

Coeficiente Viscoso

Coeficiente Elastico

Taxa de estiramento

Proporcionalidade

Segundo coeficiente de viscosidade
Torque

Frequéncia no espaco da DF'T

Funcao impulso

XXV



Operadores

\Y% Operador Gradiente

V. Operador Divergente

% Derivada parcial temporal

7 Derivada ordinéria temporal

ot — to) Operador delta de Kronecker

det(x) Determinante do tensor *

/ Integral

% Derivada material

[|[ul| Norma ou modulo do vetor u.

||dS]| Norma do elemento de area, ||dS|| = dS.

|| Modulo do ntimero real x

5i5(t*) Derivada Oldroyd Alta (—) ou Baixa (4) do tensor
I, Primeiro invariante do tensor

11, Segundo invariante do tensor *

111, Terceiro invariante do tensor *

o Derivada de Gordon-Schowalter

D(+) Fungao relaxagao de tensao

En(w) Espectro de poténcia da funcao [

th Derivada de Jaumann

AT Transposto do tensor A

x! Transposto do vetor x

< Bem menor que. Ex.: 0.1 < 1.

> Bem maior que

K Bem menor que < . Ex.: 1073 < 103.

> Bem maior que >

~ Aproximadamente igual

= Identicamente

< o > Média da quantidade ¢. No inglés “Ensemble Average”
f Média integral da quantidade f = % /0 ! fdt
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Outros simbolos

Forga de origem eléstica

Forga devida ao movimento Browniano
Forca de origem viscosa

Coeficiente de arrasto viscoso

Passo de tempo

Vetor normal unitério

n—eésimo tensor de Rivilin-Erickson
Tensor conformacao

Constante de Mola ou elasticidade
Pressao

Raio do tubo (fixo a priori)

Raio (variavel), em geral 0 < r < Ry
Comprimento do tubo

Simbolo alternativo para tempo
Conjunto dos ntimeros naturais
Conjunto dos nimeros reais

Nuamero real, i = 1,2, 3

Espaco vetorial real

i—ésimo vetor canonico da base do espaco vetorial R3

x1
x = | 2 | . Vetor genérico em R?
T3
X

Funcao exponecial. Ex.: y(z) = exp(x) =e

Fungao trago do tensor *
+o00

Fungao zeta de Riemann. Ex.: ((a) = Z k.

k=1
Assintoticamente igual

Caso contrario

Para todo
Proporcionalidade
Funcao de um tensor *

Parametro x de orden n € N
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Grupos Adimensionais

Siglas

S.1.
PAMA
FNG
DFT

MFI

ppm
EDO
PVI

Constantes Importantes

i= v
¢ = 0.57721566
m = 3.14159265
e = 2.71828182

Ntimero de Deborah

Namero de Reynolds

Deformagao

Deformagao inicial

Fracao volumétrica
Extensibilidade
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CAPITULO 1

INTRODUCAO

E enorme o uso de produtos de origem polimérica pela sociedade moderna, por exemplo
nas industrias alimenticias e farmacéuticas, e a tendéncia é que sua utilizagao cresga ainda
mais, isto porque os polimeros sintéticos estao cada vez substituindo materiais convencionais
como metais e madeira, devido, principalmente ao seu menor custo, facilidade de proces-
samento e propriedades fisicas e mecanicas adequadas. Materiais bem distintos podem ser
obtidos utilizando-se diferentes polimeros, por exemplo, o pléastico utilizado na fabricacao
de sacolas e o plastico que reveste televisores, monitores de computador ou os usados em
automoveis. Por estes e outros motivos torna-se importante o estudo das propriedades dos

polimeros.

Todo o contigente de produtos de origem polimérica passa anteriormente por algum
tipo de processo de transformacao, ou seja, operacoes que transformam a matéria prima em
produtos finais para consumo. S¢ para citar algums exemplos destes processos de transfor-
magoes tem-se: a extrusao, moldagem por injecao, moldagem por sopro, termomoldagem,
entre outros. O que ha de comum na maioria destes processos, é uma etapa na qual o ma-
terial, originalmente no estado sélido, é fundido possibilitando assim que tome uma nova

forma desejada [10].

Para o estudo, avaliacao e entendimento de qualquer processo no qual o escoamento de



um fluido polimérico seja analisado é de fundamental importancia conhecer seu comporta-
mento (seja de forma experimental e/ou empirica) e em muitos casos saber representé-lo
de uma forma quantitativa por meio de equacoes matemaéticas. A escolha de uma equacao
matematica (ou sistema de equagoes) que represente de forma mais fiel possivel a realidade,
requer que sejam considerados: o tipo de escoamento, o fluido a ser estudado e em que
condigoes serao analisadas as propriedades reologicas especificas da estrutura interna do
mesmo e etc. Exemplos de situagoes nas quais isto ocorre é na caracterizagao de polimeros
pela obtencao de medidas reolégicas e na modelagem, simulacao e otimizacao de processos

que envolvam o escoamento de fluidos poliméricos [§].

Polimeros sao materiais que costumam apresentar comportamento variado. Varios tipos
de classificacao, por exemplo, sao apresentados nas literaturas, como pode ser visto em
[13],[12]. Possuem varios tipos de estruturas, podendo ser totalmente desordenados como
em elastomeros ou possuirem cadeias que se arranjam de forma cristalina, semelhante aos
metais [8]. Além disso, sdo muito sensiveis a temperatura, pressao, taxa de deformagao,
dentre outros fatores. E ademais, existem parametros que nao fazem sentido para certos
tipos de polimeros, como pode ser visto em [47]. Por tudo isso, uma caracteriza¢do de

polimeros se torna muito dificil.

1.1 Revisao Bibliografica

Existe um grande ntimero de formulagdes constitutivas, que buscam descrever o com-
portamento reologico dos fluidos poliméricos. Estas equacoes podem ser classificadas em
diferentes grupos, de acordo com a sua forma, sua natureza matematica e sua capacidade de
predigao de fungoes materiais [8|. Cita-se, inicialmente, o Fluido Newtoniano Generalizado
(FNG), este consiste na generalizagdo do modelo de fluido newtoniano para fluidos nos quais
a viscosidade é uma funcao da magnitude do tensor taxa de deformacao D. Os modelos
FNG sao uma primeira generalizacao da mecanica dos fluidos classica para a mecanica dos

fluidos nao-newtonianos [8],[9],[4].

O modelo matemético Oldroyd-B é apresentado na equagao (1.1). Este modelo surguiu



da teoria cinética para solugoes poliméricas concentradas e polimeros fundidos [8|.

a+7p5‘5(:) — 2uD, (1.1)

em que 7, ¢ o tempo de relaxagao principal da suspensao polimérica de viscosidade p. Onde
i € determinada a taxa de deformacgao aproximandamente nula. O simbolo §_ (o) /0t denota
a derivada oldroyd alta do tensor de tensoes o (ver apéndice (III)). Este modelo produz
valores constantes da viscosidade de cisalhamento em relagao a taxa de deformagao, estima
a primeira diferenca de tensoes normais N; = 011 — 099 como sendo uma fungao quadrética
da taxa de cisalhamento [4] e fornece a segunda diferenga de tensdes normais nula, isto
é, Ny = 099 — 033 = 0. O modelo Oldroyd-B consegue representar de maneira satisfatoria
certos tipos de fluidos que apresentam elasticidade ideal, também conhecidos como fluidos

de “Boger” [§].

Para escoamentos extensionais o modelo Oldroyd-B possui a deficiéncia de calcular uma
viscosidade extensional infinita para valores de taxa de deformagdo em que (2¢7) > 1, em
que 7 é o maior tempo de relaxagao do espectro de relaxacao e € é a taxa de deformacao

(ou estiramento) imposta [8].

Na equagao de Cauchy (ver apéndice (II)) é comum escrever o campo de tensdes como
sendo a soma das tensoes devido ao solvente (fluido base) e da presenga das macromoléculas,
dessa maneira:

pﬁl;:prrV-GerV-am, (1.2)
em que p ¢ a massa especifica do fluido, u campo de velocidade, o é o campo de tensoes
devido ao solvente e o,, campo de tensoes devido a presenca das macromoléculas, b de-
nota uma forga por unidade de massa ou forcas de campo. Se tomarmos a viscosidade do
solvente como sendo praticamente nula, ou desprezar a contribuicao do solvente, o modelo
Oldroyd-B recai em um modelo também muito conhecido chamado de UCM (Upper Con-
vected Mazwell) [8],]45]. Este modelo UCM é muito usado para testar/validar metodologias

numéricas, uma vez que a auséncia da parte correspondente a viscosidade do solvente torna

mais critica a estabilidade numérica do problema.

Para se conseguir uma melhor representacao dos dados experimentais existe uma classe
de modelos similares ao Oldroyd-B [8], mas que consideram que p e 7 sao fungoes do

segundo invariante do tensor taxa de deformacao D, dado por [Ip =3 = v/2D: D. Neste



caso a viscosidade p(Ilp) e o maior tempo de relaxagdo 7(/Ip) podem ser representados
por diferentes relagoes. Um modelo deste tipo é o White-Metzner (WM) [41], que é dado

pela equagao:

o+ T(UD)(S;:) = 2u(IIp)D, (1.3)

sendo que na equagao (1.3) tem-se as seguintes relagoes de dependéncia para a viscosidade
polimérica e tempo de relaxagao dados por:

70

Ho
IIp) = — M i) = — 0
o) e 7(Iip) 1+ arellp’

1.4
1+GT0[]D ( )

em que os parametros pg e 7y sao constantes obtidos do modelo de Maxwell e a ¢ um
parametro que deve ser ajustado aos dados experimentais e que pode dar maior ou menor
dependéncia entre a viscosidade polimérica e o tempo de relaxacao em relagao ao segundo

invariante de D.

Outras relagoes encontradas na literatura sao o modelo de Cross [40] e aqui pu e 7 s@o

dados por
o 70
:u( D) 1+(k[ID>1—m € T( D) 1_'_(€[[D)1—n’ ( 5)

¢ também o modelo de Carreau-Yasuda [14],[64], em que tem-se:

m—1 n—1
a

u(Iln) = 1o [1 + (k:HD)a} e 7(IIp) = 7 [1 + (ZHD)"} " (1.6)

os parametros k,¢,m,n,a e b sdo obtidos pelo ajuste (fit) dos dados experimentais. Os
parametros k e £ sao os tempos caracteristicos do fluido para uma taxa de cisalhamento
praticamente nula, i.e., 4y =~ 0, e desta forma obtém-se o tempo de relaxagao incial 7y para
4 = 0. O parametro n é o expoente do modelo power-law (ver se¢ao (2.5)) e o parametro
adimensional a descreve a regiao de transicao entre a regiao para a taxa de cisalhamento
muito baixa e a regiao power-law. Alguns exemplos de gréaficos de ajustes de curvas de

dados experimentais podem ser visto em [8].

Tem-se ainda o modelo de Giesekus (1982) [29], [8], esse modelo ¢ baseado em con-
sideragdes moleculares com sistemas do tipo esfera/mola em que a mola segue a lei de
Hooke. Diferentemente do modelo Oldroyd-B, neste modelo foi introduzido um efeito de
nao-isotropia na defini¢ao da forg¢a de arrasto sobre as esferas. Na equacao (1.7) mostra-se

este modelo no qual observa-se a presenga do termo nao linear dado pelo produto entre o



tensor de tensoes,

o_(o) p
o-+T 5t —i—aT

(o.0) =2uD, (1.7)
a constante o é chamada de constante de mobilidade e esta associada com o movimento
browniano e ao arrasto hidrodindmico anisotrépico das moléculas de polimero no meio [8].
A inclusao do termo nao linear produz uma variacao das propriedades cisalhantes frente
a taxa de deformacao. Com este modelo se obtém melhores resultados para escoamentos
por cisalhamento quando comparado ao modelo Oldroyd-B, porém, nao traz bons resul-
tados em escoamentos livres de cisalhamento [8],[45],[55]. Em um escoamento extensional
uniaxial, o modelo de Giesekus mostra um comportamento monoténico da evolugao da vis-
cosidade extensional em fungao do tempo para altos valores da taxa de deformacao, levando
a patamares permanentes e finitos da viscosidade extensional uma vez atingido o estado
permanente. Pode-se observar que o modelo de Giesekus reduz-se ao modelo Oldroyd-B
no limite de pequenas deformagoes, o que é equivalente a fazer & = 0 na equagao (1.7).
Ao considerar 0 < a < 2 este modelo conduz a segunda diferenca de tensoes normais
Ny # 0, porém, predigdes fisicamente coerentes sdo observadas com 0 < o < 1/2 [8]. Para
0 < a < 1 e para altos valores da taxa de cisalhamento 4, o modelo prediz a viscosidade

de cisalhamento escalando com o proprio 7 e a primeira diferenca de tensoes normais é tal

que Ny o< 412 [29].

A titulo de ilustragao apresenta-se em (1.8) e (1.9) a equagdo constitutiva de Lenov [41]
para propriedades variaveis

Y=0-"-1I, (1.8)

em que o tensor o é obtido resolvendo-se a equagao (1.9) abaixo

0_ 1 2 1 2

% + ﬂ{a’.a - (g) - [tr(a) - (é) tr(a_l)}a} —0, (1.9)
e I é o tensor isotropico identidade. Para deformacoes incompressiveis e planas a equagao

de Lenov pode ser simplificada da seguinte maneira

(%) 1u
5t Tar

(2.%) = 2uD, (1.10)

esta dltima equagao representa um caso particular de equagao de Giesekus com o = 1/2

[41].



O modelo de mola linear de Hooke tem a deficiéncia da macromolécula se deformar
indefinidamente sem qualquer restricao. Por este motivo muitos modelos constitutivos de
fluidos viscoelasticos passaram a se basear em descri¢oes de molas nao lineares nas quais uma
restricao de deformacao méaxima L? ¢ imposta. Estes modelos sao chamados de “ Dumbbell-
FENE” (Finitely Extensible Nonlinear Elastic) [62]. A partir do modelo original conhecido
como FENE, diversas derivacoes foram apresentadas posteriormente, como por exemplo,
0 “FENE-P” (Finitely Extensible Nonlinear Elastic-Peterlin) [8] e o “FENE-CR” (Finitely
FEztensible Nonlinear Elastic-Chilcott and Rallison) [15] entre muitos outros metodos que
nao serao tratados neste trabalho e que podem ser vistos em [43|. Mostra-se, na equagao

(1.11), o modelo FENE-P a titulo de ilustragao.

’ + z157"(0')

1-3/L%*  p o_(o) 1
1+ = ot =2y ) 1P (1.11)

em que L é extensibilidade méxima da macromolécula, 7 o tempo de relaxacao e u a

viscosidade da suspensao polimérica.

Embora o modelo dado pela equagao (1.11) tenha sido desenvolvido para solugdes dilui-
das com concentragao volumétrica ¢ < 1%, ( portando interagdes entre as macromoléculas
podem ser desprezadas) existem modificoes levando em conta o efeito de aglomeragao das
macromoléculas em solugbes mais concentradas [34]. Pode-se ainda citar que este modelo
apresenta a relacdo N; oc 4%% e Ny = 0, no caso de um fluido viscoelastico ideal sob a acao

de um escoamento por cisalhamento simples, para altos valores de 4 [44].

Em [66], tem-se uma andlise de diversos problemas analiticos e numéricos do modelo
FENE e FENE-P para fluidos poliméricos. Mostrou-se que o modelo FENE-P tem a
vantagem de poder reproduzir mais fielmente o comportamento quantitativo do modelo
FENFE, para taxas moderadas de cisalhamento e extensao. E que este primeiro modelo se
torna instavel para grandes taxas de cisalhamento e extensao. Determinou-se ainda que
na anélise de estabilidade do modelo fechado FENE-P a solucao do estado permanente

torna-se ainda mais estavel a medida que a taxa de cisalhamento ou extensao aumenta.

O modelo FENE-CR é mostrado na equagao (1.12)

L? + Zt’r(a) L* + It'r(a)
0

(o) [
S T ol — " | ,D. 1.12
2—3 |77 5 z—3 |* (1.12)




O parametro L? dos dois modelos representa a extensibilidade admensional do polimero,
como se vé adiante na segao (4.2.2). Este modelo reduz-se a conhecida equagao Oldroyd-
B, equagao (1.1), quando L? tende ao infinito. Note que este modelo é baseado ainda no
modelo FENE-P, embora a dependéncia da viscosidade de cisalhamento com a taxa de
deformagao é eliminada com o objetivo de se caracterizar um tipo de polimero, conhecido
como fluido de Boger. Para um escoamento de cisalhamento simples, os modelos FENE e
FENE-P mostraram resultados similares em termos da viscosidade de cisalhamento p e do
coeficiente da primeira diferenga de tensoes normais ¥y, ambos em funcao do parametro
admensional 47, em que 7 é um parametro relacionado ao tempo de relaxagao do polimero.
O modelo FENE-CR considera p constante em relagao a taxa de cisalhamento 4 e um
decaimento mais lento para W;. Comparacoes entre diferentes versoes de modelos do tipo

FENE podem ser encontradas em [34],[67],[43].

Existem varios modelos constitutivos baseados no tensor conformacao B da macromo-
lécula [30];[31],[39]. Em [39], investiga-se a conformagao molecular das macromoléculas de
um polimero usando medidas macroscopicas da viscosidade extensional através da expres-
sao dada pela teoria de Batchelor [5] de corpos delgados, que considera as macromoléculas
deformadas como fibras rigidas. Os resultados obtidos com a teoria de Batchelor mostraram
valores da viscosidade extensional maiores do que os obtidos experimentalmente. James et
al. [39], acreditam que esta diferenga possa ser atribuida ao fato das macromoléculas nao

atingirem a sua deformagao maxima, devido a formacao de aglomeragoes das mesmas.

E importante ressaltar que o processo para se obter uma equcio constitutiva baseado
em modelos do tipo esfera-mola (Dumbbell) passa pela solugao da equagao de Smoluchowski
[8] para uma funcdo de distribui¢do ¢(r,t), em que r é o vetor que “liga” as extremidades
da macromolécula. Porém como foi visto acima e em [41], varios destes modelos podem ser
resolvidos em termos da tensao sem necessidade de se envolver a fungao distribuigao ¢(r,t).
Menciona-se ainda o fato de que a inclusdao do termo de limitacao de extensibilidade L2,
impoe dificuldades para se obter uma forma fechada (sistema de equagoes acopladas) para

as equagoes constitutivas em termos da fungao distribuigao ¢(r,t) [8],[32].

Apresenta-se, agora, o modelo Phan-Thien-Tanner-PTT, este é usado em simulagoes
numéricas de fluidos viscoelésticos [59]. Este modelo ¢ derivado da teoria de rede de solugdes

concentradas e polimeros fundidos [8]. Este modelo PTT pode ser apresentado de diferentes



formas: a primeira delas é o PTT-linear, descrito na equagao (1.13)

(1 + g—Ttr(a')) o+76=2D. (1.13)
1

E o PTT-exponencial é descrito na equagao (1.14) abaixo:

exp (6—7—#(0')) o+ 710 =2uD, (1.14)
i
em que,
. Do T
o= 75~ (Vu) .o —o.Vu+¢(a.D+D.o), (1.15)

denota a derivada de Gordon-Schowalter e o trago de o, tr(o), leva em conta a energia
elastica da rede. Se considera-se a derivada Oldroyd alta, ao invés da derivada de Gordon-
Schowalter tem-se os modelos de PTT simplificados. Nestas expressoes, € é um parametro
do modelo relacionado com as suas propriedades extensionais. Quando um filamento do
fluido é estirado axialmente, a oposicao ao estiramento é tanto maior quanto menor for
g, isto é, um ¢ maior corresponde a um fluido com uma viscosidade extensional menor.
Do ponto de vista numérico uma solucao é mais facilmente conseguida quando os fluidos
apresentam um ¢ maior, porém tem-se ¢ < 1. O parametro £ relaciona as diferencas de

tensoes normais e, geralmente é usado um valor préximo de 0.2.

Vem sendo proposta uma nova classe de modelos constitutivos viscoeléasticos que incor-
poram uma maior flexibilidade. Estes modelos fazem com que a viscosidade p e o tempo de
relaxacao 7 sejam fungoes do tensor de tensoes o, assim estas grandezas sao calculadas por
alguma funcgao que relaciona o tensor. Um modelo que usa essas ideias é o modelo Feta-
PTT (Fized eta Phan-Thien-Tanner) e a expressao “Fixed eta” refere-se a viscosidade fixa
pela equacao (1.17) e assim ndo depende do parametro nao linear €. Esse modelo é similar
ao PTT, com a diferenca que considera a viscosidade e o tempo de relaxacao dependentes

da tensao [61], assim tem-se a equagao:

(1 v ”(")tr(a)) o+ 1(0)& = 2u(o)D, (1.16)
0
na qual p(o) e 7(o) s@o calculados pelas equagoes (1.17) e (1.18)

o) = Ho : (1.17)

a1b
A (5 ]
Ho
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e por fim os termos I, e [l, sao os primeiro e segundo invariantes do tensor o, dados

(o) =
1+

(1.18)

respectivamente por:

I, =tr(o) e Il, = %[Ig —tr(o.0)). (1.19)

Os termos 7y e o sao os parametros lineares obtidos do modelo de Maxwell e A,a e b
sao parametros do modelo de Ellis [56]. Vale mencionar que neste modelo Feta-PTT a
viscosidade extensional € um pouco mais sensivel as variagoes do parametro €, se comparada
com o primeiro coeficiente de tensoes normais. Como resultado, propriedades viscosas e

extensionais podem ser controladas de forma mais independente [61].

Digno de nota pode-se citar, finalmente, o resultado mais no &mbito mateméatico-teérico,
que foi a prova da existéncia de solugoes fracas globais no tempo para uma classe geral de
modelos que surgem a partir da teoria cinética de suspensoes diluidas de liquidos poliméricos

nao homogéneos, em que as macromoléculas do polimero foram idealizadas como no modelo

Dumbbell-FENE [57).

A tabela (1.1) traz um resumo dos modelos apresentados nesta introducao onde destaca-

se as vantagens de cada modelo.

Tabela 1.1: Modelos de equacoes constitutivas e suas vantagens.

MODELO EQUACAO VANTAGENS
Oldroyd-B (1.1) Fornece N; = A%%.E representa bem os fluidos de Boger
White-Metzner (1.3) Do Oldroyd-B e ainda melhora o ajuste de dados experimentais
Giesekus (1.7) Produz N, # 0. Melhor resultados com relagao ao Oldroyd-B
Dumbbell-Fene-P (1.11) Restringe o estiramento das macromoléculas
PTT (1.13) Estudo de fluidos viscoelasticos em escoamentos extensionais
Feta-PTT (1.16) Do PTT. Considera fixa a viscosidade.

Melhor controle de propriedades viscosas e extensionais




1.2 Objetivos do presente trabalho

GERAL

e O presente trabalho tem como principal objetivo o estudo do surgimento dos efeitos
nao-lineares quando na caracterizacao de suspensoes diluidas de polimeros sujeitos
a diferentes campos de escoamento. Para isso serda determinado o limite assintotico
para De < 1 para quase todos os escoamentos aqui tratados. E quando oportuno
sera feito a validagao/calibracao do modelo tedérico matemético, atraves dos dados

experimentais obtidos no capitulo 3.
ESPECIFICOS

1. Apresentar o modelo constitutivo de duas equagoes para fluidos elasticos. Onde o ba-
lanco entre forcas viscosas e elasticas é considerado. E apresentar uma nova proposta

de adimensionalizacao destas equagoes;

2. Para cisalhamento oscilatorio, determinar o modulo viscoso 7/(w) e o modulo elastico
G'(w), em que w é a frequéncia. Determinar G’ e 1’ no limite de w — 0 em fungao
da deformagao v (“strain”). Verificar as relagdes de Kramers-Kronig e determinar a
fungao relaxagao de tensdes ® (“stress relaxation function”) pela Transformada de
Fourier seno e cosseno. Verificar se essa fungao relaxagao de tensoes pode ser descrita
como um fluido de Maxwell (decaimento exponencial). Determinar a diferenca de

tensoes normais N7 e Ny em w = 0 (cisalhamento permanente);

3. Usar o algoritmo experimental de fragao continuada e desenvolver um programa com-

putacional para sempre ajustar os dados numéricos e experimentais de ' e " (ou G’

e G").

4. Explorar escoamento do passo de deformagao aplicada (“step strain”) numericamente
para determinar a funcao de relaxacao de tensoes e comparar com a ® determinada

por transformada de Fourier no caso do cisalhamento oscilatorio;

5. Desenvolver solugoes assintoticas do sistema de equagoes constitutivas que surgira,

para se determinar propriedades reolégicas do fluido;
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10.

. Resolver o sistema de EDO’s que surgiré atraves da integragao numérica, utilizando-se

do metodo de Runge-kutta de quarta ordem. Para isto sera desenvolvido um cédigo

matematico-numeérico em linguagem de programagao FORTRAN;

Explorar o escoamento extensional permanente e oscilatoério para analisar o compor-
tamente da viscosidade extensional ji. e da variacao do termo R, ambos em funcao

do tempo e do numero de Deborah.

. Realizar experimentos de cisalhamento permanente, oscilatorio e passo de deformacao

aplicada, no redbmetro MCR-301 com a finalidade de obter os mesmos dados reol6-
gicos acima descritos (2 e 3) e validar/calibrar o modelo matemético teorico. Vale

mencionar que todos os testes serao feitos a temperatura ambiente de 20°C;;

. Determinar uma nova equacao de evolucao temporal para o tensor conformacao B,

utilizando-se da derivada de Jauman (apéndice (III)) e resolver o sistema de EDO’s

resultante, para o cisalhamento oscilatorio, usando-se do processo de transformacao

modal [50].

Apresentar a formulagao geral de escoamentos axissimétricos (7,6, z) em tubos ca-
pilares em termos da equacao de Cauchy e implementar o modelo de escoamento
axissimétrico do fluido Dumbel. Mostrar o desvio do perfil parabolico da velocidade
com o aumento de De e determinar a variagao da viscosidade efetiva [i; da suspensao
polimérica em fungao de De e determinar, também, a variacao da viscosidade de pa-
rede ji, em fungao da taxa de cisalhamento na parede, que no nosso caso trata-se do

nimero de Deborah na parede De,,.
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CAPITULO 2

FUNDAMENTOS DE
VISCOELASTICIDADE

A reologia é a ciéncia que estuda a deformacao e o escoamento da matéria. Ela tem
especial interesse no estudo das relagoes fundamentais entre forga e deformagao no material,
em especial liquidos. Essas relagoes sao denominadas equagoes constitutivas ou equacoes

reologicas de estado [§].

As equacoOes constitutivas caracterizam cada tipo de material, descrevendo o compor-
tamento macroscopico resultante da sua constitui¢ao interna. Nao existe uma equacao
constitutiva que forneca todas as respostas experimentais de um dado material. Entre-
tanto, a maioria dos materiais possuem comportamento que oscila entre dois extremos bem
definidos que sao: (a) o solido ideal, que obedece a lei de Hooke. Neste caso, os tensores de
tensao e deformacao estao relacionados de forma linear e a funcao material que caracteriza
estes materiais € o modulo de Young ou, simplismente, modulo elastico, que define a pro-
porcionalidade entre tensao e deformacao; (b) e o fluido ideal newtoniano incompressivel,
determinado pela lei de viscosidade de Newton. Este fluido caracteriza-se por viscosidade
constante, pois as observacoes de Isaac Newton levaram a uma relagao linear entre tensao

de cisalhamento e taxa de cisalhamento. A razao entre estas quantidades é designada por
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viscosidade, e escreve-se:

n=-, (2.1)

o

f)/
u

em que, y = ke ¢é a velocidade na direcao do escoamento e y ¢é a dire¢cao normal ao escoa-
Y

mento (dire¢ao do gradiente de velocidade). A tensdo de cisalhamento o possui unidade no

S.I. de N/m?, ou pascal Pa. A taxa de cisalhamento % tem unidade de s~

, assim a unidade
para viscosidade ¢ Pas. No entanto ¢ comum econtrar a viscosidade em Poise (sistema
de unidade CGS), em homenagem ao cientista Poiseuille. A relagao entre estas medidas é
apenas um fator escalar, a saber, 1cent Poise = 1cP = 1mPas = 1073 Pa s, sendo este
valor igual a viscosidade da agua. Como exemplo de fluidos Newtonianos pode-se citar:
agua, glicerina, ar, 6leo lubrificante de motores automotivos e mel. Em geral materiais

compostos por moléculas de baixa massa molar (menor que 1000) sdo exemplos tipicos de

materiais que apresentam este comportamento Newtoniano.

Na figura (2.1) tem-se a representagao esquemética da agao do escoamento por cisa-
lhamento simples, que possui o campo de velocidade igual a u = (4x2,0,0). Aqui sao

representadas a soma dos efeitos de deformagao (no inglés “stretching”) e de rotagao.

x2

xI

x3

U j k
* = \ [ +
Figura 2.1: Escoamento em cisalhamento simples representado pela adi¢ao dos efeitos de

deforamacao e de rotagao. Fonte: [23].

O efeito de deformacao ¢ dado pelo tensor taxa de deformagao, o qual é definido por:
1 T
D= (Vu +(Vu) ) (2.2)
e o tensor taxa de rotagao é definido por

W = %(Vu . (Vu)T>, (2.3)
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nos dois casos, T, denota o transposto do tensor Vu. Estes tensores sao respectivamente a
parte simétrica e antissimétrica do tensor gradiente de velocidade Vu. E claro que, deste
modo, tem-se Vu = D + W. Explicita-se o tensor Vu no caso geral em que u(x) =

(u1(x), ug(x), u3(x)), x € R3. Segue:

Oou; Oup Ouy
Or; Oxy Oxs
Ouy Oug Ous
Vu = Or; O0xy Ox3 (2:4)
8U3 8U3 8U3
Or; Oxy Oxs

Pode-se citar ainda os fluidos puramente viscosos nao-Newtonianos que apresentam
respostas puramente viscosas, mas que nao apresentam uma relacao linear entre tensao e
taxa de deformagao. Enquadram-se nesta classificacao materiais que apresentam tensao
minima de escoamento e materiais com viscosidade dependente do tempo e/ou da taxa de
deformagao. Para descrever a dindmica do escoamento deste tipo de material é necessaria
uma equagao constitutiva especifica para a viscosidade ou tensao, a qual é geralmente
explicita em termos da taxa de deformacao, de maneira que o ntmero de incognitas do
problema nao ¢é alterado com relacao ao necessario para se resolver o escoamento de um

fluido Newtoniano.

Esses modelos constitutivos representam casos ideais. Entretanto, existem materiais
que possuem caracteristicas tanto de materiais sélidos quanto de materiais liquidos. Essa
propriedade é conhecida como viscoelasticidade. Materiais como sangue, tintas e liquidos
poliméricos apresentam esse comportamento viscoeldstico. Em particular, os fluidos poli-
méricos sao de grande interesse em processos industriais, dada a sua grande aplicabilidade.
Esses fluidos sao constituidos por macromoléculas com elevado peso molecular, levando ao
aparecimento de comportamentos peculiares quando sujeitos a determinadas solicitagoes.
As caracteristicas nao-newtonianas mais comuns sao que a tensao é fungao nao linear da
taxa de deformagao, a producao de tensoes normais em cisalhamento e comportamento elas-
tico e viscoso. Para descrever a dinamica do escoamento deste tipo de material é necessaria
uma equagao constitutiva adicional para o campo de tensoes, sendo que as compomentes
de tensao aparecem como incognitas adicionais com relagao aquelas consideradas na analise

de escoamentos de fluidos Newtonianos.
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Diferentemente dos fluidos newtonianos incompressiveis, nos fluidos poliméricos pro-
priedades do material como a viscosidade podem nao ser constantes e poderao depender
também da taxa de cisalhamento e do tempo, dentre outros fatores. O conhecimento dessas
funcoes materiais é de extrema importancia pois servem para classificar os fluidos e podem

ser usadas para determinar constantes em equacoes constitutivas especificas.

Em geral todos os fluidos podem ser considerados fluidos viscoelasticos, o que significa
a existéncia simultdnea de propriedades viscosas e elasticas coexistindo no fluido. Em
muitas situacoes o estudo dos fluidos tem se focado na resposta viscosa a aplicacao de
uma determinada excitacao. Entretanto, quando a descricao mais geral na qual o estudo
transiente de um fenémeno é necessaria a resposta elastica torna-se importante. A resposta
de um fluido uma vez aplicada uma excitacao depende da escala de tempo do experimento
em relacao ao tempo caracteristico do material, em consequéncia disto se o experimento é
relativamente lento, o fluido terd uma resposta mais viscosa do que elastica. Porém, se o
experimento é relativamente rapido a resposta tera caracteristicas puramente elésticas. Em
tempos intermediarios ambas as caracteristicas podem ser vistas no fluido. Dessa forma é

necessario um estudo mais completo do comportamento viscoeldstico de um fluido.

As caracateristicas desse tipo de fluido pode ser vista em experimentos em [8]. Um
desses experimentos consiste em submeter um fluido polimérico a uma taxa de deformacao
constante até o estado estacionario ser atingido, e entao, em um dado instante, cessar o
movimento. A resposta obtida para fluidos newtonianos é que a tensao cairia instantenea-
mente a zero. Porém, para fluidos poliméricos (ou viscoelésticos) observa-se que a tensao
terda um valor finito e decairé exponencialmente com o tempo, apresentando o que é conhe-
cido como memoria elastica. Esta tensao residual é causada pelo estiramento e alinhamento
das macromoléculas poliméricas pela forca de deformacao aplicada. Assim, para fluidos po-
liméricos, o tempo necessario para a tensao se dissipar é definido pelo tempo de relaxacao

das macromoléculas.

A figura (2.2) mostra o efeito conhecido como inchamento do extrudado (no inglés “die
swell”) no qual a se¢ao vertical do escoamento aumenta em tamanho apos a saida da matriz,
devido a elasticidade do fluido [8]. No experimento ilustrado na figura (2.2) considera-se
um fluido que sai de um capilar com diametro D para o ar, formando um jato com didmetro

D,. Para fluidos newtonianos D, pode variar em 13% a mais do didmetro D no caso de
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baixos nimeros de Reynolds ou 13% para menos de D quando se tem nimeros de Reynolds
maiores, porém ainda em escoamento laminar. Ja para o caso de fluidos poliméricos o valor

de D, pode aumentar em mais de 300% em relacio ao valor de D.

® ®

Figura 2.2: Representagao do efeito de inchamento do extrudado (die swell) para um fluido

newtoniano (N) e um fluido polimérico (P). Fonte: [§].

Outro efeito decorrente da viscoelasticidade é a presenca de diferencas de tensoes nor-
mais em escoamentos por cisalhamento. Em adicao as tensoes de cisalhamento, estes fluidos
apresentam tensoes extras ao longo das linhas de corrente, que derivam do estiramento e
alinhamento das cadeias poliméricas ao longo destas linhas. O experimento classico “rod
climbing” permite visualizar este comportamento e consiste em submeter um fluido em um
recipiente a uma agitacao por meio de um eixo rotatério imerso no fluido. No recipiente
contendo fluido newtoniano se formaréd uma depressao junto ao eixo do agitador. Ja para
um fluido polimérico, o resultado ¢é intuitivamente inesperado: o fluido sobe junto ao eixo do
agitador. Nesse experimento as linhas de corrente sao circulos fechados e a tensao extra ao
longo destas linhas de corrente estrangulam o fluido e for¢am-no para dentro em oposi¢ao a
forga centrifuga e para cima em oposigao a forga gravitacional [8]|. Na figura (2.3) podemos

visualizar o experimento.

LA notacdo D, para este diametro é usado somente nesta figura. Nesta tese sera ainda usado a notagio

De para o numero de Deborah, porém nao ha perigo confusao.
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(a) (b)

Polymeric fluid

No normal forces Normal forces dominate
over centrifuaal forces

(a) Representacao das forgas (b) Fluido Polimérico

Figura 2.3: Experimento “rod climbing”. Na figura (b) tem-se o comportamento de um
fluido polimérico sendo “puxado” para cima. Em (a) tem-se a representacao das forcas que

agem no movimento. Fonte: [33],[54].

Além da viscoelasticidade, outra caracteristica reoldgica dos fluidos poliméricos, e tal-
vez a mais conhecida, é a de possuir uma viscosidade dependente da taxa de deformacao
aplicada sobre o material, também conhecida como viscosidade nao-newtoniana. Baseado
no comportamento da dependéncia da viscosidade com a taxa de deformacao, os fluidos
poliméricos na sua grande maioria sao classificados como fluidos pseudoplasticos (no inglés
“shear-thinning”), nos quais a viscosidade diminui com a taxa de deformagao [8],[4],23].
Experimentalmente, a viscosidade aparente é a propriedade material mais bem conhecida e
na maioria dos liquidos poliméricos a curva n x  apresenta duas regides. A primeira regiao,
a baixas taxas de cisalhamento, chamada platd newtoniano observa-se que os valores da
viscosidade independem da taxa de cisalhamento, a segunda regiao se encontra a altas ta-
xas de cisalhamento, chamada de regiao de lei de poténcias, na qual a viscosidade decresce
rapidamente com as taxas de cisalhamento. Quando 5 tende a zero obtém-se n(%) = 1o,
chamada de viscosidade do platoé newtoniano. A altas taxas de cisalhamento a viscosidade
pode voltar a ser independente de 7 e nesse caso ela se aproxima de um valor constante que

denota-se por 7,,. Um exemplo deste tipo de grafico podera ser visto na se¢ao (3.3.1).
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2.1 Movimento Browniano

Nas equagoes fundamentais que serao utlizadas neste trabalho, que podem ser vistas
no capitulo (4), tem-se a aplicagdo da hipdtese do equilibrio entre as forgas restauradoras
devido ao movimento Browniano e as forcas elésticas. Diante disso esta secao traz uma

pequena apresentacao deste movimento.

O movimento Browniano pode ser definido como sendo o movimento aleatério de parti-
culas microscopicas (nano ou micrométricas) imersas em um fluido. Este movimento (sem
memoria) provém dos choques das moléculas do fluido nessas particulas microscopicas. A
descoberta deste movimento ¢ atribuida ao boténico escocés Robert Brown [11]. Brown
estava estudando o movimento de particulas existentes dentro do polén através de um mi-
croscopio (vale notar que ele foi um dos primeiros cientistas a utilizar o micréscopio em suas
pesquisas). Ele observou que estas pequenas particulas executavam um movimento agitado
e irregular, e mostrou que tal movimento nao poderia ser atribuido a sistemas vivos, mas
sim a particulas inanimadas sofrendo choques de outras particulas ainda maiores (moleculas

que compoem o fluido) em que estas estao imersas.

Os experimentos de Brown deram inicio a uma série de outros experimentos realizados
também em meados do século XIX. Desta forma ficou evidente que o movimento Browniano
era dependente de diversos parametros fisicos. Podemos citar que: a agitacao das moléculas
aumentava na medida em que se diminuia o diamétro e a densidade das particulas suspensas
(geralmente 107% m) ou entdao na medida em que se aumentava a temperatura ou se diminuia
a viscosidade do fluido. Embora Brown pudesse evidenciar a existéncia deste movimento,
ele nao foi capaz de descrevé-lo matematicamente. Alguns cientistas tentaram descrevé-lo
mas sem éxito até que em 1905 Albert Einstein, em um de seus trabalhos [24], desenvolveu
uma teoria quantitativa para esse fenémeno e demostrava a existéncia de atomos. Mostrou

ainda que medidas precisas deste movimento poderiam revelar o tamanho das moléculas.

Em 1908, Langevin [42] desenvolveu uma teoria mais direta para o estudo do movi-
mento Brawniano, esta teoria se baseia no estudo da trajetéria de uma particula. Abaixo

mostramos a equagao obtida por Langevin para o caso unidimensional,

d*z dx
My = —67p a— + f, (2.5)
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em que m é a massa da particula esférica de raio a localizada na posicao x no fluido de

viscosidade p. O termo f é uma forga aleatoria produzida pelas flutuagoes das moléculas.

A equagao diferencial de segunda ordem dada pela equagao (2.5) trata-se de uma equagao
estocéastica na qual a média temporal de f é nula e escreve-se (f(t)) = 0. Entende-se por
resolver esta EDO como encontrar a probabilidade de que a solugao seja u = dx/dt no

tempo t dado que u = uy e x(0) = zg em ¢ = 0.

Multiplicando a equagao (2.5) por z, tem-se:

dx

d
mr—s = —Gxﬂuad—f +af, (2.6)
e usando as identidades
dr  1d(z?)
==z 2.
Yat T2 dt 2.7)
e
d*z  1d%(2?) dx\2
-2z (= 2.
v =2 ar ~ ai) (2:8)
pode-se reescrever a equagao (2.5) da forma
m d?(x?) dx\?2 d(z?)
s — ) == ) 2.
3 g () = s v af (2.9)

Considerando-se a média da equagao (2.9) para um tempo suficientemente grande, tem-se:

d*(z?) d{z?) dr\?
m—n + 6mpa i —2m<E>, (2.10)

em que (x?) denota o deslocamento médio quadratico da particula. Note que o termo do
lado direito da equagao (2.10) representa a energia cinética das particulas que por sua vez

esté relacionada a energia térmica do fluido do seguinte modo:

m<2—f>2 — KT, (2.11)

em que Kp é a constante de Boltzmann e T é a temperatura absoluta do fluido. Ao

substituir esta ultima equagdo na equagao (2.10) e resolvendo a EDO obtém-se:

KT
(z%) =2 (6 & ) t =2Dt, (2.12)
UG

e defini-se D = KT /6mpa como sendo o coeficiente de difusdo Browniano de Stokes-
FEinstein. Percebe-se que o deslocamento médio de uma particula sujeita ao movimento
Browniano é proporcional a t'/2. Diferentemente do movimento de queda livre, por exemplo,

no qual o deslocamento é proporcional ao quadrado do tempo de queda.
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2.2 Geragao Teoérica de uma suspensao e de macromolé-

culas.

Para gerar um conjunto de N particulas randomicamente distribuidas, numa suspensao,
foi utilizado um gerador de ntimeros randémicos em fortran no intervalo real [e,100—¢], i.e.,
foram gerados N pontos (z;, y;, 2;) € R3, de maneira que € < z; < 100 —¢, € < y; < 100 —¢,
ee <z <100 — ¢, para todo 1 <7 < N. Estes pontos representam o centro das particulas

esféricas de raio €.

Define-se ¢ = V,,/V, como sendo a fracdo volumétrica de uma suspensao polimérica
em que V é o volume total da mesma. FEsta suspensao ¢ a mistura de um fluido base
Newtoniano mais o volume total das particulas?, V,. Note que pode-se escrecer V, = Nu,,

em que v, = 4we/3 é 0 volume de uma unica particula, assim

v = " (2.13)

e aqui n = N/V é definido como sendo o numero de densidade de particulas.

Na figura (2.4) as particulas de raio ¢ = 1 foram inseridas dentro de uma caixa ctubica
de aresta X = 100e. E, para garantir que nao ha sobreposicao de particulas assumi-se que
a distancia entre os centros das esferas (particulas) seja sempre maior ou igual a (2¢ + «),
em que o = 1074, Este a é para garantir a existéncia de uma fina camada do fluido base
entre as particulas esféricas. Veja na figura (2.4) como fica a configuragao de uma suspensao
polimérica para diferentes concentracoes ¢. Nao seria demais pedir ao leitor que tentasse
imaginar estas particulas (esferas) como sendo as macromoléculas do fluido quando no

estado de equilibrio, i.e., as macromoléculas enoveladas neste estado (“boudend esferas”).

2Podendo ser macromoléculas.
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Figura 2.4: Solugao com diferentes fragoes volumétricas.
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Suspensoes diluidas de polimeros, sem sobreposicao das macromoléculas, tem o compor-
tamento que pode ser idealizado como sendo uma cadeia de polimeros composto por duas
“esferas”, que representam a forca de arrasto, ligada a uma mola de Hook, que representa a
forca elastica. Esta configuracao de esfera-mola é chamado haltere. Neste modelo uma ma-
cromolécula é composta de N segmentos rigidos (cada uma correspondente a um mondémero
individual) de comprimento 4, com cada monémero individual orientado aleatoriamente em

relagdo aos segmentos adjacentes [2].

A configuracao de distribuicao de equilibrio da macromolécula é entdao dada por um
loop aleatério de N passos de comprimento . Neste modelo, no estado de equilibrio da
suspensao, o movimento browniano randomiza a configuracao da macromolécula, fazendo
com que cada configuracao seja igualmente provavel. Assim do teorema do limite central

[26], a média da distancia de equilibrio a da macromolécula sera tal que:
a~ VNS, (2.14)

reforcando que a é a média do comprimento de ponta-a-ponta da macromolécula no seu
estado de equilibrio randoémico e £ ~ NJ é o comprimento da macromolécula quando total-

mente estirada nestas consideragoes [35],[36].

Para as figuras (2.5),(2.6) e (2.7) abaixo se tém os N ntumeros aleatorios no intervalo

[—1, 1], isto &, se assume neste caso que |z;| < 1, |y;| < 1e |z <1 paratodo1l <i<N.

A figura (2.5) foi criada (sempre para um § = lum, fixo)® a partir de uma média
de 10 amostras de a geradas randomicamente para cada N pertencente ao conjunto A =
{100, 225, 400, 625, 900, 1000}, isto é, por exemplo para N = 100, foram obtidas 10 amostras
de a e em seguida calcula-se a média a e o desvio padrao da amostra. Perceba neste caso

que a medida que N aumenta no conjunto A melhor se verifica a relacao a ~ v/ NJ.

3Valor aleatoriamente escolhido.
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Figura 2.5: Distribuicéo do valor de a em relacéo ao valor de v/N§, a medida que N aumenta

no conjunto A. Foi usado 6 = 1um fixo. A linha pontilhada representa a funcao identidade.

A figura (2.6) apresenta o grafico que mostra o comportamento da média e da variancia
em func¢ao do niimero de particulas geradas randomicamente. Nossa analise numérica, para
o nosso gerador de nimeros randémicos, mostrou que para 1000 particulas a variancia
calculada foi igual a 0,995 e a média foi 0,042. Num modelo ideal o natural seria esperar
que para um nimero suficientemente grande de particulas nossa variancia seja igual a um

e a média seja igual a zero, pois os N nimeros aleatorios gerados estao entre [—1,1].
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Figura 2.6: Média e variancia dos N numeros aleatorios gerados randomicamente no in-
tervalo [—1,1]. Acima tem-se a variancia convergindo para um e abaixo tem-se a média

convergindo para zero.
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Na figura (2.7) a seguir se vé a representagao de duas macromoléculas geradas numerica-
mente. E um exercicio quase impossivel indicar o local exato no qual comega e/ou termina

a macromolécula.

(b) N = 300

Figura 2.7: Representagao de duas macromoléculas em seu estado de equilibrio randonico.

Em (a) temos 100 esferas e em (b) 300.
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2.3 Descricao Fenomelégica das Equacoes Constitutivas

ou Materiais

Antes de se explicitar os modelos de equacoes constitutivas para materiais simples,
enumera-se abaixo [60],[21] os principios fisicos aos quais estas equagoes devem satisfazer
a fim de que sejam mais proximas da realidade. O tensor de tensoes ¥ que descreve a
dindmica do material serd composto pela parte —pl (referente ao estado de repouso do
material ou do corpo continuo) mais a parte deviatorica o (que representa o movimento).
Assim escreve-se:

¥ =—pl+o, (2.15)

p € a pressao mecanica e I = d;; ¢ o tensor identidade. Enumera-se tais condigoes nos seis

itens que se seguem:

1. o(t) = F(Co, Uy, (t))ty<t, isto ¢, o tensor o devera ser um funcional F, ou depender,
do estado de configuragao inicial C)y do fluido e do tensor simétrico positivo definido
Uy, (ver apéndice (I)) relacionado a deformagao. Esta condi¢ao também é chamada de
principio da Causalidade (relagao causa-efeito) ou determinismo (memoria ou historia
de deformagao e condicao inicial) em que o depende da histéria do movimento (campo
de velocidade ou deformagao). Uma equacdo constitutiva mais geral relaciona a tensao
no material no tempo t com o tempo tg < t e experiéncias passadas de deformacao

sofrida pelo material,

o (t) = F(Co, Uty (1) )so<t- (2.16)

2. Principio da agao local (local action) postula que somente as particulas vizinhas (pe-
quenas vizinhangas) deverao ser envolvidas para a determinac¢do da tensdo em um
ponto. Este principio é consistente com a ideia de forgas de curto alcance entre par-
ticulas ou moléculas do material. Vamos considerar uma descrigao lagrangiana do
movimento em que o material passa de uma posi¢ao inicial x em ¢y, para a posicao
X(x,t) no instante de tempo t > . Neste instante ¢ podemos escrever, usando série
de Taylor,

0X

X(x +dx) = X(x) + &dx + O(|]dx||?). (2.17)
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Neste principio assume-se que O(||dx||?) < 1 (o qual pode ser desprezado) e tem-se

também que dX = a—dx. Defini-se o tensor F = x como sendo o tensor gradiente
b X

de deformacao.

. Uma equacao constitutiva deve ser sempre valida independente do sistema de coor-
denada em que o vetor posicao, velocidade ou tensor de tensoes é descrito, isto é,
esta ideia é definida como sendo o principio da invariancia de coordenadas. A forma
funcional F deve ser mantida independente se o e Vu sao descritos em coordenadas

retangulares, esféricas, cilindricas (ver apéndices (I) e (III)).

. Indiferenga material do referencial ou do inglés Material Frame Indiference (MFI)
[46],[60] também chamado de principio da objetividade (Trusdell e Tapia, 1960; Ol-
droyd,1950; Trusdell e Noll,1965), este postula que o material deve ser independente
do referencial adotado. O campo instantaneo de tensoes (ou resposta do material )
deve independer do movimento do observador ou referencial. A resposta mecéanica do
material deve ser invariante com relagao ao movimento de corpo rigido arbitrario ou

rotacao de eixos. Mais detalhes no apéndice (III).

. O principio “Fading Memory” [60] requer que a estrutura instantanea do campo de
tensoes esteja mais relacionadas com eventos (deformagdes) mais recentes. Dito de
outra forma o tensor das tensoes o depende mais fortemente das deformagoes no

tempo presente ¢ do que em um instante de tempo passado t’ < t.

. E por fim, a auséncia de um estado de referéncia. Nao existe um estado natural
de equilibrio (ou preferencial) do material em contraste com o comportamento de

materiais solidos (memoria perfeita).

2.3.1 Descricao geral de Equagoes Constitutivas de Materiais Sim-

ples

Um fluido simples, como foi definido na segao (2.3), é uma material cuja equagao cons-

titutiva possui todos os principios do formalismo constitutivo. Esta classe de fluidos é de

grande importancia, pois a maioria dos fluidos complexos apresentam seus modelos consti-

tutivos baseados no conceito de fluido simples. Outro aspecto importante é o fato de que,
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para estes fluidos, o tensor das tensoes o ¢é descrito como um funcional do tensor gradiente
de deformacao F(f) relativo e da historia de deformacao, fatos estes que sao consequén-
cias diretas, respectivamente, do principio da acao local e do principio da causalidade. Com
base nisso, tem-se que o tensor das tensoes podera ser representado formalmente da seguinte

forma [21]:

a(t):}“(%—}é : ogfgt), (2.18)

em que F é uma funcao. X é o vetor posicao no tempo t e £ é um vetor posicao num tempo

arbitrario.

Para se obter a equagao (2.18), nesta se¢ao [21] ¢é feita a caracterizagao do fluido em
termos do tensor gradiente de deformacao F e é apresentado as condigoes necessarias para

que o tensor o seja MFI conforme condigao 4 da se¢ao (2.3). Seja

X

s oox’

F(t) (2.19)

o referido tensor no qual X ¢ o vetor posicao no tempo t e x é o vetor no tempo t. Em geral

t #1t, e & claro quando t = t tem-se que X = x e deste modo nosso tensor F ¢ tal que

F(t:f):g—zzlzéij. (2.20)

Defini-se J = det(F) e para que se tenha de fato uma transformacio bijetora X(x,¢) ou
x(X, t) é necessario e suficiente que J # 0. Diante destas hipotéses e pelo final do apéndice
(I) pode-se decompor o tensor F de forma tinica e de duas maneiras possiveis (decomposigao
polar)

F.({) = Q(f)U,({) (a direita), (2.21)

F,(t) = V,(£)Qu(t) (a esquerda),
em que os tensores U, (t ) e V(£ ) sdo simétricos positivo definido e valem as relagdes U(f) =
FT({)F,(t) e V2(t) = F,({)FT(t). Estes tensores estdo ligados a efeito de deformagao

enquanto que o tensor ortogonal Q(t) esta associado a rotagao.

Para se escrever a equagao constitutiva dada em (2.18) inicia-se usando a regra da cadeia,

de maneira que pode-se:
X  0Xox ~ OxX

5 = ax e ~F D5 (2.22)

Assim o(t) = F(Ft(f)g—z

propde-se uma mudanga de coordenada do sistema {x} para o sistema {z'} e define-se as

0<it< t). Para analise da objetividade do tensor F,
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representacoes do tensor o no sistema de coordenada {z} no tempo # e {z'} no tempo #',

4

por:
. 0X;
Fyli) = 54 (1)
L
o (2.23)
FL(t) = t’
50 = 5, 0)
em que t' =t — p, o > 0. Agora usando a transformac¢ao homogénea [60|:
zh(t) = Qi (t)x;(t) + bi(t);
(1) = Qi ()2 (t) + bi(t) (2.04)
Xi(t') = Qi (1) X;(t) + bs(t');
e usando novamente a regra da cadeia, obtém-se:
0X! 0X] 0X,, Oxy
F.(t) = L= t o . 2.25
i(*) ox;  0Xp Oy, 8x;( ) (2:25)
0X] 0X, , :
Mas X = QZP@X = Qipdpm = Qim(t’) e analogamente tem-se que —- 8 v = Qi (t). Assim
a equagao (2.25) ficara:
Fi(t') = Q()F()Q" (#). (2.26)

Perceba que a equagao (2.26) ndo obdece ao principio da objetividade, visto que ao final da
tltima equacdo o tensor QT nao estd avaliado em #'. Porém, de qualquer maneira, pode-se

escrever a partir da equagao (2.26), a equagao que se segue:

Fj(i) = Q()F.(1)Q" (). (2.27)

/

Tem-se ainda g—z =Q(t ) o€

um estado inicial de referéncia fixo. Portanto pode-se considerar:

QT( ) e assumindo (por hipétese) que QT(0) = I, pois se quer

’ I 8X . n
o'(t) = f(F ()5 0§t§t>, (2.28)
em que 5 5
F (i) a’g, = [QUF()QT ()] QN e T (2.29)

Utilizando a decomposicdo polar a direita, onde R! (1) = Q(#), tem-se que F.(f) =
R, (1)U,(t) e a equacdo (2.29) ficara

ox’
o¢’

ox

Fi(t)+s €’

= RT(f)Rt(f)Ut(f) (2.30)

4Note que daqui em diante usa-se a notacdo indicial.
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ou simplismente

. 0x/ ~ 0%
F/(t)=—— =U,(t)=. 2.31
. ~ 0x 5 . . - .

Assim o/(t) = F <Ut(t)3_€ 0<t< t). Lembre-se que para fluidos simples néo existe

um estado de referéncia, assim o tensor o devera ser da forma:
o' (t) = ]—"(Ut(f) L —co<i< t). (2.32)

Note, finalmente, que pode-se escrever:

Q(H)F.(1)Q" (1) = [Q(H)R«(1)QT (N][Q(E)UL(1)QT (1)], (2.33)

no qual o primeiro termo entre colchetes do lado direito da equagao (2.33) nao é MFI, porém

o segundo termo entre colchetes ¢ MFI. Da equagao (2.32) tem-se que

QoQ'(t) = QO)F(UL(£)Q" (1), (2.34)

mas também é verdade que o’ = F(U'(t)) e o’(t) = F(Q(t)U,()QT(f)) e comparando

isto com a equagao (2.32) deve-se ter

a'(t) = F(QU()QT(t) : —co <t < ). (2.35)

2.4 Tensores de Cauchy-Green e Rivlin-Erickson

Deste ponto até a se¢ao (2.4.2) se vera como a partir de modelos lineares podem surgir
modelos ndo-lineares para o tensor de tensées o [9],[8],[41]. Como definido na segao (2.3.1)
considere uma descricao lagrangeana do movimento, em que duas particulas do fluido,
inicialmente no tempo ¢ estao separadas a uma distancia dX uma da outra. Suponha ainda
a auséncia de deformacdo. Imagine que para um tempo ¢t > ¢, devido ao escoamento, as
particulas passem a estar a uma distanica dx uma da outra. Este movimento relativo pode
ser descrito em termos do inverso do tensor gradiente de deformagao (equagao (2.19)) da

seguinte forma, usando série de Taylor,

x(X +dX,t) = x(X,t) + g—;zdx + O(||dX]]?). (2.36)

Suponha que ||dX]|| < 1 e portanto pode-se entdo desprezar o termo de segunda ordem

na equagao (2.36) e, pela equacdo (2.19), tem-se que dX = Fdx. Aqui ird se propor a
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decomposicao polar a esquerda do tensor taxa de deformacao F (conforme apéndice (I)) e
assim

F=Q({).U(t), (2.37)

em que o tensor ortogonal Q esta associado a rotacao de corpo rigido e o tensor U esta

associado ao efeito de estiramento do arco infinitesimal dX.

Da equacdo (2.37) obtém-se que F7 = UTQ? = UQT e ao se multiplicar a direita por
F nesta tltima expressao, tem-se FT.F = U.Q”T.Q.U = U?. Deste modo defini-se o tensor

deformacao direito de Cauchy-Green [8], como sendo
C(t)=U*=F'F. (2.38)

Para obter uma expressao para a deformacao do vetor dX procede-se da seguinte forma.

Pela equagao (2.19), tem-se:
[|[dX||* = dX -dX = Fdx-Fdx = F'Fdx - dx = Cdx - dx, (2.39)
ou ainda, usando a multiplicacao usual entre matriz e vetor, chega-se a equacgao:

|dX|| = VdxT C dx. (2.40)

Supondo, agora, que as trajetorias do movimento sao conhecidas e que a histéria de de-
formagao também é conhecida, isto é, C(f) ¢ conhecido para todo t > . E escrevendo a
equacao (2.38) em notagao indicial tem-se,

OXy(t) OXi(t)

2.41

z]f ZFIW ij Fk:z( )Fk’]( )

Lembre-se que X ¢ funcdo de ¢ neste tempo de referéncia e que x néo é, ao calcular a
derivada da equagao (2.41) com rela(;éo a t, obtém-se:

~ 2.42
dt 8@ 8xj 8901 6xj ( )

Note que ao avaliar a equagao (2.42) no tempo t = t temos ¢ claro Xy = x, ¢ assim

dt c%j + (91:1 J

(2.43)

Assim ao dirivar a equagdo (2.38) em rela¢do ao tempo t, obteve-se o tensor 2D. Deste

modo se define o tensor

dCU=1) _ pw _yp, (2.44)
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como sendo o primeiro tensor de Rivlin-Erickson [8]. Pode-se ainda diferenciar a equagao

(2.42) com relagdo a t, isto &,

d2CZ-j(f) B i O0X (1) Ouy (1) _|_i Oug(t) 0X (1) (2.45)
Apos os devidos calculos na equagao (2.45), obtém-se a expressao:
dQC’ij(f) B 20uy (1) Oug(t) n 0X(t) 8Xn(f)i Ou(t)
1 OXull) Qurlf) Qunl) | 0Xu(l) d (Fur(t)Y OXilt) , OXulh) Duad) Duald) 4

Fazendo novamente t = £ na equacio (2.46), obtém-se:

~

d?Cy;(t) _ 28uk(f)8uk(f)+i <8uk(f)) 8ui(f)8un(f)+i <8uj(f)) 8uj(f)8un(f).

dt? ox; dxj;  dt \ 90X, Ox, Ox;  dt \ Ox; ox, Ox;
(2.47)
Como o tensor A = 2D ¢ simétrico, ao usa-lo na equacdo (2.47), chega-se a equaco,
cCy(t) _ d (@Y, ),y Ouald)
——=—= (4, > ——A, — A 2.48
dt? dt < i) T dr; ™ * ox; " ( )

Defini-se o segundo tensor de Rivlin-Erickson como sendo

Cyt) o

— =AY (2.49)
Usando as identidades,
Oun(t) ,q1) : Oun(t) 41 ;
AW AW AL — | AWM, T 2.
5 A = [Vu)AD] e Sl (Vu@)™] . (250)

pode-se escrever a equagao (2.48) na notagao de Gibbs, da seguinte forma:

d N A~
A® -4 (Ag)) +Vu().AD + AW (Vu(i))". (2.51)

A derivada temporal do tensor A (quando £ — t) com relacio a t deve ser entendida
como a derivada material, D/Dt, uma vez que estamos seguindo a particula. Pode-se ainda
continuar o processo de derivacdo com respeito a t, do tensor de Cauchy-Green e obter uma
expressdo geral para os tensores de Rivlin-Erickson [52] da forma A(™+1). Pode ser mostrado
apos célculos enfadonhos que:

DA®
A+ — 7 +LTAM A T, (2.52)

em que L = [Vu(?)]”. Mostra-se, também, que os tensores de Rivlin-Erickson sio quanti-

dades objetivas conforme defini¢do dada no apéndice (I).
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2.4.1 Expansao de Rivlin-Erickson

Na equacao (2.53) abaixo se vé a expansao, em série de Taylor, do tensor de Cauchy-
Green. Aqui, como acima, se faz a hipotése de um escoamento lento (ou fraco), que nao

causa deformagoes consideravéis no fluido.

dC;; 1 d2C;; ,
Cy(t) = Cit) — —2| (t—t)+=—2| (t—t)+...

2.
dt’ lv=t 21 dt'? = ’ (2.53)

em que t = s+t' e s > 0. Nota-se que C;;(t) = 0;; = I é o tensor identidade. Dessa maneira

a equacao (2.53) pode-se ser reescrita como sendo:

1 X (=D)
@@_m:%f@u+?@w+“;§:Gﬁl%uﬂ, (2.54)
’ n=>0 :

e defini-se Al(-;)) = 0.

Da segao (2.3.1), pode-se considerar o tensor de tensdo o’ em fungao de U?(t') e assim

o' (x,t) = F{U?(t'); s > 0}. Ao usar U%(t — s) = C(t — s) entao pode-se escrever:

o' (x,t) = f{f <(_n1!)n,4§j> s") s> 0} . (2.55)

n=0

E razoéavel supor que o funcional F é monotdnico, isto é, nao possui variagoes abruptas sob
hipotese de um escoamento fraco. Assim, o tensor o’ pode ser considerado apenas como

sendo uma combinacao linear dos n primeiros tensores de Rivlin-Erickson, e escreve-se:
o'(x,t) = FIL AW, AM) =) "p,AV), (2.56)
5=0

em que os coeficientes ¢; sao fungoes materiais do fluido em questao.

Neste ponto usa-se a hipotése de que U(f) = I, para todo £ < t, isto é, supde-se que o
material estd em repouso. Assim da equagao (2.35) tem-se que o (t) = F{I} = S. Agora,

olhando a invariancia material, note que

§' = o/ = Q1)SQ” () = F{QUUHQ (1)} = F{I} = S. (2.57)

Assim, S é um tensor isotrépico de segunda ordem, e neste caso sabe-se que ele pode ser
escrito [8] na forma:

S = o, (2.58)
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sendo oo uma constante material. Tem-se por definicao que o tensor de tensoes geral é dado
por ¥ = —pl + o e que pela definigdo da pressdo mecénica deve-se ter que tr(o) = 0. Mas
o = al entdo tr(o) = 3a = 0 = a = 0. E finalmente tem-se que S = & = 0, na hipotése

de ser U(f) = 1.

Ainda na hipotése de ser o funcional F monotoncio, pode-se propor que o tensor o seja
dado por uma soma dos tensores de Rivilin-Erickson, conforme equagao (2.56) e como se viu
logo acima, se n = 0 na referida equacao entao S(I) = 0, e dai o nao dependera do tensor
identidade I. Agora para o caso de n = 1 e, pelo teorema de Cayley-Hamilton (apéndice
(I)), tem-se que:

o=8=F{AD} = ;AN 4 ) (AW)?, (2.59)

mas A = 2D e na hipotése de ser p; = p e vy = 0 entdo obtém-se apenas
¥ =—pl+2uD, (2.60)

que é o tensor de tensoes para um fluido newtoniano incompressivel.

Para n =2 tem-se 0 = § = F{I, A, A®} = 2D + 0y (AM)2 + p3A? e da equacio
(2.52) pode-se escrever:

D(D)

o = 2uD + 4p;,D? + 203 |VuD + D(Vu)? + T

(2.61)

O termo entre colchetes da equagao (2.61) é a derivada oldroyd baixa do tensor D, que

conforme apéndice (IIT), pode ser escrita como

d+(D)

o =2uD + 4p,D? + 2¢SjT. (2.62)
E comum considerar 23 = —a e 4y = 23 e deste modo obtém-se:
0. (D
o =2uD +28D? — a +§t ), (2.63)

que ¢é a equagao constitutiva para o regime de viscoelasticidade nao-linear para o tensor o.

Para o fluido de segunda ordem mais usado na descricao de fluidos viscoelasticos em
6,(D) 0D

——, e desta maneira:

ot ot

regime linear, usa-se a hipotese

D
o= 2uD - O‘aa_t +28D?, (2.64)
N’

viscoelasticidade linear
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note que « e 3 possuem unidade de Pa s?.

A titulo de ilustracao apresenta-se um exemplo para se ver um pouco da teoria que foi

apresentada nas segoes anteriores.

Exemplo 2.1 Considere o caso do cisalhamento simples, que possui campo de velocidade
dado por: u = (Y2,0,0). E em t =t vamos assumir que X = (1, Ty, x3) = (X1, X9, X3) =

X. Calculando as equagoes das trajetorias, obtém-se:

(dl’l . .
= Axg = x1(t) = Y2t + ¢4
d
;;2 _ O = 513'2(?5) = ¢y = XQ (265)
dx
\d—;:()il'g(t):Cg:Xg

Agora tem-se que x1(t) = Yxat + ¢y e, em t = f, tem-se por hipotése que x1 = X, entao

ey = a1 — Ayaot. Assim X, (t) = xy + Yao(t — ). Calculando o tensor F, chega-se a matriz:
1 0

Fit)=10 1 0] (2.66)
0 1

Note que det(F) = 1. Assim, neste exemplo, tem-se um escoamento incompressivel (V-u =

0). Note ainda que

010 1 yt—1t) 0
1, . '
D=:4[1 0 0feCH=FOF®)=|5t-1) 1+32t-1)?2 0. (267
000 0 0 1

O cilculo de AWM e A® nos dard: A = 2D = 4(ejey + eze;) e A® = 252 ezey. Pode-se
colocar o tensor C(t) em fun¢io de A e A® | ficando do seguinte modo:

~

Ct)=T— AV —F) + %A@)(t _iy (2.68)

2.4.2 Fluidos de Reiner-Rivilin

Um fluido puramente viscoso é aquele cuja a tensao é apenas funcao do gradiente de
velocidade instantaneo, independente da historia de Vu = D + W, assim escreve-se [52],

[8]:

o(t)=F(Vu)|_ (2.69)

t=t
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aplicando o principio da objetividade tem-se que o tensor taxa de rotacao nao é uma quan-
tidade objetiva (apéndice (III)). Assim, o tensor o deve ser apenas fungao do tensor D.
Entao, neste caso, deve-se usar

o(t) = F(D). (2.70)

Todo fluido que possui seu tensor de tensoes representado apenas em fungao de D sao
chamados de fluidos de Reiner-Rivilin. Para um comportamento monotonico da funcao
F pode-se propor o como sendo o seguinte polindmio em termos dos tensores de segunda
ordem: I, D, D?, .. ..

+oo
o = fo(Ip,IIn, IT1Ip)1+ Y fu(In, IIp, I11p)D", (2.71)

n=1

em que os termos Ip, [Ip e I11lp sao os invariantes principais do tensor D, que sao dados

por
Ip=tr(D) =V -u, (2.72)

[Ty = %[1,?, - tr(D2)}, (2.73)

[TIp = det(D). (2.74)

Do teorema de Cayley-Hamilton (ver apéndice (I)) pode-se escrever D? da forma
D}=IpD*—IIpD—IIIp], (2.75)

isto é, dependendo apenas de I, D e D?. Dessa maneira, atraves do teorema de Cayley-
Hamilton, pode-se escrever recursivamente as poténcias de D", para n > 3, na equagao
(2.71), apenas como fungao de I, D e D?. Logo o tensor o pode ser expresso apenas como

uma combinacao linear de I, D, e D?, como segue

o = go(Ip, I Ip, [IIp)I+ gi(Ip, I, [1Ip)D + go(Ip, [Ip, [115)D?. (2.76)

Neste ponto vale ressaltar o importante caso particular, do fluido newtoniano. Neste

2
caso tem-se gg = ——u Ip, g1 = 2i e go = 0. Assim:

3
2
o= —g,utr(D)I—i-2uD, (2.77)
e
1
S = —pl+ 2 <D - 5(V-uw) I) . (2.78)
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Conforme equagao (2.15) e p = p°—k V-u, com & sendo o segundo coeficiente de viscosidade.
No caso de ser k = 0 tem-se o fluido stokesiano. Para o fluido stokesiano incompressivel
mais geral se obtem a equagao

o=2uD+p <D2 - %tT(DQ) I) . (2.79)

2.5 Modelos de Fluidos Nao-Newtoniano Viscosos

Nesta secao sao apresentados os modelos de fluidos nao-newtonianos viscosos mais co-
muns usados na reologia. O primeiro deles, j4 mencionado na introdugao, é o fluido Power-

law.

e Power-Law: relaciona a viscosidade p do fluido e a taxa de cisalhamento 4 do

seguinte modo
p(y) = k" (2.80)

em que k e n sao pardmetros a serem ajustados com os dados experimentais. Se
n = 1 entao tem-se viscosidade constante, i.e., um fluido newtoniano. Se n < 1, tem-
se o efeito pseudo-plastico. (Exemplos: Sangue, logurt, chocolate liquido, maioria
dos polimeros concentrados entre outros). Para n > 1, tem-se os fluidos dilatantes®,

comportamento que ocorre em suspensoes concentradas ou poliméricas.

Como tem-se ¥ = v/2D: D entao pode-se ainda escrever a viscosidade p em termos

do tensor taxa de deformagao como

n—1

j(3) = k[2D: DT = k[2tr(DY)] 7. (2.81)

A 1ultima igualdade se deve ao fato de D ser simétrico.

e Modelo de Bingham (ou plésticos de Binghan). Estes materais exigem-se uma
tensao minima para poder escoar. Esta tensao minima também é conhecida por
tensdo limite de escoamento ou tensdo critica®. Dito de outra forma, o fluido de

Bingham é caracterizado por ter um comportamento de corpo rigido (s6lido) quando

5No inglés se diz “shear-thickening”

Aa ¢

SEm inglés “yieldstress”
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a tensao de cisalhamento é menor que a tensao de cisalhamento critica oy. Acima da
tensao critica, o fluido comega a escoar. Exemplos destes fluidos sao: Cremes dentais,

graxas, pomadas e etc.

Este modelo ¢ dado por

o =00+ uy; 0> 0p; (2.82)

P)/:O’ o < 0o,

sendo o( a tensao critica.

e Carreou-Yasuda (C-Y) combina toda a regidao power-law e as dua regides g =
lim p(%) € proo = lim p(5). O modelo é dado por
¥—0 J—o0
L=l 14 ()7 (2.83)
Mo — Moo
Os parametros A e n devem ser obtidos atraves de ajustes de dados experimentais ou

numéricos.

Neste ponto apresenta-se um limite assintético para o modelo C-Y. Para isso assume-

se que A < 1, e usa-se a expansao de Newton

—1
(1+x)p:1+px+l%x2+...+xp, (2.84)

até a primeira ordem, no modelo C-Y, desta forma pode-se escrever que

IR foo + (Ko — fhoo) [1 + QVW“} : (2.85)

n J—
u)\a = constante, e além disso assumindo-se que (o, < @ assim
a

= oo R b € oo K fig €NLAO g — oo A2 po. LOgO

Definindo K =

B po + po KA, (2.86)

ou ainda se considerar C' = g K = constante e a = m — 1, entao pu = pug + Cy™ 1.
Note, finalmente, que a memos do termo iy o limite assintético do modelo C-Y se

reduz ao modelo power-law.

e Modelo de Cross-(1965) Este modelo ¢ dado por

Ho — b .
= |ky]™. 2.87
K (2.87)
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Fazendo-se as mesmas consideracoes anteriores para o limite assintotico, pode-se mos-
trar que o modelo de Cross se reduz, também, ao modelo power-law. Isto é, se
fo fo = fo — LR € fleo K [T L — oo A p. Entdo p/pe & (kY)T™ ou,
assumindo-se, —m =n — 1 e uok™™ = ¢ = constante, entdo u = cy" 1.

Este modelo sera utilizado nos proximos capitulos a fim de se ter y = u(De), com

De = 17.

e Modelo de Herckell-Bulkley combima o modelo de Bingham e power-law, do

seguinte modo.
u(y) = (2.88)

Este modelo é utilizado em fluidos de perfuracao na industria petroquimica.

e Modelo de Casson ¢ utilizado para fluidos como o sangue, e é dado por

o0; lo| < a9
u(3) = o (2.89)

ﬁ; lo| > oo,

¢ & a fragao volumétrica de eritrositos. Uma estimativa para o parametro 5 é =

2(110000) /2. No caso mais geral tem-se que a viscosidade ¢ dada por

mw:%w+%+mw (2.90)

2.6 Viscoelasticidade Linear

Com a finalidade de caracterizar o comportamento de um fluido complexo, apresenta-se
nesta secao algums modelos matematicos que capturam de uma forma mais geral a resposta
viscoeldstica de um material. Na viscoelasticidade linear de fluidos nao-newtonianos, se
analisa a descricao da resposta viscoelastica através do efeito viscoso, que tem a haver
com a dissipacao de energia, e do efeito elastico, que esta associado com a restauracao
ou armazenamento de energia, e a este ltimo associa-se um tempo de relaxacao principal

do fluido 7,. Nesta secao, restringi-se a pequenos gradientes de deformagao e taxas de
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cisalhamento. Deste modo, tem-se que a morfologia das misturas poliméricas nao é afetada.

Além disto pode-se assumir, matematicamente, que:

Du Ou ou

aqui u ¢ o campo de deslocamento. Este resultado se deve ao fato de que u - Vu ~ )2,
sendo A uma escala tipica de comprimento do fenémeno em anélise, que suspostamente é
A < 1. Defini-se a deformagao’ como sendo v = (t) e deste modo tem-se ¥ = dvy/dt como
a taxa de deformacao®. Como a deformacao é adimensional entao 4 possui unidade de s71,

isto é, possui unidade de frequéncia. Por fim é pela agao do cisalhamento (que depende de

%) que provoca-se a excita¢ao no fluido, o qual responderé a esta acao.

Nas segoes de (2.7) até (2.10) tem-se os tipos de escoamento mais utilizados para carac-

terizar liquidos poliméricos.

2.7 Cisalhamento Simples

O campo de velocidade de um cisalhamento simples ¢ dado por u = (4x2,0,0), no
qual ¥ = du/dzxs, u é a velocidade na diregdo do escoamento e xs é a diregdo normal ao
escoamento (diregao do gradiente de velocidade). O tensor de tensoes total sera dado pela
equacao

¥ =—pl+o, (2.92)

em que p € pressao e I é o tensor identidade. Explicita-se as entradas do tensor X na matriz

abaixo,
—p+ou 012 0
%= 012 —p+ 022 0
0 0 —p+ 033

Medidas experimentais mostram que nos escoamentos de cisalhamento simples de fluidos
incompressiveis apenas trés medidas de tensoes sao possiveis e portanto de maior interesse,
sao elas: A tensao de cisalhamento ois; a primeira diferenca de tensoes normais, represen-

tada por N7 = 017 — 099 e a segunda diferenca de tensoes normais dada por Ny = 095 — 033,

"No inglés se diz strain

8No inglés se diz shear rate
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de modo que trés fungoes materiais sao de maior interesse em escoamentos de cisalhamento
simples em regime permanente. A saber:

e A viscosidade aparente:
012

n(y) = R (2.93)

e O primeiro coeficiente de tensoes normais:

011 — 022

U(y) = —— (2.94)
f)/
¢ O segundo coeficiente de tensoes normais:
. 022 — 033
Uo(§) = ——5— (2.95)

A

Além das fungoes materiais em regime permanente, um fluido é ainda caracterizado por
experimentos em regime transiente, nos quais novas fungoes materiais sao obtidas, por este

motivo apresenta-se o cisalhamento oscilatorio abaixo.

2.8 Cisalhamento Oscilatorio

Neste cisalhamento, considera-se a deformagao oscilatéria como sendo: ~y(t) = 7 sin(wt),
em que w € a frequéncia de excitagao e a deformagao inicial vy € tal que 7y < 1. Usa-se w
e 7o, nestes termos, como parametros de entrada deste cisalhamento.

Desta forma

dry

= = o cos(wt), (2.96)

(1)
da equagao (2.96) define-se: 4y = yow e entao §(t) = o cos(wt).

Devido a excitagao gerada pelo cisalhamento, que neste caso é oscilatorio, tem-se como

resposta dada pelo fluido a tens@o o(t). Se propoe escrever o(t) como sendo
o(t) = A(w)vyosin(wt + «), para 0 < o < g, (2.97)

ou

o(t) = B(w)vp cos(wt — ), para 0 < [ < g, (2.98)
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em que « € a diferenca de fase entre a onda de deformacao e a resposta da tensao e § =
7/2 — a. Pode-se ainda representar as equagoes (2.97) e (2.98) em termos das componentes

da tensao em fase e fora de fase com 7, e 7y, do seguinte modo
o(t) = G'(w)yosin(wt) + G"(w)~o cos(wt), (2.99)

ou ainda

a(t) =n'(w)vo cos(wt) + 1" (w)o sin(wt). (2.100)

Define-se G'(w), componente em fase com 7, como sendo o modulo elastico de cisalha-
mento? e G”(w), componente em fase com 7 como sendo o médulo viscoso. O termo 7' (w),
componente em fase com 7, é chamado de primeiro coeficiente viscoso ou viscosidade de
cisalhamento dindmica. E finalmente 7”(w), componente em fase com =, é o segundo coefi-
ciente de viscosidade. Estes termos sao fungoes viscoelasticas ou médulos viscoelasticos do
fluido. Devido a G', G”, ' e " determinarem a tensao de cisalhamento, que é uma fungao
linear com a deformacao (ou da taxa de deformagao), estas fun¢oes materiais sdo designadas
por propriedades viscoelasticas lineares. E importante relatar que para um solido eléstico
perfeito, tem-se que G”(w) = 0 ¢ ainda o(t) = G'(w)y(t). Para um fluido Newtoniano,

tem-se que 7" (w) =0 e a(t) = n'(w)¥(t) [8].

Expandindo as equagoes (2.97) e (2.98) e comparando termo a termo com as equagoes

(2.99) e (2.100), respectivamente, tem-se

G'(w) = A(w) cos(a) e G"(w) = A(w) sin(a)

n'(w) = B(w)cos(B) e n"(w) = B(w) sin(p).

(2.101)

Da equagao (2.101) concluim-se que (A(w))? = (G'(w))?* + (G"(w))? e ainda (B(w))? =
(' (w))? + (n”(w))?. Diante disto, ¢ natural definir G*(w) = G'(w) + iG”(w) como sendo o
moédulo complexo e 7*(w) = n'(w) — in”(w) como sendo a viscosidade complexa e 2 = —1
¢ a unidade imaginaria dos nimeros complexos. Note que a viscosidade complexa n*(w) é

o conjugado do médulo complexo G*(w), isto é, G*(w) = n*(w).

Pode-se ainda fazer o estudo que foi feito acima, utilizando-se das variaveis complexas.

Para isto lembre-se, inicialmente, da relacio de Euler, ¢ = cos(f) + isin(f). Deste modo,

9No inglés se diz storage modulus
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é comum usar a excitacao imposta com o sistema oscilando com uma frequéncia w escrita
na formas:

Y(t) = o et (2.102)

Assim a taxa de cisalhamento do sistema é dada pela equacao:
F(t) = iwyp e, (2.103)

e defini-se a amplitude da taxa de cisalhamento como sendo 4y = iw7yy. A resposta desta

excitagao escrita em termos da tensao de cisalhamento, serd da forma:
o(t) = 5o e'@He), (2.104)

ou pode ser da forma

o(t) = o’ e, (2.105)
com o' = Gy e sendo a amplitude complexa.

Defini-se, ainda, a tensao de cisalhamento em termos da deformacao vy ou da taxa de

cisalhamento 7y, através das duas equagoes que se seguem:
o(t) = Y G*(w) e, (2.106)

ou

o(t) = Yon*(w) e™". (2.107)

Destas duas ultimas equacgoes, mostra-se as relagoes entre os coeficientes viscoelasticos como
sendo:

G'(w) =wn'(w) e G"(w) =wn (w), (2.108)

diante da equagdo (2.108) é comum chamar, também, 1’ de mdédulo viscoso e 7" de moddulo

elastico.

E habitual realizar experimentos em cisalhamento oscilatério para averiguar a faixa de
viscoelasticidade linear do fluido. Dos experimentos de viscoelasticidade linear pode- se
determinar a viscosidade do fluido e o tempo de relaxacao principal 7,. Para isto é definido
uma frequéncia de oscilagao, f, (w = 2nf ; com 1 < w < 10rad/s uma variagao tipica) na
qual é avaliado G’ e G” em funcao da amplitude 1072 < v, < 1. A regiao linear é detectada

no intervalo em que G’ e G” nao dependem de . Este experimento é designado por teste
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de varredura de amplitude!?. Para detectar quando o material passa de um comportamento
predominantemente sélido para um comportamento predominantemente liquido, seleciona-
se um 7o dentro do regime linear e varia-se a frequéncia 107! < w < 100 rad/s. A este
tltimo experimento d4-se o nome de Teste de Varredura de Frequénciall . O ponto em que

a curva de G’ intersecta a curva de G” é designado de ponto critico'? [23].

Define-se abaixo o campo de velocidade tipico de um cisalhamento oscilatério e que seréa
utilizado neste trabalho.

u(t) = (Y x2 cos(wt),0,0). (2.109)

2.9 Escoamento Extensional Permanente

O escoamento extensional permanente ou escoamento elongacioanal possue o campo de

velocidade dado, de um modo geral, pela seguinte relagao 8|
u(x) = (ui(x), u2(x), uz(x)), (2.110)

em que x = (11 7o x3)7 €R3 e

(

ui(x) = —5€(1 + b)ay,

us(x) = —Lé(1 — by, (2.111)

ug(x) = +€éxs,
\

em que 0 < b < 1 ¢é um paramétro dado e ¢ é a taxa de estiramento ou elongacao, que
pode depender do tempo. Para escolhas particulares do paramétro b tem-se os seguintes

escoamentos:

e Uniaxial se b=0¢ é > 0,
e Biaxial se b=0¢e é <0,

e Planar se b= 1.

1ONo inglés se diz Amplitude Sweep Test
"No inglés se diz Frequency Sweep Test
12No inglés se diz Yield Point
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Neste trabalho sera usado, porém, o escoamento extensional que possui o seguinte campo

de velocidade,

u(x) = (éxl,—%é@,—%m) | (2.112)
Para esses tipos de escoamentos o tensor de tensoes total 3, como na equagao (2.92), é
dado por
—p+o1 0 0
= 0 —p + 022 0
0 0 —p+ 033

As medidas de interesse para este escoamento sao as duas diferencas de tensoes normais,
Nj e N,, e a fungao material viscosidade extensional i, dada, como uma primeira definicao,

pela expressao

2011 — 092 — 033

e (€) = 5 (2.113)

E importante determinar como seria a viscosidade de um fluido Newtoniano sujeito a um
escoamento extensional permanente. Tem-se que o modelo geral de um tensor de tensoes

de um fluido Newtoniano é da forma:
o=—pl+2u;D. (2.114)

Usando a equagao (2.112) determina-se o tensor deformagao D e em seguida, pela equa-
gao (2.114), obtém-se, desprezando o termo da pressdo mecanica, as tensdes normais:
011 = 2Uus€ € 099 = 033 = —g €. Substituindo na equagao (2.113) conclui-se que a vis-
cosidade extensional de um fluido Newtoniano para este tipo de escoamento é p. = 3s.

Esta relagao é definida como viscosidade de Trouton [22]|. Desta maneira, para se normali-

zar'® a viscosidade extensional usa-se uma segunda proposta para a viscosidade extensional
dada por:
. 2011 — 092 — 033
pe(€) = o . (2.115)

E agora, com as mesmas tensoes normais determinadas anteriormente, substituidas na

equagao (2.115) é imediato verificar que e = ps.

BIsto &, fazer com que a viscosidade extensional de um fluido Newtoniano seja igual a propria viscosidade

s do fluido.
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2.10 Impulso de Deformacao Aplicada.

O impulso de deformacgao (no inglés “step-strain”) é um escoamento utilizado para a
caracterizagao dos efeitos de memoria de um dado fluido complexo, visto que permite a
obtencao de sua funcgao relaxacao de tensao ® e, a partir desta, do tempo de relaxacao

principal 7,, como se vera logo adiante.

No escoamento por impulso de deformagao, considera-se o fluido inicialmente em repouso
e em um determindo instante de tempo t, aplica-se uma taxa de cisalhamento (ou uma
excitagao) por um curto espago de tempo dt < 1s. E em seguida, se observa como a tensao

de cisalhamento o(t) relaxa no tempo.

Matematicamente este campo de velocidade pode ser considerado como:
u(t) = (9(t)z9,0,0), (2.116)
em que ¥(t) = yU(t — ty) e a fungado Y(t — ty) é dada por:

1
It —to) = 4 dt (2.117)

0, c.c.
Lembre-se que 79 < 1 é a deformacao inicial e ressalta-se que dt é o passo de tempo
experimental utilizado, que normalmente é bem menor que 1 s. Note ainda que deste modo
tem-se que (t) = 7o/dt, para t € [tg,to + dt]. Na figura (2.8) tem-se uma representacao
esquematica da aplicacao do impulso de deformagao constante 7y em ¢y no intervalo de

tempo dt.

Da figura (2.8) conclui-se que a deformagao y(t) e a taxa de deformagao () sao dadas,

respectivamente, pelas fungoes:

0, se t <to;

—t
V(t) = w, se t € [to, to + di]; (2.118)

Yo, se t >ty + dt.
\
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t o ty+dt

Figura 2.8: Representacao esquemética da taxa de deformacao e taxa de cisalhamento do

escoamento por taxa de deformagao aplicada.

0, se t <tp;
() = %, se 1 € [to, o + di]; (2.119)

0, se t >ty+dt.

\

Na segao (2.12) tem-se novamente este escoamento na qual o interesse serd apresentar uma
relagdo entre a tensdo o e a fungao relaxagao de tensao ¢ (definida na proxima se¢do), no

caso em que dt tende a zero.

2.11 Modelo Constitutivo de Maxwell para Viscoelasti-

cidade Linear

A teoria matematica de viscoelasticidade linear tem como base a superposicao de efeitos
e a resposta da tensao do fluido em qualquer tempo é diretamente proporcional a taxa
de deformagao 4, incluindo derivadas temporais em o e 4 [§8]. No regime de pequenas

deformagoes as derivadas que aparecem nestes modelos sao lineares.

Uma equagao diferencial geral para regime de viscoelasticidade linear foi proposto por

Oldroyd [49] e é da forma

0 0? a" 0 0? am
(14—0[1&—%0@@—1—...4—0&”%)0— (ﬁ0+51&+ﬁ2w+”'+ﬁnat—m)7’ (2120)

47



em que n = moun = m—1. Os coeficientes materiais que aparece neste modelo imdependem

de v ou %4 e da propria tensao.*

O primeiro dos modelos de comportamento molecular propostos para caracterizacao
de um fluido viscoelastico foi proposto por Maxwell [4],]9] e baseava-se numa analogia
com o sistema mecénico mola-amortecedor (elemento elastico-elemento viscoso). Neste
sistema mecénico uma deformacao sibita originard uma resposta essencialmente eléstica
observando-se, também neste caso, & semelhanca de um fluido viscoelastico, a capacidade
do sistema em relaxar as tensoes inicialmente desenvolvidas no processo de deformacao ao

fim de algum tempo.

No modelo proposto por Maxwell consideram-se oy = o = /G e f; = g = 1 e ainda
os demais coeficientes iguais a zero na equagao (2.120). Assim usando-se de escoamentos

unidirecionais tem-se que o — ¢ e vy — 7y e entao a equagao (2.120) ficara

Jo 0 )
o+as = ,Bla—z — Bi%. (2.121)

Como dito acima, este modelo surgiu pois Maxwell idealizou o fluido com um parte
elastica (E) e uma parte viscosa (V') e as tensdes oy = G7yg, devido ao modelo de Hooke
e oy = Ny, devido ao modelo viscoso de Newton. Maxwell usou ainda ¥ = 4g + 9y e o
balango de tensoes o = oy = op. Assim, 6 = Gyg e 6y = nyy e desta forma tem-se a
equacao

= gaE + oy, (2.122)

e fazendo a = % e /1 = n, tem-se a equagao (2.121). A interpretacao fisica dada para
este modelo pode ser descrita como um sistema mola-amortecedor em série, no qual a
constante da mola é dada por G com deslocamento v, e um amortecedor com constante de

amortecimento 7 e taxa de amortecimento .

A equagao em (2.121) é uma EDO linear cuja solugao é

ot) =1 / exp(—(t — ') /)y (') dt, (2.123)

os limites de integragao sao devidos ao fato do fluido possuir memoria, isto é, a tensao

o avaliada no tempo t depende da historia da taxa de deformacao para todo o tempo '

14Por exemplo em viscoelasticidade linear temos que: 4 = 2D = (Vu + (VU)T).

48



Figura 2.9: Modelo ilustrativo de um elemento de Maxwell. Em 7 tem-se representado o

elemento viscoso e em « tem-se o elemento elastico.

anterior a t, ou de maneira geral, —oo < t’ < t. A integral que se vé na equacao (2.123) é

chamada de integral de convolucao.

Definindo a funcao,

Ot —t) = gexp(—(t —¥)/a), (2.124)

pode-se reescrever a equagao (2.123) como:
t

o(t) = / Ot —t')y(t') dt'. (2.125)
A funcdo ®(t —t') é chamada de fungao memoria de Maxwell ou fungao relaxagao de tensao
(no inglés “stress relazation function ”). Perceba que ®(t — ¢') é uma fungdo positiva e
dependente do tipo de fluido analisado (tem-se 77 como um coeficiente de @), e ainda observa-
se que ®(t—1t") tende a zero a medida que (t—t') torna-se suficientemente grande. A equagao
(2.125) deve ser vista sob o principio da causalidade, o qual afirma que a tensao depende da
historia do carregamento, i.e., a tensao no tempo presente ¢ depende da taxa de deformacao
ou historia de deformacao em tempos anteriores t'. Neste contexto, a exponencial vista
na equacgao (2.124) pode ser entendida como um fator multiplicativo e que assume valores

maiores para tempos mais préoximos do tempo ¢, e menores para tempos distantes de t,

indicando portanto que a tensao é mais suscetivel & histéria mais recente de deformacao.
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Em funcao disto, diz-se que fluidos de Maxwell apresentam memoria, ja que seu estado
atual depende de estados passados e, além disso, sua memoria decresce rapidamente para
eventos que tenham ocorrido em instantes de tempo mais afastados do presente, mostrando

que este modelo se adéqua ao principio de fadding memory, como visto na se¢ao (2.3).

Ao analisar um pouco mais as equagoes (2.123) e (2.125), propde-se a seguinte mudanga

de variavel s = s(t') =t — t/, deste modo, tem-se
_n
O(s) = —exp(—s/a), (2.126)
a
e assim o(t) escreve-se agora como:

o(t) = g / exp(—(t — ') /)y dt' = g /0 " exp(—s /) ds. (2.127)

—0Q0

Neste ponto do trabalho se utilizara a taxa de cisalhamento 4(¢') como descrito no
cisalhamento oscilatorio, na segao (2.8), i.e., ¥(t') = 4y cos(wt’), usando-a no modelo de
viscoelasticidade linear de Maxwell, equagao (2.125), a tensao o(t) ficara:

t
o(t) = / O(t — t')A cos(wt’) dt’, (2.128)
e fazendo novamente s = s(t') =t —t' & t' =t — s e usando a identidade trigonométrica

cos(wt — ws) = cos(wt) cos(ws) + sin(wt) sin(ws), obtém-se

o(t) = ( /0 o) cos(ws)ds) 4o cos(wt) + ( /0 o) sin(ws)ds) Josin(wt),  (2.129)

e comparando a equagao (2.129) com a equagao (2.100), tem-se, finalmente, as importantes
relagoes:

7 (w) _/o OO@(S) cos(ws)ds e n"(w) —/0 Ooq)(s) sin(ws)ds. (2.130)

Como tem-se, por definicao, que n* = n' — in” entdo pode-se ainda escrever n* na forma
+oo
n*(w) = / O (s) exp(—iws) ds; it =—1. (2.131)
0

Sabe-se ainda do calculo integral e diferencial que, usando-se a transformada de Fourier
cosseno ou seno, pode-se obter a fun¢ao ®(s) de duas maneiras diferentes, a saber:

400 400
d(s) = z/O n'(w) cos(ws)dw e P(s) = z/o n"(w) sin(ws)dw, (2.132)

T T
sendo a primeira equacao a transformada de Fourier cosseno e a segunda equagao a trans-

formada de Fourier seno.
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Neste ponto defini-se o limite, lir% n'(w) = ny = ps, como sendo a viscosidade efetiva da
w—>

suspensao polimérica, entao usando a equagao (2.130), pode-se escrever

+0o0
lim ' (w) =1y = ps = / O(s)ds, (2.133)
0

w—0
vale ressaltar que dos experimentos de viscoelasticidade linear consegue-se obter, também,

o mesmo resultado da equagao (2.133).

Mostra-se que, para o cisalhamento oscilatorio de um fluido de Maxwell, no caso bidi-

mensional, as quatro relagoes que se seguem:

;

0= —h—;
14+ i0w’
W=
1+ (0&10.})2’
L s (2.134)
g 1+ (ozlw)27
o _ wWwny
1+ ioqw’

\
aqui 71 = us € a viscosidade efetiva da suspensao polimérica e a; é o tempo de relaxacao.

Finalmente deve-se observar que pela equacao (2.132), dado n'(w) pode-se calcular a
fungao ®(s), e uma vez com a funcdo ¢ determina-se n”(w), i.e, a func¢do relaxacao de
tensao @ é de extrema importancia, pois, a partir dela sao obtidas informacoes do fluido de

interesse, como seu tempo de relaxagao principal, seus moédulos viscoelésticos e é claro .

Tem-se, também, duas importantes equacoes que sao frequentemente utilizadas para a
determinagao das fungoes 1’ (w) e n”(w). Estas duas equagoes sdo chamadas de relagoes de

Kramers-Kronig [8],[48] e relacionam 7/(w) e n"(w) da seguinte forma:

P =2 [ 1) 2 [l ),

- o de e n(w) —if(too) = — oS

(2.135)
Onde defini-se n'(+00) = ijToo n'(w). Deste modo nota-se que é preciso apenas encontrar
um modulo viscoelastico, ' (w) ou n”(w), e assim determina-se o outro médulo usando-se a
equagao (2.135). Estas relagoes demostram a idéia causa-efeito associada com a linearidade

do acoplamento fluido-escoamento regido pelo par de transformadas de Fourier. Na secao

(6.1.8) mostra-se um resultado grafico da aplicagdo da equagao (2.135).
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Neste momento, mostra-se uma maneira de se determinar o tempo de relaxagao principal
a; por meio da fungao memoria ®(s), em que s = s(t') =t —t'. Para isto considere calcular
o limite

)
lim ) (2.136)

em que 1 e 1" sdo dados pela equagao (2.130). Este limite ¢ melhor se calculado por etapas,
veja:

“+00 “+o00
lir% n'(w) = lim ®(s) cos(ws) ds = / O(s)ds = no. (2.137)
w—r 0

w—=0 Jq
Para se determinar o limite lim 7" (w)/w, usa-se a regra de L’Hospital, assim
w—0
" T B (s) sin(ws) +oo

on'w) Y _ [ _
lim = lim ds = lim s ®(s) cos(ws)ds = sP(s)ds = .
0

w—0 w w—0 0 w w—0 0

Note que 3 possui unidade de Pa.s? e como 1, possui unidade de Pa.s entao

lim nw)/w = s =, (2.138)

w=0 7' (w) Mo

sendo «a; igual ao tempo de relaxacao do fluido.

2.11.1 Generalizacao do Modelo de Maxwell

A generalizagao do modelo de Maxwell [8],[9], para escoamentos com pequenos desloca-
mentos, como dito anteriormente, em termos do tensor de tensoes o e do tensor taxa de

deformacao D, é dado pela equacao

)
o+ ala—‘; — 2,D. (2.139)

Para um fluido incompressivel viscoelastico submetido a pequenos gradientes de desloca-

mento ou taxa de deformacao, o tensor de tensdes X geral é dado por:
¥ =-pl+o, (2.140)

no qual a parte do tensor o, que é a parte que possui trago nulo (parte deviatoria), deve ser
obtida atraves da solugao da equagao (2.139). A equagao (2.139) foi resolvida analiticamente

e obteve-se:

o(t) = %/ exp(—(t —t")/a1)D(t')dt' + A exp(—t/aq). (2.141)

aq — o0

92



Como na equagao (2.123), a escolha dos limites de integracao na equagao (2.141) é para
garantir a integral de convolucao e, além do mais, especifica-se que a tensao no fluido é
finita em ¢ = —oo, entdo a constante A terda que ser necessariante A = 0. E importante
avaliar o limite do integrando na equagao (2.141) quanto t — —oo, desde que o numerador
e denominador tendam para zero quando ¢ — —oo. Usando a regra de L’Hospital e algumas
manipulacoes algébricas mostra-se que a tensao o no limite de t — —oo, é dada pela
equacao:

o(—00) = 21D (—00), (2.142)
assim se D(—o0) é finito a tensdo o (—o0) também o sera.
Finalmente a equagao (2.141), que representa o escoamento geral 3D de um fluido in-
compressivel sujeito a pequenas deformacoes, possuird a formas:

o(t) = 20 / " exp(—(t — £)/o) D(£)d". (2.143)

aq — oo

Note que a equagao (2.143) pode ser simplificada para o caso de um escoamento unidi-
recional. Para isto faca D(t') — 4(t') e n = 21, entdo tem-se novamente a equacao (2.123).
Olhando o termo exponencial da equagao (2.143) pode-se concluir que quanto mais tempo
tenha passado, isto é, t’ < t, entao a tensao o é menos alterada, enquanto que para tempos
mais curtos, isto é, ' &~ t, a tensao sera mais afetada pela historia de deformacao. Este fator
exponencial que afeta a historia da tensao do fluido é chamado de médulo de relaxacao do
fluido de Maxwell e é dado por:

2m (1

o | exp [ — (t —t)/ou]. (2.144)

Uma forma equivalente da equacgao integral constitutiva do modelo de Maxwell, pode ser
dada em termos do tensor deformagao ou tensor de deformagao de Cauchy, F(t), que é

definido como sendo
t
F(t) = / D(t")dt'. (2.145)

Ao integrar por partes a equagao (2.143), obtém-se:

_ 2o ltex —(t—t)/a — F(t)]dt’
olt) = 5 [ exp[— (6= ) /o] () = P, (2.146)

o termo [F(t) —F(¢')] é chamado de deformagao relativa no tempo t em relagao ao tempo t'.

Note que este termo muda sempre que se altera os tempos em questao. Assim, diferente de
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um soélido elastico, nao se tem um estado de referéncia (num tempo ¢y inicial) tnico, para
ser usado numa descri¢ao de deformagao. O termo dado por [219/ ()] exp [ — (t —t')/a]

também é chamado de funcao memoria.'®

Mostra-se abaixo um limite assintético para o modelo de Maxwell dado pela equacao
(2.143), para pequenos tempos de relaxagao, i.e., a; < 1. Para isto faz-se integragdo por

partes na referida equagao, e obtém-se:

t /
oD(t
o(t) =2nD(t) — 2770/ exp [ — (t—t)/ou] %dt’, (2.147)
e assumi-se que D(—o00) é finito. O primeiro termo da equagao (2.147) é referente a parte
newtoniana do fluido, enquanto que o segundo termo se refere a parte viscoeléstica. Pode-se

usar novamente integragao por partes na equagao (2.147), na parte referente a viscoelasti-

cidade. Deste modo, obtém-se para a tensao a expressao dada pela equacao:

oD(t ! O*D(t
o(t) = 2noD(t) — 2mo T ) + 2770a1/ exp [ — (t—t) /o] 8t§ )dt’. (2.148)

Este processo pode ser repetido m vezes e desta maneira conclui-se sua expressao geral dada

pela equagao:

. 9"D(t t .\, 19D
o(t) =2nD(t) — 227700/1“ 875’5 ) + 27700/1“/ exp [ — (t—t)/ou] (915’5 >dt . (2.149)
k=1 —o0

Veja-se como ficara a tensao o quando utiliza-se apenas trés termos da expressao dada pela
equagao (2.149), isto é,

oD(t) ,0*D(t)

o (t) = 200D (1) — 2001 —5. = + 2mai— 3 +0(a?). (2.150)

+0o0
Pode-se ainda assumir, de forma equivalente, que o (t) = Z o(t), em que tem-se:
k=1

0
o(t) = —ak% + 25, D(1). (2.151)

Assim o modelo mais geral seria dado pela equacao

o(t) = /t [Z@exp[—(t—t')/ak} D(t') dt’, (2.152)

o)
—00 [ =1 F

com v > g > Qg > .. ..

5No inglés se diz fading memory
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Neste ponto, defini-se a fun¢ao relaxacao de tensoes, para o caso geral, dada pela equacao

“+o00

D(s) = Z Vi3 exp(—s/ay), (2.153)

a
k=1 K

em que s =t —t’. Note que aqui tem-se infinitas constantes «y e 7 para se determinar.
Estas constantes sao os espectros de tempos de relaxagao e de viscosidade, respectivamente.

No entanto pode-se reduzir o nimero de parametros para somente trés usando as relagoes
+oo

S , na qual S = Za/kb
k=1

Sabe-se empiricamente que o parametro b pertence ao intervalo real (2,4) para suspensoes

de Rouse [8], do seguinte modo: Dados 79, @ e b entao n = 770

poliméricas.

Experimentalmente, na pratica como se vera adiante na secao (3.3.2), considera-se ape-
nas N elementos de Maxwell em um regime viscoelastico linear. Sendo assim a relaxacao
de uma dada tensao aplicada a um material complexo se desenvolve como um efeito com-
binado da relaxacao dos N elementos de Maxwell que o compoem, ou seja, existem N
tempos de relaxagao que caracterizam a escala tipica de um fluido complexo neste regime
de escoamento. Pode-se, portanto, escrever a funcao relaxacao de tensao considerando os
N elementos de Maxwell, da seguinte maneira:

N
=2 o

k=1

(—s/ag), (2.154)

Q|:§

em que s =t —t’. Na figura (2.10) tem-se uma representacao esquematica deste modelo.
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Figura 2.10: Modelo esquemético de um fluido complexo formado por N elementos de

Maxwell.

2.11.2 Calculo do 7/ e 1" para o modelo geral de Maxwell

Nesta segao mostra-se como ficam as expressoes de 7'(w) e n”(w), utilizando-se das
equagoes em (2.130) e da expressao geral da fungdo memoria
+o00

D(s) = Z—Z exp(—s/ay), (2.155)
k=1

do fluido de Maxwell [28],]9]. Ao substituir esta tltima equagao nas equagbes em (2.130)

obtém-se:
400 | +o0o +o0
(W) = /0 [; Z—Z exp(—s/ak)] cos(ws)ds = ; ﬁ, (2.156)
RS Tk — Tk W
1 (w) = /0 L_l o exp(—s/ak)] sin(ws)ds = 2 T (o (2.157)

Note que diferentemente das expressoes obtidas em (2.134) aqui vé-se infinitos tempos de
relaxacao do fluido. Neste ponto pode-se introduzir [8] as expressoes semi-empiricas de
Roux (Doi-Edwards), de maneira que dados a1 > 1 e 1y calcula-se n; e oy, da seguinte
forma:

Q. (0%
Me = MoG5g > €M que oy = — (2.158)

>
k=1
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e entao utilizando-se a razao para n'(w) tem-se

/

7' (w)

_ 2.159
o () ; 21 4 (aqw)? ( )
E para n”(w) usa-se,
77//( alw
_ 2.1
o Z k21 + (oqw)? (2.160)
+oo
na qual a funcao zeta de Riemann, ((ay), é dada por ((ay) = Z k= (o > 1).
k=1

Esta formulacao é chamada de multimodo e o seu uso torna possivel a obtencao de
solugoes mais realistas e condizentes com os dados experimentais. A maioria dos materiais
poliméricos compoe-se de estruturas moleculares de diferentes tamanhos (polidispersos) e
consequentemente apresentam diferentes tempos de relaxagao (espectro de relaxagao). Este
espectro pode ser considerado desde um até um ntimero N (suficientemente grande) de

modos necessarios para uma boa representagao do fluido analisado.

Como dito na secao anterior, na pratica, considera-se apenas N elementos de Maxwell,

deste modo as equagoes (2.156) e (2.157), podem ser reescritas apenas como sendo:

=S (2.161)
= 1+ (CY]‘(JJ)2
e
al 7,0W
Mw) =S 2.162

Como tem-se as relagoes G'(w) = wn’(w) e G"(w) = wn'(w), apresenta-se abaixo, a titulo
de ilustragao, as expressoes para as fungoes viscoelésticas G'(w) e G”(w) escritas também

para N elementos de Maxwell, nas duas equagoes que se seguem:

N 2
’ 105w
G'(w) = —_— 2.163
( ) — 1+ (ozjw)2 ( )
(&4
" = — 2.164
G"(w) ;:1: 1+ (ajw)? (2.164)

Escreve-se, finalmente, a equagao (2.155) também para N elementos de Maxwell,

O(s) = %exp (—s/ay) = ZAkexp —s/ay), (2.165)

a
=1k

na qual defini-se: Ay, = n; /g, como sendo a k—ésima amplitude de tensao da fungao .
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2.12 Determinacao de o e ®(s) : Dois casos particulares

Aqui é apresentado dois casos particulares, muito usados na pratica para se obter uma
relagao entre o e ®(s). O primeiro caso trata-se de um fluido que escoa entre duas placas
paralelas por um tempo suficientemente grande, com um gradiente de velocidade para ~
constante, de maneira que o tempo do escoamento seja bem maior que o tempo de relaxacao
do fluido. Assim utilizando-se das equagdes (2.125) e (2.133) e a hipotése ¥(t') = F(t —s) =
4, em que s = s(t') =t —t', obtém-se a definicdo de Newton para a viscosidade:

t +oo +o0
o= / Ot —t)y(t) dt' = /0 O(s)y(t — s)ds = 1/0 (s) ds = Amp. (2.166)

—00

O segundo caso trata da determinacdo da fungao relaxacao de tensao ®(s) = ®(t — to)
atraves da tensao o e taxa de deformagao ~y. Para tal é considerado um fluido eléstico
(memoria) em repouso numa regiao entre duas placas paralelas para um tempo ¢ < tog. No
tempo t = ty a placa superior é instantanemente movida na dire¢cao do eixo x. Deste modo
¢ possivel determinar uma relagdo entre o tensor de tensoes, em t > to, e a fungao P(s)

para o caso viscoelastico linear vy < 1.

Para isso assumi-se, numa primeira abordagem?®, a funcao 5(t'),

(
0,s¢e —co<t <tyg—ce

YE) =402 se tg—e <t <ty (2.167)
15

0, se to <t <t,
\

na qual € > 0 é um parametro temporal dado (geralmente ¢ < 15s). Assim
t

U(t):/ Ot — )yt dt = 2 ! ot —t)dt’ (2.168)

—00 € to—e

O interesse é no caso em que € — 0. Assim aplicando a regra de LL’Hospital nesta tltima

equagao, tem-se a seguinte relacao de proporcionalidade entre a tensao e a fungao ®(s) :

d to
L ( / Bt — ) dt’)
: de to—e
lim 0

e—0 d (5)

de
16 Aqui fez-se a troca de variaveis dt = ¢, no caso do escoamento por impulso de deformacio.
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Numa segunda abordagem pode-se utilizar a fungao (¢’ — t), definida por

1, se t' =t
St —ty) = (2.170)

0, se t' #tp.

Desta maneira pode-se escrever a tensao o(t) como sendo
+00 +oo
o(t) = / Ot —t)y(t) dt' = / Ot —t') () 0ot — to) dt’. (2.171)
E assim usando-se a propriedade da fungao de delta de Dirac (que pode ser vista na proxima
segao), obtém-se o mesmo resultado da equagao (2.169):

+o0
O‘(t) = ’70/_ q)(t — t’)v(t')é(t' — to) dt/ = ’70(1)(t — t()). (2172)

[e.e]

A equagao (2.172) confirma o fato de que um fluido viscoeléstico, em fungao de suas
caracteristicas elésticas, nao ¢ instantaneo ji que a tensao responde com um atraso em
relacao a deformacao aplicada. Além disso, ela permite que se obtenha experimentalmente
a funcao relaxagao de tensao ®(t — ty) de um determinado fluido complexo, bastando para
isso que se aplique uma deformacao ao material em um intervalo de tempo pequeno e se

avalie, em seguida, a varia¢ao da tensao o(t).

2.13 Modelo de Jeffrey

Finalizando este capitulo, tem-se o modelo de Jeffrey [8], aqui considera-se uma relacao

linear entre o e D, dada pela equagao:

0 oD
o= —cna—j + 21, (D +v E) . (2.173)

Note que oy e v sao constantes de tempo, a saber, sao os tempos de relaxagao e retardagao,
. . - oD .
respectivamente. Considerando-se que para t = —oo as fungoes o, D e e sao finitas, ao

integrarmos a equacao (2.173), obtém-se:

o(t) = /_ too [1—’710 (1 - O%) exp(—(t—t’)/al)D(t’)] d + D). (2170)

E oportuno observar que deve-se ter v < oy, uma vez que se quer ter o > 0. Outro fato é

que, se v = 0, entdo tem-se novamente o modelo de Maxwell dado pela equacao (2.143).
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E comum encontrar na literatura [8],[4] a equacdo (2.174) de maneira que todos os termos
fiquem na integral, para realizar esta tarefa, usa-se as propriedades da “fungao” delta de

Dirac, que é definida por:

) 0, se t £t
5t —t) = (2.175)

oo, se t =1t
Utiliza-se a importante propriedade desta “funcao” que afirma que:
“+oo
f@)o(t —tydt' = f(t), (2.176)
—o0
e consequentemente pode-se escrever a expressao:
+oo

f)ot—t)dt' = Q/t f@)o(t —t")dt' = f(¢). (2.177)

Escrevendo-se a expressao 2770£D(t) da forma
a1

t t

QUOQED(t):Q / 205t — ) D(t') dt' = /
1 1

— 00 —00

g L8(t —¢)D(E) dt!,  (2.178)
(631
tem-se finalmente que

L T2
o(t) = / {ﬂ (1— —) exp [ — (t —t') /o] +4770£(5(t—t/)} D(t)dt'.  (2.179)
— o aq
Ao observar as equagoes (2.143) e (2.179) vé-se que as mesmas diferem pelo termo entre
colchetes, i.e., apenas pelos termos referentes aos modulos de relaxacao.

Vale ainda ressaltar que outros modelos lineares e nao-lineares surgem na literatura
[8],19],[45] e para este fim ¢ preciso apenas adicionar mais derivadas temporais nas equagoes
constitutivas, ou seja, partindo da equacao constitutiva geral da viscoelasticidade linear

(principio da super-posigao) dada pela equagao (2.120),

+00 +
@n an
n=1 n=1
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CAPITULO 3

UM POUCO DE REOLOGIA E ALGUMS
RESULTADOS EXPERIMENTAIS

Este capitulo servira para apresentar uma breve introdugao [51] reometria. Na oportu-
nidade se vera as metodologias experimentais utilizadas para a obtencao das func¢oes mate-
riais, como: viscosidade aparente, modulos viscoelédsticos e a funcao relaxacao de tensoes,
que servem para caracterizar o comportamento reoldgico da suspensao polimérica aquosa

da Poliacrilamida anionica (PAMA) com fracao volumétrica de ¢ = 400 ppm.

A amostra de PAMA foi submetida aos escoamentos por:

1. Cisalhamento Simples;
2. Cisalhamento oscilatério de pequena deformagcao;

3. Passo de deformacao aplicada.

Todos os experimentos foram realizados a uma temperatura constante de 20°C.

Estas medidas foram obtidas com a utilizacao do Redmetro. Por isso dedica-se abaixo

uma secao que descreve as principais caracteristicas deste aparelho.
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3.1 ReOmetro

O redmetro da Anton Paar do modelo Physica MCR 301, figura (3.1), esta instalado
sobre uma mesa robusta e isolada de vibracoes, no laboratério de reoligia do grupo do
Vortex-UnB. Permite estudar tanto fluidos newtonianos como nao-newtonianos com ou sem
influéncia de campo magnético, em cisalhamento simples (permanente) e oscilatorio (transi-
ente). Uma das grandes vantagens deste redbmetro é a necessidade de pequenas quantidades
de amostra (maxima de 2m/). Esta caracteristica promove a economia de fluidos de elevado
custo como também fluidos bioldgicos, permitindo ensaiar amostras muitas vezes menores

do que 1md.

Figura 3.1: Redmetro Anton Paar-Modelo Physica MCR, 301.

Passamos a detalhar um pouco mais sobre seu funcionamento. O reémetro é formado
por placa plana e disco rotativo, ou redmetro de placas paralelas. A figura (3.2) mostra um
esquema de seu funcionamento. O cisalhamento da lamina fluida que esta entre o disco e
a placa, no espago 9, ocorre em regime permanente ou oscilatério e é causado pela rotacao
com velocidade angular €2 do disco. Este possui raio R e seu plano é perpendicular a direcao

z, sendo esta a diregao da aceleracao gravitacional local.
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Figura 3.2: Esquema de funcionamento do redmetro de placas paralelas. O disco de raio R
gira sobre a placa. O fluido reside no espagamento (“gap”) de comprimento § entre o disco

e a placa. A diregao 6 é perpendicular ao plano da pagina. Fonte: [53].

O redmetro ¢é alimentado por ar-comprimido gerado pelo compressor da Shulz (modelo
MSV6), do tipo médico-odontolégico. O ar-comprimido antes de chegar ao redmetro é
limpo e desumidificado através de filtros e desumidificadores, figura (3.3). O sistema de
ar comprimido possibilita um torque de operacao no intervalo de 0,1 Nm a 200m Nm.
A resolug@o do torque do redmetro é de 0.2 4 Nm. O torque é uma quantidade mecénica
a ser controlada de forma que esteja sempre dentro do intervalo indicado pelo fabricante.
Dependendo da viscosidade do fluido a ser testado, a taxa de cisalhamento pode chegar a
valores em torno de 5000 s~ !, superando os viscosimetros padroes. E de se destacar que o
sistema de ar-comprimido permite o deslocamento automatico do braco do reémetro com
uma rapidez e precisao considerdvel. O espacamento 0, entre o disco e o prato onde se

localiza a amostra pode ser menor do que 0,5mm [51],[23].

A temperatura da amostra é controlada por um sistema Peltier acoplado ao disco fixo, o
qual funciona com base no efeito Peltier, caracterizado pela manutencao de uma diferenca
de temperatura na uniao de dois condutores (ou semicondutores) de materiais distintos em
um circuito fechado, quando este é percorrido por uma corrente elétrica. Este dispositivo
permite um controle ativo e preciso da temperatura da amostra, podendo varia-la de —40 a

200°C. Para fins de minimizacao de erros experimentais, o sistema Peltier necessita de uma

63



Figura 3.3: Sistemas de filtros de 6leo (os dois filtros da esquerda), desumidificador (brago

branco horizontal central) e filtro de particulas (filtro mais a direita).

referéncia externa de temperatura, a qual é fornecida por um banho térmico do fabricante
Lauda, figura (3.4), (modelo Ecoline RE104) acoplado ao reémetro, o qual é regulado para

manter a temperatura constante em 20°C.

O reémetro é conectado a um microcomputador, através do qual é operado com o auxilio
do software Rheoplus (Anton Paar), em que sao definidos todas as condigoes de realizagao
do experimento, como a taxa da cisalhamento, a frequéncia de oscilagao, a temperatura
do experimento (no caso de ensaios isotérmicos) ou o perfil taxa de aquecimento, dentre
pardmetros necessarios a realizacao de diferentes experimentos. Além disso, o software
apresenta, em tempo real, os dados coletados dispostos sob a forma de graficos e tabelas.
Diversos modelos reologicos (dos quais alguns podem ser visto na segao (2.5) ) ad-hoc estao
disponiveis e automatizados em sua base de dados, o que possibilita um poés-processamento
preliminar e, com isso, uma verificacao & priori da adequagao das medidas a modelos teo-

ricos.
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Figura 3.4: Banho térmico Lauda com controle digital de temperatura.
3.1.1 CaAlculo da Viscosidade em Funcgao do Torque.

Inicia-se o problema descrevendo matematicamente o campo de velocidade geral em

coordenadas cilindricas®, na equacao abaixo:
u(lr7 0, 2) = (u’l”(ra 97 Z)a ’LLQ(T, 01 Z)) UZ(T', 97 Z)) (31)

Ressalta-se que sera tratada apenas a compomente ugy(r, 2) neste caso, pois se trata do plano

(rz) do escoamento.

Para que a velocidade seja unidirecional, tenha apenas componente na direcao 6, é

necessario que a condi¢ao:

Re (%) < 1, (3.2)

seja satisfeita, em que Re = pQQR?*/u é o ntimero de Reynolds do escoamento. Nos experi-
mentos tem-se em geral que § ~ 0.1 mm e que R ~ 10 mm deste modo /R ~ 1072, logo a

condicao de unidirecionalidade é sempre garantida mesmo para altos valores de 2.

I'Mais detalhes no capitulo 7.

65



Do apéndice (IT) pode-se concluir que as equagbes do movimento, na condigao de uni-

direcionalidade, sao tais que:

2
g Op

roor (3.3)

_1op 0%ug
0= _;%+MW7 (34)

€
dp

0= 9 + pg. (3.5)

Onde p é a massa especifica do fluido, p é o campo de pressao, g € o moédulo da aceleracao

da gravidade e p é a viscosidade do fluido.

Integrando a equagao (3.3) teremos
2
p= /pM dr + h(6, z), (3.6)
r
e substituindo na equagao (3.4), obteremos simplismente:
oh (92u9
39 = ( 5.7 ) : (3.7)

Mas devido a simetria do escoamento h deve depender apenas de z, o que nos leva a seguinte

equacao:
8211,9
022

As condic¢oes de contorno naturais para este problema sao tais que podem ser resumidas

= 0. (3.8)

por: ug(r,0) = 0 e ug(r,d) = Qr, devido a condi¢ao de nao deslizamento. Dessa maneira o

perfil de velocidade wugy(r, z) serd entdo dado por:

ug(r,z) = —. (3.9)

Ainda de acordo com o apéndice (II), temos que a tensdo de cisalhamento no plano

perpendicular ao vetor e, na diregao 6, é dada pela equacao:

(3.10)

(r, 2) 1 0u, N Ouyg
o(r,z)=p( - — .
’ HA\r o0 0z
Substituindo a equagao (3.9) na equagao (3.10) teremos a expressao para a tensao de cisa-

lhamento na superficie do disco rotativo, dada pela equacao:

Q
o.4(r,8) = u% (3.11)

66



A forca exercida no disco é dada pelo produto da tensao de cisalhamento que ali atua e
pela area do disco, ou seja:

Q
dFy = 0,4(r,0)dA = MTTQWT dr. (3.12)

Como a forga varia ao longo de r, para se obter o torque T é preciso fazer a integracao ao

longo do raio, assim
R
T:/ rdFy. (3.13)
0

E substituindo a equagao (3.12) na equagao (3.13), resolvendo a integral, obtem-se final-

mente que o torque 7 é dado pela relagao:

QR? 2 2
WT%R == o7 = T (3.14)

7= TQRY  ApmR3’

em que g = Qr/d ¢ a taxa de cisalhamento® avaliada em r = R.

A expressao dada pela equagao (3.14) indica como a viscosidade ;1 de um fluido pode ser
obtida pela medicao do torque 7 atuando em um disco. Apesar de ter sido desenvolvida
para fluido newtoniano, é possivel medir a viscosidade aparente de qualquer fluido utili-
zando um instrumento que funcione de acordo com esta configuragao [19]. Uma vantagem
importante que o escoamento entre disco de placa plana possui é a possibilidade de controle
do tamanho do espacamento d, sendo mais uma maneira de se garantir a unidirecionali-
dade do escoamento e uma taxa de cisalhamento constante devido a linearidade do perfil

de velocidade na direcdo z [53].

Sabendo-se que o torque esta relacionado diretamente com a viscosidade do fluido e com
a taxa de cisalhamento, equacao (3.14), conclui-se que para fluidos com alta viscosidade a
taxa de cisalhamento tem que ser baixa para que o torque nao seja tao elevado a ponto de
superar os limites do redmetro. Assim o espacamento d tem que ser grande para manter a
taxa de cisalhamento 7 possivel de ensaiar nas condigoes estabelecidas. Conhecendo-se a
dimensao do espagamento entre dois discos e o didmetro do disco rotativo pode-se calcular o
volume de liquido da amostra. Aconselha-se que o volume de liquido colocado sobre o disco
do redmetro seja um pouco acima do estimado, para que o disco rotativo seja completamente

preenchido pelo fluido.

2E possivel integrar a equagio (3.12) mesmo que p dependa de 4 porque avalia-se o 4 em R, que

corresponde ao valor méximo ja que no reémetro de disco rotativo o 4 aumenta linearmente com 7.
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A questao do controle do espacamento dos discos é importante uma vez que existe um
valor 6timo [20] para este pardmetro de forma que a medigao da viscosidade permanega
inalterada para uma determinada taxa de cisalhamento. Nos ensaios com a suspensao
polimérica a dimensao das gotas tem que ser muito menor que o espacamento dos discos
para que se garanta um meio continuo e evite uma condi¢ao de deslizamento entre a gota e
os contornos sélidos do escoamento. Afinal, a condi¢ao de contorno de deslizamento é uma
hipotese para um fluido continuo ou um sistema complexo fluido que possa ser aproximado

por um meio homogéneo equivalente.

3.2 Caracteristicas de uma Suspensao Polimérica.

Nesta segao serdo descritas algumas propriedades de uma suspensao polimérica [51], [23].
A suspensao em questao trata da poliacrilamida anionica PAMA. O polimero utilizado
neste trabalho foi o Art Floc/SCP 1530 (Art-Aratrop), que é uma suspensao aquosa de
poliacrilamida aniénica (PAMA) com concentracao volumétrica de ¢ = 34%. A partir desta

suspensao base produziram-se, por diluigdo em agua destilada, as demais amostras [51].

O comportamento reologico de liquidos poliméricos é primariamente dependente de sua
composicao quimica, sabe-se que estas suspensoes poliméricas sao formadas por macro-
moléculas, as quais, por sua vez, sao compostas por muitas unidades quimicas pequenas,
geralmente denominadas unidades repetidoras ou monomeros. As cadeias poliméricas po-

dem ser de trés tipos:

e Lineares - nas quais cada unidade estrutural é conectada precisamente a outras duas

unidades, figura (3.5)-(a);

e Ramificadas - nas quais a maioria das unidades estruturais estao ligadas somente a
outras duas, como as lineares, porém algumas conetam-se a trés ou mais unidades

adjacentes, figura (3.5)-(b);

e Em rede - nas quais todas as unidades repetidoras estao interconectadas, resultando

em uma estrutura tridimensional com ligagoes cruzadas.

Fluidos poliméricos sao fluidos viscoelasticos, significando que estes apresentam tanto
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propriedades dissipativas (liquidos) quanto de solidos (elasticas). Por elasticidade entende-
se a capacidade de um material de retornar a sua forma tnica original, o que nao se veri-
fica em fluidos newtonianos, que é caracterizado como um material que assumira a forma
de qualquer recipiente em que estiver contido, nao apresentando, portanto, uma configu-
racdo inicial unica [51]. A elasticidade introduz no fluido efeitos nao lineares e depen-
dentes do tempo, dando origem aos fluidos com memoéria, também denominados fluidos
nao-instantaneos, ou seja, aqueles capazes de “lembrar”, ao menos parcialmente, de sua

configuracgao inicial.

Ramificada

Linear

Figura 3.5: Representacao esquemética de macromoléculas lineares e ramificadas. Fonte:

Bird et al, 1987 [3].

Um parametro de grande influéncia nas propriedades viscoelasticas e, em funcao disso,
no comportamento reologico de liquidos poliméricos é a sua massa molecular, sendo esta
definida como o produto da massa molecular de cada unidade estrutural pelo ntimero destas
presentes na cadeia polimérica. De acordo com [8], polimeros sintéticos apresentam massa
molecular entre 10 e 10° g/mol. Com base na massa molecular de seus constituintes, os
liquidos poliméricos sao classificados em monodispersos, se todas as suas cadeias polimé-
ricas apresentarem a mesma massa molecular e polidisperso, se conter macromoléculas de

diferentes massas moleculares.
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A representacao estrutural das cadeias poliméricas nao informa sobre a gama de confi-
guragoes que as macromoléculas podem assumir devido a mudancas em sua configuragao.
Na realidade, muitos polimeros sao capazes de assumir um grande ntimero de configuracoes
diferentes por rotacoes ao redor de suas ligagoes quimicas. Ademais, as moléculas estao
sempre mudando de configuragao, em funcao de movimentos induzidos por variagoes térmi-
cas. Estas mudangas podem ser localizadas ou envolverem grande parte da macromolécula
e associada as taxas de mudancgas das referidas configuragoes, estao as constantes tempo-
rais do fluido, ou seja, existe um espectro de tempos de relaxacao em que cada tempo de

relaxagao esta ligado a um mecanismo de variacao conformacional da cadeia polimérica [51].

3.2.1 Solugao aquosa de poliacrilamida aniénica-PAMA

A PAMA ¢ um polimero de alta massa molecular, em torno de 10° g/mol. Na figura

(3.6) apresentamos seu monomero e unidade estrutural.

CH,Z(l“.H —CHz—(’.‘.H—
CONH, CONH,

Figura 3.6: Monomero e unidade estrutural da PAMA. Fonte: [§|.

As solugoes aquosas de PAMA apresentam diversas aplicagoes das quais as principais
sao: floculacao de particulados metalicos em sistemas de tratamento de dgua, fabricacao de
gel para eletroforese (substrato utilizado em exames de DNA) e como aditivo na redugao
de arrasto em escoamentos turbulentos em dutos [18]. Dado que a PAMA é um polimero
de alto peso molecular, é necessario que se compreenda como este fator afeta as proprie-
dades reoldgicas do fluido base, quando em suspensao. Para tanto, deve-se primeiramente,

discutir-se a diferencga entre as caracteristicas de solugoes diluidas e concentradas.

Solugoes poliméricas diluidas (¢ < 1) s@o aquelas em que suas macromoléculas estao
de tal forma dispostas no fluido base que nao apresentam contato fisico entre si. Neste
caso, ela pode ser modelada como um conjunto formado por dois cordoes, representando

as forgas de arrasto, ligadas entre si por uma mola hookeana, simulando as forcas elasticas,
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como visto na segao (2.2).

Além disso, é valido salientar que para solucoes diluidas pode-se considerar que as ma-
cromoléculas interagem somente de forma hidrodindmica, alterando o campo de velocidades
das macromoléculas adjacentes, apresentando somente interagoes de pares [28]. A inércia
adicionada ao sistema pelas macromoléculas introduz, neste, uma memoria, caracterizada
por um tempo de relaxacao, que é uma medida do quao rapidamente o sistema retorna a
sua conformacao inicial, dado a aplicacao externa de uma tensao. Como veremos na secao
(4.2) adiante, de acordo Gennes [28], para um sistema do tipo haltere, o tempo de relaxagao
7 é proporcional a massa molecular do polimero elevada a 3/2, como se vera no proximo

capitulo.

Suspensoes concentradas, por outro lado, dependendo da fragao volumétrica de soluto,
apresentam interagoes muito complexas entre as cadeias poliméricas, desde interacoes hi-
drodinamicas de muitos corpos até interacoes de contato, como entrelagamento. Neste caso,
diz-se que o sistema nao apresenta somente um, mas sim um espectro de tempos de relaxa-
¢ao, os quais derivam diretamente do tipo de interagao entre as cadeias, que caracterizam

diferentes modos dinamicos do fluido [28].

No presente trabalho trabalha-se somente com suspenoes diluidas. Na figura (3.7)
mostra-se duas solu¢oes de PAMA para duas fragoes volumétricas. Note que para ¢ =
400 ppm tem-se uma coloragao transparente semelhante a da adgua (fluido base), bem dife-

rente do caso (b) em que ¢ = 5000 ppm e observa-se uma colora¢do mais branca.

3.3 Resultados Experimentais

Apresenta-se nesta secao alguns resultados experimentais de nosso interesse, no que se

diz respeito ao objeto de estudos da presente tese.

Como se vera na se¢ao (4.2.3) mais adiante, o interesse ¢ em trabalhar, inicialmente,
com a viscosidade adimensional em funcao da fragao volumétrica ¢, segundo a expansao

virial de O(¢?), dado pela equacio (3.15), conforme [7]:

1O ) 4 et e, (3.15)

Hw
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(a) ¢ =400 ppm (b) ¢ = 5000 ppm

Figura 3.7: Aspectos macroscopicos de duas suspensoes de poliacrilamida anidnica a fragao

volumétrica de: (a) ¢ = 400 ppm e (b) ¢ = 5000 ppm.

com c¢; e ¢y parametros de ajuste dos dados experimentais. Aqui p,(¢)® denota a visco-
sidade da suspensao polimérica e pu,, denota a viscosidade do fluido base, que no caso é

a agua destilada a 20°C. A esta temperatura a mesma possui viscosidade constante de

ty = 1.002 cP = 0.001002 Pa s.

Apresenta-se na tabela (3.1) os dados experimentais da viscosidade adimensional da

PAMA obtidos para vérias fragoes volumétricas ¢, conforme gentilmente fornecido por [51].

3 Assumi-se incialmente que j; dependa apenas da fracdo volumétrica ¢. Na verdade ela pode depender

também da taxa de cisalhamento 7, e isso ocorre quando a suspensao é mais concentrada.
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Tabela 3.1: Valores experimentais da viscosidade adimensional ps(¢)/ ., € seus respectivos

valores de fracao volumétrica ¢. Apresentamos também o erro experimental.

¢ lppm] | g/t Erro

0.0 1.002 0.0

100 17.863 3.489

200 31.185 6.411

300 46.909 6.472

500 115.000 41.470
1000 137.958 41.470
5000 6080.410 801.470
10000 18200.000 | 1820.470
50000 415935.000 | 41593.470

Os dados experimentais foram coletados atraves da aplicacao de um cisalhamento per-
manente, em que usou-se a abordagem ponto-a-ponto que é aplicada da seguinte forma:
para taxas de cisalhamento 7 fixas e pré-definidas, obtém-se as curvas de viscosidade em
funcao do tempo, realizando, para cada 4 no minimo cinco medi¢oes. Em seguida, através
da média temporal, define-se a viscosidade para cada medigao e, calculando-se uma média
aritmética e um desvio-padrao dos cinco valores obtidos, determina-se o valor da viscosi-
dade aparente para a taxa de cisalhamento fixada e o erro aleatério a ela associado. Ou
seja, este processo deve ser realizado para todas as taxas de cisalhamento pré-definidas, a

fim de se obter a curva () x 4 para um dado fluido que se deseja analisar [51], [23].

A estratégia descrita acima é muito dependente da escala de tempo caracteristica do
material e, portanto, deve-se esperar, no caso de fluidos que apresentam memoria, que estes
se adaptem & taxa de cisalhamento aplicada, o que é verificado experimentalmente a partir
do momento em que a curva de viscosidade em funcao do tempo passa a ser constante,
mostrando que os transientes materiais do fluido foram superados e que este encontra-se

em regime permanente [51].

Como era de se esperar, na tabela (3.1), o aumento da fragao volumétrica ¢ implica num

aumento consideravél da viscosidade da suspensao polimérica, porém, nota-se na referida
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tabela que a medida que a fragao volumétrica aumenta temos também um aumento conside-
ravel no erro obtido na medigao da relagao ps(¢)/ . Note ainda que, para ¢ = 10000 ppm
tem-se que a viscosidade da suspensao é em torno de 1800 vezes mair que a viscosidade da
agua. E para ¢ = 50000 ppm tem-se uma viscosidade p, igual a, aproximadamente, 41600

vezes a viscosidade da agua.

Na figura (3.8) tem-se, novamente, os dados da tabela (3.1) bem como dos ajustes linear
e parabolico feitos a partir destes dados experimentais, de acordo com a equagao (3.15).
Como o interesse é trabalhar apenas no regime diluido, i.e., ¢ < 1, entao consideraremos,

por enquanto?, a expanséo linear proposta por Einstein [25], da forma:

14(6) = (1 + o). (3.16)

3.3.1 Variacao da Viscosidade de uma suspensao de PAMA a fra-

¢ao volumeétrica ¢ = 400 ppm.

A fim de se calcular a viscosidade de uma suspensao de PAMA a fragao volumétrica
¢ = 400 ppm, foi aplicado um cisalhamento simples em que usou-se a abordagem continua
para o tratamento dos dados experimentais coletados. Esta nova abordagem, por sua vez
processa-se de uma maneira substancialmente mais simples do que a abordagem ponto-a-
ponto descrita na se¢ao anterior. Passamos a descrevé-la: define-se, através do programa
Rheoplus, uma rampa de taxa de cisalhamento, indicando seu valor inicial e final, além do
nimero de pontos experimentais em que se deseja obter o valor da viscosidade aparente

neste intervalo.

Outro fator importante que deve ser informado ao programa é o perfil desejado de
variacao da taxa de cisalhamento, podendo ser linear ou logaritmico. Portanto, ao final
deste procedimento, obtém-se diretamente a curva correspondente ao comportamento da
viscosidade aparente em funcao da taxa de cisalhamento. Repetindo-se este procedimento
no minimo 5 vezes e calculando uma média e um desvio padrao sobre as realiza¢oes, obtém-se
a caracterizacao desejada. No entanto, este procedimento nao garante, a priori, que o tempo

para que o regime permanente seja atingido, esteja sendo respeitado pelo equipamento.

4Em seguida trabalharemos com o modelo de Cross
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Figura 3.8: Variagao da viscosidade adimensional 1i5(¢)/ 1, em fungao da fragao volumétrica
¢ da PAMA a 20°C. O ajuste linear (linha pontilhada) é o proposto pela teoria de Einstein
e & dado por: ps(¢) = p(1 + @), com ¢ = ¢ = 1.53 x 10°. E a curva paraboélica (linha
continua), trata do ajuste feito atraves do modelo de Batchelor-Green [7]: pis(¢) = 1, (1 +
c1¢ + cd?), com ¢ = 1.63 x 108. No encarte temos em detalhe o ajuste linear para ¢ até

300 ppm. Fonte: [51].
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Uma alternativa para resolver tal empecilho ¢ a utilizagao da funcao “No time setting”,
a qual informa ao instrumento que o valor do passo de tempo para a coleta de dados deve
ser adaptativo, im- plicando que este aumente continuamente no sentido das menores taxas
de cisalhamento, dado que estas implicam em um maior transiente material. Por ser um
processo mais breve, da-se prioridade & abordagem continua, no entanto, tratando-se de
fluidos complexos pouco viscosos, caso de suspensoes poliméricas diluidas, a abordagem
ponto-a-ponto mostra-se mais efetiva na obtencao de dados em regimes de pequenas taxas

de cisalhamento, ja que o controle do torque minimo é realizado com maior precisao.

Os ensaios experimentais de cisalhamento permanente isotérmico foram realizados para
a amostra da suspensao de poliacrilamida aniénica (PAMA) com ¢ = 400 ppm, de acordo
com o procedimento experimental discutido acima. Estes experimentos tiveram por objetivo
determinar a dependéncia da viscosidade aparente em funcao da taxa de cisalhamento. O

resultado desta etapa pode ser visto no grafico da figura (3.9).
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Figura 3.9: Quadrados abertos denotam a viscosidade admensional y /1, de uma suspensao
de PAMA a fragao volumétrica ¢ = 400 ppm em fungao da taxa de cisalhamento 4. A linha
pontilhada representa o ajuste feito atraves do modelo de Cross (segao (2.5)) adimensional
() _ 1 (“0 + ““’(Wm) ,com ig = 315.1¢P, jie = 1.073¢P, k = 0.735114

Haw B ,u_w 1+ (ky)™
e m = 0.604323. Na verdade para ¥ = 0.04s! obteve us/p, = 307.26, sendo assim

dada por

extrapolou-se o valor de po para py = 315.1cP afim de se obter um melhor ajuste pelo

modelo de Cross.
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A analise do grafico da figura (3.9) nos mostra um comportamento pseudoplésico, i.e.,
sua viscosidade decresceu em fungao de um aumento da taxa de cisalhamento aplicada.
No entanto, para faixas de 7§ pequeno, ou seja de tempos caracteristicos do experimento
grandes, a estrutura polimérica do fluido nao reage ao escoamento, permanecendo em um
estado de equilibrio randomico, dando origem ao plato inicial de viscosidade obtido no
grafico da referida figura, este patamar é denominado genericamente de platé newtoniano,
dado que representa uma regiao em que a viscosidade é constante em relacao a taxa de
cisalhamento. A esta propriedade, representada por g, déd-se o nome de viscosidade em

cisalhamento zero.

Aumentando 4 o tempo caracteristico do escoamento diminui e quando este torna-
se aproximadamente da mesma ordem de grandeza do tempo caracteristico do fluido a
estrutura polimérica deste passa a interagir intensamente com o escoamento, sofrendo um
forte estiramento, resultante da tentativa do escoamento em alinhar as macromoléculas com
as linhas de corrente tornando o fluido anisotrépico, ao que esta associado a reducao da
viscosidade aparente observada para taxas de cisalhamento moderadas e altas. No entanto
as cadeias poliméricas apresentam elasticidade e competem com o escoamento, tentando
restaurar sua estrutura de equilibrio, a este mecanismo esté associada a memoéria do fluido,
pois, retirada a taxa de cisalhamento as macromoléculas relaxam e o fluido retorna a sua
condicao de viscosidade original desde que a taxa de cisalhamento nao tenha sido excessiva

a ponto de causar a degradacao das cadeias poliméricas.

Destaca-se ainda a importante relagdo de Cross, apresentada na segao (2.5), para o
ajuste da viscosidade feita no grafico (3.9).
Ho — Ms .
— = [kEY]™, (3.17)
Ms — Hoo

sendo s a viscosidade da suspensao polimérica, (o = [t5-0 € floo = [y—soo-

Aqui e na figura (3.9) ¢ apresentado este modelo em fungao da taxa de cisalhamento 4,
porém pode-se usar a definigdo do ntimero de Deborah (adimensional) dada por: De = 7,7,
e assim escrever a equagao (3.17) em fungao deste namero, isto é, pode-se adimensionalisar a
equagao (3.17) partindo deste numero. Para isto use o fator de escala da viscosidade como

sendo a viscosidade da agua p,, e o tempo de relaxacao principal 7, da macromolécula.
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Deste modo, tem-se, de maneira geral, o seguinte modelo de Cross adimensional dado por:

~ fs  fio + floo (K De)™
J(De) = L= = , 3.18
fisDe) = o =17 (KDe)m (3.18)

em que: fig = o/ tw, floo = Hoof thws K = k/T, € De = 7,7. Aqui ressalta-se o fato de que
a equacao (3.18) é agora dependente de De, diferentemente da forma de se considerar a
viscosidade adimensional dada pelo modelo linear de Einstein (equagao (3.16)). Os termos
flp € [lso variam em funcao de ¢ e De, mas no presente trabalho a variacao em ¢ nao sera

explorada.

3.3.2 Determinagao das propriedades viscoelasticas da PAMA com

a utilizacao de um cisalhamento oscilatério.

O ensaio experimental de cisalhamento oscilatério de pequena deformacao isotérmico é
muito utilizado em reologia experimental, pois permite que se determine a resposta visco-

elastica dos mais diversos fluidos complexos, caracterizado por seus moédulos viscoeléasticos

[51].

Esta técnica baseia-se na exposi¢ao do fluido a uma vasta gama de tempos caracteris-
ticos de escoamento, o que é feito através da variacao continua da frequéncia de aplicacao
do cisalhamento. Logo, capturam-se trés comportamentos do fluido em funcao da frequén-
cia: quando esta é baixa, o tempo caracteristico do escoamento torna-se alto e portanto,
verifica-se que a microestrutura deste nao sofre influéncia do escoamento, permanecendo
inalterada, o que, no caso de fluidos poliméricos caracteriza um platd de viscosidade cons-
tante. Conforme a frequéncia aumenta, os tempos caracteristicos do escoamento e do fluido
passam a ser da mesma escala e, portanto, as macromoléculas passam a interagir com o
escoamento e as propriedades elasticas do fluido comegam a apresentar uma crescente in-
fluéncia sobre o escoamento, assim como as propriedades dissipativas passam a diminuir.
Para altas frequéncias, observa-se uma predominéancia das propriedades eléasticas e, portanto

um comportamento mais sélido do material.

Uma etapa importante deste experimento é a determinacao da deformagao angular +,
que deve ser usada para garantir que o ensaio se darda em regime de viscoelasticidade li-

near. Isto é feito fixando-se a maior frequéncia que se pretende aplicar ao fluido a ser
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testado, realizando, em seguida, uma varredura de deformagao angular (strain), variando
esta grandeza de 0,001% a 1%. Busca-se, entao, a regiao em que o moédulo elastico G’ se
mostra invariante a deformacgao angular. Nesta regiao, seleciona-se um valor de deformacao

angular a ser usado nos experimentos de varredura de frequéncia.

Na etapa que se segue, fixa-se o valor de deformacao angular determinado na primeira
fase e varia-se a frequéncia segundo uma rampa logaritmica, de uma determinada frequéncia
pequena até a maxima para a qual provou-se que o sistema permanece linear. O software
Rheoplus coleta os dados relativos as propriedades viscométricas, n'(w), n"(w), G'(w) e
G"(w), para cada frequéncia w de excita¢ao. Nesta etapa realizam-se cinco corridas experi-
mentais para cada amostra e em seguida toman-se a média e o desvio padrao para o célculo

do erro experimental.

O modelo utilizado para o ajuste dos dados foi o de Maxwell com um espectro de tempos
de relaxacgao, visto na se¢ao (2.11.2). Uma caracteristica comum a todos os resultados obti-
dos foi o fato de que o modulo viscoso predominou sobre o elastico para o fluido analisado,
indicando que na faixa de frequéncias angulares analisada o comportamento das amostras

apresentou um carater mais de liquido, ou seja, dissipativo.

E interessante notar que G’ (w) possui alto valor para altas frequéncias e tende a zero
em baixas, o que pode ser entendido levando-se em conta a relagao entre a escala de tempo
caracteristico do experimento t. (que pode ser definida como o inverso da frequéncia) e
o tempo do material 7, (que é fixo) portanto, em um regime de altas frequéncias o t. é
pequeno em comparacao a 7 fazendo com que o escoamento perceba a macromolécula ja
distendida. O que por sua vez provoca um aumento da percepgao do carater solido (elastico)
do material dado que a estrutura polimérica tenta relaxar mas é impedida pelo escoamento.
O contrario também é valido e, em razao disso, o modulo elastico tende a zero em um

regime de pequenas frequéncias.

Na figura (3.10) tem-se os resultados experimentais da obtengao do modulos viscoelasti-
cos 1’ e 1, bem como do ajuste feito atraves do modelo de Maxwell dado na se¢ao (2.11.2).

Para este ajuste, N = 5, ja se mostrou o suficiente, como se vé na referida figura.

n'(w) = Z %&ijw) (3.19)

j=1



5
1 njajw
= —_ 3.20
" (W) st 1+ (ozjw)2 ( )

Na tabela (3.2) pode-se ver os valores das constantes de ajuste 7; e o; para j = 1,..,5, da
fungao n'(w). E na tabela (3.3) vé-se estes mesmos pardmetros de ajuste para o modulo de

armazenamento 7" (w).

Tabela 3.2: Valores das constantes de ajuste 7; e a; do modelo de Maxwell para a funcao

' (w).

J| mileP] | ajls]
1 69+ 3 | 18.0

2 32+£2 |35

3 84+3 | 317.2
4 16104

d 95+£3 | 75.0

Tabela 3.3: Valores das constantes de ajuste n; e a; do modelo de Maxwell para a fungao

1" (w).
J| o omilePl | ayls]
1 67 21.4
2 92 79.8
3 15 0.9
4 98 386.4
5) 35 5.1
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Figura 3.10: Modulos viscoelasticos i’ e n” obtidos experimentalmente. Os quadrados
abertos em (a) denotam o moédulo viscoso 7'. Os quadrados abertos em (b) denotam o
modulo elastico n”. Ambos os resultados foram obtidos de uma suspensdo de PAMA a
fragao volumeétrica de ¢ = 400 ppm a 20°C. As linhas pontilhadas em (a) e (b) representam
os respectivos ajustes feito pelo modelo de Maxwell dado pelas equagoes (3.19) e (3.20),

respectivamente.
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Na figura (3.11) apresenta-se o resultado dos modulos viscoelasticos G’ (w) e G"(w), bem

como do ajuste feito pelo modelo de Maxwell dado na segao (2.11.2) para N =5, i.e.,

5 2

’ njozjw
:E = 21
G =2 o (3.21)

Jj=1
(§]

" .22
-3 822

Nas tabelas (3.4) e (3.5) tem-se os valores dos parametros de ajuste, 7, e a;, para as fungoes

G'(w) e G"(w), respectivamente.

Tabela 3.4: Valores das constantes de ajuste n; e a; do modelo de Maxwell para a fungao

G'(w).

J| milePl| aj
1 91 39
2 125 216
3 21 3

4 10 0.7
5) 42 10

Tabela 3.5: Valores das constantes de ajuste n; cP e o; do modelo de Maxwell para a funcao

G (w).

j| nilePl| oy
1 78 22
2 32 5)

3 13 1

4] 126 |115
5 11 |02
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Figura 3.11: Modulos viscoelasticos G' e G” obtidos experimentalmente. Os quadrados
abertos em (a) denotam o modulo elastico G'. Os quadrados abertos em (b) denotam o
modulo viscoso G”. Ambos os resultados foram obtidos de uma suspensao de PAMA a
fracao volumeétrica de ¢ = 400 ppm a 20°C'. As linhas pontilhadas em (a) e (b) representam

o ajuste feito pelo modelo de Maxwell dado pelas equagdes (3.21) e (3.22), respectivamente.
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Uma propriedade muito importante do fluido que pode ser avaliada através do cisalha-
mento oscilatério de pequena amplitude é a viscosidade na auséncia de cisalhamento, cha-
mada de 79, ou seja, a viscosidade do fluido em equilibrio. O que é realizado observando-se
que uma condicao de auséncia de cisalhamento implica em nenhum escoamento e, portanto,

em frequéncia angular zero. Aplicando esta condigao & equagao (3.19), obtém-se que:

o =1n'(w) = Z s (3.23)

e de acordo com os dados da tabela (3.2), considerando também o somatorio dos erros, tem-
se que 19 = (297 £+ 12) cP. Agora, ao considerar o méaximo dos erros tem-se 1y = 309 cP.
Compare este resultado com o resultado de py do grafico da figura (3.9). Neste ultima
figura se vé o seguinte valor p,(§) = 307.87 cP para ¥ = 0.04 s~!. Portanto, conclui-se que
existe uma boa concordancia entre o calculo da viscosidade 79 ou g pelo metdédo descrito
na equacao (3.23), no limite 4 — 0, e o resultado obtido no grafico da figura (3.9) para este

mesmo valor de 7.

3.3.3 Resultado para o escoamento por Impulso de deformagao.

Como dito na segao (2.10), o impulso de deformagao ¢ utilizado para obter-se a funcao
relaxacao de tensao ®(s) para um dado fluido complexo. O experimento é realizado com
temperatura constante de 20°C., portanto, o primeiro passo ¢é fixar-se a temperatura da

placa fixa do redmetro, na qual a amostra sera depositada.

Deve-se em seguida definir o espacamento 6timo entre os discos, que neste caso foi
0 = 0.4mm, e posteriormente coloca-se o fluido no volume necessario para completar-se o
espagamento selecionado. Na etapa que se segue, define-se, através do programa Rheoplus,
a deformacao angular inicial, vy, que seré aplicada de forma instantanea sobre o fluido, a
qual deve ser a menor possivel de forma a garantir que o regime de escoamento é de pequena
deformagao, ou seja, viscoelastico linear. No entanto, deve-se atentar que quanto menor
for este parametro 7, menor seré o torque aplicado e, portanto, pode-se facilmente entrar
em uma condigao de torque menor que o torque minimo, a partir do qual as medidas nao
apresentam qualquer significado. Define-se também, através do software o intervalo em que

os dados sdao coletados.
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Escolhido o 7, aplica-se o impulso (ou excita¢do) com a taxa de cisalhamento 4 instan-
taneo, da forma 4 = 7o /dt, em que dt < 1s. Feito isso, através do software supracitado,
coleta-se os dados referentes a variagao da fungao relaxagao de tensao para um dado intervalo
de tempo, o qual é indefinido a priori, pois depende do operador, o qual deve interromper
o ensaio assim que perceber a estabilizacao da tensao em um platé constante, o que indica

que a tensao relaxou completamente.

Seguindo estes passos, obteve-se o grafico da figura (3.12) que mostra-se, também, o
ajuste feito pelo modelo de Maxwell para a fungao relaxagao de tensao ®(s), de acordo com

a equagao (3.24).
B(s) = 1 exp(—s/a). (3.24)

aq

No grafico da figura (3.12), tem-se o intervalo de variagdo As para o tempo s como sendo

0.008s < As < 0.23 s.

40
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Figura 3.12: Quadrados abertos denotam os dados experimentais da fungao relaxacao de
tensao ®(s) para uma suspensao de PAMA a fragdo volumétrica de ¢ = 400 ppm. A linha
pontilhada trata do ajuste feito pela equagdo (3.24) no qual obteve-se: 7, = 0.4654 Pa s e
a; = 0.01204 5. Parametros: 7o = 0.1 e dt =8 x 1073 s. Fonte: [51].
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Ainda no gréfico da figura (3.12), observa-se que a tensao relaxa muito rapidamente,
sendo necessario apenas um tempo de relaxacao’®, a; = 0.01204 s, para se ter um ajuste
satisfatorio dos dados experimentais. Isso se deve, primeiramente, ao fato de que a fracao
volumeétrica do polimero da suspensao ensaiada é bem menor que 1% e, ainda, ao fato de se
estar no regime de pequenas deformacoes, 79 = 0.1 < 1. O fato de se ter apenas um tempo
de relaxacao para a suspensao diluida, ¢ < 1, é perfeitamente adequado a teoria, ja que
uma maior concentragao da suspensao implica em caracteristicas elasticas mais preponde-
rantes, o que esta relacionado ao caso das cadeias poliméricas interagirem mais efetivamente
em solugoes concentradas, formando estruturas muito complexas, as quais apresentam uma
grande capacidade de se deformarem quando uma taxa de cisalhamento externa é aplicada
e também de retornarem a sua configuracao inicial, ou seja, estas estruturas injetam elasti-
cidade no sistema da suspensao e, portanto, o fluido passa a apresentar uma maior memoria

e consequentemente pode-se perceber outros espectros de tempos de relaxacao.

Vale destacar que o fluido, mesmo num regime diluido, porém quando submetido a
uma maior deformagao vy =~ 1, pode apresentar outros espectros de tempos de relaxacao
uma vez que em escoamentos mais intensos as macromoléculas dos fluido sofrem um maior
estiramento o que provoca o surgimento de outros efeitos de ordem secundarias, aos quais
esta associado o término do processo de relaxacao da tensao, i.e., o retorno do fluido a sua

configuragao de repouso [51]. E o que se vera no caso numérico da secio (6.1.7).

50 que & um valor alto quando comparado ao tempo de relaxacio da agua, que é em torno de 10713 s.
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CAPITULO 4

MODELAGEM MATEMATICA DE UMA
SUSPENSAO POLIMERICA

O ponto de partida para a analise de escoamento incompressiveis de fluidos poliméricos
sao a equagao da continuidade (ou equagao da conservagdo de massa) e a equagao da

quantidade de movimento (apéndice (II)), que sdo dadas respectivamente por:

V-u=0, (4.1)

V-3 =0. (4.2)

Porém quando o interesse é resolver o problema de um escoamento de fluido nao-newtoniano
surgem algumas dificuldades adicionais, pois equagoes constitutivas mais complexas apare-
cem. Geralmente costuma-se escrever a equacgao da quantidade de movimento, para fluidos
poliméricos, destacando a parte referente a contribuicao do solvente e a parte referente as

macromoléculas, assim:
u
p—=pu+V-0,+V-0op,, (4.3)

Dt

em que o, é a contribui¢ao do solvente (que possui comportamento newtoniano) e o, é a

contribui¢ao das macromoléculas presentes no polimero. O tensor de tensoes adicional o,
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deve ser obtido através de equacgoes constitutivas provenientes de teorias sobre reologia de
fluidos, como por exemplo, a teoria cinética, a teoria de redes de suspensoes concentradas e
polimeros fundidos e a teoria da reptacao [41]. Como este tensor nao pode, geralmente, ser
escrito explicitamente em fungao do gradiente de velocidade (como no caso da contribuigao
newtoniana) portanto tem-se que escreve-lo em termos de outros tensores como se vera mais

adiante.

4.1 Fluido Newtoniano Generalizado

Como se viu no capitulo de introdugao, existe um grande niimero de equacoes consti-
tutivas, que buscam descrever o comportamento reologico dos fluidos poliméricos. Estas
equagoes podem ser enquadradas em diferentes grupos, de acordo com a sua forma, sua
natureza matemaética e sua capacidade de predigdo de fungoes materiais [8]. Cita-se, ini-
cialmente, o Fluido Newtoniano Generalizado (FNG), este consiste na generalizagdo do
modelo de fluido newtoniano para fluidos nos quais a viscosidade é uma fungao da magni-
tude do tensor taxa de deformagao D. Os modelos FNG sao uma primeira generalizagao da
mecanica dos fluidos cléssica para a mecéanica dos fluidos nao-newtonianos. Nessa situagao
os efeitos eldsticos nao sao preditos, uma vez que essa categoria de modelos ainda nao con-
sidera o calculo do tensor o,,, estes modelos podem ser aplicados satisfatoriamente somente
em casos em que ocorrem escoamentos por cisalhamento e taxas de deformacao elevadas.

Para FNG tem-se que substituir a equacdo (4.4) abaixo na equagao (4.3).
os =2u(¥)D e o, =0, (4.4)

e a viscosidade p(¥) é agora funcdo da taxa de cisalhamento 4 que é igual ao segundo inva-
riante do tensor taxa de deformagao D (apéndice (I)). Existem muitos modelos empiricos
que fornecem relagoes matemaéticas para a viscosidade em funcao da taxa de deformacao
mas geralmente s6 sao validos para determinados fluidos ou em determinadas regices de

aplicacao [8].

Digno de nota, novamente, tem-se o modelo mais simples e mais conhecido para a

viscosidade dependente de 4 que é a chamada de lei de Poténcia (“Power-Law”) [8], como
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visto na equagao (2.80):

u(i) = k5, (45)
em que k é um parametro de consisténcia e n é o expoente deste modelo. Esses parametros
sao dependentes do fluido e sdo obtidos por ajustes (fit) de curvas a dados experimen-
tais. Este modelo permite a obtencao de solugoes analiticas para uma grande variedade de

escoamentos, sendo possivel até representar o efeito pseudo-plastico (“shear-thinning”).

O modelo de FNG tem a deficiéncia de nao predizer os efeitos elasticos caracteristicos
de fluidos poliméricos. Do ponto de vista numérico o uso de FNG nao apresenta grandes
dificuldades em comparacao ao estudo dos fluidos newtonianos. Por este motivo estes
modelos sao muito utilizados no estudo de aplicagoes industriais, como processos de extrusao
e injecao, para predi¢ao de algumas etapas ou caracteristicas dos referidos processos que
estao associadas somente a fenémenos puramente viscosos e para os quais os efeitos da

viscosidade nao-newtoniana tem grande importancia.

4.1.1 Fluido Viscoelastico Nao-Linear

Os modelos matematicos para fluidos viscoelésticos nao-lineares sao mais robustos pois
permitem descrever ao menos qualitativamente efeitos elasticos e caracteristicas nao-lineares,
como diferencas de tensdes normais e viscosidade nao-newtoniana e por isso serao tratados
nesta tese. Os modelos diferenciais nao lineares podem ser obtidos a partir do modelo
para fluido viscoelastico linear, na sua forma diferencial, como visto no capitulo 2. As
modificacoes realizadas consitem na substituicao das derivadas temporais pela derivada Ol-
droyd e/ou na inclusdo de termos nao lineares e demais parametros nas equagoes. Assim

as equagoes constitutivas obtidas serdao objetivas (apéndice (III)).

Abaixo explicita-se a relagao que define a derivada Oldroyd alta do tensor de tensoes o,

d_(o) Do T
—% = Dr o(Vu)' — (Vu)o. (4.6)

Estes modelos nao estao limitados apenas a pequenas deformagoes, como é o caso da
viscoelasticidade linear, sao modelos mais proximos da realidade que permitem obter in-
formacoes qualitativas em relagao a efeitos viscoelésticos lineares e nao-lineares em varios

tipos de escoamentos. Algumas vezes os modelos sao encontrados usando o tensor confor-
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magao, que possui relagdo com a configuracao espacial (extensdo) das macromoléculas do
polimero e pode ser relacionado com o tensor de tensoes. No entanto, apesar de se ter
algumas vantagens em relacao a estabilidade, se tem algumas desvantagens com relagao a

maior quantidade de memoria compuntacional requerida [63].

4.2 Modelo Oldroyd-B

O modelo Oldroyd-B (Oldroyd, 1950) deriva da teoria cinética para suspensoes polimé-
ricas concentradas e polimeros fundidos [8]. A cadeia polimérica é representada por um
conjunto de esferas unidas por uma mola como mostra a figura (4.1). Nesta configuragao
as esferas representam o centro de massa do sistema e estao relacionadas com a intera-
¢ao hidrodinamica entre o solvente e as macromoléculas da suspensao polimérica (a forga
de arrasto viscoso do solvente sobre as macromoléculas). As molas representam o efeito
de elasticidade das macromoléculas ou o efeito restaurador do polimero. Esta configura-
¢ao esfera-mola denominada “dumbbell” é simplificada assumindo-se um comportamento de

mola linear ou mola de Hooke.

Macromolécula real Modelo esfera—mola

Figura 4.1: Representacao esquematica de uma macromolécula no modelo “dumbbell”. O
vetor r liga as extremidades da macromolécula de ponta-a-ponta e § é o comprimento de

um monodmero individual, como visto na segao (2.2).
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Neste ponto se assume [1| o equilibrio entre as forgas devido ao movimento Browniano
Fy e as forgas elasticas F, i.e., F, = F,., em que considera-se a mola linear de Hooke para

modelar a forca browniana de restauracao da macromolécula, como sendo:
Fy, = Gr, (4.7)

em que G ¢ a constante da mola e r = ||r|| é a distancia de ponta a ponta da macromolécula
como na figura (4.1). Neste ponto note que evidentemente r varia no tempo, i.e., r = r(t) e
assumi-se que, em t = (0, a macromolécula encontra-se em seu regime totalmente relaxado

(equilibrio) e neste caso usa-se r = a.

O movimento browniano possui energia £ = KgT [24], em que Kp & a constante de

Boltzmann e T a temperatura absoluta. Pelo fato de ser, ainda, F = F -r, pode-se escrever:

SKpT
P = , (4.8)
a
aqui considera-se que ||r|| = r & a como sendo uma escolha tipica da distancia entre as

extremidades da macromolécula em configuragao randoémica correspondendo & configura-
¢ao de equilibrio, como ja dito anteriormente. De (4.7) e (4.8) determina-se, a titulo de
ilustragao, que o coeficiente elastico da mola (ou constante da mola) em termos da energia

E sera dada por:
_ 3KBT 3E

a? a?

G

(4.9)

A interagao hidrodindmica entre a molécula e o solvente é representado pelo arrasto
viscoso sobre as esferas que constituem a mesma. Neste modelo dumbbell a forga viscosa, F,,
¢ definida como a forca exercida numa esfera isolada de raio' a pelo solvente de viscosidade

. Para baixos nimeros de Reynolds tem-se, como em [2]:

dr
F, = 6mpua—. 4.10
mpa—, (4.10)

No equilibrio termodinamico, o balanco entre F, e F), resultam em,

dr G

— = — 4.11

it~ C, (4.11)
em que C, = 6mpa é o coeficiente de arrasto viscoso. Se integrarmos a equacao (4.11) com

a condigao inicial r(0) = 7o, obtém-se:

r(t) = roexp(t/T). (4.12)

INote que aqui assumi-se, também, que a distancia de equilibrio é igual ao raio da esfera.
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E esta ultima equagao fornece a variagao do comprimento de equilibrio médio r» em funcao
do tempo t > 0. Note que esta variacao é crescente em t e varia exponencialmente. Aqui é
importante destacar que:

C,  2mpa’

é definido como o tempo de relaxacao da macromolécula.

A titulo de ilustracdo, ao substituir a equagao (2.14), que diz que a ~ v/ NJ, na equagao

(4.13), obtém-se:
2muN3/253
TR —————.

4.14

Como dito na sec¢ao (2.2) o namero N corresponde ao nimero total de mondmeros e
assim podemos definir N = Pt/P;, sendo Pt o peso total do polimero e P; o peso de um

inico monomero. Desta maneira conclui-se que:
T o (Pt/P;)3/2. (4.15)

A equagao (4.15) mostra um resultado importante em que se observa que polimeros de altos
pesos moleculares apresentam maiores tempos de relaxagao [28]. Dito de outra forma, o
efeito elastico ou de memoria de uma suspensao fluida constituida desses polimeros pode
causar grandes mudangas num escoamento. Isto explica (dentre outros fatores) porque
apenas poucos ppm de um polimero de alto peso molecular adicionado a escoamentos tur-

bulentos pode reduzir consideravelmente a queda de pressao [18],[36].

4.2.1 Tensor de Tensoes nao-Linear e o Tensor Adaptacao B

Como feito em [1] usa-se neste trabalho a parte deviatérica o como sendo:
o = 214(6,%)D + &5, (4.16)

em que ps(p,7) € a viscosidade dindmica e 4 é a taxa de cisalhamento. O tensor o5 é a
contribuicao da tensao eléstica, devido a presenca de macromoléculas. Este tensor pode ser
interpretado como uma correlacao entre o comportamento microscopico das macromoléculas

e a resposta macroscopica obtida no escoamento.

Para uma suspensao diluida de polimeros, ¢ < 1, pode-se considerar que a viscosidade

efetiva do fluido pode ser calculada por ps(d,%) =~ p(l + cp) = ps(¢p), conforme visto na

93



se¢ao (3.3), [25]. Aqui p é a viscosidade do fluido base Newtoniano. No caso de esferas
rigidas Einstein determinou ¢ = 5/2. Como se viu na segao (3.3), os experimentos em
reologia mostraram que para uma suspensao diluida de PAMA o melhor ajuste para o
parametro c foi determinado como sendo ¢ = 1,53 x 10°. Note que este parametro encontrado
experimentalmente para a PAMA é bem maior que no caso para esferas rigidas e uma das

explicacoes desta discrepancia é o fato de que a PAMA possui um alto peso molecular.

Utiliza-se, também, em parte desse trabalho o modelo adimensional de Cross para se
ter a viscosidade adimensional fi5 em fung¢ao de De, como foi visto ao final da segao (3.3.1).

Transcreve-se tal modelo adimensional, devido a sua importancia. Segue:

o uDe) _fio + jis(KD)"
fs(De) = Fe =00 = Bt n (4.17)

em que: flg = fio/fw, floo = foo/ fw, K = k/T, € De = 7,7.

Uma proposta para o tensor op que é nao-newtoniano e surge devido & presenca das

macromoléculas é dado por [2]:

1 /v
op = lim —/ opdx = n{op), (4.18)
vV Jo

Voo

aqui ( ) representa uma média (ensemble average), i.e., &g é uma média volumétrica ao
longo de um volume de controle V' suficientemente grande para conter um ntmero signifi-

cativo de macromoléculas para se tirar esta média.

O vetor forca elastica de restauracao é dado por F, = Gr, em que G é um coeficiente de
elasticidade e r é o vetor da figura (4.1). O tensor de tensoes associado a uma macromolécula
¢ dado pelo produto diadico?, oz = Grr’. E tomando uma média sob o elemento de volume

Ny, tem-se [2]:

(op) =G (Nim irrT> , (4.19)

visto que n = N,,/V (se¢éo (2.2)) entao pode-se concluir que:

op=n(op) = nG<rrT>. (4.20)

O tensor do momento de inércia de deformagao ou ainda tensor conformacao das ma-

cromoléculas é definfido por:

B(t) = <rrT> = Nim %rrT, (4.21)

2Ver equagao (1.46).
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veja que B(t) é por definicdo um tensor positivo definido (apéndice (I)) e pode ser inter-
pretado como o tensor que descreve o movimento das macromoléculas, mostrando tanto a
posicao em que elas estao sendo orientadas, como quanto elas se deformam no decorrer do
tempo, quando da aplicacao de um escoamento. E finalmente o tensor de tensoes X sera
dado por:

Y =-—pl+o0=—pl+2u,(De)D +nGB(t). (4.22)

E explicita-se o tensor o em termos de B, na equagao abaixo:

o =2us(De)D +nGB(t). (4.23)

Para o fechamento da equagao (4.22) é necessario uma equagao de evolugao temporal
para o tensor B e pela relacao entre forgas de arrasto e viscosas, pode-se escrever:

d
67wad—; +Gr=0. (4.24)

De (4.24) conclui-se, ap6s multiplicar por r7 dos dois lados e subtrair o termo da translagao
de corpo rigido e assumir um quadro de referéncia que roda e deforma com a macromolécula,

a equagao (4.25);

3Wua§(§?> +GB - KgTT =0, (4.25)
em que,
5_(B) DB .

¢ a derivada Oldroyd alta (ver apéndice (III)) que pode ser entendida como a taxa de
variacao de B visto por um observador que se deforma e translada com a macromolécula.
O tensor elastico associado a conformacao pode ser interpretado como um tensor de Green,
G = C — 1, segundo uma descri¢ao material Lagrangiana [3], onde I é o tensor identidade.
O coeficiente envolvendo KgT no termo da parte isotropica, tensor I, nada mais é do que
uma compatibilizacao de unidade da equacao usando a energia térmica Browniana, KT,
ja& que nossa elasticidade esta diretamente relacionada a agitagao térmica browniana das

moléculas do fluido base sobre a macromolécula.

Com essas consideragoes a equagao (4.25) ficara na forma:

DB
- = -B+B- T _
D Vu-B+B: (Vu)

KgT
sl g, Kely
mpalN§? 3mpa

(4.27)
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Note ainda que, como pode-se escrever o tempo de relaxacio 7 como sendo 7 = 2ruN3/26% /| K 5T,

entao a equagao (4.27) pode-se ser reescrita como sendo:

DB 2 a?
—— =Vu-B+B- (Vo) —-=Z(B-—1I 4.2
Dt <l ~ ( u)/ 7'( 3 )’ (4.28)

Primeiro termo
Segundo termo

D
em que Di representa a derivada material®. Na equagao (4.28) o primeiro termo representa

o estiramento da macromolécula pelo escoamento e o segundo termo representa a relaxacao

do polimero devido ao movimento Brawniano.

O tensor conformacao B descreve a configuragao instantanea das macromoléculas, sendo
uma medida da deformacao e da orientacao na qual as macromoléculas sao submetidas uma
vez que um escoamento mais forte é aplicado [1]. Note que a equacgao diferencial (4.28) para
o tensor conformagao foi obtida mediante uma analise microestructural, considerando-se o
equilibrio termodinamico do sistema, em que as forcas viscosas se encontram em equilibrio
com as for¢as Brownianas restauradoras. Esta analise foi ainda considerada com base numa
média volumétrica sobre todas as macromoléculas do polimero, e um referencial girando e
deformando com a macromolécula (derivada oldroyd alta) foi considerado no sentido de

preservar a indiferenga material da equagao (4.28) a qualquer sistema de referéncia [1].

Antes de se proseguir, abaixo tem-se os paramentros fisicos admensionais fundamentais

de nosso estudo:

1. Para um escoamento de um fluido de densidade p e viscosidade p passando por um
objeto de comprimento caracteristico z e velocidade caracterisitca u.., defini-se o ni-
mero de Reynolds, Re, como sendo Re = pu.x/u. Aqui é importante mencionar que
a viscosidade p é por convencao tomada como sendo a viscosidade de cisalhamento

no limite de pequenas taxas de deformacao .

2. O parametro admensional mais importante deste trabalho é o nimero de Deborah, o
qual é dado pela razao entre o tempo de relaxagao principal do polimero 7, por um
tempo caracteristico do escoamento t;. Assim:

De =2, (4.29)
ty

3Ver equagao (IL.7)

96



Importante destacar que o tempo de relaxacao principal 7, ¢ definido como o maior
tempo de relaxacao, representando o mecanismo principal de interagao entre as ma-
cromoléculas. A este tempo 7, se seguem diversos outros tempos de relaxagao secun-
dérios, aos quais esté associado o término do processo de relaxacao da tensao, ou seja,

o retorno do material a sua condi¢ao nao deformada, como se viu no capitulo 3.

O nimero de Deborah De nos fornece uma relagao de quao alterado sera o efeito
elastico, ou seja, valores altos de De indicam que o efeito elastico é maior, ja quando
De tender a zero tem-se escoamentos puramente viscosos [1]. Deste modo pode-se
dizer que o ntimero de Deborah pode ser visto como sendo a taxa de cisalhamento

adimensional dos escoamentos.

3. A extensibilidade do polimero L é dada pela razao entre o tamanho da macromolécula
completamente estirada ¢, e tem-se que ¢ ~ N¢ conforme se¢ao (2.2) e a distancia

média correspondente ao estado de equilibrio randémico a. Assim L = {/a.

Note que L =~ /, se, e s6 se, De =~ 1 ou De > 1, como poderé ser visto mais adiante

no caso do escoamento extensional, por exemplo.

4.2.2 Modelo nao-linear Dumbbell-FENE

Para tormar o problema mais compativél com a realidade, pois a mola de Hookean
pode produzir uma elongagao arbitrariamente grande no haltere (o que é impossivel), é
introduzido uma limitacao na extensibilidade da macromolécula. Mudando a lei linear da
mola para uma com extensao finita, i.e., G/f(r), isto nos fornece o modelo de dumbbell-
FENE (“Finite Extensibility Non-linear Elasticity”), em que a fungao f(r) é o modelo nao-

linear da mola® proposto, inicialemente, em [62] e ¢ dada por:

f(r)= EQL com r* = tr(B). (4.30)

)
7’2

Aqui faz-se a seguinte observagao. Matematicamente, tem-se também f(r) arbitrariamente
grande quando r estd muito proximo de ¢ (r = {), porém, assume-se nestes casos que

a macromolécula estd em seu estado quase maximo de extensibilidade, e assim, pode-se

40 modelo original proposto em [27] & f(r) = (¢/3r)F~1(r/{), em que F(z) = coth(z) — 1/z ¢ a fungao

Langevin.
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considerar que a mesma degrada para r = (. Este fato ficard mais evidente nos resultados
numéricos do escoamento extensional na segao (5.5). Finalmente assumi-se que o tensor
conformacao B é funcao apenas do tempo, i.e., para cada tempo ¢ tem-se uma configuracao

instantanea da macromolécula que nao depende da posicao @.

Com estas consideragdes as equagoes (4.23) e (4.28) ficarao escritar como sendo:

o = 245(De)D +nGf(r)B(t), (4.31)
B _ gu. (va - 20f0) (g
E—V B+B:(Vu) i) (B 3I>. (4.32)

No caso de ser r = {, que ocorrera para altos valores de Deborah, viu-se acima que se
trata do caso em que a macromolécula esta quase totalmente estirada. Defini-se ainda este
caso como sendo o regime anisotropico 1], pois a macromolécula produz anisotropia® dentro
do escoamento, acarretando o surgimento de efeitos nao-lineares, como o aparecimento da

diferenca de tensoes normais Ny = 017 — 099.

Em contra partida tem-se a possibilidade de que r ~ a < ¢ entao pode-se assumir

f(a) = 1, pois:
02 0?
e o modelo de mola linear pode ser usado. Este caso seréd denotado por regime elastico e

ocorre quando De < 1.

Fisicamente falando é como se a macromolécula nao percebesse o escoamento ficando
quase em seu estado de equilibrio randémico e diz-se que neste caso o fluido tem um com-
portamento quase newtoniano. O que explica este comportamento é o efeito Browniano das
particulas do solvente que impedem as macromoléculas de voltarem a se deformar, man-
tendo sua distribuicao randomica de equilibrio, o que por sua vez evita a aparicao de efeitos

nao-lineares.

5Caracteristica que uma substancia possui em que uma certa propriedade fisica varia com a direcao.
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4.2.3 Adimensionalizacao das Equagoes

Para adimensionalisar as equagoes (4.31) e (4.32) usam-se: u, = a/7, como uma velo-
cidade de referéncia e a viscosidade da aguaS 1, para adimensionalizar a viscosidade da
suspensao polimérica j;. Note que desse modo tem-se o tempo de relaxacao principal 7,

como escala tipica de tempo e a como uma escala tipica de comprimento.

Finalmente tem-se as equagoes (4.31) e (4.32) em sua forma adimensional dadas por:

& = 2ji,(De)D + 9;) f(R)B, (4.34)
—_——
Conformagao
e ~
E:?ﬁ-BjLB-(@ﬁ)T—ﬂ(B—lI), (4.35)
dt tr(B) 3

em que utilizou-se também: n = 3¢/(4na®), G = 3KzT/a®>, B = B/d?, & = o7,/
t=t/1,, R=r/a, L ="{/a, f(R) = L*/(L? — R?), D =D7, e V = Va.

Destaca-se novamente a importante relagao para a viscosidade adimensional dada pelo

modelo de Cross adimensional:

_ fis(De) _ fio + fieo (K De)™
™ 1+ (KDe)m™

fis(De) (4.36)

em que: flg = fo/ s floo = Moo/ fhws K = k/T, € De = 7,7, como apresentado ao final da
segao (3.3.1).

Ressalta-se que o importante parametro, nimero de Deborah De, ird aparecer natu-
ralmente quando na adimensionalizacao dos campos de velocidade que irao ser explorados
neste trabalho, pois, como se viu acima, o parametro De nao aparece na adimensionalizacao

das equagoes (4.31) e (4.32).

6 Aqui pode ser qualquer fluido base newtoniano de viscosidade p de referéncia.
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CAPITULO 5

RESULTADOS ASSINTOTICOS,
NUMERICOS E COMPARACAO COM
ALGUNS RESULTADOS EXPERIMENTAIS
~ ESCOAMENTOS PERMANENTES

5.1 Introducao

E importante notar que o par de equacdes (4.34) e (4.35) formam um sistema fechado.
Portanto, uma vez de posse da solugao do tensor conformacao B é possivel determinar o
tensor de tensoes o e, apartir deste, obtém-se as quantidades reolégicas do fluido em es-
coamento, conforme sera visto ao longo deste trabalho. O presente capitulo traz solugoes
assintoticas e numéricas para os seguintes escoamentos permanentes: cisalhamento simples
e extensional. E apresentado também resultados para o escoamento por impulso de de-
formacao. A comparagao numérico-experimental é apresentada para algumas quantidades
reologicas do fluido no sentido de validar o modelo e as simulagoes numéricas. Ao final

deste capitulo a se¢ao (6.4) trata de uma nova forma de obtenc¢ao do tensor conformagao
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B usando-se da derivada de Jaumann.

Para a solugao assintotica é considerado o regime de pequenas deformagoes das macro-
moléculas e nas vizinhancas do equilibrio, R ~ 1, em que o parametro De sera considerado
como sendo De < 1. Desta maneira pode-se assumir que os termos néo lineares f(R) e
R sdo tais que f(R) ~ 1 e R =~ 1. No caso numérico o parametro De é considerado ar-
bitrario e portanto variando numa ampla faixa, i.e., 0 < De < 10, e deste modo serao
considerados, para a implementagdo numérica, o caso geral em que f(R) = L?/(L*> — R*) e
R = tT(B) de acordo com a proposicao de [36]. Vale ressaltar que dependendo do escoa-
mento aplicado nao se usara neste trabalho De > 1 (no méximo até De = 20), pois sabe-se
que valores muito altos deste parametro sao incompativeis com observagoes experimentais.
Ademais valores muito altos de De correspondem a situagoes de ruptura e, ou degradacao,

das macromoléculas.

As solugoes numéricas desenvolvidas na presente tese foram obtidas com a implemen-
tacao de codigos em linguagem de programagao FORTRAN90. O metédo de integragao
numérica Runge-Kutta de quarta ordem (ver apéndice IV) foi implementado no presente
contexto para solucao numérica das equacoes diferenciais ordinarias nao-lineares determi-
nadas na equacio (4.35). O passo de tempo adimensional df foi escolhido de forma a melhor
capturar as propriedades fisicas aqui investigadas. Para este fim a definicao da escala de
tempo numérica deve ser acoplada ao niimero de Deborah ja que este parametro ¢ definido
com a razao entre as escalas de tempo microestrutural do fluido e o tempo caracteristico do
escoamento. Portanto o parametro De = 7,7 foi vinculado ao passo de tempo dt, conforme

definicao a seguir. Para escoamentos cisalhantes permanentes, propo-se que:
dt = 1073 x min{1, De™'}. (5.1)

Sendo 7, o tempo de relaxacao principal do polimero deve-se considerar dt < 7,, ou em
termos adimensionais, df < 1. Ademais, usa-se ainda dt < 1/4, de onde obtém-se que

dt < 1/De.

Para os escoamentos oscilatorios (transiente)!, além das escalas usadas em (5.1), foi
considerado uma nova escala de tempo 1/w. Consequentemente dt < 1/w, ou em termos

adimensionais, dt < 1/&. Deste modo o passo de tempo adimensional para os escoamentos

I Aqui também inclui o escoamento extensional oscilatério.
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oscilatorios com frequéncia w, sera dado por:
di = 10~% x min {1, (@)1, De’l}, (5.2)

em que w = T,w. Desta maneira os passos de tempos numéricos apresentam consisténcia

fisica com a evolucao configuracional da macromolécula.

E importante destacar que para se iniciar o processo de evolugao temporal do algoritmo
de Runge-Kutta ¢ necessario impor uma condigao inicial para o problema de escoamento
investigado?. Tendo em vista que na condigao de equilibrio (sem escoamento) a macromo-

lécula esta totalmente relaxada, é natural propor que em ¢ = 0 se tenha B(0) = 1.

3

5.2 Convergéncia dos dados numéricos.

Para garantir que os dados numéricos do presente trabalho estao convergindo dentro de
uma margem de erro tendo por base medidas experimentais, apresenta-se inicialmente esta
segdo. Dos resultados experimentais tem-se que os erros relatados no trabalho [51] ficam
em torno de 1073, sendo muito dificil conseguir uma margem menor, pois os experimentos
apresentam certas limitagoes. Porém, no ambito numérico pode-se trabalhar numa mar-
gem de erro em torno de 107°. Para conseguir estimar este erro dentre os dados numéricos,
faz-se a evolugdo temporal da componente adimensional 715(f) até um determinado valor
suficientemente grande de ¢ para se garantir que apenas a parte da conformacao das macro-
moléculas da fungao 715 torna-se praticamente constante dentro de uma faixa de amplitude

1075,

As simulagoes foram realizadas para varios valores do parametro do ntimero de De e
em seguida verifica-se o valor do médulo da contribuigao de conformagao da fungao &15(t).

A funcdo 715(t) é considerada do escoamento por cisalhamento simples, que pode ser visto

com mais detalhe na préxima secao.

Ao fazer a evolucao temporal de 715(f), para cada De, observa-se que o tempo adimensi-
onal £ aumenta no sentido de se alcancar a desigualdade }612(f)| < 107° a partir deste tempo
t. Na tabela (5.1) se vé o conjunto de quatro valores do parametro De e seus respectivos

valores do tempo adimensional ¢ a partir do qual ocorreu a margem de erro desejada. Na

2Aqui tem-se na verdade um problema de valor inicial PVI. Veja equacao (IV.12).
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figura (5.1) mostra-se a evolugao temporal da contribuigdo das macromoléculas da fungao
G12(t) para os mesmos quatros parametros De da tabela (5.1). Nesta mesma figura fica
mais evidente® que para um tempo adimensional ¢ = t/ T, > 4 tem-se uma convergeéncia
dos dados numéricos, dentro da margem de erro estabelecida, para o cisalhamento simples.
Para o cisalhamento extensional oscilatério foi necessario também capturar as solugoes para

t > 4, a fim de se garantir a convergéncia dentro desta mesma margem de erro.

Tabela 5.1: Valor do tempo adimensional ¢ a partir do qual a contribuicao elastica da funcao

012 possui um comportamento constante.

De | i=t/m, | [6120D)]
0.1 2.12 <107°
1.0 2.85 <107°
10.0 3.45 <107°
50.0 6.25 <107°

Por fim, destaca-se que a rapida e eficiente convergéncia dos dados numéricos se deve
a robustez do metodo de Runge-Kutta de quarta ordem (ver detalhes no apéndice IV) e
ao fato de se estar escolhendo o passo de tempo adimensional df vinculado aos parametros

fisicos do escoamento conforme equagao (5.1).

3Na verdade £ > 4 ja se mostrou suficiente uma vez que trabalharemos com De até 20.
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Figura 5.1: Evolugao temporal somente da contribui¢ao da conformacao das macromoléculas

da funcdo 615(t) para quatro valores do parametro De para o escoamento por cisalhamento

simples. Em: (a)De = 0.10, (b)De = 1.0, (c)De = 10.0 e (d)De = 50.0. Note que os

casos (c) e (d) apresentam resultados semelhantes, pois a macromolécula ja atingiu seu

estiramento méaximo para altos nimeros de Deborah. Parametros: L = 60 e ¢ = 400 ppm.
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5.3 Cisalhamento Simples

Apresenta-se agora os resultados numéricos e experimentais da primeira diferenca de
tensoes normais adimensional, Nl = 011 — 092, para o cisalhamento simples visto que ela é
uma grandeza reolégica importante no estudo de fluidos elasticos. Os resultados relativos a
tensao de cisalhamento adimensional 715 e, consequentemente, da viscosidade adimensional

da suspensao polimérica, fi,, serdao tratados na se¢ao (5.3.4).

Considere o campo dimensional de velocidade do cisalhamento simples dado por u =
(22,0,0). Tomando a velocidade caracteristica como sendo u, = a/7,, em que De = 7,

o campo de velocidade admensional, pode ser expresso por:

G-t (75“5%,0,0) — (Dei,0,0), (5.3)

U

em que To = 23 /a. Portanto o tensor gradiente de velocidade e o tensor taxa de deformagao

adimensionais, serao dados, respectivamente por:

0 De 0 0 De O

- -1

Va=10 0 0| e D:5 De 0 0]- (5.4)
0 0 0 0 0 O

Com os tensores dado pela equagao (5.4) obtém-se, a partir da equacao (4.35), o seguinte
sistema geral (caso f(R) # 1 e R # 1) de equagoes diferenciais para as componentes do

tensor B, dado por:

(B, f(R) [~ 1
- =2 Boy — —
di R ( - 3) ’
ABss __,J(R) (5 1
— = -2 Bss — —
di R \"" 3)
dB - -
}2 = D6B22 - 2@3127 (5 5)
dt
B . ~
d ~21 = DGBQQ - 2f(R> B217
dt
dB L R [~ 1
K dt}l = D6<B12 —+ Bgl) — 2% <B11 - g) .

Do sistema (5.5) conclui-se que Boy = Bss e Byy = Boy.
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5.3.1 Solucao Assintética para De < 1

Agora trabalha-se com o sistema (5.5) no limite assintotico em que De < 1, isto é, nas
vizinhangas do equilibrio da macromolécula. Desta maneira pode-se usar f(R) ~1le R~ 1
no referido sistema. Apods os devidos célculos obtém-se o seguinte sistema de equacoes

diferenciais a se resolver:

(dB . 1
2 = -9 (322——)7

dt 3
dB . .
2 — DeByy — 2By, (5.6)
di
dBy, . . 1
1 9DeB —2<B ——>.
di €D12 11 3

\

Resolvendo-se analiticamente o sistema (5.6) e considerando-se um tempo adimensional

t > 4, resulta:

(- ~ 1

Bas(t) = Bss(t) = 3
~ ~ 1

Blz(t) = le(t) = EDG’ (57)
~ 1 1

B (t) = =De?* + —.

\ 11( ) 6 e’ + 3

Com as solugoes obtidas em (5.7), utilizando-se a equacdo (4.34) pode-se determinar &y, e

092 adimensionais, no limite assintético considerado:
- 3 5 3 . 3
0'11<D€) = Z(bD@ + §¢ e UQQ(D@) = §¢ (58)

Desta maneira obtém-se a primeira diferenca de tensdes normais adimensional, N1 = 17 —

092, dada pela equacao:

Ny (De) = %DeQ + O(De*) (5.9)

No modelo teodrico visto em [4] tem-se que para escoamentos de liquidos elésticos, no
limite de pequenas taxas de deformagao, a primeira e a segunda diferenga de tensoes normais

sao proporcionais ao quadrado da taxa de cisalhamento. Portanto,
Ny = A2 + O(%Y) e Ny = BY? + O(¥h), (5.10)

em que A e B sao constantes. Como aqui De = 77, a solucao assintética dada pela equagao
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(5.9) esta de acordo com a ordem O(De?) da equacao (5.10).% Assim para pequenos valores
de ¥ tem-se que N; e Ny tendem a zero. Por outro lado para maiores valores de 4 ou De,
N ja tem uma dependéncia quadrética com 4 em contraste com o5 que € linear com 4 em

baixas taxas de cisalhamento.

Na figura (5.2), conforme jé apresentado em [2], mostra-se a primeira diferenga de tensoes
normais adimensional em fungao do nimero de Deborah (De), para valores tipicos de L = 60
e ¢ = 400 ppm. A solugdo numérica na figura (5.2) foi obtida via integragao pelo metédo de
Runge-Kutta do sistema (5.5). A referida figura apresenta uma comparagao entre a solugao
assintotica, dada pela equagao (5.9) e a solu¢do numérica. Aqui, o nimero de De é uma
medida da taxa de cisalhamento adimensional, e pode ser interpretado como a intensidade

do escoamento em produzir o estiramento da macromolécula.

Conforme descrito no paragrafo anterior ja existe uma dependéncia quadrética de N;
com De, mesmo para baixos valores deste tltimo parametro. Essa dependéncia quadrética
quando De — 0 é um indicador de que N; possui dependéncia nao-linear no escoamento.
Por outro lado, a figura (5.2) mostra que para valores de De maiores, a dependéncia qua-
dratica nao é mais vélida ja que outros efeitos nao lineares associados com a deformacao da
macromolécula tornam-se importantes e consequentemente o limite assintotico dado pela
equagao (5.9) perde sua validade. O surgimento desta nao-linearidade ¢ devida ao estira-
mento que a macromolécula sofre pelo escoamento quando este é mais intenso. Deste modo
pode-se afirmar que a fungao f(R) que descreve a mola desvia-se consideravelmente da hi-
potese f(R) ~ 1. O encarte da figura (5.2) mostra a dependéncia entre Ny /¢ e De? e uma
excelente concordancia entre as solugoes analitica e numérica é observada para ntmeros de

Deborah bem menores que a unidade.

40 modelo aqui examinado fornece N, = 0. Com o avanco dos reémetros pode-se medir também expe-

rimentalmente Ny e verificar que N # 0. Em geral |Na| < |Ny|, (V1 =~ 10N3).

107



12 T T T T

Ni/¢

Figura 5.2: Primeira diferenca de tensdes normais adimensional N, /¢ em funcao de De.
Pontos denotados por quadrados abertos representam a solugao por integragao numérica
das equagoes (4.34) e (4.35) e a linha pontilhada representa a solugao analitica dada pela
equacao (5.9). O encarte mostra a dependéncia quadratica de Nl/qﬁ para De — 0, i.e., no

regime de pequenas deformagoes. Parametros: ¢ = 400 ppm e L = 60.
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5.3.2 O critério da Equivaléncia de Cox-Merz.

Antes de apresentar uma comparacao dos resultados numéricos e medidas experimentais
na secao (5.3.3), ¢ apresentado nesta se¢ao o importante critério de Cox-Merz [17],[8]. O
critério estabelece uma relagdo entre o modulo viscoso 7'(w) e a viscosidade do fluido 7.
Esta regra tem origem nos principios de equivaléncia entre o cisalhamento permanente e
oscilatorio em regimes de visco-elasticidade em baixas frequéncias. O critério prediz que
a viscosidade aparente n de liquidos é equivalente & magnitude da viscosidade complexa
|n*(w)| para valores correspondentes de baixas frequéncias w e taxa de cisalhamento 4.

2

=W (1 + Ww)) . (5.11)

' (w)

n(y) = [n"(w)]

Porém esta regra mostra-se adequada somente no regime de viscoelasticidade linear [51], ja

que o principio da equivaléncia entre os escoamentos falha em regimes nao-lineares.

O critério de Cox-Merz também se aplica as propriedades elasticas das suspensoes poli-
méricas. Neste caso, relaciona o moédulo elastico G'(w), obtido do cisalhamento oscilatorio
de pequena amplitude, com a primeira diferenca de tensoes normais N, obtida dos ensaios

em regime de cisalhamento permanente (cisalhamento simples). O critério estabelece que:

G (w) = . (5.12)

No presente trabalho fez-se necessério a aplicacao do critério de Cox-Merz. Exemplos
do uso do referido critério sao mostrados na figura (5.3) em que apresenta-se trés graficos
de propriedades viscosas e elasticas para trés tipos distintos de suspensoes poliméricas.
O critério de equivaléncia de Cox-Merz é apresentado com os resultados apresentados na
figura (5.3) pois pode-se ver uma excelente concordancia entre n e |n*|. No entanto, a
equivaléncia entre N1/2 e G', dado na equagao (5.12), mostra-se mais sensivel a frequéncia
de excita¢ao. Em baixas frequéncias (ou taxas de cisalhamento), o critério de equilancia é
verificado para todas as suspensoes examinadas. E importante notar que conforme aumenta-
se a frequéncia, N;/2 passa a apresentar uma discrepancia maior com relagdo a G’ em
comparagao a frequéncias menores para a solugao correspondente ao grafico (5.3)(a) do que

as respectivas solugdes para os graficos (5.3)(b) e (5.3)(c).
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Figura 5.3: Comparacao das propriedades viscosas 1/(¥) e n'(w) e elasticas N1(¥)/2 e G'(w)
para diferentes suspensoes de poliestireno em 1-cloronaftaleno. Também é mostrada a
magnitude da viscosidade complexa n*, que deve ser igual a 1 de acordo com o critério

de equivaléncia de Cox-Merz. (a) Poliestireno linear 0.15 g/ml, (b) Poliestireno ramificado

0.45 g/ml e (c) Poliestireno Styron 0.42 g/ml. Fonte: Yasuda et al., 1981 [65].
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5.3.3 Comparagao entre resultados Numéricos e Experimentais para

a diferenca de tensoes normais NV;

Nesta secao apresenta-se um importante resultado no que diz respeito a validacao e
calibracao do presente modelo teérico com base em medidas experimentais. Para este fim
considere a tabela (5.2) com os dados experimentais, ja de forma adimensional, para os
valores da primeira diferenca de tensdes normais N; com relacio ao parametro De?, para
uma suspensao de PAMA a concentragao de ¢ = 400 ppm. Estes dados foram obtidos [51]
em um cisalhamento oscilatorio simples utilizando-se o redbmetro que se encontra instalado
no laboratorio de microhidrodindmica e reologia do Grupo do Vortex/UnB. Grupo este no
qual a presente tese foi desenvolvida. Os valores de N; (dimensionais) foram obtidos por
meio do critério de equivaléncia de Cox-Mertz, descrita na segao (5.3.2). Aqui vale destacar
que foi utilizada a relagdo dada pela equagao (5.12), para o levantamento da diferenga de

tensoes normais NVy.

A tabela (5.2) apresenta os resultados das medidas de N; experimentais. Garantiu-se
sempre que ¥ < 1571 ou de outro modo equivalente, De < 1. As corridas experimen-
tais foram realizadas com um controle rigoroso da temperatura, mantendo-se constante a
20°C'. Foi determinado o tempo de relaxacao principal da suspencao polimérica de PAMA
a ¢ = 400 ppm como sendo 7, = 0.01204 s. O fluido base utilizado como solvente foi a agua
destilada, que a esta temperatura dos ensaios possui viscosidade de p,, = 1.002 x 1073 Pa.s.
A adimensionalizagao dos dados experimentais foi feita de modo analégo ao numeérico, isto
6 Ny = N, T,/ lw € 0 nimero de Deborah foi determinado, também como no caso numérico,
da forma De = 7,74. A primeira linha da tabela (5.2) trata-se apenas de uma condi¢ao de
equilibrio do problema sem a presenca do escoamento, uma vez que, para De = 757 = 0,

nao se tem o campo de velociadade, como pode ser visto na equagao (5.3).
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Tabela 5.2: Valores experimentais da primeira diferenca de tensdo normal adimensional N;

e respectivos valores de De? de uma suspensao diluida de PAMA para ¢ = 400 ppm.

De? N, Erro experimental de N;
0.0 0.0 0.0
1.05E-06 | 1.48E-02 1.69E-02
4.54F-06 | 7.67E-02 7.41E-03
6.86E-06 | 1.12E-01 1.09E-02
1.05E-05 | 1.48E-01 1.69E-02

Experimentalmente foi verificado também a dependéncia quadratica em baixos De, i.e.,
Nl(De) = K De?, conforme descrito na solugao assintética dada pela equacao (5.9). O coe-
ficiente K é um parametro de ajuste a partir dos dados experimentais conforme tabela (5.2),
o qual é determinado como sendo K = 15500. Em seguida, para a calibracao, considera-se
a equivaléncia entre este parametro K e o coeficiente (3/4)¢ da equagao (5.9), com a adigao
de uma constante de calibracao, ¢, entre os dados teodricos e experimentais e desse modo
escreve-se:

3
79 a =K =15500, (5.13)

de onde conclui-se que ¢ &~ 5.17 x 107. Perceba-se que o valor para a constante de calibracao
foi alto. Arguimos que este alto valor se deve a baixa concentragao ou regime diluido
considerado (¢ = 400ppm = 4 x 107%) e a aplicacdo de baixo ntimero de De, requerido
para o critério de equivaléncia de Cox-Merz. Diante do valor da constante de calibragao g,
ajusta-se o codigo numérico do seguinte modo: Como Ny = 017 — 099, entao multiplica-se

toda a parte elastica da equacio (4.34) por ¢, e assim obtém-se novos valores para N;(De).

O resultado desta comparagao, entre as solugoes tedrica e experimental, pode ser vista
na figura (5.4). Este resultado remete a uma das principais contribui¢bes da presente
tese pois mesmo em regimes diluidos obter medidas experimentais para Ny, por exemplo,
se tornam consideravelmente dificieis para altos regimes de De tanto para escoamentos
cisalhamentes permanentes quanto transientes. Nota-se uma boa concordancia entre as
medidas experimentais e teoricas (numérico e assintotico), para uma faixa do parametro

De << 1. No entanto, perceba-se que mesmo para De muito pequeno, observa-se que a
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medida experimental ja difere das solugdes numérica e assintética. Isto se deve a limitacao
do critério de equivaléncia de Cox-Merz, onde N; = 2G’ restrito para w — 0 ou De — 0.
Portanto, o regime de baixas frequéncias dos experimentos para utilizar o critério de Cox-

Merz ¢é limitado a valores muito pequenos do parametro De.

Afim de se determinar no limite assintotico onde verifica-se um desvio entre a solugao
numérica e os dados experimentais, mesmo com a adicao da constante de calibracao g,
construiu-se a tabela (5.3). Na referida tabela, verifica-se que o erro relativo entre essas
duas solugoes é maior do que um por cento para De =~ 0.25. De fato para De =~ 0.25, o
escoamento ja produz um estiramento consideravel nas macromoléculas de onde ja se nota
efeitos elasticos nao-lineares mais intensos e deste modo o limite assintotico (eq. (5.9)) nao
é mais valido. Em outras palavras, a dependéncia quadratica de N; com De precisa ser
corrigida, passando agora o N; a depender de termos de altas ordens em De, i.e., O(De*)
e O(De%) [4]. Nota-se, finalmente, que o modelo fornecido pelas equagoes (4.34) e (4.35)
permite variar mais o parametro De antes de se deixar o limite assintotico, do que a técnica

experimental realizada que nos permitiu gerar a figura (5.4) abaixo.

Experimental —+—
Numérico [

Assintotico - o
0.2 r L ]

0.1 ]

0 0.04 0.08 0.12
De? x 10*

Figura 5.4: Solugao numérica, analitica e medidas experimentais adimensionais da primeira
diferenca de tensGes normais Np, para uma suspensao de PAMA a concentracao de ¢ =

400 ppm. Parametro: L = 60.
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Tabela 5.3: Solucao numeérica da primeira diferenca de tensoes normais /N1, solucao assin-

totica Nl = 15500D¢€? e o erro relativo entre ambas.

De N, 15500D¢? | Erro Relativo: (N; — 15500D¢?)/15500De?
1.00E-3 | 1.550E-2 | 1.550E-2 3.702E-4
5.49E-2 | 46.791 46.785 1.323E-4
10.40E-2 | 169.136 | 168.891 1.446E-3
15.30E-2 | 368.101 | 366.788 3.584E-3
20.32E-2 | 644.670 | 640.471 6.555E-3
24.82E-2 | 964.585 | 955.042 9.992E-3
25.27E-2 | 1000.215 | 989.945 1.038E-2

5.3.4 Resultado numérico-experimental da medicao da viscosidade

de uma suspensao de PAMA.

Nesta se¢ao, apresenta-se uma comparacao e verificagao entre resultados experimentais
e numeéricos, ambos adimensionais, da viscosidade de uma suspensao de PAMA a fracao
volumétrica de ¢ = 400 ppm. As medidas experiementais ja foram apresentados na figura
(3.9). Neste momento, o maior interesse ¢ verificar como a viscosidade adimensional da
suspensao polimérica, fis = p(%)/pw, varia em fungdo do pardmetro De. No presente tra-
balho De = 7,7, e sendo 7, = 0.01204 s para uma suspensao de PAMA a ¢ = 400 ppm,
obtém-se uma nova escala de vari¢do no eixo z da figura (3.9) agora em funcio de De. E
preciso considerar também o modelo de Cross na forma adimensional em func¢ao do ntimero
de De com os valores dos coeficientes de ajuste determinados na figura (3.9), deste modo

obtém-se:

~ ,us(De) /:20 + [LOO(KD6)m
ju(De) = 1220 Mol S (5.14)

em que: f, = 1.002 ¢P ¢é a viscosidade da agua, fig = o/t = 314.47, fioo = floo/ e = 1.07,
K = k/7, = 35.37.

Feitas as consideragbes acima, volta-se a atengao ao caso numérico. Considerando a

defini¢ao da viscosidade, tem-se que: pug(%) = 012/ (dimensional) e em termos adimensio-
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nais segundo as escalas ja definidas, tem-se que: fis(De) = 612/ De (adimensional). Desta
maneira é preciso analisar agora a componente &5(t) do tensor de tensées &. Da equagao

adimensional (4.34), pode-se escrever &5 na forma adimensional,
R 5 9 L
F12(F) = De u(De) + 5 6 (R) Bua(f). (5.15)

Aqui fis(De) é dado como na equagao (5.14) com os coeficientes de ajuste 14 determina-
dos das medidas experimentais. Em seguida, resolve-se a equagao (5.15) por integragao

numérica afim de se obter os valores da viscosidade adimensional fis(De) = 712/ De.

Na figura (5.5) apresenta-se uma comparacao entre os resultados da simula¢ao numeérica
e as medidas experimentais, ambos agora em funcio do parametro De. E importante notar
que existe uma 6tima concordancia entre os resultados numéricos e experimentais, conforme
mostrado na figura (5.5). Como na figura (3.9), vé-se o comportamento pseudopléastico, no
qual um aumento do valor do parametro De ocasiona uma diminui¢ao da viscosidade. Em
adicao, para pequenos valores de De a viscosidade fica praticamente inalterada, correspon-
dendo a um platéo Newtoniano ja que estabelece-se um regime muito proximo do equilibrio

no qual a macromolécula nao responde ao escoamento aplicado.
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Figura 5.5: Comparacao entre os resultados numéricos e medidas experimentais da medicao
da viscosidade de uma suspensao de PAMA a ¢ = 400 ppm, em funcao de De. Os dados das
simulagoes numéricas estao representados nos circulos cheios. As medidas experimentais

estao representadas nos quadrados abertos. Parametros: L = 60 e ¢ = 400 ppm.
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5.4 Fungao ®(s) para um escoamento do tipo impulso de

deformacao

Nesta segdo apresenta-se o resultado da funcao relaxagao de tensao ®(s) obtida para
0 caso numeérico, de um escoamento do tipo impulso de deformacao. Primeiramente vale
recordar do campo de velocidade. Como descrito® na segao (2.10), o mesmo ¢ dado por:
u(t) = (9(t)z9,0,0), (5.16)
com F(t) = v U(t — to) e a fungao ¥(t — t) dadaS por
1
It —to) = 4 dt (5.17)
0, c.c.

Para a adimensionalizac¢do deste campo de velocidade, considera-se u. = a/7, como sendo

uma velocidade caracteristica do escoamento. Deste modo obtém-se:

~ t
a(f) = UIE ) _ (@%%,o,o) — (Deis,0,0), para to <t <to+ dt, (5.18)

em que o ntumero de Deborah é dado, agora, por De = v,6t*, com 6t* = 7,/dt. E importante
notar que quando t ¢ [to, o + dt], entdo, tem-se (f) = 0. Percebe-se entdo que o referido
campo de velocidade é semelhante ao caso do cisalhamento simples visto na segao (5.3),
onde no caso de um impulso de deformacao a aplicagao da taxa de cisalhamento 4 é num

curto intervalo de tempo, denotado por dt.

Como visto na se¢ao (3.3.3), experimentalmente o que se faz é aplicar a taxa de cisalha-
mento num curto espaco de tempo dt < 1 s, interrompendo-a na sequéncia e observando-se
como a tensdo de cisalhamento o(t) relaxa no tempo t > to + dt. A funcao relaxacdo de

tens@o é entdo obtida por meio da equagao (2.169) com + dada pela fungao (2.168).

No caso numérico, o procedimento é aplicar a taxa de cisalhamento adimensional De
também num curto espago de tempo adimensional dt < 1 e observar como a tensao de
cisalhamento 715 relaxa no tempo. Como sempre usou-se dos pares de equagoes governantes

exploradas neste trabalho,

& = 2fi,(De)D + 9; f(R)B, (5.19)

®Aqui o dt tem o papel do ¢ na se¢io (2.10).
SRecomenda-se consultar novamente a figura (2.8).
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@:Nﬁ.~ B . ~ﬁT_M 5L
7 Va-B+B - (Va) oiE) (B 31), (5.20)

com o campo de velocidade descrito na equagao (5.18). Em especial determinou-se a solugao

da componente Bjs e em seguida de 71s.

A figura (5.6) mostra o comportamento da fungdo relaxagao de tensao adimensinal”
® obtida para o escoamento por impulso de deformagao, bem como o ajuste exponencial
de um fluido de Maxwell com apenas um tempo de relaxacao adimensional, a; = 0.4998.
Perceba-se que no grafico da figura (6.21) tem-se uma variagdo maior de ® nas vizinhancas
de zero do que na figura (5.6), arguimos que este fato ocorreu devido a se usar @ = 1 na
figura (6.21) e na figura (5.6) tem-se @ = 0. Veja no entanto que o tempo adimensional &y
obtido no grafico (6.21) foi igual a 0.4923 donde se conclui que temos uma diferen¢a menor
que um por cento entre os tempos adimensionais &; da figura (6.21) e o da figura (5.6).

Ademais nota-se uma boa concordancia qualitativa entre estes duas figuras.

Do resultado numérico obtido nessa secao com impulso de deformacgao conclui-se que
o modelo de fluido eldstico usado para a integracao numérica das equagoes governantes
reproduz, ao menos qualitativamente, a funcao relaxacao de tensao ® obtida por meio de

medidas experimentais conforme figura (3.12).

"Aqui usou-se a mesma adimensionalizacdo quando na determincio de ® no caso do escoamento do

cisalhamento oscilatorio simples.
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Figura 5.6: Funcéo relaxacio de tensdo adimensional ® /& para o escoamento por impulso
de deformacao. Os quadrados abertos denotam a solu¢ao numeérica da fungao (i(E) Na linha
pontilhada tem-se o ajuste feito pelo modelo de viscoelasticidade linear de Maxwell dado
por ®(3) = 2—11exp(—§/071), em que: 7; = 0.0804 e &; = 0.4998. Parametros: De = 0.1,
L =60 e ¢ =400 ppm.
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5.5 Escoamento Extensional Permanente

A presente secao trata do estudo do escoamento extensional permanente onde apresenta-

se® os resultados: viscosidade extensional ji. e do parametro R = {/¢r(B) ambos em fungao

do tempo adimensional ¢ e do parametro De.

A viscosidade extensional é uma medida da resisténcia de um fluido a ser deformado na
direcao das compomentes principais de um escoamento permanente extensional ou hiper-
bolico [8]. Conforme apresentado anteriormente, na segao (2.9), este escoamento possui o
seguinte campo de velocidade:

1 1
u=u(x)= (éxl, —iéxQ, —§é$3) , (5.21)

em que € é a taxa de estiramento ou deformacao extensional, medida em s~!. Para a adimen-
sionalizagao deste campo de velocidade usa-se, novamente, u. = a/7, como velocidade tipica

do escoamento e o numero de Deborah agora sera escrito na forma De = é7,. Portanto,

u De De
U=— = (Dedy, ——io, ——1i3 | . 22
u w ( €y, 9 T2, 9 1'3) (5 )

O gradiente de velocidade adimensional serd um tensor simétrico e deste modo pode-se

escrever:
De 0 0
. ) D
Vi= (Vi) =D=| 0 —76 0 |. (5.23)
0 0 De
2

Como mencionado na se¢do (2.9) a principal medida reologica deste tipo de escoamento é

a viscosidade extensional? definida como:

2011 — 092 — 033

fre = fie(€) = 6 : (5.24)

que adimensionalizada pela escala de tensao caracteristica, o, = ué, obtém-se:

~ Pe 2011 — 02 — 033
He = — = .
" 6

(5.25)

8Na verdade parte desse estudo ja foi apresentado no trabalho [2]. No entanto ha uma nova proposta de

adimensionalizagdo das equagoes (4.31) e (4.32) e por este motivo exploramos novamente tais resultados.
90 nome viscosidade extensional faz sentido porque a relaxacdo da macromolécula inibe a taxa de

elongacao do fluido como um todo.
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No inicio desta se¢ao mostra-se como se comporta a viscosidade extensional adimen-
sional, nos regimes elastico e anisotropico. Ressalta-se que sera usado o modelo de fluido
equivalente de Einstein para a viscosidade cisalhante adimensional do termo da equacao adi-
mensional da tensao & (eq.(4.34)). Neste caso fi(¢) = 1+ c¢. Logo a equagao constitutiva

do tensor de tensoes é representada por:

c

(6D + 26 f(R) B, (5.26)

em que fis(¢) = 1+c¢p, com ¢ = 1.53 x 10°. Constante esta determinada experimentalmente

de acordo com a figura (3.8).

Substituindo a matriz da equagao (5.23) na equacao (4.35), obtém-se o seguinte sistema

geral (f(R) # 1 e R # 1) de equagoes diferenciais:

(dB - 2 |
" = —pape L0 (B” - 5) |
dBss - 2f(R) (n 1
2 — _BssDe — =2 Bys — = | ;
i s3le I0 3373 | (5.27)
dBn - 2f(R) (5 1
— =2B;De— LBy —=|.
di nEeT TR 3

\

Note que aqui 322 = l§33.

5.5.1 Regime Elastico

Considere agora a viscosidade extensional adimensional, inicialmente para o caso do
regime elastico, em que assume-se a hipotese De < 1. Como no caso do cisalhamento
simples tem-se novamente f(R) ~ 1 e R ~ 1. Dito de outro modo, neste regime assume-se
que a macromolécula é pouco estirada pelo escoamento, permancendo nas vizinhancas de
seu estado de equilibrio randémico. Usando esta hipotese no sistema (5.27), obtém-se agora

o seguinte sistema de equacgoes diferenciais:

dB - 2
df22 = —By(De+2) + 3
. (5.28)
dBll ~ 2
— =2(De—1)B —.
di (De )Bi1 + 3
Considerando apenas a solucdo para > 4, tem-se as funcoes By (f) e Byy(f), dadas por:
S 1 L 2
Bii(t) = ——— e Byp(t) = —. 5.29
ulh) =33 =pe ¢ P20 = 355 1oy (5.29)
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Substituindo a equacao (5.29) na equagao (5.26), e posteriormente utilizando a equagao
(5.25), obtém-se apds algumas manipulagoes algébricas a viscosidade extensional adimen-

sional,
3¢ De
2(1 — De)(2 + De)’

- e -
He = E = D6M5(¢) +

(5.30)

Neste ponto, vale recordar que na hipoétese 0 < De < 1, pode-se usar as seguintes aproxi-

magoes assintoticas:

_ 2 3 N
1_D6—1—|—D6+De + De’ + ...~ 1+ De, (5.31)
e
1 1 1 1 De  De? 1 De
_— === (1= 4+ — — ~——— .32
2+ De 2 1 _ De 2( 2+ 4 ) 2 4 (5:32)
2
Desta maneira reescreve-se a equagao (5.30), para De < 1, na seguinte forma:
. e N 3 1 D . 3
fle = % ~ De fis(¢) + §¢ De(1+ De) (5 — Te) ~ De fis(¢) + Z(b De + O(De?). (5.33)

E importante notar que na equacio (5.33) a viscosidade extensional depende explici-
tamente de ¢ e De e daqui pode-se concluir que para uma suspensao diluida polimérica
em que ¢ < 1 e para um escoamento fraco, no qual De < 1, tem-se que a contribuicao
nao newtoniana de ordem O(¢De) pode ser desprezada. Deste modo pode-se afirmar que

a viscosidade extensional adimensional é assintoticamente igual a:

fe ~ De ﬂs(¢) (534>

O lado direito da equagao (5.34) pode ser considerado como sendo a viscosidade de cisalha-

mento modificada, denotada por fi = ji(De, ¢), a qual é definida por:

i = De fis(¢) = De(l + co). (5.35)

Nota-se ainda, que neste regine elastico os parametros dominamtes sao a fracao volu-
métrica ¢ e o numero de De. O parametro L, que mede a extensibilidade do polimero, nao

tem nenhuma contribui¢ao neste regime.
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5.5.2 Regime Anisotrépico

No regime anisotropico considera-se a situacao em que o polimero esta sujeito a esco-
amentos intensos, em que De ~ 1, de maneira que as macromoléculas do fluido sofrem
grandes deformacoes, de onde pode-se assumir que R ~ L > 1. Num escoamento exten-
sional unidirecional permanente a macromolécula é estirada, por exemplo, na diregao 11.
Assim, escoamentos intensos nos quais altos valores de Deborah sao considerados, a com-
ponente do tensor conformacio By ¢ da ordem de L2, enquanto que as outras componentes
ng e ng, sao da ordem de um ou pode-se considerar Bll > BQQ = 333. Levando-se em

conta esta andlise, as seguintes aproximagoes serao aplicadas [2[;

R*=1tr(B) ~ B;; e Vu.B = B.(Vii)! = Byjee;. (5.36)

Aplicando-se esta hipotése na ultima equacao do sistema (5.27) e escrevendo-a em termos

de R = y/tr(B), conclui-se que:

%:DeR_f(R) <Rz_l>, (5.37)

R? 3
Neste ponto, defini-se o parametro R; como sendo o valor de R ao qual a extensao da

macromolécula atinge seu valor méximo, deste modo pode-se escrever:

dR J(RL) (e 1
O DeR, — R2_-)—o. 5.38
a T TR <L 3 (5.38)

Agora é possivel expressar, a partir da equagao (5.38), a funcao f(Ry) em termos de Ry e

de De, resultando em:

3De R
BRL—1)

A partir da hipotése de que By ~ L2 > By = ng, entao pode-se mostrar que a com-

f(Ry) = (5.39)

ponente g1; do tensor de tensoes o é a dominante com relagao as outras compomentes.
Portanto considera-se apenas &1, para o calculo da viscosidade extensional. Conforme a
equacao (5.25), determina-se que:

~ Me 25’11 De

o= 200 D (0 (0) + S0r(RIRE ). (5.40)

Substituindo a equagao (5.39) na equagao (5.40), tem-se finalmente, uma expressao assin-
totica para a viscosidade extensional adimensional, neste regime anisotroépico, dada por:

2De _ R}

- 3
fie ~ ——i1s(9) + 3¢ Dem- (5.41)

3
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Na equacao (5.41), o limite Ry — L, leva a i, o< ¢L?, como proposto por Batchelor na
teoria de fibra rigida delgadas [5]. Assim, mesmo na hipotése de ¢ < 1 se tem ¢L> > 1 (o
que é facil de ocorrer ja que aqui L > 1). Portanto a viscosidade extensioanal adimensional
pode assumir valores bem significativos. Fisicamente falando, este comportamento ocorre
pois a presenca das macromoléculas produz um efeito nao linear devido & anisotropia pro-
duzida pela intensa deformagao das macromoléculas [2]. Quando o tempo de relaxacao da
macromolécula é muito maior que o tempo caracteristico do escoamento as macromoléculas

comportam-se praticamente como fibras rigidas.

Por fim considere Ry, = cL, com ¢ ~ 1, na equacao (5.38) a fim de inferir sobre o
nimero de Deborah corresponde ao limite assintotico em que R; — L. Denote-se este
ntmero de Deborah como sendo Dey, e usando f(R) = L?/(L? — R?), apos efetuar algumas

manipulagdes algébricas, determina-se:

3L -1 32 L2 B 1 (5.42)
3331 — %) 33L3(1—c2)  cL(l—c?) '

DeL

Na equagao (5.42) ao usar ¢ = 0.99 e L = 60 > 1, tem-se que De; ~ 0.84 ~ 1, conforme o

regime anisotropico requer.

Ressalta-se que o comportamento do polimero pode ser caracterizado de maneira apro-
ximada por um modelo de fibras rigidas delgadas [5], na qual a viscosidade extensional
¢ mais dependente da extensibilidade L das macromoléculas do que do ntimero de Debo-
rah, De ~ 1. A anisotropia causada pelo estiramento das macromoléculas e o alinhamento
das mesmas na direcao do escoamento ¢ o principal mecanismo que influéncia na reologia
do fluido em escoamentos permanentes extensionais. Resultado este que poderia explicar
porque a adi¢ao de poucos ppm de um polimero de alto peso molecular produz mudancas
drasticas na queda de pressao em escoamentos turbulentos em canais de tubos, por exem-
plo. Sugere-se, desta forma que com base nos resultados obtidos, a anisotropia de tensoes
produzida pelo estiramento das macromoléculas, resultando num aumento significativo da
viscosidade extensional, pode ser o fator preponderante em aplicacoes de reducao do fator

de atrito em escoamentos turbulentos [18],[2].

Neste ponto do trabalho vale chamar a atencao de um ponto que diz respeito a uma
comparagao entre como expressar a viscosidade efetiva de uma suspensao polimérica p; no

modelo de Einstein e no modelo de fibras rigidas. Sabe-se que o aumento da viscosidade
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efetiva s da suspensao polimérica pode ainda ser calculado, de um modo geral no modelo

de fibras rigidas [5], em termos da razao de aspecto L/a que mede a anisotropia da fibra

2 2
un®=p2 (5) —p (5) 5 (5.43)
T a Vs a

em que 4 ¢ a viscosidade do fluido base e n = ¢/v, é o ntmero de densidade de particulas

como sendo:

0 v, = ma*L & o volume de uma macromolécula estirada, que deve ser imaginada

onde agora!
como um “cilindro” ou uma fibra rigida. Note ainda que o raio deste cilindro é supostamente

assumido como sendo igual a distancia de equilibrio a, conforme visto na se¢ao (2.2).

No entanto tem-se ainda que: pus; = (1 + ¢¢), do modelo de Einstein, donde se vé que
o aumento da viscosidade efetiva aqui é dado pelo fator pc¢. Comparado a viscosidade
efetiva de Einstein com a equagao (5.43), pode-se escrever:

e (5)2. (5.44)

™ a

Logo, é possivel comparar o coeficiente ¢ do regime de Einstein com a razao de anisotropia
das macromoléculas L/a. Por exemplo, foi determinado experimentalmente para a PAMA
na figura (3.8), que ¢ = 1.53 x 10°. Assim, usando a equagao (5.44) estima-se que L/a ~
100 > 1. O que é um valor bastante razéavel para a PAMA visto que a mesma possui massa

molar em torno de 10 g/mol. Destaca-se da presente andlise a possibilidade de se escrever

14 % (§>2 gb] . (5.45)

Portanto além dos modelos de Eisntein e de Cross ja usados neste trabalho, pode-se ter

is(¢, L/a) como sendo:

ps(¢, L/a) = p

ainda (i, escrita em fungao de ¢ e da razao de aspecto das macromoléculas L/a.

5.5.3 Resultados da solucao numérica da viscosidade extensional e

do parametro R? = tr(B)

A presente secao trata de apresentar os resultados das solu¢oes numeéricas do par de

equagoes governantes (4.34) e (4.35), destacando-se a viscosidade extensional adimensional

e o parametro R? = tr(B). Aqui a solucao foi obtida por meio do metédo de Runge-Kutta

10Na segio (2.2) v, foi assumido como o volume de uma esfera.
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de quarta ordem por meio das equagoes do sistema (5.27) e posterior uso das equagoes
(5.26) e (5.25), no caso, para o calculo da viscosidade extensional. A figura (5.7) mostra a
viscosidade extensional adimensional relativa, fi, — /1, em funcao do tempo adimensional.
Na referida figura foram simulados varios valores de Deborah para uma extensibilidade
tipica L = 60 e ¢ = 400 ppm. E valido notar que a viscosidade extensional atinge um
regime constante para todos os valores de Deborah simulados, o que pode ser constatado
nos patamares da referida figura. A figura (5.7) mostra ainda que para o valor de De = 0.65
(regime anisotropico) a viscosidade extensional ¢ aproximadamente 10° vezes maior que no

caso onde De = 0.35.

Ja no encarte da figura (5.7) tem-se o comportamento da viscosidade extensional rela-
tiva para pequenos valores de Deborah. Neste regime observa-se que a viscosidade é pouco
alterada uma vez que o polimero nao responde com uma tensao significativa, pois as ma-
cromoléculas nao estao deformadas como no regime anisotrépico. O resultado é semelhante
ao resultado assintotico no qual se vé que a contribui¢ao nao-newtoniana do polimero na
viscosidade extensional ¢ da ordem de ¢De para R =~ 1 < L e como sempre ¢ < 1. Desta
maneira, tem-se que somente quando as macromoléculas da suspensao polimérica sofrem
deformagoes expressiveis pelo escoamento é notado a presenca de efeitos nao-newtonianos

no escoamento.
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Figura 5.7: Viscosidade extensional adimensional relativa, fi, — fi, em funcao do tempo

adimensional . No grafico tem-se, de baixo para cima, em ordem crescente, os seguintes
= 0.35;0.45;0.50;0.55;0.60; 0.65. No encarte a

valores para o numero de Deborah: De

viscosidade extensional adimensional relativa foi multiplicada por um fator de 10°, para
uma melhor interpretacio do resultado quando f varia no intervalo [1072,4]. Ainda no

encarte tem-se, de baixo para cima, os valores de De = 0.35;0.45;0.50;0.55. Parametros:

L =60 e ¢ =400 ppm.
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Na figura (5.8) tem-se a viscosidade extensional adimensional relativa em funcao do
numero de Deborah, para diferentes valores do parametro L e ¢ = 400 ppm. Verifica-se que
a viscosidade extensional é dependente de De, porém varia muito pouco para De < 0.5, e até
este ponto o parametro de anisotropia L nao é relevante visto que ji, — ft nao varia. Perceba,
porém, que a partir de De =~ 0.55 a viscosidade extensional passa a variar rapidamente
com o parametro L, como predito pela equagao (5.41) do regime assintotico anisotropico.
Para De =~ 0.6 observa-se um salto consideravel na viscosidade extensional e neste caso o
parametro anisotrépico domina efeitos de relaxacao. Nesse caso a macromolécula pode ser
interpretada como sendo uma estrutura de fibra rigida alinhadas na diregao do escoamento.
Em polimeros de alto peso molecular o tempo de relaxacao da macromolécula é muito maior
que o tempo caracteristico do escoamento e que as macromoléculas nao relaxam para De
mais altos. Note que para pequenos valores de L (polimeros de baixo peso molecular) o
regime anisotropico é gradualmente alcancado e para polimeros de altos pesos moleculares,
isto é, para maiores valores de L, a viscosidade extensional salta de valores de ordem 1073

para valores da ordem de 10, i.e., 10* vezes maior quando De > 0.6 ~ 1.

No encarte da figura (5.8) tem-se a comparagao entre a solu¢ado numérica para o caso em
que L = 35 e a solugao assintotica, dada pela equagao (5.33), para a viscosidade extensional

adimensional relativa, i.e., no caso do regime eléstico para De < 1, e
. .3
fle — i = Zgb De. (5.46)

Ainda com relagao ao encarte da figura (5.8) vé-se uma boa comparagao entre essas duas
solucoes para De < 0.1 e que o desvio entre as solucoes numérica e assintotica pode ser
determinado a partir deste ponto. A solu¢ao na figura (5.8) indicam uma ruptura na
microestrutura do fluido. Nesta regiao o par de equacoes governantes nao tem condigoes
de capturar a dindmica do comportamento do fluido. Assim, associamos essas solu¢oes em
altos De com o limite de extensibilidade maxima da macromolécula, levando a um valor

méaximo da viscosidade extensional.
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Figura 5.8: Viscosidade extensional relativa i, — /i em fun¢ao do nimero de Deborah para di-
ferentes valores do parametro L. Na figura, debaixo para cima, tem-se: L = 4,10, 15,25, 35.

No encarte tem-se a solugao analitica (linha continua) dada pela equagao (5.46) e a solugao

1) x 10°

He — [

O N = O o

0.125

numeérica nos quadrados abertos para L = 35. Parametro: ¢ = 400 ppm.
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Na figura (5.9) tem-se a variacdo do comprimento R = \/tr(B) = /By, + 2By, em
funcdo do tempo adimensional ¢ para L = 60 e ¢ = 400 ppm. A solucao numérica de R foi
obtida do sistema (5.27). Nota-se que sempre se tém valores para t em que R atinge um
patamar para todos os valores de De simulados. Como tem-se R = r/a inquire-se que a
partir destes pontos ¢, nosso coédigo numérico nao mais recupera a fisica do fenémeno aqui
analisado. Novamente pode-se afirmar que a partir destes pontos a macromoélecula atingiu
seu limite maximo de extensibilidade. Vé-se que para maiores valores do niimero de Deborah
o estiramento da macromélecula se torna mais evidente a medida que ¢ cresce, o que era de
se esperar no regime anisotropico. No encarte da figura (5.9) destaca-se a variagdo de R no
regime elastico, ou no regime de pequenas deformagoes. Aqui fica evidente a dependéncia
que R possui com De e que para valores pequenos deste tltimo parametro o valor de R é
pouco alterado (R & 1), visto que o escoamento nao é intenso o suficiente para produzir

um estiramento na macromolécula para ¢ < 1.

100 —————— T ——

— = = =

cococo™
— RO i~ S 00 —

—
(@)
T

0.1

Figura 5.9: Valor do comprimento de R? = tr(B) em fungdao do tempo adimensional

t. Aqui, debaixo para cima, os graficos sdo referentes aos seguintes valores de Deborah:
De = 0.45;0.55;0.65;0.75;0.85; 1.00. Os patamares alcangados nesta figura indicam que
a macromolécula degradou, a partir dos respectivos £. No encarte desta figura tem-se em
detalhe a pouca variacdo de R &~ 1 para 0.1 < ¢ < 1. Ainda no encarte, tem-se debaixo para

cima, os seguintes valores de De = 0.45;0.55;0.65;0.75. Parametros: L = 60 e ¢ = 400 ppm.

130



Um resultado também importante pode ser visto no gréafico da figura (5.10). Aqui
apresenta-se a variacao do parametro R, que mostra o quanto a macromolécula foi estirada
pelo escoamento, em fungao do parametro De. Novamente a solu¢ao numérica foi obtida do
sistema (5.27). Pode-se notar a transi¢ao entre os regimes elastico e anisotropico para De =
0.65. Observa-se que para De < 1 o comprimento de conformacional R da macromolecula
apresenta valores bem proximos da unidade, isto ocorre uma vez que neste regime a mola
elastica do modelo utilizado inibe uma deformacao consideravel da estrutura fazendo com
que R ~ 1 (vizinhangas de equilibrio). Quando aumenta-se gradualmente o ntumero de
Deborah observa-se o limite R — L = 3.5. Deste modo conlui-se que o efeito dominante
para De > 0.65 é a anisotropia das macromoléculas. Excepcionalmente na figura (5.10)

utilizou-se L = 3.5 e ¢ = 200 ppm.

4 T T T T T T T "7 T T L T T T
2 F i
o
1 i
0.125 0.25 0.5 1 2 4
De
Figura 5.10: Na linha continua tem-se a variacdo do comprimento de R = /tr(B) em

funcao do ntimero de Deborah. Apresenta-se também o valor constante R = 3.5, na linha

pontilhada. Parametros: L = 3.5 e ¢ = 200 ppm.
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CAPITULO 6

RESULTADOS ASSINTOTICOS E
NUMERICOS — ESCOAMENTOS
TRANSIENTES

Este capitulo trata, em principio, de apresentar os resultados assintoticos e numéricos
dos escoamentos transientes como o cisalhamento oscilatorio simples e extensional oscilato-
rio. Serao ainda apresentados o algoritmo de fragoes continuadas e uma nova abordagem

de obtencao da equagao e evolu¢ao temporal do tensor conformagao B na segao (6.4).

6.1 Suspensao polimérica sujeita a escoamento por Ci-

salhamento Oscilatorio

Conforme se¢ao (2.8) o campo de velocidade dimensional de um cisalhamento oscilatorio
€ expresso por

u(t) = (Y 19,0,0) = (%o cos(wt) 22,0, 0), (6.1)
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em que (1) = yow cos(wt) e J9 = Yow, w é a frequéncia de excitagao do fluido. No presente
contexto propde-se a adimensionalizagdo deste campo de velocidade usando u. = a/7,
como velocidade caracterfsitica do escoamento e assume-se, ainda, w = w7y, t = t7, €
De = 7,% = 7,vow. A admensionaliza¢ao usando-se como referéncia o tempo de relaxagao
principal 7, da macromolécula, se deve ao fato de se reduzir a escala de tempo adimensional
de resposta da macromolécula no caso numérico, possibilitando a geragao de dados mais
consistentes com a fisica do problema. O campo de velocidade adimensional seréd dado por

u(t) = u(t)/u. = (DeZy cos(wt),0,0).

E utilizando-se dos pares de equagoes (4.34) e (4.35),

& = 2ji(De)D + 9¢J;(R>B, (6.2)
2 ovanen - 20 (5o ), (6.3)

obtem-se as medidas reologicas de interesse, com R = 1/tr(B). Para este escoamento tran-
siente o gradiente admensional do campo de velocidade e tensor taxa de deformacao ad-

mensional, sao dados, respectivamente por:

0 Decos(@t) 0 0 De cos(@t) 0

~ ~ 1 ~

Va= |0 0 0] e D= 5 De cos(wt) 0 0] - (6.4)
0 0 0 0 0 0

O sistema para a solugao numérica geral (f(R) # 1 e R # 1) das componentes do tensor B

é dado por:
.
By f(R) (5 1
= =2 Boyy — =
di R 2 3)
dB . - R) -
dfm = DeBy; cos(wt) — 2%312, (6.5)
dB - - R) ([~ 1
dt}l = 2D6312 COS(Mt) — 2% (BH — g) .

\
Para a solugao assintoética propoe-se novamente o regime de pequenas deformagoes no
qual 79 < 1, (ou De < 1). Como no caso do cisalhamento simples, pode-se novamente

assumir que f(R) ~ 1 e R ~ 1. O sistema de equagoes diferenciais resultante da equagao
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(6.5) para o tensor conformagao B sera agora dado por:

((dBos 5 2
— = —2B —'I_ 5
di 273
dB ~ Y-
d{;Q — D6B22 COS(Wt) - 2B127 (66)
dBn > ~F B 2
— = 2DeB t) — 2By + —.
— eBiy cos(wt) 1Tt

\

E importante mencionar que para este escoamento tem-se ng(f) = Bay (t) e Blg(f) = Bgl(t)
Ao resolver a primeira equacio do sistema (6.6) considerando um tempo adimensional £ > 4,

resulta que,

Bolh) = (6.7)

Neste ponto, substituindo a equagao (6.7) na equagao (6.2), obtém-se a solugao assintotica
de G99(t) = G33(t) dada por:

e =3

Ugg(t) = Ugg(t) = §¢ (68)

Note que a equacdo (6.8) é constante no tempo ¢ e independente do parametro De.

Na sequéncia, substituindo a equagao (6.7) na segunda equagao do sistema (6.6), determina-

se a seguinte solugao assintotica para a componente By do tensor conformacao B :

De (&) sin(wt) + 2 cos(wt)

Buo (i) =
() =3 P2 +4

) , para De < 1. (6.9)
O interesse agora é também determinar a tensao de cisalhamento 5. Substituindo a equa-
¢ao (6.9) na equagao (6.2), resulta, para De < 1 :

3¢ De

30 De )
(@2 1 4)) cos(wt) + 2002 + 4)

G12(t, @, De) = (De f(De) + sin(wt), (6.10)

o primeiro termo do lado direito desta ultima equacao representa a viscosidade de um fluido
Newtoniano generalizado e os termos que envolvem o termo ¢ sao contribuigoes devido a

presenca das macromoléculas. Vale notar que ¢ — 0 implica 715(f) — Deji(De) cos(&t)

Para comparar a equacao (6.10) com a equagao (2.100), é necessario que esta tltima
esteja também na forma adimensional. Para isto, basta usar: G120 = 0127,/ by, T = pr e
De = g1, = @ na equagao (2.100). A expressao geral adimensional para a fungao oys(t)

é obtida como sendo,

G12(f, @, De) = 17 De cos(@t) + 1" De sin(&t) (6.11)
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em que 7' =17/ € 0" = 1"/ -

Comparando as equagoes (6.10) e (6.11) tem-se as expressoes para as fungoes viscoelas-

ticas /(@) e (@), em sua forma adimensional, a saber:

7@ = D) + e e @) =

3¢

TE D (6.12)

Afim de subtrair o efeito viscoso do fluido Newtoniano generalizado da primeira equagao
de (6.12), define-se a seguinte expressao para o coeficiente relativo em fase com a exitagao,
7., como sendo:

- 3¢

(@) = 1'(@) = i(De) = 1) (6.13)

E importante observar que pode-se representar as equacoes em (6.12) como no modelo
classico de viscoelasticidade linear de Maxwell (ou fluido de Maxwell), da mesma forma que
apresentado nas equagoes (2.134). Segue:

= % [1 + 2w*)2] = 7= % [1 ﬁw*)?} | o1
Aqui defini-se w* = @/2. Sendo assim, no limite assintotico, De < 1, tem-se que o fluido se
comporta como um fluido de Maxwell. Esta caracteristica serd novamente tratada quando

na determinagao da fungao relaxacdo de tensao ®, na segao (6.1.7).

Conforme especificado na segao (2.8), /(@) é a componente em fase da viscosidade com-
plexa com 7, também chamado de médulo viscoso, e esté associado a energia de dissipagao.
O moédulo n”(w) é a componente fora de fase com %, chamado de modulo eléstico e esta

associado com armazenamento de energia no fluido.

As figuras (6.1) e (6.2) mostram os graficos dos respectivos modulos em regime linear,
isto ¢, De < 1. Ressalta-se os dois limites assintoticos w — 0 e @ — 400 das equacgoes
em (6.12), os quais também podem ser vistos nos referidos graficos (6.1) e (6.2). Note que
quando @ — 0 implica que 7.(&) — 3¢/4 e (&) — 0, caracteristicas tipicas de um fluido
de Maxwell. Veja no grafico (6.1) que 1,.(@)/¢ — 3/4 para & =~ 0. Este limite ¢ o de baixa
frequéncia @ que corresponde ao caso puramente viscoso sem efeitos elasticos. Apartir de
& =~ 107! nota-se uma diminui¢do no moédulo viscoso relativo 7. enquanto que o médulo
elastico 7" aumenta até atingir seu ponto maximo de 7(&)/¢ = 3/8 = 0.375, que ocorre
em w = 2. Em altas frequéncias o regime do escoamento torna a ser puramente viscoso,

correspondendo a um fluido newtoniano equivalente.
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No limite @ — 400 (altas frequéncias) observa-se que 7.(@) — 0 e 7”(0) — 0. Neste
regime tem-se que a escala de tempo de relaxagao das macromoléculas é muito maior do
que a escala de tempo do escoamento, e assim a escala microestrutural do material nao
consegue responder & excitacdo do escoamento. Ainda nas figura (6.1) e (6.2) se observa o
regime de viscoelasticidade linear, para uma frequéncia @ entre 10~! e 10, e neste regime o

material apresenta as respostas elésticas e viscosas.

Vale notar que quando ¢ — 0, ambos 772, e 1" tendem a zero, correspondendo a um efeito
muito pequeno ou nulo das macromoléculas. E que existe uma boa comparacao qualitativa

entre estes resultados numéricos e os resultados experimentais vistos na figura (3.10).
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Figura 6.1: Solucao assintética do coeficiente viscoso relativo, 77./¢, em funcao da frequéncia
adimensional w. Na linha pontilhada tem-se o valor constante 77~; = 0.75. Parametros: ¢ =

400 ppm e L = 60.
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Figura 6.2: Solucao assintotica do coeficiente elastico em funcao da frequéncia adimensional.
Na linha pontilhada tem-se o valor constante 1" /¢ = 0.375. Parametros: ¢ = 400 ppm e
L = 60.

Determina-se agora a solugao assintotica (De < 1) da primeira diferenga de tensoes
normais adimensional, N | = 11— 0. E vélido lembrar que as tensdes normais estao ligadas
a efeitos nao lineares anisotrépicos da resposta do fluido, uma vez aplicada a excitagao no
material. E de se esperar das tensbes normais que &1, = G99 = 33, no regime de pequenas
deformagoes, i.e., ao usar a hipdtese De < 1 do regime de viscoelasticidade linear. Outro
fato consolidado na literatura [4] é que as diferengas de tensoes normais podem se tornar
nao nulas uma vez que um escoamento mais intenso é aplicado, fato este que foi constatado

em [4] e discutido anteriormente na segao do cisalhamento simples.

Para obtencao de 17 necessita-se da fungao Bu(f), resolvendo-se a terceira equagao do
sistema (6.6). Para o regime assintético nas vizinhangas do equilibrio, De < 1, tem-se Bn

dado por:

-1 De*@ By
20t) + = in(2wt). (6.15
cos(w)+2(®2+4)<@2+1)sm(w) (6.15)

1 1 De? 1 (2De* — De*@?)

B(f) = §+§(®2 +4) +6(JJ2 +4)(@%+1)

Note que para De — 0 o ntimero De? = 0, o que implica que pode-se desprezar os termos
que envolvem De? na equacdo (6.15). Neste limite resulta apenas By1(0) = 1/3, o que

corresponde a condi¢ao do PVI mais geral.
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Agora, substituindo a equagao (6.15) na equacao (6.2), obtem-se

_ = 30 3 De*¢ 3 ¢De*(2—?) o~ 9 ¢pDe* & s
a11(t) = ?—1-5 @1 4) +Z_l @)@+ 1) Cos(2wt)—|—1 ) sin(20t). (6.16)

De maneira similiar ao paragrafo anterior no caso De — 0 entao pode-se considerar o limite
da equacdo (6.16) como sendo apenas &11(f) = 3¢/2. E uma vez que G2(t) = 3¢/2 (eq.
(6.8)) entdo N; = 0. Resultado esperado em O(De) uma vez que N; em baixos niimeros de

De ja possui uma dependéncia O(De?).

Passa-se entao a determinacao de N para o limite de pequenos De mas nao nulo,
resultando na contribuicio O(De?). Portanto substituindo a equagao (6.16) na expressao
da diferenca de tensdes normais, Ni = G611 — Goo, tem-se, para 0 # De < 1, a seguinte
equacao:

. De? De2(2 — & ) De*: )
M) =2 Do [ 3 oD@ =) omiy ) 0PCY o),

2@ +4) 4@ +4)@2+1) 1@+ 0@+ 1) (6.17)

Perceba-se que ao excitar o material de modo oscilatério numa frequéncia fundamental @, a
primeira diferenca de tensdes normais N, apresenta uma resposta na frequéncia 2@, pois ja
se caracteriza como uma contribui¢ao nao-linear. Na condigao de ser w = 7w = 0 a equacao
(6.17) fica reduzida a Ny (De) = ng De?, recuperando novamente a solucéo assintética de Ny
no caso do cisalhamento simples, i.e., a equagao (5.9). Enfatiza-se que mesmo na hipotése

de pequenas deformagoes (De < 1) a resposta para N1 ja é nao linear com De.

6.1.1 Resultados Numéricos para 72 quando assume-se a contri-

buicao viscosa e elastica.

Nesta secao, serao apresentados algums resultados obtidos das simulagoes numéricas
para o cisalhamento oscilatério no dominio do tempo adimensional . A grandeza exami-
nada agora seré a tensdo de cisalhamento adimensional 75 dada pela equagao (6.2). O
termo fis(De) ¢ calculado conforme o modelo de Cross, onde ndo mais usa-se os coeficientes
de ajuste da PAMA. Como ja analisado nos casos anteriores o parametro de entrada fun-
damental sera o nimero de Deborah, De. Fixa-se @ = 7,w = 1. Os graficos apresentados
nesta segao foram gerados por meio da solugao por integragdo numérica do sistema (6.5). E
com a solucdo do tensor conformacéo B, substitui-se na equacio (6.2) do tensor de tensoes

adimensional & a fim de se obter a componente 5.
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A figura (6.3) mostra uma comparacao entre a solu¢do numerica da equagao (6.2) e
a solugao assintotica, para o caso em que De < 1, dada pela equagdo (6.10). Para a
simula¢do numérica utilizou-se De = 0.1, L = 60 e @ = 1. Verifica-se na figura (6.3) uma

boa concordancia entre estas solugoes. Veja ainda o caso permanente correspondente a

w = 0, de onde se vé que a amplitude maxima de oscilacao é coincidente com o valor da

solugao em regime permanente.
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Figura 6.3: Comportamento da compomente 712 em fungao do tempo adimensional. Os
quadrados abertos denotam a solu¢ao numérica. A linha pontilhada que segue os quadrados
abertos representam a solugao assintotica dada pela equagao (6.10). A solugao constante,

012 ~ 10.2, para o regime permanente w = 0 é apresentada na linha tracejada. Parametros:

¢ =400 ppm, De = 0.1, L =60, © = 1 e ji(De) = 102.07 dado pelo modelo de Cross.
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Na figura (6.4)(a), (b) e (c), tem-se o resultado da resposta da tensdo de cisalhamento
adimensional &1, em funcao do tempo adimensional ¢, para varios valores do parametro
Deborah, bem como seus respectivos valores para o caso do regime permanente em que
w = 0. Nota-se que o valor constante de 715 coincide com o valor maximo de oscilagao para
cada caso apresentado. Nos quatro graficos da figura (6.4), nota-se que a amplitude de
oscilagao aumenta consideravelmente quando se aumenta o parametro De. Isto era de se
esperar uma vez que De funciona como uma taxa de cisalhamento adimensional no presente
trabalho. Nota-se ainda (fig.(6.4)) que o perfil harménico da resposta de &15 se mantém
para todo De simulado. Este fato podera ser confirmado nos diagramas de fase da figura
(6.5) a seguir, nesta ultima figura pode-se ver sempre um circulo perfeito para cada valor
do parametro De simulado. Estes diagramas de fase, por sua vez, tratam da comparacao
entre a derivada temporal de 15 com a propria funcao 712, para um periodo completo, i.e.,
do grafico d&»/dt por G15. Por fim, nas figuras (6.4) e (6.5) foi utilizado fi,(De) segundo o

modelo de Cross.

Na verdade, esta linearidade de 615 no modelo usado ja era de se esperar, pois o que
ocorre é que assumiu-se aqui a parte da viscosidade do fluido base Newtoniano mais a parte

da conformacao das macromoléculas, conforme equacao geral de 712, i.e.,
- -~ 9 L
5'12<D€, t) = ﬂS(D€>D6 COS((:)t) + §¢f<R)BIQ<t) (618)

Os efeitos vicosos de 715 associados com a contribuicao das macromoléulas sao sempre
pequenos quando comparados com a contribuigdo puramente viscosa. Na segdo (6.1.2) a
seguir se analisaré apenas a contribuicao das macromoléculas na resposta temporal de 719,

donde se percebera efeitos nao lineares no comportamento da suspensao polimérica.
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Figura 6.4: Comportamento da funcio &1, em funcao do tempo adimensional ¢ para varios
valores do nimero de Deborah. Em (a)De = 0.1, (b) De = 1, (¢)De = 5 e (d)De =
0.1;1;5;10. Apresenta-se também a solucao constante no regime permanente onde @ = 0
para cada caso (a), (b) e (¢). Em (d) tem-se em ordem crescente de amplitude os casos
De = 0.1;1;5 e 10, respectivamente. Foi utilizado ainda fis(De) de acordo com o modelo

de Cross. Parametros: ¢ = 400ppm, w =1 e L = 60.
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Figura 6.5: Diagramas de fase de &1 para varios valores do parametro De. Os diametros
dos circulos aqui representados sao numericamente iguais as amplitudes de oscilagao da
funcdo &15(t) da figura (6.4). Aqui foi utilizado jis(De) de acordo com o modelo de Cross.
Nos circulos concéntricos tem-se, do menor para o maior, os casos: De = 0.1;1;5 e 10.

Parametros: ¢ = 400 ppm e L = 60.
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6.1.2 Resultados numeéricos para 71> referente ao termo de confor-

macao da macromolécula.

Foi visto na se¢ao (6.1.1) que 712 apresentava um comportamento linear com De quando
se considerava nesta fungao a equagao completa (6.18) em que a parte puramente viscosa
em seu sinal temporal é completamente dominante. Novamente, da equacao geral para &9
dada pela equagao (6.2), pode-se destacar as partes viscosa (parte newtoniana da suspensao
polimérica — primeiro termo do lado direito) e elastica (proveniente da conformagao das

macromoléculas — segundo termo do lado direito), como sendo:!
~ S - =9 -
d12(De,t) = jis(¢)De cos(wt) + §¢f(R)312(t). (6.19)

Lembremos ainda que foi determinada a solugao assintotica de 615 para De < 1. Esta

solucao foi dada pela? equacao:

G12(De, 1) = (De fis(9) + M) cos(wt) + 3¢ De sin(wt),

@ 1) 22+ 4)
G1o(De,T) = jia(6) De cos(@f) + % cos(G5F) + % sin(d)fz | (6.20)

Comparando-se as equagoes (6.19) e (6.20) se vé que, mesmo no regime de pequenas defor-
macgoes De < 1, se tem a contribuicao elastica das macromoléculas, contribuicao esta que
é claramente diferente de zero. Defina-se a contribuicao a 715 devido a conformagao das

macromoléculas como sendo a fungao fi» dada por:

3¢ De - 3wp De | -

fio = fm(De, t) = m cos(wt) + m sin(wt), para De < 1. (6.21)

A seguir examina-se apenas a contribuigao da macromolécula da equagao (6.19) para
verificar o comportamento reologico de fio. Para isto defina-se a funcao oM (De,t), como

sendo: ) o B
5 (De, i) = g12(De,t) — /;(@De cos(@t) _ gf(R)Bw(f), ¥ De. (6.22)

em que 6 ¢ chamada de tensao de cisalhamento das macromoléculas, para todo valor de

De. O objetivo agora ¢é verificar a diferenca entre as equagoes (6.22) e (6.21), a fim de se

L Aqui resolveu-se trabalhar com fis(¢) = 1 + c¢, na verdade poderia ser jis(De) segundo o modelo de
Cross, pois nesta secio desconsidera-se o primeiro o termo dado por fis, De cos(@t).
2Nesta se¢do o @ sera fixo, por isso ndo se escreve 713(De, t, ).
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observar apenas a contribuicao viscosa da conformacao das macromoléculas e notar quando
as duas func¢oes apresentam um erro relativo maior que 1%, isto é, observar para qual valor
de De o regime de pequenas deformacoes deixa de valer para a parte de conformacao que

contribui para a fungao g9, dentro de um erro relativo menor que um por cento.

Prosseguindo, considere as equagoes (6.22) e (6.21) avaliadas em um mesmo tempo

adimensional t* e @ = 1 fixos. Deste modo, tem-se as novas equagoes:

(Do) = PRED DO 2y Butr). (629
e N
f12(¢D6) = 31;6 cos(t*) + 31—1())6 sin(t*), (6.24)

que passam a ser s6 fungao de De. E instrutivo mencionar que a solu¢iao numérica de 54

foi obtida conforme a solu¢ao numeérica de 715 da se¢ao anterior.

A tabela (6.1) apresenta os resultados das funcoes 6 (De) e fio(De) avaliadas para
algums valores do parametro De. Para De = 0.11 ja existe um erro relativo® em modulo
maior que 1% entre as fungoes. A figura (6.6) mostra uma comparacdo entre as fungoes
fia e oM dadas pelas equagoes (6.23) e (6.24), sempre para t* fixo e Deborah variando
entre 0 < De < 1. Ao se considerar apenas a contribuicao das macromoléculas, o limite
assintotico dado pela equagao (6.21) deixa de valer para De =~ 0.1, o que indica que a
partir deste ponto as macromoléculas da suspensao polimérica ji sofrem uma deformacao
significativa, saindo do regime linear predito pela solucao assintética. No encarte da figura

(6.6) observa-se uma boa concordancia entre as funcdes fi e ¢ para De até 0.1 < 1.

3Erro relativo = 100 x (6} — f12)/ fia.
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Tabela 6.1: Valores das fungoes 62, fio e erro relativo entre ambas, para varios valores do

parametro De.

De oM f |Erro relativo|
0.001 | 4.773 x 107% | 4.772 x 1074 0.02%
0.01 | 3.647 x 1073 | 3.654 x 1073 0.19%
0.05 | 2.386 x 1072 | 2.376 x 1072 0.41%
0.10 | 4.774 x 1072 | 4.732 x 1072 0.88%
0.11 | 5.250 x 1072 | 5.194 x 1072 1.07%
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Figura 6.6: Contribuicao dos efeitos da conformacao das macromoéleculas na fungao &15. Os
quadrados abertos denotam a solugao numérica da fungao 645 (eq.(6.23)) e na linha continua
tem-se a solucao da funcao fio/¢ (eq.(6.24)). No encarte vé-se em detalhes a comparacao

destas equagoes para 0 < De < 0.1. Parametros: L = 60, ¢ = 400 ppm, jis(¢) =17 e & = 1.
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A figura (6.7)(a) mostra uma boa concordancia entre as solugdes numericas da equagao
(6.19) e a parte viscosa da conformacdo das macromoléculas para De = 0.1. Nos gréficos
(b),(c) e (d) da figura (6.7) tem-se apenas o comportamento da série temporal da fungao
7M(De,t) (eq.(6.22)) para varios valores do ntimero de Deborah, de onde se vé agora a
presenca de efeitos nao lineares, aparente na distorcao das curvas, a medida que se aumenta

o parametro De.
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Figura 6.7: Contribuicao viscosa da conformacao das macromoléculas em funcao do tempo
t. Em (a) De = 0.1, nos quadrados abertos, tem-se a solucdo numérica da equacio (6.22)
e na linha continua tem-se a funcao f12/¢ dada pela equagao (6.21). Em (b) De = 1,
(c) De =5 e (d) De = 10 tem-se também a variagao temporal da fungdo {4 (eq.(6.22)).
Parametros utilizados: L = 60,¢ = 400ppm, @ =1 e ji(¢) = 17.
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A figura (6.8)(a) mostra o diagrama de fase para o caso linear (De = 0.1) da fungao 5,
de onde se vé um circulo perfeito como o da figura (6.5)(a), caracterizando uma resposta
puramente harmonica sem variagao de amplitude. Em (b),(c) e (d) na figura (6.8) tem-
se agora os diagramas de fase da funcio i1 e, diferentemente da figura (6.5), observa-se
uma deformacao do perfil circular a medida que De aumenta, o que caracteriza de fato um
comportamento nao linear da reposta temporal da contribuicao viscosa da conformacao das

macromoléculas da funcao o1s.
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Figura 6.8: Diagramas de fase da fungao 614 para vérios valores do parametro De. Em: (a)
De =0.1, (b) De =1, (¢) De =5 e (d) De = 10. Parametros: L = 60, ¢ = 400 ppm, © =1
e i(6) = 17.
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6.1.3 Resultados no dominio da frequéncia @

A presente secao tem por finalidade apresentar os resultados, no dominio da frequéncia @,
dos modulos viscoelasticos ﬁ; e i”". Concluir-se-4 que no regime viscoelastico linear destas
grandezas reologicas dependem somente da frequéncia, enquanto que para regimes nao
lineares esta dependéncia sera, também, funcao da taxa de cisalhamento, ou no presente
contexto de quantidades adimensionais, do parametro De. Os graficos desta secao que se
seguem mostram a resposta do sistema de equacoes variando-se tanto o niimero de Deborah
como a frequéncia de excitacao adimensional @, para valores tipicos ja utilizados de L = 60

e ¢ = 400 ppm.

Primeiramente tem-se na figura (6.9) uma comparagao entre as solugdes assintoticas
de 7. e 1, dadas pelas equacoes (6.13) e (6.12), respectivamente, e a solucido numérica
obtida do par de equagoes (6.2) e (6.3). Para efeitos de comparacao a solu¢do numérica
foi obtida para De = 0.1 < 1 aplicando-se a Transformada Discreta de Fourier (DFT)
ao sinal temporal da tensdo de cisalhamento &5(#), para varios valores de @ no intervalo
[1072,10%] e em seguida extraiu-se os coeficientes em fase e fora de fase com a excitagao
4(t) = De cos(@t) imposta. A tensdo de cisalhamento &1 foi obtida resolvendo-se a segunda

equagao do sistema (6.5) e posterior uso da equagao (6.2).

A titulo de ilustragao apresenta-se a DFT, aplicada em &12(t), na equagao abaixo:

Flo1(t)] = \/% /0 G12(t) exp(—iwt) dt, (6.25)

com 72 = —1 a unidade complexa, e w € [1072,10?] variando no espago de frequéncia da

DFT.

Na figura (6.9) pode-se ver uma boa concordancia entre as solugoes assintotica e numé-
rica, no caso De = 0.1 < 1, para os modulos viscoelasticos 771 e " dados pela equacéo (6.14).
Em adigdo compara-se os graficos da figura (6.9) com os da figuras (6.1) e (6.2). Verifica-se
dos resultados da figura (6.9) um comportamento tipico de um fluido de Maxwell. A discus-
sao a respeito deste fluido, incluindo os limites de baixa e alta frequéncia jé foi apresentada

na segao (6.1).
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Figura 6.9: Comparagao assintético-numérico dos moédulos viscoelasticos da tensao de cisa-
lhamento &15. Em (a) tem-se o modulo relativo viscoso adimensional 77/, /¢ assintético (linha
pontilhada) e numérico (quadrados abertos). Em (b) tem-se o modulo elastico adimensional
1" /¢ assintotico (linha pontilhada) e numérico (quadrados abertos). Parametros utilizados:

De=0.1, L =60 e ¢ = 400 ppm.
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Na figura (6.10)(a) apresenta-se o grafico do coeficiente em fase com a excitacio 7,
para varios valores do nimero de Deborah. Como dito anteriormente a fungao 77~7£ possui
propriedades dissipativas, mostrando um comportamento equivalente ao pseudoplastico (no
inglés “shear thinning”) por diminuir com o aumento da frequéncia @, mesmo no regime
viscoeléstico linear, em que De = 0.1. Nota-se também um comportamento Newtoniano em
baixas e altas frequéncias, com caracteristicas puramente viscosas. No entanto, para valores
maiores do parametro De e para frequéncias w ~ 1, observa-se um regime viscoelastico
nao linear em que efeitos viscosos e elasticos estao presentes no fluido com intensidades
diferentes. Conclui-se portanto que num regime de viscoelasticidade nao linear 772, é funcao

da frequéncia adimensional @ e também do parametro De.

Em adicao como 77~7£ representa a contribuicao para &1 apenas do termo de conforma-
¢ao da macromolécula tendo-se subtraido a contribuicao puramente viscosa do fluido base
equivalente, observa-se ainda na figura (6.10)(a) o aumento deste modulo viscoso em baixas
frequéncias com o aumento de De. Este resultado indica um maior estiramento das macro-
moléculas pelo escoamento o que consequentemente se traduz como um efeito pseudoplastico
como um todo. Em altas frequéncias (w > De) o periodo de excitagdo do escoamento é
muito menor que o tempo de relaxagao das macromoléculas mostrando que o parametro
De nao tem mais influéncia na resposta reologica. Devido a subtrag¢ao do termo puramente

viscoso as curvas tendem a zero em altas frequéncias.

O coeficiente de Fourier fora de fase com a excitacio 1 (chamado de modulo elastico)
¢ apresentado na figura (6.10)(b), de onde se vé uma clara perda de simetria desta fungao
a medida que se aumenta o valor de De, quando comparado com o caso linear De = 0.1.
Esta perda de simetria se deve ao fato da inclusdo de efeitos nao-lineares a resposta de 7"
a medida que se aumenta o valor de De. Tem-se ainda que para w = 0.1 e De = 2.25 o
valor maximo de 1" é em torno de 4.4 vezes maior que no caso linear para este mesmo .
Verifica-se que em baixas e altas frequéncias o mecanismo de armazenamento de energia por
efeitos elasticos é praticamente inexistente (quando comparado com o gréfico (a)) e deste

modo pode-se dizer que o fluido possui apenas caracteristicas viscosas.

Ainda na figura (6.10)(b) nota-se que o comportamento mesmo que seja semelhante
a um fluido de Maxwell os regimes observados nao correspondem a um regime de vis-

coelasticidade linear. Tem-se na verdade um comportamento viscoelastico de um fluido
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de Maxwell-Oldroyd (FENE). O aumento de 7”/¢ com De ¢ uma consequéncia direta da
maior anisotropia produzida pelo maior estiramento das macromoléculas em regimes de
baixas frequéncias (0 < 1 ou @ ~ 1). A suspensao polimérica passa a apresentar um espec-
tro de tempo de relaxacao em maiores De e consequentemente um maior e mais complexo
efeito elastico surgird para w < 1.5. Em baixas frequéncias 77~” /¢ possui pouca variagdo
visto que as macromoléculas encontram-se na condicao de equilibrio quase totalmente rela-
xadas. Novamente, em altas frequéncias nao existe resposta elastica tendo em vista que o
tempo de relaxagdo do material passa a ser muito maior do que o periodo de excitacao. A

macromolécula passa a se comportar como uma fibra rigida anisotropica
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Figura 6.10: Resultados numéricos dos modulos viscoelasticas ﬁ; /b e ' /¢ para varios
valores do parametro De. Em (a) tem-se o modulo viscoso relativo 77./¢ e em (b) tem-se o

modulo elastico 7’ /¢. Parametros: ¢ = 400 ppm e L = 60.
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Em adicdo, a figura (6.11) mostra o resultado dos modulos viscoelasticos 7. /¢ e 1 /¢
para varios valores do parametro De avaliados na frequéncia @ = 0.1 fixa. A escolha
deste ponto @ = 0.1 se deve ao fato de que na figura (6.10) as variagoes dos modulos

viscoeldsticos nesta frequéncia sio bem significativos. Defina: 7.(& = 0.1)/¢ = 1.,, e

(@ =0.1)/¢ ="y,

Nota-se inicialmente dos graficos (a) e (b) da figura (6.11) que os mddulos viscoelasticos
ﬁ; Joe 7' /& saem de seus regimes quase lineares para De ~ 0.5. Antes deste ponto observa-se
um comportamento praticamente constante destes moédulos, sendo dependentes apenas da
frequéncia @ = 0.1 para De < 0.5. Por outro lado, quando o fluido é submetido a maiores
taxas de cisalhamento os moédulos viscoelasticos passam a apresentar uma dependéncia
também em De, como uma consequéncia do regime viscoelastico nao-linear. Assim sendo
pode-se ver que ambos os médulos aumentam com a variacao do parametro De, devido ao
estiramento das macromoléculas provocado por um escoamento de maior intensidade. Para
De proximo a 2.5, a curva de 777’0.1 sofre um aumento consideravel, quase paralelo ao eixo
y, isto indica a possibilidade de ruptura da macromolécula do fluido a partir deste ponto.
E importante enfatizar que as figuras (6.10) e (6.11) se referem apenas a contribuicdo das

macromoléculas presentes no fluido.
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Figura 6.11: Valores dos médulos viscoelasticos em funcao de De avaliados para a frequéncia
w = 0.1 fixa. Os quadrados cheios em (a) e (b) denotam as solugdes numeéricas e as linhas
pontilhadas representam os ajustes polinomiais f(De) e g(De). Em (a) tem-se a fungao f
dada por f(De) = 0.7462 + aDe* + bDe* com a = 0.0315 e b = 0.0129. Em (b) a fungao g
¢ dada por g(De) = 0.0373 + cDe? + dDe* com ¢ = —0.00387 e d = 0.005459.
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6.1.4 Espectros de poténcia de 71, considerando a contribugao vis-

cosa e elastica

Como apresentado na equagao (6.11), pode-se sempre ter a tensdo de cisalhamento

adimensional G15(¢) como uma soma de cossenos e senos. De maneira geral assumi-se que:

M
G1a(t, @ Z [A' n@, De) cos(nwt) + A’ (n&, De) sin(not) |, (6.26)
n=1
em que M — +oo e ainda A) (n@, De) e A(nw, De) sao fungoes (ou propriedades viscoe-
lasticas) em fase e fora de fase com a excitagao 4(f) = De cos(@t), respectivamente. O que
pretende-se fazer agora é excitar o fluido com uma frequéncia constante & = 1 e observar
a resposta do mesmo nesta frequéncia fundamental de excitacao e avaliar se por ventura
aparecerao respostas ou modos oscilatorios nas frequéncias multiplas de @ = 1, chamadas
de harmonicos de ordem superior. Neste contexto tem-se que w = nw, n = 1,2,.... Re-
forcando o que foi dito na secdo (6.1.3), aplica-se a DFT a série temporal de &15(f) para
@ =1 fixo e em seguida extrai-se os valores dos coeficientes A, e A” ' n=1,2,..., do sinal
gerado pela DFT. A notagao usada para estes coeficientes de Fourier sera: Ej,(w). Em
adicao perceba-se que os coeficientes de Fourier é um conjunto formado pelos seguintes pa-
res ordenados: Ej,,(w) = {(@, 4)), (20, AY), ...} U {(©, AY), (22, AY),...}. E ainda comum
na literatura [1] se referir a estes coeficientes como sendo, também, espectros de poténcia,

sendo portanto esta nomeclatura utilizada de agora em diante.

A figura (6.12) mostra os modulos dos espectros de poténcia de &5 para quatro valores
do niimero de Deborah, onde o sinal temporal gerado de 715(f) foi sempre para a frequéncia
fundamental de excitagdo @ = 1, conforme visto na segao (6.1.1). Como dito anteriormente
(secdo (6.1.1)) a série temporal de G5(#) apresenta um comportamento linear com De,
quando se considera a parte puramente viscosa (dominante) nesta fungao, o que pode ser
comprovado, mais uma vez, nos graficos (a), (b), (c) e (d) da figura (6.12) onde nota-se
que tem-se sempre a resposta do espectros de poténcia, Fj5 ,(w), somente na frequéncia
fundamental de excitacao @ = 1. Note ainda que os valores destes espectros de poténcia sao
numericamente iguais aos valores dos raios dos circulos na figura (6.5), respectivamente.

Perceba, por fim, que tem-se apenas a resposta em fase, A}, com a excita¢do nos quatro

graficos da figura (6.12).
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Figura 6.12: Espectros de poténcia para os coeficientes de Fourier ou modulos viscoelasticos
em fase e fora de fase, da tensao de cisalhamento adimensional 14, para diferentes valores
de De. Parametros: ¢ = 400ppm e L = 60. Aqui foi utilizado fis(De) de acordo com a
equagao (5.14).
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6.1.5 Espectros de poténcia de 75 considerando apenas a contri-

bucao do termo de conformacao da macromolécula

Diferentemente da se¢ao (6.1.4), aqui apresenta-se os espectros de poténcia da tensao
de cisalhamento da conformagao das macromoléculas, definida por ¢{3. Na figura (6.13),
verifica-se que ao se considerar apenas a contribuicao da configuragao das macromoléculas
percebe-se a presenca de outros modos de vibracao nos miltiplos da frequéncia fundamental
w = 1. Este resultado se deve mais uma vez ao estiramento, anisotropia e relaxagao das
macramoléculas provocado por um escoamento mais intenso, que por sua vez faz aparecer
os efeitos nao-lineares ou graus de liberdade oscilatorios na reposta temporal da tensao de

cisalhamento das macromoléculas G43.

A figura (6.13)(a) apresenta apenas a resposta em fase com a excitacao, dada por () =
De cos(@t). Nota-se ainda que esta resposta em fase possui médulo aproximadamente igual
|A}| = 0.06. No entanto, a reposta fora de fase, A, neste caso foi inexistente. Isto se deve
ao fato de que o escoamento nao foi ainda suficiente para produzir estiramento e relaxacao
das macromoléculas que caracteriza um efeito elastico ou a presenca de um modulo fora de
fase com a excitagdo. Nos graficos (b), (c) e (d) da figura (6.13) tem-se os mddulos dos
espectros de poténcia da fungao 6 para valores maiores de De e percebe-se a existéncia
dos modulos dos espectros de poténcia também em harmoénicos de ordem superior. Para
De = 10, hA M = 6 modulos vibracionais no espectro de poténcia, caracterizando um
regime fortemente nao linear e a tendéncia de uma transicao de um espectro discreto de
graus de liberdade vibracionais para um espectro continuo com o aumento do parametro
De. Nessas condic¢oes a resposta da macromolécula a um forcamento puramente harmonico

é complexa, com um movimento oscilatorio decomposto em varias frequéncias multiplas da

frequéncia fundamental de excitacao.
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Figura 6.13: Espectros de poténcia em fase e fora de fase da funcao 6 para vérios valores

de De. Em: (a) De = 0.1, (b) De =1, (¢) De =5 e (d) De = 10. Parametros utilizados:

w=1, L=060, i, =17 e ¢ = 400 ppm.

158




6.1.6 Resultados Numeéricos para N;

Como feito nas trés segoes anteriores, é apresentado agora alguns resultados numéri-
cos para a primeira diferenca de tensoes normais adimensional, N; = 611 — a9, para o
caso do cisalhamento oscilatorio simples. As solugbes numéricas desta secao foram obtidas
resolvendo-se a primeira e terceira equagoes do sistema (6.5) e posterior uso da equagao
(6.2), para a obtengdo das componentes &1; € G2 do tensor de tensdes o. Inicialmente
considere novamente a equagao (6.17), que mostra a solugao de Ni no limite assintotico

De < 1, a saber:

<3 De*¢ 3 oDe*(2 - @?) - 9 ¢De* & -

Ni(t) = ) 1T )@ D cos(2wt) + + EEIEESY sin(2wt).  (6.27)

Como no caso do cisalhamento simples permanente, temos que N; escala com De? ja no
limite assintotico De < 1. Mais importante, tem-se que a suspensao viscoelastica apresenta

resposta na frequéncia 20, uma vez sendo excitada na frequénica @.

A fim de validar nossa solugao assintotica (6.27), é mostrado na figura (6.14) o caso
particular no qual fixamos @ = 1 e De = 0.1. Desta maneira, pode-se considerar a equacao

(6.27) reduzida a: i

Ni(t) 3 3 -~ 9
=—+— 2t — 2t). 2
oDez — 10 T 19 )+ g sin(20) (6.28)

Pela figura (6.14) verifica-se uma excelente concordancia entre a solugao assintotica dada
agora pela equagao (6.28) e a solu¢ao numérica dada pela integragdo numérica das equagoes
(6.2) e (6.3). O perfil periédico harmonico visto na figura (6.14) nos induz a pensar que
trata-se de um regime viscoelastico linear. Todavia, nos diagramas de fase a seguir sera

visto que existe efeitos nao-lineares associados.
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Figura 6.14: Primeira diferenca de tensoes normais adimensional Ny /(¢De?) em funcio do
tempo adimensional £. Os quadrados abertos denotam a solucao numérica e a linha continua
representa a solu¢do assintotica dada pela equacdo (6.28). Parametros: ¢ = 400 ppm,

L=060,De=01ed=1.

A figura (6.15) mostra a solugdo numeérica do comportamento da primeira diferenga de
tensdo normal adimensional N /(#De?) em funcao do tempo adimensional ¢ para vérios
valores do parametro De e com @ = 1 fixo para todos os casos examinados. Mostra-se
novamente no grafico (a) o caso De = 0.1, pelo qual pode-se observar que Ny = G11—Go9p = 0,
isto é, 011 & d92. Porém, perceba no encarte deste caso que 711 e 99 sao ambos diferentes de
Zero e que o3/ ¢ possui valor constante igual a d9/¢ & 1.5, como predito na equagao (6.8).
E importante mencionar que &;; sendo aproximadamente igual a 099 indica a inexisténcia de
anisotropia de tensoes normais. Em outras palavras, para De = 0.1 os efeitos nao lineares

relativos as diferencas de tensoes normais sao praticamente inexistentes.
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Figura 6.15: Primeira diferenca de tensées normais adimensional N /(¢De?) em funcéo do

tempo adimensional ¢ para vérios valores do parametro De. Em (a)De = 0.1, (b)De = 1,
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Ainda com relagdo a figura (6.15), nos graficos (b), (c¢) e (d) verifica-se um aumento
mais acentuado da magnitude de oscilacdo de Ny/(¢De?) e o aparecimento de efeitos ani-
sotropicos devido o estiramento da macromolécula produzido pelo escoamento. A referida
anisotropia das macromoléculas gera anisotropia de tensoes produzindo um aumento da
tensao normal na direg¢ao 11, isto é, do aumento da tensao &1y, correspondendo a tensao
na direcao na qual a macromolécula é estirada pela agao do escoamento. Isto pode ser
interpretado como uma resposta elastica nao linear mais evidente do fluido. Destaca-se que
nestes trés graficos (b),(c) e (d), ainda se tem o09/¢ =~ 1.5, 0 que nos mostra que mesmo
para maiores valores de De, o estiramento das macromoléculas ocorre somente na direcao

11.

Na figura (6.16) apresenta-se os diagramas de fase* da funcio N;i = Ny(f)/(¢ De?),
plotados numa escala quadrada. Estes graficos tratam da comparagao da derivada temporal
de ]\71* com 0 proprio ]\71*, isto é, da comparacao d]\7f /dt x ]\71*, para um periodo de oscilacao
temporal completo de ]\7{‘. Vé-se que a medida que o numéro de Deborah aumenta tem-se
uma mudanca na forma dos referidos diagramas de fase. Note que para De = 0.1 tem-se
um diagrama de fase quase circular, na verdade com alguma distorgao (eliptico), o que ja
indica a presenca de efeitos nao-lineares mesmo para De = 0.1, pois como se vé na equagao
(6.27), Ny ja é ndo linear com De mesmo quando De < 1, [4]. Para De = 1 tem-se um
diagrama com maior distor¢ao, sendo mais eliptico o que ja indica uma nao linearidade na
resposta da suspensao polimérica. Para De = 5 e 10, a nao linearidade do sistema torna-se

ainda mais evidente.

4 Aqui usa-se o asterisco * em N; por conveniéncia na hora de nomear o eixo y na figura (6.16).

162



0_5 T T T T T T T T T 0.6 T T T T T T T T T T
0.4 ]
0.3 i 04 r ]
0.2 T 092 | |
= 01 ] '
~ ~
?*ZH 0 B 2*2_‘ O L |
=01 ] =
-0.2 i -0.2 T
-0.3 i 04 | i
-0.4 T
_0.5 1 1 1 1 1 1 1 1 1 _0.6 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0.050.10.150.20.250.30.35 0.4 0.45 0.5 0.55 0.050.10.150.20.250.30.350.40.450.50.550.6
N; Ny
(a) De =0.1 (b) De=1
15 T T T T 15 T T T T T T T
1 1r T
0.5 051 T
I Y
< <
* 0 * O - 1
'z 'z
s s
-0.5 -0.5 T
-1 1k i
_1'5 1 1 1 1 _1'5 1 1 1 1 1 1 1
. 04 06 0.8 1 1.2 14 04 06 08 1 12 14 16 18 2
~>|< N*
1 1
(c) De=5 (d) De =10

Figura 6.16: Diagramas de fase da funcio N = Ny(f)/(¢ De?) para vérios valores do
namero de Deborah. Em: (a)De = 0.1, (b)De = 1, (¢)De =5 e (d)De = 10. Parametros:
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Na figura (6.17) tem-se representado a média® da primeira diferenga de tensoes normais
adimensional N; em funcdo do ntmero de De para a frequéncia fundamental & = 1 fixa.
Nesta figura percebe-se um comportamento semelhante a variacio de Ny visto na figura
(5.2). Ainda tem-se um comportamento paraboélico da média ﬁl para De < 2, porém nota-
se no encarte da figura (6.17) que ﬁl ~ (0 para 0 < De < 1. Para 0 < De < 5 tem-se que
os dados numéricos foram bem ajustados pela funcao f(De) = aDe? + bDe*, representada
na linha pontilhada. Assim, para maiores valores de De a dependéncia quadratica foi
perdida, necessitando agora também do termo O(De?). Este resultado nos mostra que no
cisalhamento simples oscilatorio é necessario um maior niimero de De, quando comparado

com o cisalhamento simples, para fazer surgir os efeitos anisotropicos das macromoléculas

com maior intensidade.
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Figura 6.17: Média da primeira diferenca de tensdes normais adimensional, <N 1), em fungao
do ntmero de De, para o cisalhamento simples oscilatério. Para cada De foi obtida a média
temporal da funcio N para a frequéncia @ = 1 fixa. A linha pontilhada trata do ajuste dado
pela fungdo: f(De) = a De? +b De*, com a = 0.0097 e b = 0.004. Parametros ¢ = 400 ppm,
L=60ew=1.

- |
SMédia integral = N1 = T/ Ny (%) dt.
0
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A partir de agora faz-se um estudo da primeira diferenca de tensdes normais adimen-
sional Ny (f,&) em funcdo da frequénica adimensional & variando no intervalo [1072,10?).

Serao examinados os modulos viscoelasticos em fase e fora de fase com a excitacao, (t) =

De cos(wt), desta funcdo para o limite assintotico dado pela ja conhecida equagao (6.27), a

qual transcre-se novamente abaixo:

-z 3 De% 3 ¢De*(2 — &?) o~ 9 ¢De? & e
Mo =s@ro Vi@ D CE TEr e e S

Serao fixados os paramtros De e ¢, donde pode-se reescrever a equagao (6.29) apenas como

(6.29)

sendo:

o M) 3 3 (2-aY 29 & o
Ny = oDe2 — 2(@? +4) + L@@+ ) cos(2wt) + 1@ T2 +1) s1n(2c:t). |
6.30

Da equagao (6.30) extrai-se a seguinte expressao para o modulo viscoelastico em fase com
a excitacao de Nf, dada pela equagao:
~ 3 (2 — &%)
"Q)=- ) 6.31
PO = iE @ (6.51)

Extrai-se, também, a expressao analitica-assintotica (De < 1) para o modulo viscoeléstico

fora de fase com a excitagao de Nl*, o qual sera dado por:

(7~ 9 w
PO = @@ (6.32)

Vale destacar que a solugdo numérica apresentada na figura (6.18) foi obtida pela apli-
cagao da DFT ao sinal temporal da equacao (6.30) para @ variando no intervalo [1072, 10?)
e De = 0.1 fixo. Perceba-se uma ligeira similaridade entre os graficos da figura (6.18) e os
graficos da figura (6.9). No entanto, tem-se aqui uma variagdo menor no eixo y em ambos

os graficos. Em particular 5/(@) < 0 para @ > v/2 e BN”((D) > 0 para todo @.

A figua (6.18)(a) apresenta o comportamento do médulo em fase f' em fungdo da
frequéncia para De = 0.1, L = 60 e ¢ = 400 ppm. Observa-se que em baixas frequén-
cias o modulo 8 corresponde a um platoé enquanto para frequéncias @ ~ 1, verifica-se uma
diminuicao de ' com @. Em altas frequéncias quando o fluido nao responde responde a

excitacao do escoamento ' atinge um platd inferior em que ' = 0.

Por outro lado o comportamento de 8” na figura (6.18)(b) se assemelha ao de 7" em um
fluido de Maxwell. Ja que a curva vai para zero em baixas e altas frequéncias e apresenta

um ponto de méxino nas vizinhancas de w = 1.
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Figura 6.18: Modulos viscoelasticos 3’ e 8 da funcio N¥. Em (a), nos quadrados abertos,
tem-se a solu¢do numérica do coeficiente viscoeldstico em fase com a excitacdo, 4, na linha
pontilhada tem-se a solugao assintotica dada pela equagao (6.31). Em (b), nos quadrados
abertos, tem-se a solugao numérica do coeficiente viscoelastico fora de fase com a excitacao,
6~” , e na linha pontilhada tem-se a solugao assintotica dada pela equagao (6.32). Parametros:

De=0.1, L =60 e ¢ = 400 ppm.

166



Determina-se também os espectros de poténcia E i () da primeira diferenca de tensoes
normais Ni = Ny /(¢ De?) a fim de se percorrer o caminho do surgimento dos efeitos nao-
lineares da série temporal de ]\71*. Para o calculo destes espectros é aplicado novamente
a DFT ao sinal temporal gerado pela equagao (6.29), agora para @ = 1 fixo e diferentes
valores do parametro De. Em seguida, é observado a resposta na frequéncia w = 2w =2 e
na(s) multipla(s) desta. No grafico da figura (6.19)(a) nota-se o caso quase linear (De = 0.1)
para os valores de EN; (@) de onde pode-se verificar a resposta na frequénica fundamental de
excitagdo w = 2 = 2w, como previsto pela equagao (6.29). A resposta na frequénica w = 4
foi muito pequena, imperceptivel nesta escala, o que mostra que o valor de De = 0.1 ainda
é muito baixo para produzir uma perda da linearidade do sistema de forma significativa,

como se vera ainda no diagrama de fase mostrado na figura (6.16)(a).

Na figura (6.19)(b) tem-se o caso De = 1 no qual ja se percebe a presenga (mesmo
que pequena) da resposta no segundo harmonico w = 4. Para escoamentos mais intensos,
como nos casos (c)De = 5 e (d)De = 10, da figura (6.19), percebe-se de forma ainda
mais evidente a perda da linearidade da resposta de ]\7{‘ Nestes dois tultimos casos temos
a resposta no harménico fundamental @ = 2 com maior magnitude, bem como respostas
em outros harmoénicos de ordem superior, agora com valores também mais significativos.
Estes resultados mostram mais uma vez que para escoamentos mais intensos estiramento
das macromoléculas provoca o surgimento de efeitos anisotropicos e, consequentemente,

diferencas de tensoes normais.
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Figura 6.19: Modulo dos espectros de poténcia em fase e fora de fase da primeira diferenca

de tensoes normais adimensional, Ey. _,. Aqui Ni = Ny(t)/(¢ De?) para: (a) De = 0.1,
(b) De =1, (¢) De =5 e (d) De = 10. Parametros: @ = 1, ¢ = 400 ppm e L = 60.
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Para encerrar esta secao, é apresentado o resultado do estudo realizado afim de se estimar
o valor do parametro De ao qual os erros relativos da resposta numérica do sinal de N; é
superior a um por cento. Para este fim fixa-se o valor® de @ = 0.055 e varia-se o parametro
De. Em seguida, se analisa o comportamento da variacao do modulo em fase 5 dado pela
equagao (6.31). Escolheu-se o valor @ = 0.055 e o estudo do modulo B’ , por esta funcao ser

praticamente constante nas vizinhancas de @ = 0.055.

Na tabela (6.2) tem-se os valores de /(& = 0.055) para vérios valores do parametro
De? bem como o modulo do erro relativo entre os valores consecutivos de §/(& = 0.055)
a medida que se aumenta De. Observa-se que para De > 0.5 tem-se um erro relativo
maior que um por cento entre os valores consecutivos de B’ (w = 0.055). Portanto, estima-se
que seja em torno de De =~ 0.55 que a primeira diferenca de tensoes normais Ny, para o
cisalhamento oscilatorio, ja apresente um regime nao linear ainda mais evidente, isto é, a
solugao assintdtica dada pela equagao (6.29) ja nao seré mais valida para De =~ 0.55 com N,
fornecendo um erro relativo menor que um por cento. Consequentemente, seriam necessarios
termos de ordens De* e/ou De® para se reprentar Ny com acurécia [4]. E instrutivo notar
que o valor, De = (.55, é maior do que aquele encontrado para o cisalhamento simples visto
na segao (5.3.3). Naquele contexto foi estimado que De = 0.25. Portanto, no cisalhamento
oscilatorio, as macromoléculas do fluido necessitam de um escoamento mais intenso, antes

de deixar seu limite assintotico dado pela equagao (6.17).

Tabela 6.2: Alguns valores de /3’ (w = 0.055) e os erros relativos associados.

De? B'(@& = 0.055) |Erro Relativol
1.000E-004 0.372625 -
3.600E-003 0.372640 0.004%
2.250E-002 0.374004 0.366%
0.2025 0.375443 0.384%
0.2500 0.388571 0.811%
0.6400 0.395253 1.176%

6 Aqui 0.055 ¢ o ponto médio entre 0.01 e 0.1. Veja figura (6.18)(a)
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Na figura (6.20) tem-se apresentado o comportamento de 5/(@ = 0.055) em funcéo de

De? bem como de um ajuste polinomial de O(De'?).
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) 0.38 .
1O
S
09 r 2 |
I
08 B S/ N o |
/L(? ZQ 037 |
S 07t — |
I I /
3 06 |
ey O
0.5 |
04 R \:LL:L,D,,,,D,_U_Q—EVGFB//E_ - |
l]BEElDD
0.3 | | I
0 0.5 ) . |

Figura 6.20: Modulo viscoelastico em fase 5/( = 0.055) da primeira diferenca de ten-
soes normais em funcao do parametro De?. Os quadrados abertos representam os valo-
res numeéricos para varios De?, a linha pontilhada denota o ajuste polinomial dado por:
f(De) = 0.3734+aDe? +bDe* + cDeb +dDe® + eDe'”, em que a = 0.165426, b = —0.193736,
c = 0.121118, d = —0.0262297 e ¢ = 0.00190248. No encarte, pode-se ver, em detalhes, o

comportamento de 3’ para De < 1. O modulo em fase 3’ é praticamente constante para

De < 1 e aproximadamente igual a 0.373.
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6.1.7 Funcao Relaxacgao de Tensao ®(s) no regime viscoelastico li-

near e nao-linear

A fim de enfatizar que o fluido em questao se comporta como um fluido de Maxwell,
como se definiu na se¢ao (2.11), ird se determinar nesta segao a fungao relaxacao de tensao
®(s) através das transformadas de Fourier seno e cosseno, como apresentadas na equagao
(2.132), no caso do escoamento oscilatério. Em particular examina-se, também, o espectro
de tempo de relaxacao de Maxwell da funcao ®, quando o parametro De é aumentado

(equacao (2.165)).
A titulo de comodidade transcreve-se a equagao (2.132) a seguir

400 +o0
d(s) = z/0 n'(w) cos(ws)dw e P(s) = 2/0 n"(w) sin(ws)dw. (6.33)

™ ™

Como visto na se¢do (2.11) a fungdo ®(s) pode ser vista como um fator multiplicativo
da tens@o no modelo de viscoelasticidade linear de Maxwell, dado pela equacdo (2.127)
transcrita abaixo
m [ mo[T
o(t) = 1 / exp(—(t — ') /o)y = L / exp(—s/ar)ids.  (6.34)
aq —oo (05} 0
Portanto, por defini¢ao:

d(s) = n exp(—s/ay), (6.35)

aq

representa a funcao relaxacgao de tensao do modelo de Maxwell com s = s(t') =t —t' e 4(t)

como antes é a taxa de cisalhamento do escoamento oscilatorio.

E importante ressaltar que a funcio ® sera adimensionalisada tendo-se por base o tempo

de relaxacao principal do fluido 7, e a viscosidade do fluido base . Deste modo, tem-se
B(5) = B(s/7,) 2 = L exp(—5/cr), (6.36)
K Qq

em que 7; = N /p e & = oy /7, sdo agora pardmetros adimensionais. E instrutivo desta-
car, novamente, que o tempo de relaxagao principal 7, ¢ definido como o maior tempo de
relaxacao, representando o mecanismo principal de interacao entre as macromoléculas. A
este tempo 7, se seguem diversos outros tempos de relaxacao secundarios, aos quais esta
associado o término do processo de relaxagao da tensao, ou seja, o retorno do material a

sua condi¢ao nao deformada.
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O caleulo da funcao ® por meio das equagoes em (6.33) é possivel uma vez que ja se
tem os valores” numéricos adimensionais dos modulos viscoelasticos 1./¢ e " /¢ obtidos na
segao (6.1.3) para a figura (6.9), no regime de pequenas deformagées com De = 0.1, para o
cisalhamento simples oscilatorio. Com estes valores de ﬁ; Joxe ' /¢ apresenta-se na figura
(6.21) a fungao P(s) adimensional obtida via integragdo numérica da equagao (6.33), para
os dois casos da transformada de Fourier. Nota-se que o comportamento de ® se enquadra
perfeitamente no modelo viscoeléstico linear de Maxwell, dado pela equagao (6.36), visto
que foi necessério apenas de um tempo de relaxacao adimensional para ajustar os resultados
numéricos na figura (6.21). Perceba, por fim, que existe uma boa concordancia qualitativa

com o grafico da figura (3.12), obtida de dados experimentais.
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Figura 6.21: Resultados numéricos da Fungao relaxagao de tensao i)(é) obtida pelas trans-
formadas de Fourier seno (x) e cosseno (). Na linha pontilhada temos o ajuste feito com
um elemento de Maxwell, dado pela equagao (6.36), e obteve-se: 7; = 0.7398; &; = 0.4923.
Parametros utilizados: De = 0.1, L =60, w = 1 e ¢ = 400 ppm.

"Na verdade basta apenas um dos médulos, mas determinamos ® utilizando-se dos dois médulos 7’ e

/!

n.
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O comportamento da funcao relaxacao de tensao ® no regime nao-linear, é apresen-
tada na figura (6.22). Na referida figura, a func¢do relaxacdo de tensdo adimensional P
foi determinada para dois casos: (a) De = 2 e (b) De = 3, usando-se a transformanda
de Fourier cosseno do modulo viscoelastico adimensional 7. /¢, ambos os casos obtidos do
cisalhamento oscilatorio para @ = 1. No grafico (a) da figura (6.22) é mostrada a fungao
® e o respectivo ajuste feito para dois elementos de Maxwell (ver equacio (2.154)). E no
grafico (b) é apresentada a fungao ® e o seu respectivo ajuste feito para trés elementos de
Maxwell. Deste modo percebe-se que para maiores valores do parametro De outros tempos
de relaxacao aparecem. Este fato confirma mais uma vez que, a medida que se deixa o
regime de pequenas deformagoes (De = 0.1), para regimes de maiores deformagoes, De = 2
ou De = 3, tem-se a presenca de efeitos nao-lineares na resposta do fluido, mesmo para uma
suspensao polimérica diluida (¢ = 400 ppm como ¢é o caso), pelo simples fato da existéncia
das macromoléculas no fluido que em regimes de escoamentos mais intensos sofrerem um

estiramento consideréavel e por isto injetam elasticidade na resposta da tensao.

Percebe-se ainda da figura (6.22) que existem espectros de tempos de relaxagao maiores
que outro(s), ja que a amplitude de tensdo se distribui de forma desigual entre os modos.
Finalmente nota-se que no caso (b)De = 3 a tensao demora mais tempo para relaxar, uma
vez que aqui tem-se uma deformacao maior nas macromoléculas, o que faz com que as

mesmas demorem mais a voltar para o estado de equilibrio.

Para se entender melhor os encartes dos graficos (a) e (b) da figura (6.22), transcreve-se
a equagao (2.165), que trata da fungao relaxacao de tensao para N elementos de Maxwell,

agora escrita em sua forma adimensional
~ N ~
O(5) = Apexp(—5/cr), (6.37)

onde flk = n,/ak é a k—ésima amplitude de tensao adimensional.
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Figura 6.22: Funcao relaxacao de tensao ® no regime nao linear. Em (a), nos quadrados
abertos, tem-se a solu¢ao nimerica de ® para De = 2 e na linha pontilhada tem-se o
ajuste com dois elementos de Maxwell, i.e., ®(3) = z—llexp(—§/d1) + Z—Zexp(—§/&2), em
que 7, = 4.11012; &; = 1.68783; 72 = 6.6435; o = 0.4905. Em (b), nos quadrados abertos,
tem-se a solugao nimerica de ® para De = 3 e na linha pontilhada tem-se o ajuste com
trés elementos de Maxwell, i.e., ®(5) = Z—llexp(—§/&1) + 2—22 exp(—5/aq) + Z_?; exp(—35/as),

com 1); = 6.663; a; = 0.508; 1) = 11.948; ay = 2.712; 13 = 60.602; ag = 31.995.
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6.1.8 Verificagao das relagoes de Kramers-Kronig (K-K) — Princi-
pio da Causa-Efeito

Encerra-se a se¢ao do escoamento oscilatorio transiente mostrando uma validagao gréafica

para as relagoes de Kramers-Kronig (K-K) [8].

Na sec@o (2.11) foi apresentada na equagao (2.135) estas relagdes e a titulo de comodi-

dade transcrevemo-as abaixo

2w oo 77/(570) - ﬁ/(w) / /
:7/0 T, e n(w) o) =2

' (w)
(6.38)

Note que para aplicagdo do par de equagoes (6.38) é necessario conhecer 1" ou n”. Por
este motivo serdo usados os dados numéricos da figura (6.9) na qual é apresentado uma
comparagao entre o limite assintético e numérico para os modulos viscoelasticos ' e n”.
Vale lembrar que na figura (6.9) obteve-se as fungoes 1’ e )’ por meio da aplicagao da DFT

ao sinal temporal de o12(f) para varios valores de @ no intervalo [1072,10?].

Na figura (6.23) abaixo tem-se o resultado da aplicagao da equagdo (6.38) nos modulos
n' e n”. Na parte (a) da figura (6.23) mostra-se que conhecendo-se a fungao n” é possivel
obter o modulo viscoso 1’ por meio da segunda equagao de (6.38). Do mesmo modo, uma
vez conhecida a func¢ao 1’ podemos calcular o médulo elastico n” por meio da primeira
equagao de (6.38). Nos graficos da figura (6.23) considera-se a solugao numeérica ja obtida
na figura (6.9), e para resolver as integrais que aparecem na equagao (6.38) foi utilizado
integracao numérica via regra dos trapézios®. Uma tltima observacao que se faz é que na
equacdo (6.38) utiliza-se, na verdade, as fun¢oes 7. /¢ e 7" /¢ adimensionais, como de fato

apresenta-se na figura (6.9).

Perceba que a equagao (6.38) é uma boa ferramenta para se obter o moédulo viscoso
7' tendo conhecido o modulo eléstico " e vice-versa, uma vez que a figura (6.23) é muito
semelhante a figura (6.9). Esta relagao dual é conhecida na literatura [8] como o principio
da causa-efeito, isto é, o par de equagoes (6.38), podendo ser aplicada apenas em regimes

de viscoelasticidade linear, como ¢ o caso da figura (6.23).

8Na equacdo (6.38) temos, na integral, que 0 < x < +00, mas para a integracao numérica foi utilizado

apenas 0 < z < 500, o que ja se mostrou suficiente como pode ser visto na figura (6.23).
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Figura 6.23: Utilizagao das relagoes de Kramers-Kronic (K-K) para obtengao dos modulos
viscoelésticos ' e 7" em regime de viscoelasticidade linear. Em (a), na linha pontilhada, é
dada a solu¢ao numérica de ﬁ; /& e nos quadrados abertos tem-se o mesmo modulo obtido
pela segunda equagao de (6.38). Em (b), na linha pontilhada, é dada a solugdo numeérica

de /& e nos quadrados abertos tem-se o0 mesmo modulo obtido pela primeira equagao de
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(6.38). Parametros: De = 0.1, L = 60 e ¢ = 400 ppm.
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6.2 Fracoes Continuadas

Nesta secao explicita-se o algoritmo de fragdes continuadas [16],[20],[37] que serve como
uma ferramenta para ajustar um conjunto de dados obtidos tanto experimentalmente como

também por simulgdes numeéricas. Considere o seguinte conjunto de dados {wp,ws, ..., wp}
/ / / /! /! /!
e {77077717 Tt 777p} ou {77077707 Tt 777p}'

Este algoritmo pode ser aplicado para o ajuste de um conjunto formado por p + 1

frequéncias e os seus respectivos valores para n’ ou ” (ou ainda G’ e G").

Para o requerido ajuste defina-se, por exemplo para 7/, a fungao:

_ Ap<w)

n;,(w) = B() (6.39)

em que as fungdes A,(w) e B,(w) sao dadas pelas seguintes relagoes recursivas [16]:

.

A (w) =0 e Ay(w) = n,
B_j(w) =1 e By(w) =1,
Ap1(w) = Ap(w) + (W — wp)an41An-1, (6.40)

By1(w) = By(w) + (w — wp)ni1 Ba-1,

/ /
—1
o=l e oy = /M) =1
\ W1 — Wo

Ressalta-se que a relagdo (6.40) ocorre para todo n = 0,1,...,p. Para se determinar os

coeficientes «;, j = 2,3, ..., p, defina-se:
a; = 6]‘}7]‘, onde Bj = (w]'_l — (,dj)_l, (641)

com Fj sendo a seguinte fragao continuada:

(Wj —wj2)aj
(wj — wj-s)arj—

Fj=1+ (6.42)

1+

1+

1+
(Wj — wo)ay

/
= ()
i

Conforme mencionado acima, para se fazer o ajuste é necessario uma sequéncia de

1+

dados experimentais ou de simul¢goes numéricas. No presente trabalho, com a finalidade
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de testar o método utiliza-se dados experimentais dimensionais,” obtidos no laboratoério
de microhidrodindmica e reologia do grupo do Vortex-UnB com uma suspensao de PAMA
a ¢ = 400 ppm por meio de um cisalhamento oscilatorio transiente, de onde obteve-se os

modulos viscoelasticos 7'(w) e 1" (w) mostrados na tabela (6.3).

A figura (6.24) mostra alguns pontos experimentais da tabela (6.3) e o ajuste feito
por meio das fra¢oes continuadas das fungdes 7' (w) e n”(w). Perceba que os dados obtidos
experimentalmente sao bem interpolados por tal processo iterativo descrito na equacao
(6.40). Nota-se ainda uma boa concordancia qualitativa entre os graficos da figura (6.24) e

os graficos da figura (3.10).

Destaca-se que para fazer o ajuste do n” deve-se proceder com a seguinte mudancga nas
condicoes iniciais:
! /!
—1
Ag(w) =n), ag=mn ey = Ui /mi) = 1 . (6.43)
W1 — Wo

Dos resultados apresentados nesta secao é possivel perceber que o ajuste por fracoes
continuadas de pontos gerados experimentalmente ou por simula¢oes numéricas é muito
eficiente para uma descrigao precisa dos moédulos viscoelésticos, correspondendo ao regime
de viscoelasticidade linear. Esta aplicacao pode ser extendida a suspensoes poliméricas mais
concentradas, fluidos magnéticos entre outros com a percepc¢ao que mesmo em condi¢ao de
viscoelasticidade linear esses fluidos apresentam respostas fora do padrao comportamental

classico de um fluido viscoeléstico de Maxwell.

9Tremos trabalhar com os dados na forma dimensional uma vez se pretende fazer apenas um ajuste dos

mesmos para verificar o método. Nao sendo necessario trabalhar com as equagoes (6.2) e (6.3).
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Tabela 6.3: Valor dos modulos viscoelasticos 7' e n” para varias frequéncias w de uma

suspensao diluida de PAMA com ¢ = 0.01 obtidos experimentalmente.

w (s n' [Pa.s] n" [Pa.s] | Erro 1/ [£Pa.s] | Erro 0" [+ Pa.s]
0.015 21100.00 7130.00 707.10 212.13
0.02 19600.00 7210.00 707.12 212.14
0.04 16000.00 7210.00 424.26 127.28
0.05 14500.00 6965.00 141.42 21.21
0.16 8270.00 5560.00 127.28 113.14
0.20 7350.00 5270.00 127.28 127.28
0.32 2745.00 4670.00 134.35 127.28
0.50 4400.00 4035.00 98.99 120.20
0.79 3295.00 3400.00 77.78 98.99
1.00 2830.00 3090.00 70.71 84.85
1.58 2055.00 2505.00 49.48 77.78
2.00 1740.00 2240.00 42.43 70.71
2.51 1465.00 1990.00 35.35 56.57
3.16 1230.00 1755.00 28.28 49.50
4.00 1030.00 1540.00 28.28 42.42
5.01 859.50 1350.00 20.51 42.43
6.31 713.50 1175.00 16.26 35.35
7.94 591.50 1017.50 13.43 31.82
10.00 490.50 877.00 12.02 25.45
12.60 404.50 754.00 9.19 22.63
15.80 334.00 645.50 7.07 19.09
20.00 276.00 551.00 5.66 16.97
25.10 227.50 469.00 4.95 14.14
31.60 188.50 398.00 3.53 12.73
39.80 156.50 337.50 3.53 12.02
50.10 130.00 285.50 2.83 10.61
63.10 108.50 240.00 2.12 9.90
79.40 90.65 202.00 1.34 9.90
100.00 77.10 170.50 2.54 9.20
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Figura 6.24: Ajuste por fragdes continuadas dos modulos viscoelésticos ' e . Em (a), na
linha pontilhada, tem-se o ajuste dos dados experimentais (quadrados abertos) do modulo
viscoso 17’. Em (b), na linha pontilhada, tem-se o ajuste dos dados experimentais (quadrados
abertos) do modulo elastico 7. Dados experimentais obtidos de uma suspensao de PAMA

a fragao volumétrica ¢ = 10000 ppm a 20°C.
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6.3 Escoamento Extensional Oscilatorio

Como abordado ja no caso do escoamento oscilatério simples, nesta se¢ao é apresentado
os resultados para o escoamento extensional oscilatorio onde se verd o comportamento da
viscosidade extensional adimensional fi. tanto no dominio do tempo adimensional ¢ quanto
no dominio da frequéncia adimensional @, para os dois ja conhecidos regimes: 1) Eléstico
em que assume-se que De < 1 o que implica f(R) ~ 1 e R &~ 1 e 2) Anisotrépico onde
De =~ 1 e assim tem-se que f(R) # 1 e R # 1. Sera apresentado também a varia¢ao da

fungao R? = tr(B) em fungao do parametro De.

Considere, inicialmente, o campo dimensional de velocidade do escoamento extensional

oscilatorio dado pela expressao |8]:

1 1
u = u(x,t) = écos(wt) (xl, —5%2 —5133) . (6.44)

1

Aqui defini-se €(t) = éycos(wt), medida em s, como sendo a taxa de estiramento com

amplitude €, e w como sendo a frequéncia de oscilacao do escoamento.

A adimensionalizacao da equagao (6.44) é feita de modo anélogo ao caso do cisalhamento
oscilatorio descrito na segao (6.1), no qual usa-se novamente o parametro fisico nimero de
Deborah como sendo De = 7,éy. Continua-se usar u, = a/7, como escala caracteristica de

velocidade. Desta maneira, tem-se o campo adimensional de velocidade dado pela expressao:

] ) 11
(%, i) = uﬂ — De cos(&?) (:z-l, —5, —5:53) , (6.45)

com

é(t) = Decos(wt), (6.46)
sendo a taxa de estiramento adimensional, @ = T,w e t = t/7,,.

O interesse nessa etapa é examinar, no ambito numérico, como se comporta a viscosi-
dade extensional adimensional ji., quando se varia o niumero de Deborah. Posteriormente
investiga-se o comportamento dos moédulos viscoelésticas, como no caso do cisalhamento

oscilatério simples. Apresenta-se os coeficientes viscoelédsticos da viscosidade extensional

em fase e fora de fase com respeito a excita¢ao dada pela equagao (6.46).

Para obtencao destes resultados, conhecendo-se o campo de velocidade adimensional

dada pela equagao (6.45), o ponto de partida é sempre resolver o sistema de EDO’s dado
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pela equagao de evolugao temporal do tensor conformagao B, dada por:

B _ o 5. p.oogr 2B (5 1
- Vua-B+B- (V) B (B 31). (6.47)

Apos algumas manipulagoes algébricas, tem-se o sistema geral (caso f(R) #1e R# 1) a

ser resolvido para obtencao das componentes de interesse do tensor B. O sistema é dado

por:
(dB . - R) ([~ 1
d;Q = —DGBQQ COS(Cdt) — % (BQQ — §> )
dBss . o ofB) (5 1
= —DeBss cos(wt) — QT Bss — 3) (6.48)
dB - - R) ([~ 1
dt}l = 2D6B11 cos(wt) — % (BH — g) .
No sistema (6.48) é possivel verificar que ng(f) = ng(f), e consequentemente tem-se

Gaa(t) = G33(t) entre as componentes do tensor de tensdes &. Esta tltima igualdade se deve

ao fato de a equacao do tensor adimensional o é dada por:

& = 2ji,(¢)D + % f(R)B. (6.49)

Neste estagio a viscosidade adimensional fi; utilizada segue o modelo equivalente linear de

Einstein [24], como na segdo anterior, jis(¢) =1+ c¢ e ¢ = 1.53 x 10°.

Tem-se ainda:

1 0 o0
~ - 1 - -
D = Decos(@f) | 0 —5 0 = Va = (Va)’. (6.50)
1
0 0 —=
2

6.3.1 Solucao Assintdtica para De < 1.

Nesta secao apresenta-se o resultado do estudo deste escoamento extensional oscilatorio
no caso do limite assintotico (regime elastico) onde assumi-se que De < 1, e deste modo
pode-se considerar f(R) ~ 1 e R ~ 1 como foi feito no caso permanente (0 = 0) do

escoamento extensional da segao (5.5). Aplicando estas condigdes ao sistema (6.48), o
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mesmo se reduz a:

P
dB . . _
dgl = 2DeBy; cos(wt) — 2 (311 — 3) :
- (6.51)
dB - s _ 1
dt~22 = —DeBy cos(wt) — 2 (B22 - §) .
\

Resolvendo-se o sistema (6.51), obtem-se como solugio para as funcdes By (f) e Bayy(f), as

seguintes expressoes:

-1 2Desin(wt) — 20t
By (t) =3 €XD ( )
N gexp (2De sm(wt) ot /~exp (—2De sin(ibx) - 2@:16) iz, (6.52)
3 w 0 w

3

> / exp (D esm(@;) + 25””) dz. (6.53)

Para a obtencdo das equagoes (6.52) e (6.53) acima ja se considerou a condigao incial,

- 1 Desm wt — 2wt
Bas(t) =5 exp ( )
20t

< mmmt)

L2
- ex

3 p
Bi11(0) = Byy(0) = 1/3, o que pode ser verificado de imediato.

Conhencendo-se as solucdes para By () e Bys(f) 0 proximo passo é substituir as equagoes
(6.52) e (6.53) do tensor conformagao na equagao (6.49) para se ter a reologia ou no caso

as componentes G11(t) e Ga9(f) do tensor de tensoes o (f). Fazendo isto, resulta:

- - 3 2De sin(wt) — 20t
a11(t) =2Dejfig(p) cos(wt) + §gb exp ( esm(g )~ 2 ) +
2Desin(@f) — 20f) [* —2Desin(@r) — 20
3dexp ( esm(;u ) — 2w ) / exp ( esm(;ux) wx) iz, (6.54)
0

Desin(@wt) — 2wt)
_l’_

w

Gaa(t) = — Dejfig(¢) cos(@t) + §gzﬁexp <

—Desin(@t) — 2wt) (De sin(wz) + 2wm)
exp dx.

+ 3¢ exp < (6.55)

&

Desde que G99 = G33, ao substituir as equagoes (6.54) e (6.55) na equagao da viscosidade

extensional adimensional dada por,

(D) = 2011 (t) — 525(75) — G33(0) %

pﬂa—@ﬁﬂ, (6.56)
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obtem-se, finalmente, a expressao da viscosidade no regime de pequenas deformacgoes para

o escoamento extensional oscilatorio, dada por:

- ~ 1 2Desin(wt) — 2wt 1 —Desin(wt) — 20t
fie(t) =Defis(¢) cos(wt) + =¢pexp esm(cij ) Z 2t —pexp esm(fu ) =2 +
2 w 2 w
e P B L N o~

4 dexp <2Desm(c~ut) 2wt>/ exp< 2Desm(£ux) 2wx> dot
w 0 W

_ pexp (—Desin(?f)—?&;f) /fexp (Desin(&)~m)+2@a:) . (6.57)
@ 0 W

Vale observar a partir da equagao (6.56) que a viscosidade extensional adimensional
fte pode ser expressa em termos da primeira diferenca de tensoes normais adimensional,

M (t) = G11(f) — 522(%). Portanto para este escoamento no regime De < 1, pode-se escrever:

Ni(F) = 3. D). (6.58)

Na figura (6.25) mostra-se uma comparagao entre as solugoes assintoticas (caso De < 1)
e numéricas (caso geral f(R) # 1 e R # 1), para o escoamento aqui examinado. As solu-
¢oOes assintoticas foram obtidas das equagoes (6.54), (6.55) e (6.57) por meio de integragao
numérica via regra dos trapézios, visto que as integrais que aparecem nestas equagoes nao
se resolvem de forma analitica como nos escoamentos estudados anteriormente. Para o caso
em que f(R) # 1 e R # 1 resolveu-se a primeira e terceira equagoes do sistema (6.48) via
integracao numérica pelo metédo de Runge-Kutta de quarta ordem e em seguida utilizou-se
as equagoes (6.49) e (6.56) para a caracterizagao reologica. Todos os graficos apresentados

na figura (6.25) foram obtidos para De = 0.1, ¢ = 400 ppm e L = 60.

A figura (6.25) indica que existe um comportamento harmoénico na série temporal das
tensoes 011 € 099 €, consequentemente, na viscosidade extensional adimensional fi., o que
caracteriza um regime linear do sistema. Isto implica que neste limite do escoamento,
De = 0.1 < 1, as macromoléculas do fluido estao pouco deformadas e/ou estiradas pelo
escoamento, isto é, regime de pequenas deformacgoes. Percebe-se ainda que as funcgoes
oscilam em uma amplitude relativamente pequena, quando comparada com os demais casos
da proxima segdo. No grafico (d) da figura (6.25) é visto que a amplitude méaxima de
oscilacdo da funcdo fi.(t), no caso @ = 1, coincide com o valor constante de fi.(f) no caso

permanente em que w = 0.
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Figura 6.25: Solugbes no limite assintotico (linha continua) e numérica (quadrados abertos)
das fungbes: Em (a) 11, (b) G923 € (¢)=(d) fie, do escoamento extensional oscilatério. As
solugbes assintoticas nas linhas continuas em (a), (b) e (c) foram obtidas por integragao
numérica das equagoes (6.54), (6.55) e (6.57), respectivamente. Os quadrados abertos em
(a), (b) e (¢) denotam as solu¢oes numéricas da primeira e terceira equagao do sistema
(6.48) e posterior uso das equagoes (6.49) e (6.56). Na figura (d) apresenta-se, também, o
caso permanente em que w = 0, para a viscosidade extensional adimensional. Parametros:

¢ =400ppm, L =60, De =0.1e w = 1.
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Na figura (6.26) tem-se a solucio numérica da variacio de R = y/tr(B) = VBi1 + 2B,
neste caso, em fun¢ao do parametro De. Agora utiliza-se os parametros como sendo L = 3.5,
¢ = 200 ppm, como na figura (5.10) e ainda @ = 1. Vé-se na figura (6.26)(a) o comporta-
mento de R para Deborah variando de 0.1 até 5. Para Deborah menor que a unidade nao
existe um comportamento oscilatorio na resposta de R. Isto indica, dentre outros fatores,
que até este ponto as macromoléculas sofrem pequena deformagao pelo escoamento imposto
e nao responde de forma nao-newtoniana a excitacao extensional oscilatoria, o que fica evi-

dente quando se vé o comportamento da variacdo de R no encarte da figura (6.26)(a), com

1< R<1.08,isto é, R~ 1 quando 0.1 < De < 1.

Na figura (6.26)(b) percebe-se, no entanto, um comportamento oscilatorio de R para
1 < De <5 e que sua amplitude de oscilagao aumenta sobre maneira, mas sempre pode-se
observar que R < 3.5 = L, desde que L = 3.5 corresponde ao limite maximo de extensibi-
lidade das macromoléculas do fluido neste caso. Ocorreu ainda nesta simulagao que, para
De > 5, o valor de oscilagao de R superava o valor de L = 3.5, indicando assim uma degra-
dacao na microestrutura das macromoléculas. E por este motivo a simulagao numérica se

limitou a faixa de variagdo do parametro De utilizada na figura (6.26).

H4 de se notar, finalmente, que no caso extensional oscilatério para De ~ 4 o valor
de oscilagao de R atingiu as proximidades de L = 3.5. No caso extensional permanente,
que gerou a figura (5.10), vé-se que esse comportamento também ocorreu, porém com uma
pequena e importante ressalva. Na figura (5.10) tem-se que o valor de R esté mais proximo
de L = 3.5, nas vizinhangas de De = 4 do que na figura (6.26). Isto indica que no caso
extensional permanente o escoamento produz um estiramento maior nas macromoléculas do
fluido, para uma mesma faixa de De, quando comparado ao caso equivalente do escoamento
extensional oscilatéorio. O que explica este comportamento é a natureza oscilatéria do
escoamento aqui apresentado ja que enquanto num escoamento extensional permanente a
macromolécula é estirada continuamente, num escoamento extensional oscilatério a mesma
estira e ralaxa ao passar do tempo. Isto significa que a macromolécula pode degradar para

De notadamente menores em escoamentos extensionais permanentes.
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Figura 6.26: Variacdo do comprimento de R = y/tr(B) em funcdo do parametro De para

o escoamento extensional oscilatorio. No grafico (a) tem-se na linha pontilhada o caso
constante R = 3.5 e no encarte nota-se apenas uma pequena variacao de R para 0.1 < De <
1. Em (b) tem-se a variagdo de R para 1 < De < 5. Parametros: L = 3.5, ¢ = 200 ppm e

w=1.
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6.3.2 Solucao Numérica para [i. no caso De > 1 : Diagramas de

Fase e Espectros de Poténcia.

Para finalizar a analise do escoamento extensional oscilatorio, apresenta-se nesta se¢ao
o estudo do comportamento da viscosidade extensional adimensional fi.(¢) em fungao do

tempo adimensional ¢ e da frequéncia @, para diferentes valores do parametro De.

Inicia-se na figura (6.27) com o comportamento da viscosidade extensional adimensional

para quatro valores do ntimero de Deborah.
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60

40 r

40 t

-60 &

-80

200 —_——— 200
150 | 1 150 |
100 1 100 |
50 50
zjt 0 zfci 0
-50 | 1 -50 f
-100 | 1 -100 f
-150 | \ -150 |
-200 —_ -200 — : : :
9 95 10 105 11 _115 12 125 13 135 10 15 20 25 30
t t
(¢) De =2.80 (d) De=2.90

Figura 6.27: Solugao numérica para o calculo da viscosidade extensional adimensional fi.
para quatro valores do parametro De. Em (a) De =1, (b) De = 2.73, (¢) De = 2.80 e (d)
De = 2.90. Parametros: ¢ = 400ppm, w =1 e L = 60.

Inicialmente é visto na figura (6.27)(a) que apesar da amplitude de oscilagao ser bem
maior que no caso em que De = 0.1, da segao (6.3.1), a série temporal da viscosidade exten-

sional apresenta um comportamento harmoénico simples. Esta resposta pode ser também
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ilustrada pelo diagrama de fase a seguir. Ao comparar-se com o caso do escoamento exten-
sional permanente da segao (5.5), figura (5.7), nota-se que aqui o valor maximo de oscilagao
é bem inferior ao valor 14 antigido, por exemplo para De = 0.65. Infere-se que isso ocorre
devido ao fato de que, no escoamento extensional oscilatério, devido a esta deformacao
oscilatoria, as macromoléculas sofrem constantemente um estiramento e um relaxamento o
que acarreta a uma variacio da magnitude de fi.(f) ndo tdo significativa quando compa-
rada com o caso puramente extensional da figura (5.7) no qual a macromolécula sofre um

estiramento continuo apenas.

Ainda na figura (6.27), nos graficos (b) e (c), percebe-se uma leve mudanga (deformagao)
na forma da curva que descreve o comportamento da funcao fi., isto caracteriza o surgimento
de uma resposta nao linear no nosso sistema onde tem-se o surgimento de outros harmoénicos
ou graus de liberdade vibracionais na resposta de oscilacao do fluido, como se vera a seguir.
No grafico (d) da figura (6.27) isto se torna ainda mais evidente. Ademais, nota-se que o
valor da amplitude méxima de oscilagao nos graficos (b), (¢) e (d) ficam mais que o dobro

quando comparados com o do grafico (a).

Na figura (6.28) vé-se os graficos dos diagramas de fase da viscosidade extensional adi-
mensional, i.e., os graficos de dji./dt por fi., para os mesmos quatro valores do niimero de
Deborah apresentados na figura (6.27) e o mesmo conjunto dos parametros, L = 60,0 = 1 e
¢ = 400 ppm. Nal® figura (6.28)(a) tem-se o diagrama de fase no caso De = 1, onde nota-se
um circulo perfeito, o que caracteriza um regime linear do nosso sistema. Isto é interes-
sante ja que para De &~ 1, no caso extensional permanente da se¢ao (5.5.3), se vé grandes
variagoes de [i, que surgiram consequentemente de grandes amplitudes de estiramentos das
macromoléculas do fluido, o que por sua vez, como visto até agora, provoca o aparecimento
de efeitos nao lineares. Tudo isso reforca a tese de que no escoamento extensional oscilatorio

as macromoléculas do fluido sao poucos estiradas mesmo para De ~ 1.

Nos graficos (b), (c) e (d) da figura (6.28) percebe-se que a medida que se aumenta
o valor do nimero de Deborah o sistema sai, enfim, do regime linear. Pode-se notar que
o formato do diagrama de fase sai de um circulo perfeito (regime linear em De = 1) para

um formato bem mais complexo, o que caracteriza um regime fortemente nao linear. Tem-

10 Achamos desnecessario apresentar o retrato de fase no caso em que De = 0.1 < 1 visto que para De = 1

o sistema ainda ¢é linear.
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se desta forma que, para De = 2.73; 2.80 e 2.90, o escoamento provoca uma deformacao
nas macromoléculas do fluido de modo a ocasionar o aparecimento de outros harmoénicos de
oscilagao de grande amplitude, quebrando desta forma a linearidade do sistema e produzindo

uma resposta reologica nao-linear. Novamente aqui, este fato, corrobora com a anélise feita

para a figura (6.26)(b).
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Figura 6.28: Diagramas de fase referente a série temporal da viscosidade extensional adi-
mensional, fi., para quatro valores do parametro De. Em (a) De = 1, (b) De = 2.73, (c)

De =2.80 e (d) De = 2.90. Parametros: ¢ = 400ppm, @ =1 e L = 60.
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Analogamente, como feito para o cisalhamento oscilatorio simples na segao (6.1.4),
pode-se escrever a viscosidade adimensional fi. como sendo uma soma de senos e cossenos.
Lembre-se que no inicio desta se¢ao a excitacao do fluido é dada pela taxa de estiramento
adimensional dada por ¢ = De cos(@t), deste modo pode-se escrever fi. de uma maneira

geral como sendo:

fio(t, &, D Z [ n@, De) cos(nwt) + £ (n@, De) sm(nwt)] (6.59)

n=1
em que & (nw, De) e !(nw, De) sao coeficientes em fase e fora de fase com a taxa de

estiramento, respectivamente. Como na sec¢ao (6.1.4) aqui também M — +oo.

Na figura (6.29) tem-se a solugao numérica para & (@) e &/ (@), obtida pela aplicac¢ao
da DFT a série temporal da equagao (6.57), para cada @ no intervalo [107!,10?]. Nota-se
nesta figura (6.29) uma certa semelhanga com a figura (6.10), obtida neste ultimo caso para
o escoamento por cisalhamento oscilatorio simples. No grafico (a) da figura (6.29) tem-se
no entanto para De = 0.6 um comportamento similar com o caso De = 2.25 do grafico
(a) da figura (6.10). O que indica que no escoamento extensional oscilatério tem-se uma
deformagao maior nas macromoléculas do fluido do que no cisalhamento simples oscilatorio.

A mesma analise se aplica aos dois graficos (b) das figuras (6.29) e (6.10).

Na figura (6.29)(b) tem-se o coeficiente fora de fase £/, em funcdo de @ para diferentes
De. Nota-se um desvio na simetria do grafico devido ao surgimento dos efeitos nao lineares
mais intensos a medida que se aumenta o numero de De. Quando se compara os graficos
(a) e (b) da figura (6.29) nota-se que, para altas e baixas frequéncias, a preponderancia dos

efeitos do coeficiente em fase com a taxa de estiramento.
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(a) Primeiro coeficiente em fase com taxa de estiramento, /.

0.45
0.4
0.35
0.3
0.25 _’
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0.1

"
1

0.05 b

w

(b) Primeiro coeficiente fora de fase com a taxa de estiramento, £7.

Figura 6.29: Primeiros coeficientes em fase e fora de fase com a taxa de estiramento da
viscosidade extensional adimensional fi.. Em (a) tem-se o ceficiente &{(®) em fase com
excitacio € = Decos(@t). Em (b) tem-se o coeficiente fora de fase £/(%). Parametros:

¢ =400 ppm e L = 60.
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A figura (6.30) apresenta, por fim, os espectros de poténcia Ej (w) da viscosidade
extensional adimensional i, para varios valores do parametro De. Novamente fixa-se @ = 1
e para cada valor de De simulado aplica-se a DF'T a série temporal da equacgao geral para
fi., dada pela equagao (6.57), e em seguida extrai-se os coeficientes em fase £/ (&0 = 1) e fora

de fase £”(& = 1) com a excitacao é(f) = De cos(wf) paran =1,2, ...

No gréfico (a) da figura (6.30) (caso De = 1) observa-se apenas a reposta na frequéncia
fundamental de excitagdo w = 1, indicando, como no grafico (a) da figura (6.28), que se
trata de forma equivalente a um regime de viscoelasticidade linear para a resposta temporal
de fie. Aqui obteve-se |£]] ~ 60 e £/ = 0. A medida que se aumenta o valor de De nos gréficos
(b), (c) e (d) da figura (6.30) nota-se que o valor absoluto das amplitudes dos espectros
de poténcia aumentam quando analisados na frequéncia fundamental @ = 1 nos diferentes
nameros de De. Ademais observa-se na figura (6.30)(d) o surgimento de M = 9 auto-fungoes
ou modos oscilatorios em frequéncias w multiplas da frequéncia fundamental de excitacao,
w = 1, mesmo que em valor absoluto menor que na frequéncia fundamental, o que ja indica
um comportamento nao linear na resposta temporal de fi., corroborando com o que foi

apresentado na figura (6.28).
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Figura 6.30: Modulo dos espectros de poténcia em fase e fora de fase da viscosidade ex-

tensional adimensional fi. para @ = 1 fixo e diferentes valores do nimero de Deborah De.

Em (a)De =1, (b)De = 2.73, (c)De = 2.80 e (d)De = 2.90. Parametros: ¢ = 400ppm e

L = 60.
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6.4 Resposta do fluido a um escoamento cisalhante os-

cilatério apenas com taxa de rotacao

No inicio desta se¢ao propoe-se o seguinte questionamento. Como seria a resposta do

fluido quando se despreza os efeitos de deformacao das macromoléculas ?

Como sabe-se, Vi = D+ W, em que D ¢ o tensor simétrico taxa de deformacao e W é o
tensor anti-simétrico taxa de rotacao. O que pretende-se analisar é se com taxa de rotacao

apenas, provenientes de W, é capaz de originar efeitos nao-newtoninos das macromoléculas.

Para isso assumi-se um cisalhamento de pura rotagao em que D=0c¢ portanto Vi=W
é substituido na equacdo (4.35). Neste ponto de nosso trabalho é proposto ndo mais a
derivada Oldroyd alta na equagao (4.24) e sim a derivada material co-rotacional de Jauman

conforme obtida no apéndice (III) desta tese, dada pela seguinte expressao:

DB DB
—=—+BW-WB .
Dr Di + ; (6.60)

em que W = <Vu — (Vu)T> /2.

Utiliza-se ainda as mesmas propostas de adimensionaliza¢oes que geraram as equacoes
governantes (4.34) e (4.35). Portanto, substitui-se agora a equagao (6.60) na equagao (4.24)
e considera-se também o modelo nao-linear Dumbbell-Fene. Desta maneira, obtém-se uma

nova equacao adimensional de evolugao temporal para o tensor conformacao B, dada por
f(R)

0 = |
— =WB-BW -2——=(B - - 61
g = WBBW 2T (B ), o)

em que ainda se tem f(R) = L?/(L? — R?) e R = y/tr(B). Ressalta-se ainda que W = W,
onde 7 é o tempo de relaxacao da macromolécula. Ainda tem-se que a equacao do tensor

de tensoes permanece inalteradal!, isto é,

& — 2D+ 2 §(R) B, (6.62)

Como o tensor W esta associado a rotacgao, o objetivo é determinar também a solugao

da equagao (6.61) para o campo de velocidade do cisalhamento oscilatorio. Deste modo,

1 Aqui resolveu-se trabalhar novamente com fis(¢) = 1 + c¢ ja que o foco principal ¢ examinar a parte

tensorial associada com a relaxagao da macromolécula.
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Vii e W, serdo dados por:

0 Decos(wt) 0 0 Decos(wt) 0

- ~ 1 -

Va= 1|0 0 0f e W= B —De cos(&t) 0 01 - (6.63)
0 0 0 0 0 0

Usando as equagoes (6.63) e (6.61), pode-se escrever o seguinte sistema (para o caso

geral em que f(R) # 1 e R # 1) com as componentes de interesse do tensor B

(dB De cos(@t) = De cos(@t) = R) ([ -~ 1
dfn = 2< )321+#312—2% (311—5)7
dBiy  Decos(@f) ~  Decos(@t) - .
12 _ e cos(wt) By — e cos(wt) B 2f(R) B,
dt 2
dB De cos(@t) =~ De cos(@t) =~ R) -
) dfﬂ = —%Bn + %Bm - Qf(R )3217 (6.64)
dB~22 _De cos(wt) 3,y — De cos(cuzf)é21 B 2f(R) By — 1 7
dt 2 2 3
dB:sg:_f(R) B 1
di R \"¥ 3)

\

Analisando o sistema (6.64) conclui-se que Biy = Bay.

6.4.1 Solucgao no regime assintético De < 1

Usando agora a hipotese de pequenas deformagoes, isto €, o caso em que De < 1 (desse

modo f(R) = 1e R~ 1), o sistema de EDO’s que surgira do sistema (6.64) sera dado por:

(dBs; = ~ 2
11— Decos(@f) Bra — 2By + =,
= e cos(wt) Byg ntg

dBi» _ De cos(dzt)é De cos(djt)é

i 5 2T 5 11 — 2By,
| 6.65)
dBQQ - ~ 2 (
2 _ _p D)Bys — 2Byy + =,
e e cos(wt) Byg 2+ 3
dBs; - 1
= -2 B33 — =] .
di ( 5 3)

\
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Da ultima equagdo do sistema (6.65) obtém-se a solucdo Bss(f) = 1/3, para ¢ > 4. E

conveniente ainda escrever o sistema (6.65) na forma matricial abaixo:

dy
—~ —_Ty+R, 6.66
= ) (6.66)

em que y ¢é o vetor coluna y = (BH Bm Blz)T e as matrizes T e R sao dadas por:

-2 0 De cos(wt) 2/3
T = 0 —2 —Decos(wt) [ e R=1]2/3]. (6.67)
De .~ De =
Y cos(wt) - cos(wt) -2 0

Neste ponto faz-se uma importante observacao de que as equagoes diferenciais do sistema
(6.65) sao totalmente acopladas, nao sendo possivel sua resolugao de maneira analitica direta
como feito para o caso do cisalhamento oscilatério simples referente ao sistema (6.6)'2. Para
se obter um desacoplamento das equacgoes diferenciais do sistema em anélise, utiliza-se o
processo de transformagao modal [50]. Este processo consiste em resolver o sistema de
EDO’s dado, propondo a seguinte mudanca de variavel:

dM~1y)

- =M 'R+M . TMM 'y, (6.68)

em que M é a chamada matriz modal, a qual é formada pelos autovetores da matriz T. Em
adicao usa-se também que:
y=Muv<= M ly=nw, (6.69)

sendo v(t) = (v; vy v3)T um vetor auxiliar. Nota-se que F = M~L.T.M ¢ uma matriz

diagonal e definindo: f = M~L.R, a equagdo (6.68) reduz-se a seguinte forma:

dv
7 v+ f (6.70)

Ao se calcular as matrizes M e M~! obtem-se:

1 —i i /2 1/2 0
M=[1 ¢ —i| e M '=|i/4 —i/4 1/2], (6.71)
0 1 1 —i/4 /4 1/2

12Para obter este sistema foi utilizado derivada Oldroyd alta, diferente do presente contexto de um

escoamento imposto de pura rotagao.
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em que ¢ = y/—1 é a unidade imaginaria dos ntimeros complexos. Deste modo a equa-
gao vetorial (6.70) no espago modal resulta em um novo sistema de equagoes diferenciais

ordinérias desacopladas. Segue:

)
dUl 2
M_2
i 3 "
2 _ (o4 Decos(@i
v (—2+ i De cos(wt)) va, (6.72)
dUg ~
— = (=2 — i Decos(wt)) vs.
e (@) vs
\
. - _ - ~ 1
Resolvendo-se o sistema de equagoes (6.72) chega-se a seguinte solugdo: wvy(t) = 3 +
C, exp(—2t). E para as componentes vy(t) e v3(f) tem-se,
-~ [ Desin(ot Desin(wt)\ ] -
vo(t) = Cy | cos (M) + isin (M) exp(—2t), (6.73)
L w w -
e
. [ Desin(&t Desin(@t) \ ] -
v3(t) = Cs |cos (M) —isin (%) exp(—2t), (6.74)
@ w

em que C7, Cs e C3 sao constantes de integracao que dependem da condigao inicial imposta

(PVI). Considerando um tempo adimensional = t/7 > 4, como analisado na secio (5.2),

tem-se apenas que vq(t) = 1/3 e vy(t) = v3(t) = 0. Finalmente, como y = Mw, entao

Bi1(f) = Bay(t) = 1/3 e Byy(f) = 0, no regime eléstico no qual assumi-se De < 1, e por
conseguinte f(R)~1le R~ 1.

Usando a equagao (6.62), determina-se que a primeira diferenca de tensoes normais é
nula, i.e, Nl (f) = 011 — 092 = 0, ou seja, nao se tem a presenca de tensoes normais no
regime de pequenas deformagoes (De < 1) para o escoamento oscilatorio de pura rotagao,
usando-se a derivada de Jaumann para evolugao temporal do tensor conformacgao B. O que
pode ainda explicar este fato, fisicamente falando, é que neste tipo de escoamento tem-se
que as macromoléculas que constituem o fluido apenas giram com a velocidade angular ou

velocidade do escoamento de pura rotacao imposto.

Em contraste, foi obtida uma expressao para N; (quando assumiu-se D # 0 na segao
(6.1)) onde pode ser visto na equacéo (6.17) que N; # 0, para o mesmo regime de pequenas
deformagoes. Isto mostra que quando as macromoléculas sao sujeitas a um escoamento de

pura rotacao ou se a taxa de rotagao do escoamento é muito maior que a taxa de deformacao
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as macromoléculas podem ser consideradas sempre em regime de pequenas deformacoes e
nao produzem efeitos de anisotropia e nao-lineares, exceto um aumento de dissipacao na

suspensao polimérica.

Para a tensao de cisalhamento adimensional 715 tem-se apensas a contribuicao viscosa,
dada por:
G12(De,t) = fis(¢) Decos(@t) + 0, para De < 1, (6.75)

Puramente Viscosa
que recai na defini¢ao de Newton (equagao (2.1)) para viscosidade em sua forma adimensi-

onal. Pode-se dizer ainda que o fluido em questao se comporta como um fluido newtoniano
equivalente com a viscosidade efetiva da suspensao, fis(¢), dada segundo o modelo de Eins-

tein.

E instrutivo notar que a equacdo (6.75) no regime de pequenas deformacdes (De < 1)
nao possui a parte da contribuigao elastica proveniente das macromoléculas, pois da equagao

geral para 712 (eq. (6.62)), pode-se escrever:

~ - 9 -
d12(De,t) = [is(¢)De cos(wt) %ZS f(R) Bia(t), para todo De. (6.76)
Puramente Viscosa ¥C onfo}rma(;éoJ

6.4.2 Condicao para efeitos nao-Newtonianos por apenas rotacao

em 0o no cisalhamento simples oscilatério

Como se vé na equagao (6.76), a série temporal 15 possui como resposta uma contri-

Y
buicao na parte newtoniana da suspensao polimérica e uma parte exclusiva da relaxacao
das macromoléculas incorporadas ao fluido base. Inicialmente assumi-se a fungao g;o (ana-

logamente a se¢ao (6.1.2)), que conforme a equagao (6.75) permite escrever:

G12(De) = 0, para De < 1. (6.77)

Na presente andlise assume-se um tempo adimensional fixo, t*, tal que t* > 4. Como

o interesse é inferir sobre variacoes na conformacao das macromoléculas que deformam na

resposta de G5 a medida que se aumenta De, para o tempo t* fixo, defini-se 64 a partir

das equagoes (6.76) e (6.77), do seguinte modo:
6’12(D€, t*> — 912(D€) 9

oM =5 (De) = 5 = Ef(R) t*Bm(t*), para todo De. (6.78)
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Portanto ¢34 representa uma funcdo ;5 das macromoléculas, avaliada em t* > 4. Deve-se
notar assim, a medida que varia-se o parametro De, a equagao (6.78) nos fornece apenas a

resposta da contribui¢ao das macromoléculas para a funcao Gs.

A figura (6.31) mostra uma comparagao das fungoes dadas pelas equagoes (6.77) e (6.78),
para 0 < De < 1. A solugao numérica da funcao ¢34 foi obtida via integracao pelo metédo
de Runge-Kutta do sistema (6.64). E possivel ver que a diferenca!® entre essas funcoes é
sempre menor que 1% para De < 0.35. O encarte da figura (6.31) fornece mais detalhes
da referida diferenca. Depreende-se, entao, que para De < 0.35 a deformagao imposta
nas macromoléculas por um cisalhamento simples oscilatéorio de pura rotacao ainda nao
é suficiente para produzir efeitos significativos nao-lineares ou nao-Newtonianos (que sao

intrinsecos s macromoléculas).

13 Aqui exige apenas a diferenca e nao a diferenca relativa, como feito na se¢ao (6.1.2), pois aqui g2 = 0.
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Figura 6.31: Conformacao das macromoléculas para um escoamento oscilatério simples de
pura rotacao. Quadrados abertos representam a solugao numérica da funcao 2% (eq. (6.78))
e na linha continua tem-se a solu¢ao assintotica nula dada pela equagao (6.77), ambas para
um mesmo t* fixo. No encarte tem-se com mais detalhes estas fungoes para De até 0.35,

donde se vé que 6} < 1%. Parametros: ¢ = 400ppm, fi, = 17, @ = 1 e L = 60.
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CAPITULO 7

ESCOAMENTO EM TUBO CAPILAR DE
UM FLUIDO OLDROYD-B

Neste capitulo apresenta-se um estudo do escoamento de uma suspensao polimérica
elastica submetido a gradientes de pressao. Inicialmente apresenta-se a formulacao geral
inicial e as condigoes de unidirecionalidade deste tipo de escoamento bem como o resultado
classico da vazao () em regime de Poiseuille e o desvio da solugao classica na presenca de
efeitos elasticos do fluido. Para efeitos de estudos deste capitulo serao desprezados ainda

efeitos da rugosidade da parede do tubo.

7.1 Formulacao Geral — Escoamentos unidirecionais Axis-

simétricos

Inicialmente tem-se o campo de velocidade em coordenadas cilindricas definido da ma-

neira geral por:

u(r,0,z) = (u.(r,0,2);ug(r, 0, 2);u,(r, 60, z)), (7.1)
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com 0<2<C,0<0<2nre —Rr <r < Rp, em que C' é o comprimento total do tubo e
Ry o raio deste (fixo). Como mostra a figura (7.1) as equagdes que governam escoamentos

em tubos sao formuladas em coordenadas cilindricas.

O escoamento unidirecional axissimétrico em tubo de fluidos Newtonianos é designado
também por escoamento quadratico devido ao seu perfil de velocidade ser descrito por uma
equacao de segundo grau em r. Este escoamento surge quando existe um gradiente de pressao
axial que terd que vencer a resisténcia imposta pela viscosidade do fluido. Ao analisar o
escoamento notamos que o mesmo apresenta simetria em relagdo ao eixo longitudinal (eixo
z), e assim dize-se que o escoamento ¢ axissimétrico e por isso suas derivadas em relagdo a

diregao # serao nulas, i. e.,
Ju
50 = 0. (7.2)
Assumi-se ainda que o escoamento é unidirecional e portanto o campo de velocidade nao
apresenta alteragoes na dire¢ao do eixo z, ou de outra forma, du,/dz = 0 (i.e., plenamente
desenvolvido). Como nao existe velocidade relativa na direcao r a velocidade do fluido se
anula na parede. Portanto u = 0 (i.e., condi¢ao de contorno de nao deslizamento). Apos
estas consideragdes, a equacao da quantidade de movimento (ver apéndice (II)) para a

dire¢@o longitudinal (que ¢ a diregao do escoamento) reduz-se apenas:

2
op (6 U, N 18uz> , (7.3)

_ = Ns —
0z or?2 r or
em que jis € a viscosidade da suspensao polimérica, que neste caso é supostamente constante.

Aqui define-se o gradiente de pressao dado por:

op  (pc —po) —Ap
0z C - (7:4)

em que py ¢ a pressao no ponto inicial do tubo e po é a pressao no final do tubo, como
pe < po, entdo o termo dp/0z & negativo. Defini-se dp/0z = —G,,, como sendo o negativo

1

do gradiente de pressao, isto é, Ap/C ao longo do tubo.! Assim levando em conta que

u, = u,(r), entdo pode-se escrever a equacao (7.3) como:

r d du,

'Note que G, possui unidade de Pa/m.
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O perfil de velocidade é obtido obtido integrando-se por duas vezes a equagao (7.5),
com as seguintes condi¢oes de contorno: a velocidade é finita ao longo do eixo z, ou de
forma equivalente, que a derivada da velocidade é nula no centro do tubo. Ainda assumi-se
que a velocidade na parede do tubo é nula. Deste modo, com estas condigoes, o perfil de

velocidade é dado pela equacao de segundo grau:

(R — 7). (7.6)

Na figura (7.1) temos uma representacao esquemética do escoamento num tubo, donde se

vé as hipoteses aqui assumidas.

Figura 7.1: Representagao esquematica do escoamento num tubo. Ry = raio do tubo (fixo).

C' = comprimento do tubo (fixo). u,(r) = perfil de velocidade desenvolvido.

Na figura (7.2) tem-se representado, a titulo de exemplo, quatro perfis de velocidade de

% o valor de us = 5 Pas e variou-se o gradiente de pressao G,. Assumiu-

u, (7). Aqui fixou-se
se também Rr = 1m e o resultado do perfil de velocidade foi plotado para —1m < r < 1m.
Percebe-se que sempre para r = 0 tem-se o valor maximo para a velocidade para cada G,

e que a velocidade méxima aumenta com o aumento deste parametro.

2Valor aleatério assim como os valores de G, nesta figura
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Figura 7.2: Perfis de velocidade de u,(r) para quatro valores distintos do gradiente de

pressao ao longo do tubo.

A titulo de ilustracdo calcula-se agora a velocidade média, U, no tubo. Sabe-se que U

¢ a metade da velocidade méxima no tubo e pode ser calculada pela lei:

o 1 Ry G R2
U= @/0 u,(r) 2mr dr = g’TST, (7.7)

a ultima igualdade se deu pela substituigao da equagao (7.6).

A vazao () é sem duvida uma grandeza muito importante quando se estuda escoamentos
em tubos. Esta quantidade mede a taxa volumétrica do liquido que entra (ou sai) de uma
secao tranversal do tubo em cada segundo, podendo ser calculada avaliando-se a velocidade
na direcao principal do escoamento. Deste modo tem-se sua definicao expressa de forma
matemaética como sendo:

Q= u-hdS (7.8)

area

em que n é o vetor normal (& superficie onde escoa o fluido) que aponta para o sentido do
escoamento, neste caso n = e3. O simbolo dS representa o elemento de area, que aqui pode
ser calculado por ||dS|| = dS = rdrdf. Portanto tem-se que a vazao para o escoamento

examinado é dada por:

27 Rt 4 _A 4
Q= / / w(r)rdrdg — TG _ AP (7.9)
0o Jo 8t 8pus C

A expressao (7.9) é o resultado classico chamada de lei de Poiseuille.
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7.1.1 Condicao para a unidirecionalidade do escoamento em tubo

— Analise de escalas

Apresenta-se nesta se¢ao, com mais detalhe, o parAmetro que indica as condi¢oes em
que o escoamento em tubo capilar de um fluido incompressivel de viscosidade p; e massa
especifica p podera ser considerado unidirecional. Vale resaltar que as equacoes apresentadas

na se¢ao anterior ja levaram em consideragao a unidirecionalidade.

Para a presente anélise usa-se as seguintes escalas para este escoamento: r ~ Rp, u, ~ U
ez~ C> Rp, em que Rr,U e C sao o raio do capilar, a velocidade média do escoamento

e o comprimento do capilar, respectivamente.

Aplicando-se estas escalas a equacao da continuidade (ver apéndice (II)) pode-se asse-
gurar que,
—Rr

TNU_7 710
u, ~ T (7.10

Ry - : L
como o parametro Yel < 1, entao pode-se desprezar a velocidade radial, isto é, u,., deste
modo tem-se Ju,/0z = 0, como ja assumido na segdo anterior. De acordo como o anexo

(II) a equagao do movimento na dire¢ao z, em coordenadas cilindricas, sera dada apenas

ou;\  Op Pu, 10u,
p(uT 07“)__@—’_'“8(87"2 +; 87’) (7.11)

Efetuando-se a anélise de escala na equacao (7.11), tem-se primeiramente que o termo

por:

, u, : o )
advectivo, pu,——, associado com a inércia do escoamento ¢é tal que,

or

—2
ou, U

o~ p— 12
PUr— =~ P (7.12)

Agora o termo difusivo (segundo termo do lado direito da equagao (7.11)) é tal que,

Pu, 10u, U
- ~ e —. 1
s ( or? + r Or ) s RZ (7.13)

Agora ao se efetuar a divisdo entre as duas escalas em (7.12) e (7.13) tem-se que o termo

advectivo (ou inercial) é bastante inferior ao termo difusivo, concluindo que:

pURE _ p— Ry
L P — 1. 14
O usURT(C < (7.14)

Deste modo, tem-se que o escoamento no tubo capilar serd unidirecional, isto é, com a

direcao do escoamento sempre perpendicular ao seu gradiente, somente quando a equagao
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(7.14) for satisfeita. Pode-se definir ainda o niimero de Reynolds, Re, como sendo Re =

pURr/ s e assim a equacao (7.14) pode ser reescrita na forma:

Ry
Re| — | K 1, 7.15
(%)< (7.15)
deste modo, a fim de se ter a unidirecionalidade, o niimero de Reynolds deve ser escolhido de
maneira a se satisfazer a inequagao (7.15). Vale mencionar que a condigao (7.15) é também

chamada de aproximacao de lubrificagdo em alguns contextos da literatura [6].

A equacao do movimento na direcao z do tubo, em coordenadas cilindricas, também
pode ser escrita em funcao do tensor de tensoes o. Quando se considera a condi¢ao de uni-
direcionalidade e axissimetria e as equagoes do movimento do anexo (II), tem-se a seguinte

equacao:
10[ro..] _ 9Ip
r Oor 07

em que o,, ¢ a tensao de cisalhamento. Pode-se ainda escrever esta tensao em funcao da

(7.16)

taxa de cisalhamento da forma
du,

dr -’

Efetuando-se a integragao da equagao (7.16) e usando a defini¢do dada pela equacao (7.4),

0r:(Y) = ps()

(7.17)

obtem-se:

.

Ory = _Gp§~ (718>
Ao substituir a equacado (7.17) na equagao (7.18) e ao se efetuar a integragao com as mesmas
condigbes de contorno descritas na segao anterior determina-se novamente a equacao (7.6)

iGp

2 .2
(R =), (7.19)

u,(r)

para o perfil de velocidade u,(r), onde ps(%) = ps.

7.1.2 Viscosidade na parede do tubo

Uma abordagem, mais utilizada experimentalemente, para se determinar a viscosidade
de um fluido na parede de um tubo é descrita agora nesta secao. Esta viscosidade sera
denotada por 1, a qual é definida pela equagao:
9p

, 7.20
) (7.20)

Mp =
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em que o0, € Yy, sao a tensao de cisalhamento e a taxa de cisalhamento avaliados na parede,
respectivamente. Esta tensao o, é obtida atraves do equilibrio das forgas que agem em
um volume de fluido devido ao gradiente de pressao e das forgas associadas as tensoes na
parede que se opoem ao movimento do fluido. Matematicamente este balanco é de forcas

corresponde a:

(po — po)m R — 20,m Ry C' = 0, (7.21)

ou simplismente,
_ (po—pc)Rr —ApRr
T T 20

Usando-se a equagao (7.18) nesta ultima equagao tem-se a importante relagao entre a tensao

(7.22)

de cisalhamento em um ponto qualquer do escoamento e a tensao de cisalhamento na parede:

Ea— (7.23)

Op RT

Pode-se também determinar uma expressao para a taxa de cisalhamento na parede .
Para este fim, integra-se por partes a expressao da vazao dada pela equagao (7.8), o que

resulta na expressao
Rr
Q=-m / 24, dr. (7.24)
0
A equacao (7.23) sugere a mudanca de variavel r(o) = —Rro /o, entdo dr = (—Rr/o,) do,
aqui usou-se apenas o,, = 0. Apos efetuar a integragao da equagao (7.24), com esta mudanga

de variavel obtem-se a relacao de Weissenberg-Rabinowitsch [8] dada pela equagao (7.25)

1 d QO’I%
Yp = ——— . 7.25
T o2 doy, (WR%) (7.25)
Por fim substituindo-se a equagao (7.22) na equagao (7.25) tem-se a expressao para o calculo
de 7, dada por:
. Q d(In|Q])
= ) 7.26
o= re B | Ap)) (7.26)

A equagao (7.22) juntamente com a equagao (7.26), mostram que, uma vez determinada
a vazao () e a diferenca de pressao Ap é possivel avaliar a viscosidade de cisalhamento na

parede para um escoamento unidirecional por meio de o, = f1,,, Ou seja,

Cp
Yy = —. 7.27
P Y ( )

Neste trabalho, porém, usa-se apenas a abordagem numérica para o calculo da viscosi-

dade na parede. Ao final da proxima secao se vera como isso sera feito.
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7.2 Escoamento de um fluido Oldroyd-B em tubo capilar

Nesta secao, apresenta-se a formulacao do escoamento em tubo capilar de um fluido
segundo o modelo Oldroyd-B usado neste trabalho. A equac¢ao do movimento (I1.22), nas

condicoes de unidirecionalidade, pode ser reescrita para um liquido qualquer como:

ou dp 10
pa - _g + ;g(ro—m% (728)

em que p é a massa especifica do fluido e o,, é obtida da solugao do par de equagoes

dimensionais do modelo de fluido Oldroyd-B:

o(t) = 2p5(¢)D + G f(r)B(t), (7.29)
B _ o gyt 2f0) (g
— =Vu-B+B-(Vu) T\/W(_B)(B 31). (7.30)

Assim para se obter o campo de velocidade u de um liquido elastico no tubo capilar é

preciso resolver as equagoes (7.29) e (7.30) juntamente com a equagao (7.28).

Neste momento faz-se conveniente apresentar uma nova proposta de adimensionalizac¢ao
das equagoes (7.29) e (7.30). Usam-se agora as seguintes escalas tipicas: A velocidade
média U para a velocidade, Ry = raio do tubo como comprimento, o, = puU /Ry como
escala para a tensao e o tempo de relaxacao 7 como escala de tempo. Para a pressao usa-se:
pe = uU/Rp. Desta maneira o nimero de Reynolds Re sera dado por Re = pURy/u e o

ntiimero de Deborah De sera dado por De = 7U/Ry. Neste ponto vale destacar:

. C
O:— u =
Ry

- r - Ap ~ t pURT
y T RT ) p Apc ) T ) €

U . o
, De=— e 0=—.
RT Oc

Sl =

Na matrix abaixo apresenta-se® o tensor taxa de deformacao adimensional dado por

oD = Vi + (@ﬁ)T, no caso do escoamento em tubo capilar, nas condi¢oes de unidirecio-

nalidade: o0
0 o &
_ 1 r
D= 510 00 (7.31)
ou
s 0 0

3Veja equacao (I1.32) no apéndice II.
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Com estas consideragoes, as equagoes (7.29) e (7.30) ficardo podem ser reescritas na forma

adimensional, como sendo:

5(0) = 20D + S0 UB() (732
4B _ ploa. BB o] - 2B (5_1L
= =De[Va-B+B- (Vi) ] B (B 31), (7.33)

em que f(R) = L2/(L? — R?), R? = tr(B) = By, + Bys + B.. ¢ ji,(¢) = 1 + c¢. Aqui por

comodidade escreve-se apenas fis ao invés de fis(¢).

A equagao (7.28) em sua forma adimensional, com estas escalas, é dada por:

o1 op 1 00,
R - = D — == rz Q< | 734
<o { 9z T E0 T } (7:34)
em que,
op ~ Ap
Usando-se a equagao (7.32) determina-se a componente &,., do tensor 6 dada pela expressao:
~ ou
&rz(t) - _u Y M rz(t) (736)

Neste ponto é preciso encontrar a solugao para Bm. Pela equagao (7.33), tem-se o seguinte

sistema de equacoes diferenciais ordinarias para a obtencao da funcao Brz(f), dado por:

( .5 ~
dBrz o I a f(R) » .
dt~ —DeBm«@r R Brz(t)7
dB.. - 0u  _f(R) (5 .~ 1\
= 2DeB, 0 — 25 (Bzz(t)—3>, (7.37)
dB,, f(R) (5 ,~ 1
i — Brr -5 !>
| di R ( (¥ 3)

E imediato deduzir do sistema (7.37) que: Bm = Bzr e ng = Brr. No presente problema
do escoamento considera-se a condi¢ao em que o tensor B estd em regime permanente, isto

é, d]j%/df = 0. Deste modo pode-se concluir do sistema (7.37) as equagoes,

- De (2 =\, - o
Br.= s (§+Bzz) [L - ( +Bzz)} (5) (7.38)
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Da ultima equacao de (7.38) pode-se escrever a equagao de terceiro grau em B,., como

ou\’ NG A
54De? (ar> — 54De’L ((%)

sendo:

o\ 4 -
27De? (a—:f) B+ B2+

B ~\ 2 ~\ 2 ~\ 2
+ |27De?L* (%) —162L* — 72De*L? <%) + 36De? (%) B..+
r ~\ 2
+ [18De 2L4(g:f) — 24De* [ (g:) +8De? (%) + 5414 = 0. (7.39)

Esta equagao (7.39) ¢ da maior relevancia para se calcular a solugao numérica do escoamento
apresentado nas secoes subsequentes. Finalmente substituindo-se a segunda equagao do
sistema (7.38) na equacao (7.36) e o resultado desta operacao substituindo-se na equagao

(7.34), obtém-se entao a equagao governante final a ser resolvida, dada por:

~ Y 2~
Re%—De{GP+{T+%E] 8u}

0,00 4
aoF o (7.40)

ot
em que agora R(f) = 1/2/3 + B..(f).

Propoe-se também uma solugao assintotica para a equagao (7.40). Para isto, assume-se

Re =0e De < 1, assim De? ~ 0, e a equagao (7.39) se reduz a:

—162L%B,, + 54L* ~ 0= B,. ~ (7.41)

Wl =

Desta maneira considera-se, como nos escoamentos anteriormente estudados nesta tese, que

R =~ 1. Com esta hipotése a equacao (7.40) ficara, para Re =0 e De < 1:

- T 3¢ a?a B

que com as mesmas condigoes de contorno, u(1) = 0 e du/dr(0) = 0, possui a seguinte

solugao analitica:

. 2G,
a(F) = m(l - ) (7.43)
Ressalta-se que a equagao (7.43) s6 é a solugao analatica para uma suspensao polimérica
diluida, i.e., ¢ < 1, sujeita a um escoamento fraco no qual De < 1. E importante no-
tar que neste regime a solucao para « ainda possui um perfil paraboélico, como se vé na
figura (7.2). De fato, ainda percebe-se a medida que se aumenta a fragdo volumétrica ¢ (e

consequentemente a viscosidade adimensional fis), a velocidade maxima neste caso tende a

diminuir.
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Antes de prosseguir, para resolver numericamente a equagao (7.40), usa-se a vazao (da
equagao (7.8)) em sua forma adimensional de modo que esta seja sempre constante e igual
a unidade, i.e.,: X

Q= 2/ a(7) 7 di = 1. (7.44)

0
Como usar-se a velocidade média tipica U e a drea da segdo transversal do tubo A = 7 R2
(que é constante) como escalas de velocidade e area, respectivamente, Q. = U A ficara sendo
a escala caracteristica da vazao. Desta maneira tem-se sempre Q = Q /Q. = 1, independente

se o fluido analisado for newtoniano ou nao.

Da equagao (7.44), conclui-se que uma condi¢ao necessaria e suficiente para que a vazao

adimensional seja constante e igual a unidade, é que:

1

@—1<:>/01a(f)mf—§. (7.45)

Chama-se esta integral por integral da vazao a qual serd denotada por Iy. Esta condicgao,
por sua vez, ¢ usada como um critério de convergéncia para a integragao numérica proposta

a seguir.

Retornando novamente a lei de Poiseuille (equagao (7.9)), em sua forma adimensional,

tem-se uma importante relacao entre Q e ép dada por:

—Apm R} —~Apu(U/Ry) 7 R} -~ G,
_ — =0 = 7.46
@ 8usC ¢ 8us C' @ 8is (7.46)
Como usa-se Q = 1, logo a equacio (7.46) define que:
G, = 8jis. (7.47)

Deste modo, na hipotése de se ter apenas o fluido base newtoniano de viscosidade p escoando

no tubo, i.e., no caso ¢ = 0, implica que iy, = 1 + c¢ = 1 e consequentemente G'p =8.

Para concluir esta se¢cao, mostra-se como sera feito o célculo numérico da viscosidade
adimensional do fluido na parede do tubo. Considere a equagao (7.22) em sua forma adi-
mensional, a tensao adimensional na parede é dada por:

_ —Ap G,

= — —. 7.48
Up 20 9 ( )

Sabe-se que a taxa de cisalhamento adimensional ntimerica avaliada na parede é dada por:
- ou
Yo = | == , 7.49
= (5) ‘ (7.49)

r=1
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pode-se considerar, ainda, 7, como sendo o nimero de Deborah na parede, e escreve-se

Yo = Dey.

Pode ocorrer que em 7 = 1 se tenha 4, < 0, por este motivo usa-se o0 médulo da taxa
de cisalhamento na parede. Deste modo tem-se, finalmente, a expressao para a viscosidade

adimensional, determinada de modo numérico, na parede do tubo como sendo:

5 G
fip = & == (7.50)
|7p| 2’7}?’

7.3 Procedimento Numeérico e testes preliminares

Apresenta-se nesta se¢ao os resultados numéricos para este tipo de fluido num escoa-
mento capilar. Para esta finalidade se resolvera a equagéao (7.40), onde agora os parametros
de entrada que irao variar serao: o numero de Deborah De, a fragao volumétrica ¢, a exten-
sibilidade maxima das macromoléculas dada por L e o gradinte de pressao adimensional @p.
O nuamero de Reynolds Re sera assumido sempre igual a zero, Re = 0, desde que explora-se

apenas o regime permanente do escoamento axissimétrico.

Da equagao (7.40) tem-se a impressdo de que De nao é relevante. Porém note que para
se resolver numericamente a equagao (7.40) é preciso conhecer o valor de R = 4/2/3 + B..
e, para isto, resolve-se a equagao (7.39) para se determinar o valor de B... Note, por fim,
que para se resolver a equacao (7.39) é necessario entrar com os valores de De e L (como
feito ao longo do trabalho), e mais, é inescuséavel entrar também com uma condigao inicial
para a velocidade 1, na qual, consequentemente, tira-se a condicao inicial para a derivada
ou/or. O campo de velocidade inicial a ser considerado nas simulagbes numéricas seré o do

regime de Poiseuille. Por convencgao, adote: du/0or = du.

Com estes dados iniciais de entrada (t’, du’, L, De, ép, ¢) resolve-se iterativamente, pelo
método de Newton, a equacdo (7.39) e com o valor encontrado de B?, determina-se o valor
de R' = /2/3 + B;Z Logo em seguida resolve-se iterativamente, por diferencas finitas, a
equagao (7.40) de onde se determina o novo vetor velocidade @". Neste ponto impoe-se a
condigao logica: ||[a’—u"|| < 107%7 Se sim, entao calcula-se a integral I, na equagao (7.45);
se nao, U’ é atualizado pelo vetor 1" e todo o processo é iniciado novamente, até se alcancar

a tolerancia 107% desejada.

213



Convergido o vetor velocidade u, tem-se que verificar a condi¢ao da vazao ser igual
a unidade, e para isso assumi-se apenas uma tolerancia de erro em torno de 1073 para
o calculo da vazao, que sera averiguada pelo calculo da integral I da equacao * (7.45),
como ja fora analisado. Logo, se o gradiente de pressao Gp assumido no inicio do processo
descrito acima nao nos der I, = 0.5 &+ 1073, entao devera ser dado um novo gradiente de
pressao é; tal que ]Iv(é;) = 0.5+ 1073. Neste ponto usa-se o metédo da bissecdo para se
encontrar é;‘, Para isto usa-se ézl) e éf, no procedimento numérico descrito acima de modo
que I} (G) > 0.5 e I3.(G?) < 0.5, e neste passo usa-se o metodo da bissecdo para encontrar
G = (GL + G?)/2. Se ainda ndo se tem satisfeita a condigio Iy (G%) = 0.5 & 1072, entao
usa-se 0 novo é; = ézl) ou é; = CNJIQ, e inicia-se todo o processo numérico novamente, com
as devidas atualizacoes, até que o mesmo venha a convergir, dentro das margens de erro

estabelecidas.

7.3.1 Escoamento na auséncia das macromoléculas

Nesta se¢ao mostra-se o perfil de velocidade do escoamento capilar nas condigoes até
aqui assumidas e ainda propoe-se resolver a equagao (7.40) na hipotese de se ter um fluido
na auséncia das macromoléculas, i.e., no caso de se ter ¢ = 0 e entao jis = 1 +cop = 1.
Desta maneira deve-se utilizar @p = 8jis = 8, para se obter Iyy = 0.5 4+ 1072, como visto na
equagao (7.45). Deste modo a equacdo (7.40) ficard apenas:
10u 0%
ror  Or?

8 + =0, (7.51)

para todo valor do parametro De. Sabe-se ainda que a equagao (7.51) possui solu¢do ana-

litica adimensional. Para isso basta adimensionalizar a equagao (7.6), e obter:

a(7) = % (1 - f2> —2(1-), (7.52)

pois ép = 8.

Na figura (7.3) mostra o perfil de velocidade @(7) obtido via integragdo numérica pelo
metodo de diferengas finitas da equagao (7.51). O que se faz é utilizar ép = §8 e encontrar
o perfil de velocidade @ e em seguida substitui-se este perfil de velocidade @ na equacao

(7.45) de onde determinou-se que I, = 0.49990.

4Esta integral sera determinada numericamente pela regra dos trapézios.
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Na figura (7.3) tem-se um perfil perfeitamento parabolico para a velocidade, visto que
para ¢ = 0 nao se tém a presénca dos efeitos elasticos das macromoléculas® na resposta do
escoamento do fluido, e o que se vé é apenas o comportamento de um fluido Newtoniano
num capilar, na condi¢ao de um escoamento unidirecional com Gp = 8. E claro que |§p| =4
em 7 = 1 e assim, pela equacao (7.50), a viscosidade na parede é fi, = 1 = [i5, uma
vez que ¢ = 0. Esse teste preliminar encontrando o perfil parabélico classico como uma
referéncia, mostra que a metodologia numérica esta funcionando corretamente e apresenta

convergéncia com excelente acuricia.
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Figura 7.3: Perfil de velocidade de um fluido na auséncia de macromoléculas. Na linha
pontilhada tem-se a solugao analitica dada pela equagao (7.52). Quadrados abertos denotam
a solugdo numérica da equacdo (7.51). Parametros: G’p =8 Re=0,L =60,¢=0c¢

determinou-se que I, = 0.49990.

7.3.2 Resultados numéricos com a presenca das macromoléculas

Nesta secao pretende-se analisar o desvio do perfil parabélico de velocidade a medida que
se aumenta o nimero de Deborah, i.e., & medida que os efeitos elasticos das macromoléculas

comecam a se tornar relevantes juntamente com o efeito viscoso. Como foi visto ao longo

5Uma vez que elas estdo ausentes.

215



deste trabalho, isto sera possivel com o aumento do parametro De. Como se viu na terceira
equagao do sistema (7.38), existe o coeficiente De?/(6L*), por isto ao longo desta secao sera
sempre usado L = 3.5 a fim de que De?/(6L*) nao seja uma contribui¢ao de segunda ordem

a medida que De aumenta dentro de uma faixa fisicamente razoavel.

A figura (7.4) mostra o perfil de velocidade para um fluido com fra¢do volumétrica
¢ = 400ppm = 4 x 10~* e Deborah igual a 0.01. Nestas condicoes, nas vizinhancas do
equilibrio nota-se que os efeitos elasticos das macromoléculas e os efeitos devido a alteracao
da viscosidade da suspensao polimérica sao praticamente imperceptiveis, o que acarreta
numa invariancia do perfil de velocidade. Vale ressaltar que, foi nescessério usar ép = 8.08
na simulagdo numérica a fim de se obter Iy, = 0.49984. Como usa-se um regime muito
diluido para De = 0.01 < 1 mostra-se ainda na figura (7.4) uma boa concordancia com
as solugoes para o caso ¢ = 0 e a solugdo do regime assintotico dado pela equagao (7.43).
Tem-se ainda que a velocidade maxima (Umq: = ©(0)) € igual a: e = 2 pela equagao
(7.52); Upmaz =~ 1.999703 pela equagao (7.43); € Umaer ~ 1.999512 pela solu¢ao numérica da
equagao (7.40).

Determinou-se ainda que o médulo da derivada na parede (em 7 = 1) para este fluido,
foi |f7yp| = 0u/0F ~ 4.023. Assim a viscosidade na parede pode ser calculada pela equagao
(7.50), o que nos da, aproximadamente, fi, ~ 1.0042 ~ 1. Numericamente falando o caso
De = 0.01 e ¢ = 400 ppm é muito proximo do caso da segao (7.3.1) (¢ = 0). Diante disto
e da figura (7.4) constata-se que serd preciso incrementar valores de ¢ e De de maneira
consideravel para se notar um desvio significativo do perfil pararabélico da velocidade em

virtude de efeitos elasticos ou de relaxacao no escoamento.
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Figura 7.4: Perfil de velocidade 4. Na linha continua tem-se a solugao analitica para o
caso ¢ = 0 dada pela equagao (7.52) em que ép = 8. Os quadrados abertos representam
a solucao numérica para ¢ = 400 ppm, De = 0.01 e ép = 8.08. Os quadrados fechados

representam a solugao assintotica dada pela equagao (7.43). Foi calculado Iy = 0.49984.

Parametros: De = 0.01, L = 3.5, Re =0 e ¢ = 400 ppm.
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Para se ter desvios perceptiveis no perfil paraboélico de velocidade é necessirio uma
selecao dos parametros do escoamento que combinados produzam efeitos nao-Newtonianos
ou nao-lineares. Com este fim considera-se uma suspensao polimérica a um porcento, i.e.,
¢ = 1% = 0.01 <« 1 para L = 3.5 fixo. A figura (7.5)(a) mostra o aumento do gradiente
de pressao adimensional ép a medida que se aumenta o nimero de Deborah ji na figura
(7.5)(b) observa-se porém que a velocidade maxima, @Upq,, diminui de forma substancial

com o aumento de De.

Na tabela (7.1) tem-se representado os valores da figura (7.5), onde na quarta coluna
vé-se o valor numérico da integral I, calculado para cada valor do nimero de Deborah
simulado. Note que sempre se tem I, ~ 0.5, com erro menor que 1073 o que atesta uma
excelente precisdo na integragdo numérica. Relembre-se que na figura (7.4) foi preciso
utilizar ép = 8.08, no caso em que De = 0.01 e ¢ = 400 ppm donde se obteve I}, = 0.49984.
Agora, da primeira linha da tabela (7.1) conclui-se que foi preciso utilizar ép = 8.25 para
o mesmo valor de De = 0.01 e uma fragao volumétrica ¢ = 0.01. Obteve-se Iy, = 0.49939
(precisdo exata até a terceira casa decimal como o caso anterior). Portanto, para uma
suspensao polimérica mais concentrada foi necessario aumentar, em aproximadamente, 3%

o valor de G, para o mesmo valor de De.
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Figura 7.5: Variacao do gradiente de pressao relativo adimensional (G}, —8) e da velocidade
méaxima relativa (2 — tq, ), ambos em fun¢ao do nimero de Deborah. Nos circulos abertos
em (a) tem-se a comparacio entre (G, — 8) e De. Em (b), nos circulos abertos, tem-se a
comparagao entre De e a velocidade méaxima relativa dada por (2 — @, ). Parametros:

¢ =0.01eL=35.
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Tabela 7.1: Valores numéricos de (G, —8) e da velocidade maxima relativa (2 — ty,q,) para

varios valores de De. Parametros: ¢ = 0.01 e L = 3.5.

De | Gp—8| 2—1lpay Iy

0.01 | 0.2500 | 0.002453 | 0.49939
0.1 0.2502 | 0.002499 | 0.49940
0.5 0.2509 | 0.002611 | 0.49948
1.0 0.2548 | 0.009127 | 0.49967
3.0 0.2596 | 0.028472 | 0.49992
2.0 0.2617 | 0.041343 | 0.49987
7.0 0.2635 | 0.099703 | 0.49993
10.0 | 0.2693 | 0.186528 | 0.49977
15.0 | 0.2784 | 0.224048 | 0.49990
20.0 | 0.2842 | 0.283502 | 0.49988

Na figura (7.6) tem-se representado trés perfis de velocidade para trés valores diferentes
do pardmetro De para ¢ = 0.01 e L = 3.5 fixos. Para o caso De = 0.01 ainda observa-
se o perfil parabdlico como visto anteriormente. Para De = 10 e De = 20 tem-se agora
desvios bem consideraveis do perfil parabolico Newtoniano. Verifica-se que a velocidade
méxima nestes dois altimos casos sdo menores que 2 (Upmq: = 2 no caso ¢ = 0) e suas
caracteristicas fisicas ja se assemelham a perfis de velocidade de um escoamento turbulento,
comum também ao perfil de velocidade de um fluido power-law [33]. O resultado da figura
(7.6) mostra que para nimeros de De = 10 e De = 20 os efeitos nao-Newtonianos no
escoamento emergem. Um comportamento pseudopléstico é evidente desde que como este é
um escoamento no qual existe um gradiente de taxa de cisalhamento onde essa taxa é menor
no centro do tubo, consequentemente a viscosidade da suspensao polimérica é nesta regiao
maior produzindo o achatamento observado no perfil de velocidade. Esse comportamento é
uma consequéncia direta do estiramento das macromoléculas ao londo das linhas de corrente

do escoamento. Efeito esse que é mais pronunciado com o aumento do ntimero de Deborah.
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Figura 7.6: Perfil de velocidade @ para trés valores do parametro De. Na linha continua
tem-se o caso De = 0.01 onde ., = 1.9975 ~ 2. Na linha pontilhada do meio tem-se
o caso De = 10 onde ,,q; =~ 1.8134. E na linha pontilhada mais interna tem-se o caso

De = 20 onde U4, ~ 1.7165. Parametros considerados: L = 3.5 e ¢ = 0.01.
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Na figura (7.7) apresenta-se o resultado da comparagao entre as vicosidades aparente
intrinseca da suspensao polimérica fis e a viscosidade na parede do tubo fi,. Estas viscosi-
dades sao calculadas pelas equagoes (7.47) e (7.50), repectivamente. Perceba-se na figura
(7.7) que ambas as viscosidades apresentam o efeito pseudo-plastico e que fi, > fi;. Note-se
ainda que a viscosidade intrinseca do fluido jis requer de um De ainda maior para atingir
0 patamar no regime i, € que a regiao fip (platdé Newtoniano) foi levemente menor para
iis. Estes dois ultimos casos ocorreram devido ao fato de que os efeitos de parede sao mais
realisticos para se medir a viscosidade efetiva de um fluido. De fato ao se considerar o valor
de De global assumi-se todo o perfil de velocidade, onde sabe-se que existem regides neste
perfil de velocidade em que a taxa de cisalhamento local ou De local se anula (isto A@,
no centro do tubo). Por outro lado ao se considerar o Deborah de parede De, = |04/0F|
em 7 = 1, tem-se portanto um valor fixo de De,, correspondendo a taxas de cisalhamento
méaxima. A viscosidade de parede fi, também serd mais apropriada para se comparar com

medidas da viscosidade do fluido pelo cisalhamento simples, por exemplo.
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Figura 7.7: Comportamento pseudopléstico das viscosidades aparente intrinseca e na parede
de uma suspencao polimérica. Em (a) tem-se a viscosidade aparente intrinseca, fis, em
funcao do nimero de De. Em (b) tem-se e viscosidade na parede fi, em fungao do ntimero

de Deborah de parede, De,. Parametros: L = 3.5 e ¢ = 0.01.
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CAPITULO 8

CONCLUSOES

8.1 Sobre alguns resultados

Inicialmente apresentou-se uma pequena revisao bibliografica da teoria de fluidos nao
Newtonianos mostrando o desenvolvimento de alguns modelos constitutivos que descrevem
fluidos viscoelasticos. Viu-se que em alguns casos como modelos constitutivos nao lineares
podem ser construidos a partir da teoria da viscoelasticidade linear. Em seguida o presente
trabalho realizou-se a anélise de algumas propriedades reologicas de suspensoes poliméricas,
formada pelo fluido base ou solvente de viscosidade p adicionada a um polimero de alto
peso molecular, em regime diluido (¢ < 1). A suspensao foi submetida a varios tipos de
escoamentos tanto permanentes como transientes (oscilatorios), no regime de pequenas e

grandes deformacoes.

No que se diz respeito a modelagem matematica um par de equagoes constitutivas (for-
mando um sistema fechado) foi apresentado baseando-se numa anélise de escala e condigoes
de equilibrio termodindmico no qual foi considerado um balango entre as forcas viscosas de
arrasto e forgas devido ao movimento Browniano (forgas restauradoras). O modelo cons-
titutivo analisado foi baseado no tipo Dumbbell-FENE (esfera-mola) o qual descreve o

comportamento microscopico da macromoléecula através da evolucao temporal do tensor
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conformacao B. Viu-se que era necessario descobrir inicialmente a solugao do tensor B e
uma vez de posse desta solucao juntamente com a equagao constitutiva do tensor de tensoes
o era possivel caracterizar alguns comportamentos reologicos do fluido. Vale ressaltar que
duas correcoes foram incorporadas ao modelo constitutivo. A primeira referia-se a corre-
¢ao de mola nao-linear na qual uma restricao na elongacao maxima da macromolécula foi
imposta de onde surgiu o parametro L. A segunda foi associada a uma corre¢gao do arrasto
viscoso para levar em consideracao a configuracao da macromolécula deformada, de onde

desta-se o surgimento do tempo de relaxacgao 7.

O parametro adimensional de maior relevancia deste trabalho foi o nimero de Deborah
(De), este estabelecia uma razao entre duas escalas de tempo: a microestrutural do fluido,
denotada por tempo de relaxagao 7 das macromoléculas e um tempo caracteristico do es-
coamento, aqui adotado como t; = 1/4 ou t; = 1/€é no caso do escoamento extensional.
O modelo constitutivo foi adimensionalizado sob uma nova proposta, levando-se em conta
o tempo de ralaxagao principal 7, e a viscosidade do fluido base p da suspensao polimé-
rica. Nos escoamentos de cisalhamento simples, oscilatorio simples e impulso de deformacao
considerou-se o modelo de Cross adimensional para se trabalhar com a viscosidade adimen-
sional da suspensao polimérica fis, onde esta era fungao do parametro De, i.e., fis = fis(De).
Nos casos permanentes e transientes do cisalhamento extensional considerou-se a aproxi-
macao linear de Einstein em funcao da fracao volumétrica ¢ para a adimensionalizacao da
viscosidade polimérica ug, pois os resultados numéricos mostram-se mais adequados a fisica

do problema para estes tipos de escoamentos.

Foram realizados experimentos no laboratério de Reologia e Microhidrodinamica do
Grupo Vortex na Universidade de Brasilia-UnB, utilizando-se do robusto aparelho Redme-
tro modelo Physica MCR-301 onde medidas reolégicas de interesse foram medidas e obtidas
de uma amostra da suspensao aquosa polimérica de poliacrilamida aniénica PAMA a fra-
¢ao volumétrica de ¢ = 400 ppm a uma temperatura constante de 20°C. Aqui destaca-se
a obtencao do comportamento pseudo-plastico da viscosidade adimensional em funcao da
taxa de cisalhamento adimensional nimero de Deborah De. A verificagao da dependén-
cia quadratica da primeira diferenga de tensoes normais com De também foi verificada
experimentalmente, isto ¢, Nij(De) = KDe? E por fim foram encontrados os modulos

viscoelasticos 7', 0", G' e G” em func¢ao da frequéncia w. Analisou-se o comportamento da
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variacao da viscosidade polimérica da PAMA também em funcao da fragao volumétrica ¢
na qual determinou-se o coeficiente ¢, da relagao linear de Einstein ps = p,,(1 + ¢¢), como
sendo ¢ = 1.53 x 10°. Através do escoamento experimental por passo de deformacao aplicada
foi determinada a funcao relaxacao de tensao ® para uma suspensao de PAMA a fracao
volumétrica de ¢ = 400 ppm a 20°C', onde observou-se que ® segue o modelo de um fluido

de Maxwell.

No ambito matematico, foram determinadas solugoes assintoticas no regime de pequenas
deformagoes, isto é, De < 1, para os escoamentos de: cisalhamento simples, oscilatorio sim-
ples, extensional permanente, extensional oscilatério e para o escoamento no tubo capilar.
As solugoes assintoticas foram determinadas, em especial, para as seguintes grandezas reo-
logicas: primeira diferenca de tensoes normais Ny, tensao de cisalhamento oo, viscosidade
extensional u,. e para os modulos viscoelasticos 7' e n”. Na sequéncia foi apresentada uma
compatibilizacao entre as solugoes assintoticas e as solugoes numéricas para os escoamentos
e grandezas reologicas aqui descritas. As solu¢oes numéricas foram obtidas com o desenvol-
vimento de um coédigo numérico em FORTRAN baseando-se no algoritmo de Runge-Kutta
de quarta ordem, adaptado para os escoamentos aqui tratados. O passo de tempo de inte-
gragao foi utilizado de forma compativel com os parametros fisicos afim de se bem recuperar
as propriedades reologicas. Ademais foi feita uma analise da convergéncia dos dados nu-
meéricos baseando-se no tempo adimensional numérico ¢ = /7, onde constatou-se que para

t > 4 estes dados ja convergiam com erro numérico inferior a 1075,

Para o cisalhamento simples foi constatado para o regime de pequenas deformacoes
(De < 1) que a primeira diferenca de tensoes normais N; ja possuia uma resposta nao-
linear com De, a saber, uma dependéncia quadratica. Esta dependéncia quadratica deixava
de valer para o parametro De em torno de 0.25 como constatado pelo estudo do erro relativo
de sucessivos valores de N7 para varios De. Foram determinados resultados experimentais,
obtidos segundo a regra de Cox-Merz, para N; onde a dependéncia quadratica também foi
observada, isto ¢ , Ni(De) = K De?, com K = 15500. O que se observou no experimento, no
entanto, foi que esta dependéncia quadratica deixava de valer para uma faixa de De << 1.
Portanto percebeu-se que a simulagao numérica apresentada detinha a vantagem de se variar
bem mais o parametro De (isto é, explorar regimes mais nao-lineares) antes de se perder esta

dependéncia quadratica, sendo esta inclusive uma das principais contribuicoes do presente
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trabalho. Em seguida apresentou-se uma compatibilizagao entre os dados numeéricos e

experimentais para N7 através da introdugao de uma constante de calibracao q.

Para o escoamento por cisalhamento oscilatorio obtevem-se as propriedades reologicas
em funcdo do tempo adimensional ¢, do ntimero de Deborah e da frequéncia de oscilacao
adimensional @ = 7w. Constatou-se que atraves da analise dos graficos dos diagramas de
fase e dos espectros de poténcia da taxa de cisalhamento adimensional, 12, quando levava-
se em conta a parte puramente viscosa e de conformagao das macromoléculas, 715 possuia
uma resposta linear com De. No entanto, quando analisada somente a parte da conformacao
das macromoléculas da funcao 712, viu-se que a reposta era nao linear quando aumentava-
se 0 parametro De. Para a primeira diferenca de tensdes normais N, constatou-se que a
mesma possuia uma resposta nao linear com De mesmo no regime de pequenas deformacoes
De < 1, onde viu-se, também, que N; ¢ funcao de De?. Nos espectros de poténcia de
N; e oM. notou-se que outros harménicos de oscilagio aparecem e os diagramas de fase
mostraram curvas distorcidas a medida que se aumenta o parametro De, evidenciando
assim que estas funcoes sao as principais indicadoras de efeitos nao-lineares e anisotrépicos
na resposta de um fluido viscoelastico. Foi determinado ainda que a parte da conformacao
das macromoléculas da fungao 712, no caso geral, deixava de se compatibilizar coma a parte
elastica da mesma funcao quando no limite assintotico De < 1 para De =~ 0.1. Como visto
na segao (6.1.2) o erro relativo entre estas duas partes possuia erro relativo maior que 1%

para De > 0.1.

Capturou-se ainda da funcdo Nj, no cisalhamento oscilatério, no regime De < 1, as
partes em fase 3’ e fora de fase 3” com a excitacdo imposta dada por () = De cos(&t).
Onde observou-se um comportamento muito similar entre os modulos viscoelasticos 5 e
n', e, " e n”, respectivamente. Foi feita uma analise no sentido de se saber onde os
valores da funcao 3’ diferiram-se entre si com erro relativo maior que um por cento para
w = 0.055. Para isso variou-se De e o que constatou-se foi que para De em torno de 0.5
este erro relativo ocorreu. Arguimos, por esse motivo, que a dependéncia quadratica de
Ni por De deixava de valer para De ~ 0.5. Aqui vale lembrar do caso do cisalhamento
simples onde esta dependéncia quadratica deixava de valer para De =~ 0.25 < 0.5. Este

fato esta perfeitamente em sintonia com a fisica dos escoamentos de cisalhamento simples e

oscilatério simples, pois neste tltimo caso as macromoléculas do fluido sofrem constamente
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uma deformacao e relaxacao. Por sua vez no cisalhamento simples as macromoléculas sofrem

constantemente uma deformacgao apenas.

Ainda no cisalhamento oscilatorio os modulos viscoelasticos ' e n” foram examinados
para varios valores do parametro De, onde para regimes viscoelasticos nao-lineares (De > 1)
estas fungoes mostraram uma dependéncia nao sé da frequéncia de oscilacao como também
do valor da taxa de cisalhamento adimensional De. Foi possivel notar a presenca de ambos
os efeitos viscosos e elasticos devido ao grande estiramento provocado nas macromolecu-
las. Destaca-se que a anélise feita para estes modulos tratavam-se apenas da contribuicao
da conformacao das macromoléculas. Através da transformada de Fourier seno e cosseno
determinou-se a funcao relaxacao de tensao ® por meio da utilizacao dos médulos viscoe-
lasticos i’ e 0", para os dois casos De < 1 e De > 1. No caso De = 0.1 < 1, constatou-se
que ¢ foi bem ajustada com a utilizacdo de apenas um elemento de Maxwell (tempo de re-
laxagao) e nos casos De = 2 ou 3, viu-se que a fungao relaxagao de tensao ja necessitava de
mais um elemento de Maxwell, o que caracteriza novamente um comportamento nao-linear

na resposta do fluido.

Foi apresentado o algoritmo de fracoes continuadas, o qual mostrou-se bem eficaz para
o ajuste dos modulos viscoelésticos 1/, ", G’ e G” (obtidos na oportunidade de dados expe-
rimentais), correspondendo ao regime de viscoelasticidade linear. Indicou-se ainda que esta
aplicacao pode ser extendida a suspensoes poliméricas mais concentradas, fluidos magnéti-
cos entre outros com a percepcao que mesmo em condicao de viscoelasticidade linear esses
fluidos podem apresentar respostas fora do padrao comportamental classico de um fluido
viscoelastico de Maxwell. Averiguou-se que as relacoes de Kramers-Kronig, principio da
causa-efeito, sao uma boa ferramenta para se obter 1’ uma vez de posse de 1" ou vice-versa,

no regime de viscoelasticidade linear.

Para o escoamento extensional permanente, viu-se que no regime elastico (De < 1) a
suspensao polimérica diluida comportava-se aproximadamente como um fluido newtoniano.
Verificou-se ainda neste regine que os parametros dominamtes eram a fracao volumétrica
¢ e o numero de De. O parametro L, que mede a extensibilidade do polimero, nao tinha
nenhuma contribuigao neste caso. No regime anisotropico (De = 1) obteve-se uma expressao
analitica para a viscosidade extensional, a qual mostrou uma dependéncia do tipo ¢L3,

concordando com a mesma escala proposta por [5], na teoria de fibras rigidas delgadas.
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Na parte dos escoamentos extensionais oscilatorios de um fluido viscoelastico, procedeu-
se com uma analise dindmica do comportamento do mesmo por meio de diagramas de fase
e espectros de poténcia do sinal temporal da viscosidade extensional adimensional fi.. Aqui
viu-se que para De < 1 teve-se uma resposta linear para fi., sonda-se aqui que devido
a natureza oscilatoria do movimento o aparecimento dos efeitos nao-lineares surgi quando
aumenta-se De para valores maiores que a unidade. Mostrou-se, portanto que aumentando-
se o valor de De > 1 as solucoes para os diagramas de fase apresentavam curvas mais
complexas o que indicava uma deformagao mais intensa das macromoléculas e o surgimento
dos efeitos nao lineares vistos no surgimento de outros modos de oscila¢do (nos espectros

de poténcia) no sinal temporal de fi. para De > 1.

Definiu-se os coeficientes em fase e fora de fase com a excitacao para a viscosidade
extensional para o escoamento extensional oscilatorio. Neste ponto viu-se que além da de-
pendéncia padrao da frequéncia existiu uma dependéncia com a amplitude (De) da taxa de
deformagao extensional adimensional em consequéncia das maiores deformacgoes das macro-
moléculas presentes no escoamento, caracterizando assim regimes fortemente nao-lineares.
Ademais constatou-se que para valores de De < 0.2 e w < 1 existiu a presenca de efeitos
em fase com maior intensidade com relacao aos efeitos fora de fase. Para De > 0.2 ambos
os efeitos estavam presente na resposta do fluido, porém efeitos fora de fase foram vistos

com maior intensidade quando comparado com o caso De < 0.2.

Foi apresentada uma nova abordagem na forma de obtencao da equacao de evolucao
temporal do tensor conformacao B, onde foi utilizada a derivada material co-rotacional
de Jaumann. Para a anéalise de propriedades reolégicas da suspensao polimérica foi assu-
mido um escoamento oscilatério de pura rotacao. O sistema de EDO’s que surgiu neste
caso foi devidamente desacoplado utilizando-se o processo de transformacao modal. Foi
determinado que a tensao de cisalhamento adimensional 615 nao possuia a parte referente
a conformagao das macromoléculas no regime de pequenas deformacoes, De < 1. Porém,
a medida que aumentava-se o parametro De estes efeitos em 1o comecaram a ser mais

significativos, naquele momento maiores que 1% para De > 0.35.

Finalmente, implementou-se numericamente o escoamento capilar (no tubo) do fluido
Oldroyd-B onde viu-se que para se ter desvios do perfil parabélico da velocidade foi neces-

sario aumentar consideravelmente os valores de De e ¢, com relacao aos valores assumidos
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no presente trabalho até o capitulo 6. Viu-se que para De = 20 e ¢ = 0.01 o perfil da
velocidade nao era mais parabolico, sendo semelhamente ao perfil de um escoamento tur-
bulento, comum também ao perfil de velocidade de um fluido power-law. Foi determinado o
grafico da viscosidade instrinseca e da viscosidade na parede de uma suspensao polimérica
a ¢ = 0.01 onde notou-se que foi necessario aumentar substancialmente o valor de De para

se obter o efeito pseudopléstico destas viscosidades.

8.2 Possiveis trabalhos futuros

Como continuidade da presente tese sugere-se explorar, com o auxilio da teoria aqui
desenvolvida, a analise de Fourier dos coeficientes viscoelésticos para frequéncias miltiplas
da fundamental de excitacao. Investigar esses coeficientes em regimes semi-diluidos (em
torno de ¢ = 10%) para capturar a influéncia das intera¢oes hidrodinamicas de macromolé-
culas na resposta nao-linear do fluido para os diferentes escoamentos cisalhantes estudados.
O foco aqui seria examinar a interacao hidrodindmica entre macromoléculas para diferen-
tes niimeros de Deborah e fragoes volumétricas. Realizar simulagoes numéricas usando o
modelo de fluidos elasticos de duas equacgoes investigados na presente tese no estudo de
escoamento nao isotérmicos em tubo com dependéncia da viscosidade tanto da fracao vo-
lumétrica ¢ quanto da temperatura 7. Neste caso a equacao da energia em condigoes de

incompressibilidade é necessaria para o fechamento do problema.

Investigar a reducao de arrasto de escoamento turbulento em tubos usando o modelo
de duas equacoes para polimero de alto peso molecular diluido. Nesta etapa recomenda-
se 0 uso de simulagoes do tipo direta (Direct Numerical Simulation-DNS) do escoamento
turbulento com aditivos sendo macromoléculas. Uma questao importante é investigar a
importancia relativa da elasticidade (relaxac¢do) do polimero e anisotropias na linha dos

dois regimes averiguados nesta tese para o escoamento extensional permanente.

Realizar experimentos de caracterizacao reologica em regimes de escoamentos (cisa-
lhantes permanentes e transientes) em maiores numeros de Deborah para determinacdo da
primeira diferenca de tensoes normais N; além da dependéncia quadratica de De. Estes
resultados seriam da maior relevancia para validacao dos calculos apresentados na tese em

condicao fortemente nao-linear de Nj.
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[. PROPRIEDADES VETORIAIS

Considere as bases 2 = {&;}, que é a base canonica do espago vetorial R* e ¥ = {b;}
uma base ortogonal qualquer do mesmo espago vetorial. Aqui ¢ € {1,2,3}. Queremos

expressar o vetor a = (a1, as,a3) € R? em termos da base W.

Como W é base, entao é formada por vetores linearmente independentes (L.I.) e a mesma

gera todo o espaco R3. Entao
a= Zo/bi, (I.1)

em que o' sao as coordenadas dos vetores a na base W. Podemos ainda escrecer, numa outra
3

notagao, como: a = E a;b’.
i=1

Escrevendo a base ¥ na base (2, temos, para cada i = 1, 2,3 a equagao
3
j=1

Substituindo a equacdo (I1.2) na equagao (I.1) teremos:

3 3 3
a = (Z Oéi bzl) él + (Z Oéi blg) ég + (Z Oéi blg) é3. (13)
i=1 i=1 i=1

Mas temos ainda que o vetor a pode ser escrito de forma candnica como a = E a;€;.
i=1
Desse modo comparando estas duas tltimas expressoes temos o seguinte sistema nas varia-

veis o, )

a; = atbyy + a?byy + by,
QAo = Oélb12 + 062b22 + Ckgbgg, (14)

as = albl3 + Oé2b23 + 063b33.

\

Usando a regra de Cramer e a notacao do produto misto entre vetores do R? temos que a

solucao para al sera
-(by xb
ot = 2 (baxbs) (15)
b1 . (b2 X b3)

bQng

Vamos definir b! = ———=—
b1 . (bg X bg)

assim escrevemos o' = a - bl. A notacgao - representa
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3
o produto interno usual entre os vetores, isto é, a-b = E a;b;. De maneira inteiramente

i=1

3 — a - b3. Onde destacamos os vetores b? e b? abaixo

analoga temos que: a?> =a-b? e a

p2o_ Psxbi e bixby (L6)
bl . <b2 X bg) bl . (bg X bd)
Desse modo ao calcularmos o produto interno entre o vetores b! e b; teremos:
b2 X b3
b;-bl=b, . ———— =1 L7
note ainda que
b3 X bl
b, -b2=b, - ——— — _—0 I.8
pois by X by = by e by - by = 0. Em geral temos a importante relagao:
, 1, se i =7,
0, sei # J.

Assim dada uma base ortogonal ¥ = {b,;} = {by, by, bs} do espago vetorial R? temos dois

possiveis sistema de coordenada a saber [3]:

3
e Contravariante: Onde a = Z a'b; e af =a- b,

=1

3
e Covariante: Onde a = Z ab'ea;=a-b,.

i=1

I.1 Lei de transformacoes de Vetores e Tensores

3
Seja u € R3 pode-se escrever u = E u;€;, isto €, na base canonica {é;}. Neste momento

i=1
aplica-se uma rotagao de corpo rigido atréves da transformagao linear (tensor) Q a fim de

que agora nosso vetor u seja escrito da forma:
3
u= g ue, (1.10)
i=1
em que {€.} representa o novo sistema de coordenadas. E comum usar a notacao: Q =
3

(Qij] = Z Qij€:€;, na qual @);; ¢ a entrada na linha 7 e coluna j do tensor Q = [Q;].

ij=1
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Determinando a componente u: do vetor u no sistema de coordenada {é.} teremos:
3 3

3 3
u,=u-¢e = (Z upép> € = Zup(é; - €,). (L.11)
p=1 p=1

. PV o . .
Vamos definir: Q;, = €] - €, e assim u; = Q;,u,. Note que podemos ainda concluir com esta

definicao a relagao:

~

Qip = & - &, = [|&]]||&,]] cos(é], &,) = cos(&], ). (L12)
Diante do que foi exposto até agora, vejamos como fica o produto dos tensores Q e Q7.

3 3
QQ" = [Qi] =D _ QipQjpei&; = > [cos(&],&,) cos(&), &,)] &€;. (1.13)
p=1

p=1

. A A A
Analisando apenas o termo cos(&;, &,) cos(€], €,), podemos que

. o 1, sei =7,
cos(;, &) cos(€],&,) = 0;; = (I.14)

0, se i #j.

Finalmente conclui-se que QQ? = I, em que I é o tensor identidade. Assim dizemos
que Q ¢ um tensor ortogonal, e concluimos, desta tltima equacao, que Q7 = Q1. isto é, a
transposta do tensor é igual a inversa do proprio tensor. A titulo de simplificagao usaremos

apenas a notagao:
3
QQ' = Z QipQipei€j = QipQjp = 0ij- (L.15)
p=1

Definicao 1.1 Um ente u € R?® ¢ chamado de vetor se, e somente se, obdece a lei de

transformacao
Neste caso dizemos que u € uma quantidade objetiva, ou seja, € invariante em relagao a
uma transformagao ortogonal ou rotagao de corpo rigido.

Para tensores de segunda ordem temos uma definicao analoga, vejamos:

Definicao 1.2 Um tensor cartesiano de sequnda ordem T € uma quantidade que pode ser

representada no espago vetorial das matrizes reais 3 X 3. Asssim, usamos a nota¢do:

E que obdece as sequintes relagoes:
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3
o T, = Z QipQjqTry; ou simplismente Ti; = Q;pyQ ;T < T = QTQT.

p,g=1

3

o T = Z QpiQqi T}, ou simplismente Ty; = QpiQq; T, & T = QTT'Q.

p,g=1

Desta forma dizemos que o tensor T é uma quantidade objetiva se satisfaz estas relagoes.

Com estas defini¢oes (I.1) e (I.2) podemos concluir propriedades interessantes sobre
vetores e tensores, das quais destacamos duas, a saber, (1) a invariancia do produto interno
entre vetores que sofreram uma rotagao de corpo rigido e (2) a invariancia do trago de um

tensor. Vejamos:

Temos que o produto interno entre os vetores a = (a1, as,a3) e b = (by, by, b3) € R3 ¢
3

dado por: a-b = g a; b; = a; b;. Assim no novo sistema de coordenada temos que
i=1

3
a'-b' = Z a; b = a; b, = (Qipap) ( Qigby) = (QipQig)ap by. (1.18)
i=1

A pentltima igualdade se deu pela definigao (I.1) e pela notagao dada em (I.15). Continu-

ando nossa anélise, temos que:

a' b = (QipQig)apby = 0pgapby = a,b, =a-b. (L.19)

Vejamos agora como fica o trago de um tensor qualquer. Seja o tensor T = [T};], se

3

queremos o trago de T fagamos i = j e escrevemos tr(T) = T;; = ZT“ Agora de acordo
i=1

com a definigao (I.2) temos que T}; = Qi,Q;4T}4, € novamente se queremos o trago do tensor

T’ referente ao novo sistema de coordenada {€}}, fagamos i = j, assim:

3
tr(T') = Z Tz‘/z‘ = Tz‘/i = QipQiqTpg = OpqTpg = Tpp = tr(T). (1.20)

i=1
Chamaremos o traco de T como sendo o primeiro invariante do tensor, e usaremos a notagao:

I = tr(T). (1.21)

Estes sao apenas dois exemplos de invariancia, do produto interno entre vetores e do

traco de um tensor. Na verdade até o determinante de um tensor permanece invariante
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ap6s uma rotacao de corpo rigido. Pois, podemos provar que o determinante de um tensor

T, (notagao: det(T)) é dado pela relagao:

det(T) = — [(¢tr(T))? + 2¢r(T?) — 3 (¢r(T?)) tr(T)] , (1.22)

| =

e como o traco é invariante entao o determinante também o é. Chamaremos o determinante

de um tensor como sendo seu terceiro invariante e usaremos a notacgao
Iy = det(T). (1.23)
O segundo invariante de um tensor é por defini¢ao a expressao

Iy = %[(tr(T))Q — tr(T2)). (1.24)

I.2 Polin6nio Caracteristico e o Teorema de Cayley-Hamilton

O polinémio caracteristico de um tensor T é por definicao dado por
p(A) = det(T — AI). (1.25)

Se estamos interessados em encontrar as dire¢oes e amplitudes principais do tensor T re-
solvemos a equagao p(A) = 0. Note que resolver esta equagdo ¢ o mesmo que resolver o
sistema Tv = Av. O vetor v é chamado de autovetor de T e o nimero (real ou complexo)
A é chamado de autovalor. Se T é um tensor de segunda ordem podemos escrever seu

polinémio caracteristico na forma,

p(\) = det(T — A1) = —\3 + IpA? — TIpA + Iy, (1.26)

Sabemos que quando escrevemos o tensor de segunda ordem T na sua base de autovetores

{vi} = {v1, va, v3}, com seus respectivos autovalores {\, Ao, A3}, a matriz T possui a forma:

A0 0
T=10 X 0] (1.27)
0 0 Xs
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E como cada um dos autovalores {A, A2, A3}, satisfaz a equagao (1.26), entdo temos o

sistema: )

A3 = IpA2 + [IpA; — [1Ip =0,

A3 — IpA2 + IIphy — [1Ip =0, (1.28)

A3 — IpA2 + IIphg — I1Ip = 0.
\

Este sistema pode ser escrito na forma polinomial do tipo:

Moo 0 M0 0 M 00 100 0
0 X O0|=Ir] 0 X 0|+Ir|[0 X O|+Ir|0 1 0f=1]0]. (129
0 0 A3 0 0 X2 0 0 X3 00 1 0

Se levarmos em conta que o tensor T esté escrito na base de autovetores entao a equacao

(I.29) pode ser ainda escrita na forma equivalente,
T — Iy T? + [IpT + [ 1=0 (1.30)

Note que esta equagao (1.30) ¢ equivalente a fazer p(T) na equagao (1.26), e como o resul-
tado final da equagao (1.30) foi nulo temos que o tensor T satisfaz seu proprio polindmio

caracteristico. Este importante resultado é o chamado teorema de Cayley-Hamilton.

O objetivo agora é provar que qualquer tensor de segunda ordem A (escrito na base
de autovetores ou nao) satisfaz seu polinémio caracteristico. Para isto vamos precisar da

definicao de tensor adjunto, vejamos:
3
Definicao 1.3 Seja a;; as componentes do tensor A, isto é, A = Z a;;€;€;, defini-se
ij=1

. 1
Q5 = §gipqgjrsapraqsv (1.31)

com p,q,r,s € {1,2,3}, como sendo as componentes do tensor cofator de A, denotado por

A*. E o tensor transposto de A*, denotado por A*T, ¢ chamado de tensor adjunto de A.

Na defini¢do (I.3) acima temos o simbolo &,,. Este representa o permutador de Levi-

Cevita, que é definido por:
(

1, se ipqg = 123, pgr = 231, qip = 312,

Eipg = { —1, se iqp = 132, qpi = 321, piq = 213, (1.32)

0,set=poup=gqgout=yq.
\
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As principais propriedades do tensor adjunto sao de faceis demosntragoes e sao apresen-

tadas no teorema a seguir

Teorema 1.4 Sejam A um tensor de sequnda ordem e A* seu adjunto, entdo temos que

1. AA*T = A*TA = det(A)T;

1
~ -1 _ T
2. Se det(A) #0 entao A~" = det(A)A :

3. Para quaisquer dois vetores a e b € R? temos que: A*(a x b) = A*a x A*b.

Apresentamos agora o caso geral do teorema de Cayley-Hamilton,

Teorema 1.5 Todo tensor de seqgunda ordem A do espago vetorial das matrizes reais 3 X 3,

satisfaz a sua propria equagao caracteristica p(A) = det(A — NI), isto é
p(A) = A% — IAnA* + TIpaA — I1141=0. (1.33)

Demonstragao: Considere um tensor de sequnda ordem dado por B = (A — al) em que
a € R—{0}. Chama-se H o tensor adjunto de B, isto é, H=B* = (A — ol)*. Pelo item

1 do teorema (1.4), temos que
HB = BH = det(B)I = det(A — o)L, (1.34)
mas p(a) = det(A — ol), assim
H(A — al) = (—a® + Iaa® — [Taa + I114)L (1.35)

Tendo em vista que este iltimo produto envolve o fator o, isto sugere propor a sequinte
fatoracao para o tensor H :

H=0o’+aoF +G, (1.36)

em que E,F e G sao tensores de sequnda ordem a se determinar. Substituindo a equag¢ao

(1.36) na equagao (1.35), teremos:

H(A - al) = (o’ +aF + G)(A —al) = —a’E+o*(EA — F) + o(FA - G) + GA, (L37)
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e comparando termo a termo as equagoes (1.37) e (1.35) obtemos o sistema:

(

E=1,

EA — F = 1,1,
(1.38)
FA — G = —II,1,

KGrA = [I1Al.

Desse sistema concluimos que: F = (A — IaI) e que G = (FA + I1A1). E substituindo na
quarta equagao do sistema (1.38) obtemos (FA+ITIA)A = ITIA1 e FA?+TIAA—T1I,1=0.

Como F = (A — IAI) entao temos o resultado desejado que se seque nas equagoes

(A — IAT)A? + TIAA — 11,1 =0 (1.39)
AP — IAA? + TIAA —TT1,I=0 (1.40)
p(A) =0. (1.41)

O

I.3 Decomposicao Polar de um Tensor

A decomposic¢ao polar de um tensor possui aplicagdo no estudo de deformacao e cine-
mética de um continuo nas descrigoes Euleriana (x) e Lagrangiana (X). Ao se usar esta
decomposigao fica mais claro nas equagoes que descrevem o movimento a parte associada
a rotacgao de corpo rigido e a parte associada ao estiramento (stretch) do corpo. Nesta
segdo usaremos a notagao (u,v) para denotar o produto interno usual entre dois vetores u

e v € R3. Iniciemos com a definicao

Definigao 1.6 Um tensor A € positivo definido se para todo vetor v # 0 € R3 tivermos
(Av,v) > 0.

Um exemplo claro de tensor positivo definido é A = I o tensor identidade. Temos agora

um importante teorema

Teorema 1.7 Dado qualquer tensor A os tensores ATA e AAT sdo simétricos e se det(A) #

0, entdo ATA e AAT sdo tensores positivos definidos.
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Demonstragao: A prova da simetria é imediato, pois (ATA)T = AT(AT)T = ATA. Seja
a+#0¢eR? se existe A7' (det(A) # 0) entao afirmamos que Aa # 0. De fato pois se fosse
Aa = 0 entio A~'Aa = A0 = a = 0. O que contradiz a hipotése de ser a # 0. Do

mesmo modo temos que ATa # 0. Calculemos, ainda para a # 0, o produto interno
(a, ATAa) = ((A")Ta, Aa) = (Aa, Aa) = ||Aa|| > 0, (1.42)

pois Aa # 0.

Apresentamos agora o teorema da decomposicao polar

Teorema 1.8 Todo tensor A inversivel pode ser representado na forma A = QU (decom-
posi¢ao polar a esquerda) ou da forma A = VQ, (decomposicao polar a direita) em que Q
¢ um tensor ortogonal, isto é, Q7' = QT. E os tensores U e V sao simétricos positivos

definidos, com U? = ATA e V2 = AAT. E ainda temos que esta decomposicao € inica.

Demonstracao: Vamos assumir que U = ATA e que A = QU assim temos que U ¢
simétrico positivo definido pelo teorema anterior e escrevemos Q = AU (€ claro que U
possui inversa pois por hipotése det(A) # 0.) O passo sequinte agora é mostrar que Q é
ortogonal, sigamos:
Q'Q = (AU Y (AU, (1.43)
Q'Q = (U HTA)TAU L. (1.44)

Como U € simétrico entio U™! também o ¢, U™t = (U™)T | assim
QTQ=U"'ATAU L (1.45)

Agora se assumirmos, finalmente, que U? = UU = AT A, entdo teremos que QTQ =1, ¢
Q € desta forma um tensor ortogonal. A prova para a decomposicao polar a direita € feita

de forma andloga e fica a cargo do leitor.
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1.4 Produto Diadico

Sejam u e v dois vetores em R3. O produto diadico de u por v, denotado por u ® v, é

a matriz trés por trés dada por:

U U1v1 V2 U3
T
UV =uv = [y <U1 U Us) = | U2V1 UV2  UV3 (1.46)
us U3v; U3V2 U3v3

Este produto pode ser generalizado para quaisquer vetores @ € R™ e y € R", em que

m,n € N. E neste caso o produto diadico  ® y é uma matriz m x n.
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[I. TENSOR DE TENSOES E EQUACOES
GOVERNANTES PARA ESCOAMENTO DE UM
FLUIDO

Nos escoamentos de fluidos, existem forcas atuantes que provocam o movimento. Estas
forgas podem ocorrer devido a convecgao (forgas do movimento), a interagdo com campos
externos (forgas como a gravitacional ou a eletromagnética), aos gradientes de pressao e
as interagoes entre as moléculas do fluido (forgas de superficie). As for¢as atuando em um
volume infinitesimal do meio sao definidas como tensoes. Assim, a tensao é definida da

seguinte forma
OF;
= i J

em que o0;; ¢ a tensao no plano ¢ e diregao j, F; a forca na direcao j e A; a area no plano
j. Usamos i, 7 € {1,2,3} ou € {x,y, 2z} ou ainda € {r,0,z}.
O tensor de tensoes é entao uma entidade matemética que possue nove graus de liberdade

e desta maneira sua melhor representacao é na forma de matriz, como abaixo:

Ozz Ogzy Ogz 011 012 013 Orr Orp Opz
0= |0y 0y 0p|=|0n 02 o3| = |06 0w 0p: |- (11.2)
Ozz Ozy Oz 031 032 033 Ozr 0z Oz

A dltima matriz apresentada na equagao (I1.2), é referente ao sistema de coordenadas
cilindricas, na qual:

;

x(r,0,z) = rcos(d),

y(r,0,2) = rsin(6), (I1.3)

2(r,0,z) = z.

A figura (II.1) mostra este tensor de forma geométrica em que se vé suas componen-
tes escalares, em coordenadas retangulares. Nesta figura as componentes observadas que
apresentam indices iguais sao chamadas de tensdes normais, sendo as de indice diferentes

chamadas de tensoes cisalhantes. As vezes pode ocorrer que o tensor de tensoes tenha
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uma natureza simétrica, isto é, o,; = 0}, logo, bastam apenas seis componentes para se

determinar o tensor.

o, /» Plano normal ao eixo z
&

T
Oyz -
Oxz .
‘/ Oy v
cz:: . ‘:l:”r x
g
a g, w Plano normal ao eixo y
Convencao
e Uah

)/ a é a diregdo da forga

5 b & a dire¢ho normal a forga
Plano normal ao eixo x '

Obs: As tensdes nos planos ocultos sao antisimétricas para garantir o equilibrio de forgas

Figura II.1: Componentes do tensor de tensoes o em coordenadas retangulares.

As equacgoes que regem o escoamento de fluidos sao formadas pela equacao da conser-
vagao de massa (ou equagao da continuidade), pela equagao da conservagiao da quantidade
de movimento, pela equacgao da energia e pela equacao da quantidade de movimento angu-
lar. Mas, em geral, considera-se apenas as equagoes de conservagao de massa e quantidade
de movimento, também chamda de equacao de Cauchy. Apresentamos abaixo estas duas

equagoes.

Consideremos um corpo material {2 e neste corpo imagine uma porgao infinitesimal 0€2
que possui volume 0V e massa dm,.. A massa especifica, p, deste corpo €2 pode ser definida

como:
’ ome
= [1m .
sV—=0 OV

p (11.4)

Supondo que existe uma distribuicao de massa continua e uniforme no corpo, podemos

calcular a massa total de 2 como sendo

mQ:/pdV. (I1.5)
1%
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Seja ¥ uma propriedade (escalar, vetorial ou tensorial) qualquer do fluido. Pelo principio
da conservacao que declara que os efeitos liquidos de qualquer propriedade 1 sao nulos,

temos, por exemplo, a equagao da conservagao da massa

Dmg
Dt

=0, (11.6)

D
em que i denota a derivada material que ¢ definida como

Dy _ %

Br = o TV (1L.7)

e u representa o campo de velocidade e V o operador gradiente.

Considera-se a equacao (I1.5) e nela aplica-se o Teorema do Transporte de Reynolds e
obtém-se:

D dp
= | pav=| Lav AdS = 1.
Dt/vp o —i—/spu ndsS =0, (I1.8)

aqui S denota a superficie do volume 0V e n é o vetor normal unitario que aponta para
fora desta superficie. Agora aplicando o teorema da divergéncia na equagao (I1.8) pode-se

passar toda a integragao para o volume V, ficando:

Dgt/vpdvz/v<%+v'(pu)) dV = 0. (IL.9)

Aplicando, agora, o teorema da localizacao temos finalmente a equacao da conservagao de

massa ou equagao da continuidade:

Dp  9dp B
DL Bt + V- (pu)=0. (I1.10)

Podemos reescrever esta tltima equacao como sendo

dp Dp
E—I—pV-u—ku-Vp—O(:)E—i—pV-u—O. (I1.11)

Descreveremos agora a equacao da quantidade de movimento, também conhecida como

equacao de Cauchy. Para isto considere a definicao da quantidade de movimento linear, q,

no corpo {2 dada pela equacgao:
q= / pudV. (I1.12)
1%
Pelo mesmo principio que originou a equagao (I1.5), podemos escrever:

Dq D
—=fs — dV —f=0. I1.13
ot T ), (IL.13)
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Perceba que o lado esquerdo da equagao (I1.13) representa a segunda lei de Newton, isto ¢,
somatorio das forcas iguais a zero. Aqui o vetor forca, f, denota uma for¢a de equilibrio.
De acordo com as teorias do meio continuo estas forgas sao de origens de campo (forgas
que envolvem volume, de origem macroscocipa, por exemplo a forga gravitacional) mais
forgas de superficie (que possuem origem microscopica associada ao movimento aleatorio
das moléculas ou particulas do corpo material). Desse modo podemos escrever f como

sendo:
f = / pbdV + / T 43, (I1.14)
1% S

em que o vetor b denota uma forca por unidade de massa ou forcas de campo ¢ T™ ¢ o

vetor tensao.

O Teorema de Cauchy afirma que o vetor de tensdes ou “traction”, T™ referente a
qualquer superficie (ou plano) cujo diretor é o vetor n pode ser escrito como uma combinagao
linear dos vetores mutuamente ortogonais referente a base {e;} do espaco vetorial R3. Deste

modo pode-se escrever o vetor T™ como sendo
T™ = n.o =0’ n,

em que o é o tensor de tensdes e T' denota seu transposto. A figura (II.2) mostra uma

representacao esquematica desta situacao.

333‘

Figura II.2: Forcas atuando instaneamente sobre um meio continuo no interior de um

pequeno elemento 0V na forma de um tetraedo. Fonte: Internet
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Novamente aplicando o teorema da divergéncia na equagao (11.14) obtemos:
f= / (pb+V - 0o)dV. (I1.15)
1%

Voltando agora a equacao (I1.13) podemos escrever

D
—/ pudy — /(pb+v o) dV, (I1.16)
e usando o teorema da localizacao temos a importante equagao

pFltl =pb+ V.o, (I1.17)

que é a equacao de Cauchy para o movimento do fluido. O termo divergente de o, denotado

por V - o, representa as forgas de superficie por unidade de volume.

II.1 Equacoes em Coordenadas Cilindricas

Apresenta-se nesta segao as equagoes (I11.10) e (I1.17) escritas em coordenadas cilindricas,
em que para a equagao de Cauchy, apresenta-se as trés equacoes referente as trés diregoes
possiveis do escoamento. Apresenta-se as componentes do tensor oo quando na hipotese de
um fluido Newtoniano, bem como a equac¢ao do movimento (equacao (I1.17)) para estes

fluidos.

Primeiramente considere um fluido qualquer de viscosidade i e massa especifica p. E

seja o campo de velocidade dado por:

u(r, 0, z) = (u.(r,0,2),uy(r,0, z),u,(r,0, 2)). (I1.18)
Considere ainda o campo de pressao no interior do tubo dado por p = p(r, 0, z), e finalmente,
o vetor de forcas b = (b,, by, b.,).

Para a equacao da conservagao de massa ou equacgao da continuidade, temos, a seguinte

equacao para o caso geral:

op 10 19 7 B
" ;E(TWT) + ;%(/mé)) + &(puz) =0. (IL.19)

Para a equacao de Cauchy (I1.17) destacamos as trés diregoes, nas trés equagoes (11.20),

(I1.21) e (I1.22), que se seguem:
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(9u,,+ %+%8ur u§+ Ou.\ _ Op
p ot tr or r 00 r s 9z )

(11.20)
Ouy Oug  ug Oug  Ugly, Oug  10p
p(atﬂ”a T o0 Ty Z@z) rop T Pb
10, , 10ogg Doz (09r — 070)
_ {ﬁﬁ(r 0r0) + 0000 | 07 - (I.21)

ou, ou, @auz n Ju.\ _@ 18092 00,
P\ ot ar o0 oz )"

+ + + pb L0 ( )+
Upr—(— 2= | =3 \I'Orz
5. F ror r 00 0z
(I1.22)
A titulo de cultura geral, mostra-se nas seis equacoes a seguir, as componentes do tensor
de tensoes o, no caso de um fluido Newtoniano, em que o = —pl + 2uD, escrito em

coordenadas cilindricas:

o = —p + 2;1%?. (11.23)

g0 = —p + 24 G% + “7) . (11.24)
0= —p+ QM%ZZ. (I1.25)

0.0 = 0g, = li (% + %a@u@z) ) (11.26)
Oy = Or = i (a;f + %“;) . (11.27)
Gor = g = i <%aa% + % - %) . (I1.28)

Agora apresenta-se as equacoes do movimento no caso de um fluido Newtoniano® de

viscosidade us e massa especifica p, em termos do campo de velocidade, nas equagoes

(I1.29), (I1.30) e (II.31) seguintes:

8ur_|_ 8ur+%au7’_u_§+ % —_@4_ b+
P ot tr or r 00 r b 9z ) or Pl
0 (10 1 0%u, O%*u, 2 Ouy
s {a (;W“”) TR ae] - (11:29)

1Portanto de viscosidade constante.
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0 (10 1 02 0? 2 Ou,
+1ts [— (——(Tue)) TR e } : (I1.30)
ror r

10 ( Ou, N i(??uz N 0%u,
ror " or r2 062 022

+ pbs + ps {
(11.31)

%4_ %+@8uz+ auz —_@
P\ "o T a0 T 02 ) T T oz

Para finalizar apresenta-se o tensor gradiente de velocidade em coordenadas cilindricas:

u,  10u, Ou,

or r 00 0z
Vu— | Qo 19w Oup | (11.32)
or r 900 0z
ou, 18% ou,
or rd0 0z
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[II. OBJETIVIDADE DO TENSOR D E
DERIVADAS OLDROYD

Viu-se na defini¢ao (I.2) o que é um tensor objetivo. Nesta segao apresenta-se a objetivi-
dade do tensor simétrico taxa de deformacao D = (Vu+ (Vu)T> / 2 e anao objetividade do
tensor anti-simétrico vorticidade W = <Vu— (Vu)T) / 2, em que u é o campo de velocidade

em questao.

Para isto considera-se a transformagao homogénea [60|, relativa a uma tranlacao e ro-

tagao de corpo rigido.

x'(t") =b") + Q(t)x(t), (I11.1)
e derivando com relacdo ao tempo t’ tem-se:
dx'(t Sy N 2 Y2, / N (4!
dt(, ) _ x'(t') =b(t') + Q)x(t) + Q(t)x(t). (I11.2)
Vamos definir que X/'(t') = u/(t') e % = %(t') = u(t'). Entao u'(t') = Q(t)u(t)+Q(t")x(t).
Considera-se
du’ = Qdu + Qdx. (I11.3)

Tem-se ainda, por defini¢ao, que: Vudx = du e V'u' dx’ = du’. Como dx’ = Qdx, entao

pode-se escrever, para um dx’ arbitrario as equacoes que se seguem:

du’ = V'u' dx' = Q du + Qdx, (I11.4)

V' dx' = Q(Vudx) + Qdx, (II1.5)

V' dx' = Q(Vu(QT dx')) + Q(QT dx'), (IIL.6)
V' — QvuQ’ — QQ”| dx' = 0. (I11.7)

Como dx’ é arbitrario entao da equagao (I11.7), concluimos que:
Vv = QvuQ” + QQ7, (IT1.8)

em geral temos que QQ” # 0, entio pela definicao (1.2) o tensor Vu nio ¢ uma quantidade

objetiva.
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Agora, como Vu = D + W, e como QQ? = I, entdo derivando esta tltima identidade

temos
QQ" +QQ" =o0. (II1.9)
Logo pela relagao (II1.8) temos
(V)" =Q(Vu)'Q" +QQ". (I1.10)
Agora note que temos, por defini¢ao, a relagao
D - %((V'u’) (), (ITL11)

e pelas relagoes (I11.8) e (II1.9) obteremos a importante prova que segue:

D= %«QV“QT +QQ") +(Q"(Vu)'Q + Q") (IIL12)
D' = Q(% (VU. + (VH)T> (QT7 (IHlB)
D' =QDQ". (IIL.14)

A equagao (I11.14) nos mostra a objetividade do tensor taxa de deformagao D. Nao obstante
o tensor vorticidade W nao é uma quantidade objetiva, o que pode ser provado de forma

anal6ga ao caso acima, donde se obtém facilmente

W = QWQ” + QQ”. (I11.15)

III.1 Derivadas Temporais de Jauman e Oldroyd

Vamos considerar B = {aj,as,a3} como sendo o conjunto de autovetores do tensor
’ s A3
D e seus respectivos vetores unitarios {a,a,ad}. Vamos considerar também o conjunto
A de autovetores do tensor inverso de D, isto é, do tensor D!, denote este conjunto
) ) 7
por A = {al a% a%}. Vamos assumir num instante de tempo t, um arco material dx de
comprimento unitéario, isto é, |dx| = ds = 1. Calculando a derivada material deste arco

temos, por defini¢ao:

D(d
lth) — ju = Vudx = Ddx + W dx. (I11.16)
Como dx = dsa; = a;, entao teremos,
D(a.
l()atZ) =Da;, + Wa,. (IT1.17)
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Sejam 1)1, 12,13 0s autovalores de D logo podemos escrever

3
D= Z Nadgadr = Npagag. (IIIl8)
k=1
Deste modo escrevemos:
D(a;
(a ) = Ngagag - a; + Wai, (11119>
Dt
D(a;
;;; ) = nkakéki + Wal-, (IHQO)
D(a;
l(; ) = n;a; + Wa,. (I11.21)

A equagao (II1.21) mostra a evolugdo temporal dos vetores da base B. Sendo assim a

evolugao dos vetores normalizados para todo tempo ¢, desde que |a?| = 1, sera dado por

D(a?)

7

Dt

= Wa!. (I11.22)

Agora vejamos como fica a evolugao dos vetores da base dual A. Para isso vamos usar a

relagao (L1.9), a lembrar: a’ - a; = d;;, e derivando com relagao ao tempo, vem que:

. Da; Da’
Ly T g = III.2
al s+ a 0, (I11.23)
ou
Da . Da, | |
76; ca; = —a’ - DEZ = —a’-Vua; = —<(Vu)T a]> - a;, (I11.24)

como Vu=D+WeD? =D e W! = -W, assim

Da’ : .
2 ca; =(—D-a’+ W-a’) - a,. (II1.25)
Dt
Deste modo temos a relacao
Da’ ) ) ;
DE; =-Da’ + Wa’l = —(Vu)’a’. (I11.26)

Considere agora o tensor de tensoes o. Iremos apresentar a derivada co-rotacional ou
Jauman deste tensor na base de autovetores unitarios do tensor taxa de deformagao D.
Considere o vetores da base {al}, ¢ = 1,2,3. Que estao girando e sendo convectados com

os elementos materiais, assim escrevemos:

oy = apoal. (I11.27)
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Calculando a derivada temporal desta tltima expressao obtemos:

Doy;  D(ajoa))

= - ’ (IT1.28)
L A ™

agora pela equagao dada em (II1.22) podemos escrever, finalmente:
D;Ej :Wagaa?ntak% aj +ayo Waj, (TIL.30)
Dl;’?j =a)Wlo a? + aj ll)) a +ajoWa (IIL.31)
Dgfj (- Wo)al + al % a0 + al oW al, (I11.32)
(e 22w

0

Defini-se como sendo a derivada co-rotacional ou derivada de Jauman do tensor

o, que corresponde a taxa de variagdo temporal relativa (ou vista) a um sistema de eixos
1
(observador) girando com velocidade angular w = §V X u, em que X representa o produto

vetorial usual do R3. Denote esta derivada por:
— =—+0W — Wo. (I11.34)
Apresenta-se agora as derivadas temporais Oldroyd (baixa e alta) que sdo relativas a
um sistema de coordenadas deformando com as linhas materiais. Para isto considere as

componentes oy; do tensor o relativa a base B = {a;,as,a3} que se deformam com as

linhas materiais do elemento continuo. Escreve-se,
Ok; = a0 aj, (11135)

e derivando com relagao ao tempo, obtém-se:

| J I11.36
Dt Dt ’ ( )
Doy;  Day Da' Da;
= — ; —_— II1.37
Dt Dt T TR AT AT (II1.37)
D
Usando-se a definigao (II1.16), Da;k = Vuay, pode-se escrever:
Do _ g ta, = a;+a,oV (IIL.38)
=Vua,oca, +a.—a; +a,oVua, )
Dt k -j k Dt - k 79
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Doy, D

5;” =a,(Vu)' o a; +ay 7‘: a; +a;o Vua;, (I11.39)

Doy T Do
D = 2 [(Vu) o+ D + o Vu|a,. (I11.40)

Assim definimos a equacao

Do T Do
- — - I11.41
o (Vu)' o+ Dt+0'Vu ( )

como sendo a derivada co-deformagao ou Oldroyd-Baixa. Esta derivada ¢é a taxa de variacao
de o vista por um observador que gira, translada e deforma com as particulas do fluido.

Na literatura é comum encontrarmos as seguintes notagoes para esta derivada, sao elas:

Do, T Do
ou
Do 04(0) T Do
= — = — ) I11.4
o 5 (Vu)' o + o O Vu (I11.43)

Perceba que ainda podemos usar Vu = D + W e (Vu)? = D — W na equagao (II1.41) e
assim teremos

D
= Fj + (6D + Do) + (oW — W), (I11.44)

o
em que o termo Dr ¢ relacionado ao efeito de translagao, (6D + Do) ¢é relacionado ao

efeito de deformacgao e (6 W — Wor) é relacionado ao efeito de rotagao do material.

Considera-se, finalmente, a base A = {al,a? a®} dos autovetores de D~!. Partindo da
relacao

ot = at g al, (I11.45)

e derivando no tempo, levando em conta a equacao (II1.26) e repetindo os calculos como

feito no caso da derivada Oldroyd-Baixa, tem-se a equagao

Do Do T
— = — — — 111.4
D7 D o(Vu) (Vu) o, ( 6)

como sendo a derivada Oldroyd-Alta do tensor o. E comum também encontrarmos a notacao
para esta derivada como
Do §_ (o)

— = —". I11.4
Dt ot ( )

A titulo de ilustracao mostra-se abaixo uma notagao compacta para representar estas
trés ultimas derivadas dadas pelas equagoes (I11.34), (II1.41) e (I11.46).

(o) _\ dil(a) i_(o)
ot ot ot

+ (1= (I11.48)
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em que A é um namero real dado, tal que 0 < A < 1. Note que se A = 0 tem-se a derivada
Oldroyd-Alta. Se A =1 tem-se a derivada Oldroyd-Baixa e, finalmente, se A\ = 1/2 tem-se

a derivada de Jauman.

II1.2 Objetividade das Derivadas Temporais de Jauman

e Oldroyd

Para mostrar que as derivadas de Jauman, Oldroyd-Baixa e Alta sao quantidades ob-
jetivas conforme a definicao (I.2) usa-se a hipotése de que o tensor o é objetivo, isto é,

o’ = QoQT. E neste ponto ja se considera as relacoes:

W = QWQT + QQ7, (I11.49)

Do’
Dt

D . .
- QF‘ZQT +QoQT + Qo Q. (ITL.50)
) Do _ . _
Note, que assim, os tensores W e D nao sao quantidades objetivas.

Considera-se primeiramente a derivada de Jauman dada pela equacao

D D
Fj = Fj oW - Wo. (IIL.51)
Assim, partindo da equagao
D/ / D/ !/
D‘Z - D‘Z + oW — Wo' (I11.52)

que é a equagao (II1.51) escrita no novo sistema de coordenada apés uma rotagao de corpo
rigido. Substituindo as relagoes (I11.49) e (II1.50) nesta ultima equagao tem-se:

Do’
Dt

- (@72Q"+QsQ"+QoQ" ) +H(QoQ")(QWQ' +QQ")-(QWQT+QQ")(QeQ" ).

Como QQT = I entdo derivando chega-se a QQT = —QQT. Usando esta identidade na

iltima equacgao, apos algumas manipulagoes algébricas, obtem-se:

Do’ Do
o~ QpQ —QWeQ" +QowQ’, (I11.53)
ou escrito de outro modo,
Do’ Do
— 4+t oW-W T I11.54
D1 Q(Dt+a U)Q, (111.54)
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e finalmente:
Do’
Dt

Do
=Q—Q". I11.55
Q2%q (11155
De acordo com a definigao (I.2) tem-se que a derivada de Jauman ¢ uma quantidade objetiva.

Para a derivada Oldroyd-Baixa,

5+;:) = % + (6D + Do) + (cW — Wo), (I11.56)

os célculos s@ao bem analogos. Assim partindo da equacao

5.(¢') Do’

5 D +(6'D'+D'e’) + (6'W' = W'a ), (II1.57)

e usando as relagoes (I11.49) e (II1.50) e o fato de que o tensor D é objetivo e a hipdtese de
que o ¢é objetivo, entao

5, (o)
ot

- (@fya" +Qrq" + aoQ" ) + ((QrQ")(@QDQT) + (@DQ)(Qu Q")) +

+((@eQ")(@WQ") - (QWQ")(QeQ")). (IIL58)
Usando a relacio QQ” = I = QQT = —QQT entdo, apés manipulacoes algébricas, pode-se
concluir:
5,(o)
ot

Q% : Q” + QoDQ! + QDo Q” + QeWQ? — QWaQT, (ITL.59)

ou simplismente

!/ / D

+§:) =Q ( F‘; +(eD + Do) + (oW - Wa)) Q" (IIL.60)
& (') 0 (o)
S = Q5 (IIL61)

E pela defini¢ao (1.2) tem-se que a derivada Oldroyd-Baixa é também uma quantidade

objetiva.

Finalmente para a derivada Oldroyd-Alta,

(o) Do

5 = Dr o(Vu)' — (Vu)ao, (I11.62)
como sempre partindo da relagao
(5/ / D/ /
(g:) — D‘Z — o' (V)T — (Vi) o, (IIL.63)
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e usando as relagoes (II1.50), (II1.8) e (III.10), obtem-se:

5 (o D . . .
o) _ (QF‘ZQT +QoQ" + QaQT) - QoQ" (Q(VWQ" +QQ") -

- (Q(VU)QT + QQT) QoQ’, (I11.64)

e novamente usando a relacio QQ” = I = QQ” = —QQ7, apos manipulacdes algébricas,
chega-se a:

L) Ql7qr - qo(vu” - Q(vu) o Q. (111.65)

o (o’ D
_(g? ) = Q(FC; —o(Vu)! — (Vu) 0') Q7, (I11.66)
o' (o')  0_(o) p
e Q 50 Q. (II1.67)

E a derivada Oldroyd-Alta é também uma quantidade objetiva.
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IV. METODOS DE RUNGE KUTTA

IV.1 Breve Estudo Sobre o Método de Quadratura

Seja f : [a,b] — R uma fungao real. Quer-se calcular o valor numérico da integral
b
/ f(t)dt. A ideia intuitiva é assumir esta soma infinita numa soma finita e para o caso
a

mais geral considera-se uma fungao peso w(e) tal que

0</abw(€)d€ e /absjw(e)ds

aqui j € N. Entao com esta fungao peso pode-se calcular

/ feyule)de = 37 by (e, (IV.2)

< 00, (IV.1)

em que c; sao os noés da quadratura e b; os pesos da quadratura, e estes s6 dependem dos

limites do intervalo a,b e da fungao w.

Defini-se que a representagao da integral por esta quadratura ¢ de ordem p se ela integra

exatamente polinomios de grau p — 1.

Teorema IV.1 (Kernel de Peano) Seja f uma funcgao que tenha pelo menos p derivadas

entao sua quadratura serd de ordem p, se, e SO se,

b v
/ fe)w(e) de — Z b fc;)| < ¢ max|fP(t)], (IV.3)

comt € [a,b] e c > 0 independente de f(t). Onde a notagio f® indica a derivada p—éssima

da funcao f.

Para cada escolha de um conjunto de nés da quadratura é possivel encontrar um tnico
conjunto de pesos {by, by, ..., b,} tais que a ordem da quadratura seja p > v. Vamos escolher
a base {1,t,t* ... t*"1} para o espago vetorial dos polinémios de grau v — 1, de maneira
que podemos escrever: f(t) =1+t +t>+... + "L

Aplicando o teorema (IV.1) nesta base teremos que f*)(t) = 0 para todo t em [a,b]. E

assim s6 nos resta admitir a igualdade

b v
/ t"w(t) dt:ij(cj)m, com m=0,1,2,...,v— 1 (IV.4)
a j=1
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Fazendo m variar de zero até v — 1, temos um conjunto de v equagoes, das quais

explicitamos algumas:

b
m:0:>b1+b2+b3+...+bl,:/w(s)deon. (IV.5)
b
m:1:>b101+b202+...+bycl,:/ cw(e)de = Ay. (IV.6)
b
m=2= bici +bycs +...+b,c2 = / 2 w(e)de = A,. (IV.7)
b
m=v—1=bc" +bcy ' +.. . +bc = / e tw(e)de = A, 1. (IV.8)

Este sistema, na forma matricial, serda do tipo de Vandermonde, que pode ser represen-

tado como:
11 1 by Ao
1 Co Cs Cy by Ay
a & & ... bs | =1 As | (IV.9)
oyt ettt L et b, A,
assim dados ¢; (j =1,2,...,v) em que ¢; # ¢; para todo ¢ # j entao o sistema apresentado

pela forma matricial acima possui tnica solucao.

A pergunta que surge neste momento ¢, como encontrar os c; ideais ? Considera-se o

polinémio P(t) de grau v — 1 da forma P(t) = Z P(cj)p;(t) em que, para cada j, temos’
j=1

z t— Cr

p;(t) :HC'_C . (IV.10)
p=1 4k
k#j

Pela equagao (IV.4) e pela consideragao acima podemos escrever:

v

>t = [ = [ werde =3 (e [ mewe i

J=1 J=1

E por simples comparacao temos uma expressao para os pesos da quadratura como sendo

bj:/ p;(e)w(e) de, (IV.11)

IEstes sao chamados de Polinémios de Lagrange.
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deste modo dados {cy,¢o,...,¢,} encontramos os p;(t) polinomios de Lagrange, e desta
forma encontramos os b;, para j = 1,2,...,v. Com tudo isto até agora, podemos construir

as formulas de Newton-Cotes de ordem v.

Para escolher os ¢; de maneira ¢tima, definimos o produto no espago das fungoes como:

Definigao IV.2 Sejam dadas as fungoes reais f,g e w : [a,b] — R, nas quais as fungoes

f e g devem satisfazer

/ab fAe)w(e)de < 00 e /ab g*(e)w(e) de <

Assim o produto de f pela g, com o peso w, denotado por f * g, € dado por
b
fro= [ rE@sEu)

Dizemos que um polindémio P, de grau m é ortogonal se, P,,xh = 0, para todo polinémio
h de grau m — 1. Neste caso P,, é dito ortogonal de grau m. Apresentamos agora trés
resultados importantes acerca de polindmios ortogonais. O leitor mais curioso pode procurar

suas demostragoes em [38].

Teorema IV.3 O polinémio ortogonal de grau m tem seus m zeros reais no interior do

intervalo (a,b) e todos estes zeros possui multiplicidade um.

Teorema IV.4 Sejam {by,by,...,b,} 0s pesos calculados pelo sistema de Vandermonde e

sejam {cy1,ca,...,c,} 0s zeros de P, no intervalo (a,b). Entao:

b v
1. A quadratura / fle)w(e) de = Z b;f(cj) possui ordem 2v;

J=1

2. Nenhuma outra quadratura pode exceder esta ordem.

Estas quadraturas construidas com polindémios ortogonais sao chamadas de quadraturas

gaussianas.

Corolario IV.5 Seja r(t) um polinémio de grau v ortogonal a polinémios de grau menores
ou iguais a m — 1 em que m € {1,2,...,v}. Entao, se {c1,ca,...,cou} forem os zeros de
r(t) e escolhendo {by,by,...,b,} pelo sistema de Vandermonde, entdao podemos construir

uma quadratura de ordem v + m.
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Estes metodos que se utilizam da quadratura sao os metdédos de Runge-Kutta. Vamos
aplicar as técnicas de quadratura para resolver, de forma numérica, o problema de valor
inicial (PVI) dado por,

J(0) = = Flt). e y(0) = (v 12)

em que y = y(t) : [0,7] — R ¢ uma fungao real.

Considera-se a representagao integral para o processo iterativo de solu¢ao numérica do

PVI

tn41
Yn+1 = y<tn+1) = UYn + / f(tla y(t/)) dt/, (IV13)
t7l
fazendo ' = t, + ah =t'(a), em que® t,,1 =t, + h,n € Ne a € [0, 1], entao
1
Ynt1 = Yn + h/ f(tn + ah,y(t, + ah)) da. (IV.14)
0
Usando o resultado da equacao (IV.4), pode-se escrever,
1 v
/ f(tn + ah,y(t, + ah)) da = Z bif(tn + cih,y(t, + c;h)), (IV.15)
0 =

paran € Nec¢; € (0,1),j=1,2,... v
Note que ainda nao temos os valores para y(t,+c;h). Vamos chama-lés de ; e escrevemos
y(t, + cjh) = & para j = 1,2,...,v. Neste ponto vamos propor uma aproximagao em

sequéncia para construirmos os §;. Vejamos:

& = Yo = y(to), condicdo inicial do PVI, (IV.16)
& = yn = y(tn), (IV.17)
52 =Yn + ha21f(tna 61)7 (IV18)
§&=1Ynt+ h[aiﬂf(t’m 1) + aza f(tn + c2h, 52)} ; (IV.19)
§a = Yo+ hlan f(tn, §1) + anaf(tn + 2, §2) + assf(t, + c3h, 53)] ) (IV.20)
v—1
SV = UYn + hz auif(tn + Ciha 51) (IVQl)
i=1
E podemos finalmente escrever
v—1
Yt = Yn + 1 Y if (tn + ¢ih, &) (IV.22)
j=1

2h & o comprimento da particio do intervalo de integracio.
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IV.1.1 Metédo de Runge-Kutta de v Estagios

Temos que sao necessarios trés grupos de parametros para avangarmos do passo ¥, para
Yn+1, Para a solugao do PVI, sao eles: a;j,b; e ¢;. Devemos notar, inicialmente, que podemos
escrever b = (by,by,...,b,) e c = (0,¢q,¢3...,¢,). Para os parametros a;; a maneira mais
comum (e pratica) de representé-los ¢ na forma matricial, em que a matriz A abaixo ¢

quadrada de ordem v:

0 0 0 0
agq 0 0 0

A. - a3y as2 O e O . (IV23)
a1 Qyo ... a,—1 O

VXV

E costume na literatura indicar o metédo de Runge-Kutta pela tabela (IV.1) abaixo

Tabela IV.1: Tabela de Runge-Kutta ou Butcher
cl' | A

b

Determinar a tabela de Butcher para métodos especificos nao é uma tarefa trivial. Vamos

fazer um exemplo para v = 2 estagios. Assim teremos & =y, e
§o = yn + hag f(tn, 1), (IV.24)

Ynt1 = Yn + L1 f(tn, &) + hba f(t, + c2h, &) (IV.25)

E assim a tabela de Butcher ficaréa:
Tabela IV.2: Tabela de Butcher para dois estagios

0 0 O

Co a921 0

()

Neste ponto pode-se expandir f(t, + c2h, &) em série de Taylor, e desta maneira obtém-
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se:

of

e + O(R%). (IV.26)

n

f(tn+c2h7yn_’_ha?lf(tnagl)) = f(tn7yn)+c2 h g

@t n+ha21f(tna yn)

E substituindo a equagao (IV.26) na equagao (IV.25) teremos a expressao

0 0
Y1 = Yo+ DL f(tn, €1) R by [f(tn, Yn)+h o a—{ +ha218—£ F(t, yn)+(’)(h2)]. (IV.27)
Reagrupando, temos
0 0
Yni1 = Yn + h(b1 + b2) f(tn, yn) + B* [b2 628_{ + by a21a—£ f(tn, Z/n)} +O(h*)  (IV.28)

Ainda podemos expandir a funcdo y(t,41) (caso geral) em série de Taylor, e teremos a

expressao
2

h
y(tn—i-l) = y(tn) + hy/(tn) + gy/%tn) + O<h3>7 (IV29>
mas por defini¢do do PVI, temos, y/'(t,) = f(t,, yn) € ainda podemos escrever da derivada

segunda de y(t,) como segue

" _ d - g ﬁ

Substituindo estas duas tltimas consideragoes na equagao (IV.29) e depois comparando

termo a termo com a equagao (IV.28), obtemos o sistema:

(

h(bi +by) = h,
< h2(b2 CQ) = h2/2, (IV31)

h2 bQ 91 — h2/2
\

Como o comprimento h da partigao do intervalo [a,b] é tal que t,.; —t, = h # 0, entdo

nosso sistema se reduz a

(
by + by =1,
b2 Cy = ]_/2, (IV32)
b2 91 = 1/2

\

Note que o sistema (IV.32) possui infinitas solugoes. Em particular podemos usar co = 1 e

h
5 f(tna yn) + f(tﬂ+1,7 §2)]

em que & =y, +h f(tn, &) e & = y(t,). Apresenta-se a tabela (IV.3) como sendo a tabela

dai by = by = 1/2 e ag; = 1 e deste modo teremos y, 11 = Yy, +

de Butcher neste caso.
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Tabela IV.3: Tabela de Butcher para v = 2 estagios.

0 0
1

(

A titulo de ilustragao apresenta-se os casos de v = 3 estagios e v = 4 estagios. Primei-

o O

NI
N[
v

ramente o caso ¥ = 3, como no caso v = 2 tem-se:

&1 = Y = y(tn), (IV.33)

§o = Yn + hag f(tn, &1), (IV.34)

€9 = U + a1 f(tn, &) + asnf (b + 2h, €2)|. (IV.35)

Yns1 = Yn + h [bl Fltns €0) + by F(tn + coh, &) + by f(tn + csh, 53)} . (IV.36)

E procedendo inteiramente anélogo ao caso de v = 2 estagios, anterioriormente, obtém-se
o sistema:
(

by + by + b3 =1,

by co +bgecg =1/2,
262 +bs 0 =1/ (IV.37)

bgcg—i‘bgcg = 1/3,

\bg&gg Cy = 1/6
E aqui apresenta-se alguns exemplos de metddos de 3 estagios, que apresenta-se nas tabelas

(IV.4) e (IV.5) a seguir:

Tabela IV.4: Metédo de Runge-Classico.

0 0O 0 0
1/2 1/2 0 0
—1 -1 2 0

(1 22)
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Tabela IV.5: Metédo de Nystrom.

0 0 0 0

2/3 2/3 0 0

2/3 0 2/3 0
(5 3)

O metddo mais conhecido e utilizado (o qual é utilizado nesta tese), é o de Runge-Kutta

de v = 4 estégios e quarta ordem® dado pela seguinte tabela de Butcher

Tabela IV.6: Metodo de Runge-Kutta de quatros estégios e quarta ordem.

0 0 0O 0 0
1/2 /2 0 00
1/2 0 1/2 0 0
1 0 0O 1 0
(331

Neste caso o algoritmo se explicita da seguinte forma:

& = Yo = y(tn), (IV.38)

€y = Yo+ 1/2f(tn, &1), (IV.39)

&3 =1Yn+h/2 f(tn + h/2,&), (IV.40)
£4= Yo+ h f(t, +h, &), (IV.41)

e finalmente,

i = Y+ [ Tl ) 5 F(ta /2,6 + 5 St +1/2.65) + § S0+ R &) (AV.42)

3No sentido de convergéncia do metodo, isto &, o erro ao avaliar y(t,41) decai em quarta ordem quando

passamos do estagio n para o n + 1 no processo iterativo. A prova desta afirmagao pode ser vista em [38].
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V. ALGORITMO DAS FRACOES CONTINUADAS

Passa-se a explicitar o algoritmo utilizado nesta tese para resolver as fracoes continuadas
da segao (6.2). O codigo apresentado abaixo foi desenvolvido para o FORTRAN90 e eviden-
temente nao é a Unica maneira de se fazer! Passa-se a listar os passos para a obtencao da
funcao n’. Para se obter as fungdes 1, G’ e G” o caso é anal6go, bastando para isso apenas
mudar as condigoes iniciais do Passo 2 abaixo. Lembre que sao dados p + 1 frequéncias
{wo, ..., wp} e seus respectivos valores de 1. Assumi-se sem perda de generalidade que:

w; < wiy1, paratodos=0,...,p— 1.

e Passo 1: Defina as funcoes polinomiais A,(w) e B,(w) como matrizes de tamanho
(p+2)x (M +1), em que p+1 é a quantidade de w dos seus dados experimentais e M é
a quantidade de pontos considerados na partigao do intervalo [wg,w,] 2 @.! No nosso
caso fizemos A(—1:p,0: M) e B(—1:p,0: M). Isto significa que nossas matrizes
possuem linhas (fungbes) de -1 até p, i.e., p 4+ 2 linhas (fungdes); e possuira colunas
de 0 até M, i.e., M + 1 colunas. Isto porque cada fun¢ao A, (w), n = —1,...,p, deve

variar em todo seu dominio, no caso w € [wp, wy).

e Passo 2: Defina:

A(=1,1) = 0;

A(0,:) = 7/(0);

BLa=1, (V.1)
B(0,:) = 1;

o(0) = 7(0);

a(l) = [7'(0)/7'(1) = 1}/[w(1) = w(0)],

\
em que usa-se a correspondéncia 1} = 7'(i), oy = (i) e w; = w(i). A notagdo, por

exemplo, A(—1,:) = 0 quer dizer que a primeira fun¢do A_; (no caso a funcao de

1Cuidado! w denota os valores dos dados experimentais e para os valores dos pontos de uma particio

qualquer do intervalo [wp, wp] usamos w. E claro que alguns pontos w podem ser ou nao iguais a w.
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posigao -1) sera sempre nula para todo w € [wy,w,|. Analogamente A(0,:) = 7/(0),
quer dizer que a segunda fungao Ay (no caso a de posi¢ao zero) possui valor constante

n'(0) para todo w € [wo,w,|. Mesmo significado para B(—1,:) = 1.

Passo 3: Defina uma partigdo para o conjunto |wy,w,|, por exemplo, pode-se fazer

dt = (w, — wp)/M e faca w(i) = wy + idt, para i =0,..., M.

Passo 4: Determinando F; = F(j), a(j) e 5; = B(j). Faca, para cada j =2,...,p

x(1) =1 =7'0)/n'(j), (V.2)
e ainda para cada k = 2, ..., 7 considere
z(k) =14 [w(j) — w(k —2)]a(k —1)/x(k — 1), (V.3)
em que z(k) é um vetor auxiliar. E finalmente escreva, para j =2...,p:
() = x(5);
BU) = lw( = 1) —w() ™ (V4)
a(j) = B()F(5)

Passo 5: Determinar todas as fungoes 7, (w). Para cada n = 0,...,p — 1, faca j
variar em 0, ..., M e escreva:
Aln+1,7) = An, j) + (@(j) —w(n))a(n +1)A(n — 1, j); (V.5)
B(n+1,j) = B(n,j) + (@(j) —w(n))a(n+1)B(n —1,); (V.6)

Como o interesse ¢ a funcao 7, (w), escreva no arquivo de saida o caso em que n = p—1,

para todo 5 =0,..., M.
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VI. UM EXEMPLO DE ESCOAMENTO CAPILAR

Neste apéndice apresenta-se uma solucao analitica do escoamento de um fluido viscoe-
lastico de massa especifica p, que escoa em tubo de raio R, para isto considere um polimero
liquido no referido tubo oscilando devido a um gradiente de pressao com variagao senoidal
dada pela equagao:

—% = poexpliwt), i =+/—1, (VIL.1)
z

em que py é a amplitude da pressao p. Supoe-se esta amplitude pequena para garantir a
aproximagao de pequenos deslocamentos. A frequéncia de excitagao w é constante.

Tem-se que o campo de velocidade u = (u,., ug, u,(r,t)), com 0 < 2 < C, 0 <0 <27
e 0 <r < R, do fluido ¢ tal que segue as seguintes hipotéses: 1) u,(r,t) = u(r) exp(iwt),
isto é, a velocidade na dire¢ao do eixo z também oscila. 2) u, = 0, isto ¢, a velocidade na
direc¢@o do eixo r € nula. 3) Tem-se ainda que uy = 0, isto ¢, o fluido nao gira ao se deslocar.
Das compomentes do tensor de tensoes o a tnica que nos interessa é a entrada o,., que é
dada por

0. = 0o (r) exp(iwt). (V1.2)

A formulagao fisica do problema nos leva a seguinte equagao diferencial parcial (EDP):

Ou,  9dp 10
P = 5ot ;E(mz). (VL3)

Agora para a componente o,, do tensor de tensoes, temos que a mesma sera dada por

t
o / Ot — t’)aauZ (r,t") dt'. (VI.4)
r

—0o0

0

Ainda deve-se assumir u;

= u,(r,0) = 0 quando r = R e que ! ¢ finito para r = 0.

0

Substituindo as equagoes (VI.1) e (VI.2) e a expressao u,(r,t) = u}(r) exp(iwt), na equagao

(VI.3), obtem-se:

1
piwu? = p® + ;di;l" <r092>. (VL.5)

Fazendo s = s(t') =t — ¢ na equacdo (VI.4) tem-se

Oy = [ /0 +°O () exp(—iws) ds} CZ‘:? exp(iwt), (VL6)
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e ao se comparar as equagoes (VI.6) e (VI.2), vem que

0 (r) = [ /0 " (s exp(—iws) ds ‘Zg, (VL)

0

., em termos da viscosidade complexa

ou ainda, usando a equacao (2.131), pode-se escrever o

n*, como sendo
d 0
00, = npx sz. (VL8)

E substituindo esta tltima equagao na equagao (VI.5) e desenvolvendo a derivada la indicada

e dividindo tudo por n* tem-se a seguinte EDO de segunda ordem:

d2 0 1d 0 . 0 0
R e ) (VL9)
dr? r dr n* n*

Chamando o? = —zc:p

e multiplicando toda a EDO da equagao (VI.9) por r?, tem-se

finalmente, a EDO de segunda ordem de Bessel

d2 0 d 0 0,.2
rQWu; + r% + (a2l + 25 =0, (VL10)

Lembre-se que toda EDO de segunda ordem possui como solucao geral a soma de duas
fungoes que sdo: a solugao da homogénea u(r) e a solugao particular ug(r), de modo que
pode se escrever:

u(r) = up(r) + up(r). (VI.11)

A forma mais geral de uma EDO de Bessel é dada por

d?f df
20T Y 2 2
U +Tdr+r f—v'f =0, (VI.12)

em que v € N e cuja solugao é dada por
f(r) = Cid,(r) + CoY, (r). (VI.13)

Logo abaixo explicita-se a fungao de Bessel de segunda espécie de ordem n = 0, ou funcao
de Newmann, Yy(z) = No(z), porém explicita-se, inicialmente, a fun¢ao de Bessel de ordem

n e de primeira espécie:

() = 2™ f Cyra™ (VL.14)
n\&r) =2 ) .
=22t mlT(n +m+ 1)
na qual a funcao gamma é dada por
+00
[a) = / exp(—t)t@~V gt (VIL.15)
0
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e a € N. Abaixo explicita-se as duas importantes propriedades da funcao gamma':

INa+1) =al(a) =al, (VLI6)

T(1) = 1.

Agora usa-se o limite assintotico da equagao (VI.14) quando n =0 e n = 1, a saber:

x? xt 20

) 22 (19!5)32 + 24 (2!)2]; 26 (31)2 +I7 (VL.17)
M) =5~ mmm T EmeE) - renay

Jo(l‘) =1-

Explicita-se a funcao Yy(x) = Ny(z), na equagao

+oo

No(z) = Yolz) = %[Jo(x)(ln (g) o)+ Z (D™ ”’Qm}, (VL18)

22m ()2

1
aqui ¢ ~ 0.57721566 é a constante de Euler e h,, é o somatorio, h,, = E -.

— ]

J=1

Findo estas consideracoes sobre a EDO de Bessel, considere novamente a solugao do
0

nosso problema original. Seja determinar ug quando d_p = 0, e ao substituir esta hipotése
r

na equagao (VI.10) tem-se

0,.2
(ar)?ul + }% =0, (VI.19)

e
w = Lo _ o (VI.20)

a?n* dwp’
como solugao particular. Finalmente, pelo que foi exposto acima, tem-se nossa solugao geral

do problema proposto neste apéndice, dada por:
ul(r) = o CiJo(ar) + CyNg(ar). (VI.21)
wp

Agora pelas condigoes de contorno do problema deve-se ter que u?(r = 0) ¢é finita, e como
na equagao (VI.18) temos uma singularidade em z = ar = 0, entdao Cy = 0. Agora como

deve-se ainda ter u?(r = R) = 0, entao

Do

0=—+C1Jo(aR VI1.22
Z.prr 1Jo(aR), ( )
e
Po 1
= - VI1.23
iwp Jo(aR) ( )

!Na verdade esta propriedade vale para qualquer o € R, s6 que assim perdemos o fatorial.
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Assim temos finalmente a solugdo de nossa fungao u?, com as condigoes de contorno ja

aplicadas:
Jo(ar)

WO(r) = 5)_2 [1 - e R)} . (V1.24)

Para enriquecer um pouco mais o problema, propoe-se o calculo da vazao. Como definido
na equagao (7.8), tem-se

Q= u-n dA, (VI.25)
area

aqui n é o vetor normal unitério a superficie. Como o campo de velocidade é oscilatorio
entdo a vazao sera da forma Q = Q" exp(iwt), e como a geometria do problema ¢ cilindrica,

o céalculo da vazao Q° serd dada simplismente por:

R
Q° = / u-nds= 27r/ ul(r)rdr. (VI.26)
area 0
E ao substituir a equagao (VI.24) na equacao (VI.26) tem-se,

R 2
0 _ po [, Jolar) _mR°po [ 2Ji(aR)
Q@ = | @{1 Jo<aR>}rd“ iwop [1 aR%(ozR)]’ (VL.21)

para obter a tltima igualdade na equagao (VI.27) usa-se a formula de recorréncia
/x”Jl,_l(x) dr = x"J,(x) + cte, (VI.28)

em que v € N e cte = constante. Agora ao usar as solugoes assintoticas dadas pela equagao
(VLI.17), tem-se que a expressao para (), é do tipo

—~ApR*7

1.2
i (VI.29)

Q=

que nada mais é que a lei de Poiseuille vista na equagao (7.9).
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