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Resumo 

 

O objetivo do trabalho é realizar uma análise crítica do modelo de Endo e 

Ishimoto, que é um modelo específico de fadiga para materiais naturalmente 

defeituosos submetidos a carregamentos multiaxiais, assim como propor uma 

versão modificada do Modelo das Curvas Modificadas de Wöhler (MWCM), 

modelo clássico de plano crítico, para estender a aplicação deste critério para 

estimativa do limite de resistência de fadiga multiaxial em materiais contendo 

pequenos defeitos. A avaliação da metodologia foi feita com base em dados de 

ensaios disponíveis na literatura envolvendo corpos de prova fabricados em aço 

S35C e SCM425, com defeitos superficiais inseridos artificialmente, submetidos 

a carregamentos axiais, torcionais e multiaxiais. Os resultados mostraram que a 

versão modificada do modelo MWCM foi capaz de prever o limite de fadiga para 

estes dados com bom nível de acurácia. Mais ainda, mostrou-se que o modelo 

de Endo e Ishimoto apresenta inconsistências mecânicas graves, uma vez que 

calcula tensões equivalentes em um instante de tempo e compara esta tensão 

com um limite de fadiga em tração que é um valor dado em amplitude. Também 

mostra-se que a extensão do critério para casos de histórias de tensão não 

proporcionais é de difícil implementação. 
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Abstract 

 

The objective of this working paper is to perform a critical analysis of the 

Endo and Ishimoto model, which is a specific fatigue model for naturally defective 

materials subjected to multiaxial loading, as well as, to propose a modified 

version of the Wöhler Modified Curves Model (MWCM) model critical plan in order 

to extend the application of this criterion to estimate the limit of resistance of 

multiaxial fatigue in materials containing small defects. The evaluation of the 

methodology was based on data from tests available in the literature, involving 

test pieces made of steel S35C and SCM425, with artificially inserted surface 

defects submitted to axial, torsional and multiaxial loads. The results showed that 

the modified version of the MWCM model was able to predict the fatigue limit for 

these data with a reasonable level of accuracy. Moreover, it has been shown that 

the Endo and Ishimoto model present severe mechanical inconsistencies, since 

it calculates equivalent stresses at an instant of time and compares this tension 

with a fatigue limit that is given value in amplitude. It is also shown that the 

extension of the criterion for cases of non-proportional tension histories is 

challenging to implement. 
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1 BREVE HISTÓRICO 

A presença de pequenos defeitos em materiais chamou muita atenção nos 

primeiros estudos de fadiga, quando a tecnologia de fabricação de aço ainda estava 

em estágio inicial. Naquela época, grandes inclusões ou poros não-metálicos eram 

facilmente encontrados nos materiais [1]. Por volta de 1950 e 1960, diversos 

pesquisadores [2-11] apresentaram estudos sobre defeitos e inclusões, à época 

nenhum modelo foi proposto de forma explícita. 

Subsequente a este período, Frost et al. [12-17], conduziram uma série de 

estudos considerando o efeito dos entalhes como descontinuidades estruturais ou 

trincas formadas pela fadiga. A abordagem adotada por Frost et al [12-17], à época, 

foi considerada inovadora porque, em sua avaliação da resistência à fadiga, a 

presença de defeitos era assumida. Frost [12] apresentou uma equação empírica na 

forma 𝜎𝑤𝑙 = 𝐶, em uma investigação da relação entre o limite de fadiga (𝜎𝑤) e metade 

do comprimento da trinca (𝑙).  

Com o progresso da tecnologia metalúrgica, a avaliação quantitativa dos efeitos 

de inclusões não-metálicas na resistência à fadiga tornou-se importante do ponto de 

vista da avaliação do material e do controle de qualidade dos produtos [18]. 

Em 1983, Murakami e Endo [19] propuseram um novo parâmetro geométrico 

para avaliar defeitos bidimensionais e tridimensionais baseado em observações 

microscópicas de propagação de trincas a partir de pequenos defeitos e analise de 

tensões tridimensionais. A partir dos resultados experimentais, foi sugeria adoção do 

parâmetro geométrico de um defeito (√𝑎𝑟𝑒𝑎)  ao invés da metade do comprimento de 

uma trinca bidimensional (𝑙), então a seguinte formulação empírica 𝜎𝑤√𝑎𝑟𝑒𝑎 = 𝐶, 

onde 𝜎𝑤 é o limite de fadiga de tração-compressão e √𝑎𝑟𝑒𝑎 representa o parâmetro 

geométrico do defeito. A forma de obtenção deste parâmetro será detalhada mais 

adiante.  

Em 1986, Murakami e Endo [20] revisaram o modelo anterior e propuseram 

uma equação, a partir de mais de 100 dados experimentais de diversos materiais, 

obtidos através de ensaios de tração-compressão, que permitia estimar o limite de 

fadiga para matérias com defeitos superficiais sem a necessidade de se realizar testes 

de fadiga, bastando saber a dureza do material (Dureza Vickers) e o parâmetro 

geométrico referente ao maior defeito admissível (√𝑎𝑟𝑒𝑎). 
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Em 1989, Murakami et al. [21] ampliaram seu estudo [20] e propuseram uma 

equação para prever o limite de fadiga considerando que o material possui defeitos 

tridimensionais internos. 

Os estudos de fadiga multiaxial tiveram suas primeiras contribuições por volta 

de 1920, quando Gough [22] realizou ensaios com carregamento combinado de flexão 

e torção. Motivados pelos trabalhos experimentais em fadiga multiaxial de Gough [22], 

Nishihara e Kawamoto [23], Sines e Crossland [24,25] propuseram os primeiros 

critérios de fadiga multiaxial baseados em invariantes do tensor tensão. Em 1959, 

Findley [26] propôs um critério de fadiga multiaxial baseado no conceito de plano 

crítico, que considera que a nucleação de trincas tem origem em determinados planos 

materiais onde as tensões cisalhantes e normais são mais severas. 

Entre 1970 e 1990, vários autores começaram a estudar o problema de fadiga 

multiaxial na presença de carregamentos fora de fase. Houve uma preocupação 

nessas pesquisas de entender o crescimento de trincas curtas bem como a direção 

de propagação dessas trincas. Em virtude desses estudos, vários modelos de plano 

crítico foram propostos, dentre os quais citamos os modelos de Brown e Miller [27], 

Matake [28], Socie [29], McDiarmid [30] e Susmel & Lazzarin [31]. 

Embora já houvesse diversos modelos de fadiga multiaxial, em 2003, Endo [32] 

propõe um novo modelo de limite de fadiga para materiais com defeitos superficiais 

baseado na máxima tensão principal ao qual o corpo é submetido. Para validar este 

critério, Endo [32] realizou testes de fadiga multiaxial em corpos de prova polidos e 

corpos de prova com defeitos superficiais, inseridos artificialmente. Foi relatado bons 

resultados entre os valores previstos pelo modelo e os resultados experimentais 

Em 2006, Endo e Ishimoto [33], propõem uma extensão do critério de fadiga 

multiaxial para materiais com defeitos superficiais apresentado Endo [32]. Neste 

trabalho, Endo e Ishimoto [33] consideram que as tensões nominas de tração e torção 

possuem comportamento senoidal e introduzem um novo conceito de plano crítico 

baseado na máxima tensão principal. Seguindo esta nova proposta, a avaliação 

experimental do limite de fadiga em corpos de prova com defeitos superficiais, 

submetidos a carregamentos multiaxiais em fase e fora de fase apresentam bons 

resultados com o modelo proposto. 

Em 2014, Endo e Yanase [34], baseado em Murakami e Endo [20], no modelo 

de fadiga multiaxial proposto por Endo e Ishimoto [33], propuseram uma equação 
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simples e razoavelmente precisa para avaliar o limite de fadiga de materiais com 

defeitos superficiais submetidos a carregamentos de tração, torção ou multiaxiais. O 

objeto desta nova proposta é permitir estimar a tensão limite de fadiga de um corpo 

de prova sem a necessidade de executar ensaios, que muitas vezes são demorados 

e/ou possuem custo elevado.  

A proposta de um modelo de plano crítico baseado na máxima tensão principal, 

apresentado por Endo e Ishimoto [33], chama atenção, uma vez ele se baseia na 

máxima tensão principal em dado instante, e que à época, já existiam diversos 

modelos para definir planos críticos [26-31]. O modelo MWCM [31], têm sido bastante 

utilizado no Grupo de Fadiga, Fratura e Materiais da Universidade de Brasília e tem 

mostrado bons resultados quando associados a ao MRH para cálculo da amplitude de 

tensão. 

Uma contribuição deste trabalho será avaliar os resultados experimentais 

apresentado por Endo e Yanase [34] e tentar utilizar e modificar um modelo de fadiga 

multiaxial mais tradicional para que ele possa ser utilizado no contexto de fadiga 

multiaxial de materiais com defeitos superficiais. 
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2 INTRODUÇÃO E OBJETIVOS 

No brasil, as usinas termelétricas ocupam o segundo lugar na capacidade de 

geração elétrica, com 39 mil MW, representam 28,1% da capacidade de geração do 

país.  A principal fonte de energia elétrica é a hidráulica [35]. 

Uma usina termelétrica é uma instalação na qual a energia química, contida em 

combustíveis fósseis (sólidos, líquidos ou gasosos) é convertida em energia elétrica. 

A produção de energia elétrica é feita com uso de geradores acoplados às máquinas 

térmicas (motores ou turbinas), as quais obtêm a energia mecânica para movimentá-

los a partir da combustão de uma fonte de calor, que pode ser carvão mineral, óleo 

combustível, gás natural, resíduos industriais, biomassa entre outros. 

As termelétricas, ao contrário das hidrelétricas, podem ser construídas em 

locais próximos às regiões de consumo e possuem instalações pequenas. Entretanto, 

o custo final de energia nas termelétricas é maior que o custo final de energia nas 

hidrelétricas, já que as termelétricas necessitam de um combustível para funcionar. 

Devido ao seu princípio de funcionamento, a energia advinda das termelétricas é 

responsável pela geração do efeito estufa e aumento do aquecimento global. 

 

Figura 2.1 – Usina termelétrica [36]. 

No Brasil, as termelétricas são geradoras complementares às hidrelétricas. Sua 

importância está na diversificação de fontes geradoras de energia, atuando 

principalmente para complementar a demanda em horários de pico e em minimizar o 

risco de falta de energia em caso de uma crise hídrica. 

O virabrequim é um componente essencial dos geradores que compõem o 

sistema de produção de energia de uma termelétrica (Figura 2.1). Também conhecido 

como árvore de manivela, o virabrequim é o eixo central do motor e é responsável em 

receber a força dos pistões e transforma-la em torque e rotação.  Em motores de 
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geradores de termelétricas os virabrequins podem chegar a medir quase sete metros 

e a pesar aproximadamente de seis mil kg. 

 

 

Figura 2.2 – Virabrequim [37]. 

 

Um fabricante recentemente relatou a falha do virabrequim de um gerador, 

sendo que este virabrequim, havia sido projetado para ter vida infinita. Na tabela 1.1 

é apresentado um resumo de falhas em três virabrequins distintos. O custo estimado 

apenas da reposição da peça é de seiscentos mil euros, além dos custos gerados com 

o equipamento fora de operação, cuja capacidade de produção de energia é de 8,5 

MW. 

Tabela 2.1 – Resumo de falhas em três virabrequins distintos [particular] 

 

No processo de dimensionamento dos virabrequins os recursos 

computacionais são ferramentas indispensáveis, projetistas usam programas de 

elementos finitos para simular os esforços aplicados na peça e otimizar (reduzir) seu 

comprimento e peso, mantendo níveis confiáveis de operação e uma vida segura em 

relação à fadiga, sendo esta a causa mais comum de falhas em metais. 

Um projeto de fadiga de uma peça metálica está diretamente ligado ao seu 

processo de fabricação. Projetistas devem relacionar a resistência à fadiga da peça 

com o máximo tamanho de um defeito permitido, gerado no processo de fabricação. 

Para realizar essa otimização, é necessário um critério que leve em conta a influência 

de defeito na resistência à fadiga. 
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O objetivo deste trabalho é avaliar quantitativamente e qualitativamente a 

metodologia de previsão de limite de fadiga para materiais naturalmente defeituosos 

submetidos a estados multiaxiais de tensão proposta por Endo e Ishimoto [33]. Este 

modelo leva em conta a área do defeito, a dureza do material e o tipo de carregamento 

a qual o corpo é submetido, para conduzir a estimativa da condição limite de fadiga 

para estes tipos de materiais. Também é objetivo fundamental deste trabalho tentar 

estender o uso de um modelo de fadiga multiaxial baseado na abordagem de plano 

crítico para estimar as condições limite de fadiga para materiais com defeitos 

superficiais. Este modelo, qual seja, o Modelo das Curvas Modificadas de Wöhler [38] 

mostrou ótimas estimativas de resistência a fadiga no contexto multiaxial para corpos 

com ou sem entalhe [39-40]. Entretanto, como ficou claro no breve histórico 

apresentado anteriormente, parece não haver tentativas de aplicar ou modificar este 

modelo (ou outros modelos de plano crítico) para o contexto de fadiga multiaxial de 

corpos/materiais naturalmente defeituosos. 
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3 TEORIA BASICA DE FADIGA DE METAIS  

3.1 Fadiga 

O termo “fadiga” é usado para caracterizar um tipo de falha que ocorre em 

estruturas que estão sujeitas a tensões dinâmicas e oscilantes. O estudo da fadiga é 

importante no sentido em que ela é a maior causa individual de falhas nos metais, 

representando aproximadamente 90% de todas as falhas [41]. 

A ASTM (American Society for Testing and Materials) em sua norma ASTM STP 

E1823 [42], define que: “Fadiga é um processo de alteração estrutural permanente, 

progressivo e localizado, que ocorre em um material sujeito a condições que 

produzem tensões ou deformações cíclicas em um ponto ou em vários pontos, e que 

pode culminar em trincas ou em uma fratura completa após um número suficiente de 

variações de carga”. 

3.2 Mecanismos de fadiga 

3.2.1 Processo de iniciação de trinca 

O processo de fadiga pode ocasionar a ruptura de uma peça submetida a 

tensões cíclicas. A falha por fadiga está associada a tensões cisalhantes e a 

deformações plásticas. Este processo pode ser separado em três etapas distintas 

(Figura 3.1): nucleação da trinca, propagação da trinca e ruptura final. 

 

 

 

 

 

 

Figura 3.1 – Representação das fases do processo de fadiga. 

 

O período de iniciação da trinca é caracterizado pela nucleação da trinca, isto 

é, o surgimento de fissuras microscópicas que não podem ser observadas a olho nu. 

As trincas surgem em regiões de alta concentração de tensão, nos defeitos 

superficiais e internos, falhas na metalurgia e contorno de grão.  

Em seguida, observa-se uma propagação da trinca. O formato da ponta da 

trinca atua como um concentrador de tensão, que junto com um carregamento de 

Vida em Fadiga 

Nucleação 
Crescimento 

Microscópico 

Crescimento 

Macroscópico 
Ruptura final 

Período de Iniciação Período de Propagação 
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esforços cíclicos resulta em uma elevação dos valores locais de tensão, causando 

uma deformação plástica na região.  

Segundo Garcia [43], a trinca em fadiga avança de sobre carregamento cíclico, 

e a cada novo ciclo de tensão ou etapa de abertura ou fechamento, deixa na 

macroestrutura da superfície de fratura estrias de fadiga. Essas marcas apresentam-

se curvadas em relação à origem da falha, permitindo desta forma, investigações que 

conduzam à identificação do ponto de origem do processo de fratura. 

Na Figura 3.2 é possível observar as marcas de praia. As bandas mais claras 

representam uma programação basicamente plana, já as mais escuras uma 

propagação tortuosa, rugosa (caracterizada por níveis de tensão mais elevados). 

 

 

 

Figura 3.2 – Aparência típica da superfície onde ocorreu fratura por fadiga [44]. 

 

A última etapa é conhecida como ruptura final, que é uma falha catastrófica. Esta 

ocorre quando o limite de tenacidade à fratura ou valor crítico do comprimento da 

trinca é atingido. Na figura 3.2 é possível observar as etapas dos processos de fratura, 

o início da trinca, a propagação da trinca (marcas de praia) e a região da ruptura final. 

3.2.2 Método Tensão-Vida (S-N) 

O método tensão-vida (S-N) foi desenvolvida por Wöhler em 1850 e é baseada 

em uma abordagem de projeto para vida segura, cujo objetivo é estimar a vida de um 

componente submetido a tensões variáveis, estabelecendo uma relação com o 

número de ciclos e dessa maneira obter valores para vida segura e vida infinita. Esta 

abordagem utiliza as tensões nominais na região do componente em análise. 
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Basquin [45], em 1910, propôs uma formulação matemática que relaciona a 

tensão alternada (𝜎𝑎)  com o número de ciclos de fadiga (𝑁𝑓), descrita por um modelo 

linear, em escala log-log, para os casos em que os dados de fadiga são provenientes 

de amostras aleatórias: 

𝜎𝑎 = 𝐴𝑁𝑓
𝑏  3.1 

onde A é o coeficiente de resistência a fadiga e b o expoente de resistência a fadiga. 

Na tabela 3.1 é apresentado as equações para um carregamento cíclico.  

 

Tabela 3.1 – Definições de carregamentos cíclicos com amplitude constante 

Representação Gráfica 𝜎𝑎 =
𝜎𝑚𝑎𝑥 − 𝜎𝑚𝑖𝑛

2
 Tensão alternada 

 

𝜎𝑚 =
𝜎𝑚𝑎𝑥 + 𝜎𝑚𝑖𝑛

2
 Tensão média 

∆𝜎 = 𝜎𝑚𝑎𝑥 − 𝜎𝑚𝑖𝑛 Amplitude de tensão 

𝑅 =
𝜎𝑚𝑖𝑛

𝜎𝑚𝑎𝑥
 Razão de carregamento 
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4 FADIGA MULTIAXIAL E ABORDAGEM DE PLANO 

CRÍTICO 

Na vida real, peças e estruturas estão sujeitas a combinação de forças ou 

carregamentos que podem resultar na combinação de tração ou compressão, torção 

e flexão, esta combinação é denominada de carregamento multiaxial. Quando estes 

carregamentos variam com o tempo trincas de fadiga podem surgir associadas a esta 

história multiaxial de tensão, fenômeno denominado de fadiga multiaxial. Existem 

diferentes abordagens para modelagem do problema da fadiga multiaxial em regime 

de alto número de ciclos, entre elas, pode-se citar como as mais importantes as 

abordagens da tensão/deformação equivalente [24,25], métodos de energia [47-49] e 

critérios de plano crítico [38,50,51]. 

Os modelos de plano crítico têm um forte apelo físico devido sua capacidade 

de não apenas estimar com boa acuracidade a vida/resistência em fadiga multiaxial, 

mas também de prever o plano material onde se dará o processo de iniciação da trinca 

[52]. Por este motivo, neste trabalho dar-se-á ênfase aos modelos de plano crítico, 

como estes modelos requerem a pesquisa por componentes de tensão em diversos 

planos materiais em um mesmo estado de tensão, o capítulo terá início com a 

apresentação do Teorema de Cauchy antes de introduzir-se alguns dos principais 

modelos multiaxiais disponíveis na literatura. 

4.1 Teorema de Cauchy 

Seja 𝜎(𝑡) o tensor tensão num instante de tempo t, em um ponto material de 

um componente mecânico submetido a uma história de carreamento periódica. 

Segundo o Teorema de Cauchy, o vetor tensão t(t) em um plano material definido pelo 

vetor unitário n, normal ao plano, segue a seguinte relação: 

𝒕(𝑡) = 𝝈(𝑡)𝒏  4.1 

 Decompondo o vetor tensão em um vetor normal ao plano, 𝒕𝑛(𝑡), vetor tensão 

normal, e um vetor tangente ao plano, 𝝉(𝑡), vetor tensão cisalhante: 

𝒕(𝑡) = 𝝉(𝑡) + 𝒕𝑛(𝑡)  4.2 

onde: 
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𝝉(𝑡) = 𝝈(𝑡)𝒏 − (𝝈(𝑡)𝒏 ∙ 𝒏)𝒏  4.3 

𝒕𝑛(𝑡) = 𝜎𝑛(𝑡) 𝒏  4.4 

𝜎𝑛(𝑡) = 𝝈(𝑡)𝒏 ∙ 𝒏  4.5 

A figura 4.1 representa a decomposição do vetor tensão 𝒕(𝑡). 𝜎𝑛(𝑡) é o tensor 

normal. O vetor tensão normal varia sua magnitude ao longo do tempo sem variar sua 

magnitude através de uma história de carregamento, sua amplitude e média são 

definidas como: 

𝜎𝑛𝑎 =
1

2
(max 𝜎𝑛(𝑡) − m𝑖𝑛 𝜎𝑛(𝑡))  4.6 

𝜎𝑛𝑚 =
1

2
(max 𝜎𝑛(𝑡) + m𝑖𝑛 𝜎𝑛(𝑡))   4.7 

O vetor tensão cisalhante muda tanto sua direção quanto sua magnitude ao 

logo do tempo. Como consequência, surgiram inúmeras formas de definir sua 

amplitude e magnitude. 

Tendo em vista a formulação de modelos de fadiga baseados no conceito de 

plano crítico, será adotado o sistema de coordenadas (𝑒𝑎, 𝑒𝑏 , 𝑛) representados na 

figura 4.2. O vetor unitário 𝑒𝑎é paralelo ao plano xy e o vetor 𝑒𝑏 possui mesma direção 

do eixo z. Desta forma, o vetor tensão cisalhante pode ser decomposto da seguinte 

forma: 

𝜏(𝑡) = 𝜏𝑎(𝑡)𝑒𝑎 + 𝜏𝑏(𝑡)𝑒𝑏  4.8 

 

 

Figura 4.1 – Decomposição do vetor tensão em componentes normal e tangente ao 
plano material [53]. 

Os componentes da tensão cisalhante ao longo das direções 𝑎 e 𝑏 são obtidos 

pelas seguintes relações: 
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𝜏𝑎(𝑡) = 𝒕(𝑡) ∙ 𝑒𝑎 = 𝜎(𝑡)𝑛 ∙ 𝑒𝑎  4.9 

𝜏𝑏(𝑡) = 𝒕(𝑡) ∙ 𝑒𝑏 = 𝜎(𝑡)𝑛 ∙ 𝑒𝑏  4.10 

 

Figura 4.2 – Sistema e coordenadas [53]. 

 

As notação apresentadas nas equações 4.9 e 4.10 são baseadas na 

terminologia criada por Brown e Miller [53] para descrição do modo de crescimento de 

trincas na superfície de um componente mecânico. As tensões cisalhantes que atuam 

na direção 𝑎 são responsáveis por propagar a trinca ao logo da superfície e as tensões 

cisalhantes na direção 𝑏 são responsáveis por governar o crescimento da trinca para 

dentro da superfície 

 

 

Figura 4.3 – Modelos de crescimentos de trincas [53]. 
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Na prática, para determinar 𝜎𝑛(𝑡), 𝜏𝑎(𝑡) e 𝜏𝑏(𝑡), é comum descrever os vetores 

(𝑒𝑎, 𝑒𝑏 , 𝑛) em função de coordenadas esféricas 𝜃 e 𝜙: 

𝑛 = (

sin 𝜙 cos 𝜃
sin 𝜙 cos 𝜃

cos 𝜙
)    4.11 

𝑒𝐴 = (
−sin 𝜃
cos 𝜃

0
)    4.12 

𝑒𝐵 = (

−𝑐𝑜𝑠 𝜙 cos 𝜃
−𝑐𝑜𝑠 𝜙 𝑠𝑖𝑛 𝜃

sin 𝜙
)  4.13 

O ângulo 𝜃 fornece a orientação do plano de crescimento da trinca em relação 

ao eixo x e o ângulo 𝜙 representa o ângulo com que a trinca penetra na superfície. 

 

4.2 Carregamento Multiaxial 

Na literatura, comumente, o limite de resistência a fadiga é definido com base 

em carregamentos uniaxiais, este conceito de fadiga uniaxial pode ser estendido para 

prever a vida em fadiga em carregamentos multiaxiais. Os critérios de fadiga multiaxial 

surgiram devido a necessidade de se verificar o tempo de vida de um elemento 

mecânico submetido a carregamento combinado a partir dos dados de carregamento 

uniaxial. 

Quando um ponto material é submetido a uma história de tensões, pode ocorrer 

níveis de amplitudes de tensão maiores ou menores em distintos planos de corte, 

havendo ao menos um plano onde esse nível de tensão será maior e será responsável 

por gerar o dano por fadiga. Esse plano é denominado Plano Crítico. 

A metodologia do plano crítico é geralmente a mais apropriada para avaliação 

de fadiga multiaxial, pois a mesma reflete a direção natural de propagação da trinca. 

Araujo et al [54] demonstram a capacidade desta metodologia prever a tensão de 

fadiga em materiais metálicos. Na literatura há diferentes critérios para definir o plano 

crítico em propagação de trincas: Critérios de Fatemi-Socie (FS) [50], Critério de 

Findley [26], Modelo de Susmel & Lazzarin (MWCM) [31] e Critério de Smith-Watson-

Topper (SWT) [51].  

Do ponto de vista conceitual, há algumas abordagens que definem o plano 

crítico como aquele onde 𝜏𝑎 é máximo, enquanto outras abordagens definem o plano 

crítico como a combinação mais severa de 𝜏𝑎 e 𝜎𝑛,𝑚𝑎𝑥. A seguir é apresentada uma 
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revisão de três modelos mais utilizados para predição do limite de fadiga baseados no 

conceito de plano crítico: 

4.2.1 Critério Smith-Watson-Topper (SWT) 

O critério Smith-Watson-Topper (SWT) [51] foi desenvolvido considerando a 

tensão média sobre carregamento uniaxial, para determinadas condições de 

carregamento e materiais, onde a propagação de trincas ocorre devido a tensões 

normais. A versão SWT para fadiga multiaxial pode ser expressa por: 

𝑆𝑊𝑇 = √𝜎𝑛,𝑎𝜎𝑛,𝑚𝑎𝑥 4.14 

Onde 𝜎𝑛,𝑎 é a amplitude de tensão normal e 𝜎𝑛,𝑚𝑎𝑥 é a máxima tensão normal 

aplicada em carregamentos cíclicos. O plano crítico é definido como o plano material 

onde o valor de SWT é máximo. De acordo com Chu [55] esse procedimento é o 

correto, pois a tensão normal máxima afeta o dano por fadiga em todos os planos 

materiais do corpo. 

4.2.2 Critéro Fatemi e Socie (FS) 

Fatemi e Socie [50] desenvolveram um modelo de fadiga onde a tensão de 

cisalhamento é o mecanismo de fadiga. Esta proposta é válida para fadiga de alto 

ciclo, quando a deformação plástica é muito pequena e pode ser escrita como: 

𝐹𝑆 = 𝜏𝑎(1 + 𝑘𝐹𝑆
𝜎𝑛,𝑚𝑎𝑥

𝜎𝑦
) 4.15 

Onde 𝜏𝑎 é a amplitude de tensão cisalhante, 𝜎𝑛,𝑚𝑎𝑥 é a tensão normal máxima 

em um carregamento cíclico, 𝑘𝐹𝑆 é uma constante do material e 𝜎𝑦é a tensão de 

ruptura. Assim como no critério SWT o plano crítico para Fatemi-Socie, é definido 

como o plano onde os parâmetros de fadiga são máximos. 

4.2.3 Método da Curva de Wöhler Modificado (MWCM) 

 

O Método da Curva de Wöhler Modificado (MWCM), proposto por Susmel & 

Lazzarin [31], para fadiga de alto ciclo é definido pela seguinte equação: 

𝜆 ≥ 𝜏𝑎 + 𝑘 
𝜎𝑛,𝑚𝑎𝑥

𝜏𝑎
  4.16 

onde 𝜏𝑎 é a máxima amplitude de cisalhamento, 𝜎𝑛,𝑚𝑎𝑥 é a tensão normal máxima em 

um plano crítico e os parâmetros materiais 𝑘 e 𝜆 podem ser obtidos a partir dos limites 

de fadiga  axial (𝑓−1) e de torção (𝑡−1), sendo representado pelas seguintes equações: 
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𝜆 = 𝑡−1       𝑘 =
2𝑡−1−𝑓−1

2
  4.17 

O plano crítico é definido da seguinte forma: primeiro deve-se selecionar os 

planos onde ocorre a máxima amplitude de tensão cisalhante, dentre estes planos 

deve-se escolher o plano onde é verificada a máxima tensão normal. 

Este critério estabelece um fator referente a um grau de multiaxialidade da 

tensão para um determinado ponto material, expresso por meio da razão 𝜌 no plano 

crítico. Em ensaios multiaxiais cíclicos, o plano onde for observado a maior amplitude 

da tensão cisalhante será considerado um plano crítico, havendo maior possibilidade 

de se observar o início de uma trinca, a razão 𝜌 é definida por: 

𝜌 =
𝜎𝑛,𝑚𝑎𝑥

𝜏𝑎
 (𝜙𝑐, 𝜃𝑐)    4.18 

Onde (𝜙𝑐, 𝜃𝑐) representa a localização do plano crítico em coordenadas esféricas. A 

amplitude de tensão cisalhante, apresentada na equação 3.18, deve ser obtida por 

meio de um algoritmo, enquanto que o máximo valor da tensão normal é usado para 

levar em consideração a influência da tensão média na resistência a fadiga [56]. 

 

4.3 Validação de um critério de fadiga multiaxial 

Para validar um critério de fadiga multiaxial é estabelecido um índice de erro, 

que relaciona o desvio entre a previsão de ocorrência de falha por um critério de fadiga 

e a situação limiar fornecida pelos dados experimentais. 

O índice de erro (IE%) é definido por: 

𝐼𝐸% =
max(𝜏𝑎+𝑘𝜎𝑛,𝑚𝑎𝑥)−𝜆

𝜆
. 100  4.19 

Os parâmetros 𝑘 e 𝜆 são parâmetros materiais e podem ser obtidos a partir dos 

ensaios de fadiga em flexão (ou axial) e torção completamente alternados. 

Segundo este índice, quando 𝐼𝐸% = 0, maior será a acurácia, ou seja, o modelo 

está prevendo corretamente quando a falha ocorrerá. Quando 𝐼𝐸% > 0, o modelo é 

conservativo, isto é, ele prevê a falha quando na verdade ela não ocorrerá. Quando 

𝐼𝐸% < 0%, o modelo é chamado de não conservativo, isto é, o limite ainda não foi 

alcançado, e em tese, pode-se aumentar o carregamento ou minimizar as dimensões 

do equipamento. 
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4.4 Definição de amplitude de tensão cisalhante 

Nos modelos propostos anteriormente, durante um ciclo de carregamento, a 

tensão normal que age em um plano material não muda de direção, ela permanece 

perpendicular ao plano, independentemente se o carregamento é em fase ou não. 

Para determinar a amplitude, o valor médio ou o valor máximo da tensão normal, basta 

considerar o seu valor algébrico, pois a variação em função do tempo é uma grandeza 

escalar. 

Para calcular os parâmetros o Método da Curva de Wöhler Modificado, é 

preciso determinar a amplitude do vetor tensão cisalhante (𝜏𝑎) em um plano material. 

A tensão tangencial projetada no plano em função do tempo varia em magnitude, 

direção e sentido. Por este fato, avaliar a amplitude da tensão cisalhante (𝜏𝑎) é um 

problema complexo. 

O método da mínima circunferência circunscrita é o mais utilizado para 

determinar a história da tensão cisalhante. Uma desvantagem bem conhecida do 

método do círculo mínimo circunscrito é que ele não distingue as histórias de 

carregamento da tensão de cisalhamento com o mesmo raio de círculo mínimo 

circunscrito [53]. Um método alternativo ao Método da Mínima Circunferência 

Circunscrita proposto por Araújo et al [57] propõe determinar a amplitude de tensão 

cisalhante baseada no máximo retângulo circunscrito. Existem o critério da Maior 

Projeção [57] e o Método da maior corda [58,59], que serão apresentados a seguir. 

4.4.1 Critério da maior projeção 

Idealizado por Grubisic e Simbürger [60], o método consiste em projetar a 

história de tensões cisalhantes formada pela curva fechada Ψ em segmentos de reta 

sobre o plano de corte Δ tendo sua origem no ponto O sobre este plano. 
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Figura 4.4 – Definição de Amplitude da tensão cisalhante e valor médio de acordo 
com o método da maior projeção [56]. 

A amplitude da tensão cisalhante corresponde à metade da medida do maior 

segmento de todas as projeções de Ψ  sobre o plano Δ e a tensão média é definida 

pelo módulo do vetor que parte da origem O até o ponto médio da maior projeção. 

Segundo Dantas [56] este método não é adequado para todos os tipos de 

histórias de tensão e segundo [61], existem situações onde esta proposta leva a 

resultados ambíguos. 

4.5 Método da maior corda 

Proposto por Lemaitre e Chaboche [58] e Fuchs e Stephens [59], este método 

consiste em obter o maior seguimento entre dois pontos pertencentes à curva Ψ. A 

metade do comprimento da maior corda será igual a amplitude de tensão cisalhante 

equivalente atuando no plano Δ e o valor da tensão cisalhante média corresponde ao 

vetor que liga o ponto O ao ponto médio M da maior corda. 

Segundo Tarcilo [62], apesar do critério da máxima corda apresentar uma 

aparente melhoria quanto ao critério da maior projeção, o método da maior corda pode 

conduzir à resultados com mais de uma solução, criando um novo problema, qual 

corda escolher. 

 

 

Figura 4.5 – Definição da amplitude da tensão media cisalhante e valor médio de 
acordo com o método da maior corda [56]. 
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Figura 4.6 – Inconsistência na representação da tensão cisalhante média para o 
método da máxima corda [62]. 

 

Considerando uma carga de fadiga cujo resultado no plano ∆ forme um caminho 

triangular, conforme Figura 4.6. O triângulo ABC possui dois de seus lados iguais 

AB=AC, resultando em duas cordas de mesmo comprimento. O cálculo da tensão 

cisalhante equivalente possui duas soluções: . Os valores serão 

idênticos, porém é necessário escolher qual das duas cordas será usada para calcular 

a tensão cisalhante média, já que as duas se encontram em diferentes posições sobre 

o plano ∆. Observando a figura 3.6, nota-se que a distância do ponto “O” aos pontos 

médios M e M’ são diferentes e resultando em dois valores distintos para . 

4.6  Método do mínimo círculo circunscrito 

Proposto por Dang Van [63] estabelece que a amplitude de tensão cisalhante 

(𝜏𝑎) no plano Δ é representada pelo raio R de menor circunferência que contem a 

história de carregamento cisalhante Ψ e que a tensão cisalhante média é igual a 

magnitude do vetor que liga o ponto O com o centro da circunferência. O algoritmo do 

mínimo círculo circunscrito é apresentado no ANEXO A. 

 

Figura 4.7 – Tensão cisalhante equivalente e a menor circunferência circunscrita 
[62]. 

 

2 2a AB AC ==

m
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Figura 4.8 – Procedimento esquemático ilustrando o método de busca da mínima 
circunferência como proposto por Dang Van [63].   
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4.6.1 Método do Maior Retângulo Circunscrito 

O Método do Maior Retângulo Circunscrito, proposto por Mamiya et al [64], 

utiliza o maior retângulo como alternativa capaz de calcular 𝜏𝑎 para diferentes tipos de 

carregamentos. A história do vetor tensão projetado no plano de corte oriundo de 

carregamentos quaisquer e uma forma simplificada apenas para carregamentos 

proporcionais e não proporcionais em fase e fora de fase, síncronos. 

Esta proposta considera que apenas os estados de tensão pertencentes ao 

contorno de uma curva fechada são relevantes para caracterizar o “tamanho” da 

história de tensões cisalhantes no plano crítico.  

 

Figura 4.9 – Retângulo circunscrevendo a projeção da história de tensões com 

as faces tangentes em 𝑝𝑖 e 𝑞𝑖, 𝑖 = 1,2 [56]. 

 
O retângulo é tangente à história de tensões nos pontos: 

pi(φ) = p(t∗) ∈ τ; arg(max τi (φ, t)), i = 1,2  4.20 

qi(φ) = q(t∗) ∈ τ; arg(min τi (φ, t)), i = 1,2  4.21 

Pertencentes ao contorno 𝜕𝜏, onde 𝜏𝑖(𝜑, 𝑡), i=1,2 representa a i-ésima 

componente da tensão cisalhante 𝜏 projetada no plano de corte no instante 𝑡, descrita 

em termo de uma base com orientação 𝜑. 

Considerando-se todas as possíveis orientações 𝜑 do retângulo, recupera-se 

por meio da identificação de todos os pontos 𝑝𝑖(𝜑) e 𝑞𝑖(𝜑) correspondentes, o 

contorno  𝜕𝜏 da curva poligonal de m vértices. Assim, estabelece-se uma relação direta 

entre a curva poligonal e os retângulos que o circunscrevem. 
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Para cada orientação 𝜑 do retângulo, define-se a amplitude da i-ésima 

componente 𝑎𝑖(𝜑) da história de tensões cisalhantes (metade dos lados do retângulo) 

como: 

ai(φ) =
1

2
[maxτi(φ, t) − minτi(φ, t)] 1 = 1,2   4.22 

e a amplitude da tensão cisalhante é definida como: 

τa = max√a1
2(φ) + a2

2(φ)  4.23 

Deve-se observar que para carregamentos multiaxiais senoidais, em fase e fora 

de fase, mas síncronos, há uma invariância do retângulo, ou seja, a medida de 𝜏𝑎 

obtida pela avaliação da equação 4.23 é sempre a mesma para qualquer rotação 𝜑 

do retângulo, então: 

τa = √a1
2 + a2

2  4.24 

 onde 𝑎𝑖, i=1,2 são as amplitudes dos componentes 𝜏 (𝑡) definidas na equação 3.21.  

A figura 4.10 ilustra o cálculo de a1 e a2 para um carregamento não proporcional 

síncrono, mas, fora de fase. 

 

Figura 4.10 – Amplitude das componentes 𝜏𝑖(𝑡) para uma história de carregamentos 
não propor- cional, fora de fase e síncrona [56]. 

O algoritmo do Maior Retângulo Circunscrito apresentado no ANEXO A, 

sintetiza o cálculo da amplitude cisalhante para um período de uma história de 

tensões, considerando-se as discretizações desses planos fornecidos por 𝜃𝑖 e 𝜙𝑗 e as 

orientações do retângulo 𝜑𝑖 que circunscrevem a história de tensões projetada nos 

planos de corte [56].   
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5 CONCEITO √𝒂𝒓𝒆𝒂 

5.1 Introdução à mecânica da fratura linear e elástica 

Em 1920, Griffith [65] estudou a propagação de trincas em vidro e cerâmicas e 

propôs uma abordagem do balanço de energia (strain energy release rate) onde foi 

possível estimar a tensão necessária a ser aplicada em um corpo para iniciar a 

propagação de uma trinca. Em 1957, G. R. Irwin [66] desenvolveu a teoria para 

materiais frágeis e mostrou que as tensões na ponta da trinca podem ser 

representadas pela equação: 

𝜎 =
𝐾

√2 𝜋 𝑟
 𝑓(𝜃)  5.1 

Onde K é o fator intensificador de tensão, r e 𝜃 são as coordenadas polares da 

localização de um ponto em relação a ponta da trinca, 𝑓 (𝜃) é a função adimensional 

de 𝜃, cujo módulo varia entre 0 e 1. 

O fator intensificador de tensão (K) caracteriza a magnitude (intensidade) das 

tensões na ponta de uma trinca, estabilidade, considerando o modelo linear elástico e 

um material isotrópico. 

Existem três modos de carregamento que podem ser aplicados em um corpo, 

de forma única ou como uma combinação de modos, figura 5.1. O modo I é chamado 

de abertura, consiste no distanciamento de duas faces da trinca, é causado por cargas 

de tensionamento, sendo este o mais comum nos problemas de engenharia. No Modo 

II há movimento na direção normal da borda da trinca (cisalhamento), no Modo III há 

movimento paralelo a borda da trinca (rasgamento), em ambos casos o movimento é 

relativo entre as faces da trinca. Para cada Modo existe um fator intensificador de 

tensão: 𝐾𝐼 , 𝐾𝐼𝐼 e 𝐾𝐼𝐼𝐼. 
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Figura 5.1 – Sistema de coordenadas tridimensional na borda da trinca [28]. 

 

 

Figura 5.2 - Os modos básicos de propagação de trincas [67]. 

Em 1939, Westergaard [68] se baseou no modelo da taxa de liberação de 

energia, proposta por Griffith e definiu o campo de tensão na vizinhança a frente da 

trinca. No carregamento Modo I as tensões próximas a ponta da trinca são 

representadas pelas seguintes equações: 

𝜎𝑥 =
𝐾𝐼

√2𝜋𝑟
cos

𝜃

2
(1 − sin

𝜃

2
sin

3𝜃

2
) + ⋯        5.2 

𝜎𝑦 =
𝐾𝐼

√2𝜋𝑟
cos

𝜃

2
(1 + sin

𝜃

2
sin

3𝜃

2
)  + ⋯       5.3 

𝜏𝑥𝑦 =
𝐾𝐼

√2𝜋𝑟
sen

𝜃

2
cos

𝜃

2
cos

3𝜃

2
+ ⋯         5.4 

𝜏𝑥𝑧 = 𝜏𝑦𝑧 = 0            5.5 

𝜎𝑧 = 0 (Estado Plano de Tensões)        5.6 

𝜎𝑧 = 𝜈 (𝜎𝑥 + 𝜎𝑦) (Estado Plano de Deformações)         5.7 

O fator de intensidade de tensão (𝐾) controla a magnitude de tensão na 

vizinhança da ponta da trinca. No Modo I, tem-se: 

Modo I Modo II Modo III 
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𝐾𝐼 = 𝜎√𝜋𝑎           5.8 

onde 𝜎 é a tensão remota calculada a partir da seção transversal sem trinca e 𝑎 é o 

tamanho da trinca. 

Substituindo a equação 4.8 e avaliando apenas o 1º termo das equações: 4.2, 

4.3 e 4.4, obtém-se: 

𝜎𝑥 =
𝜎√𝜋𝑎

√2𝜋𝑟
cos

𝜃

2
(1 − sin

𝜃

2
sin

3𝜃

2
)   5.9 

𝜎𝑦 =
𝜎√𝜋𝑎

√2𝜋𝑟
cos

𝜃

2
(1 + sin

𝜃

2
sin

3𝜃

2
)   5.10 

𝜏𝑥𝑦 =
𝜎√𝜋𝑎

√2𝜋𝑟
sen

𝜃

2
cos

𝜃

2
cos

3𝜃

2
   5.11 

 

Considerações para o uso de K: 

I. As equações 5.9, 5.10 e 5.11 são válidas apenas para r<<a, pois foi avaliado 

apenas o 1º termo da expansão em série; 

II. Haverá plasticidade na ponta da trinca, para r=0 as tensões → ∞. Esta solução 

é válida apenas em condições de plasticidade de pequena escala na ponta da 

trinca. 

III. Em casos práticos, onde o corpo é finito, as expressões para o cálculo de K 

devem ser acrescidas de fatores geométricos (F): 

𝐾𝐼 = 𝐹 𝜎√𝜋𝑎  5.12 

F é função da geometria do componente trincado e do modo de carregamento. 

O crescimento do comprimento de uma trinca (∆𝑎) está relacionado com o 

número de ciclos (∆𝑁) ao qual o corpo é submetido, esta taxa de crescimento é 

calculada como ∆𝑎/∆𝑁, ou para pequenos intervalos: 𝑑𝑎/𝑑𝑁. A variação da tensão 

atuante (∆𝜎)  resulta na variação do fator intensidade de tensão (∆𝐾) e de “a”. 

A variação da tensão influencia a variação do fator intensidade de tensão, então 

a equação 5.12 é escrita como: 

∆𝐾 = 𝐹 ∆𝜎√𝜋𝑎           5.13 

5.2 Parâmetro geométrico “Área” (√𝒂𝒓𝒆𝒂) 

Em 1983, Murakami e Endo [19] proporam um parâmetro geométrico para 

avaliar os defeitos internos de um material, inicialmente foi considerado que a área 

efetiva do defeito seria a área que englobasse o contorno deste defeito, devido aos 

seus contornos irregulares.   
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Figura 5.3 – Método para estimar a área efetiva [69]. 

O parâmetro √𝑎𝑟𝑒𝑎 foi definido como a raiz quadrada da área obtida pela 

projeção do defeito no plano perpendicular ao plano de máxima tensão principal. 

 

Figura 5.4 – Representação da definição do parâmetro √𝑎𝑟𝑒𝑎 [32]. 

 

Murakami e Nemat-Nasser [70], investigaram o máximo valor admissível para 

o fator de intensidade de tensão de trincas superficiais e irregulares e mostraram que 

o valor máximo do fator de intensidade de tensão, 𝐾1𝑚𝑎𝑥, para uma superfície com 

uma trinca de geometria arbitrária pode ser aproximadamente estimado por: 

𝐾1𝑚𝑎𝑥 = 0,65𝜎√𝜋√𝑎𝑟𝑒𝑎  5.14 

 

5.3 Relação entre ∆𝑲, 𝑯𝒗 e √𝒂𝒓𝒆𝒂 

Murakami buscou relacionar o limite de resistência a fadiga para materiais com 

defeitos internos, para uma condição de não propagação de trincas. Foi proposto um 

método onde seria possível associar um parâmetro do material e um parâmetro do 

defeito ou trinca para que fosse possível estimar o limite de resistência a fadiga de um 

material com defeitos internos. Neste contexto, a Dureza Vickers (𝐻𝑣) é utilizada como 

parâmetro do material e √𝑎𝑟𝑒𝑎 como parâmetro do defeito. A Dureza Vickers foi 

escolhida devido a disponibilidade de dados e por uma questão de simplicidade na 

medição [69]. 
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 Uma vez definido o parâmetro geométrico do defeito (√𝑎𝑟𝑒𝑎), Murakami partiu 

da proposição que a tensão limite de fadiga de um material que contenha pequenos 

defeitos ou trincas é a condição limite de não propagação de trinca, então para esta 

condição primeiramente deve-se avaliar ∆𝐾𝑡ℎ(variação do fator intensidade de tensão 

limite para não propagação de trinca) ao invés de 𝜎𝑤 (tensão limite de fadiga). 

Foram realizados ensaios de tração-compressão em diversos materiais, e foi 

estabelecida empiricamente uma relação entre ∆𝐾𝑡ℎ e √𝑎𝑟𝑒𝑎 válida para mais de cem 

matérias. Para valores de √𝑎𝑟𝑒𝑎 <1000 𝜇m a relação de ∆𝐾𝑡ℎ e √𝑎𝑟𝑒𝑎 em escala 

logarítmica é aproximadamente linear e possui inclinação de 1/3, então 

independentemente do material é possível usar esta a seguinte relação: 

∆𝐾𝑡ℎ ∝ (√𝑎𝑟𝑒𝑎)
1/3

  5.15 

 

 

Figura 5.5 – Relação entre ∆𝐾𝑡ℎ e √𝑎𝑟𝑒𝑎 [69]. 

 

Segundo Murakami [69], ao se comparar materiais iguais com dureza diferente, 

observa-se que materiais com maior dureza Vickers possui maiores valores de ∆𝐾𝑡ℎ 

e maiores valores de tensão limite de fadiga. Em seus estudos, Murakami [69] utilizou 

materiais com duzeras maiores que 400 Hv. Foi observado empiricamente que o limite 

de fadiga de um corpo de prova contendo trincas ou defeito não é proporcional a sua 

dureza Vickers. Isso ocorre porque a não propagação da trinca segue uma relação 

diferente. Em outras palavras, é provável que uma fissura mostre um comportamento 

de não propagação em materiais macios, enquanto que para aços duros é difícil 

encontrar a não propagação de trincas no limite de fadiga. 

Com o aumento da dureza, a não propagação de trincas ocorre apenas para 

um intervalo de amplitude de tensão muito pequeno. Sendo assim, pode-se concluir 
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que ∆𝑘𝑡ℎ não segue a relação ∆𝐾𝑡ℎ ∝ 𝐻𝑣, porém pode-se relacionar o fator intensidade 

de tensão limite para não propagação de trinca com a dureza Vickers por meio da 

seguinte equação: 

∆𝐾𝑡ℎ ∝ (𝐻𝑣 + 𝐶)  5.16 

onde C é uma constante independente do material. Para validar esta relação foi 

plotado valores de ∆𝐾𝑡ℎ/(√𝑎𝑟𝑒𝑎)
1/3

 versus 𝐻𝑣, onde foi possível validar a equação.  

Combinando as equações 5.15 e 5.16, obtém-se: 

∆𝐾𝑡ℎ = 𝐶1(𝐻𝑣 + 𝐶2)(√𝑎𝑟𝑒𝑎)
1/3

  5.17 

onde 𝐶1 e 𝐶2 são constantes independentes do material. Espera-se que esta 

expressão seja válida para uma gama de materiais [69]. Aplicando o método dos 

mínimos quadrados é obtido a seguinte relação: 

∆𝐾𝑡ℎ ≅ 3,3.10−3(𝐻𝑣 + 120)(√𝑎𝑟𝑒𝑎)
1/3

  5.18 

onde ∆𝐾𝑡ℎ é dado 𝑀𝑃𝑎 𝑚1/2e √𝑎𝑟𝑒𝑎 em 𝜇𝑚. 

 

Figura 5.6 – Relação entre ∆𝐾𝑡ℎ/(𝐻𝑣 + 120) 𝑒 √𝑎𝑟𝑒𝑎 [69]. 

 

Combinando as equações 5.18 e 5.14, obtém-se a tensão limite de fadiga (𝜎𝑤) para 

um corpo de prova com uma trinca é: 

𝜎𝑤 = 1,43(𝐻𝑉 + 120)/(√𝑎𝑟𝑒𝑎)
1/6

  5.19 

Segundo Murakami [69], as equações 4.18 e 4.19, quando comparadas com os 

resultados experimentais, apresentam erros menor que 10%. Essas equações se 

aplicam tanto para entalhes extremamente rasos, quanto para pequenas trincas com 

√𝑎𝑟𝑒𝑎 < 1000μm. 

A relação entre o parâmetro √𝑎𝑟𝑒𝑎  e a tensão limite de fadiga (𝜎𝑤), deve ser 

analisada na situação onde o limite de fadiga do material não é a condição crítica para 
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iniciação de trinca, mas sim a condição para não propagação de uma trinca que possa 

resultar na fadiga de um material, até 107 ciclos [71]. 

 

5.4 Carregamentos Multiaxiais 

Endo [32], propõe um critério para predição da resistência à fadiga de corpos 

de prova contendo defeito, submetidos a carregamentos combinados: axiais e de 

torção. Em estudos prévios [72-76], foram realizados testes de fadiga com 

carregamento axial e torsional combinado, em fase, na razão de tensão R=-1, 

utilizando corpos de prova metálicos contendo pequenos defeitos. Na condição limite 

de fadiga, foram observadas a presença de pequenas trincas, originadas a partir dos 

defeitos, que não propagam. A direção dessas trincas era aproximadamente normal à 

direção da máxima tensão principal 𝜎𝑛, independente da razão 
𝜏

𝜎
. Uma tensão 

minimamente acima da tensão limite de fadiga resulta na iniciação e propagação da 

trinca na direção da máxima tensão principal (𝜎𝑛), resultando na falha do corpo de 

prova [71]. 

 A partir dessas observações Endo [32] propõe que o limite de fadiga de corpos 

de prova contendo pequenos defeitos superficiais submetido a carregamentos biaxiais 

é considerado equivalente a condição limite de propagação de trinca no modo I em 

um campo de tensão biaxial, a propagação da trinca ocorre na direção normal a 

máxima tensão principal (𝜎𝑛) e paralela a mínima tensão principal (𝜎𝑝).  

 

 

Figura 5.7 – Propagação de uma trinca a partir de um defeito dimensional, corpo de 

prova submetido a carregamento biaxial [32]. 

 

Assumindo que independentemente do carregamento este fenômeno irá ocorrer, 

então: 
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∆𝐾𝑡ℎ,𝑏𝑖 = ∆𝐾𝑡ℎ,𝑢𝑛𝑖  5.20 

onde, ∆𝐾𝑡ℎ,𝑏𝑖 é o limiar de propagação do fator de intensidade de tensão de uma trinca 

que se propaga de acordo com carregamento modo I, oriunda de um defeito em um 

corpo de prova submetido a um campo de tensão biaxial, e ∆𝐾𝑡ℎ,𝑢𝑛𝑖 é o fator de 

intensidade de tensão com carregamento modo I para a condição limite de fadiga 

uniaxial em um corpo de prova contendo o mesmo defeito. 

Considerando a superposição de carregamento biaxial: 

∆𝐾𝑡ℎ,𝑏𝑖 = 𝐹𝐼,1(2𝜎𝑛)√𝜋𝑐 + 𝐹𝐼,2(2𝜎𝑝)√𝜋𝑐  5.21 

∆𝐾𝑡ℎ,𝑏𝑖 = 𝐹𝐼,12(𝜎𝑛 + 𝛽𝜎𝑝)√𝜋𝑐  5.22 

𝛽 = 𝐹𝐼,2/ 𝐹𝐼,1  5.23 

onde 𝐹𝐼,1 e 𝐹𝐼,2 são os fatores geométrico de um carregamento no modo I para a 

máxima (𝜎𝑛) e mínima (𝜎𝑝) tensão principal, respectivamente. 𝛽 é o parâmetro que 

representa o efeito das tensões multiaxiais relativo ao modo de propagação de trincas 

𝐾𝐼. Beretta e Murakami [76] determinaram por meio de uma análise de tensão 

tridimensional que o valor de 𝛽 é igual -0,18 para uma trinca originada de um defeito 

com superfície circular, como um furo semiesférico. 

Considerando que o limite de fadiga uniaxial é 𝜎𝑤 com a razão de carregamento 

𝑅 = −1, então: 

∆𝐾𝑡ℎ,𝑢𝑛𝑖 = 𝐹𝐼𝐴(2𝜎𝑤)√𝜋𝑐  5.24 

Considerando que o comprimento da trinca seria o mesmo quando o corpo de 

prova possui um carregamento uniaxial ou um carregamento biaxial, pode-se igualar 

∆𝐾𝑡ℎ,𝑏𝑖 a  ∆𝐾𝑡ℎ,𝑢𝑛𝑖, então: 

∆𝐾𝑡ℎ,𝑏𝑖 = ∆𝐾𝑡ℎ,𝑢𝑛𝑖  5.25 

𝐹𝐼𝐴2(𝜎𝑛 + 𝛽𝜎𝑝)√𝜋𝑎 = 𝐹𝐼𝐴(2𝜎𝑤)√𝜋𝑐  5.26 

𝜎𝑤 = 𝜎𝑛 + 𝛽𝜎𝑝  5.27 

onde 𝜎𝑤 é a tensão limite de fadiga.  

Endo [32] propõe que, se um corpo de prova for submetido a carregamento 

torção, onde 𝜏𝑤 é o limite de fadiga de torção,  então 𝜎𝑛 = −𝜎𝑝 = 𝜏𝑤 e 𝜙 = 𝜏𝑤/𝜎𝑤 =

1/(1 − 𝛽), assim a equação 5.27 pode ser utilizada como um critério de fadiga 

multiaxial. 
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 Endo e Ishimoto [33], introduzem o conceito de plano crítico a partir do critério 

proposto por Endo [32] para materiais com defeitos superficiais submetidos a 

carregamentos multiaxiais. As tensões nominais normais (𝜎0) e cisalhantes (𝜏0) que 

geram o carregamento multiaxial possuem comportamento senoidal: 

𝜎 = 𝜎0 sen 𝜛𝑡  5.28 

𝜏 = 𝜏0 sen(𝜛𝑡 + 𝛿)  5.29 

onde 𝛿 = 0 representa um carregamento em fase. 

No carregamento multiaxial com comportamento senoidal, a tensão limite de 

fadiga (𝜎𝑤) obtida a partir da equação 5.27 aparece periodicamente em sua condição 

máxima, quando 𝜛𝑡 varia com o tempo, figura 5.8. Esta condição (𝜎𝑤 =

(𝜎𝑛 + 𝛽𝜎𝑝)
𝑚𝑎𝑥

) é definida como plano crítico, ou seja, nesta condição a trinca que irá 

gerar a falha por fadiga não se propaga, mas quando este valor é excedido, a trinca 

se propaga e o material pode vir a falhar. 

 

 

Figura 5.8 – Variação de 𝜎𝑤 para diferentes instantes. 

 

Endo e Yanase [34], baseados em comparações teóricas e experimentais, 

combinam as equações 5.19 e 5.27 e propõem uma equação para determinar o limite 

de fadiga para carregamentos de tração, torção ou multiaxiais:  

𝜎𝑛𝑤 = (1 + 𝛽
𝜎𝑝

𝜎𝑛
)

−1

 
1,43 (𝐻𝑣+120)

√𝑎𝑟𝑒𝑎
1/6   5.30 

onde 𝜎𝑛𝑤 é o limite de fadiga, 𝜎𝑝/𝜎𝑛 = 0 representa um ensaio de tração compressão, 

𝜎𝑝/𝜎𝑛 = 1 representa um ensaio de torção e 0 < 𝜎𝑝/𝜎𝑛 < 1 representa um ensaio 

multiaxial.  
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6 RESULTADOS E DISCUSSÃO 

6.1 Dados obtidos na literatura 

Os dados utilizados neste trabalho são obtidos no estudo apresentado por Endo 

e Yanase [34]. Neste estudo, foram realizados ensaios de fadiga em corpos de prova 

submetidos a carregamentos de tração, torção e multiaxiais (tração-compressão, 

combinado com torção) nos aços S35C e SCM435. A tabela 6.1 apresenta a 

composição química e as propriedades mecânicas desses materiais. 

 Todos os testes foram realizados em fase, com razão de tensão 𝑅 = −1 e 

razão entre a tensão cisalhante e a tensão normal (𝜏/𝜎): 0, 1 e ∞, correspondendo a 

razão entre as tensões principais, 𝜎𝑝/𝜎𝑛: 0, -0,382 e -1, respectivamente.  

Para realização dos ensaios foram utilizados corpos de prova tratados 

termicamente, recozidos a 873 K, polido ou contendo um defeito inserido 

artificialmente, conforme apresentado na figura 6.1. O parâmetro √𝑎𝑟𝑒𝑎 é estimado 

através da equação 6.1, [32]. 

√𝑎𝑟𝑒𝑎 = √𝑑(ℎ − 𝑑)/(4√3)  6.1 

onde d é o diâmetro e h é a profundidade do defeito inserido artificialmente, conforme 

ilustrado na figura 6.1.  

O limite de fadiga foi definido como a maior amplitude de tensão que o corpo 

de prova suportou até 107 ciclos sem romper. Na tabela 6.2, são apresentados os 

resultados experimentais para estes ensaios. 

 

Tabela 6.1 – Composição química dos aços S35C e SCM 425 [34-adaptado] 
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Figura 6.1 – Formas e tamanhos dos defeitos artificiais. [34-adaptado] 

 

Tabela 6.2 – Dados experimentais dos ensaios de Endo e Yanase [34-

adaptado]. 
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Onde 𝜎𝑛𝑤 é a tensão limite de fadiga experimental, 𝜎𝑛 e 𝜎𝑝 são as tensões 

principais máximas e mínimas e 𝜎0 e 𝜏0 são as amplitudes de tensões nominais de 

tração e torção ao qual o corpo de prova é submetido. Pode-se mostrar a partir 

conceitos fundamentais da mecânica dos sólidos (equações de transformação de 

tensão, círculo de Mohr ou calculando-se os autovalores do tensor tensão) que a razão 

entre as tensões principais e nominais, fornece: 

𝜏

𝜎
= 0,    𝑞𝑢𝑎𝑛𝑑𝑜 

𝜎𝑝

𝜎𝑛
= 0  6.2 

𝜏

𝜎
= 1,    𝑞𝑢𝑎𝑛𝑑𝑜 

𝜎𝑝

𝜎𝑛
= −0,382 6.3 

𝜏

𝜎
= ∞,   𝑞𝑢𝑎𝑛𝑑𝑜 

𝜎𝑝

𝜎𝑛
= −1 6.4 

Na versão original do artigo de Endo e Yanase [34] os autores não forneceram 

os valores das tensões nominais 𝜎0 e 𝜏0 utilizadas nos ensaios relatados na tabela 

6.2. Entretanto, considerando 𝛽 = −0,18 e utilizando as relações 6.2 a 6.4 e com o 

auxílio da equação 5.27 pôde-se obter estes valores. 

 

 

6.2 Avaliação dos Modelos Multiaxiais 

Nesta seção será utilizado um modelo de fadiga multiaxial clássico para avaliar 

os resultados experimentais obtidos por Endo e Yanase [34]. Este modelo será 

modificado/adaptado para estimar o limite de resistência a fadiga de materiais 

contendo pequenos defeitos. O Modelo escolhido para esta avaliação foi o Modelo 

MWCM, proposto por Susmel & Lazarin [31]. Este modelo foi escolhido entre os 

modelos discutidos na seção 4.2 devido a sua facilidade de implementação e por 

apresentar resultados com boa acurácia para a estimativa da resistência e da vida em 

fadiga de corpos entalhados em regime de alto e médio número de ciclos [82]. 

Também conduzir-se-á nesta seção uma análise qualitativa crítica do modelo 

multiaxial proposto por Endo e Yanase que é especifico para avaliação da resistência 

em fadiga multiaxial de materiais contendo pequenos defeitos superficiais. 

6.2.1 Avaliação quantitativa do modelo modificado de Susmel & Lazzarin 

O modelo de Susmel & Lazzarin [31] foi descrito em detalhes no capítulo 04.  

Lembra-se aqui que este modelo define como plano crítico o plano de máxima 

amplitude de tensão cisalhante, 𝜏𝑎. O valor de 𝜏𝑎, foi calculado utilizando-se o Método 
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MRH. Neste plano, também deve-se calcular a máxima tensão normal. O algoritmo 

para executar os cálculos deste modelo são apresentados no ANEXO B. A tabela 6.3 

contém os valores de 𝜏𝑎 e 𝜎𝑛,𝑚𝑎𝑥 calculados para cada dado experimental considerado 

neste trabalho. 

 

Tabela 6.3 – Determinação de 𝜏𝑎, 𝜎𝑛,𝑚𝑎𝑥 a partir das tensões limite de fadiga 

experimentais(𝜎𝑛𝑤). 

 

 

Os parâmetros materiais 𝑘 e 𝜆 do Modelo MWCM, apresentados na tabela 6.4, 

foram calibrados a partir dos limites de fadiga de tração (𝑓−1) e de torção (𝑡−1), para 

os corpos de prova polidos. Para o material SCM435, não foi apresentado dados do 

ensaio de torção com corpo de prova polido. O limite de fadiga de torção deste material 

foi então estimado por meio relação de Von Mises: 𝜏 𝜎⁄ = 1/√3. Segundo Susmel [78], 

é possível estimar o limite de fadiga de torção a partir desta relação com um grau de 

segurança adequado para corpos de prova sem entalhe. 
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Tabela 6.4 – Determinação de 𝑘 e 𝜆 para os materiais S35C e SCM435. 

 

 

6.2.1 Metodologia para aplicação do Modelo MWCM em Materiais com 

defeitos 

Um dos objetivos deste trabalho é tentar estender o Modelo MWCM clássico 

para materiais com defeitos superficiais, a seguir será apresentado uma proposta para 

corrigir as constantes materiais (𝑘 e 𝜆) baseado na teoria de Murakami [69].  

O diagrama MWCM clássico é representado na Figura 6.2. A linha sólida, 

representada na cor laranja, representa o critério MWCM quando calibrado a partir 

dos limites de fadiga em tração e em torção do material sem defeito (corpo de prova 

polido). A região abaixo da reta representa uma zona segura. O eixo das ordenadas 

corresponde a amplitude de tensão cisalhante (𝜏𝑎) e o eixo abcissas a tenção normal 

máxima, normalizada pela amplitude da tensão cisalhante (𝜎𝑛,𝑚𝑎𝑥/𝜏𝑎).  

 

Figura 6.2 – Diagrama de MWCM clássico 

 

 



36 
 

 

Proposta de correção da Curva MWCM: 

I. Determinar a dureza do material e o parâmetro √𝑎𝑟𝑒𝑎; 

II. Estimar o limite de fadiga (𝜎𝑤) de um ensaio de tração, segundo Murakami 

[69] utilizando a equação 5.19; 

III. Estimar o limite de fadiga em torção utilizando o limite de fadiga em tração 

(obtido no passo anterior) e a relação de Von Mises: 𝜏 = 𝜎𝑤/√3; 

IV. Determinar 𝜏𝑎 e 𝜎𝑛,𝑚𝑎𝑥 para um carregamento de tração compressão, a 

partir da tensão estimada no passo II e para um ensaio de torção a partir 

da tensão estimada no passo e III; 

V. Corrigir as constantes 𝑘 e 𝜆 utilizar equação  4.16; 

VI. Plotar a curva MWCM corrigida; 

VII. Avaliar os dados experimentais em relação a proposta da curva corrigida. 

 

A figura 6.3 apresenta o Diagrama MWCM corrigido para materiais contendo 

defeitos superficiais. A linha tracejada (azul) representa o Modelo MWCM após uma 

correção das constantes 𝑘 e 𝜆 para considerar o efeito do defeito superficial sobre os 

limites de fadiga.  Os pontos verdes apresentados nas figuras a seguir se referem aos 

dados experimentais, para o ensaio de tração foi utilizada a representação   ,  no 

ensaio de torção foi utilizada a representação    e nos ensaios multiaxiais    . 

 

 

Figura 6.3 – Diagrama de MWCM corrigido para materiais contendo defeitos 

superficiais. 
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As figuras 6.4 a 6.9, apresentam a curva limite de fadiga para o Modelo MWCM 

clássico (curva limiar) para os aços S35C e SCM 435, de acordo com o tipo de defeito 

inserido no corpo de prova e seu respectivo tamanho. Os índices de erro apresentados 

a seguir foram obtidos a partir da equação 4.19 utilizando-se os dados experimentais 

e as curvas MWCM corrigidas. 

 

 

Figura 6.4 – Diagrama de MWCM para os dados com o material S35C, 1 furo, 

√𝑎𝑟𝑒𝑎 = 94𝜇𝑚. 

 

Da figura 6.4, pode-se observar que o modelo prevê com ótimo grau de acurácia 

a resistência em fadiga de corpos polidos submetidos a carregamentos multiaxiais 

proporcionais para este material. Pode-se observar também que a correção do Modelo 

MWCM proposta neste trabalho para considerar a influência do 1 furo superficial com 

√𝑎𝑟𝑒𝑎 = 94𝜇𝑚 forneceu boas estimativas de limite de resistência a fadiga, sendo o 

maior erro para o ensaio de torção pura que correspondeu a -11,75%. Para o ensaio 

multiaxial o índice de erro foi de -11,42%, enquanto que para o ensaio de tração 

completamente reversa o índice de erro foi 0,65%. A tabela 6.5 apresenta os valores 

dos índices de erro calculados para todos os dados experimentais e considerando as 

devidas correções no modelo de MWCM para estimar os efeitos das diferentes 

configurações de defeitos superficiais. 
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Figura 6.5 – Diagrama de MWCM para os dados com o material S35C, 1 furo e 3 

furos, √𝑎𝑟𝑒𝑎 = 462𝜇𝑚. 

 

A figura 6.5 mostra o diagrama de MWCM agora considerando os dados para 

os espécimes contendo 1 e 3 furos, mas tal que, a √𝑎𝑟𝑒𝑎 para ambas as configurações 

fosse a mesma (√𝑎𝑟𝑒𝑎 = 462𝜇𝑚). Pode-se notar para estes dados que o pior índice 

de erro para o modelo corrigido foi de -20,58% para o ensaio em torção com apenas 

1 furo. Entretanto o índice de erro para o ensaio com o espécime contendo 3 furos foi 

de 0,00%, este ensaio representa exatamente o valor estimado pela correção no 

Modelo MWCM. Nos ensaios em tração completamente reversa os índices de erro 

forma: o,38% (1 furo) e 4,68% (3 furos). Para esta configuração Endo e Yanase [34] 

não realizaram testes multiaxiais. 

A figura 6.6 mostra o diagrama de MWCM agora considerando os dados para 

os espécimes contendo 1 furo superficial com √𝑎𝑟𝑒𝑎 = 94𝜇𝑚 para o material SCM435. 

Pode-se notar para estes dados que o pior índice de erro para o modelo corrigido foi 

de -38,72%. Para o ensaio multiaxial o índice de erro foi de -20,68%, enquanto que 

para o ensaio de tração completamente reversa o índice de erro foi -4,60%. 
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Figura 6.6 – Diagrama de MWCM para os dados com o material SCM435, 1 furo, 

√𝑎𝑟𝑒𝑎 = 94𝜇𝑚. 

 

 

 

Figura 6.7 – Diagrama de MWCM para os dados com o material SCM435, 1 furo e 2 

furos, √𝑎𝑟𝑒𝑎 = 102𝜇𝑚. 

 

A figura 6.7 mostra o diagrama de MWCM agora considerando os dados para 

os espécimes contendo 1 e 2 furos, mas tal que, a √𝑎𝑟𝑒𝑎 para ambas as configurações 

fosse a mesma (√𝑎𝑟𝑒𝑎 = 102𝜇𝑚). Pode-se notar para estes dados que o pior índice 

de erro para o modelo corrigido foi de -40,62% para o ensaio em torção 2 furos. 

Entretanto o índice de erro para o ensaio com o espécime contendo 1 furo foi de -

35,42%, ou seja, ambas estimativas foram muito próximas mostrando que o mais 
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importante é a influência absoluta da √𝑎𝑟𝑒𝑎 do defeito e não o número de defeitos. O 

índice de erro dos ensaios em tração completamente reversa foram -8,92% (1 furo) e 

-5,88% (2 furos). Para esta configuração Endo e Yanase [34] não realizaram testes 

multiaxiais. 

A figura 6.8 mostra o diagrama de MWCM agora considerando os dados para 

os espécimes contendo 1 trinca com √𝑎𝑟𝑒𝑎 = 251𝜇𝑚. Pode-se notar para estes dados 

que o pior índice de erro para o modelo corrigido foi em um ensaio de torção, -39,19%. 

Para o ensaio multiaxial o índice de erro foi de -11,56%, enquanto que para o ensaio 

de tração completamente reversa o índice de erro foi 7,13%. 

 

 

Figura 6.8 – Diagrama de MWCM para os dados com o material SCM435, trinca, 

√𝑎𝑟𝑒𝑎 = 251𝜇𝑚. 

 

A figura 6.9 mostra o diagrama de MWCM agora considerando os dados para 

os espécimes contendo 1 trinca com √𝑎𝑟𝑒𝑎 = 752𝜇𝑚. Pode-se notar para estes dados 

que o pior índice de erro para o modelo corrigido foi em um ensaio de tração, 29,00%, 

enquanto que para o ensaio de torção o índice de erro foi -1,72%. Para esta 

configuração Endo e Yanase [34] também não realizaram testes multiaxiais. 
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Figura 6.9 – Diagrama de MWCM para os dados com o material SCM435, trinca, 

√𝑎𝑟𝑒𝑎 = 752𝜇𝑚. 

 

Tabela 6.5 – Índice de Erro entre dos dados experimentais e o Modelo MWCM para 
materiais defeituosos. 
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6.2.1 Avaliação qualitativa do modelo multiaxial de Endo e Ishimoto 

O modelo de Endo [32] foi construído a partir de observações experimentais 

onde observou-se, em condições limite de fadiga, a presença de pequenas trincas não 

propagantes originadas em defeitos (irregularidades geométricas). A direção dessas 

trincas era aproximadamente normal a direção da máxima tensão principal nominal 𝜎𝑛 

e paralela a mínima tensão a mínima tensão principal nominal, 𝜎𝑝. Assim a partir 

dessas observações experimentais Endo [32] considerou que o plano da máxima 

tensão principal seria definido como o plano crítico para materiais contendo pequenos 

defeitos. Este modelo, estendido por Endo e Ishimoto [33] para avaliação da fadiga 

multiaxial em materiais contendo pequenos defeitos e submetidos a carregamentos 

não proporcionais, pode ser representado como: 

𝜎𝑤 = (𝜎𝑛 + 𝛽𝜎𝑝)
𝑚𝑎𝑥

 6.5 

Nota-se da equação 6.5 que a solicitação em fadiga considerada crítica é 

avaliada instante a instante, como pode-se observar na figura 6.8 e depende das 

direções principais nominais 𝜎𝑛 e 𝜎𝑝, além da constante 𝛽. Assim, o plano crítico e a 

resistência a fadiga são determinados no instante que maximiza temo 𝜎𝑛 + 𝛽𝜎𝑝.  

  

Figura 6.10 – Variação de 𝜎𝑤 para diferentes instantes. 

 

O modelo proposto por Endo e Ishimoto [33] possui uma forte inconsistência. 

Este modelo aborda um conceito da máxima tensão principal em um determinado 

instante de tempo e depois compara este dado com o limite de resistência a fadiga de 

um material, que é um dado de amplitude. Portanto, este procedimento é questionável 
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do ponto de vista mecânico. Por exemplo, ao se considerar a avaliação do modelo de 

fadiga a partir das tensões principais em um instante que maximiza o modelo, ao invés 

de se computar uma amplitude de tensão equivalente, um carregamento com apenas 

uma parcela média e nenhuma parcela alternada estimaria uma falha por fadiga, o 

quê claramente não aconteceria na prática.  

Neste caso, o mais sensato, nos parece, seria calcular uma amplitude de tensão 

principal equivalente. Obviamente, para carregamentos não proporcionais as tensões 

principais variam em valor e direção instante a instante a instante, e, portanto, uma 

dificuldade prática surge para o cálculo da amplitude da tensão principal (máxima ou 

mínima). Esta dificuldade deve ter sido um dos motivos para a proposta do modelo de 

Endo e Ishimoto [33] baseado no cálculo do parâmetro em um único instante ao invés 

de tentar obter uma medida de amplitude equivalente. Entretanto, com o uso de um 

método como o MRH pode-se definir uma amplitude para as tensões principais. Isto 

abriria caminho para a proposta de um novo modelo escrito em termo das amplitudes 

das tensões principais.   

Outro ponto que chama atenção neste modelo é sobre a definição do parâmetro 

√𝑎𝑟𝑒𝑎 em um contexto multiaxial. Murakami e Endo [19] definem o parâmetro √𝑎𝑟𝑒𝑎 

como sendo a raiz quadrada da área obtida pela projeção do defeito no plano 

perpendicular ao plano de máxima tensão principal. No modelo proposto por Endo e 

Ishimoto [33], os defeitos superficiais são inseridos mecanicamente nos corpos de 

prova e o parâmetro √𝑎𝑟𝑒𝑎 é calculado de acordo com o diâmetro e profundidade do 

defeito, conforme foi apresentado na figura 6.1. Note que nos dados produzidos por 

Endo e Yanase [34], os autores consideram o mesmo valor do parâmetro √𝑎𝑟𝑒𝑎, 

independentemente do tipo de carregamento e da orientação da máxima tensão 

principal, não seguindo, portanto, a definição do parâmetro √𝑎𝑟𝑒𝑎. Observa-se uma 

dificuldade, por parte dos autores do modelo, na determinação deste parâmetro, 

principalmente na condição de carregamentos multiaxiais e não proporcionais, onde 

as direções das tensões principais variam com o tempo.  
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7 CONCLUSÃO 

Neste trabalho propôs-se uma versão modificada do Modelo MWCM e avaliou-

se este modelo contra dados experimentais disponíveis na literatura para materiais 

contendo pequenos defeitos e submetidos a carregamentos multiaxiais proporcionais. 

Também conduziu-se uma análise crítica sobre a consistência mecânica do Modelo 

de Endo e Ishimoto [33] que é utilizado exclusivamente para o computo da resistência 

em fadiga multiaxial destes materiais contendo defeitos e submetidos a 

carregamentos combinados. As principais conclusões obtidas neste trabalho são 

elencadas a seguir: 

• O modelo proposto por Endo e Ishimoto [33] possui uma forte inconsistência 

mecânica associada ao cálculo de um parâmetro de fadiga que é baseado no uso 

de tensões principais que alcançam um valor máximo em um instante. Este 

parâmetro escrito desta forma é capaz de estimar dano por fadiga em 

carregamentos essencialmente estáticos, por exemplo; 

• O parâmetro √𝑎𝑟𝑒𝑎 não é calculado de acordo com a proposta inicial de Murakami 

quando utilizado no contexto do modelo de multiaxial de Endo e Ishimoto [33].   

• O modelo MWCM clássico mostrou ótima capacidade de previsão para corpos de 

prova polidos submetidos a carregamentos multiaxiais proporcionais; 

• 77% dos resultados obtidos pelo Modelo MWCM “corrigido” para materiais com 

defeitos superficiais apresentaram índice de erro na faixa de ±20%. Em quatro 

ensaios de torção, a curva corrigida apresentou resultados conservadores acima 

de 20% (entre -35,42% e -40,62%). 
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Anexo A 

A.1 – Algoritmo do Mínimo Círculo Circunscrito (MCC) 

 

Passo 07

Passo 06

Passo 05

Passo 04

Passo 03

Passo 02

Passo 01

Construção da história do vetor tensão 
cisalhante em n pontos

𝜏𝑘 = 𝜏 𝑡𝑘 , 𝑘 = 1, … , 𝑛

Escolha de um ponto 𝜌0 para o centro da 
circunferência. Uma escolha natural é o centro 

geométrico do carregamentoΨ

𝜌0 =
1

𝑛


𝑘−1

𝑛

𝜏𝑘

Escolha de um raio 𝑅0 pequeno para a 
circunferência

𝑅0=0,01

Cálculo da distância entre um ponto 𝜏𝑘 e 
o atual centro da circunferência 𝜌𝑘−1

𝐷𝑘 = 𝜏𝑘 − 𝜌𝑘−1

Cálculo do comprimento entre o ponto 
𝜏𝑘 e a parte externa da circunferência 

𝜌𝑘−1

𝑃𝑘 = 𝐷𝑘 − 𝑅𝑘−1

𝑃𝑘
< 0

Incrementa o raio da 
circunferência 

𝑅𝑘 = 𝑅𝑘−1𝜒𝑃𝑘 , 𝜒 = 0,05

Modifica a circunferência de posição 
de modo que ela toque o ponto 𝜏𝑘

tangenciando Ψ

𝜌𝑘 = 𝜌𝑘−1 + (𝐷𝑘 − 𝑅𝑘)
𝜏𝑘 − 𝜌𝑘−1

𝐷𝑘

O centro e o raio da 
circunferência foram 

encontrados

𝑅𝑘 = 𝑅𝑘−1 e 𝜌𝑘 = 𝜌𝑘−1
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A.2 – Algoritmo do Maior Retângulo Circunscrito (MRC) 

InícioAlgoritmo 

𝜏𝑎 ←0/*Inicialização da amplitude da tensão cisalhante*/ 

Para cada 𝜃𝑖 i=1,...,m; 𝜙𝑗, j=1,...,n faça 

𝜏𝑎 ← 𝜏(𝑡𝑘, 𝜃𝑖 , 𝜙𝑗), k=1,…,n/* Discretização da história de tensões cisalhantes em um 

número finito de instantes do carregamento periódico*/ 

𝜏𝑎𝑟 ←0 /* Inicialização da amplitude da tensão cisalhante em cada plano de corte */ 

Para cada 𝜑𝑖, i=1,...,𝑛𝑟𝑜𝑡 faça 

𝜏𝜑 ← 𝜏𝑘(𝜑𝑖) /*Descreve a história da tensão cisalhante na base de rotação */ 

Para 𝑙 = 1,2 faça 

𝑝𝑙 ←
𝑚𝑎𝑥

𝑙
𝜏𝜑 /*Valor máximo de 𝜏𝑘*/ 

𝑞𝑙 ←
𝑚𝑖𝑛

𝑙
𝜏𝜑 /*Valor mínimo de 𝜏𝑘*/ 

𝑎𝑙 ←
1

2
[𝑝𝑙 − 𝑞𝑙] /*Calcula a amplitude de cada componente*/ 

Até 𝑙 = 2 

𝜏𝑎 ← √∑ 𝑎𝑙
22

𝑙=1  /* Calcula a amplitude da tensão cisalhante para as orientações 𝜑𝑖*/ 

Se 𝜏𝑎 > 𝜏𝑎𝑟 

𝜏𝑎𝑟 ← 𝜏𝑎/* Amplitude da tensão cisalhante no plano de corte*/ 

FimSe 

Até avaliar todos os ângulos de rotação 𝜑𝑖 

Se  𝜏𝑎𝑟 > 𝜏𝑎 

𝜏𝑎 ← 𝜏𝑎𝑟 /* Armazena o maior valor da amplitude da tensão cisalhante*/ 

FimSe 

Até a avaliação de todos os planos de corte 𝜃𝑖 , 𝜙𝑗 

FimAlgoritmo 
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Anexo B – Algoritmos Matlab 

B.1 – Rotina MWCM 

%  Função para calcular tau_a e sigma_n_max.  
%  ----------------------------------------------------------------------- 
%  UnB - Programa de Pós Graduação em Ciências Mecânicas 
%  ----------------------------------------------------------------------- 
%Ensaio:1 - sw 
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% 
clear all; 
clc; 
sigmay=230; 
tauxy=0; 
i = 1; 
j = 1; 

  
%% Variando os planos observados (ângulos fi (phi) e te (teta)) 
for fi = 0:(pi/10):pi 
    for te = 0:(pi/10):pi 
    % Plano fixado. 
       ea = [-sin(te) cos(te) 0]'; 
       eb = [-cos(fi)*cos(te) -cos(fi)*sin(te) sin(fi)]'; 
       n  = [sin(fi)*cos(te) sin(fi)*sin(te) cos(fi)]'; 
       % Vetores unitários do plano definidos. 

  

                            
%% Aplicando a carga 
for t = 0:(pi/10):2*pi 

              
   sigma_y = sin(t)*sigmay*[1 0 0;0 0 0;0 0 0];  

                               
   tau_xy = sin(t)*tauxy*[0 1 0;1 0 0;0 0 0];  

                                 
   sigma = sigma_y +tau_xy;               

                          
   tau_A(i) = (ea'*sigma*n);   
   tau_B(i) = (eb'*sigma*n);  
   sigma_n(i) = (n'*sigma*n); 
   i = i + 1; 

  

end 

         
%% Calculo de tau_a para o plano fixado no LOOP 
tau_a(j) = MRH(tau_A',tau_B'); 
sigma_n_max(j) = max(sigma_n); 
angulo_phi(j) = radtodeg(fi); 
angulo_theta(j) = radtodeg(te); 
j=j+1; 
i =1; 
    end 
end 

  
% M = [angulo_phi' angulo_theta' tau_a' sigma_n_max']; 
M = [tau_a' sigma_n_max' angulo_phi' angulo_theta']; 
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B.2 – Rotina MRH 

 

function [ hip ] = MRH( x,y ) 
%  Função para encontrar a hipotenusa do maior retangulo envolvente.  
%  Metodo MRH  
%  ----------------------------------------------------------------------- 
%  UnB - Programa de Pós Graduação em Ciências Mecânicas 
%  ----------------------------------------------------------------------- 

  
% Salva as coordenadas originais em outras variaveis (Necessario somente 
% para fazer o plot) 
x1=x; 
y1=y; 

  
% Matriz de Rotação. 
Rmat = @(theta) [cos(theta) sin(theta); 
                -sin(theta) cos(theta)]; 

  
% Ângulos theta. 
theta=0:pi/20:pi/2; 

  
% Parametros iniciais. 
hip = 0; 
xy = [x,y]; 

  
for i = 1:length(theta) 
  % Rotação nos valores de theta  
  rot = Rmat(theta(i)); 
  xyr = xy*rot; 
  xymin = min(xyr,[],1); 
  xymax = max(xyr,[],1); 

   
  %Cálculo dos semi-lados do retângulo 
  xa=0.5*(xymax(1) - xymin(1)); 
  ya=0.5*(xymax(2) - xymin(2)); 
   % Cálculo dos novos parâmetros. 
  hip_i = sqrt(xa^2 + ya^2); 
      % O novo parâmetro calculado é maior? Se sim, armazene. 
  if hip_i>hip  
    hip = hip_i; 

     
    % Retorna para as cordenadas originais e compoe o retangulo envolvente 
    rec = [xymin;[xymax(1),xymin(2)];xymax;[xymin(1),xymax(2)];xymin]; 
    rec = rec*rot'; 
    rectx = rec(:,1); 
    recty = rec(:,2); 
  end 
end 

  
% % Plota o grafico com os pontos e o maior retangulo envolvente 
% figure 
% H=convhull(x1,y1); 
% plot(x1(H),y1(H),'-r',rectx,recty,'-b',x1,y1,'s') 
% title(['Análise gráfica do MRH - \tau_a= ',num2str(hip)]) 
% xlabel('e_b') 
% ylabel('e_a') 
% grid on 
 end 


