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Resumo

A teoria quantica de campos (TQC) tem sido uma ferramenta muito 1til para
descrever a natureza das estruturas microscopicas. Em particular, uma das suas formas, o
Modelo Padrao, bem como algumas de suas extensoes, fornecem os melhores resultados do
mundo microscopico que se pode observar. Mas apesar desse sucesso, o conhecimento que
se tem do universo, cerca de 5% , é relativamente pouco, constituindo isso uma motivagao
para a busca de novos métodos e ideias que possam lancar luz sobre uma fisica cada vez
mais geral. A ideia nao é buscar dispensar a TQC, muito pelo contrério, é buscar alguma
teoria que possa lhe complementar, alguma espécie de generalizacao da teoria.

Por outro lado, ha modelos mais simples e muito tteis a TQC, visto que alguns
resultados s6 podem ser obtidos por meio deles. Isso tem a ver com o fato das teorias
serem tipicamente muito complicadas e, portanto, esses tao conhecidos "toy models'sao
muito importantes se queremos estudar alguns efeitos nao triviais. Assim, a TQC escalar
bidimensional traz um desses resultados que é importante para essa dissertacao. Alguns
modelos mostram que sistemas como esses sofrem transicoes de fase de primeira ordem e
apresentam duas fases no diagrama de fases [6]. Dessa forma, o presente trabalho faz um
estudo dessa teoria, abordando como um de seus pontos fundamentais a estrutura de fases
e a existéncia de ponto critico.

Um importante passo para a generalizacao da TQC vem sendo dado pela teoria
quantica de campos nao comutativa (TQCNC), teoria esta que tem como um dos seus
motivadores a teoria da Gravitacao Quantica. Na TQCNC os campos sao transformados
em matrizes de dimensao finita ou infinita, onde a teoria de campos passa a ser tratada
como modelo de matrizes. Dessa forma, acredita-se que o regime comutativo da teoria
¢é obtivo para grandes valores da dimensao da matriz. O ponto principal é observar as
estruturas de fases da TQCNC e verificar se tal limite recupera as informagoes da respectiva
TQC escalar bidimensional comutativa. Alguns indicios, tanto por analise numérica ou
por métodos de aproximagao, levam a crer que nao [5], porque para valores grandes da
dimensao da matriz, chega-se a observar a existéncia de trés fases, (fato esse que serd
estudado no presente trabalho através da analise do respectivo diagrama de fases), e nao
duas como era de se esperar. Acredita-se que a existéncia de uma terceira fase se deve a
uma espécie de mistura entre o ultravioleta e infravermelho, mais conhecido com "IR/UV
mixture' [8]. O que traz um certo problema para a teoria e a necessidade de resolver a

questao analiticamente.



Resumo vii
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Abstract

The quantum field theory (QFT) has been a very useful tool to describe the nature
of microscopic structures. In particular, one of its forms, the Standard Model, as well as
some of its extensions, provide the best results from the microscopic world you can see.
But despite this success, the knowledge of the universe, around 5% , is relatively little, and
therefore there is a great motivation agent for the search for new methods and ideas that
can shed light on a new physics. The idea is not to try to dismiss QFT, quite the contrary,
is to seek some theory that can complement it, some kind of generalization of the theory.

On the other hand, there are simpler and very useful models of QFT and some
results can only be obtained through them. This has to do with the fact that theories are
typically very complicated and therefore these so-called "toy models'are very important
if we want to study some non-trivial effects. Thus, the two-dimensional scalar QFT
brings one of these results that is important for this dissertation. Some models show that
systems like these undergo first order phase transitions and present two phases in the
phase diagram [6]. Thus, the present work makes a study of this theory, addressing as one
of its fundamental points the structure of phases and the existence of critical points.

An important step towards the generalization of QFT has been given by non-
commutative quantum field theory (NCQFT), theory that has as one of its motivators
the theory of Quantum Gravity. In NCQFT, fields are transformed into finite or infinite-
dimensional matrices where field theory is treated as a matrix model. Thus, it believed
that the commutative regime of the theory is obtained for large values of the matrix
dimension. The main point is to observe the phase structures of the NCQFT and to verify
if such limit recovers the information of the respective two-dimensional commutative scalar
QFT. Some clues, either by numerical analysis or by methods of approximation, lead one
to believe that it is not the case [5], because for large values of the matrix dimension,
we can observe the the existence of three phases (evidence that it will be studied in this
present work), not two as was be expected. It is believed that the existence of a third
phase is due to a kind of mixture between the ultraviolet and the infrared, better known
as "IR / UV mixing", [8]. Which brings a certain problem to the theory and the need to

solve the question analytically.

Keywords: Two-Dimensional Quatum Field Theory, Matrix Model, Effective Action.
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Capitulo 1

Introducao

A teoria quantica de campos (TQC) surgiu juntando o que se conhecia de relativi-
dade restrita com a teoria dos campos classicos e a mecanica quantica, que de certa forma,
seria uma generalizagdo para essas respectivas teorias [16].

Muito se sabe das conquistas alcangadas pela (TQC) em descrever a natureza e
o comportamento do universo microscépico, na sua maior parte essas conquistas tém
sido alcancadas dentro de teorias perturbativas, pois o controle feito pela teoria nao
perturbativa ¢ muito ruim: muitas vezes surgem expressoes com solugoes bem complicadas.
De qualquer forma, ha ainda muito a ser compreendido pela ciéncia. Um dos maiores
exemplos sao a matéria escura e a energia escura, aos quais ainda sabemos muito pouco
sobre, deixando cerca de apenas 5% de um universo conhecido.

Nao se pensa em descartar a TQC, porque ela descreve com grande acurécia o
mundo microscépico observado, basta observar o sucesso do Modelo Padrao de particulas,
mas encontrar teorias que possam abranger ela sob uma otica mais geral ou, quem sabe,
sobre uma nova visao fisica. Nesse caminho, existem os chamados "toy-models", que
sao modelos simplificados da TQC, cujos alguns resultados da teoria s6 conseguem ser
reproduzidos por meio deles. Um desses resultados é a da teoria quantica de campos
escalar bidimensional (2-TQCE), cujo espago ao qual ela estd inserida é comutativo [6].
Alguns daqueles modelos simplificados mostram, ao se estudar o diagrama de fases dessa
teoria, que o sistema sofre uma transicao de fase de primeira ordem, aprensentando, assim,
duas fases: fase de desordem e fase de ordem uniforme. Na primeira, o campo oscila em
torno de ¢ = 0; na segunda, o campo oscila em torno de um minimo do potencial, tal que
nesse ponto ¢ # 0.

Entende-se a necessidade de generalizacao da TQC e uma das teorias que motivam
a busca por isso é a da Gravitagao Quantica. Quem esta nesse caminho é a teoria quantica
de campos nao comutativa (TQCNC), que possui espacos onde os campos apresentam
finitos graus de liberdade.

Um dos espagos nao comutativos mais simples é a da esfera difusa, onde a algebra
das coordenadas obedece a algebra do momento angular. Os campos sao transformados em
matrizes e assim a teoria quantica se torna um estudo de modelo de matrizes. Modelos estes,
utilizados em varios contextos da fisica como a modelagem de variedades Riemanianas
para teoria de cordas [10], sistemas de matéria condensada [11], caos quéntico [12], etc.

Uma mudanca fundamental no modelo de matrizes para a 2-TQCE sao as derivadas



se transformando em comutadores e integrais em tragos de matrizes. Nessa passagem,
o termo cinético (Laplaciano) nao ¢é invariante sobre conjugagoes unitarias, ao contrario
dos termos restantes que compdem a agao do sistema, o que faz com que o modelo nao
seja trivial para ser resolvido. Ao se estudar o diagrama de fases do modelo de matriz
para a correspondente 2-TQCE em limites que se espera recuperar a teoria comutativa, e
onde os resultados sao reproduzidos numericamente ou por aproximacao, conforme dito no
resumo, verifica-se a existéncia de trés fases: solugdo de um corte simétrico; solucao de
dois cortes simétricos e solugdo de um corte antissimétrico. Todas essas fases a depender
de dois parametros, um associado ao termo de massa e outro, ao termo de interacdo ¢

A grande questao é essa contradigao existente no modelo de matrizes, que através
dos métodos mencionados nao consegue recuperar as duas fases do diagrama, e desta
forma, sendo necessaria uma solugao analitica para melhor entender a teoria e solucionar
essa discrepancia.

Comecaremos fazendo uma rapida revisao da mecanica classica e da quantica nas
primeiras se¢oes do capitulo 2. Nas segOes seguintes, 2.4 e 2.5, serd feito uma breve
introducao a assuntos e teoremas a serem utilizados no decorrer desse trabalho. Na
ultima secao desse capitulo, 2.6, sera estudado a teoria quantica de campos em um nivel
fundamental, estruturando-a através de postulados em termos da medida du. Depois, no
capitulo 3, mostraremos um teorema que ird demonstrar a existéncia das duas fases para
a teoria comutativa do campo escalar. Nossas atencoes irao em seguida para a existéncia
do ponto critico desse campo no capitulo 4. E por fim, nos capitulos restantes, sera
apresentado o respectivo modelo de matrizes para essa teoria e principalmente a integral
que esperamos resolver, que ¢ o chamado termo de agao efetiva S.s¢, sendo mostrado
alguns métodos aproximativos de solucao e em seguida mostrado o respectivo diagrama
de fases. Esse termo de ac¢ao efetiva, ou como serd visto, termo cinético, que é um dos
principais objetos de nossa atencao, depois de alguns trabalhos algébricos ¢ dado pela

seguinte integral

1
/ dUexp ¢ —5Tr (UAU [Li, [Li, UAU™)) ¢ = e 55,

onde o simbolo A representa uma matriz diagonalizada. Essa deducao sera feita no capitulo
5.



Capitulo 2

Da Mecanica Classica a TQC

2.1 Pontos comuns

A mecanica classica pode ser vista como um limite da mecanica quantica quando o
h — 0 (basta lembrar por exemplo de relagoes importantes que diferem uma da outra, como
por exemplo a relagdo de comutagao [z, P] = ih ou o principio de incerteza AzAP < h/2),
assim como a mecanica nao relativistica é encontrada no limite de ¢ — oo da mecéanica
relativistica, onde as transformagoes de Lorentz sao substituidas pelas de Galileu [17]. A
teoria de campos quantica possui varios elementos dessas duas teorias: mecanica quantica
e relatividade restrita (RR) [6], no sentido de que a TQC usa resultados da RR, bem como
algumas regras fundamentais da mecancia quantica, como as de quantizagdo candnica, por
exemplo, quando promove aos campos classicos o estatus de operador que obedecem a
regras de comutacao. Dessa forma, vamos revisar um pouco cada uma dessas teorias para
se entender a TQC escalar em duas dimensoes e enfim seguirmos para o respectivo modelo

de matrizes.

2.2 Mecanica Classica

Considere um sistema de n particulas, onde cada uma possui massa m;, sujeitas a
um campo com energia potencial independente do tempo V. O espago de fase associado
a esse sistema, T = R®, é a soma direta do espaco de configuracdo @ = R*" com o
espaco formado pelos respectivos momentos conjugados P = R*". Uma observavel classica,
B(q,p), é uma func¢ao de ¢ and p no espago de fase T.

Tanto em mecanica classica quanto em mecanica estatistica, a dinamica descrita
por um ponto ou por uma distribuicao de probabilidade é ditada por uma observavel

chamada Hamiltoniana

n

H(q,p) =) 2];; +Vi(q). (2.1)

i=1 4

Uma vez que em um certo tempo %y, se tenha a posigao go € 0 momento pg, encontra-

se a curva (g(t),p(t)) integrando as equagdes de Hamilton para cada particula, indexada
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por 1,
7 H 7
dait) _ OH _ pi. (2.2)
dp;(t) OH - ~
- _ =-V,V=F, 2.

pode-se calcular a evolugao temporal de qualquer observavel B(q(t),p(t)) a partir das
equagoes (2.2) e (2.3)

0Bi(q,p)  0B(q(t),p(t)) - dg; = dp;
o ot _;{V%B a VB
= Z{ﬁqu ) EZ + ﬁPiB _;}
i=1 ?
= Z{% -V + F -V, }Bi(g,p). (2.4)
=1 ?

Nomeando o termo entre chaves, um campo vetorial, por Dy, a equagao (2.4) fica

0B:(q,p)

o = DyBi(q,p). (2.5)

Assumindo a integrabilidade da equagao (2.5), é facil ver que uma solucao para ela é

By (g.p) = e"™PuB(q,p) = B (q(t),p(t)), (2.6)

ja que o operador Dy nao depende explicitamente do tempo. Essa ultima equacao,
inclusive, pode ser vista como uma definicao de B;.

Na secao 2.6, onde sera revisada a TQC, uma estrutura que serd bastante explorada
¢ a de medida du. A seguir, sera mostrada uma medida muito simples com o propoésito
mais de familiaridade e uso de uma medida em mecanica classica, que é a medida de
Liouville.

Define-se a medida de Liouville como

dp = H dpidg;. (2.7)
i=1
E qualquer volume p(€2) limitado no espago de fase 2 C Y | que é definido pela

integral
@) = [ dn= [ o = n(62(0) (2.8)

nao muda sobre a dinamica temporal das equacoes de Hamilton. Isso é provado no teorema
de Liouville para a mecénica [18].

Uma formulagao equivalente para a dinamica das observaveis é dada utilizando-se
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os parénteses de Poisson, definido para duas observaveis A e B
{A? B} = Z{ﬁqul ) 6}?13 - ﬁqz‘B ) 6piA}' (2'9)
i=1

Desta forma, a equagao (2.5) pode ser reescrita

9B:(q,p)

o = —{H.B}. (2.10)

Além dos observaveis, um outro conceito importante é o de estado. Trantando-se
de sistemas onde ¢é aplicado os conceitos da mecanica classica, um estado puro é definido
por um ponto no espago de fase.

Em mecanica estatistica, temos a distribuigdo de probabilidade, dp(q(t),p(t)), ao

invés de apenas pontos no espaco de fase, com a normalizacao

/dp(q,p) =L (2.11)

Assim, uma das buscas da mecanica estatistica é pelas médias das grandezas medidas B.

Elas sao definidas de acordo com expressao

<B >=/B(q,p)dp(q,p)- (2.12)

Essa definicao de média, ou de valor esperado, como em mecanica quantica, continuara

sendo utilizada por nés no decorrer desse trabalho.

2.3 Mecanica Quantica

Quando se trata de &tomos e moléculas, a mecanica classica ja se mostrou insuficiente
para explicar os fendomenos. Por exemplo, considere o atomo de hidrogénio composto por
um proton e um elétron, cada um com carga e de sinais opostos. O potencial de interacao

entre eles é o atrativo coulombiano

V= (2.13)

r

De acordo com a teoria classica, além do elétron e do proton orbitarem em torno de um
centro de massa em comum, o elétron, por possuir menos massa, orbita o proton. Por esse
motivo, o elétron deveria emitir radiacao de maneira continua, visto que é uma particula
carregada, caindo em direcio ao préton no tempo de 107'% segundos.

Dessa forma, a mecanica quantica surgiu para explicar a estabilidade entre atomos

e moléculas, assim como o espectro discreto observado por irradiagoes de atomos excitados.
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Ela sera apresentada aqui na forma de postulados, que terdao carater gerais, e teoremas,
com funcionalidade em casos especiais. Nao sera pretendido deriva-los aqui.

Numa perspectiva mais geral, a mecanica quantica costuma ser pensada como uma
extensao da mecanica classica, ou em outras palavras, no limite onde a constante de Planck

h — 0 os sistemas podem ser estudados classicamente.

Agora serao estudados os postulados que formam a base da teoria. Para o primeiro,
sera definido o espaco de Hilbert.

Definigao. Espago de Hilbert J# é um espago vetorial em C com um produto
interno positivo definido. Isso significa que para dois vetores 6 e x quaisquer desse espaco,
tem-se < 6, x >> 0 (obs. partimos do pressuposto que o leitor ja tem certa familiaridade
com a notagao de Dirac [20]) . Tal produto traz a norma de um vetor  definida por
110]|= /< 6,0 >. O espago de Hilbert é completo em termos de sua norma, ou seja, se a
sequéncia

||9n - 9m||_> 0

entao ha 0 € 7 tal que 6,, — 6.

Postulado 1

Estados puros de um sistema mecanico quantico sao representados por vetores
unitarios com fase arbitraria no espago de Hilbert 7, ou seja, por raios. Esses estados
sdo definidos como estados com nuimeros quanticos definidos.

Se um sistema quantico se encontra em um estado caracterizado pelo vetor |6 >,
a probabilidade dele ser encontrado em outro estado |y > é dada pelo quadrado da
amplitude de transicio < y,# >. (Obs. Para simplificar a notagao, algumas vezes um

estado representado por um vetor de estado |# > poderd ser escrito apenas com a letra 6 ).

Postulado 2
Observaveis sao operadores auto adjuntos (obs. Um operador A é auto adjunto se
A = A*). Para uma observavel A, o seu valor esperado em um estado 6 é dado por

< 0,A0 >

Eo(4) = —5—>—. (2.14)

Postulado 3

Os operadores Hamiltoniano H, momento linear P e momento angular J sdo os

. o o 1Ht 1P.q 1J.a
geradores infinitesimais dos grupos unitarios exp —— ) exp 7 e exp — )

respectivamente, aos quais correspondem, na mesma ordem, as translagoes temporais,
espaciais e angulares (as letras escritas em negrito representam operadores).

A dindmica de um sistema quéantico é determinado pelo grupo de translacao temporal



2.8. Mecanica Quantica 7

U(t), onde se pode descrevé-lo de duas formas distintas: a descricao de Schrodinger ou a
de Heisenberg. Na primeira, as observaveis nao variam no tempo, enquanto que os vetores

de estado 6 = 0(t) variam de acordo com a relagao [19]

Ht
0(t) = exp (—Zﬁ> 0 (2.15)
e obedecendo a equacao de Schrodinger
do(t
ih d(t) = Ho(t). (2.16)

Por outro lado, na descricao de Heisenberg, quem variam no tempo sao as observaveis

de acordo com a equagao [19]

A(t) = exp <ZII;H> Aexp (—?) (2.17)

obedecendo a equacao de Heisenberg

dA(#)

ih=— = = —[A(t), H]. (2.18)

A relacao entre as descri¢oes é dada entre seus valores esperados
By (A) = Ep(A(t))

<O(t),A0(t) >=<0,A(t)0 > . (2.19)

Através da equagao (2.15), pode-se ver que a amplitude de transi¢do < x(t), 6(t) >

de um estado # para outro estado y nao depende do tempo

 Ht Hit
< x(t),0(t) >=< x|exp (lﬁ> exp (—Zﬁ> |0 >=<x,0 > .

Definigao. Ly(X,dv) é o espago das fungdes, ou funcionais, integraveis sobre a

medida dv no espaco X até a poténcia de ordem N, ou seja, os funcionais da forma

1N av

existem para todo N no conjunto dos naturais positivos.

Exemplo: algebra dos operadores q e P em mecanica quantica
Considere um sistema de n particulas sujeitas a um potencial V. O espaco de

Hilbert em questao é
H = LQ(Qv dV)a
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em que Q = R> é o espaco de configuracido do sistema de particulas. Nesse caso, o
quadrado de uma funcado 1 (q), chamada funcdo de onda, tem a interpretacao de ser a
distribuigao de probabilidade p(q) = W(q)|2 para a posicao das particulas em Q).
Considere que esse sistema esteja em um estado 6. Espandindo esse estado na base
das posigoes, tem-se
|0 >= /dq|q >< q,0 > . (2.20)
De acordo com o postulado 3, o gerador de translagoes espaciais ¢ o momento linear.
iP.Agq
ok

Assim, a agdo do grupo unitario exp ) para pequenos deslocamentos Ag sobre

um vetor de estado |¢ > é definido por

P
T(Aq)|lg >= (1 - zhAq> lg >= g+ Ag > . (2.21)

Assim, aplicando-o na equagao (2.20), na coordenada g;
P;
(1 - zhAqZ) 0 >= /dqi\qi + Ag; >< ¢;,0 >

0
0< ¢;,0 > Aq,->

= /in|(]¢ >< ¢ — Ag;, 0 >= /d%‘\q@' > << ¢, 0 > — 9
qi

ho<gq;,0>

= < g, P >= 20T~

i 0q;

O mesmo resultado é andlogo as outras dire¢oes perpendiculares a direcao da coordenada

¢;, assim, de forma compacta, tem-se
P=-V, (2.22)
1

Substituindo o operador momento P no Hamiltoniano desse sistema, tem-se

J
H = Z2mj+v

H=-Y" jzvz +V(q), (2.23)

em que o simbolo V? representa o laplaciano. A partir do postulado 3, pode-se encontrar
também a relagao de comutagao entre os operadores q e P. Para isso, considere o operador
de translacao espacial 7(dq") atuando num vetor de estado que caracteriza a posi¢ao do

sistema, |¢’ >, e o operador posigao q. Assim

ar(dq)|ld >=d|¢ +dq¢ >= (¢ +dq')|d +dd >



2.8. Mecanica Quantica 9

7(dd)alqd >=¢'|d +dq > .

Subtraindo as duas igualdades acima, e expandindo o vetor de estado deslocado até

primeira ordem, tem-se
qr(dq)|¢ > —7(d¢)ald >=dd'|¢ >

la, 7(dq")l|¢" >=dq'|q’ > .

Substituindo o operador de translagao espacial pelo gerador das translagoes espaciais P
sobre h, tem-se

Por outro lado, de acordo com [20] todos os componentes do vetor operador posi¢ao
possuem o mesmo autoestado, da mesma forma que os componentes do vetor operador

momento linear possuem o mesmo autoestado em comum. Sendo assim

[9;,9,] =0, (2.25)

[P, P, =0. (2.26)

Espacos onde a dlgebra das coordenadas obedece a equagao (2.25) sao chamados
de espacgos comutativos. Eles sao estudados na primeira parte desse trabalho, como os
espagos Euclidianos, por exemplo.

No caso acima, nao foi considerado interagoes com o spin da particula. Para fazer
essa generalizagao, o espaco de Hilbert é representado por um produto tensorial entre o

espago das configuragoes e o espago dos spins S, e denotamos por ®Ls(Q, 5).

Postulado 4
Um vetor de estado 6 € 77 ¢é simétrico sobre a permutacao de idénticos bosons e

antissimétrico sobre a permutagao de idénticos férmions.

O Hamiltoniano em mecéanica quantica tem uma interpretacao diferente do que
na classica. Ele possui valores discretos para os estados ligados e continuo para os seus
auto-estados de espalhamento. O estado de energia mais baixa ¢ chamado de estado
fundamental €2 e os demais €25, (23, ... 880 os primeiro estado excitado, segundo estado

excitado, ...

2.3.1 Oscilador Harmoénico Simples

O oscilador harménico simples tem um papel importante para a teoria de campos,

o campo quantico livre pode ser descrito como uma composicao de infinitos osciladores
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harménicos [16]. Dessa forma, os campos interagentes seriam colegoes de osciladores nao
harmoénicos ou ainda podem ser vistos como perturbac¢ées nao harmonicas dos osciladores
harmonicos [6].

O Hamiltoniano para o oscilador harmonico simples é

2 q2

2m 2

A frequéncia do oscilador é p = (k/m)*? (obs. na literatura, é comum os livros apresenta-
rem a frequéncia com a letra w). Simplifiquemos o Hamiltoniano realizando uma mudanga,

de varidveis das antigas p e ¢ para novas P e (), definindo-as da seguinte forma
Q=—--"4¢q , P=(muh)?p. (2.27)

Desta forma, tem-se

H="—+= (2.28)

Q2
1 » \° 1 mu\ Y2
2V%m>+2l(h>]
' k:q (2.29)
2h,um 2h,u

N

2 2

' Hyye

Pode-se obter também a relagao de comutagao entre os novos operadores Q e P.

Para tal proposito, usa-se as relagoes de comutagao (2.24). Logo

@71 = (") gtammy 2 — a2 (") g

h h (2.30)

Assim, na representagdo de Schrodinger, os operadores no espago Ls(dy) que

satisfazem a relagao de comutacao acima sao
P 2 Q (2.31)
=—i— e Q=y. .
dy Y
Em mecéanica quantica, assim como em TQC, algumas vezes é prefirivel trabalhar

com os operadores de criagdo A* e aniquilagdo A ao invés de posi¢do e momento. O
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Hamiltoniano, por exemplo, pode ser escrito de uma maneira mais simples, obtendo-se em

poucos passos os seus autovalores [19]. Assim, definem-se os operadores

A —E(Q—zP) e (2.32)

1 .
A= NG (Q+iP). (2.33)

Com essas duas equacoes e a relagao de comutagao (2.30) é facil ver que
[A, A" = 1. (2.34)

Da mesma forma, mas também usando as defini¢coes para P e () em termos de A e A",
podemos reescrever H

1

Utilizando esse hamiltoniano, segue
[HA]=—A e [HA"]=A" (2.36)
Se definirmos A€y = 0, Qy é o estado de vacuo ou estado fundamental do sistema,

2 2
com autovalor 1/2. Usando a representacao de Schrodinger, pode-se obter a forma explicita

1 1
entdao Hy = <A*A + ) Qg = =, ou seja, o estado 2y é auto-estado do operador H

desse autoestado

1
V2

cuja solucao é uma curva gaussiana

AQy

(Q+iP)Q d)Qozo

1
"2 (y "y
Qy =1 Ve v/, (2.37)

A constante foi escolhida considerando a norma unitaria ||||=1 .
Proposicao
1
O operador H,,. tem como espectro hu (n + 2), n=123,..

Demonstracao

Primeiramente, calculemos
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H(A")" Qo = (A")" HQo + n (A*)" Qo
= (A")" (A*A + 2) Qo+ n(A")" Qg
1 (2.38)
— 9 (A")" Q0 +n (A7) Qo

_ (; + n> ((A)" ) .

Dessa forma, com n = 0, 1,2... e usando a equagao (2.29) tem-se o espectro de H,s. € a

prova esta concluida.

Essas fungoes (A*)" Qy tém caracteristicas especiais. Sua normalizacao segue
[|Qn]P=< Qo, A" (A")" Qo >
=< Qo, A" A, (A)"] Qp > .
Calculando a acao do comutador na funcao €

[A, (A7)"] Qo = [A, A" (A7) g

= (4 [ ]+ (A7)
Procedendo da mesma maneira n vezes, o primeiro termo some e ficamos com
—n < Q, AV AN > .
Aplicando o mesmo procedimento até o ultimo expoente de A
|QlP=nn—1)(n—2)..1 =n!, (2.39)
tem-se assim a funcgao

Q, = (n!) 72 (A" Q. (2.40)

Podemos estudar também a acao dos operadores A e A* sobre as autofuncoes {2

A*Q,, (A*)“+1 o

P —_
:é‘

Vi +1)! (2.41)
n+1

T

=Vn+ Qn—f—l
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AQ, (A")"

1
= A
NG
1

= = (A (A1 Qp = \/171_' (2(A)" 7 4 (A2 A(A)"7) Q.

Onde foram usadas (2.34) e (2.40). Procedendo da mesma forma n vezes, o ultimo

termo desaparece pela acao de A no estado 2.

— L (AT 0y) = =1,

n:

5

AQ, = /1, _;. (2.42)
E por ultimo

A*AQ, = Q. (2.43)

Com as relagoes obtidas nas equagoes (2.38), (2.40), (2.41) e (2.42), pode-se pensar
no estado €2,, como sendo um oscilador harmoénico de niimero quantico n, com a energia
de cada quantum do sistema sendo hu. O operador A* adiciona um quantum, ou uma
particula ao sistema, adicionando hu de energia. O operador adjunto A absorve ou aniquila
um quantum, ou uma particula do sistema.

Para qualquer estado 6 = Z C,,, em que a base {Q,} é ortonormal, |C,|* é a

probabilidade de encontrar o sistema no estado de niimero quéantico n [20]. E

<O, ATAD >=) " < Q| |CL P A" AIQ, >= Zn|Cn]2 (2.44)
é o nimero esperado do quanta no estado 6. O operador A*A é o operador que mede o

nimero do quanta.

A defini¢ao seguinte é importante para escrevermos explicitamente a forma algébrica

das autofuncoes €2,(y).

Definicao. O Polinémio de Hermite é dado por

[n/2] '
Pa() = 3 (=1) cqya™, (2.45)
§=0
onde
n!

Cn.j (n —2j) 124! (2.46)

Sera mostrado que esses polindmios sao as solugoes para as autofungoes, ou fungoes

de onda, ,(y), ou seja, podemos escrever as fungoes de onda €2,(y) em termos dos
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polinémios de Hermite. Esse é o resultado da proposicao a seguir, que diz que

1 1

(A7) Qo N

Para chegarmos nela, porém, serd preciso demonstrar dois lemas antes, necessarios

Po(vV2y)Q0(y).

a sua demonstracao.

Lema

27 2(j+1)cpgr a1
g < n+1>c+1’] (n 1) (n—2)) (2.47)

Demonstracao

27 27 (n+1)!
1—— Cn+1,j = 1— - .
n+1 n+1)\(n+1-—2j)!2ijl

_(n+1-2j (n+1)! B n! .
S\ n+1 (n+1-24)1251)  (n—24)'2950 ™"

Além disso

2(j+1) . 2(j+1) (n+1)!
n+Dn—25) """+ D=2 [n+1-20G+ D] 22 (j+1)!

2(7+1) n!
= . = Cpj-
(n—27) [n—25+1]1272(j + 1) 5! 7
c.q.d
Lema p
(m — da:) P, (z) =P (x). (2.48)
Demonstracao.
Usando a defini¢ao (2.45)
(x - ) S (=1 enga" = 3 (1) ey [27TY = (= 2j) 220
dr ) 55 =0
— Z (—1) Cn’jxn—i-l—Q] _ Z (=1)’ Cnj (0 — 2j)xn+1—2(3+1).
=0 j=0

Utilizando o lema (2.47), tem-se
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[n/2] . [n/?] .
. 2 Ny ; 2(7+1 N n1-2(5
=Y (-1 (1 ) j) e I e jensii (0= 2) a0

= n+1 s (j+1)(n—2j
i ; +1-2; U 2j +1-2 U 1 2] +1-2
= (—1) cpyp 2™V — (—1) Cnpr 2 T — (—1) Cppr 2"
= +1,7 Jz_:l (TL+1) +1,7 ; (n+1) +1,7
[n/2] ' ‘
= (1) cpyr a7 = Py
=0
c.q.d
Proposicao
Q) = = (A)" U = =P (V2)% () (2.49)
Demonstracao.

Procedemos por indugao. A igualdade é valida para n = 0. Acreditando ser valido

para n, tem-se a partir de (2.41)

1

Qni1 = A*Q,
+1 1

1
V(n+1)!

Na representagao de Schrodinger, a partir de (2.32)

L 4P, (V2Y) O (y) =

= 7= 7 A*P, (\/5?/) Qo (y) -

_ 1 L} Q- z’P)] P, (v2y) Q(y)

(n+1)! [v2

1

V(n+1)!

E portanto, através do lema (2.48) tem-se

VP, (Vay) - V2o dy

L 4P, (V%) ] ()

1

Qni1 = \/mpn-i-l (\/Ey) QO(:U)



2.4. Modelo de Ising e Campos em Rede 16

2.4 Modelo de Ising e Campos em Rede

Vamos agora considerar sistemas com muitos graus de liberdade. Podemos caracte-
rizar um sistema através de uma variavel arbitraria £ = &;, que é funcao de cada ponto ¢
desse espaco. A partir dela, pode-se também diferenciar interagoes fracas das interacoes
fortes. No caso das primeiras, a varidvel §; é quase independente da variavel §;, j # ¢, que
caracteriza as circunvizinhangas. Assim, o método que lida com esses acoplamentos é o
método de expangoes com interagao zero [6]. Diferentemente, no outro caso, tem-se que a
variagao de uma delas §; implica na variacao de um ndimero limitado de pontos §;. Eles
sao chamados de fendomenos cooperativos e sao tratados com o Modelo de Ising ou Campos
em Rede.

Em um soélido, como um cristal por exemplo, usa-se o modelo de redes. Cada
ponto da rede pode representar um atomo ou grupo de atomos, cujo o conjunto, em
termos de teoria quantica de campos, é designado pelo espaco Z¢, o que é na préatica uma
aproximacio do conjunto R%. Em cada ponto i € Z%, a varidvel & € X, pode, por exemplo,
medir a intensidade do campo, a dire¢do do momento magnético do atomo, ou seja, &;
define o estado na localizacao i e X; seria o espago de estados. No presente trabalho,
escolhemos esse espaco como sendo real para todo .

Outro ponto que é fundamental nas nossas apresentacoes serd o que chamaremos de
medida. Em termos simples, uma medida du indica sobre qual termo e variavel devemos
realizar uma integracao como, por exemplo, o calculo do valor esperado de uma grandeza

que é definida através da expressao

<G(2) >= / G (x) dp. (2.50)

Com a medida, pode-se calcular também o produto interno de um determidado espaco.

A forma como esta escrita a medida du é uma forma compacta e que traz em si mais
informacoes a depender do sistema em questao. Por exemplo, a seguir serd apresentado
uma medida que tem o carater discreto quando usada em um espaco Z%, equacio (2.51),
mas ela também pode ser apresentada em um espaco continuo R?, equacéo (2.54). Em
ambos os casos, a medida du ja traz em si mesma o fator de normalizagdo e por isso nao
ha a necessidade de coloca-lo na definicao de medida acima.

Vamos ilustrar a essa ideia de notagdo compacta atribuida a definicdo da medida
dp um exemplo simples. Considere que temos a funcao G (z) = F (z) e’g”Z7 em que a
fungao G (x) representa alguma for¢a unidimensional atuando em um corpo, como fungao
da distancia x, em relacao a algum referencial. Logo o trabalho realizado pela forga é
dado por / F(x) e~ dz. Nesse caso, uma medida possivel seria dy = dx, pois estamos
realizando uma integracao sobre dx. Por outro lado, poderiamos, sem nenhum prejuizo,

T

. 2 , L
anexar o termo exponecial, e, que é caracteristico a todas forgas G (z), ao termo de
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integracao dz. Dessa forma, o trabalho realizado seria dado por / F (z)dp (z), onde a

. , ~ . . 2 .
nova medida, que agora é fungao da varidvel z, seria du (x) = e”* dz. Assim, a forma
como cada medida ¢é definida, depende de como a teoria é construida.

Foi falado que um dos modelos usado para descrever fendmenos cooperativos, como

em soélidos, por exemplo, é o modelo de campo em redes, ele é definido através da medida

eP&) e,

Em que P é um polindmio semilimitado, isso significa que ele possui uma fronteira superior
ou inferior na sua imagem. Por outro lado, em um limite especial, tem-se o modelo de
[sing para um sistema submetido a um campo externo de intensidade h. Esse modelo é
definido através da expressao

ne, 0-1 (&) + 041 (&)

d,uz =€ 2 cosh b déz, (252)

onde 641 (§) = (£ F1).

Considere A um operador finitamente diferencidvel em Z¢, tal que a sua atuacio

no produto interno em [y (Z d), as sequéncias de quadrado integraveis, é definido como

d
<ENE>= =D N (e, — &) (2.53)

iezdv=1

e, € o vetor unitario na dire¢do da coordenada v.
Considere agora que o sistema encontra-se limitado em uma regiao finita do espaco
A € R Seja assim Aga um operador diferencial de segunda ordem com as condicoes de
fronteira de Dirichlet na fronteira OA [ ver se¢do (2.6.5) para maiores detalhes sobre esse

tipo de condigao de fronteira |. Assim

dpp = e P8R T qy,. (2.54)
ieA
E no limite do infinito
dp = /g%ld fdglj/\' (2.55)
Em que g = 1 k sendo a constante de Boltzman e T" a temperatura do sistema.

kT’

Essas construgoes sao de carater geral e dependem de cada sistema analisado. Na
segdo seguinte, serd utilizada a medida do campo em rede , equagao (2.51), para o célculo
do valor esperado de uma grandeza fisica arbitraria, ou do produto de mais de uma
grandeza, e isso serd util na demonstragdo de uma desigualdade chamada de FKG (sigla

que significa Fortuin-Kasteleyn-Ginibre, devido as constribui¢coes de Cees M. Fortuin,
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Pieter W. Kasteleyn e Jean Ginibre) ao qual serd apresentada também na proxima secao.
E na secao onde sera estudada a TQC, 2.6 , voltaremos a falar sobre a definicao e a

aplicagao de uma medida d.

2.5 Desigualdade FKG

Como exemplo de calculo e uso das medidas defininas na se¢ao anterior, iremos
demonstrar uma desigualdade fundamental, FKG. Essa desigualdade serd de grande im-
portancia para a demonstracao da existéncia de transicao de fase em um sistema, capitulo
3. Ela sera apresentada aqui na forma de um teorema. E para tal, é necessario definir

ordem em um espaco R"

Definicao. Existe uma ordem em R" sempre que houver

para todo i = 1,...,n. Assim, uma fungdo F' = F (£) é mondtona se é mondtona com

respeito a equagao (2.56), ou seja, F'(§) < F (x) se £ < x.

2.5.1 Teorema

Sejam I’ e G func¢des mondtonas crescentes em &. E seja o valor esperado <, >
definido pelas igualdades (2.51) e (2.54), ou seja, integrada sobre a medida dg em um

campo em rede. Entao

<F><G><<FG>.

Demonstracao.
Primeiramente, dupliquemos a variavel ¢ para £ e x. Isso nao fara diferenca na
demonstragao. Além disso, é suficiente mostrar que a desigualdade a seguir, (2.57), é

valida
0<<[F()—-FW]IGE)—-G(x)] > (2.57)
=< F()GE)-FE)GKX) —F(X)GE)+F(Hx)G(x) >

—<F(OGO)>-<F(©)><G)>-<F)><GE)>+<FGN) >

Seja n = |A| o nimero de pontos que fazem parte da rede A. Iremos proceder
por inducao. Para n = 1, tem-se que F (§) — F'(x) e G(§) — G (x), por F e GG serem

mondétonas, possuem o mesmo sinal e portanto satisfazem a desigualdade (2.57). Agora,
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assuma que o teorema é valido para n — 1 pontos da rede A e escreva

£=(66)
X = (XoXn)»

onde & = &, ...,&,—1. Escrevendo a expressao (2.57) na forma de integrais iteradas, temos
que as integrais nas variaveis d¢ e dy sao nao negativas pela nossa hipotese. Assim, é

necessario mostrar que no ponto n da rede A vale a expressao

0 <<[FE)-FMIGE) -GN > (2.58)

com as normalizac¢oes

Z(a) =< 6 (&, —a) > (2.59)

<5(5n_a)F(£)>
Z ()

<F >¢=<F >,= (2.60)

e com a notagao <, >¢ —ayn=r=< >a,y-
Por outro lado, podemos reecrever a expressao (2.58) da seguinte forma
<FG>,+<FG>, —<F><G>,—<F><G>,
=< FG >, —<F><G>+<F><G>+<FG>,—
— < FP> <G>+ < F><G> —<F><0G> -<F><G>,
:{<FG>Q—<F>a<G>a}+{<FG>7—<F>7<G>7}+
+{<F>a—<F>7}{<G>a—<G>7}.

Os primeiros dois termos da igualdade acima sao nao negativos pela hipotese da
inducao. O trabalho entao se restringe a mostrar que os fatores do terceiro termo possuem
o mesmo sinal. Para isso, temos, usando (2.59) e (2.60)

d<F>, d<0(§-a)F()>

dov fe Z (a)
1d 1 dz (@)
Derivando 07 () 4
Q@
do :d&<5(5n_a)>

d _
= 36— a)ereeses [T
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2
do{ / 5 5/2) ZiGA Zi:l(£i+e" _61) H dﬁzd/,[/n
da / 5 /3/2) Dieh Zi:l (5“‘61/ _éi)2+(ﬂ/2) (6=t H dpvidpiy,

d d (g 2
= %/6@/2)2%7\211:1(&“” 51) (6/2 Z(ﬁz Hdﬂ

= /BZ & — Oé (’8/2) ZzeA Zu 1<§1+6u 52) (5/2 Zz &— Hd,Uzz
= /B Z (gl - Oé) 0 (fn — Oé) 6(5/2) 2 iei Zi:l(gi+6y_£~i) +(5/2) Yo G—6n)? H dfisdjin
: %

=8 <Y (G—a)>. Z(a).

O somatoério é tomado sobre todos os pontos da vizinhanca do ponto n.
Agora, derivando o primeiro termo de (2.61), temos que aplicar a regra da cadeia

porque apés o calculo da integral na delta, [’ passa a depender também de «, logo

d BeF A o -
= [0 — a) F(§) e PAS 2 i< 2022 [T djudy, —

%

d L
— df / F (5)04 e—6<£,A£>/2—B<o¢n,Aan>/2 Hd,&z
o 7

d&n
<{) a(pi-nre),

Enfim, juntando esses resultados, obtém-se para a equagao (2.61)

EXGI W (CRT, 5>>a—<sl—a>a<F>a}+<£>a

Uma vez que a funcao linear £ — a é mondtona, a hipotese indutiva se aplica
novamente. Assim segue que (F')_, é mondtona crescente. O mesmo se aplica para (G),,.

Assim fica demonstrado o teorema.

2.6 Teoria Quantica de Campos

A primeira nocao do estudo de campos comeca como um objeto matematico que
assume valores continuos em um espaco real, usado para quantificar uma grandeza fisica

invisivel aos olhos humanos. Como exemplo, tem-se o campo elétromagnético, originado
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por particulas carregadas e o campo gravitacional, originado por particulas massivas. Essa
noc¢ao de campo, posteriormente, evoluiu para descrever o comportamento de particulas
em experimentos de decaimentos e espalhamentos. Ainda aqui, tinha-se o uso do campo
como um objeto matematico que assumia valores reais e continuos, originado a partir da
quantizacao candnica adotada pelos fisicos quanticos no inicio do séc. XX. Os campos desse
tipo mais conhecidos sao os campos de Klein-Gordon e o de Dirac. Mas logo percebeu-se
que haviam inconsisténcias em adotar tais campos, como o surgimento, por exemplo, de
energias negativas, como no caso do campo de Klein-Gordon, ou problemas de causalidade.
Uma saida para esses problemas foi a quantizacao dos campos, onde foram impostas
relagoes de comutagao e anticomutacao na algebra deles, de acordo com a estatistica
obedecida por cada um. Uma outra foi o surgimento de uma nova classe de particulas,
chamada de antiparticulas.

Embora muitos autores prefiram iniciar um estudo de teoria quantica de campos
através das relagoes de comutacao, aqui, os axiomas apresentados nao versarao diretamente
a partir de tal dlgebra, mas sera construida uma teoria quantica com axiomas que norteiam
o camportamento matematico de um objeto chamado de medida du.

No presente estudo, serao apresentados, assim, dois tipos de campos quanticos, que
passaremos a chamar apenas de campos, a depender do sistema de coordenadas adotada:
o campo Euclidiano, que assume valores reais, mas onde a coordenada temporal tem a

forma imaginaria it, e o campo de Minkowski, com coordenada de tempo real.

2.6.1 Campos Euclidianos

A métrica Euclidiana é conhecida desde antes do surgimento da teoria da relatividade.
E o tipo mais simples por apresentar o valor 1 em toda a sua diagonal. Em um espaco-tempo

de 4 dimensoes, por exemplo, ela tem a forma
diag (1,1,1,1).

Outra métrica bastante simples é a de Minkowski. Ela apresenta o valor —1 em uma

coordenada e o valor 1 nas demais. Em quatro dimensoes ¢é escrita como
diag (—1,1,1,1).

Pode-se usar essa métrica para definir um operador diferencial de segunda ordem chamado

de operador de onda [J. Assim, sua definicdo se da de acordo com a expressao

0* 02 0? 0?

O= o=+ =+ ..+ ——.
Oxg_

otz 0x?  0x3 (262)
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Pode-se também escrever essa espressao com base na métrica Euclidiana. Para isso, é
necessario fazer uma transformacao na coodenada temporal definindo a coordenada xq = it.

Observe que fazendo isso, a equagao (2.62) tem a forma de um Laplaciano

d
A:

i

182

= (2.63)

Il
o

Tem-se, entao, exatamente duas expressoes iguais, s6 que escrita de duas formas diferentes,
ou melhor, escritas a partir de duas métricas distintas. Na equagao (2.62), tem-se que a
coordenada temporal assume valores reais, e a métrica, como ja dissemos, é de Minkowski.
Ja na equagao (2.63), a coordenada tempo é imagindria xy = it e a métrica é Euclidiana.
Cada métrica define, assim, o seus respectivos espacos Euclidianos ou de Minkowski e
o tipo de campo, respectivamente. Assim, campos que possuem coordenada de tempo
imaginario sdo chamados de campos Euclidianos.

Por outro lado, os campos Euclidianos sao definidos também pelas medidas de
probabilidade du (¢) = du assumindo valores reais no espago das distribuigoes reais, que
denotaremos por 2’ (Rd) (a defini¢ao de distribuigao se encontra logo a seguir), em que d
é a dimensao do espago-tempo. Eles apresentam dessa forma infinitos valores. E é por
esse motivo que se diz que os campos apresentam infinitos graus de liberdade.

Antes de introduzir os axiomas que regem os campos Euclidianos, sdo necessarias
algumas definicoes.

Por & (Rd> nos denotaremos o espaco das fungoes f € C'°°, infinitamente diferen-
cidveis, R? — C, ao qual o suporte de cada funcdo é um subconjunto compacto de R%, ou
seja, um subconjunto fechado e limitado ( falar em suporte de uma fun¢do em um certo
intervalo, significa que a fungao é nula quando calculada fora do respectivo intervalo). Por
outro lado, os funcionais continuos e lineares & (Rd) — C serao chamados de distribuigoes,

sendo seu respectivo espaco denotado por &’ (Rd).

Sera introduzida como gerador funcional a transformada de Fourier inversa da
medida dp no espaco € 2’ (Rd)

S{f} = / e dy.

Esse funcional tem importancia vital. Ele sera usado como referéncia para a aplicacao dos
axiomas, ja que nele estao incluidas tanto a medida quanto o campo.
O termo ¢ (f), presente no funcional, é um pairing canénico entre o campo ¢ €

9' (Rd> e uma funcao teste que assume valores reais, f € ¥ (Rd>

o(f) =< 0.f >= [ () f (@) do. (2.64)

O funcional S {f} satisfaz as trés condigoes:
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1. Para toda sequéncia de funcoes f,, € &, quando f,, — f para alguma funcao f € Z,
tem-se S{f.} — S{f}.

2. O gerador funcional é positivo definido, ou seja, para todas as sequéncias de fungoes

N
fn € Z e nimeros complexos ¢; € C, 1 =1,2,..., N, tem-se Z cic;S {fi — fj} > 0.
i=1,j=1
(a barra superior sobre f e o nimero complexo c¢ indica que temos que tomar o

conjugado complexo)
3. Normalizac¢@o unitaria, ou seja, S {0} =1
Os axiomas a seguir irdo caracterizar a medida du, e portanto, os campos Fuclidia-
nos. Ao todo sao cinco: analiticidade, regularidade, invariancia, positividade da reflexao e

ergodicidade.

2.6.1.1 Axioma (Analiticidade)

O funcional S{f} é completamente analitico. Isso significa que para qualquer

conjunto finito de funcoes testes f; € 2 (Rd> e de nimeros complexos z = {z1, 29, ..., 2n },

S{ézjfj}

é uma funcéo analitica em C. Isso é equivalente a enunciar que a medida de probabilidade

tem-se que o funcional do somatério

dp decai mais rapidamente que uma fungdo exponencial [6]. Por esse motivo, serd
conveniente definir a distribuicdo du dentro do espago das distribuig¢oes que decaem
rapidamente no infinito, .. Para definir esse espaco, sera necessario uma outra definicao

Definigao. Um espago de Schwarz . é o espago das fungoes ¢
7 ={p €™ ||gllap< oo}

com

|¢l]ap= sup|z®0® f (z)|
zER

e sendo «, # € N. Dito em outras palavras, é o espaco das fungdes ¢ que, juntamente com
suas derivadas, existem em qualquer ponto do espaco considerado e vao a zero rapidamente.
Um exemplo em uma dimensao para o espago real seria uma Gaussiana f (x) = e’“’”Q,
onde todas as derivadas existem para todo x real e decrescem mais rapidamente que a

funcdo 1/x™ para todo m € N.

Definicao. Defini-se o dual do espago de Schwarz, nomeado espaco de Schwarz

das distribuigoes temperadas ( ou "bem comportadas "), denotado por .#’, o espago de
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todos os funcionais lineares continuos u
ue S < u: S —C,
onde existe um nimero real £ > 0, tal que
lu(p) S Ellel] Vo€

O que equivale a dizer que quando ¢ — 0, tem-se u () — 0.

2.6.1.2 Axioma (Regularidade)

Para algum p, tal que 1 < p < 2, e para algum nimero complexo ¢, tem-se

1IS{f}|< €C<IIfHL1+||f||gp)

em que [|f|[} = / |f|Pdx. Esse axioma vai garantir que a medida du serda bem definida no
espaco das distribuicoes temperadas ., assim seremos capazes de integrar os funcionais

dos campos sobre todo o espaco.

2.6.1.3 Axioma (Invaridncia)

O funcional S {f} é invariante sobre as transformagoes Euclidianas E no espago
R (translagoes, rotacgio e reflexio), ou seja, S{Ef} = S {f}. Com isso, quer-se dizer que
a forma como uma simetria Euclidiana atua no funcional gerador S {f} é definida como
uma atuacgao apenas nas fungoes teste f. De forma equivalente, dy é uma medida que
também é um invariante sobre essas mesmas simetrias Euclidianas E, o que em outras

palavras é Fdu = dpu.

Para o préximo axioma ¢é necessario definir um novo conjunto 2/, na qual mapeia

os campos ¢ € I’ (Rd) ao corpo dos complexos C da seguinte maneira
N .
o =A(p) =Y ce?B)i;eCefye 2 (RY) Y (2.65)
j=1
Dessa forma, .o/ é um conjunto de funcionais exponenciais.

2.6.1.4 Axioma (Positividade da Reflexao)

Seja o subconjunto o7, C o formado pelos elementos que sao funcionais exponenci-

ais A (), de tal forma que as funces f sejam suportadas pelo conjunto R* = {x,t: ¢t > 0}.
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Em outras palavras, ¢ um conjunto onde as fungoes testes apresentam como dominio
apenas o semiespaco com tempo positivo. Seja também o operador € cuja operacgao é a de

mudar o sentido do tempo, ou seja, 0 : {x,t} — {x,—t}. O axioma entao é

0< <A A>= / (0A)” Adp. (2.66)

O trago no canto direito superior dentro da integral significa o complexo conjugado do

termo entre paréntesis.

2.6.1.5 Axioma (Ergodicidade)

O subgrupo das translagoes temporais T (s) atua de forma ergédica na medida de
probabilidade du, ou seja, para todas os funcionais integraveis A (¢) sob a medida du vale
a relacao

t

tim [T () AT () ds = [ A(0) du(6).

t—oo t Jo
Esse ultimo axioma tem uma aplicacao fisica importante no estudo da teoria de
transi¢ao de fases para campos quanticos, é o fato de que se uma medida du satisfaz esse
axioma, entao o vacuo relacionado a essa medida é tnico [6], isso significa que a medida
estd associada a uma sistema com uma unica fase (fase pura), ou seja, tal unicidade tem
implicacdo direta na questao da transicao de fase de um sistema. Isso serd visto com mais

detalhes no capitulo 3.

Agora serd construido um espaco de atuacao para esses campos Euclidianos ¢, ou
melhor, para os funcionais exponenciais da forma A (¢). Primeiramente, esse espago é
denotado por & e definido como o espago 7, contendo a operacao de produto interno
definido pela equagdo (2.66). De forma sintetizada, a notagdo que usaremos para tal
espago é & = Ly (@’ (Rd) ,du), que significa de quadrado integravel sobre a medida du
em 2’ (Rd).

E possivel fazer uma correspondéncia de vetores entre o espaco de Hilbert e o
espaco & , ou ainda melhor, pode-se construir um espago de Hilbert .77 a partir de um
subconjunto seu &, C &. Para tal construcao, considere primeiro o subespacgo de &
formado com todos os elementos A (¢) € 47, e que possuem a mesma operagao de produto
interno que o espaco &. Ele sera denotado por &.

Definimos uma forma bilinear b no espago &, ® &, por

b(A, B) =< 0A, B >p,= / (0A) Bdp =< 0A, B > . (2.67)

A partir do axioma da positividade da reflexdo, segue que b(A, B) > 0. Seja ainda

o espago nulo .4 dos vetores de &, que apresentam valor nulo na equagao (2.67), ou seja,
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onde b(B, B) =0, VB € 4. Dessa forma, o espago de .7 é o espaco formado pelos vetores
A+ A tal quese A€ & e B e A entdao [A+ B] € . Ele é completado a partir da
classe de equivaléncia &, /.4 na métrica definida pela equacao (2.67). Assim, a relagao
entre os dois espacos ¢ feita a partir da inclusao da classe de equivaléncia .4". Ou de forma
equivalente, e mais formal, defina a operacao de incorporagao candnica " : & — €, tal
que, A= A+ A € . Essa incorporacao " faz o mapeamento de vetores A € &, em
vetores A + .4/ no espaco de Hilbert.

De forma anéloga, pode-se usar ~ para transformar operadores S que atuam em &,
em operadores S”, que atuam em .. Para isso, basta definir o operador S” da seguinte

maneira

S°A* = (SA) " (2.68)

ou ainda, de forma semelhante, tendo em vista que
<A B >,;=<0A,B >¢ (2.69)
a acao de S~ pode assim ser definida
< ANS' B> =< A" (SB) "> »=<0A,SB >4 . (2.70)

Diagramaticamente, fica assim

hY
é’7+ e éﬂ+

S.\
H ———— K
Figura 2.1 Tlustracdo das relagoes entre &y es?

Sendo que S : Z2(S)N& — & eS:2(S)NA — A, Onde Z(5) é o domi-

nio do nao limitado operador S , cuja a defini¢ao encontra-se logo a seguir na equagao (2.71).

Definicao. Um operador S é nao limitado quando atuando em um estado, ou

vetor A, existe uma constante real ¢ tal que

|SA||> c||A]|. (2.71)
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2.6.2 Axiomas para o Espaco de Minkowski

Os campos de Minkowski possuem coordenada temporal real em contraposicao aos
campos Euclidianos, que possuem tempo imaginario puro. Assim, para ir de um campo
imaginario para um campo de tempo real basta fazer uma transformacao t — —it na
coodenada tempo no espago Euclidiano.

Pode-se demonstrar que para campos Euclidianos a evolugao temporal no espago de
Hilbert se da por meio do operador T(t)" = ¢™, em que H é o Hamiltoniano, autoadjunto,
do sistema e a medida du no espaco 2’ obedece aos axiomas de positividade da reflexdo,
2.6.1.4, invariancia na translacao do tempo e reflexao [6]. Para o caso de um vetor x = (x, t)
no espago de Minkowski, o campo de tempo real ¢ (x,t) evolui no tempo de acordo com a
expressao

b (x,t) = ™o (x,0) e "M, (2.72)

E importante salientar que a definicao do pairing ¢ (f) definida no espago Euclidiano
continua vélida aqui no espaco de Minkowski, ou seja, ¢ (f) = [ ¢ (x) f (z) du. Esse campo
obedece aos axiomas 2.6.1.1 (analiticidade), 2.6.1.2 (regularidade), 2.6.1.3 (invariancia),
e 2.6.1.4 (positividade da reflexao), e se f é real, o campo é auto-adjunto e portanto uma
observavel. Fisicamente, ele mede a intensidade do campo ¢ na posicao x no espago-tempo.

Passemos aos axiomas do espago de Minkowski.

2.6.2.1 Covariancia

Existe no espaco de Hilbert .77, espaco dos estados quanticos, uma representacao
unitaria do grupo das tranformacgoes de Lorentz U (g). Para os geradores (H = Py, P) do
subgrupo das translacoes, o espectro esta dentro do cone p2 — p? > 0, onde py > 0. Existe

um vetor 2, chamado de vacuo, que é invariante sobre a acao de U (g).

2.6.2.2 Observaveis

Os operadores de campo ¢ (f), onde f € .7 (Rd), sao densamente definidos no

espaco de Hilbert 7. Da mesma forma também o é o subespaco definido pelos vetores
o(f1), & (fn)Q,onden >0e f; €. (Rd). O campo ¢ (f) é covariante sobre a a¢ao
de U (g).

2.6.2.3 Localidade

Se o suporte das funcées f e h sdo do tipo espaco, ou seja, x> — t2 > 0, entdo

¢(f)o(h) = ¢ (h)o(f).
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2.6.2.4 Véacuo

O vetor vacuo €2 é o tnico estado, a menos de um fator multiplicativo de fase, no

espago de Hilbert J# que ¢é invariante sobre translagbes no tempo.

Existe um teorema, [6], onde para uma dada distribui¢ao dy no espago 2’ (Rd> que
satisfaga aos axiomas 2.6.1.1 (analiticidade), 2.6.1.2 (regularidade), 2.6.1.3 (invariancia), e
2.6.1.4 (positividade da reflexao), entdo o campo de tempo real ¢ que é determinado por du
satisfaz os axiomas acima 2.6.2.1 (covariancia), 2.6.2.2 (observaveis), 2.6.2.3 (localidade).
Ainda o mesmo teorema afirma que o axioma 2.6.1.5 (ergodicidade) é satisfeito se e
somente se o axioma 2.6.2.4 (vdcuo) é satisfeito.

Antes do estudo da transicao de fase, faz-se necessarias ainda algumas definicoes e

construgoes.

2.6.3 Medida Gaussiana

A medida Gaussiana é definida como

dv=1] e~ da, (2.73)

i=1
em que o indice n pode ser infinito ou nao.

Uma forma bilinear ¢ associada a um operador A é o mapa
t: QA — 0

com 1 indicando um escalar complexo. Esse mapa ¢é linear no segundo fator e conjugado

linear, no primeiro. Assim, considere uma forma bilinear associada a um opedador C' no
espaco . (Rd) ® 7 (Rd) escrito como

C(f,9)=<fCg>.

Com essa expressao, define-se a fun¢ao geradora de uma medida Gaussiana d¢pc no
espaco .’ (Rd) através de

S{f} = e <hCr>/2 — /ei¢(f)d¢0. (2.74)

Se denotarmos ¢; = ¢ (f]) para j = 1,2,...,n a referida medida Gaussiana pode

ser escrita explicitamente como

n 1 _ i
doc = (detC’)l/2 (2m) /2 exp (—2 Z quijlqj) 1_[1 dg;,
iJ =



2.6. Teoria Quantica de Campos 29

onde C' é a matriz C;; =< f;,Cf; > e C~' é a sua inversa. A indica¢do no canto inferior
direito para a medida Gaussiana d¢¢, refere-se a dependéncia da respectiva matriz formada
através do operador C.

Na linguagem corrente de teoria quéntica de campos, o termo C(x,y) =<y, Cz >
é conhecido como propagador. Além disso, ele também aparece como fung¢ao de Green

para a equacao de Laplace
(~A+m?) C(z,y) =0 (x—y) (2.75)

Ele também é chamado de Covariancia livre e denotado por C. E comum escrever
-1
o operador C' como (—A + m2) .

2.6.4 Espaco de Fock e ordenamento de Wick

Seja ./ um espacgo de Hilbert real. Uma representacao das relagdes de comutagao
candnicas sobre . é um par de mapas lineares f — a (f) e g — a* (g) do espago . para
os operadores a e a* no denso dominio & de um complexo espaco de Hilbert .77, tal que

sejam satisfeitas as seguintes relagoes para A, Ay, Ay € & e para todos f,g € .

a(f)2C2, o(f)2cC2, (2.76)

< Apa(f)Ay > = <a*(g) Ay, Ay >, (2.77)
[a(f),a(g)] =la"(f),a" (9)] =0, (2.78)
[a(f),a" (9)]A=<f.g> A (2.79)

Essa representacao é chamada representacao de Fock para bdsons se existir um vetor
unitario ) € J tal que
a(f)2 =0
para todo f € .7 e tal que Z é subespago gerado pela expansao de a* (f1) ...a” (f,) 2, com
n=20,1,..
Considere o espaco S = Lo <5” ! (Rd> ,dgbc> com 2 =1 e Z sendo o espaco das

funcoes polinomiais em .’ (Rd>. Defina ¢ (f) como um operador multiplicativo no espago

de Hilbert com dominio em ¥ e

T(f)=—i<f—>+2"ig (CT'f), (2.80)

5
30

em que C~! é um operador que atua de .% (Rd> em .& (Rd). E possivel mostrar [6], que
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as seguintes relagoes sao satisfeitas

[0 (f) w9l =i<fg>1 (2.81)

[0 (), 0 (9] = [ (f),7(g)] = 0. (2.82)

Suponha ainda que C, operador covariancia, possua raiz quadrada, onde C*/2 sao
operadores que atuam de . (Rd) em .& (Rd). Desta forma, definem-se

a(f) = ;gb (C712F) +im (C'2f) (2.83)
o (f) = ;(p (12 — im (CV2). (2.84)

a e a* definem uma representagao de Fock de relagbes de comutagao candnicas [6].
Para o caso do espaco de Fock para particulas fermionicas, considere que .%,, seja
o espaco das funcdes simétricas que sao Ly no espaco R™ com %, sendo os nimeros

complexos. Considere ainda que

F=> T, (2.85)
n=0

com Q2 =1€ %, %, C.# éum espago que representa a particula n. E para f =
{fu}rry € Z, sendo f, € .Z,, entdo o operador

Nf= {nfn}zozo

com dominio
2 (N)={f:feZ Y nllfll’< oo}

chama-se operador nimero. Por outro lado, seja F,, a projecao ortogonal do espago %
em .%,, ou seja, dentre todas as fungoes de %, o projetor seleciona apenas as funcoes

fn € Z,. Logo a ortogonalizacao de mondmios até o grau n tem a seguinte defini¢do

2o (f1) @ (f2) -0 (fa) == End (/1) 0 (f2) 0 (fn)- (2.86)
Para o caso em que fi =...=f, = f
[”/2] (_1)j n 9
Lo (f)" = End (f)" = 2P, (Cil/2¢ (f)) = ? jz:% m¢ ()",

P, (x) sao os polinémios de Hermite e

c=< 1,Cf >= [ 6()) do.
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A expressao (2.86) define o ordenamento de Wick. Algumas vezes a dependéncia

do ordenamento pela covaridncia C' é explicitado com a notagao : ¢ (f)" :c.

O espago de Fock para férmions é o espago .%, equacao (2.85), onde
yn - An [®ng‘1]

para .%#; sendo um espaco de Hilbert, A,, o operador de projecao antissimétrico, e o
indice n sobre o produto tensorial representando um produto de n cépias do espago .71 e
F, C Z define o estado de n particulas. Sendo f € %, e g € %1, os operadores a e a”

sao definidos como

a” (g) f (1‘17 SET) xn-i-l) - (n + 1)1/2 An-l-lg (:L‘n-&-l) f (xh SE) xn) )
a(g) f(xy,..,xpq) = (n)1/2/g(xn)7 f (1, ..., xy) dx,.

com as relacoes de anticomutacao
{a(f)7a(g>} = {a’* (f>7a* (g)} =0, (287)

{a(f),a"(9)} =< [, 9>. (2.88)

O produto interno acima é feito em %, e para Ay, Ay € % e com o produto interno feito
em .% vale

< Al,a (f) A2 >=<q* (f) Al,AQ >,
W ()2 =0,

a* (g) Q=g e 7.

2.6.5 Construcao de uma medida du a partir de um potencial V'

Essa se¢ao sera tutil para a demonstragao da existéncia de duas fases para a TQC
escalar bidimensional, que serd estudada na se¢do (3.4). Mas antes de construirmos a

medida que usaremos na referida secao, serd preciso definir alguns termos.

Definigdo. O dominio de um operador Laplaciano A sdo todas as fungoes
f(x) € Ly, tal que Vf € Lo.

Definicao. Condicoes de fronteira de Dirichlet para um operador C' na fronteira
OA de um volume finito A significa que as fungdes f (z) no dominio do operador Ayy se
anulam quando x € JA. Para o operador C' com as condi¢oes de Dirichlet atuando na

~1
fronteira, escrevemos Cypy = (—AaA + m2) .
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Define-se uma medida duy num volume finito A com condigoes de fronteira de

Dirichlet na fronteira OA pela expressao

1
dn = e Vdgo,, (2.89)

onde

V(A) = / L P (¢(2)) ¢, dr, (2.90)

sendo P um polinémio limitado inferiormente e o fator de normalizacdo dado por

Z=7() = / eV dpe, | (2.91)

-1
O ordenamento de Wick ¢ feito com respeito a covariancia livre C, = (—A + mQ)



Capitulo 3

Transicao de Fase

Considere um campo quantico ¢ determinado pela medida dyu definida no espago
7', tal que ela satisfaca os axiomas 2.6.1.1 até ao 2.6.1.4 da secdo 2.6, em outras palavras,
trataremos de campos Euclidianos. Dessa forma, a medida du pode ser decomposta em
somas de termos irredutiveis, em que cada um separadamente satisfaz aos cinco axiomas, do
2.6.1.1 ao 2.6.1.5. O tultimo desses axiomas, o axioma da ergodicidade, é o que caracteriza
o que se chama fase pura. Vé-se que por esse axioma a fase pura nao apresenta mais de
um vacuo [6]. Assim, tem-se uma mistura, ou mais comumente, transi¢do de fase, quando
a medida du pode ser escrita como uma soma desses termos irredutiveis, fases puras, com
um unico vacuo, cada. Nesse capitulo serd abordado algumas formas pra sabermos se um

sistema apresenta ou nao transicao de fase.

3.1 Modelos classicos para a analise da transicao de fase em TQC

Como ilustragao simples de transicao de fase, serdo analisados sistemas cujas andlises
sao feitas com base em métodos aproximativos chamados de modelos classicos para a teoria
de campos. Considere uma situagdo em que um sistema ¢é caracterizado por uma variavel
de Ising &, equagao (2.52), assumindo os valores =1 em cada ponto do campo em rede.
Viu-se na se¢ao 2.4, que fendmenos descritos pelo modelo de Ising sdo os cooperativos e,
portanto, nesse sistema cada ponto i interfere em um outro ponto j # i. Logo, a medida

que descreve o comportamento desse sistema é

dp=adp, +(1—a)du- 0<a<l1

tal que
<& >i= /&d#+ >0,

<& >_= /&du_ < 0.

Podem-se, assim, serao associadas as medidas du, e du_ aos pontos da rede em que a

variavel de Ising, em quase todos os pontos, apresenta valores +1 ou —1, respectivamente.
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Portanto, du representa uma transicao de fase ou uma mistura das fases puras, ou
irredutiveis, duy e du_.

Quando ha a presenca de interagao do sistema com campos externos, informagoes
extras precisam ser acrescentadas na medida. Consequentemente, os calculos ficam mais
trabalhosos e entao se buscam técnicas que simplifiquem o problema, como a linearizagao
de polindmios que descrevem a interacao e a descricdo do campo médio para a medida.

Um caso simples que podemos estudar onde essas técnicas podem ser usadas é a da
seguinte medida

1 1 9
dp = 7P|~ > 5 (V&)™ + P (&) IT ds. (3.1)
VA i€zd

Essa expressao se refere a um sistema genérico descrito por um campo em rede, em que
P (&) é um polindbmio que caracteriza possiveis interagdes que podem acontecer nesse
sistema, Z é a constante de normalizacao e o indice ¢ do somatorio se refere a cada ponto
da rede. Faremos aqui para o caso discreto em que i € Z%, mas o mesmo vale para campos
¢ continuos.

Na técnica do campo médio, espera-se que a medida dp concentre valores nas
proximidades dos pontos de maximo do expoente, assim como uma fungao gaussiana
concentra seu valor em ponto extremo. No caso da distribuicao acima esses pontos sao

conseguidos nos pontos minimos de

1

5 (V&) + P(&) ),

>

i€zZd

ou seja, nos minimos globais £° do polindémio P (£). Esses minimos sdo chamados de
valores classicos de €. Assim, em cada ponto i da rede, faz-se & = £°. Se o polindmio
apresenta um unico minimo global, entao existe apenas uma tnica fase, caso contrario,
cada minimo global £°,£¢, ... indicard uma fase diferente, e portanto, tem-se a ocorréncia
de transicao de fase com distintas medidas de volume infinito, ou em outras palavras, du
pode ser escrito como

dp = agedpige + e dpree + ...

Sera visto no capitulo 5 uma técnica muito parecida, s que ao invés de tomarmos
os minimos do polindmio, serd tomado o extremo da equagao (3.1), derivando seu expoente.
Ela serd chamado de método de ponto de sela.

Como qualquer medida de aproximacgao, a técnica do campo médio apresenta suas
limitacoes. Normalmente, ela ¢ valida quando o polindmio apresenta uma grande barreira

de potencial. O significado dessa afirmacao pode ser analisada por meio de flutuagoes em
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torno do ponto de minimo. Considere que essa flutuacao seja escrita como

Xi =& — & (32)

Expandindo o polinémio em termos dessa variavel, em torno de £¢, obtém-se
— 1 (n) (¢c c\n
P() =Y P (€) (€ ¢)
n=0 """

) /" (¢c 2
=3 Lp0 ey = e+ TS

O termo de derivada primeira em &° nao foi colocado porque trata-se de um ponto
critico, onde a primeira derivada é nula. Para este polinémio, se P” (£) > PUY) (£°),
Vje N >3, e|PY ()< aP™ (€9, para 3 < j < n = deg P, diz-se que a barreira de
potencial de P que separa dois minimos &€ e 50/ é suficientemente alta e larga e portanto
aproximagao por campo médio é considerada razoavel. Nesse caso, o polinémio é escrito

apenas coimo
P (€8
20

Utilizando essa igualdade em (3.1), a medida du associada a ela é

Pso =P (£°) +

dusc = ;exp {— [Z <; (VXZ-)Q + P (£ + P"(;");@)] } IT 2.
iezd ’ i€zd

Observa-se que essa medida é Gaussiana e portanto < y; >gc= 0, 0 que também
corresponde dizer, a partir da definigao feita pela equagao (3.2), que < £ >gc= &£°. Essa
aproximacao é chamada de semiclassica, justificando o indice SC no qual ela é considerada.
Algumas vezes a adigdo de termos de ordem mais alta no polinémio na teoria semiclassica,
pode acontecer a igualdade do polinémio em pontos distintos, P (£) = P (fc/). Isso
elimina a transicao de fase. Entretanto, nesse caso, P e du estao pertos de transicao de
fase, no sentido de que para algum polinémio efetivo P,z = P + 6 P, sendo 6 P pequeno
comparado ao polinémio P, a transicao de fase ocorre.

Outro ponto que algumas vezes se associa a transicao de fase, ¢ quando se aplica
algum grupo de simetria a medida e verifica-se que hé transigao de fase. Isso é chamado
de transicao de fase com quebra de simetria. Lembrando que grupo de simetria é o
conjunto formado por elementos que quando aplicados ao sistema, seja em coordenadas,
seja no campo, ou em alguma variavel do sistema, a acao fica invariante. Isso se aplica
por exemplo a sistemas com graus de liberdade infinito como os campos ¢ tratados aqui,
onde as fungoes obedecem a uma algebra de coordenadas que comutam entre si. Para
ilustrar, considere o modelo de Ising, equacao (2.52), com h = 0. A transformacao & — —¢&

deixa a acao invariante. Entretanto, quando g > (., existem duas fases puras du+. Aqui,
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fazer uma mudanca de £ — —¢ leva de um estado fundamental para outro, ou seja,

[ s # [ €du, de fato [ €y =~ [y

3.2 Outras formas de verificagcao de transicao de fase em TQC

Um objeto que é muito importante para o estudo das transi¢oes de fase em teoria
quantica de campos ¢ a medida de probabilidade du. Na pratica, ela é construida a partir
de uma Lagrangiana %, ou interagao V (¢), e uma condigao de fronteira. E de acordo
com a escolha da condigao, uma nova medida dji (fase ou mistura de fases puras) pode
ser construida para um mesmo £ [6]. Assim, diz-se que . tem uma transicao de fase de
primeira ordem.

Uma outra forma de se verificar transi¢coes de fase de primeira ordem é através
da analise de descontinuidades em fungoes de estado do sistema. Por exemplo, considere
um volume finito do espaco-tempo A com uma medida duy. Assim, a energia livre por

unidade de volume é definida
ax (h) = [V 'In {/ RYRCLE d,m} , (3.3)

onde a medida du, ¢ a mesma construida na secdo 2.6.5. Existe um teorema [6], o
qual mostra que para A 1 R? tem-se ay (h) — a(h) e a partir dai é possivel mos-
trar [6] que da/dh =< ¢ (x) >p, onde a medida para esse valor experado é dada por
exp (h/gb (x) da:) dp e a normalizagao, /exp <h/gz§ (x) dm) dp. Havendo um ponto de

a
descontinuidade no ponto hg da fungao an esse ponto é uma transicao de fase de primeira

ordem e tem pelo menos duas fases.

A transicdo de fases pode ter ainda um terceiro ponto de vista. Ao invés de
variarmos as condigoes de fronteira, como no primeiro caso, considere uma variacao na
Lagrangiana .2 = %) 4+ 0.Z. Se a medida

ding = dingy s
¢é descontinua em . = %), entao distintas fases
dpgy = lim dpg, 15,
j—oo

podem ser construidas a partir da Lagrangiana % por diferentes escolhas para a sequéncia

0.%; — 0. Assim, estuda-se transicoes de fase fazendo-se variar parametros continuos
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(como a lagrangiana) produzindo-se descontinuidades.

O principal significado para a transicao de fase em Teoria Quantica de Campos
é aquele aplicado ao problema de longas distancias para o campo (como por exemplo o
espalhamento). Assim sendo, o préximo teorema traz que é necessério e suficiente que, em
longas distancias, |z — y|— oo, para haver transi¢ao de fase, uma fungao especial chamada
de fung¢ao truncada de Schwinger nao pode ser nula. Entao, podemos assim defini-la para

o caso de dois pontos x e y

Sa(z—y)=<o(@)d(y) >"=<¢(@)o(y) >— < ¢(z) >< o (y) >, (3.4)

onde T significa truncada, ou para o caso de quatro pontos 1, xs, T3 € T4, essa funcao por

ser assim definida
< ¢ (21) ¢ (22) ¢ (23) ¢ (w4) >T=< ¢ (21) ¢ (x2) P (w3) P (4) > —

— < (1) ¢ (22) >< & (w3) ¢ (24) > = < P (1) @ (73) >< & (22) P (w4) >
— < (1) ¢ (24) >< b (x2) b (23) > . (3.5)

3.3 Teorema para a existéncia de transicao de fases

Seja uma medida du no espago ., satisfazendo aos axiomas 2.6.1.1 (analiticidade),
2.6.1.2(regularidade), 2.6.1.3(invaridncia), 2.6.1.4(positividade da reflexao) e a desigual-
dade FKG. A fungao Schwinger de dois pontos truncada, Ss (z — y), tende a zero quando

|z — y|— oo se e somente se vale o axioma 2.6.1.5(ergodicidade), ou seja, o vacuo é tnico.

Demonstracao.
(=)

Considere duas fungoes

) o, ose o <1
ol) = {Sgnx, se |z| >1 (3.6)
p(r) =5 (40 (@), (3.7)

E para uma funcao f nao negativa no espago . considere que

o(f)=a(@(f)),
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p(f)=p(o(f)- (3.8)

Antes de dar continuidade a demonstracio, sera preciso demonstrar um lema.

3.3.1 Lema

Dada as definigoes acima para o e p, tem-se que ¢ (f) = /\lim Ao {A_lf}.
—00

Demonstracao do lema 3.3.1. Defina a seguinte fungao

x, se |z] <A

Mo(Alr) = { (3.9)

A sgnz, se |z| >\

Observe que quando A — oo essa funcao tende a x, ou seja, Alim Ao ()\_lx) =z
— 00

Vf e . segue que ¢ (f) € " para um campo real e além disso, ele ¢ limitado

0 (F) < CllflI= 33X (f) [< A

e portanto, a partir da primeira linha de (3.9)
lim Ao (A6 (f)) = 6 (/).
—00
E o lema fica assim demonstrado.

A partir do lema 3.3.1, ou melhor, da identidade demonstrada nele, pode-se concluir
que o produto de ¢’s ou p's expande o espaco &, de acordo com a definicao desse espaco na,
secdo 2.6.1. Se a fungao f esta restringida ao suporte compacto R, esse mesmo produto
espande &;. Fazendo o mapeamento ~ : & — &, /A C H , 0 mesmo produto também
expande 5. Considere que o estado 1) seja a imagem desse produto. Para continuar a

demonstragao, sera considerado védlida a seguinte assertiva, demonstrada em [22]
< ey s — <, Q3 < <o (f) Qe () Q> — < o(f) Q2.

O estado Q € S representa o vacuo. Assim Py = |2 >< Q] representa a projegao
ortogonal em Q e e #Q) = Q. Com essa definicdo, a assertiva acima pode ser reescrita

Ccomo
< e > — <, Q> =< p ey > — < p e Py >

< <O(N) Qe (N) Q> — <6 (f) Qe Pas () 2>
= < (1= P)Y > < <o() Qe (1= Po)o(f) 0>
— [ S2(e = y) f (@) f (y) dady,

onde S, (x — y) é exatamente a funcdo truncada de dois pontos (3.4). Observe que quando
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essa funcao tende a zero, ndo ha vetores nulos para o operador H no subespago (1 — Py) 52,

e assim segue que nao ha outro vicuo. Para a demonstragdo da volta (<) ver [22]

3.4 A existéncia de duas fases para o campo escalar no espaco

comutativo bidimensional

Temos estudado, até aqui, alguns métodos mais gerais para o estudo da transicao
de fases. Nessa secdo, seremos mais especificos a esse respeito. Vamos trabalhar com um
polinémio V' que descreve a interacdo a que o sistema estd submetido através do termo ¢*

mais um termo associado a massa do campo que é o termo ¢*. Essa funcao V é dada por

2

Vig)=x:(0*= A1) nue. (3.10)

O indice inferior direito apenas faz uma mencao de que o ordenamento de Wick é feito
levando-se em consideracao que C' = (A — )\)71.

Esse é um tipo de interacao bastante estudada, e que é objeto do nosso estudo. Sera
mostrado no proximo teorema que para um sistema bidimensional sujeito ao potencial
dado pela equagao (3.10) existe mais de uma fase. Esse teorema é bem geral, mas o ponto
é que para esse sistema ¢*, multiplas fases significam duas. Em uma delas, o campo oscila
em torno de zero, em um minimo de potencial, e na outra, o campo oscila em torno de
outro valor que é diferente de zero, assim nao existindo uma terceira possibilidade de

fase [5].

3.4.1 Teorema

Considere a medida dpu, construida na segao (2.6.5), com o potencial V' referido em

(3.10). Se A > 0 for suficientemente pequeno, entdao a medida du possui multiplas fases.

Demonstracgao.
Considere o plano R? coberto por uma rede de quadrados de &reas unitérias A;. E

que o campo médio nessa pequena regiao seja dado por

0(8) = [ 6(x) dx.

Com esse campo, defina a variavel o (A) = sgn ¢ (A). o (A) é o que se chama de

variavel de Ising, porque assume os valores +1 na rede. A partir da simetria de du quando
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¢ — —¢, chega-se ao valor esperado
<o (A) >:/U(A) dp = 0.

Como aqui trata-se de um plano, a fronteira de fase, isto é, a regiao do espaco onde,
nesse caso, o (A) muda de sinal, é um conjunto de linhas.
Para a continuac¢ao da demonstracao, serd usado o fato, ver [22], de que para A
pequeno
Pr(T) = /F d < e~ ero(172) (3.11)

I' é o conjunto finito de segmentos de linhas da rede. Este simbolo também representa um
subconjunto da fronteira de fase, a configuragao do campo. |I'| é o niimero de segmentos
da fronteira de fase. A figura a seguir mostra um exemplo de configuracao I'. A constante
¢ independente de |I'| e A\. Devido a esse teorema nao teremos que nos preocupar com
fronteiras infinitas, Pr (I') = 0 se |I'|— oo .

Agora sera usado o teorema (3.3), ou seja, mostrando que para dist (A, A ) — 00
tem-se que < o (A) o (A’) > (), e portanto o vacuo nao é Unico, ou em outras palavras,
ha mais de uma fase para o sistema.

Seja
(1+0(A)).

Uma vez que < 0 (A) >= 0,

1

<py (D) p- (A) >=< L (1+0(A)) 3

> (1-0o(A)) >

:éll<1—O‘(A/)+U(A)—U(A)O’<A/) >:i<1>—i<a(A)a(A') > .

Segue assim que

1—4<py (A)p_ (A) >=<0(A)o (A) >.

Com essa ultima relacao, a demonstracao se resume a mostrar que
<o (B)p- (&) = o,

Isto é, para A pequeno, o nimero < p; (A)p_ (A’) > ¢ também um ntmero
pequeno e portanto, < o (A) o (A') > nao se tornaria zero.

O diagrama a seguir ilustra os possiveis valores para p, e p_ numa regiao de
quadrados de areas unitarias. Os quadrados positivos e negativos indicam os valores +1

ou —1 para a variavel o, respectivamente.
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[+]+|-|- |+
[+ [+
=|=]=]- |+
Pr=0 o L pymt
P-= =
ANERS p_=0
+ |+ +]+|-|

Figura 3.1 Ilustracdo com os sinais para o em cada quadrado de &rea unitaria em uma
configuracao arbitraria para I’

Observe que o produto py (A) p_ (A’) # 0 apenas nas configuragoes de campo
onde A e A’ estdo em espacos com sinais diferentes, ou seja, onde exista um I" entre eles,

como na figura. Dessa forma

< pi (D) p_ (A’) > < 3 Pr(T).

{I': A CIntl’ ou A’ CIntI'}

Observe também que |I'| tem comprimento |['|> 4. E de que o niimero de possiveis
I's que se consegue construir de comprimento igual a n é no maximo n23". Para ver isso,
note primeiro que I' tem que ser uma curva fechada. Segundo, o niimero possivel de pontos
aos quais se pode comecar a desenhar I' de comprimento n é igual a n*. Apés comecar
o desenho, ha em cada ponto seguinte trés possibilidades de continuar o trajeto, e como
existem n pontos, segue que o numero das possibilidades até fechar a curva é igual a 3".
E portanto o niimero maximo de I"s é igual a n?3".

Assim, usando-se a equagao (3.11)

< py (A) po (A/) > < Zn23ne—n0(,\71/2>

n=4

_ Z n267n{0 1/2 ln3} Z n267n0 1/2)

Agora, defina O ()\’1/2) = z. Logo, tem-se

o) 00 [e'¢) d2
:ZTL2€ nxgzn2e—na:_zﬁe—nx
n=4 n=1 n=1 L



Capitulo /

Ponto Critico da interacio ¢’

Um ponto critico é um ponto de fronteira do espaco das transicoes de fase, ou seja,
do espacgo que contempla todos os pontos onde existe mais de uma fase.

Como exemplo, considere o diagrama de fases da agua.

Presséo
L
Iiquid
sélido e
0,006
atm .
/ vapor
— 0,019C !
0°c 5

Figura 4.1 Diagrama de fases para a agua

Observe a linha violeta que separa as regioes, ou fases, liquido e vapor. Esse
conjunto continuo de pontos é o espaco da transicao de fase dos estados liquido-vapor.
Veja que o ponto onde a dgua tem como temperatura 0,01°C' estabelece uma fronteira
para esse espaco tal que para temperaturas abaixo desse valor, mantida a mesma pressao,
o estado deixa de ser de transicao de fase para ser fase pura, ou seja, solido, como se pode
ver na figura anterior. Assim, esse ponto seria um ponto critico. No caso em questao, esse
ponto ¢ critico tambem para os espacos de transicao de fase solido-liquido e sélido-vapor,
e por esse motivo ele ¢ chamado de ponto critico triplo ou simplesmente ponto triplo.

Nesse capitulo, sera feito um estudo sobre o ponto critico para campos quanticos

onde o termo de interacao V (¢) é dado pelo polindémio da forma

V(6) = A" + 0¢” — o, (4.1)

onde os parametros A\,o,u € R e A > 0. O ultimo termo indica algum acoplamento desse
campo com algum campo externo e o termo do meio é um termo associado a massa do
campo. Portanto, essa interacao trata de uma particula massiva acoplada a um campo
externo. Chamaremos essa interacao de ¢*.

Se analisarmos essa interacao primeiramente de maneira classica, como foi feito no
capitulo 3, verifica-se para u = 0 trés possiveis casos onde o sistema pode ser encontrado,

a depender do sinal do parametro ¢, mantendo-se A > 0 e constante.
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Para o < 0, o grafico da interagao V tem a forma de

08+
0.6 4

0.4

Figura 4.2 Gréfico para a funcio do tipo V (¢) = ¢* — ¢?

Essa interagao tera dois minimos globais e, portanto, duas fases.

Para o = 0, tem-se o grafico da figura 4.3

0.8
0.6

044

Figura 4.3 Gréfico para a funcio do tipo V (¢) = ¢*

Para esse valor do parametro o = 0, observa-se apenas uma fase.
E, finalmente, quando o > 0, o grafico da interacao tera a forma do grafico mostrado

na figura 4.4
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Figura 4.4 Gréfico para a funcio do tipo V (¢) = ¢* + ¢?

Os valores do pardmetro o constituem o espago das transi¢oes de fase. Observe
que a partir de um determinado valor para esse parametro o, tem-se uma fronteira
entre os casos onde o sistema apresenta duas fases, 0 < 0, daquele em que apresenta

uma fase, onde o > 0. Segue, pela defini¢ao, que o = 0 = o, é o ponto critico desse sistema.

Na teoria quantica de campos, para a existéncia da transicdo de fase é necessaria
a analise de certas condi¢oes a que o sistema estd submetido. Por exemplo, no teorema
3.3, a fun¢do de dois pontos truncada de Schwinger tem que ser diferente de zero a longas
distancias. Por outro lado, ao analisarmos o caso especial da interacao ¢*, para 0 < \ << 1,
no teorema 3.4.1, viu-se que o sistema possui duas fases. Dessa forma, o ponto critico para
a interacdo ¢* com p = 0 (necessario para que haja transicio de fase, devido ao teorema
de Lee-Yang [6]), fixado um valor para A, como o menor valor do pardmetro o para o qual
o sistema possui uma unica fase (obs. dizer que fixado um valor negativo para ¢ havera
transicao de fase para 0 < A << 1 é equivalente a afirmar que hé transicao de fase para
lo[>1).

4.1 Uma fronteira para a constante de acoplamento

Até agora, foi discutido, para um dado A, valores do pardmetro o para verificar se
um sistema sob a interagdo (4.1) apresenta ou nao transicao de fase. Mas haveria algum
limite para essa constante de acoplamento A tal que existisse ainda o ponto critico 0.7 Em
outras palavras, ha alguma fronteira para aquele parametro? A resposta é sim, existe um
fronteira.

Apébs algumas corregoes usando a teoria quantica de campos, com métodos de
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renormalizagdo que ajustam os problemas de infinitos na teoria, a constante de acoplamento,

Asis, que € a constante que pode ser medida, é definida como [6]

s = —m3 44 /< ¢ (x1) ... (24) > dwidaodas, (4.2)

onde, apds escrever a fungao de Schwinger como uma transformada de Fourier, tem-se

x= [ <o) () >" dvi = (er) [ [ o (m) a'p d's

= [ [ e o (m?) ' - [ (4.3)

e dp é a medida espectral de Lehmann [6], com a = m?.

4.1.1 Teorema

Assumindo as afirmativas acima e de que a renormalizacao de forca de campo
prépria foi realizada
0 < )\ﬁs < Cte>

onde a constante adimensional cte é independente de qualquer parametro.

Antes de partirmos para a demonstracao, iremos falar de uma importante desi-
gualdade chamada primeira desigualdade de Griffths, ao qual nao iremos demonstra-la
aqui, mas pode ser encontrada em [23]. Usaremos aqui o campo ¢ definindo a notagao

Oa = H ¢,", onde n é um numero natural par. O hamiltoniano H aqui ¢ definido por

H = ZJA¢A, em que Jy4 > 0, para todo A. Além disso, o valor esperado de uma
A

fungao F'(¢) é escrito como

JF(¢)e " Ddu(¢) _ [ F(d)e " Vdpu (o)

DR P O Z

onde du (¢ H du; (¢;). A primeira desigualdade de Griffths afirma que para um

Hamiltoniano H deﬁmdo acima, para a medida du; (¢;) simétrica sobre ¢; — —¢; e para

J101¥el @y (9) < oo

entao 0 << ¢4 >. Com posse dessa desigualdade passamos para a demonstracao.

Demonstracao do teorema 4.1.1

Usando a primeira desigualdade de Griffths, vé-se que < ¢ >=0e
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<P (1) @ (22) >T=< ¢ (11) ¢ (x2) > — < ¢ (21) >< ¢ (w2) >=
=< ¢ (1) P (x2) >=< 4 >>0
=x > 0.

Além disso, tem-se a segunda desigualdade de Griffths, que diz que sobre as mesmas

hipéteses da primeira desigualdade, ver [23]

0 << ¢A¢B > =< ¢A >< d)B > < Z < ¢A1¢Bl >< ¢A2¢B2 >, (44)

onde a soma corre sobre toda a particio A = (A, A2) e B = (B, By). A; e By sdo notagoes
condensadas que representam um nimero m impar de termos, ou seja, ¢4, = @1...¢p,, em
que m é fmpar. Esse resultado se aplica ao campo com interacao do tipo ¢* com p = 0.

Vamos usar a segunda desigualdade de Griffths (4.4) para verificar que

< ¢ (1) ¢ (24) >T<0.

Para ver isso, chame ¢4 = @102 € ¢ = ¢P3¢4. Além disso, sempre que possivel escreve-se,
por motivo de simplicidade, 1 para ¢ (z;), e.t.c. Logo a fungdo Schwinger truncada de

quatro pontos (3.5)
<1234 >T=<1234> — <12>< 34> —<13>< 24> — <14 >< 23 >

pode ser reescrita como
T
< Qadp > =< dadp > — < pa >< dp > —

— < 0a,9B >< 94,08, > — < Q4,0B, >< Pay0B, >
=< Papp > — < Pg >< pp > —
— Y < badm, >< Pardn, >

Por (4.4), < ¢ (x1)...¢ (z4) >T< 0. Usando esse resultado e o fato de que x > 0, segue
pela definigdo de Ags que Ags > 0 e o limite inferior do teorema estd demonstrado.

Usando-se a segunda desigualdade de Griffths,
0<<Padpp > — < Pa >< Ppp>=<1234 > — <12 >< 34 >=

=< 1234 >T + <13 >< 24>+ <14 >< 23 >

= — <1234 >T<<13>< 24>+ <14 >< 23 >
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E como < 1234 >"T< 0
0<—<1234>"<<13>< 24>+ <14 ><23 > .
Note que essa tltima desigualdade poderia valer também para
0<—<1234>"T<<12><34 >+ <14><23>

ou
0<—<1234>T<<12><34>+<13><24>.

Por essa equivaléncia de desigualdade, aplica-se a simetrizagao

0<—<1234>T< (<13 >< 24> + < 14 >< 23 >)/3
(€12><34 >+ <14><23>)3 (< 12>< 34>+ <13 >< 24 >3 (45)

A partir das propriedades da funcao de Green (—A +a)”" (z,7)

<ay>= [ (~A+a) (2.9)dp(a) < cte x|z — y| eI
0

Inserindo esse resultado em (4.5) e usando a hipé6tese de renormalizacao de forga

©d
X:/ P(a)zm—z’

m?2 a

do campo proéprio

chega-se ao resultado esperado A\gs < cte. E um resultado importante pois, existindo uma
fronteira para o parametro \gs, pode-se investigar agora a existéncia do ponto critico para

a interacdo ¢

4.2 A existéncia do ponto critico para a interacio ¢

Para o proposito seguinte, é necessario que se defina massa e uma grandeza chamada
de magnetizacao. Comecemos com esta tultima.
Assumindo que p = 0, e que o sistema possua, no maximo, duas fases, a magnetiza-
¢ao é definida como
M(o)=+ lim <¢(z)o(y)>Y*. (4.6)

Na construcao da medida feita no capitulo 2.6.5, apresentamos uma condicao de
fronteira onde a medida ¢é simétrica pela reflexdo do campo, ou seja, para ¢ — —¢@, tem-se
< ¢ >=< —¢ >, o valor esperado nao muda pelo isomorfismo que leva o campo no seu

oposto em sinal. Como consequéncia, usando a interacio par ¢* na sua forma em (4.1),
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tem-se que

gV Oy

< Q> -
¢ f e—K—zV(qﬁ)d'u

=< —¢ >=

[y [TV Ody
T [e K-V, T [e K-V,

em que K é o termo cinético, que também é par com respeito ao campo. Esse resultado

7

tem como consequéncia o fato de que a magnetizagao, para sistemas com uma tnica fase, é
igual a zero, pois usando-se o teorema 3.3, quando |z — y|— 0, tem-se < ¢ () ¢ (y) >= 0.
Para esse mesmo sistema, onde existam, no méaximo, duas fases, a massa m (o) é

definida como uma taxa de decaimento exponencial
< (@) d(y) > =M (0)* = e, (4.7)

Que também pode ser visto fisicamente como o estado de menor energia acima do vacuo. Por
outro lado, ja foi definido o ponto critico, que no caso do presente trabalho é determinado
pelos pardmetros do polinémio V (¢). Porém, uma questdao fundamental a ser respondida
é: para a interacdo do tipo ¢* existe algum ponto critico?

Bem, pode-se responder a essa pergunta estudando o comportamento da massa
m (o) em funcdo do pardmetro o. Qual o seu valor para o caso de um sistema com uma
unica fase? Ou com duas fases? Ha transicao do mesmo sistema que possui duas fases
para um sistema monofasico? Se essa transicao existir de uma maneira suave, ou seja,
se a fungao m (o) for continua, entao indentificaremos o ponto critico e portanto a sua
existéncia. Por simplicidade, consideraremos o espago dos campos em rede.

Antes de prosseguirmos com a finalidade de mostrar a existéncia do ponto critico,
vamos definir, ou redefinir, algumas grandezas. A primeira, é a propria massa. Porém,
tal definicao é apresentada apenas para o propésito dessa secao. Suponha que exista um
o.. Aplique o logaritmo [n na equagdo (4.7) para o sistema com uma unica fase, ou seja,

0. < 0, onde a magnetizacao é nula. Tem-se

o) - i EO@00) >

|x—y|—o0 |f[) — y|

(4.8)

Para o presente propdsito, definamos massa como sendo essa equacao (4.8). A partir dela,
mostraremos que o ponto critico existe mostrando que m (¢) é uma fungao continua e que
ela vai a zero quando o | o..

A segunda importante defini¢ao é a da pseudo massa m = m (z,y, 0, A), definida

em um intervalo finito ¢ < ¢ < b como tnica solucao da equagao

Ae— Izl

Lt (m7' |z = yl)

& =< ¢ ()¢ (Y) >on, (4.9)
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em que A é o supremo da fungao de correlagao entre dois pontos

A=2 ( sup < ¢(x) o (y) >07A) (4.10)

o€la,b], ACRY, z,yeA

em um dado volume finito A e a é uma constante escolhida tal que

d < 2«a

d—1<a. (4.11)

De acordo com a defini¢ao do valor esperado < - >, 5 para os campos em rede,

equagao (3.1), o valor do pardmetro

A=25p < 0(2) 6 (y) o= 25 [ 6(2) 6 (y) dp

25w [ 6(2)6 (y) e {— [Z (; (Vo () + 26 (2)' + a¢(2)2>] } ] do ()

zEN zEA

= ;/¢<x>2exp{— {Z (; <V¢<z>>2+w<z>4+a¢<z>2>]} I1 do(2).

2€R4 z€R4

. ~ / A
em que o fator de normalizacdo Z tem a mesma forma de Z com o pardmetro o = a e
z € R

Observe que para x > 0
d e*

dz 1+ |z|*

<0. (4.12)

Tem-se a garantia da existéncia da pseudo massa n para x # y.

Considere que

m(o,\) = x;lylgAm (z,y,0,\) (4.13)
e
m(o) = HI{fm (o,A) = ngrIgQ m (o, A). (4.14)

Com essas definigoes estabelecidas, enunciemos o seguinte teorema

4.2.1 Teorema

m (o, A) é fungao continua em o e estritamente positiva para um volume limitado e

conectado A. Além disso,

0<m(c) <m(o)<ctem(o) (4.15)



2. A ezisténcia do ponto critico para a interagio ¢* 50
4 p P ¢

e
0=m(o) se o <o, (4.16)
Demonstracgao.
A funcao de correlagao entre dois pontos < ¢ (z) ¢ (y) >,4> 0, ver [6]. Dai segue
que
Ae_'m:‘x_yl
<o (x)¢(y) >on= >0

L4 (i |z —y)*
= 14+ mz—y)* >0
1
(lz —y)®

para todo z,y € A. Escolhendo |z — y|— oo, segue que ni > 0. Por outro lado, para

= (m)*>—

o < o, a partir da definicdo de massa, equagao (4.8), quando |z — y|— oo, a fungao de
correlagao tende a um valor constante ¢ e, por consequéncia, o logaritmo dessa constante
também é uma constante. No limite, constante dividida por infinito vai a zero. E portanto,
a massa € zero.

Para provar a desigualdade m (0) < m (o) iremos mostrar que ¢ valida a seguinte
desigualdade: m” (o) < m (o) + €. Se ela serd vélida para qualquer € > 0, entdo também é
valida para e — 0 e portanto a anterior desigualdade é satisfeita. Pode-se fixar x e y tal
que

1
e~ (m+e)|z—y| < 24 < ¢o(x)d(y) >,

seja satisfeita. Da mesma forma, pode-se escolher o volume A tal que

1

51 < 0@) () >< ; <¢(2)9(y) >on -

Usando a defini¢ao de pseudo massa, equagao (4.9), tem-se

b(2)6 () e ot e o) oyl < yoni(e) -y
< Zz Yy >O',A: = 5 < e M\&:Y,0, T— < e~ (o) |z—
1+ (m(z,y,0,A) |z —yl|)

1
A
= ni(0) |z —y|< (m(o)+e€) |z —y|

= m(o) < (m(o)+e).

A demonstragao para m (o) < cte ni (o) pode ser encontrada em [6]. Para mostrar
que a pseudo massa é uma funcao continua, usaremos a seguinte definicao.

Definicao. Uma funcao real m (o) ¢é Lipschitz continua numa variavel real o €

m
[a, b] se existe uma constante K > 0 tal que o < K.
o

m
Observe que o fato da derivada —— ser finita para uma funcao Lipschitz continua
o
¢ suficiente para assegurar a continuidade da funcao m (o).

Como m (o, A) é a menor fungao para as variaveis x e y, de acordo com a definigdo,
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mostremos a continuidade de Lipschitz para cada funcao que coincide com n7, ou seja,
para To # Yo,
m (zo,yo, 0, A) =m (o,A).

Demonstrando a Lipschitz continuidade para todos os ni (xg, 4o, 0, A),entdo m (o)
¢ Lipschitz continua.
Dessa forma, aplicando logaritmo [n na equagao que define pseudo massa, (4.9),

obtém-se

|z — yo|—InA + In [1 + (M |zo — yol)a} =—-In<¢(x)p(y) >on -
Derivando a equacao acima em relagao a o

ant |zg — yo|*™t dnmi
1+ (m |xg — yo|)* do

dm | I+
P x J—
do 0— %o

d
|0 — yo|= —%lﬂ <o (7) 9 (y) >on -

Facamos a derivada do segundo membro da equacao acima

1

_ A< & (10) & (o) >on= — 4. ¢ (o) (yo) >

do < ¢ (20) (y0) >on do
- _ 1 if@b(fo)ﬁb(yo) dp
< ¢ (x0) (Yo) >on do [dp ’
em. que du—exp{— [Z (; (Vo (2)* + Ao ()" + 06 (2 )”ch
zEN SeA

Aplicando a regra de Leibniz na ultima equagao

1
< ¢ (o) ¢ (o) > (f d#>2

(s sevsmsoera) - fovasie (g foora)

zEA

_ Z < ¢ (w0) 9 (y0) ¢ (2) ¢ (2) > — < @ (x0) ¢ (1) >< <Z5(Z)2 >
< ¢ (20) ¢ (yo) > '

z€EA
Dessa forma
dnt ant |zg — yo|*t dnt

[ _|_ — o
do [0 = ol L+ (m |zo — yo|)” do

|$0—yo|:

< ¢ (0) ¢ (yo) > (4.17)

zEA

y (< 6 (10) 6 (1) 9 (2) 6 () > = < 6 (20) & (30) >< 6 (=)’ >> |
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dm
Para o préximo passo dessa demonstracao, é necessario mostrar que o > 0.

o
Diferenciando a equagao (4.9) em relagao a o e aplicando a regra da cadeia

d e—m~\x0—y0\ d L1
%1+(m~|xo—y0|) —%<¢(5E0)¢(yo) oA (4.18)
d e r d d
Ai ——m - = 5 .
dx [1 + xa]:czrrflwoyol dUm |£E0 y0| do <¢ (:EO) ¢ (y()) ZoA

Pode-se agrupar alguns termos do primeiro membro em uma tnica fungao F (o) < 0,

utilizando (4.12), para reescrever a equagao acima como

F(0) (@ni /do) = 3 < 6(20) & (50) >0 -

Existe um teorema, sob as condigoes que foram adotadas aqui, ver [22], que afirma que
o lado direito dessa equacao é negativo, ou seja, a funcao de correlagao de dois pontos é

decrescente em o. Usando-se esse fato, obtém-se o resultado desejado
— > 0. (4.19)

Desse resultado, segue que o segundo termo da equagao (4.17)

ant |zg — yo|* dmi
14 (m |zo — yo|)* do

‘xo - y0|2 0.

Usando esse resultado e a equagao (4.17)

dnt dnt ant |zg — yo|*t dnt
——lzo — ol < ——
do do

[#] Lo —
1+ (m |zo — yol) da| 0~ Yol

|0 — yol+

< ¢ (o) ¢ (o) >

Através da equagao (4.4), a soma acima tem como fronteira

zEA

::Z(<¢@@w%w@wwo>—<M%M@@><w@%j.

< ¢ (20) & (40) ¢ (2) § (2) > — < ¢ (w0) B (yo) >< ¢ (2)° >
Z( <o) o) > )S

zEN

< 6(20) 6(2) >< 6 (40) B(2) > + < D(a0) 6 (2) >< 6 (1) & (2) >
SZ( < 6@ o) > )

B < ¢ (x0) d(2) >< 9 (o) #(2) >
Il e >

zEN

Sabe-se que, a partir da defini¢do do parametro A, equagao (4.10), quando z = z,
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ou 1o, a igualdade acima é limitada por

3 < ¢ (20) 9 (2) >< ¢ () ¢ (2) >

<2A+2
z€N,z#x0,Y0 < ¢ (ZL’()) ¢ (yO) >

dnt < ¢ (20) ¢ (2) >< ¢ (y0) ¢ (2) >
am ., A :
= |Zo — yo|< 2A + 2261\7;1,0% < 6 (0) 6 (o) >

A partir da defini¢do de pseudo massa, (4.9)

dnt Ae |[r0—2| Ae lvo—=| 1+ (07 |xg — yo|)
= —|wo—yo|< 2442 Z _ . _ _. ( . ’~|0 - yIOD
do renZeogo LT (M7 [0 — 2[) 1+ (nT [yo — 2|) Ae="" [z0—vo
A —m~<|$o—z|+\yo—2’|) 1 1 ~ . a
YRS e " U ] N +(Tm~‘?_ Yol)™
2€A,22£T0,40 1+ (m |$0 - Z|) 1+ (m |y0 - Z|) € 0o

O proximo passo vem a partir da desigualdade triangular
|20 — 2[+|yo — 2|=> |zo — 2 + 2 — yo|= |20 — Yo
= |zo — z|+|yo — 2= |zo — Yo
— i (leo—zl+lvo—2|) < o~ (lzo—vol)
E portanto

dni Ae~" lwo=yol 1 L4+ (m |zo — yo|)*

——|xo—yo|< 24 +2 _ _. ] _ i |20 -
do zeA,Zé:xo,yo L+ (m |z — 2)% 14 (7 |yo — 2]) e~ [zo—yol

Y

dni A 1+ (7 |zo — yo|)®

7|J}0—y0|§ 2A+2 — i — =
do zGA,zE;f-:mo,yo 1+ (m |x0 - Z|) 1+ (m IyU - Zl)

A 1+ (m |zo — yo|)®
> : :

<2442 ~ & = a
(" |zwo — ) (7 [yo — 21)

2€A,2#0,Y0
Reescrevendo

1

(m |20 — yol)

1+ (7 o — yol) = (7 0 — o) (1 ; ) P

tem-se

1

|20 = 2|*lyo — 2[*

dnt
do

|0 — yo|< 24+ 2 (m7) > - cte - |z — yo|” >
zEN,2z#£x0,Y0
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De acordo com [6]

‘ d

Z 1 < |$0_?JO '
‘Qa

2€N,2#70,Y0 |ZL’0 - Z|a’y0 - Z|a |$0 — Yo

Logo

dnt

d
_ o —
%|$o—yo|§ 2A+2(m) 2Q‘Cte'|350—y0’a| 0 — ol

|20 — yo[*®
=244 2(ni )7 - cte - |zo — yo| T
90 AN < 24 (ni)*®

= (m 2. cte - |zg — yolt™ !
() do = |zo — ol + 2 cte - [zo — yol
dni
= ~)20‘ I~ e
do

Em que cte” é independente de o. E a demonstracido do teorema estd completa. E
importante que d — a — 1 < 0, como foi afirmado em (4.11), caso contrario, a derivada da
pseudomassa em relagdo a o pode ir para o infinito quando |zg — yo|— 0. A consequéncia

desse teorema é praticamente trivial.

4.2.2 Corolario

A massa m (¢) é uma fungao continua de 0. E quando o | 0., m — 0.
Demonstracdo. A continuidade parte da equacao (4.15). E quando a pseudo
massa m = 0, pela mesma equagao, verifica-se que m = 0, ja que m (o) < cte m (o).
c.q.d
Sabe-se que a teoria quantica de campos comutativa (TQCC) apresenta alguns
problemas com relagao a divergéncia na regiao do ultravioleta (UV) e por isso sao adotadas
medidas para controla-las como, por exemplo, a renormalizagao. Nesse cendrio, a teoria
quantica de campos nao comutativa (TQCNC), ao qual passaremos a falar no préximo
capitulo, é uma candidata natural para regular essas divergéncias da teoria comutativa.
Isso porque ela sera contruida utilizando matrizes, ou modelo de matrizes, que, sendo
finitas deveriam ser completamente livre dessas divergéncias. Essa seria assim uma outra
importante utilidade para a busca de uma generalizagao da teoria quantica de campos,
como mensionado na introducao do presente trabalho. A questao é verificar se é possivel
recuperar a teoria comutativa no limite de fazer a ordem das matrizes N — oco. Como esse
limite é ndo trivial (e ndo perturbativo) é desejavel verificar algumas caracteristicas de
ambos os modelos sobre o limite mensionado. Assim, a estrutura de fase, se apresentando
em um regime nao perturbativo, é um lugar perfeito para checar tal limite e entao observar

se as informagoes do modelo comutativo sao recuperadas. Dessa forma, passemos agora ao
estudo da TQCNC.



Capitulo 5

Diagrama de fases da teoria do campo escalar ¢* na
esfera difusa e modelos de matrizes

Neste capitulo serd feita uma passagem de uma éalgebra de um espaco comutativo
da TQC para uma algebra nao comutativa. Sera utilizado para esse fim, o sistema de
coordenadas na esfera difusa. A partir desse, pode-se fazer uma extensao, através de
um parametro N, recuperando-se, assim, o caso do espago comutativo. Serda mostrado o
diagrama de fases para a TQCNC e assim, sera verificado o surgimento de uma transicao
de fase a mais em relagdo a TQC comutativa que estudamos até aqui. Em seguida, serd
apresentado um modelo de matriz para a teoria ndo comutativa do campo escalar ¢* e
algumas técnicas basicas que buscam lidar com tal modelo, como a teoria da perturbagao

e métodos de aproximagao nao perturbativa.

5.1 Teoria do campo escalar na esfera difusa

Definicao. A esfera difusa SJ% ¢ um espaco nao comutativo ao qual a algebra das

funcoes é gerada pelas "coordenadas'
i 2
zix' = p

[l’i, .’E]} =T;Xj — Tjl; = i@eijkxk. (51)

Observe que as coordenadas cartesianas x; obedecem a mesma dlgebra do momento
angular. Isso serve pra gente fazer a seguinte analogia. O operador de momento angular
L que possui o valor de momento angular orbital igual a j, possui como projecao num
eixo arbitrario os possiveis valores —j < m < j, constituindo assim 2j + 1 possibilidades
diferentes para essa projecao. Por satisfazer a algebra do momento, pode-se pensar em z;
como inseridos em um espago de dimensao N = 25 + 1 pertencendo ao grupo SU(N), ou
seja, x; pode ser visto como uma matriz N x N de determinante unitario com

2R

T = =Ly,
N?Z—1
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2
o 28
N® —1
AR? AR?
o MV Loy MY Ly g2
Fr=yr—iU+D 4j<j+1)J(J+) R

Em que L; sao os geradores do grupo, com ¢ = 1,2,3 e R pode ser interpretado
como sendo o raio da esfera. Veja que para recuperarmos o regime classico, temos que
N — oo e assim a superficie torna a ser uma esfera, ja que 8 — 0. Além disso, observe
que ao se falar em regime classico, o comutador vai pra zero com o parametro de nao
comutatividade ¢ indo para zero.

Como dissemos, a algebra das fungoes no espaco Sfc é gerado pelas coordenadas x's.
Assim, essas fungoes e, portanto os campos escalares como o ¢, sdo dadas por matrizes
N x N hermitianas, que serao representadas pela letra M. Dessa forma, nessa secao o
campo escalar sera transformado em uma matriz M.

A acdo para o espago Euclidiano comutativo de um campo massivo sob a interacao

de um potencial do tipo ¢* é dado por

5= [ du B (V6 + 06+ 26"

No caso dos espagos difusos, espagos nao comutativos, o campo é representado por
matrizes My, integrais sobre a superficie esférica se transformam em traco de matriz e
derivadas, em comutadores [5]

O0ip — —i [L;, M|,

A R?
2
/S g — =TT,

Substituindo essas transformacoes na a¢ao S e absorvendo o fator de volume na

definicdo de campo e dos parametros de massa e acoplamento, tem-se

S(M)=Tr (—; [Li, M [L;, M] + ;T’M2 +V (M)) : (5.2)

A partir desse ponto, usaremos a letra r como parametro de massa e a letra g
como parametro de acoplamento de interagao do campo, em substituicao a o e A da teoria
comutativa, respectivamente. E um padrao usado por vérios autores para diferenciar uma
teoria da outra. Usando a propriedade ciclica do trago de uma matriz, o termo cinético

pode ser reescrito como
—Tr {(L;M — ML) (LiM — ML)} = Tr {ML;L;M — ML;ML; — ML;ML; + MML;L;}

= Tr {ML; [Li, M] = M [L;, M| L;} = Tr {M [Ly, [L;, M]] } .
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Logo
S(M)="Tr (;M [L;, [Li, M]] + ;TM2 +V (M)) : (5.3)

Assim, para o campo escalar na forma matricial M, a dinAmica da teoria é

JF(M)eSMdp

< F>= [ e-SONgAT (5.4)
em que
dM = 2] dM;,;.
i<j

O numero 2 refere-se ao fato da matriz M ser hermitiana e também ao produtério
se dar para ¢ < j. Observe que essa integral possui como indice de integracao todos os
elementos da matriz M.

O termo que aparece com os comutadores na equacao (5.3) é a parte cinética da
acao, pois como ja foi dito, eles representam a derivada na acao.

Até agora, haviamos estudado uma teoria quantica de campos comutativa, ou seja,
um espago comutativo definido por uma dlgebra comutativa de fungoes (coordenadas),
assim [xi, :BJ} = 0. Viu-se no teorema 3.4.1 a existéncia de duas fases. E de acordo com [5],
para essa teoria ¢! comutativa, as duas fases no diagrama se distinguem uma da outra a
depender em torno de qual valor oscila o campo. Se houver uma oscilagao do campo em
torno de ¢ = 0 entao a fase é chamada de desordem. Mas se ha uma oscilacao do campo
em torno de outro valor diferente de zero, sendo este ponto o de minimo do pontencial,
entao essa fase serd chamada de fase de ordem uniforme.

Para a teoria ¢* ndo comutativa, a que estamos lidando nessa secéo, onde [xi, a:j} #*
0, existe ainda uma terceira fase, fase de ordem nao uniforme. Para ela, nao ha oscilacao do
campo em nenhum ponto do espago. Isso é uma consequéncia da nao-localidade da teoria,
sendo ainda um resultado da mistura que ocorre entre o infravermelho e o ultravioleta.

A seguir o diagrama de fases para essa teoria, obtida numericamente [2,24] .
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Figura 5.1 Diagrama de fases para a teoria ¢* em coordenadas esféricas difusas. O eixo das
abscissas representa o pardmetro —r e o das ordenadas, o parametro de acoplamento g

Simulagoes, as quais geraram o grafico mostrado na figura 5.1, mostram que as trés
fases continuam a existir no limite comutativo e que a localizagao do ponto triplo para a

constante de acoplamento esta no intervalo [5]

g € 0,125;0,15] (5.5)

5.2 Formulacao do modelo de matrizes para a teoria do campo

escalar na esfera difusa

O primeiro cuidado que ¢é necesséario ter ¢ diagonalizar a matriz M que representa
o campo. Dessa forma, através do método de diagonalizacdao padrao, para alguma matriz
UeSU(N)eA =diag((,...,(n), a matriz hermitiana M = M™ pode ser reecrita como

M = UAU”. Fazendo entao essa transformagcao, tem-se

Jav = [ av (ﬂl dg) = [av (fv[l d@-) (H (¢ - Q)Q) ,

1<j

2
em que J = (H (Q — C]) ) , 0 Jacobiano da transformagao é o determinante de Vander-
i<j
monde.
Substituindo essa transformagao M — UAU™ na equagao (5.4), e colocando a letra

D para representar o determinante de Vandermonde pra economizar espaco, tem-se
[ F(UAU) D - e=5WAI U (TIY, d¢;)
J D e=SUAUIau (TIX, dg;)

< F>=
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1 1
~Tx (2(UAU*) [Li,[Li,(UAU™)]] +2T(UAU*)2+V((UAU*))>
[F(UAUSD e

aU (IT: d)

1 1
—Tr| S (UAU*)[Li,[Li,(UAU*)| |+ 5 rM2 4V (UAUY))
[D-e 2 2

) dU (1%, dc;)

A funcao F serd escrito em funcao do traco da matriz M. Portanto, conhecendo a

propriedade ciclica do trago de produto de matrizes, a funcao F' pode ser escrita como
F=F (ttUAU") = F (ttU'UA) = F (trA) = F (() .

E um pouco de abuso de notacio, mas F (¢;) significa que a funcao depende dos
autovalores da matriz diagonalizada M. Dessa forma a funcdo F' nao depende da matriz
U, apenas dos autovalores da matriz A. Foi usado ainda a unitariedade da matriz U,
ou seja, UU* = U*U = I. Iremos também ignorar o fator de normalizacdo, a fungao de
particdo que fica no denominador do valor esperado de F', por ser apenas um nimero e

nao depender de F. Portanto
1 1
—Tr i(UAU*)[Li,[Li,(UAU*)H+§r(UAU*)2+V<(UAU*)) N
du | [ d¢
i=1
(5.6)

Para continuar a simplificar a equacao acima, usaremos a identidade demonstrada

<F>~/F(Q)D e

a seguir

tr (UAU)" = trAF = Z ¢k, (5.7)

O potencial V estudado aqui é o do campo escalar V = gM*. Usando a identidade

acima podemos reescrever

trV (UAU*) = trg (UAU*)* = ¢ f; ¢t (5.8)

=1

Da mesma forma
1 N

=5r2 G (5.9)

1
tr lr (UAU*)Q]
2 )
1=
Se abrirmos a parte cinética, que sao os comutadores, do exponente da equacao
(5.6), veremos que a propriedade ciclica dos tragos nao ird anular a matriz U desse termo.
Assim, este serd o tnico termo que dependera de U. E desta forma, a equagao (5.6) fica

i)

<F>~/F G)D e —[(1/2)r > ¢2+a > ¢l [/dUe (1/2)Tr (UAU* Ly [Li,UAU]])
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Integrando o termo acima entre colchetes em relagao a U, havera um termo resultante
que dependera apenas dos autovalores da matriz M diagonalizada, ou seja, dos autovalores

;- Desta forma podemos rescrever esse termo resultante
1
/dUeXp {—2Tr (UAU* [L;, [Li, UAU*]])} — e eft(Gi), (5.10)
O determinante de Vandermonde D pode também ser reescrito como

D=1]1 (Cz - Cj)z = elnHi<J‘(CFCj)2

1<j

— eZi<j ln(Ci_Cj)2 — 622i<]' ani_Cj"

Substituindo esse resultado e a equagao (5.10) na expressao para o valor esperado

de F', tem-se

1
- [Seﬁ(Ci)+2T S C+gdy -2 Zi<j In|¢;—¢;|
(5.11)

N
<F>~ [ (H dgi) F(G)e

i=1
A forma geral dos modelos de matrizes para a teoria quintica de campos para o
campo escalar ¢! na esfera difuza estd resumida nas duas equagoes acima (5.10) e (5.11).
O préximo passo para a fisica tedrica nessa area em particular é resolver essa integral
de linha nas variaveis ¢; quando considerado Seg ((;) # 0 ( esse termo serd chamado de
acao efetiva) . Nao hé solucgao analitica para ela. Entretanto, serd apresentado um modelo
de matrizes para lidar com esse problema chamado de modelo de matrizes de multiplos

tracos.

5.3 Técnicas basicas para o modelo de matrizes

Serd mostrado algumas ferramentas para lidar com a integral (5.11) e depois obter

o diagrama de fases a partir do modelo de matrizes.

5.3.1 Método do ponto de sela

Definamos todos os termos que se encontram entre colchetes como uma fungao W

W(G) = Sur (@) + 572G+ ¢ -2l - Gl

i<j
De acordo com R.F. Picken [3], para valores grandes de N, para simplificar a

integracao, pode-se fazer uma expansao em série de Taylor para a fungao W em torno dos
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autovalores que extremizam a funcao W. Chame eles de (C? s CR,) = (C?). Assim, para
cada (

8(2 { o () + ch +g>¢ —22111( )} =0. (5.12)
o4

1<j

Depois, expandi-se W usando a féormula da expansao em série de Taylor para varias

variaveis até a segunda ordem

N oow 1 X W, 0 0
W(G) =W (¢)+ > 5 () (G—¢)+ 2]”_21 FGC () (G- (G -¢)-
’ (5.13)
Substitui-se essa expansao no expoente da equagao (5.11). Esse é o conhecido
método de aproximagao de ponto de sela. Com essa ferramenta, a equagao (5.12) torna-se
entdo uma condic¢ao para a distribuicao dos autovalores da matriz M para altos valores de

N no modelo que estamos considerando.

5.3.2 Caso em que Seg =0

Se desconsiderarmos a parte associada a energia cinética, ou seja, se Se ((;) = 0,
o problema é equivalente a encontrar o equilibrio de N particulas sujeitas ao potencial
;er + gx*. E essa solucdo ja é conhecida [7] . Se r > 0, haverd apenas um minimo
em x = 0, como visto no grafico da figura 4.4. Nesse caso, as particulas se situardo em
torno desse ponto, repelindo-se através de uma forga simétrica de interacao repulsiva,
devido ao termo logaritmo proveniente do determinante de Vandermonde. Essa solugao
recebe o nome de solucao de um corte. Se r < 0 o potencial tem assim dois minimos, veja
figura 4.2. A depender do quanto r é negativo, pode-se ter uma alta barreira entre os
dois minimos tal que as particulas se dividem em dois intervalos simétricos. E entao a
solucao é chamada de solucao de dois cortes. Diminuindo-se ainda mais o valor de r < 0,
em relagao a solucao de dois cortes, pode-se ter uma terceira solugao chamada de solugao
de um corte antissimétrico. Ela surge em paredes de potencial ainda mais fundas que a
anterior e dessa forma as particulas ficam confinadas em um dos pogos de potencial.

De acordo com Tekel [1,7], a linha diviséria entre a solugdo de um corte e a solugao

de dois cortes simétricos, para o caso onde nao héa termo cinético, Seg = 0, é dada por

r=—4/y. (5.14)

E a linha divisoria entre a solucao de dois cortes e a solucao de um corte antissimé-
trico é

r = _2\/ﬁ\/§, (5.15)
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Esses sdo assim as possiveis fases para o modelo de matrizes. E claro que Seg (&) #0
vai deformar essas linhas e, como dissemos, ¢é esse o justo desafio que se busca resolver
analiticamente.

Qual a ligacao entre as fases para o modelo de matrizes e a respectiva teoria quantica
que ela descreve? A fase de desordem da teoria de campos corresponde a fase de um
corte simétrico, pois ambas possuem o minimo em torno de zero. A fase de um corte
antissimétrico corresponde a fase de ordem uniforme, ja que a oscilagdo do campo se dé
em torno de outro minimo diferente de zero. E por fim, a fase de dois cortes simétricos
corresponde a terceira fase para as teorias nao comutativas, ou seja, a fase de ordem nao

uniforme.

5.3.3 Semicirculo de Wigner

Um resultado muito importante para varios métodos aproximativos que buscam
encontrar o diagrama de fases para a teoria quantica escalar na esfera difusa, esta no fato
de que, ao se calcular tracos de campos na forma de matrizes, T,,, = Tr (M™), (para mais
detalhes, ver [13] ), com campos livres, g = 0, para valores grandes de N, a distribui¢ao de

autovalores p (¢), também chamado de funcao densidade, tem a forma de um semicirculo

p(Q)= 5opyfaa — (5.16)

A variavel ( representa os autovalores da matriz M. A distribuicao tem assim o

de Wigner

papel de informar como os autovalores se distribuem no espectro da observavel M, como
em mecanica quantica. A equagao acima define o que é um semicirculo de Wigner. Observe
que se trata de uma curva que é de fato um semicirculo de raio 2a, ou seja, uma limitagao
para a distribuicao dos autovalores no espectro de M. Esse raio, chamado de raio do

semicirculo de Wigner, tem a seguinte defini¢ao

f(r)
N

Ry =2a =2 (5.17)

em que a funcdo f para acoes em que o termo cinético é dado por um laplaciano V? para
matrizes M com N grande ¢ dado por

2

N
fry=In(1+—]. (5.18)

r
Além disso, nas mesmas hipoteses acima, cuja distribuicdo é o semicirculo de
Wigner, os coeficientes da equagao de ponto de sela (5.12) de ordem quadrética ou superior

sao todos nulos.
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5.3.4 Teoria da perturbacao e método aproximativo para Scg

Como S.g depende apenas dos autovalores da matriz M, de uma forma geral,
pode-se dizer que Seg depende de T;, = Tr (M ">. A acgao efetiva pode ficar ainda mais
geral se notarmos que a matriz identidade na esfera difusa se refere a um campo constante,
e portanto, nula dentro do termo cinético, que é uma derivada. Logo, S = Se ({£5}), tal

que

1 n
t, =Tr (M - NTrM) , (5.19)

onde n > 1. E uma vez que o termo cinético é par em M, veja equacao (5.2), tem-se

et ({tn}) = S ({(=1)"ta}) . (5.20)

Quando N é grande, o potencial efetivo é dominado pela configuragao de equilibrio
de M, e como todos os termos da agao total S (M) sdo pares em M, e assumindo que o vacuo
respeita essa condigdo, a distribui¢do de autovalores deve obedecer p (—() = p (¢) e assim
segue que nao ha momentos t,, impares. Dessa forma a acao efetiva depende apenas dos
ton, pares. Assim, denotaremos a acao efetiva agora como Seg = S, = S, ({t2,,}). Observe
ainda que pela defini¢do da equagao (5.19), pode-se inferir que ty, = ta, ( 02, Cf")

A equagao de ponto de sela (5.12), ou também chamada de equacdo de movimento,

com essas observagoes fica assim

(;Zk{sp{t%(?,cf,...,cfn)}+;rzﬁwch— 5o (G- )}<:O

1<J 2
08, 9G"
“C— — =0
=2 o 06 3 k% Ck
a p 2 1
= X n— =0, 5.21

onde o termo com o parametro de massa foi incluido no primeiro somatoério. De acordo com
Alexios Polychronakos [9], como ji comentamos na se¢ao 5.3.3, na auséncia de interagoes,
g = 0, a distribuicao dos autovalores é um semicirculo de Wigner, e o mesmo autor afirma
que para n > 1 na equagao (5.21), ou seja, para os termos cubicos ou de ordem mais
elevada, o surgimento desses termos deformariam o semicirculo de Wigner. Assim, esses
termos devem desaparecer quando calculados nessa distribuicao semicircular. Por esse

motivo, os coeficientes da equacao acima estao sujeitos a condig¢ao

9S,\
<8tzn>w -0 (5.22)

para n > 1 e onde o indice w denota que os momentos sao calculados no semicirculo de
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Wigner. Expandindo em termos da série de Taylor para véarias varidveis, equagao (5.13), a

acao efetiva em termos de seus momentos pares tg,, obtém-se
Sp = a2t2 -+ (a4t4 -+ a/22t§) —+ (a6t6 + CL42t4t2 + a222t§)

+ (agtg + a62t6t2 + (14415421 + (142215415% + a2222t‘21)
+ ((Zlotlo + aggtgtg + a64t6t4 + a622t6t§ + a442t?1t2 + a4222t4t§ + aggzggtg) + ceny (523)

onde os coeficientes a’s de cada termo ¢ representam as respectivas derivadas da expansao.

Aplicando o vinculo da equagao (5.22) na série perturbativa (5.23)

a8,
Wp = Q4 + Cl42t2 + 2&44t4 + &422153 + a'64t6 + 2&442t4t2 + a4222t§’... = O,
4
S, 9
oL e + agata + apats + ap2ats + 2ae6le + ... = 0,
6
87 =ag + agth + a84t4 + a822t2 + a86t6 +...=0.
8

Como a distribuicao p (¢) satisfaz a distribuicao de Wigner, esse método também
é chamado de método autoconsistente da agao efetiva, ou método "bootstrap" [9], os

momentos possuem a seguinte relagao [7,9]

I (5.24)

tog = —————
Tl n+1)1?

De onde se pode tirar que t, = 2t2 e tg = 5t3. Com isso, as equacoes de vinculo acima
ficam

as + Aoty + dagsts + asoots + Sagats + 4assty + asoats... = 0,
ag + a62t2 + 2@64t§ + a622t§ + 10@6675% + ... = O,
ag + aggtg + 2@84t3 + agggtg + 5a86t3 +..=0.

Cada equagao acima é linearmente independente em termo de suas poténcias, assim, cada

equacao sera zero se os coeficientes de cada ordem de poténcia for zero. Isso implica em
ay = ag = ag = aq2 = agz = agg = 0,

dagy + asoo = 2064 + ag22 = apa + 4as22 + ag220 = 0. (5.25)

Observe que para n = 1 nao hé vinculos e logo todos os termos da forma ast,, aggt; a222t§,
. nao possuem nenhum vinculo. Dessa forma agrupemos todos esses termos em uma

1
unica fungao iF (t2). Usando os resultados obtidos a partir das equagoes de vinculos



5.3. Técnicas basicas para o modelo de matrizes 65

(5.25) na equagao (5.23)
1 2 2 2 2 3
Sp = iF (tQ) + (l44t4 + a422t2t4 + a64t6t4 + a622t6t2 + a442t4t2 + +(l4222t4t2 + ...

Por conveniéncia, vamos adicionar alguns termos e subtrair os mesmos para reescrever a

equacao acima
1
Sp = §F (tz) + a44ti + CL44tZ — a44t?1 + a422t4t§ + a64t6t4 + a64t6t4 — a64t6t4

+agaatets + aaaatits + agatity — auuntits + asoootats + ...

Renomeando os coeficientes aqq = by, a0 = by € ags = ¢, as equagoes de vinculo (5.25),

sao reescritas como

dagy = —aq0 = 4by,
2a64 = —ag22 = 2c,
42929 = —5c — 4b2

Usando isso e substituindo alguns termos da série perturbativa por t, = 2t3 e tg = 53,

tem-se
1
S, = 5t (ty) + bit? + 4bity — 4bity — 4bitts + ctety + 10cts — 10ct]

—2ctgta + bot3ty + Abotd — Abyts — Betyts — dbotyts...
1
Sp=5F (to) + byt3 — 4bytyts + 4bity + botots — 4botyts
+4byts + ctoty — 2ctts — Betgts + 10ty — 4bity — 10cty — 4bot + ...,
1 2
Sp = 5 (t2) + (by + bata) (ts—263) "+ (to — 5t3) (ta — 263) . (5.26)

Os termos de momento tq,, n > 2, s6 aparecem a partir da oitava ordem. Entao
até a sexta ordem s6 aparecem termos de momento t,. Dai se conclui que a acao efetiva

em série perturbativa até a sexta ordem é funcao apenas de t,

1
Sp = *F (tg) .
2
Somos levados a concluir que para distribui¢oes perto do semicirculo de Wigner,
o termo de acao efetiva cinético para a distribuicao de autovalores simétricos pode ser

aproximado por uma funcao de t5, ao qual a partir de agora chamaremos apenas de t
S, ==F(t). (5.27)

Da definigao dada pela equacao (5.19), para n = 2
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2
1 2 1
t:tQZTI' (M—NTI'M> :TrMQ—N(TrM)Q—{—ﬁ(TrM)QTﬂ
Sabendo que Trl = N, tem-se
1
_ 2y + 2
t=Tr(M?) ~ (TrM)*. (5.28)
Uma funcgao para F (t)

Para encontrar F'(t), aplicaremos o método autoconsistente da agao efetiva, ou
como dito anteriormente, o método "bootstrap" [9]. Isso significa, que para um campo

livre, g = 0, exigimos que a distribuicao de autovalores continua o semicirculo de Wigner

onde w = F' (t) 4+ r e o raio de Wigner sendo dado por 2a = 21/ N/w. Para valores grandes
de N, podemos ainda considerar apenas o primeiro termo da equagao (5.28), o somatério
proveniente do traco se transforma em uma integral, aparecendo a distribui¢ao para cada

autovalor ¢. Assim

t=[Ep(dc (5.29)

_w 2 ﬂ_z _E
_QW/C\/W Cdc_w
N2 2

N
Ft) +r H+r==

Comparando o raio de Wigner acima com a sua prépria definicdo dada pela equacao

éf(r):]f:t.

Juntando esses resultados, tem-se o seguinte sistema de equacoes

=1

(5.17)

N2
F/(t>+T:T,

t=F(r). (5.30)

Vamos substituir o valor que obtivemos na equagao (5.18) na segunda equagao acima

sy =1 )
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Substituindo na primeira equagdo do sistema (5.30)

dt et —1  t’
dF (1) N> N’ _N2<1 et )

dF () , N> _ N7

& 1 1o

t 1—et

Integrando ambos os lados com respeito da variavel ¢, obtém-se

t
1 —et’

F (t) = N’In (5.31)

Podemos ainda, reescrever a soluc¢ao (5.31) em uma forma mais conveniente para os nossos

propésitos. Mas antes vamos demonstrar uma identidade.
t
_ oty —t/2 t/2 _ —t/2 _ t/2 _ —t/2
ln(l e )— ln{e (e e )]—2 ln<e e )

Colocando esse resultado na equacao (5.31)

F(t) = N? {ln (t) —In (1 — e—t)] — N2 [ln (1) + ; I (6t/2 B e—t/Q)] 7

t t/2 _ —t/2
F(t)=N*|5—In (et‘f) . (5.32)

Série perturbativa para F (t)

Agora, iremos expandir os termos do logaritmo natural de F'(t). Para tal prosse-

guimento

elf? —e 2\ senh (£/2)\ senh (y)) e
In (t ) =In (t/Q ) =In (y ) =In (%y(2k+l)!)

=y t/2)° /2" | t/2)°
(Z % 1 )):ln(l—l— s T 50 T 5010 +)

k—O

Chame

2?2 (#/2)°
Z= 6 120 " 5040
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e usemos a expansao para logaritmo natural dada pela féormula

VARA A
mh(1+2)=2Z— —+ — — —

5 3 1 + ..

para obter

et/2 _ o—t/2 2 4 46 1 /2 4 46 2
Y i e
8 i 21 " 1020 T 322560 2 (24 " 1920 T 322560 © > *

2 tt 4 16 16 2 t4 16
=51 1920 11m2 T +

322560 02160 | 24 2880 120024 @
A equagao (5.32) assim fica

F(t)=N?*|= L v +
- 2 24 2830 129024

Logo, até a décima segunda ordem em termos dos autovalores da matriz M, a

funcao F'(t) pode ser escrita como

t t? 4 16
] . (5.33)

F({t)=N?*|- - =
®) [2 24+2880+ 129024

Infelizmente, essa série perturbativa nao reproduz um diagrama de fases aproxima-
damente igual ao obtido numericamente [5], nem mesmo pode-se obter algum ponto triplo
a partir das equagoes que representam as transigoes de fases [1,4]. Entretanto, nossos
calculos nao estao ao todo perdidos. Sera buscado um método ndo perturbativo para a
funcdo F (t). E veremos que é possivel obter um diagrama de fases para o campo ¢* na

esfera difusa com seu respectivo ponto triplo, pelo menos numericamente.

5.3.5 Aproximacao nao perturbativa

Primeiramente, definamos a fun¢ao complexa u (z)

u(z) = &ds, (5.34)

z—s
em que a integral é realizada em termos do suporte de p (s), ou seja, é uma fungao analitica
no plano complexo com um ou mais cortes no eixo real, a depender de que suporte é
escolhido para a distribuicao.

A equacao de ponto de sela (5.12), para N grande e expressa em termos da

distribuicao fica na seguinte forma

(o) c+reract =2 [ 2
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[F’ (t) + r} C+g¢ = 2/ g’(_s)s, ds (5.35)

onde o fator 4 foi incluido no parametro de acoplamento g, ao qual ainda chamaremos de

g. Perto do eixo real temos para a funcao u (¢) a equagdo da continuidade

w(C+ie) +u(C —ie) = [F (t) + 7] ¢+ g¢". (5.36)

Teorema de Sokhotski-Plemelj

Por outro lado, o teorema de Sokhotski-Plemelj para integrais do tipo (5.34) afirma
que para func¢des complexas p que sao definidas e continuas na reta real, e a,b € R, tais

que a < 0 < b e ( um parametro, vale a seguinte igualdade

L p(s)
w(CEig==lm | =375

dSZquﬂp(C)—,@/ab

S

piséds,

em que & representa o valor principal da respectiva integral e para essa integral, tem-se

a+€&<0<b+ & Com esse teorema

u (¢ +ie) —u (¢ —ie) = —2imp (C).

Condigoes para o suporte da distribuigao

A partir de agora, para resolver a equacao de movimento (5.36), temos que colocar
condigoes sobre o suporte da distribuigao p (¢). Quando o potencial apresenta um tnico
minimo, entao é exigido que a distribui¢ao tenha suporte e seja continua em um intervalo
limitado [c, d], simétrico em torno de zero, no eixo real. Diz-se que a solugdo para a equagao
(5.36) é a solucao de um corte. Porém, quando o potencial apresenta dois minimos, e
dependendo dos pardametros r e g, o gas de particulas pode-se dividir e se distribuir em
torno dos dois minimos de potencial, aqui temos a solu¢ao de dois cortes. Nesse caso, o
suporte para a distribuicdo é a uniao de intervalos no eixo real. No caso da solugdo de um

corte simétrico, a solugao é conhecida [7] e é dada pela integral na curva com suporte C

u(2) 1 [ ds F’(t)s+rs+gs3$(z—c)(z—d)

~ 2 Jc2mi s—z (s—c)(s—d)

No nosso caso em questao, o raio de Wigner ¢é igual a 2a, portanto, o intervalo

suporte para a distribuigao p (¢), na solugdo de um corte simétrico, é dado pelo intervalo
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[c,d] = [—2a, 2a]. Substituindo isso na solucao acima, ficamos com a solugao para u dada

por

e SF’(t)s+Ts+gs3 (z + 2a) (z — 2a)
u(z)—4m,]{d s—2 J(s—i—?a)(s—?a)’

Via _szd t+r]s+gs

5.37
u(z) = (s —2) 4a2 — 2 ( )

onde o contorno para C' é no sentido horéario sobre o dominio da distribui¢ao p no eixo
real, mas sem incluir o polo s = z. Observe que as equagoes (5.34) e (5.37) sao as mesmas,
pois a segunda ¢ solugao da primeira. Vamos usar esse fato expandindo ambas as integrais
e igualando as duas séries de Laurrent termo a termo.

Uma férmula que usaremos nos passos seguintes vem do resultado da integral de

Cauchy [14,15]. Para todo ponto zy no interior de uma curva fechada C' no plano complexo

f2)
Z0) = 5.38
f(z0) = 27m z— ZO ( )
Outro resultado importante para o préoximo passo é a série de Laurent. Suas
condigbes sao as seguintes: Vf (z) regular no anel 0 < |z|]< R, R uma constante real,
tem-se que a série de Laurent para uma fun¢ao complexa f (z) em torno de um ponto

2o = 0 no plano complexo é

(oo}
z) = Z apz",
—00

1 u(2)
el e

Nossa intencao agora nao é exatamente estudar a fungao escrita como uma série, mas

onde

apenas expandir a fungdo u (z), comparar coeficientes e montar um sistema de equagoes.
Comecamos calculando os coeficientes para a expansao dessa func¢ao no caso assintético

z — 00, onde a fungao u (z) é dada pela equacao (5.34)

3 2o = [
ag = =
07 o cz—0

A dltima integral é zero porque a distribuicdo é uma funcao par, o que deixa o integrando

sendo uma funcgao fmpar. Como a integragao ¢ feita em um intervalo simétrico, obtém-se

a—1=21mfcu(z)dz:—/p(s)d5:_

No 1ltimo passo, foi usado a condi¢do de norma unitaria para a distribuicao.

zero para a integral.

Pelo mesmo motivo encontrado no coeficiente ag ser nulo, tem-se que a, = 0, pois

teremos que integrar uma funcao impar em um intervalo simétrico. Logo, calculemos o
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proximo coeficiente.

a_z = ! j{szU(Z)dz: ! jngl p(s)dsldz:—/zzp(z)dz:—t.

27 271 Z— S

Foi usado na tltima igualdade a definigdo para ¢ a partir da equagao (5.29). Com esses

resultados, a expansao em torno de zo =0 é

O mesmo seré feito para expandir a equacao (5.37) usando os mesmos procedimentos
e lembrando o raio de Wigner para a distribui¢do. Dessa forma igualamos os coeficientes

dos termos 27! e 27 das duas expansdes, encontrando respectivamente [9)]

a® {F’ (t) —i—r} +3ga* =1

e
t=a*+ gaG.
A partir da equagao (5.31)
1 et
F'(t)y=-— :
®) t 1—et

Dessa forma, temos o seguinte sistema de equagoes transcedentais

1 1
2 4
a [t—et_1+rl+3ga =1 (5.39)

t =a®+ ga®. (5.40)

Essas equagdes determinam ¢ e a. E um sistema que nao da para resolver analitica-

mente. Mas resolvendo-o numericamente [9], pode-se obter a partir de (5.29)

VIZ=C

2ma’?

p(C) = (9a*¢* — ga' +1). (5.41)

5.3.6 Diagrama de fases

Ja dissemos que para certo valor do parametro r em func¢ao de g, o sistema passa
da solucao de um corte para a solucao de dois cortes, isso dito em termos da distribuicao p.
O que quer dizer, em outras palavras, que isso ocorrera quando as particulas se espalharem
formando dois minimos em torno do potencial, ou seja, quando para ( = 0 tivermos
p(¢) = 0, teremos transicao de fase entre as fases de um e dois cortes simétricos. Dessa

forma, tem-se a partir de (5.41)
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vV4a?

0 — _ 4 _ 4 _ _ -
p(C=0)=0= o2 ( ga +1>—O:>ga =l=a=gyg
Substituindo o resultado acima na equagao (5.40)
t=a?+ga® =g V2 4 gg % =247/ .

1/4

Entao a equacao (5.39) nos da a curva de transigao de fases entre a solu¢ao de um

corte e a solucao de dois cortes

1 1
QQl— —1—7“]4—39&4:1

t et—1
1 1 1 1 1 r B
= gl/22g=1/2 o g1/12 e20712 + g2 + g1/2+ =2
- - — _Z /2
629—1/2 o 1 + r= 2g 9

5 1

O regime assimétrico nao pode ser resolvido por meio da equagao (5.41), ja que

(5.42)

ela teve como pré requisito a simetria da distribuicao. No entanto, o problema pode ser
resolvido numericamente [1] e colocaremos aqui apenas os resultados que foram obtidos
por J. Tekel no artigo citado através do seguinte grafico de transicao de fases para a

aproximacao nao perturbativa

Figura 5.2 Diagrama de fases para a aproximagdo nao perturbativa do campo escalar ot
na esfera difusa. A linha tracejada vermelha é a curva da equagdo (5.42) e a preta é obtida
numericamente para a fronteira entre dois cortes simétricos e um corte antissimétrico.

O ponto critico triplo para o acoplamento é dado por

ge =0, 02.

Esse resultado difere daquele em (5.5) por um fator de aproximadamente 7, onde
a integral da acao efetiva foi calculada exata, significando que nao se trata de uma boa

aproximacao. E esse é mais um motivo de estudarmos uma forma de resolver a integral
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relacionado a acao efetiva analiticamente, ou ainda, uma indicagdo da necessidade de novas

ideias para resolver essa discrepancia.



Capitulo 6

Conclusoes e perspectivas

Como mensionado na introducgao desse trabalho, ha muito ainda o que se descobrir
e se conhecer a respeito do universo, afinal de contas, é ainda uma fracao muito pequena de
todo o universo observado ao qual temos conhecimento. A busca por teorias que buscam
generalizacoes é uma dessas tentativas de aumentar a nossa compreensao a cerca dos
fenomenos da Natureza.

A teoria quantica de campos nao comutativa (TQCNC ) tenta realizar esse papel
de generalizar a teoria quantica de campos. E uma grande motivacao para o estudo e
desenvolvimento da TQCNC é porque queremos fazer um espaco-tempo nao comutativo,
que é um dos interesses da Gravitacao Quantica.

O modelo de matrizes é um exemplo bem especifico de TQCNC, em que mudancas
fundamentais acompanham tal teoria em relacdo a respectiva TQC ao qual ela tem
correspondéncia. Por exemplo, os campos sao interpretados como matrizes de dimensao N
finita ou infinita. E viu-se que para N — oo o regime comutativo deveria ser recuperado.
O problema é que analisando o diagrama de fases de &mbas as teorias, pudemos ver que isso
nao é bem verdade, pois foi verificado que ha ainda divergéncias nos respectivos diagramas:
na TQC escalar bidimensional, o sistema sofre transicao de fase de primeira ordem e chega
a apresentar duas fases; ja na respectiva TQCNC, foi verificado o surgimento de uma fase
a mais.

Para entender o que esta acontecendo, precisamos desenvolver alguns métodos
analiticos de como se calcular as integrais matriciais na presenca do termo cinético, ou
como foi chamado durante esse trabalho, a integral onde surge a agao efetiva. Isso é a

nossa motivagdo e o proximo passo nessa pesquisa.
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