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RESUMO

Esta pesquisa refere-se a aplicacdo do Método dos Elementos de Contorno (MEC) em
andlises viscoelasticas e termoelasticas, por meio de simulacdes e validagdes, 2D e 3D,
com uso da linguagem computacional MATLAB. O comportamento de materiais
viscoelasticos foi analisado a partir da utilizacdo de trés modelos reoldgicos, sendo o
modelo de Boltzmann o que melhor representou tal comportamento, pois conseguiu
prever tanto o comportamento elastico, quanto o comportamento viscoso do material.
Devido a caracteristica dos materiais viscoelasticos, sua analise se estendeu a problemas
heterogéneos, quando o material possui regides em seu dominio com propriedades
mecanicas distintas. Essa analise foi conduzida através da utilizacdo da técnica de sub-
regibes do MEC, capaz de transformar um problema heterogéneo em problemas
homogéneos, garantindo as condi¢bes de compatibilidade e de equilibrio do material. Por
outro lado, as analises termoelasticas foram conduzidas com a utilizacdo do Método da
Reciprocidade Dual (MRD), uma vez que € necessario tratar a integral de dominio
decorrente do fenémeno termoelastico. O MRD ¢ capaz de considerar a influéncia das
forcas que atuam no dominio de andlise, somente analisando o contorno, mantendo,
assim, a utilizacdo do MEC atrativa, pois ndo ha necessidade de discretizar o dominio e,
consequentemente, reduz-se uma dimensdo das integrais governantes do problema.
Dentre as vantagens deste método numérico, destacam-se a otimizacdo do tempo de
processamento e a racionalizacdo dos custos, quando comparado a outros métodos. Os
resultados obtidos, confirmaram o potencial da aplicabilidade do MEC na solugdo de
problemas complexos da engenharia, pois foi possivel estender a analise termoelastica a
problemas de difuséo, quando o material sofre uma mudanga abrupta de temperatura,
como por exemplo, materiais sujeitos ao processo de soldagem. Além disso, 0s resultados
alcancados apresentaram valores alinhados e aderentes quando comparados aos
resultados das solucBes analiticas e com os da literatura obtidos com o Método de
Elementos Finitos (MEF).

Palavras-chave: Método dos Elementos de Contorno (MEC); Método da Reciprocidade

Dual (MRD); Viscoelasticidade; Termoelasticidade.
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ABSTRACT

This research refers to the application of the Boundary Element Method (BEM) in
viscoelastic and thermoelastic analyzes by 2D and 3D simulations and validations, using
MATLAB computational language. Among the advantages of this method are the
processing time optimization and the costs rationalization, when compared to other
numerical methods. The results obtained confirm the potential applicability of BEM to
solve complex engineering problems. The numerical results showed good agreement with

the analytical solution and those reported in the literature.

Keywords: Boundary Element Method (BEM); Dual Reciprocity Method (DRM);
Viscoelasticity; Thermoelasticity.
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1. INTRODUCAO

Desde o advento dos processadores no seculo passado, as analises numéricas de
problemas complexos tém, num ritmo acelerado, se tornado padrdo em todos o0s setores
da sociedade. Nas engenharias tal avanco vem adquirindo varias novas aplicacdes,
podendo-se dizer que simulagdes numéricas vém desempenhando um papel fundamental
atualmente. Problemas que antes ndo eram imaginados, hoje podem ser resolvidos com o
auxilio dos processadores e ferramentas de alta performance.

Ademais, solucdes inovadoras na area da engenharia, como por exemplo, para o
projeto mecanico de componentes, demandam o uso de ferramentas computacionais
adequadas, desenvolvidas acompanhando avangos tecnoldgicos, para viabilizar uma
descricdo mais realistica da resposta dos materiais utilizados quando sujeitos a
carregamentos, sejam eles a aplicacdo de uma forca, ou de calor.

Tais ferramentas podem ser desenvolvidas para o uso de analises experimentais
ou numéricas. Para o caso de problemas complexos, a andlise experimental pode ser
extremamente cara, levando-se em conta tanto a aquisicdo de equipamentos de alta
precisdo, capazes de retornar resultados confiaveis, quanto o tempo de processamento
muito demorado. Com isso, a analise humérica e computacional ganhou forca, pois a
partir dela é possivel uma flexibilidade na modelagem dos problemas, além de agilidade
na resolucdo de casos de elevada complexidade, de forma aproximada por simulacéo.

Os métodos computacionais podem ser utilizados para resolver diversos tipos de
problemas de engenharia, mas para isso é necessario conhecé-los de forma aprofundada,
a fim de que seja escolhido o método mais eficiente e eficaz para solucdo de cada
problema.

Atualmente, os métodos computacionais mais utilizados sdo os Métodos das
Diferengas Finitas (MDF), Métodos dos Elementos Finitos (MEF) e Métodos dos
Elementos de Contorno (MEC).

No MDF, as equagdes do problema sdo obtidas a partir do uso de operadores
agindo em todos os pontos distribuidos pelo dominio do corpo. JA no MEF, ha a utilizacdo
de elementos finitos, que sdo utilizados para dividir o dominio em pequenos subdominios,
com o objetivo de aproximar as variaveis do problema que se pretende analisar. Com isso,

estes 2 (dois) métodos necessitam da discretizacdo de todo o dominio a ser analisado.
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Todos os métodos mencionados possuem vantagens e desvantagens, mas, segundo
Brebbia et al. (1984), para a solugédo de problemas relacionados & engenharia, 0 MEC é o
mais atrativo, uma vez que necessita de discretizacdo apenas no contorno do dominio a
ser analisado, diminuindo assim, o custo computacional e 0 tempo de processamento para

resolver a equacéo integral governante dos problemas.

Assim sendo, a aplicabilidade do MEC vem crescendo conforme se observa na
literatura, porém, ainda Sd0 poucos 0S grupos de pesquisa no pais que vém se
aprofundando nesta metodologia se comparado com o amplo uso da metodologia MEF,
0 que caracteriza a contribuicdo académica desta pesquisa de mestrado.

1.1. JUSTIFICATIVA

Para o MEF tradicional, o mercado ja oferece varias ferramentas para o tratamento

de dados na busca de solucdes dos problemas de engenharia.

Por outro lado, 0 mesmo n&o ocorre para 0 MEC, o que de certa forma justifica
gue o mesmo ainda néo seja considerado um método totalmente eficiente, exatamente por
tratar-se de uma metodologia que ainda se encontra em processo de desenvolvimento e
experimentacao, ndo dispondo de softwares comerciais acreditados e amigaveis de amplo

uso.

Uma das importantes vantagens é que o MEC possui uma formulacdo matematica
mais sofisticada, em comparacdo com outros métodos numéricos, como por exemplo, o
ja citado método dos elementos finitos (MEF). Essa sofisticacdo matematica o torna uma
técnica de solucdo de problemas bem mais interessante para ser aplicada, em especial na

solucdo de casos complexos.

A partir da sua formulagdo matematica, é possivel reduzir o nimero de incognitas
de um dado problema, uma vez que se trabalha com integrais de contorno, para analises
de problemas 2D, bem como, integrais de superficies, para o caso de analises em 3D.
Consequentemente, reduz-se, também, o tamanho das matrizes, que, apesar de serem mais
preenchidas que as dos MEF, tornam-se mais atrativas de se trabalhar por possuirem

menos linhas e colunas para processamento.

Além disso, é possivel alcancar bons resultados utilizando-se poucos elementos,

ou seja, com uma menor discretizacdo do problema. Esses fatores favorecem a utilizagéo
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do MEC, inclusive, para analises de problemas transientes, aqueles dependentes do
tempo.

Nesta direcdo, sdo apresentados a seguir, o0 objetivo geral e 0s objetivos
especificos deste trabalho de mestrado, tomando como hipoéteses: i) que a aplicabilidade
do MEC na analise de problemas viscoelasticos e termoelasticos confere resultados
confiaveis; e ii) que o MEC apresenta potencial de aplicabilidade na solucdo de problemas

complexos de engenharia.

1.2. OBJETIVOS
1.2.1. Objetivo geral

O presente trabalho tem como objetivo geral aplicar e validar a modelagem
computacional denominada Método dos Elementos de Contorno (MEC) para anélises

viscoelasticas e termoelasticas.

1.2.2. Objetivos especificos

1. Aplicar o MEC em 2D para andlises viscoelasticas, utilizando o software
MATLAB, voltado para calculos numéricos;

2. Validar o cddigo elaborado em 2D, analisando o comportamento de materiais
viscoelasticos;

3. Aplicar o MEC em 2D para analises termoelasticas, utilizando o mesmo software;

4. Validar o codigo elaborado em 2D, analisando o comportamento de materiais
termoelasticos;

5. Aplicar o MEC em 3D para analises termoelasticas, utilizando o MATLAB;

6. Validar o codigo elaborado em 3D, analisando o comportamento de materiais
termoelasticos; e

7. Verificar a aplicabilidade do MEC em materiais sujeitos ao processo de soldagem.

1.3. ORGANIZACAO DO TRABALHO

Na sequéncia do Capitulo 1 que apresenta a Introducédo, os demais Capitulos no

decorrer desta dissertacdo, encontram-se organizados da seguinte forma.
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O Capitulo 2 apresenta o referencial tedrico, a partir de uma revisdo bibliogréfica,
que indica os trabalhos, as pesquisas e 0s principais conceitos utilizados como base para

a producdo de conhecimento desta dissertagéo.

No Capitulo 3 sdo descritos os modelos reoldgicos mais utilizados para
representar o comportamento de materiais viscoelasticos, as formulacbes do MEC
utilizadas neste trabalho de pesquisa para analisar problemas viscoelasticos e, além disso,
os resultados e discussdes relativos a aplicacdo e validacgdo do MEC para analises

viscoelasticas em 2D.

No Capitulo 4 séo descritas as formulacdes do MEC utilizadas neste trabalho de
pesquisa para problemas termoelasticos, demonstrando, inclusive, a aplica¢do do Método
da Reciprocidade Dual (MRD) ou, em inglés, Dual Reciprocity Method (DRM). A
formulacdo ora indicada demonstra a maneira rapida e pratica de calcular tensdes e
deslocamentos, para além dos pontos externos, incluindo os pontos internos do dominio
em andlise. Também sdo apresentados nesse capitulo, os resultados e discussdes relativos
a aplicacdo e validacdo do MEC para analises termoelasticas em 2D e 3D, incluindo uma

analise de material sujeito ao processo de soldagem.

A apresentacdo de forma agregada e sequencial dos Capitulos 3 e 4 se deu pelo
entendimento de que seria mais adequado, no sentido de facilitar a compreensdo das
formulacGes, simulacbes e validacbes realizadas passo a passo, tanto para analises

viscoelasticas, quanto para analises termoelasticas.

Por fim, o Capitulo 5 contém as conclusdes desta dissertacdo, seguido do Capitulo

6 com recomendacdes e perspectivas futuras de trabalhos académicos.
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2. REFERENCIAL TEORICO

2.1.METODOS MATEMATICOS: METODO DOS ELEMENTOS DE CONTORNO
(MEC) E METODO DA RECIPROCIDADE DUAL (MRD)

Nas Gltimas trés décadas, o MEC vem ganhando destaque em trabalhos de
pesquisa basica, porém, sem grandes aplicacdes e simulacbes de engenharia. O MEC ¢
um método computacional utilizado para a obtencdo da solucdo de problemas de valor de
contorno descritos por formulagdes integrais. Consiste, segundo Brebbia et al. (1984),
Brebbia e Domingues (1987) e Aliabadi (2002), na aquisicdo das equacOes integrais
somente considerando as informagdes contidas no contorno do material, ou seja, uma
discretizacdo apenas no contorno que utiliza técnicas avancadas de integragdo numérica.
Com isso, hd uma reducdo de uma ordem da dimensdo do problema, por exemplo, na
analise de um problema bidimensional de mecéanica dos solidos, o problema se reduz a
analise no contorno unidimensional, por outro lado, se o problema é tridimensional, a

analise se reduz a um contorno bidimensional representado pela respectiva superficie.

Segundo Carbone (2007), a primeira analise do MEC é feita com os valores de
forcas de superficie e deslocamentos para 0s nds dos elementos discretizados no contorno.
Para realizar essa andlise é necessario o conhecimento prévio de uma solucéo particular
do problema, a qual é conhecida como solucdo fundamental. Posteriormente, 0s
resultados em qualquer ponto do contorno sdo obtidos através da interpolacéo, dos valores

adquiridos na primeira analise, em cada um dos elementos.

O MEC esta em crescente desenvolvimento, por trata-se de um método
relativamente novo e ainda tem muitas vertentes para serem estudadas. Uma delas séo os
estudos da utilizacdo do método para problemas de sub-regides, como por exemplo para
modelagem do suporte de tuneis realizado por Oliveira (2009). E, para processos de
homogeneizacdo de materiais viscoelasticos, onde deseja-se encontrar o Elemento de
Volume Representativo (EVR) de um compdsito possuindo uma matriz com inclusdes
solidas. Nesse caso, as inclusdes sdo tratadas como sub-regides da matriz que os abriga
como pode ser visto nos trabalhos de Oberg (2013), Furtado et al. (2016) e Arroyave
(2017).

Outra vertente séo os estudos realizados a respeito dos métodos de transformacéo

de integral de dominio em integral de contorno. Esse problema ocorre, principalmente,
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em problemas relacionados a termoelasticidade, devido aos efeitos térmicos causados por
um campo de temperatura imposto ao dominio da analise, gerando assim, integrais de

dominio fazendo parte das integrais governantes do problema.

O método tem, portanto, se mostrado promissor, por permitir a aplicacdo de
anélises numéricas por meio de sistemas de equacOes, caracteristica de modelagem
computacional, que indica sua aplicabilidade em varias areas, o que inclui analises de
problemas de engenharia. No entanto, constata-se que nao ha na literatura do pais, muitos
trabalhos utilizando o MEC para solucionar problemas especificos de termoelasticidade,
como por exemplo, o processo de soldagem de um material. VVale dizer que ha na literatura
nacional e internacional, pesquisas sobre a utilizacdo de metodologias capazes de

transformar as integrais de contorno em integrais de dominio.

De acordo com Partridge et al. (1992), para lidar com as forcas de volume e
variacdo de temperatura, ou seja, com termos gque nao pertencem ao contorno, Varios
autores preferiam discretizar o dominio da analise em uma serie de células internas. Essa
discretizacdo acarreta no aumento da quantidade de dados a serem manipulados,
acabando, assim, com um dos motivos do MEC ser atrativo, o de ndo precisar discretizar
0 dominio e, consequentemente, diminuir uma dimensdo das integrais governantes do

problema.

Nesse sentido, diversos estudos foram realizados com o objetivo de tornar
eficiente a transformacéo de uma integral de dominio em uma integral de contorno. Rizzo
e Shippy (1977) propuseram o uso do teorema de Green para contornar esse problema.
Essa alternativa foi testada por Karami e Kuhn (1993) e demostrou-se ser mais eficiente

que o da discretizacdo do dominio da analise em uma série de células internas.

Henry e Banerjee (1988) utilizaram as integrais particulares para lidar com a
integral de dominio. Em seu trabalho, eles desenvolveram uma nova formulagédo do MEC
para resolver problemas termoelasticos, comprovando sua eficiéncia através da solugdo
de exemplos e comparacdo dos resultados obtidos numericamente com os analiticos. A
metodologia apresentada por Henry e Banerjee (1988) foi utilizada neste trabalho para

calcular o deslocamento sofrido pelo material na anélise termoeléstica.

Na dire¢do da evolucdo continua das pesquisas, Cruse (1979) propds a utilizacdo
do Método do Tensor de Galerkin (MTG) no qual possuiria maior eficiéncia para solugéo
da equacdo de Laplace ou de Poisson. Além de resolver essas duas equacOes, Brebbia e
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Domingues (1987), mostraram que 0 método também pode ser utilizado em problemas
de elasticidade contendo forgas gravitacionais, centrifugas ou carregamento térmico.

Outro método formulado com o objetivo de evitar essa discretizacdo extra foi o
Método da Reciprocidade Dual (MRD). Nardini e Brebbia (1982) introduziram o método
aplicando-o em problemas de vibragdes, entretanto, Partridge e Wrobel (1990) e Partridge
e Brebbia (1990), ampliaram sua aplicabilidade, contemplando problemas mais gerais,
sendo possivel utiliza-lo neste trabalho para representar a contribuicéo difusiva na analise

termoelastica.

Segundo Partridge et al. (1992), o MRD é uma forma generalizada de encontrar
uma solugdo particular capaz de resolver problemas n@o-lineares, transientes

(dependentes do tempo) e problemas com uma solicitacdo agindo no interior do dominio.

No estudo, os autores realizaram comparagdes das funcdes de aproximacdes
globais com funcdes radiais utilizadas em problemas onde a integral de volume possui

derivada de primeira e segunda ordem, confirmando a eficiéncia do método.

O pesquisador Baranoglu (2003), utilizou, entdo, o0 MRD para solucionar
problemas de termoelasticidade e viscoelasticidade, introduzindo uma forma de unificar
a formulacdo do MRD para analises de problemas termoviscoelésticos acoplados e
desacoplados. Para tanto, a formulacéo foi realizada no espaco da frequéncia, através da
transformacédo de Fourier conseguindo, assim, eliminar a necessidade da utilizacdo de

solugBes fundamentais muito complexas.

Ja a pesquisadora Medeiros (2001), utilizou 0 MRD combinado com o Método
das Solucdes Fundamentais (MSF), um método que ndo requer malha, nem integracao,
para analisar problemas de potencial em duas e trés dimensdes. A pesquisadora conseguiu
obter resultados com uma preciséo elevada utilizando as fungdes Polyharmonic Splines

junto com fun¢des polinomiais de até quinta ordem.

Com base nas informac6es contidas nos trabalhos citados, foi possivel a aplicacdo
e validacdo do MEC para analises viscoelasticas e termoelasticas. Por tratar-se de um
método numeérico, sua utilizagdo esta condicionada a utilizagdo de um software capaz de
calcular as integrais de sua formulacdo matematica. Para realizacdo desses célculos, foi
utilizado o software MATLAB.
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2.2.FERRAMENTA COMPUTACIONAL: SOFTWARE MATLAB E GMSH

A ferramenta computacional MATLAB (MATrix LABoratory) é um software
interativo de alta performance voltado para o calculo numérico, e integra andlise
numerica, calculo com matrizes, processamento de sinais e construcdo de graficos em
ambiente amigavel e onde problemas e soluces sd@o expressos matematicamente, ao

contrario da programacao tradicional.

O MATLAB é, assim, um sistema interativo cujo elemento basico de informacéo
€ uma matriz que ndo requer dimensionamento, que permite a resolucdo de problemas
numéricos em fracdo do tempo que se gastaria para escrever um programa semelhante em
linguagens como Fortran, Basic ou C, além de possuir uma interface grafica amigavel que

permite o acesso facil a grande quantidade de recursos. (Chapman, 2010)

Por tratar-se de um software matematico, para analises de problemas em 3D, onde
a criacdo da geometria e geracao da discretizacao torna-se mais complexa, fez-se uso do
software GMSH, um gerador de malha de elementos finitos.

Apesar do GMSH ser um gerador de malha utilizado em analises de MEF, é
possivel gerar a malha s6 considerando a superficie do material, com isso, a malha gerada

nessas condi¢des pode ser utilizada em analises de MEC.

O GMSH foi utilizado nesta dissertagdo por ser um software livre, acessivel e
possibilitar a importacdo dos nos e conectividades da malha gerada. Com esses dados em
formato de texto, é possivel criar uma rotina no MATLAB para reproduzir a malha e

prosseguir com uma analise utilizando MEC.
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3. COMPORTAMENTO VISCOELASTICO

O termo viscoelastico refere-se a materiais cujo comportamento é intermediario
aos solidos hookeanos (puramente elastico) e liquidos newtonianos (puramente viscoso).
Com isso, esse tipo de material possui simultaneamente propriedades elasticas e viscosas,

conforme apresentado na Equacéo (1) (Furtado et al., 2016)

Solido Elastico  FluidoViscoso Sélido Viscoelastico

o’ =Cs® + O'v:ﬂ& = g(t):|=_§(t) (1)

onde a¢, ¢, a¥ e €Y sdo, respectivamente, a tensdo elastica, deformacdo elastica, tenséo
viscosa, derivada da deformacdo viscosa, C € o tensor constitutivo elastico, n é o tensor
constitutivo viscoso e L é uma transformacao que associa cada historico de deformacdes
a um historico de tensBes. Equacdo deste tipo, em que hd uma dependéncia explicita do

historico das variaveis envolvidas, sdo conhecidas como equacdes hereditarias.

A descrigdo e previsdo das condigdes de repouso ou movimento dos corpos
descritos por este tipo de equagdes, sob acdo de for¢as, deu origem a mecanica hereditaria,
gue modernamente passou a ser chamada de teoria da viscosidade (Gurtin e Sternberg,
1962).

Um material viscoelastico linear possui um comportamento mecéanico dependente
do tempo, conforme mostrado na Equacdo (1). Segundo Pagliosa (2004), esse
comportamento pode ser manifestado pela deformacdo de fluéncia e pela relaxacdo de

tensao.

Para o caso da fluéncia, é aplicada ao material uma tensdo constante e este exibe
uma deformacdo dependente do tempo, superior a uma deformacéo elastica inicial. No
caso da relaxacdo de tensdo, o material é submetido a uma deformacdo constante e, com
isso, ocorre a relaxacdo que depende do tempo. Para representar 0 comportamento
mecanico de um material viscoelastico a longo prazo, é necesséario estabelecer a equagéo
constitutiva do material, determinando-se seus parametros atravées de ensaios de fluéncia
ou relaxacdo obtidos experimentalmente. Também é possivel obter esses parametros a
partir de modelos reoldgicos, que aproximam o comportamento do material a arranjos de

molas e amortecedores viscosos.
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Segundo Arroyave (2017), o elemento de mola, mostrado na Figura (1), é utilizado
para representar o material com comportamento elastico linear, obedecendo a Lei de
Hooke, onde o material em questdo consegue reverter a deformacéo sofrida e voltar para
a condicdo inicial depois de retirada a solicitacdo sofrida e, aléem disso, tanto a
deformagéo, quanto a recuperagdo ocorre instantaneamente (Figura (1)). A relagédo
constitutiva para o elemento de mola é descrita na Equacédo (2). (Canevarolo Jr, 2010 e

Anacleto, 2010)
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Figura 1. Elemento de mola (Fonte: Canevarolo Jr, 2010)
o’ =E&f (2)
onde E € o médulo de Young da mola.

Por outro lado, o elemento de amortecedor, ilustrado na Figura (2), é utilizado
para representar o material com comportamento puramente viscoso, descrito pelo modelo
de Newton, possuindo tensGes proporcionais a taxa de deformacao e a deformacéo que o
material sofre, com isso, é possivel que o material apresente deformacBes permanentes,
ou seja, que modifique sua configuracéo inicial (Figura (2)). A relacdo constitutiva para

0 elemento de amortecedor é descrita na Equacao (3).
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Figura 2. Elemento de amortecedor (Fonte: Canevarolo Jr, 2010)

o' =n& (3)

Tempo

onde 7 é o coeficiente viscoso e 0 ponto em cima da deformacéo viscosa (€) representa a

derivada temporal.

A partir da associacdo em série ou em paralelo dos modelos reoldgicos
apresentados acima, é possivel descrever o comportamento viscoelastico do material,

conforme mostrado na Figura (3).

oz e=e=o
U
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.]
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E+E =€ w

Figura 3. Associagdo em série e em paralelo (Fonte: Adaptado de Dinis, 2005)
Conforme apresentado na Figura (3), quando utilizado a associacdo em série, a
tensdo total é equivalente a tensdo elastica na mola e a tensdo viscosa no amortecedor, ja
a associacao em paralelo, a deformagé&o total é equivalente a deformacéo elastica na mola

e a deformacéo viscosa no amortecedor

A Figura (4) mostra, entdo, os trés modelos mais utilizados para representar o
comportamento viscoeléstico do material a partir da associagdo dos elementos de mola e

amortecedor (Canevarolo Jr, 2010).
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Figura 4. Modelos reolégicos (Fonte: Canevarolo Jr, 2010)

O modelo de Maxwell, ilustrado na Figura (4-a), utiliza-se da associagao em série
do elemento de mola com o de amortecedor, 0 modelo de Kelvin-Voigt (Figura (4-b)),
utiliza-se da associacdo em paralelo e, 0 modelo de Boltzmann, utiliza-se de uma
associacdo em série de um elemento de mola com a configuracdo do modelo de Kelvin-
Voigt (Figura (4-c)).

3.1.MODELO VISCOELASTICO DE KELVIN-VOIGT

A partir das Equacdes mostradas na Figura (3), nota-se que as equacOes
equivalentes para o elemento de amortecimento e de mola, para 0 modelo viscoelastico

de Kelvin-Voigt, sdo descritas nas Equacdes (4) e (5), respectivamente.
c=c°+c’ 4)
E=& =¢ (5)

A partir das Equac0es (2), (3), (4) e (5), segundo Mesquita (2002) e Mesquita e
Coda (2002), a tensdo pode ser reescrita conforme a Equacdo (6) ou, de forma

generalizada para um modelo tridimensional, conforme Equacdo (7), a seguir:
o=Ce+n& (6)

0 =Ciuéu +nijkl‘§5 (7)

O tensor constitutivo elastico Cjjy, € 0 tensor constitutivo viscoso 7, j; sdo dados

pelas Equacdes (8) e (9) respectivamente.
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Cijkl = Mij5k| + /u(5i|51k + 5ik5jl) (8)

My = 0,40;;04 + Hy/u(é‘ilé‘jk + 5ik§jl) (9)

onde A e u sdo as constantes de Lame, 6, e 6, sdo 0s parametros viscosos hidrostatico e

desviatorio e 6;; representa o delta de Kronecker, dado pela Equagéo (10).

_{1 parai= j

0 parai=j (10)

ij

E importante salientar que 4, u, 6, e 6, sdo pardmetros do material determinados
experimentalmente. Assumindo a simplificacdo apresentada na Equacéo (11), na qual os
parametros viscosos sdo equivalentes a constante constitutiva viscosa y, pode-se escrever

a relagéo entre os tensores constitutivos segundo a Equagéo (12).
9/1 - 9# =7 (11)
M = 7/Cijk| (12)

Com isso, a relagdo constitutiva para analises viscoelasticas, utilizando o modelo

de Kelvin-Voigt, é dada pela Equagéo (13).

Oj = Cijkl (gkl +7‘§‘r) (13)

3.2.MODELO VISCOELASTICO DE MAXWELL

O modelo viscoelastico de Maxwell trata-se da associacdo em série de um
elemento de mola e de amortecedor. Com isso, a deformacéo total pode ser calculada a
partir da soma da deformacao elastica sofrida pela mola com a deformacao viscosa sofrida
pelo amortecedor. Por outro lado, a tensdo total serd equivalente a tensdo na mola e a

tensdo no amortecedor, conforme descrito nas Equacdes (14) e (15).
e=&+&' (14)
o=0 =0 (15)

Utilizando as Equagdes (2), (3), (14) e (15), e utilizando os conceitos mostrados
anteriormente, a relagdo constitutiva para analises viscoelasticas, utilizando o modelo de

Maxwell, é dada pela Equacéo (16) (Oliveira e Leonel, 2014).
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& —+— (16)
E 7
Escrevendo a Equacéo (16) em termos da tensdo, utilizando 0s conceitos vistos
anteriormente, temos que a relacdo constitutiva para anélises viscoelasticas utilizando o

modelo de Maxwell é dada por:

Oy = 7(Cijk|gk| ‘Hﬁ&) (17)

3.3.MODELO VISCOELASTICO DE BOLTZMANN

O modelo viscoelastico de Boltzmann trata-se da associacdo em série de um
elemento de mola com a configuragio do modelo de Kelvin-Voigt. Com isso, a
deformacéo total pode ser calculada a partir da soma da deformacéo elastica sofrida pela
mola (g,,) com a deformacéo total sofrida pelo modelo de Kelvin-Voigt (/%) (Equacdo
(5)). Por outro lado, a tensdo total sera equivalente a tensdo na mola (o) e a tensao sofrida
pelo modelo de Kelvin-Voigt (a;°) (Equagdo (4)), conforme descrito nas EquagGes (18),

(19) e (20).

Eim = Eim + Eim (18)

A partir das Equacdes (18), (19) e (20), a tensdo pode ser reescrita conforme a

Equacdo (21).

E_E E.E
o; =[ﬁ]é§wﬁm +[%j’%ﬁwd§f (21)

ve+Ee

onde €/, 717" e D{J"* s&o os tensores constitutivos adimensionais.

Com o objetivo de escrever a relacdo constitutiva para analises viscoelasticas
utilizando o modelo de Boltzmann, utilizando somente elementos no contorno, é
necessario impor novamente a simplificacdo apresentada na Equacéo (11), na qual os

parametros viscosos sdo equivalentes a constante constitutiva viscosa y, podendo
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escrever a relacdo entre os tensores constitutivos segundo a Equagéo (12). Com isso,
manipulando a Equacéo (21), temos a Equacéo (22). (Mesquita e Coda, 2002)

E..E VE.E VE,
o e [ 5% Jora B2 ) @)

ve e

3.4.MEC PARA VISCOELASTICIDADE (2D)

A fim de simplificar as equacdes utilizadas, a formulacdo sera representada
utilizando notacdo cartesiana indicial em conjunto com a notacdo matricial, onde as
matrizes sdo denotadas com dois tragos abaixo de sua nomenclatura. A notacéo indicial é
utilizada para suprimir o simbolo de somatério quando ocorrerem dois indices iguais no

mesmo termo, conforme abaixo:
2 2
0.0, =0, +0, (23)
O =011 TO0yp (24)

Ja as derivadas no plano serdo representadas por uma virgula antes da direcdo na

qual a derivada sera realizada, como por exemplo:

00, -
~ Pk
OX;

(25)

Dito isso, a obtencdo da solucdo fundamental, no caso de analise de tensdes, deve

considerar que uma carga unitaria concentrada é aplicada em um ponto P de um dominio

*

infinito e homogéneo. A solugdo fundamental dos deslocamentos wu;;

e forcas de
superficies p;; para problemas bidimensionais podem ser escritas segundo as Equagdes

(26) e (27), respectivamente.

* 1 1
* _1 dr
P :—47r(1—v)r {%[(1_2‘/)@1 +2rirj]—(1—2V)(”jn — N )} (27)

e, para o problemas tridimensionais é dado por:
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. 1
u’; :—167r(1—v)Gr[(3 4v)o; +rr | (28)

N -1 or
Pi= W[[(l_z")@j +3nr; ]%_(1_2")(%”1 —rin, )} (29)

Onde v é o coeficiente de Poisson, u é a segunda constante de Lamé, n é a componente

normal no ponto onde a forga de superficie p;; € medida, r € a distancia entre o ponto em

ar ar

que u;; e p;; sdo observados e 0 ponto P e r;7; = o %)

Os problemas apresentados no decorrer da dissertacao encontram-se em equilibrio
na posicéo inicial e podem ser analisados tanto para o estado plano de tensdo, quanto para
0 estado plano de deformacéo.

No estado plano de tensdo, todas as componentes de tensdo em uma direcao
(tensdes axiais e cisalhantes) podem ser consideradas nulas, resultando em um estado de
tensdo que s6 dependente de duas direcBes. JA no estado plano de deformacdo, as
componentes de deformacdo em uma direcdo podem ser consideradas nulas, resultando

em um estado de deformacéo que s6 depende de duas direcdes.

O estado plano de tensdo ocorre quando é considerado analise de materiais com
uma espessura muito fina, onde uma direcdo é muito menor que a outra, e, 0 estado plano
de deformacdo ocorre quando é considerado analise de materiais que possuem uma

dimensdo muito grande em relacdo as outras, como por exemplo, analise de barragens.

A demonstracdo da formulacao integral viscoelastica do MEC utilizando o modelo
de Kelvin-Voigt, apresentada a seguir, foi realizada com base na dissertacdo de doutorado
de Mesquita (2002).

3.4.1. Caélculo deslocamento modelo de Kelvin-Voigt

O equilibrio de for¢as de um elemento infinitesimal dentro de um dominio Q pode
ser expressa conforme a Equacéo (30).

oy, +h =0 (30)
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Utilizando a técnica dos residuos ponderados para integrar a Equacdo (30) e
adotando a solucdo fundamental de Kelvin-Voigt como sendo uma funcdo residual da
Equacdo (30), resulta a Equacéo (31).

fuk, a,“+b dQ:O (31)

Aplicando o teorema da divergéncia no primeiro termo da Equacéo (31), resulta a
Equacdo (32).

[uioyn,dT =g oijdQ+ [ughd =0 (32)
r Q Q

onde I' é o contorno do problema analisado. Sabe-se que o;;n; = p; € Uy; j0;j = €;;0ij,
onde &;; € a deformagdo fundamental. Com isso, a Equagdo (32), pode ser escrita

conforme a Equagdo (33).
[uipdr— [ &0,dQ+ [ughdQ =0 (33)
r Q Q
A Equacdo (33) é o ponto inicial para obtencdo da representacdo da integral

viscoelastica. Impondo a relagdo constitutiva apresentada na Equacgdo (13) a Equacao
(33), tem-se a Equacao (34).

[uipdr = ,CyneindQ— [ £7CyindQ+ Uz dQ =0 (34)
r o o o
Sabe-se que:
gkuculmg,m = G;mé‘lm = O':,mullm = ofiiui‘j (35)
&1 Cim® = 04 = 7040 e, = 70 & (36)

Com isso, a Equacédo (34) é reescrita conforme a Equacéo (37).
[uipdr—[ogu, [ dQ—y [ op & dQ+ [ughdQ =0 (37)
r Q Q Q

Integrando o segundo e terceiro termo por partes, tem-se a Equacéo (38).

ju;i pidl"—fo—:ijnjui dI“+J‘a;j'jui dQ—;/fa;jnju&dl“+;/J‘a;jij&dQ+ju:iQdQ =0 (38)
T T Q T Q Q

Lembrando que o equilibrio fundamental de Kelvin-Voigt é dado por ay;; ; =

—38(p, )bk, onde §(p, s) é a distribuicdo do Delta de Dirac, s é o0 ponto do dominio e p
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é o ponto fonte. Aplicando o equilibrio fundamental de Kelvin-Voigt a Equacéo (38),
considerando as propriedades do Delta de Dirac e que oy;;n; = py;, tem-se a Equacdo

(39).

Cali () +7C & p) ZIU;i pidF_I Ptk dF—yI p;i"s‘dr"‘ju:ibidg (39)
r r r Q

O termo C,; € 0 mesmo obtido na formulago elasto-estatica e, segundo Mesquita
e Coda (2002), pode ser encontrado em referéncias classicas sobre MEC como Brebbia
et al.. (1984).

A Equacdo (39) é a equacdo integral viscoelastica alternativa do modelo de

Kelvin-Voigt. Admitindo que ndo haja forcas de volume b; = 0 e tampouco sua variacao

com o tempo b; = 0, a equacio se resume a Equacio (40).

Cali () +7C i p) = IU:i pidr_j Ptk dF_VI P& (40)
r r r

3.4.2. Célculo tensdes internas modelo de Kelvin-Voigt

Primeiramente é necessario escrever a integral dos deslocamentos para os pontos

internos, que é dada conforme Equagdo (41).
U, (p)+7&(p)=[ugpdl—[ pru,dT -y [ pa&dr (41)
r r r

A relagdo entre deslocamentos e deformagdes considerando pequenas

deformacdes é dada de acordo com a Equacéo (42).

1
e = E(uk,e + ue,k ) (42)

Aplicando a Equagéo (42) na Equacéo (41), resulta a Equacao (43).
Ele ( p)+7‘§(é ( p) = J.g:ie pldF_J. rj:ieui dr—)/_[ f):iel&dr (43)
r r r

A tensdo total € obtida aplicando a equacéo constitutiva apresentada na Equacéo
(13) a Equacéo (43), com isso tem-se a Equacao (44).

qu(p)+03q(P)=I5Ziq pidl“—jﬁ;qui dr—7’_‘- P i fdT (44)
r r r
Aplicando a Equacdo (4) a Equacdo (44), resulta a Equacéo (45).
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UPQ(p):J.O_—;;iq pidr_'[ﬁ;iquidr_yj. ﬁ;qu&dr (45)
r r r

Utilizando a igualdade apresentada na Equacdo (46), conforme mostrado em
Mesquita (2002), pode-se reescrever a Equacgéo (4) conforme a Equacdo (47).

oy = ycﬁ' (46)
yd + o5 —0; =0 (47)

3.4.3. Formulagdo Matricial do MEC modelo Kelvin-Voigt

Aproximando as varidveis do problema a partir de uma parametrizacdo com
relacdo aos seus valores nodais e utilizando as funcGes de forma, é possivel, de acordo
com Mesquita (2002), obter a equacdo matricial para os deslocamentos, conforme
Equacdo (48).

Hu(t) +yH&t) =Gp(t) (48)

As tensdes podem ser escritas segundo Equacao (49).

o(t)=G"p(t)~H'u(t)~/H &) 49)

onde t representa o tempo e H e G sdo as matrizes que contém todos os coeficientes de

integracdo do contorno. Mesquita e Coda (2002) salienta que a Equacdo (49) pode ser
resolvida numericamente adotando uma aproximacéo linear do tempo conforme Equacao
(50).

&, =1 — (50)

Aplicando a Equacéo (50) na Equacdo (48), resulta a Equacédo (51).

4 Y
1+-— |Hu,,, =Gp,,+-—Hu 51
( At] ——=s+1 =Es+1 At —=S ( )

A Equacéo (51) € o sistema de equagdo que deve ser resolvida ao longo do tempo
para encontrar os valores dos deslocamentos no contorno, utilizando o modelo de Kelvin-
Voigt. Para calcular as tensdes totais nos pontos internos, a Equacao (49) pode ser escrita

no instante t¢,; conforme a Equacéo (52).

Osu :C:5I95+1 - l;' 'u4+1_7/|;| W, (52)
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Assumindo a aproximacao linear da Equacéo (53) e substituindo na Equacéo (47),

resulta a Equacéo (54).

e

o of

_ =+ = 53
R (53
gs+1 + l g:
ol =—A— (54)
1+
At

As tensdes viscosas nos pontos internos serdo dadas de acordo com a Equacéo
(55).

g\sl+l = ‘:75+1 - g§+l (55)

3.4.4. Formulagdo Matricial do MEC modelo Maxwell

A equagéo que permite a determinacdo dos valores desconhecidos no contorno do
corpo, é obtida de forma similar aos procedimentos usados para 0 modelo de Kelvin-
Voigt. Com isso, toda a manipulacdo matematica utilizada nesse subitem foi omitida a
fim de simplificar as contas e tentar facilitar o entendimento.

Portanto, o sistema de equacdo que deve ser resolvida ao longo do tempo para
encontrar os valores dos deslocamentos no contorno, utilizando o modelo de Maxwell,
esta descrito na Equacéo (56).

Hu, , = (1+§j<_3 P+ Hu, ~Gp, (56)

As tensdes totais nos pontos internos séo determinadas usando a Equagéo (57).

Q-s+l = At(;; [1 ps+1 + ps j - Atlj!sﬂ + gs (57)
= ;/ L L =

3.4.5. Formulagdo Matricial do MEC modelo Boltzmann

A equagéo governante do modelo viscoelastico de Boltzmann é obtida de maneira
similar aos procedimentos usados para 0 modelo de Kelvin-Voigt, assim sendo, foi
considerado dispensavel apresentar as etapas de manipulacdo matematica aplicada nesse

subitem, a fim de simplificar as contas e facilitar o entendimento.
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Portanto, o sistema de equacdo que deve ser resolvida ao longo do tempo para
encontrar os valores dos deslocamentos no contorno, utilizando o0 modelo de Boltzmann,

esta descrito na Equacéo (58).

/4 y  E+E, Y
1+ Hu . =| L+ =2 "2 |G+ L (Hu.-G
( Atj ——=s+1 (At E2 J = At ( —=s = Bs) (58)

A tensdo total é calculada segundo a Equacéo (59).

C—;ps’fl_it‘!sﬂ_ = Hug,, + 75 Qp5+1+l 5, o
= E+E, = E,+E, = E,+E, =~ E
O

_s+1:
At E +E,

A tensdo total foi dividida em uma parte elastica e outra viscosa. A parte elastica

é calculada conforme Equacdo (60) e a parte viscosa, conforme Equacao (61).

(60)

c.,=0.,—0" (61)

s+1 = s+l

3.5.MEC COM SUB-REGIOES PARA VISCOELASTICIDADE

A técnica das sub-regides, ou multi-zona, € utilizada quando pretende-se analisar
um dominio compostos por varias regides que possuem propriedades mecanicas distintas,
isto é, as caracteristicas do material ndo sdo constantes (Anacleto, 2010). A formulacéo
do MEC para sub-regides consiste em discretizar o contorno de cada regido aplicando nas
interfaces comuns, onde os elementos sdo solidarios as duas regides, as condicdes de
compatibilidade, para garantir a continuidade do campo de deslocamento, e de equilibrio,

garantindo o equilibrio de forcgas, conforme as Equacg6es (62) e (63).

u?-u*=0 - u?=u* (62)
p12 + p21 — 0 N p12 — _p21 (63)

onde o indice ij significa os nds compartilhados pelas duas sub-regides.
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Com isso, o problema heterogéneo é transformado em dois ou mais problemas
homogéneos, onde as integrais de contorno governantes sdo as mesmas mostradas
anteriormente. Resolvendo as integrais e aplicando as Equacdes (62) e (63), temos a

matriz montada na Equacao (64) para o problema ilustrado na Figura (5) (Oberg, 2013).

! :
2“ ﬂl _1..5 ﬂz .7
3 ;

Figura 5. Material heterogéneo com duas sub-regiées homogéneas (Fonte: Oberg, 2013)

Uy P
U, P,
Hi 0 u, Gj 0 P,
0 H; Uy | _ 0 G; P (64)
0 001 -1 0 0 0O} 0 0 01l Ps
0 OO0 OO O OfUs 0 0 Ps
U, P,
Ug Ps

Reagrupando a Equacdo (64), de modo que os valores conhecidos nos nés do
contorno fiqguem no lado esquerdo da equagéo e os valores desconhecidos, no outro lado,

0 problema é reduzido para um simples sistema linear Ax = y.

3.6.APLICACAO DO MEC PARA PROBLEMAS VISCOELASTICOS (2D)

Neste item sdo apresentados os desenvolvimentos, andlises e os resultados de
simulacéo e de validacdo dos cddigos utilizados para anélise de problemas viscoelasticos
com o auxilio do software MATLAB.

O esfor¢o desta pesquisa se concentrou especialmente nos desenvolvimentos das
programacOes das equacdes mais adequadas para cada caso previsto nos objetivos
especificos para analise viscoelasticas, bem como nas respectivas simulagdes, ao roda-las
no citado software, visando alcancar resultados satisfatorios e comparaveis aos resultados

obtidos com a metodologia MEF e com métodos analiticos.
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A validacdo foi realizada a partir da comparacdo dos resultados obtidos
numericamente com a solucdo analitica dos problemas apresentados ou com artigos da
literatura.

Foi
viscoelastico utilizando o MEC com o intuito de tornar o MEC familiar, sendo possivel

elaborado um codigo para analisar materiais com comportamento

assim, a implementacdo de problemas mais complexos, como por exemplo, anélises de

sub-regides e com MRD.

3.6.1. Simula¢do do comportamento viscoelastico: Cédigo 2D

A rotina produzida para calcular o comportamento de materiais viscoelasticos foi
testada a partir da simulacdo de uma barra submetida a um carregamento distribuido
aplicado na face em balanco. A geometria analisada é mostrada na Figura (6) e suas

propriedades fisicas sdo apresentadas na Tabela (1).

20
10 [~ P .4 it i o 4 o4 4 > o o~ o o o o o ;i
h P
(0] o —9o 9o 9o o o 9o o ¢ o o o o 0 ¢ % L
L
_10 L r r r r r r r r r L
-10 0 10 20 30 40 50 60 70 80 90

Figura 6. Geometria analisada (Fonte Prépria)

Tabela 1. Propriedades mecéanicas (Fonte: Mesquita e Coda, 2002)

Propriedade Magnitude
E, 22.5757 kgf/cm?
E, 11 kgf/cm?
y 45.4545 dias
v 0
L 80 cm
h 10 cm
At 1 dia
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Tempo total de analise 450 dias
P(t) 5 kgf/cm?

Para a anélise em questdo, foram utilizados os trés modelos descritos no presente
trabalho para representar o comportamento do material viscoelastico, a fim de realizar
uma comparacdo entre a aproximagdo proporcionada por cada modelo, conforme

ilustrado na Figura (7).

2 S R T T
—— Maxwell
18 —S— Kelin-Voigt []
—4— Boltzmann
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£ 12 /_f
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g patl
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0.6 e

) VANV
0.4 -
% OO0 ©
0.2 >>/®/®)G
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Tempo [dias]

Figura 7. Comparacdo modelos viscoelasticos (Fonte Propria)

Percebe-se que o modelo de Maxwell, por ser o mais simples, apresenta a pior
aproximacdo, uma vez que, por trata-se do modelo de associagdo em série de uma mola
com um amortecedor, somente consegue representar a deformacéo instantanea no inicio
da analise e o comportamento elastico até o final da analise. Ja 0 modelo de Kelvin-Voigt,
intermediario no quesito complexidade, consegue representar bem o comportamento
Viscoso, mas por tratar-se do modelo de associacdo em paralelo de uma mola com um
amortecedor, ndo consegue retratar a deformacéo instantanea no inicio da analise causado
pela contribuicdo elastica do material. Por fim, percebe-se que o0 modelo de Boltzmann,
0 mais complexo dentre os trés, consegue retratar com uma boa aproximagdo o
comportamento tanto viscoso, dado pela deformacdo até ficar estabilizada, quanto
elastico, dado pela deformagéo inicial.
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Também foi realizado uma analise do mesmo problema sendo retirado a carga
apos 200 dias de andlise. Esse tipo de analise é realizado a fim de visualizar o retorno do
material viscoelastico a posicéo inicial, sem deformaces residuais, conforme ilustrado
na Figura (8).

1 T T
A “=— Maxwell

0.9 a ‘\‘ —&— Kelvin-Voigt
—A— Boltzmann

0.8 s s

0.7 £
0.6 I

0.5

0.4

o.Zéi- &

0.1?y

0 50 100 150 200 250 300 350 400 4é0
Tempo [dias]

Deslocamento [mm]

%%I%%x

Figura 8. Andlise retirando a carga (Fonte Prdpria)

Analisando a Figura (8), percebe-se que tanto o modelo de Kelvin-Voigt e
Boltzmann conseguem representar o comportamento do material apds a retirada da carga
aplicada, mas mais uma vez, o modelo de Boltzmann apresenta uma melhor aproximacao,
uma vez que é capaz de mostrar a recuperacgdo instantanea do material ao ser retirada a
carga. Ja o modelo de Maxwell, apesar de também mostrar a recuperacao instantanea do
material, ndo consegue representar a volta no material a posi¢do ndo deformada.

Apesar do comportamento do grafico da Figura (8) ser similar ao comportamento
mostrado no livro do Canevarolo Jr (2010) (Figura (4)), 0 mesmo ndo serve como
validagdo do codigo, por tratar-se de comparacdo meramente visual. Para tanto, foram
utilizados os modelos de Kelvin-Voigt e Boltzmann, por tratar-se de modelos mais
complexos e os que melhor representam o comportamento do material viscoelastico, para
validarem os codigos, a partir da comparacdo dos resultados obtidos numericamente com

suas solucdes analiticas.
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3.6.2. Simulacao e validacéo do cddigo viscoelastico 2D

A validagdo do codigo para analises viscoelasticas foi realizada considerando um
cilindro de parede espessa submetido a uma presséo interna P, conforme mostrado na
Figura (9). Esse problema mecéanico foi analisado assumindo o estado plano de
deformacdo e, como citado anteriormente, utilizando o modelo de Kelvin-Voigt e
Boltzmann para representar o comportamento viscoelastico do material.

A geometria analisada € apresentada na Figura (9) e suas propriedades fisicas na
Tabela (2). (Mesquita e Coda, 2002)
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Figura 9. Geometria analisada (Fonte Propria)

Tabela 2. Propriedades mecéanicas (Fonte: Mesquita e Coda, 2002)

Propriedade Magnitude
E, 90 kgf/cm?
E, 35 kgf/cm?
y 7.14285 dias
v 0.4
R, 25.4 cm

42



Deslocamento [mm]

12

10

R, 50.8 cm
At 1 dia
Tempo total de anélise 90 dias
P(t) 7.031 kgf/cm?

A solucdo analitica para o deslocamento radial da parede interna desse problema
bidimensional, sob estado plano de deformacédo, como uma fungdo dependente do tempo,
para 0 modelo de Kelvin-Voigt, é dada por:

P(1+v X Al 1 1
th):ﬁ[(l—zv)R1 +R1R2:|[E—2+E—2(—e J] (65)
e, para o modelo de Boltzmann, é dada por:
P(1 5 Al 1 2
u, (t) :%[(1— 2v)R? +RR; ](EJFE_Z{_e 7D (66)

A comparacdo entre o resultado obtido a partir da solugdo analitica, dada pela
Equacdo (65) e (66), e a implementacdo da formulacdo do MEC € apresentada na Figura
(10).
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Tempo [dias] Tempo [dias]

a) Kelvin-Voigt b) Boltzmann

Figura 10. Comparagdo solucédo analitica e numerica (Fonte Propria)

De acordo com os resultados apresentados, percebe-se uma boa concordancia
entre os resultados das duas solugdes utilizadas, validando, assim, a rotina criada para
simular o comportamento de materiais viscoelasticos.

Com a validacao do cddigo, o mesmo foi utilizado para o caso de problemas com

sub-regides.

43

80

90



3.6.3. Simulacdo e validacéo do cddigo viscoelastico com sub-regides 2D

Com a finalidade de validar a rotina elaborada para analise de dois materiais
viscoelasticos apresentando propriedades fisicas diferentes, foram realizadas trés analises
distintas, a saber:

i Problema com somente um dominio;

ii. Problema com dois dominios e mesmas propriedades fisicas; e

iii. Problema com dois dominios e propriedades fisicas diferentes.

O problema analisado serd 0 mesmo utilizado anteriormente, representado pela
Figura (6) com suas propriedades mecanicas descritas na Tabela (1).

No primeiro caso, problema com somente um dominio, tem-se 0 seguinte

resultado, conforme Figura (11):
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Figura 11. Analise viscoelastica com s6 um dominio (Fonte Propria)

O deslocamento longitudinal no ponto A, localizado na Figura (6), no fim da
andlise, isto e, para t = 450 dias, foi comparado com o resultado analitico e o resultado
obtido por Oliveira (2009) utilizando MEC e MEF. A comparacdo é apresentada na
Tabela (3), a seguir:
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Tabela 3. Comparacéo resultados

Anélise Deslocamento (mm)
Analitica 0.363618

MEF (Oliveira, 2009) 0.363618

MEC (Oliveira, 2009) 0.363616

MEC presente trabalho 0.363609

Os resultados apresentados estdo em concordancia e alinhados, sendo que a
pequena divergéncia entre os resultados deve-se a quantidade de elementos utilizados na
andlise.

No segundo caso, problema com dois dominios (Figura (12)), e mesmas
propriedades fisicas, tem-se o resultado apresentado na Figura (13):
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Figura 12. Geometria analise viscoeléstica com dois dominios com mesmas
propriedades (Fonte Prépria).
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Figura 13. Resultado analise viscoelastica do ponto 4, com dois dominios com mesmas
propriedades (Fonte Prépria)
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Conforme esperado, o deslocamento longitudinal em A obteve o mesmo

deslocamento para o caso de um s6 dominio e, para confirmar a eficicia do codigo, foi

comparado o deslocamento longitudinal em um ponto entre os dois dominios (Figura

(14)) no fim da analise com o resultado analitico e o resultado obtido por Oliveira (2009)

utilizando MEC e MEF. A comparacdo é apresentada na Tabela (4).
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Figura 14. Deslocamento longitudinal em um ponto entre o0s dois dominios (Fonte

Tabela 4. C

Propria)

omparacao dos resultados

Andlise Deslocamento (mm)
Analitica 0.181809
MEF (Oliveira, 2009) 0.181818
MEC (Oliveira, 2009) 0.181808
MEC presente trabalho 0.181804

Os resultados apresentados estdo com boa precisdo, sendo que a pequena

divergéncia entre os resultados deve-se a quantidade de elementos utilizados na analise.

No terceiro e ultimo caso, problema com dois dominios (Figura (12)), e

propriedades fisicas diferentes, conforme descritas na Tabela (5), foi obtido o resultado

apresentado na Figura (15):
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Figura 15. Resultado analise viscoelastica sub-regides (Fonte Prépria)

Tabela 5. Propriedades mecéanicas dos dois dominios (Fonte: Oliveira, 2009)

Propriedade Magnitude
E; (dominio 1) 70 kgf/cm?
E; (dominio 2) 11 kgf/cm?
y (dominio 1) 250 dias
y (dominio 2) 45.454545 dias
v (dominio 1) 0
v (dominio 2) 0
At 1 dia
Tempo total de anélise 450 dias
P(t) 5 kgf/cm?

O deslocamento longitudinal no ponto A no fim da analise, foi comparado com o
resultado analitico e o resultado obtido por Oliveira (2009) utilizando MEC e MEF. A
comparacao é apresentada na Tabela (6).
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Tabela 6. Comparacdo dos resultados anélise sub-regies

Anélise Deslocamento (mm)
Analitica 0.205353
MEF (OLIVEIRA, 2009) 0.205353
MEC (OLIVEIRA, 2009) 0.205639
MEC presente trabalho 0.205643

Os resultados apresentados continuam com boa convergéncia, sendo que a
pequena divergéncia entre os resultados deve-se a quantidade de elementos utilizados na
analise. E importante salientar que, como o mddulo de elasticidade do primeiro dominio
aumentou, o deslocamento longitudinal diminuiu, como esperado.

Com todas essas simulacgdes, o codigo para analise de materiais viscoelasticos com
sub-regides esta validado.

A partir desse ponto, apds variadas e sucessivas aplicagdes do MEC, ja é possivel
a simulacéo de problemas, considerando forgas agindo no interior do material. Para tanto,
faz-se necessario a implementacdo do MRD, um método capaz de considerar a influéncia
das forcas que atuam no dominio, somente analisando o contorno, conforme explicado

anteriormente.
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4. COMPORTAMENTO TERMOELASTICO

O estudo da termoelasticidade é realizado em materiais perfeitamente elasticos
submetidos a pequenas deformacdes e variagOes de temperatura. A equagéo diferencial
governante para problemas de termoelasticidade, desconsiderando a dissipagao viscosa,
é dada pela equacdo mecénica (Equacéo (67)) e pela equacdo de energia (Equacéo (68))
(Furtado et al., 2017):

MU, g + (A + ) Uy i — PO, + f = p& (67)
C, T, &, =R+k0, (68)

As duas equacOes acima estdo acopladas pelos termos denominados: acoplamento
térmico (Equacdo (69)) e acoplamento mecénico (Equacao (70)).

n, = po, (69)
Y= ToﬂL&,k (70)

As propriedades do material sdo: mddulo de cisalhamento, u, moédulo de Lamé, 4,
densidade, p, coeficiente de conducdo de calor, k, capacidade de calor sob volume

constante, C, e parametro de expansédo térmica, dada pela Equacéo (71).
B=0Bl+2u)a (71)
onde a é o coeficiente de expansdo térmica isotropica.

Nas equacdes acima, u; sdo os componentes do vetor deslocamento, f; sdo 0s
componentes do vetor de forca do corpo, 6 é a diferenca da temperatura atual da

temperatura de referéncia (T,) € R € geracgdo interna de calor.

No presente trabalho, a andlise termoeléstica € tratada como um problema
desacoplado, com isso, primeiramente é calculada a variacdo de temperatura do material
e, posteriormente, utilizando a temperatura calculada, é possivel calcular o deslocamento
sofrido pelo material. Além disso, também é considerado um caso quase estatico, com

isso, segundo Baranoglu (2003), € assumido que:

e O acoplamento mecénico € negligenciado, ou seja, Y = 0;
e As aceleragdes induzidas no dominio sdo negligenciadas, ou seja, ii; = 0;

e
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e As componentes do vetor de fogas no corpo sdo negligenciadas, ou seja,
fi=0.

Com isso, a equacao diferencial governante para termoelasticidade quase estética
desacoplada, dada pela equacdo de Navier, é expressada em termos de deslocamento

como.
My +(A+ U —m7,=0 (72)

E a equagdo de energia para termoelasticidade quase estdtica desacoplada,

desconsiderando a geracao interna de calor (R), é dada por:
C, kb, (73)

A equacdo acima é conhecida como equacdo da difusdo e descreve o
comportamento do material quando ocorre uma variacdo abrupta de temperatura, sua
andlise é importante para conhecer como o material se comporta apds passar por variagao

elevada de temperatura.

A equacdo transiente que governa esse tipo de problema (Equacdo 73) pode ser
escrita conforme mostrado na Equacdo (74). Para resolver a equacéao da difusdo, além das
condicBes de contorno, também é necessario conhecer as condi¢cdes de temperatura
iniciais.

106

vio-=22=0 74
k ot (74)

Manipulando a equac¢do acima, temos:

100

Vio==="—2= 75
K ot (75)

Reescrevendo a Equacdo (72), substituindo o termo de acoplamento térmico dado

pela Equacdo (69) e (71), e rearrumando 0s termos, temos:
(A+m)uy i+ pu; = (34 +2u) o), (76)

onde os indices i e j variam de 1 & 2, para problemas bidimensionais e de 1 & 3, para

problemas tridimensionais.
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4.1.APLICACAO DO MRD

Com o objetivo de demostrar a formulacdo do MRD utilizando MEC, serdo
apresentadas as equacdes necessarias do método para resolver a equacao de Poisson dada
pela Equacdo (77).

V0 =D (77)
onde b é uma funcdo conhecida. De acordo com Partridge et al. (1992), a equacédo de
Poisson satisfeita pelo potencial 6* em um dominio Q com um contorno I" pode ser escrita

na forma de equacao integral conforme a Equacéo (78).
¢.6,+[69°dT + [bo"dQ = [qo"dT (78)
r Q r

Como dito anteriormente, a funcdo b é conhecida e, consequentemente, €
necessario lidar com a integral de dominio, diferente dos outros casos apresentados acima

gue ndo consideravam forcas agindo no dominio da andlise, zerando a integral.

Para evitar ter que resolver a integral de dominio e tirar uma das caracteristicas
mais importante do MEC, é necessario escrever a Equacdo (78) como uma soma da
solucdo homogénea, dada pela solucdo da equacdo de Laplace, e a solucdo particular,
denominada 8. A equacio de Poisson escrita nos termos da soluc&o particular é dada pela

Equacao (79).

V20 =b (79)
De acordo, ainda, com Partridge et al. (1992), é muito dificil achar uma solugéo
particular que satisfaca a Equacgéo (79). Levando em conta essa informagdo, 0 MRD

propde o0 uso de uma série de solucBes particulares 67} ao invés de uma simples fungéo 4.
Com isso, terdo N + L valores de 67] contanto que haja N ndés no contorno e L pontos

internos.
A expressdo que considera uma série de solugdes particulares para aproximar b, é
dada pela Equacéo (80).
b; Z a;f, (80)

onde a; sédo coeficientes inicialmente desconhecidos e f; ¢ uma funcéo de aproximacao.

Os termos mencionados estdo ligados pela relagdo dada pela Equacgéo (81).

51



vzej = f, (81)
Juntando as Equacdes (79), (80) e (81), temos a Equacdo (82) dada por:

N+L

Vo= a, (vzéj ) (82)

j=1
Utilizando a equacéo integral dada pela solucéo da equacgéo de Laplace (Equacéo

(83)), a Equacéo (82) pode ser escrita como a Equacao (84):

cO+ '[ 6q dT = .[qe*dl“ (83)
r r
* * N oy o * 3
¢6+[6q'dr =[go'dr =} o, [ciaij +[6,0°dr =g, dl“] (84)
r r j=t r r
onde o termo §; € dado por:
0.
j, =—31 85
= (85)

onde n € o vetor normal ao contorno I'. Manipulando a Equacéao (84) e a escrevendo na

forma matricial, temos:

HO -Ga=(H -Gd)a (86)

41.1. Ovetor a

Escrevendo a Equacdo (80) em forma de matriz, temos:

b:

m

o (87)

Invertendo a Equacdo (87) com o objetivo de encontrar a, temos que:

a=F7b (88)

e aplicando a Equacéo (88) no lado direito da Equagéo (86), temos que:

HO-Gg=(HA-Gq)E b (89)

Aplicando as condicGes de contorno e reagrupando a Equacéo (89), de modo que

os valores conhecidos nos nos do contorno fiqguem no lado esquerdo da equagéo e 0s
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valores desconhecidos, no outro lado, o problema é reduzido para um sistema linear, dado

pela Equacdo (90).

Ax=y (90)

4.1.2. A expansédo f

De acordo com Partridge et al. (1992), a matriz F n&o pode ser singular, com isso,

para definir os valores da solucéo particular (8) e de sua derivada na direcdo normal (§),

considerando essa condicdo, é utilizado a expanséo f, dada pela Equacéo (91).

f=14+r+r’+L +r" (91)

As funcbes correspondentes, considerando analises térmicas, de 8 e § utilizando

a Equacdo (91) sdo dadas pelas Equacdes (92) e (93), para o caso 2D, e pelas Equactes
(94) e (95), para o caso 3D.

R rZ r3
O=—+— 92
4 9 %2
R OX oy\(1 r
=|r,—+r—| =+=
SR E e
2 3 m+2
=" o rz (94)
6 12 (M+2)"+m+2
. OX oy oz\[1 r r"
=lr—+r,—+r— | =+—+L +
q (Xan Y on Zanj(?, 4 m+3j (%5)

Para o caso de analises elasticas, as Equaces (92), (93), (94) e (95) se tornam as
Equacdes (96), (97), (98) e (99), respectivamente.

a =ir r r2+; (3—10—VJ5 —r.r, |r® 96
™5 4yG ™ 30(1-v)G 3 )M ook (96)
2(1—2v)[ 1+v 1 1 ar}
Pk = r.n.+—=r.n +=o, —|r+..
5-4v |[1-2v 2 2 on
1 or ®7)
...+—15(1_V){(4—5v)rknm—(1—5v)rmnk+[(4—5v)5mk—rmrk]a_n}r2
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SN = RPN S % P PR

™ (6-4v)G ™ 48(1-v)G|\ 3
N 1-2v {l+ 2v 1 1 ﬁr}
Pk = —r.n+-rn +-06,—|r+
3-2v|1-2v - 2 2
1 (99)

or
+m{(5_6v)“k”m ~(1-6v)ran +[ (5-6v) . - rmrk]%}rz

4.1.3. Difusdo: Comportamento do material em rapida variacdo de temperatura

Segundo Partridge et al. (1992), A equacdo transiente que governa esse tipo de
problema é dada pela Equacdo (100) e, além das condigdes de contorno, também é

necessario conhecer as condigdes de temperatura iniciais.

_100
k ot

A solucédo da Equacédo (100) segue 0s mesmos passos da solucdo da Equacdo de

V20 (100)

Poisson (Equacéo (77)), mas, neste caso, por depender da constante de difusividade do
material (k), a equacdo na forma matricial ser& dada pela Equacédo (101) (Partridge et al.,
1992)

HO-Gq -~ (HO-Gd)a (101)

O célculo do vetor alfa sera diferente, devido a presenca da derivada temporal da
temperatura, expressa de maneira simplificada como 6, com isso a expressdo do vetor

alfa é dado pela Equacdo (102).
a=F'¢ (102)
Substituindo a equacdo acima na Equacdo (101), obtemos a seguinte expressao:
HO-Gq=- (HE-GA)E "4 (103)

Com o objetivo de facilitar a visualizagdo, € comum definir a matriz S como

sendo:

5=(Ho-Gd)E ¢ (104)
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O termo que aparece multiplicando 6 é conhecido como capacidade calorifera e é

dado por:

no

s (105)

x|~

Dessa forma, podemos reescrever a Equacédo (103) da seguinte maneira:

CéHO=Ga (106)
Para lidar com a variavel dependente do tempo na equacdo acima, utiliza-se uma

aproximacdo linear para a variagcdo de 6 e g em cada passo de tempo (Partridge et al.

(1992)), conforme mostrado na Equagéo (107).
0=(1-0,)6" +0,0™"

q=(1-0,)q" +O,q"" (107)

1 m+1 m
ﬁA—t(e -6")

onde, Oy € 0, sdo parametros que posicionam os valores de 6 e q, respectivamente.
Substituindo a equacgdo acima na Equacao (106), obtém-se:

1

1 (108)
[EC +09Hj49m+1—oqc;qm+1 :[ac —(1—09)H}9m +(1-0,)Gaq,

Ressalta-se que, de acordo com Partridge et al. (1992), uma boa aproximacéo pode
ser obtida quando os valores de Og € O, séo iguais a 0.5 e 1.0, respectivamente. Com isso,

a Equacdo (108) pode ser reescrita como mostrado na Equacao (109).

[Aitc +H jemﬂ -2Gq,,,, = [%C -H } 6, (109)

Analisando a equacédo acima, percebe-se que seu lado direito possui os valores de
temperatura no instante de tempo anterior, isto €, sdo valores obtidos das condigdes de
contorno ou calculados anteriormente, com isso, sdo valores ja conhecidos. Por outro
lado, os valores do lado esquerdo da equagéo s&o dados pelas condigOes de contorno e 0s
que necessitam serem obtidos. Nos pontos internos, é considerado condi¢do de contorno

de Neumann igual a zero, ou seja, g = 0.

Resolvendo o sistema linear, originado a partir da Equagéo (109), sucessivamente,

encontra-se os valores das temperaturas em cada passo de tempo.
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4.2.MEC PARA TERMOELASTICIDADE (2D e 3D)

Conforme explicado no item 4, a equagdo, com as devidas simplificacGes, para

esse tipo de problema é dada por:
(A+ )+ pb; 5 = (34+2u) ab, (110)

onde os indices i e j variam de 1 a 2, para problemas bidimensionais e de 1 a 3, para

problemas tridimensionais.

De acordo com Henry e Banerjee (1988), o carregamento térmico pode ser
considerado uma forca de corpo e, com isso, incorporado na equacao integral de contorno

com uma integral de volume, conforme mostrado na Equagdo (111).

Ci(S)u (&)= ,S'.[Gij (X&) pi(x)-F; (% &)y (x)]dS (X)+...

4 [(BA+2u) a0 (H; (. £)dV (x) i, j.k=123

\

(111)

onde:

e u;(x) é o deslocamento real;

e t;(x) = og;jn; é aforca de superficie real,

e §;j € 0delta de Kronecker

e (;;(§) =6;; para os pontos internos e é dependente da superficie da
geometria em & para pontos no contorno; e

e G, F;j e H; sdo as matrizes definidas no item 3.4.

ijr
Importante salientar que o operador de gradiente foi removido da varidvel de

temperatura 6 (x) a partir da aplicacdo do teorema divergente e que a equacao para tensdes
pode ser escrita de forma similar a Equacédo (111).

Para evitar utilizar na formulacdo uma integral de volume, que consome muito
tempo para realizar sua solugdo numerica, Henry e Banerjee (1988) desenvolveram uma
formulacdo para lidar com esse tipo de integrais utilizando integrais particulares,

conforme apresentado adiante.
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Primeiramente, escreve-se a Equacdo (110) utilizando uma notacgédo de operador

como:

L(u;)= 6, (112)
onde L(u;) é a parte homogénea da equacdo diferencial, representa o lado esquerdo da
Equacdo (110) e S6; representa a parte ndo-homogénea.

A solucdo da equacao diferencial pode ser dada pela soma da solu¢do homogénea
uy , satisfazendo a Equacéo (113).
L(u)=0 (113)

e a integral particular uf, satisfaz a parte ndo homogénea.

L(u?)=p0, (114)

Com isso, o deslocamento total u; sera dado por:

u, =u’ +u’ (115)

onde uf’ é a integral particular para o deslocamento.

4.2.1. Método: Integral particular

Na formulacdo apresentada, sera assumido que a integral particular para o
deslocamento pode ser expressa, segundo Henry e Banerjee (1988), como um gradiente
do potencial do deslocamento termoeléstico h(x), conforme mostrado na Equacéo (116)

de acordo com o desenvolvimento da teoria termoelastica quase estéatica linear.

u? (x)=kh; (x) (116)
onde k é definido como:
a(3+2u)
ks———~
( Fn Zy) (117)

Substituindo a Equacédo (116) na Equacéo (110) e simplificando, temos:

hj (x)=0(x) (118)
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Consequentemente, obtemos uma relagéo entre a solucdo de deslocamento, dada
pelo uso das integrais particulares, e a distribuicdo de temperatura. Essa relacdo € obtida

a partir do uso da funcgdo potencial h(x).

Portanto, a escolha da funcdo h(x) sera crucial para precisdo do método, pois esta
deverd ser capaz de representar a distribuicdo de temperatura conforme descrito na

Equacéo (118), fator de sucesso.

Para problemas apresentando uma distribuicdo de temperatura complexa, é
necessario assumir que a funcao h(x) pode ser representada como uma série infinita, uma
expressdo relacionando h(x) com um conjunto de densidades escalar ficticias ¢(&,,)

através da funcédo de forma global C(x, &,,) conforme abaixo: (Henry e Banerjee (1988)).

o0

h(x)=2.C(x.&)é(&) (119)

n=1

onde C(x, &,) uma funcdo diferente para cada par de x e &,,.

Assim, de acordo com Henry e Banerjee (1988), bons resultados sdo obtidos

utilizando a equacéo abaixo para o valor da funcdo de forma global.

C(x&)=A[ " ~bp’] (120)
onde A, é o comprimento caracteristico, p é a distancia Euclidiana entre o0 ponto campo

x e ocampo fonte é,,,e b, =1

Importante salientar que todas as distancias devem ser adimensionalizadas pelo

comprimento caracteristico A,.

Usando as Equacdes (116) e (119), a integral particular para o deslocamento é

dada por:

uip(x):ZDi(X1§n)¢('§n) (121)
onde:
D,(x.&)=kC, (x.&,) = kA [2-30,0]y, (122)
ey = [x; — (&l

Aplicando o operador de Laplace na Equacdo (119), encontra-se a expressao para

a distribuicdo de temperatura:
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0(x)=2 K(x&,)4(<,) (123)
onde:
K(x&)=C;(x&)=[2d-3(1+d)b,p] (124)
sendo d = 3 para analises tridimensionais e d = 2 para analises bidimensionais.

A integral particular para deformacéo pode ser encontrada substituindo a Equacgéo

(121) na relagéo entre deformacdo e deslocamento:

&4 (x)= iEH (x.&)9(&) (125)

n=1

onde:

Eq(x.£,)=KCy (X&) =K {2@. -3, (5k.p+ y;y' ﬂ (126)

O resultado colocado dentro da lei de tensdo-deformacéao para termoelasticidade,
produz a seguinte integral particular para a tenséo:

o} () =28 (x5)9(%) 27

onde:
S; (x.&,)=DjEq (x.&,)—6,8K(x,&,) (128)
Djy = 46,6, +2u5,0; (129)

lembrando que 8 = a(34 + 2u)

Por altimo, a integral particular para tracdo € obtida pela multiplicacdo da equacéo

acima com suas normais apropriadas.

pip(x):;Hi(Xaé:n)¢(§n) (130)
onde:
H, (x.&)=S; (x.&)n; (x) (131)

e n;(x) = vetor unitario normal ao ponto x, na diregéo de j
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As equagbes mostradas acima valem tanto para resolucéo de problemas 2D e 3D,
mas para andlises bidimensionais, é considerado estado plano de deformacdo. A
formulacéo equivalente para o estado plano de tenséo, pode ser obtida a partir da equacéo
de estado plano de deformagdo, substituindo as constates do material para @ e A da

seguinte maneira:

__a(324+2u)
‘T 220+ ) (132)
=  2ul
ﬂ/ =
i (133)

4.2.2. Implementaco da integral particular

A integral particular para o deslocamento u? (x) e as forcas de superficies p? (x)
deve ser calculada, segundo Henry e Banerjee (1988), para cada né do contorno antes da

solucgéo da equacédo governante ser calculada.

Para a implementacdo numérica, as séries infinitas que representam as integrais
particulares sdo truncadas em um ndmero finito N + L, onde N é o total de nds no
contorno e L é o total de pontos internos. Com isso, a integral particular para
deslocamento, forcas de superficies e distribuicdo de temperatura podem ser reescritas

considerando agora N + L termos, conforme abaixo:

N+L

0 ()= 3,0,(x.£)9(2) (134)
pf(x){Zin (%&)4(E) (135)
0(x)= Y. K (x.&)4(£) (136)

n=1

Na forma de matriz, temos:

S
Il
17
(ASN

(137)



onde K é uma matriz N+ L X N+ L. Com isso, conhecendo a distribuicdo de
temperatura, os valores nodais ficticios ¢ (¢,,) sdo determinados de acordo com a Equacao
(138).

o (138)

o=

N

Com isso, para encontrar os valores das integrais particulares para o deslocamento

e forgas, basta substituir o termo acima nas Equacdes (134) e (135), respectivamente.

Logo, na forma matricial teremos:

(0]

p*—Hu*=0 (139)

nx

Utilizando a Equacdo (115) junto com a Equacdo (139), podemos suprimir a

solugdo homogénea, com isso temos:

g:

(0]

p- u® (140)

nx
(0]

p’—

nx

onde os termos referentes a integral particular (lado direito da equacdo), sdo conhecidos

conforme formulacdo descrita acima.

Resolvendo o sistema linear, originado a partir da Equacgéo (140), encontra-se 0S

valores da distribui¢do dos deslocamentos em cada né e ponto interno utilizado na analise.

4.3.COMPORTAMENTO DO MATERIAL SUJEITO AO PROCESSO DE
SOLDAGEM

Um dos problemas que devem ser analisados a partir da anélise termoeléastica,
bastante utilizado na industria, é o processo de soldagem. Ela pode ser usada para juntar
diversos tipos de materiais, como por exemplo metais. Além disso, existem Vvarios
métodos de soldagem que podem ser utilizados no processo de fabricacdo de um material,

e todos esses méetodos possuem vantagens e desvantagens.

Durante o processo de soldagem, o material sofre uma variagdo abrupta de
temperatura, fundindo o material. Com isso, ocorre a formacgéo de pocas de solda que
apos um tempo, esfria e se solidifica. As tensdes provenientes desse tipo de processo de

fabricacdo do material tendem a aumentar de acordo com o esfriamento ndo homogéneo.
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De acordo com Aarbogh et al. (2010), para simular o comportamento do material
sujeito ao processo de soldagem, é necessario um codigo numérico capaz de prever tanto
a variacdo de temperatura, quanto a variacdo do deslocamento, pois, em todo processo de
soldagem, a geracdo de calor resulta em uma zona afetada termicamente, modificando as

propriedades do material, tornando-o mais suscetivel a falhas mecénicas.

Por isso, em analises de materiais sujeitos ao processo de soldagem, a geracéo
interna de calor (R) da equagéo de energia (Equacao (68)) ndo pode ser desconsiderada.
Com isso, diversos métodos foram formulados para ser possivel prever a temperatura do
material em um ponto longe da area onde a solda esta atuando e, assim, representar a

geracdo interna de calor gerada pelo processo de soldagem.

Rosenthal (1941) encontrou uma solucdo capaz de quantificar essa temperatura,
mas ndo conseguiu prever a temperatura na vizinhanca da solda. Eagar e Tsai (1983)
modificaram a formulacdo de Rosenthal e conseguiram encontrar uma solucdo analitica

da temperatura para um material sujeito a uma distribuicdo Gaussiana de calor.

Goldak e Akhlaghi (2005) utilizaram a fonte de calor em movimento como sendo
uma funcdo double-ellipsoidal em 3-D, com isso, a representatividade da geragéo
volumétrica de calor gerada pelo processo de soldagem, representada por uma funcédo

double-ellipsoidal (Figura (16)), é dada pela Equacéo (141).

Heat input distribution

Welding direction

Figura 16. Funcéo double-ellipsoidal (Fonte: Goldak e Akhlaghi, 2005)

R(X,Y,Z,t)=R, (X,Y,Z,t)+R (X,Y,Z,t) (141)

onde, Ry € o componente frontal e R, € 0 componente traseira. Esses dois componentes

estdo relacionados a:

e Velocidade da solda na direcéo y, V;
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e Forca total da fonte de calor, Q;;

e Coeficiente de fracdo, f; e f., para a componente frontal e traseira,
respectivamente;

e Parametros de ajuste geométricos, a, b,, by € c; e

e Constante analitica geral, C, = %

Possuindo a forma dada pelas Equacdes (142) e (143)
f:Q X\’ y -Vt i 2\’
R, =C,——exp| 3| = | |exp| 3| *— exp| —3| =
o xp{ ] } 0 ( - ] xp{ (C” 142)
f x ) -Vt i 2\
R =C, afé exp[—B(g) }exp{—?{yb_rj }exp[—B(E) } (143)

As Equacdes (141), (142) e (143) representam uma fonte de calor atuando na

superficie do material, conforme mostrado na Figura (16), e, para andlises utilizando o
MEC, geram integrais de dominio indesejaveis. O MRD ¢ utilizado para lidar com essa

fonte de calor, sem precisar discretizar o dominio da analise.

Kuscu et al. (2016), simulou a parte térmica do processo de soldagem de um acgo
com baixo teor de carbono utilizado o0 MEF. Seu trabalho ndo considerou a transformacéo
de fase que o material sofre em tal processo, mas foi capaz de analisar dois métodos de
soldagem: soldagem a arco e a laser. Os parametros utilizados por eles para introduzir a

funcdo double-ellipsoidal é mostrado na Tabela a seguir.

Tabela 7. Parametros para a funcéo double-ellipsoidal (Fonte: Kusgu et al. (2016))

Parametros | Soldagem a arco | Soldagem a laser
a 0.01 0.001
b, 0.017 0.002
by 0.008 0.001
c 0.003 0.001
fr 0.6 0.6
f. 14 1.4
Q; 2000 150
|4 0.01 0.01
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Mesmo com essa complexidade e a necessidade de utilizar modelos simplificados
para determinar a zona afetada termicamente em decorréncia do processo de soldagem,
de acordo com Chiumenti et al. (2016), os modelos numéricos utilizados para representar
0 processo de soldagem se mostraram muito eficiente quando comparados aos estudos

utilizando analises experimentais.

4.3.1. Solucdes de processos de soldagem empregando o MEC

A equacdo de transferéncia de calor (Equacdo (68)), desconsiderando o

acoplamento mecanico, € dada por:

k0 +R(X,Y,Zt)=C & (144)

Manipulando a equacdo acima, tem-se que:

O, =%@§L%R(X,Y,Z,t) (145)

A Equacéo (145) é uma equacdo diferencial ndo homogénea. Para solucionar esse
tipo de equac&o, é necessario inicialmente resolver a parte homogénea, e separadamente,
a parte ndo homogénea. Depois de obtidos os dois resultados, basta somar as duas

contribuicdes para alcancar o resultado final.

Analisando a Equacéo (145), percebe-se que a parte ndo homogénea é composta
pela contribuicdo de duas funcdes distintas, sendo uma a representacdo matematica da
transferéncia de calor (Equacédo (146)) e a outra a representacdo matematica da difusao
(Equacdo (147)).

O =—%R(X,Y,Z,t) (146)
O :%§ (147)
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4.3.2.1 Equacéo de energia: Parte homogénea

Para resolver a parte homogénea, usando o MEC, é utilizada a mesma formulacéo

para a solucdo da equacgéo de Laplace, dada pela Equagédo (148).
O = Vi =0 (148)

De acordo com Partridge et al. (1992), a equagéo de Laplace resolvida com o

potencial 8* no dominio Q com contorno I', na forma integral € dada pela Equacéao (149).

¢+ [6q°dT = [qodT (149)
r r

onde 6 é a temperatura, q € o fluxo e os termos com * sdo as solugdes fundamentais.
Considerando um dominio bidimensional, as solu¢des fundamentais sdo dadas pelas
Equacdes (150) e (151) (Partridge et al., 1992).

¢ =———In(r) (150)

g =22 (151)

onde k € a condutividade térmica, r € a distancia entre o ponto fonte e o ponto campo e

n € a dire¢do normal.

A Equacao (152) ilustra o desenvolvimento do MEC a partir da manipulacao da
Equacao (149).
N N
6+ Hy0,=> G, (152)
j=1 j=1
onde 6; e q; sdo os valores de 6 € g no no j. Hij e G;; sdo dadas pelas EquacGes (153) e
(154), respectivamente.
Hy = [w, (5)a"ds~ [ w, (s)q"ds (153)
r Iy

Gy =W, (5)0’ds ~ [ w, (s)¢°ds (154)
r Iy

onde w¢(s) € conhecida como funcdo base e, a considerando como uma fungéo de forma,

com o objetivo de definir os valores de u e g, definindo:
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H; =H, where i=# j

n o (155)
H; =H; +¢ where =]
A Equagéo (152) pode ser escrita de acordo com a equacéo abaixo:
N N
Z H;0; = ZGijqj (156)
j=1 j=1
Na forma de matriz, o sistema de equacdes lineares é dado por:
HO=Gq (157)

Dessa forma, aplicando as condi¢fes de contorno e reagrupando as equacoes,
colocando os valores conhecidos no contorno no lado esquerdo do sinal de igualdade e o0s
valores desconhecidos no outro lado, o problema se reduz a um simples sistema linear,
conforme Equacéo (158) e o resultado da parte homogénea seré dada pela solugcdo desse

sistema linear.

A" =y (158)
Por outro lado, a parte ndo homogénea esta atuando no dominio da analise, com

isso, faz-se necessério utilizar o MRD, conforme ja visto anteriormente.

4.3.2.2 Equagéo de energia: Parte ndo homogénea

Como mencionado anteriormente, existem duas fun¢bes que tornam a equagéo
diferencial ndo homogénea, sendo uma referente a transferéncia de calor e outra referente
a difusdo.

Em relagéo a parte referente a difusdo (8?), sua resolucéo é realizada a partir da

mesma formulacdo apresentada no item 4.1.3.

Por outro lado, a parte referente a transferéncia de calor é resolvida de maneira
similar ao apresentado no item 4.1, porém, neste caso, 0 termo constante (b) sera trocado
pela funcéo de transferéncia de calor dado pela fungéo double-ellipsoidal (Figura (16)),

conforme equacao abaixo:

v20=—kiR(x,Y,z,t) (159)

d
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onde R é uma funcdo conhecida, no caso a funcao que representa a transferéncia de calor

gerado pelo processo de soldagem, dada pelas Equacdes (141), (142) e (143).

Dessa forma, a Equacéo (159), pode ser escrita como:

1 A an
HO-Gq=—~(H0-Gd)a (160)
d
e 0 vetor a sera dado por:
a=F"'R(X,Y,Zt) (161)

Aplicando a Equacdo acima na Equacéo (160), temos que:

HO-Gq ==

k 0-GY)E"R(X,Y.Z1) (162)

NI

A Equacéo (162) refere-se a equacéo de Poisson utilizando uma funcéo no lugar
do termo constante. E importante salientar que a primeira parte da Equacéo (162), para o
problema de soldagem, seréd diferente do apresentado, pois o problema ainda usara a
equacdo de difusdo. Portanto, somente o termo do lado direito do sinal de igual é
importante, sendo a contribuicdo da parte ndo homogénea referente a transferéncia de

calor dada por:

0" = -(HO-G)ER(X,Y,21) (169)

Conforme mencionado anteriormente, a funcdo R(x, y, z, t) é a representatividade

da geracao volumétrica de calor gerada pelo processo de soldagem, representada por uma
funcdo double-ellipsoidal (Figura 16), dada pelas Equactes (141), (142) e (143).

Portanto, a variagdo de temperatura decorrente de processos de soldagem
(Equagdo (145)), é dada por 87 = 8" + 8P + 6TF. Substituindo essa temperatura na
equacdo de Navier (Equacdo (76)) e seguindo os passos apresentados no item 4.2,
encontram-se os valores da distribuicdo dos deslocamentos, sendo possivel analisar a

zona afetada termicamente devido tal processo de fabricacéo.

Com o objetivo de facilitar a compreensédo da formulagéo apresentada, a Figura
(17) mostra esquematicamente 0S passos necessarios para a analise de problemas

termoelésticos, considerando a geracdo interna de calor (R).
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Problemas Termoelasticos

Equacdo de Energia

C,. 1
9'kk =—0 —ER(X,Y,Z,I:)

k

|

Equacao diferencial ndo homogénea

Equacao de Navier

|

!

Integral particular Item 4.2

T ~ :
91‘1 =0 D CV 5 TF 1
Jkk H,kk :?9 H,kk = —ER(X;Y;Z;t)

Homogénea MRD MRD
Item 4.3.2.1 Iltem Item
4,13 4.1

L J

|

0T = 0" + 6P + 97F

Substitui a temperatura
encontrada na equacgao de Navier

Figura 17. llustracdo para resolucdo de problemas termoelasticos (Fonte Prépria)

4.4.APLICACAO DO MEC PARA O PROBLEMA TERMOELASTICO

Neste item sdo apresentados os desenvolvimentos, andlises e os resultados de

simulacdo e de validacdo dos cddigos utilizados para analise de problemas termoelasticos

com o auxilio do software MATLAB.

O esforgo desta pesquisa se concentrou especialmente nos desenvolvimentos das

programacfes das equagdes mais adequadas para cada caso previsto nos objetivos

especificos para anélise termoelasticas, bem como nas respectivas simulagdes, ao roda-

las no citado software, visando alcancar resultados satisfatorios e compardveis aos

resultados obtidos com a metodologia MEF e com métodos analiticos.
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A validacdo foi realizada a partir da comparacdo dos resultados obtidos
numericamente com a solucdo analitica dos problemas apresentados ou com artigos da
literatura.

A implementacéo do codigo considerando for¢as agindo no dominio da anélise, a
partir do MRD, deu-se em varias etapas, abrangendo analises simples, como por exemplo,
solucdo da equacao de Poisson agindo no corpo, e analises complexas, como por exemplo,
analise de difusdo e termoelasticidade. Cabe ressaltar que os desenvolvimentos e
simulacdes em 3D foram marcados por requisitos de tempo e de complexidade.

Posteriormente foi incluido a fungdo double-ellipsoidal para simular o processo
de soldagem de um material.

4.4.1. Solucao do problema da equacao de Poisson 2D

Para analises potenciais, ou seja, de problemas envolvendo calor, seréo
considerados os valores de temperatura e fluxo. Na equacéo de Poisson, as forcas de
campo ndo sdo nulas, ou seja, para resolvé-la é necessario o uso de métodos capazes de
considerar em sua analise, tais forcas atuando no interior do material.

Para o presente trabalho, foi utilizado o MRD adotando a expanséo da fungéo f
comosendo f =1 +r.

O problema analisado possui equagéo de Poisson dada por:

V20 =—x° (164)
e a geometria analisada sera a de uma elipse com seu eixo maior medindo 2 e o menor
medindo 1, possuindo condi¢6es de contorno de Dirichlet, 8 = 0, em todo seu contorno.
Portanto, a equacdo da elipse é dada pela Equacdo (165) e sua geometria com pontos

internos esta ilustrada na Figura (18).

XY (165)
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Figura 18. Geometria e pontos internos equacao Poisson 2D (Fonte Prépria)

A solucdo exata para essa analise é dada por:

1 x?
0 =—-——(50x* -8y’ +33.6)| —+y* -1 1
i 50% -7 +999) v 150
A solucdo potencial nos pontos internos, assim como sua comparagdo com a
solucdo analitica, ¢ mostrada na Tabela (8).

Tabela 8. Comparacéo dos resultados

Posicdo X | Posicdo Y | MRD | Exata
1.50 0.00 0.2552 | 0.2598
1.20 -0.35 0.2213 | 0.2201
0.60 -0.45 0.1453 | 0.1437
0.00 -0.45 | 0.1039 | 0.1037
0.00 0.00 0.1374 | 0.1366
0.30 0.00 0.1524 | 0.1514
0.90 0.00 0.2416 | 0.2402

Observa-se que a solugdo numérica do MEC utilizando o MRD foi também,
satisfatoria, uma vez que os resultados apresentam boa convergéncia com a solugéo exata.

Com isso, 0 codigo para célculo da equacao de Poisson esta validado.
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4.4.2. Solucéo do problema da equacéo de Poisson 3D

Para a validacdo do codigo em 3D, foi realizada a comparagdo dos resultados
obtidos na analise tridimensional com a solucdo exata e a solucdo encontrada por
Medeiros (2001) utilizando o MSF.

A geometria em 3D, foi gerada de maneira similar & metodologia utilizada por
Arroyave (2017). Primeiramente foi desenhada e gerada uma malha somente no contorno
da geometria utilizando o software GMSH 3.0, posteriormente, a partir dos nos e
conectividades importadas do GMSH, foi criada a geometria no software MATLAB e
realizada a anélise com MEC.

Para isso, foi simulado o problema governado pela seguinte equacao:

V20 =—x° (167)

A geometria trata-se de um cubo (2 x 2 X 2), modelado utilizando elementos
quadrilaterais constantes, contendo 225 pontos no contorno de cada face, como mostrado
na Figura (19). O cubo em questdo possui condutividade térmica igual a 1 e foram
utilizados 28 pontos internos nas posicdes: (+0.5,+0.5,+0.5), (0,£0.5,+0.5),
(+£0.5,0,+0.5), (+0.5,40.5,0), (0,0,%+0.5), (0,£0.5,0), (+0.5,0,0) e (0,0,0), conforme
mostrado na Figura (20).

-0.5 L l

0.5 S Bl 1

y =T X

Figura 19. Geometria analise Poisson 3D (Fonte Prdpria)
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Figura 20. Distribuicdo pontos internos analise Poisson 3D (Fonte Propria)

Devido a auséncia de uma solucdo exata para este caso, foi utilizado a solucéo
particular, dada pela Equacéo (168), como condi¢do de contorno e, também, para conferir
os resultados obtidos, pois, por ser usada como condicao de contorno, também serve como

a solucdo do problema.

X4

o=_2_ 168
P (168)

Os resultados obtidos para a distribuicdo de temperatura, utilizando a fungéo de
aproximagédo f = 1+ r, comparados com a solucdo exata e a solucdo utilizando MSF,
séo apresentados na Tabela (9).

Tabela 9. Comparacéo resultados analise Poisson 3D

Posicdo | Posicdo | Posicdo MEC 3D MSF 3D Solucéo

X y z (Resultado obtido) | (Medeiros, 2001) | Analitica
0.50 0.50 0.50 -0.004628 -0.005208 -0.005208
0.50 0.00 0.50 -0.004107 -0.005208 -0.005208
0.50 0.50 0.00 -0.004107 -0.005208 -0.005208
0.50 0.00 0.00 -0.003272 -0.005208 -0.005208
0.00 0.50 0.50 -0.000232 0.000000 0.000000
0.00 0.00 0.50 0.0007924 0.000000 0.000000
0.00 0.50 0.00 0.0007924 0.000000 0.000000
0.00 0.00 0.00 0.001726 0.000000 0.000000

Analisando a Tabela (9), é possivel observar que os resultados obtidos utilizando

0 MEC néo estdo com precisao satisfatdria. Tal fato pode ter ocorrido, pois 0 MEC é um

método dependente da funcao de aproximacao f.
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Com o objetivo de obter resultados mais precisos, realizou-se nova simulagéo,

neste momento utilizando outra funcdo de aproximagdo, f =1+ r +r% Os novos

resultados sdo mostrados na Tabela (10).

Tabela 10. Comparagdo resultados nova fungéo aproximacao f

Posicdo | Posicdo | Posicdo MEC 3D MSF 3D Solucéo

X y z (Resultado obtido) | (Medeiros, 2001) | Analitica
0.50 0.50 0.50 -0.005068 -0.005208 -0.005208
0.50 0.00 0.50 -0.004653 -0.005208 -0.005208
0.50 0.50 0.00 -0.004653 -0.005208 -0.005208
0.50 0.00 0.00 -0.004006 -0.005208 -0.005208
0.00 0.50 0.50 -0.0005712 0.000000 0.000000
0.00 0.00 0.50 -0.0002384 0.000000 0.000000
0.00 0.50 0.00 -0.0002384 0.000000 0.000000
0.00 0.00 0.00 0.0003366 0.000000 0.000000

Com a nova fungdo f, é possivel observar que os resultados apresentaram melhor
concordancia com a literatura e a solucdo analitica. Esses resultados reafirmam a
dependéncia entre 0 MRD e a fungéo de aproximagéo f.

Apos essa analise, o cddigo desenvolvido para solucionar a equacéo de Poisson,
utilizando a formula¢do do MEC em 3D com o MRD, foi validado.

4.4.3. Solucéo do problema da equacao de Difusdo 3D

Conforme mencionado anteriormente, a difusdo ocorre quando ha uma variacao
abrupta de temperatura no material, sua analise é importante para conhecer como o
material se comporta ap0s passar por essa variacdo de temperatura.

Para validar o cdédigo em questdo, foi simulado um cubo (Figura 21-a))
inicialmente a 30°C que sofreu um choque térmico, sendo resfriado para 0°C. A
distribuicdo dos pontos no interior do dominio do cubo é mostrada na Figura 21-b). A

condutividade térmica do cubo em questdo € k, =k, =k, =1.25, sua capacidade térmica

sob volume constante é dada por C, =1 e foi utilizando a funcdo de aproximagdo f =

147,
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Figura 21. Geometria analise difusdo 3D (Fonte Propria)

A Figura 22 mostra a comparacao entre o resultado numérico e analitico. Como
pode ser visto, os resultados apresentaram uma pequena oscilacdo no inicio da anélise,
devido a natureza global da funcdo de aproximagdo utilizada (f = 1 + r), porém, no
decorrer da anélise, os resultados apresentam boa precisdo, validando o codigo para

andlise de problemas de difuséo.
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Figura 22. Comparac&o resultados difusdo 3D (Fonte Propria)
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4.4.4. Simulacdo e validacao do codigo termoelastico 2D

A andlise termoelastica foi tratada como um problema desacoplado, dessa forma,
primeiramente foi calculada a variacdo de temperatura do material e, posteriormente,
utilizando a temperatura calculada, foi possivel calcular o deslocamento sofrido pelo
material.

O codigo responsavel por calcular a distribuicdo de temperatura € o mesmo
utilizado para o célculo de problemas de difusdo, utilizando a fungéo de aproximacao f =
1 + r. Ja o cadigo responsavel pela distribuicdo do deslocamento foi criado utilizando o
conceito de Integrais Particulares apresentado por Henry e Banerjee (1988).

Com isso, foi analisado o comportamento de um cubo unitario bidimensional,
inicialmente em equilibrio termodindmico com temperatura igual a zero, submetido ao
aumento repentino de temperatura.

Para a andlise em questdo, foi assumido que o cubo estd em estado plano de
deformacdo com trés, das suas 4 faces laterais isoladas e restringidas na direcdo normal

ao deslocamento, conforme mostrado na Figura (23).

1.2
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_02 r r r r r r r
-0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2

Dimenséao x

Figura 23. Geometria anélise termoeléstica (Fonte Propria)

Quando a temperatura da face néo restringida é aumentada e mantida a 100°F,
um gradiente de temperatura transiente é criado no corpo. A Figura (24) mostra a

distribuicdo de temperatura calculada analiticamente e numericamente para cinco tempos
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de andlise distintos: t = 0.8,1.6,3.2,6.4 ¢ 12.8 segundos, onde a difudividade do
material € 0.125 m?%/s e suas propriedades mecanicas sdo iguais as do aluminio (E =
10x10° psi, « = 13x107° °F e v = 0.33).

A partir da temperatura calculada, é possivel encontrar os deslocamentos sofridos
pelo material em cada tempo da andlise. Os resultados obtidos para o deslocamento
longitudinal sdo mostrados na Figura (25) junto com a solucgéo analitica.

As solucGes analiticas de distribuicdo de temperatura e deslocamento e dada por:

46, & (2n+1)° 7%kt (2n+1) zx
O(x.t)= ~ nz n+1 [ e ]COS(—ZL j (169)
u(xt)= (t” [ oo (170)

onde 6 € a temperatura final, L € o comprimento do material na direcéo da difusdo e k €

a difusividade do material, os dois ultimos parametros foram considerados como valores

unitarios.
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Figura 24. Distribuigdo de temperatura analise termoelastica 2D (Fonte Prépria)
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Figura 25. Deslocamentos analise termoelastica 2D (Fonte Prdpria)

Constata-se que tanto os resultados obtidos para a distribuicdo de temperatura,
quanto para o deslocamento, tiveram boa precisao com os resultados analiticos, validando

assim o codigo termoelastico 2D.

4.4.5. Simulacao e validacédo do cddigo termoelastico 3D

A validacdo do codigo para analise de problemas termoelésticos tridimensionais,
foi realizada utilizado o mesmo exemplo do caso bidimensional, sendo induzido, a partir
das condic¢des de contorno, que o material analisado em 3D possuisse duas superficies
opostas com fluxo de calor igual a zero, assim, o problema se comporta do mesmo jeito
que um problema bidimensional.

Com isso, a geometria analisada é mostrada na Figura (26) e os resultados obtidos,
comparados com a solugédo analitica, é ilustrada no gréfico da Figura (27) e (28). Para
esse caso, o grafico foi gerado considerando o valor da temperatura no comeco da placa

(x =0,y =0.5e z=0.5) edeslocamento no final daplaca (x =1,y = 0.5 e z = 0.5).
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Figura 27. Variacao da temperatura no comeco da placa (x =0,y = 0.5e z = 0.5)
(Fonte Prépria)
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Figura 28. Deslocamento no final da placa (x = 1,y = 0.5 e z = 0.5) (Fonte Propria)

Constata-se que tanto os resultados obtidos para a distribuicdo de temperatura,
quanto para o deslocamento, tiveram boa concordancia com os resultados analiticos ao
final da anélise, ndo obtendo boa aproximagdo no comeco da mesma. Esse fato deve-se
ao numero de discretizacdo utilizado na analise, devendo possuir melhores resultados
guando refinado a discretizacdo e aumentado a distribuicdo dos pontos internos. Porém,
tais consideracdes quando implementadas, trouxeram um tempo de processamento
elevado, ndo compensando sua implementacdo. Mesmo com os valores obtidos e
ilustrados nas Figuras (27) e (28) foi possivel validar o cddigo termoelastico 3D, uma vez

que o grafico teve comportamento proximo e similar ao da solucdo analitica.

4.4.6. Verificacdo em processo de soldagem

Para a verificacdo da formulacdo apresentada de simular o processo de soldagem,
primeiramente foi realizado um gréfico (Figura 29) mostrando o comportamento da
componente frontal e traseira da fungéo double-ellipsoidal dada pelas Equacdes (141),
(142) e (143).
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Figura 29. Componente traseira e frontal da funcdo double-ellipsoidal (Fonte Propria)

Percebe-se que o grafico apresentado estd de acordo com a ilustracdo da Figura
(16), com isso, a implementacdo das equacbes que representam a funcdo double-
ellipsoidal esté correta.

Posteriormente foi realizada a simulagdo do processo de soldagem, para isso, foi
considerado que a ponta do arco da solda se movimenta na dire¢cdo y com uma velocidade

constante, conforme mostrado na Figura (30) (Furtado et al. (2017)).

Figura 30. Representacdo da soldagem (Fonte: Furtado et al., 2017)

O processo de soldagem foi simulado utilizando a mesma geometria e material
que Kuscu et al. (2016), com isso, os pardmetros utilizados para introduzir a funcéo
double-ellipsoidal foram os mesmos apresentados na Tabela (7), para solda em arco, e 0s

parametros do material utilizado séo apresentados na Tabela (11).
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Tabela 11. Propriedades do material (Fonte: Kusgu et al., 2016)

p | 7850 kg/m?
C, | 475)/kgK
k | 445W/mK

A geometria analisada ¢ mostrada na Figura (31) e, a Figura (32) mostra a solda,
representada pela funcdo double-ellipsoidal, percorrendo todo o material em um tempo

de analise de 3s.
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Figura 31. Placa em 2D sujeita ao processo de soldagem (Fonte Propria)

81



Figura 32. Solda percorrendo todo o material (Fonte Propria)

Fixando um ponto no centro da placa, obteve-se a variacdo de temperatura
mostrada na Figura (33):
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T
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[

r
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Figura 33. Variacgao de temperatura no centro da placa (Fonte Propria)
O resultado obtido para o valor maximo de temperatura que o material atinge
durante o processo de soldagem estd de acordo com o obtido por Kuscu et al. (2016)

utilizando o MEF. Com isso, a metodologia utilizada para simular o processo de soldagem
utilizando o MEC foi verificada.

Cabe dizer, por fim, que para este caso, adicionalmente, foram simuladas
equacdes para verificagcdo do quesito deslocamento, porém, ocorreram dificuldades no

processamento das mesmas para a verificacdo do citado quesito com uso do software

MATLAB, extrapolando o tempo de processamento e deduzindo respostas néo
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satisfatorias se comparadas com os resultados da literatura, assim sendo, estes resultados
foram entdo descartados nesta pesquisa, pois a verificagdo incialmente pretendida no

respectivo objetivo especifico foi alcangada com o quesito temperatura.

4.5.INFLUENCIA DA PERFORMANCE DO MATLAB NA APLICABILIDADE DO
MEC

O software MATLAB atendeu as expectativas, sendo possivel realizar todas as
andlises especificadas nos objetivos especificos, mostrando sua flexibilidade e
abrangéncia, além de ser um software com uma linguagem computacional de facil
utilizacdo.

Além disso, foi possivel importar resultados obtidos a partir do GMSH para
geracdo da malha para problemas em 3D e realizar todos os graficos necessarios para
facilitar a analise dos resultados.

Entretanto, como o presente trabalho tratou de analises transientes, quando
simulado o caso tridimensional, o software apresentou dificuldades no tempo de
processamento, demorando para concluir a analise e gerar os resultados, retardando
simulacBes. Constatou-se que para os casos de processamento em 3D a resposta do

software foi cerca de 3 vezes maior do que para 0s casos de processamento em 2D.
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5. CONCLUSOES

Este trabalho de pesquisa académica, de nivel de mestrado, permitiu que o
objetivo geral proposto fosse alcancado, bem como os objetivos especificos, cabendo
observar que o objetivo especifico relativo a verificacdo da aplicabilidade do MEC em
processo de soldagem foi alcancado parcialmente, tendo em vista a complexidade da

matéria, aplicacdo do MEC, versus o tempo de desenvolvimento da pesquisa.

Em termos da aplicabilidade do MEC em analises viscoelastica, constatou-se que
a aplicacdo apresentou resultados totalmente aderentes e alinhados aqueles analiticos,

com codigos 2D, conforme apresentado no item 3.6.2.

No que se refere a aplicabilidade do MEC em analise termoeléastica, verificou-se
que a aplicacao apresentou, também, resultados aderentes e alinhados aos analiticos, tanto

em 2D, quanto em 3D, conforme apresentado nos itens 4.4.4 e 4.4.5.

Ademais, foi possivel validar os cddigos das equacdes de Poisson 2D e 3D, bem
como o codigo de difusdo 3D. Que viabilizou a implementacdo do MEC com MRD para
andlise termoelastica, conforme apresentado nos itens 4.4.1, 442 e 4.43,

respectivamente.

No que se refere a verificacdo da aplicabilidade do MEC em materiais sujeitos ao
processo de soldagem, observou-se que para obtencdo da distribuicdo de temperatura o
mesmo se mostrou adequado, mas ndo foi possivel obter os deslocamentos gerados pelo
processo em questdo, conforme apresentado no item 4.4.6. Ressalta-se que a pesquisa
obteve resultado satisfatério no foco do quesito distribuicdo de temperatura, confirmando
a aplicabilidade do MEC em problemas complexos da engenharia, como o ora estudado,

materiais sujeitos a soldagem.

Assim sendo, as simulages e validacBes apresentadas nesta pesquisa de mecanica
computacional podem contribuir com o estado da arte da matéria, bem como podem
alavancar pesquisas, em nivel nacional e internacional, a exemplo do intercdmbio de
informacdo e conhecimento ocorridos por ocasido da disseminagdo dos resultados
parciais da pesquisa, nas apresentacbes em eventos nacionais e internacionais, cuja
abrangéncia tematica inclui areas de estudos de materiais, de problemas acoplados no

ambito da engenharia mecanica e de modelagens numéricas/computacionais.
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Ademais, o software MATLAB foi eficaz no atendimento do propésito desta
pesquisa, porém sua performance apresentou certas restricbes quanto a eficiéncia do
mesmo, em especial no quesito capacidade de processamento de volume de dados versus
tempo de finalizacdo dos resultados, sendo que tais restricbes se mostraram mais

evidentes no processamento em 3D.

Por fim, os resultados alcancados confirmaram as hipéteses desta pesquisa, ou
seja: i) a aplicabilidade do MEC se mostrou com indices de confiabilidade bem
satisfatorios para analise de materiais com comportamento viscoelastico e termoelastico;
e ii) o método estudado apresenta potencial de aplicabilidade na solucdo de problemas

complexos de engenharia.
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6. RECOMENDACOES E PERSPECTIVAS

Inicialmente cabe recomendar a realizacdo de pesquisas utilizando outras
linguagens computacionais, que ndo a do software MATLAB, de forma a buscar melhores
performances na velocidade de processamento das analises numéricas, obtendo-se

mesmos resultados aderentes e alinhados aos analiticos.

Vale também indicar a necessidade de avancos na diversificacdo dos problemas a
serem analisados pelo MEC, tais como, viscoplastico e termoplastico, contribuindo assim,
com o processo de amadurecimento da aplicabilidade do mesmo, em especial na

engenharia mecanica.

Recomenda-se, ainda, a realizagdo de estudos que permitam aprofundar a
aplicacdo do MEC em material sujeito ao processo de soldagem no &mbito de pesquisas
de mestrado e doutorado, dada a agregacdo de valor que tais estudos poderdo trazer aos
avancos cientificos e tecnoldgicos da matéria. Orienta-se o uso de linguagem
computacional diferente da aplicada, software MATLAB, de forma a comparar 0s
resultados alcancados nesta pesquisa, e evoluir na analise comparativa das melhores
performances para solucéo de problemas de engenharia, em especial no caso concreto de

processo sujeito a soldagem.

Por fim, com relacdo as perspectivas, observa-se a tendéncia de desenvolvimento
de ferramentas, comerciais e softwares livres, eficientes, eficazes e amigaveis, para uso
amplo do MEC na solucgdo de problemas complexos de engenharia, com otimizacéo do
tempo da analise, e racionalizacdo do custo computacional. Soma-se a importancia de
acOes continuas que fortalecam e ampliem as parcerias, no pais e exterior, com grupos de

pesquisa nesta matéria, impulsionando o intercambio de informagéo e conhecimento.
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