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Resumo

Neste trabalho utilizamos a teoria qualitativa das equacoes diferenciais para estudar
rapidamente a bifurcacao de Hopf para um sistema dinamico planar suave mediante a
variacao do parametro de controle do sistema, e a bifurcacao de Hopf generalizada e-
manada de um canto de um sistema planar suave por partes, sobre a geracao de uma

familia de orbitas periédicas bifurcando, também variando o parametro de controle.

Para isso, definimos o niimero de Liapunov e a aplicagao de Poincaré. E, a partir da
composicao de aplicagoes de Poincaré, construimos uma aplicagao Retorno e estudamos

seus pontos fixos.

Ilustramos esses fenomenos de bifurcacao através de uma anélise dos modelos suave
e suave por partes da oscilagao das pregas vocais no processo de produgao da voz (fonagao).

A maior parte desta dissertagao estd baseada em [28, 30, 35, 37, 40].

Palavras-chaves: bifurcacao de Hopf, solucao periddica, aplicacao de Poincaré,

aplicacao Retorno, modelo da fonacao.
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Abstract

In this work we use the qualitative theory of the differential equations to quickly
study the Hopf bifurcation for a smooth planar dynamical system under the variation of
the control parameter of the system, and a generalized Hopf bifurcation emanated from a
corner for piecewise smooth planar dynamical system, about the generation of a branch

of periodic orbits bifurcating, varying the control parameter.

For this, we define the Liapunov number and the Poincaré map. And, through the

composition of the Poinacré maps, we build a Return map and we study its fixed points.

We illustrate those bifurcation phenomena by a analysis of the smooth and piece-
wise smooth models for a vocal fold oscillation in process of the voice production (phona-

tion). The main part of this dissertation is based on [28, 30, 35, 37, 40].

Key words: Hopf bifurcation, periodic solution, Poincaré map, Return map,

phonation model.
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Introducao

“ Hopf bifurcation is the door that opens from the small room of equilibria to the large
hall of periodic solutions, which in turn is just a small part of the realm of functions.”

Riidiger Seydel

O surgimento de érbitas periddicas através da bifurcacao de Hopf é um mecanismo
bem conhecido na teoria da bifurcacao. Esse assunto foi muito explorado por Poincaré,
Andronov e Hopf [7]. Os resultados bésicos sobre esse fenomeno foram mostrados por

Poincaré; o caso planar foi especialmente explorado por Andronov em 1929 [3].

A bifurcacao de Hopf para sistemas suaves é caracterizada analiticamente por um
simples cruzamento de um par de autovalores complexos conjugados do sistema linearizado
pelo eixo imaginario. Geometricamente isso significa que, enquanto a solugao estacionaria
do sistema muda sua estabilidade, solugoes periddicas surgem. Essa descricao analitica
da bifurcacao de Hopf exige suavidade do problema considerado ja que precisamos das
propriedades de linearizacao. Por isso, essa aproximacao nao é suficiente para o caso do
sistema nao ser suave, pois a nocao de um sistema linearizado nao existe. Para lidar com
esse caso, alguns autores como em [24] e [40] baseiam-se em um método geométrico para

investigar a bifurcacao de Hopf.

Atualmente, o conjunto das bifurcagoes causadas por algum tipo de descontinuidade
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ou nao-diferenciabilidade é chamado de C-bifurcacao. Mas esse termo foi mencionado
pela primeira vez por Feigin ao estudar a duplicacao do periodo de oscilacao em sistemas

continuos por parte.

Alguns tipos de C-bifurcacao, bem como suas classificagbes podem ser encontrados
em [13]. A bifurcagao ‘Grazing’ de ciclos limites, por exemplo, ocorre quando uma érbita
periddica cruza tangencialmente a linha de descontinuidade [6, 12]. J4 a bifurcagao ‘Slid-
ing’ acontece quando parte da orbita periddica coincide com a linha de descontinuidade
23, 15]. E a bifurcagao ‘Border-collision” de pontos fixos em aplicagoes ocorre quando
uma familia de pontos fixos cruza tranversalmente a linha de descontinuidade a medida em
que o parametro de controle do sistema considerado varia [13, 32, 33]. Um caso especial

desse fenoémeno ¢é a bifurcagao ‘corner-collision’, explorado em [11].

Estudaremos um tipo de C-bifurcacao chamada de bifurcacao de Hopf genera-
lizada, que ocorre quando uma 6rbita periddica é criada ou desaparece [24, 39, 38, 40].
Mais especificamente, estudaremos a bifurcacao de Hopf generalizada quando a solugao
estacionaria permanece em um canto do dominio para todo valor do parametro de controle
[37, 38]. Outros tipos desse fendmeno de bifurcagao como o caso em que érbitas peridédicas
sao criadas no infinito [17, 16] ou quando o equilibrio permanece em uma linha suave de
descontinuidade e a orbita peridédica bifurcada cruza essa linha pelo menos duas vezes

[24, 39, 40], também tém sido muito explorados recentemente.

O estudo e classificacao dos tipos de C-bifurcacao em sistemas dinamicos suaves
por partes tém despertado o interesse de muitos matematicos, engenheiros e cientistas
pela teoria da bifurcacao. E cada vez mais esses fendomenos de bifurcacao tém sido estu-
dados em diferentes aplicagoes. Em [30], por exemplo, é investigada a bifurcacao de Hopf
generalizada no modelo suave por partes da oscilacao das pregas vocais no processo da

fonacao.

Nosso objetivo nesse trabalho é estudar rapidamente a bifurcacao de Hopf para um
sistema dinamico planar suave e, posteriormente, estudar a bifurcagao de Hopf genera-
lizada para um sistema dinamico planar suave por partes e observa-la no modelo suave

por partes da oscilagao das pregas vocais baseado nos artigos [28, 30]. Todo nosso estudo
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é feito em R2.

Comecaremos nosso trabalho definindo a aplicacao de Poincaré, que é uma ferra-
menta muito utilizada na teoria das bifurcacoes das érbitas periddicas e estabilidade. Em
seguida, faremos uma discussao para sistemas analiticos planares sobre a aplicacao de

Poincaré na vizinhanca de um foco e definiremos o niimero de Liapunov.

No segundo capitulo, trataremos da definicao da bifurcacao de Hopf. Em seguida,
enunciaremos o principal resultado desse capitulo, o Teorema da Bifurcagao de Hopf, o
qual garante a existéncia de uma bifurcagao de Hopf para um sistema planar suave que

depende de um parametro pu, da forma

T = pr—y+p(z,y)

y = c+puy+q(z,y)

com p(z,y) e q(x,y) funcdes analiticas. Por ltimo, aplicaremos esse teorema na equagao

que modela os movimentos das pregas vocais no processo da fonacao dada por

2PL7'I"

Mi+ B(1+n2*)i+ Ko = —————,
To+2xT+TX

com xog+x + 72 > 0.

No terceiro capitulo o estudo ¢ mais minucioso. Ele é dividido em seis segoes.
Comecaremos na primeira se¢ao com algumas defini¢coes preliminares. Na segunda secao,
definiremos a aplicacao de Poincaré para cada subsistema de um sistema planar linear
por partes e, fazendo uma composicao, obteremos uma aplicacao Retorno para tal sis-
tema. Usando um método similar ao utilizado na segunda secao, na terceira definiremos

a aplicacao Retorno para um sistema planar nao linear.

Os principais resultados do nosso trabalho encontram-se nas trés tltimas secoes. Na
quarta, estudaremos o surgimento da bifurcacao de Hopf generalizada no canto (simples)

de um sistema planar nao linear suave por partes da forma

(&,9)" = F(z,y, 1),

3
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onde (z,y) pertence a um disco {2 de raio r, u pertence a um intervalo M contendo a

origem e a funcao F = (F|, Fy)T descreve o campo de vetores do sistema. A idéia do
método usado é simples: a procura por pontos fixos nao triviais da aplicacao Retorno.
Na quinta secao, estenderemos os resultados principais da secao anterior para o caso de
um dominio contendo um canto qualquer. Na ultima secao, faremos uma aplicacao dos

resultados apresentados ao modelo da fonacao suave por partes

2PLT.j7 .
— se >0
Mi+ B(1+n2t)i+ Kz = To+ T+ T :
0, se =<0

onde o retrato de fase é dividido em duas regices nas quais o campo de vetores do sistema

é suave e na fronteira entre essas duas regioes o campo de vetores nao é suave.



CAPITULO 1

Preliminares

Neste capitulo, vamos definir a aplicagao de Poincaré ou aplicacdo de Primeiro
Retorno, definida por Henri Poincaré em 1881, [35], que é uma ferramenta muito uti-
lizada na teoria das bifurcagoes das orbitas periddicas e estabilidade. Trabalharemos no
espaco de dimensdo dois, R?, mas os resultados podem ser facilmente estendidos para
dimensoes superiores. Posteriormente, faremos uma discussao para sistemas analiticos
planares sobre a aplica¢do de Poincaré na vizinhanga de um foco e definiremos o nimero
de Liapunov que serd bastante usado no capitulo sequinte. Basearemos o presente capitulo

em [35] e [36].

1.1 Aplicacao de Poincaré

Resumidamente, um sistema dindmico planar é uma fungao ¢(t,x), C*, definida
para todo t € R e x € E C R?, que descreve como pontos x € F movem-se com relacao

ao tempo ¢ ([35], Segao 3.1). E, se ¢(t,x) é um sistema dinamico em E C R?  em geral

5
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temos que a funcao f(x) = £¢(t,x)|t=0 define um campo de vetores C' em E. Além

disso, para cada xg € F, ¢(t,xg) é solucao do problema de valor inicial

x = f(x)
X(O) = Xp,
e o intervalo méximo de existéncia de ¢(t, %) é I(xg) = (—00,00).

Logo, cada sistema dindmico causa um campo vetorial-C*, f, e descreve o conjunto
solucao da equacao diferencial definida por esse campo vetorial. Nesse caso, entao, dizemos

que ¢(t,x) é o sistema dinamico em F definido por
x = f(x).
Agora, podemos definir a aplicacdo de Poincaré.
z

P(x)

Figura 1.1: A aplicagao de Poincaré.

Vamos, primeiramente, apresentar a idéia da aplicagao de Poincaré: Considere um

sistema dinamico planar da forma
x = f(x), (1.1)

com f € C'(FE) e E um subconjunto aberto de R*. Seja I' uma 6rbita periédica desse

sistema que passa pelo ponto Xy e > uma reta normal a I' em xy. Para um ponto x € X

6
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da vizinhanga de xg, Ve¢(xp), a solucdo do sistema (1.1) por x em ¢t = 0, ¢(x), cruzard a
reta ¥ novamente em algum ponto P(x) préximo de xy. Chamamos a aplicagdo que leva

x a P(x) de aplicagao de Poincaré (ver figura 1.1).

Apresentamos entao, um teorema que garante a existéncia e continuidade de P(x),

bem como a continuidade de suas primeiras derivadas DP(x).

Teorema 1.1. Seja E um subconjunto aberto de R? e seja f € C'(E). Suponha que

¢1(x0) seja uma orbita periddica do sistema (1.1) de periodo T e que E contenha o ciclo
I'={xeR*x=¢xo) com0<t<T}.

Seja agora X a reta normal a ' em xy. Entao existe uma constante £ > 0 e uma tnica
funcao 7(x), definida e continuamente diferenciavel para x € V¢(x), tal que 7(xo) =T e

brx)(x) € ¥ para todo x € V¢(xo).

Demonstracao: Usaremos nesta demonstragao basicamente o teorema da funcao implicita

[27]. Como X é a reta normal a I' em X, podemos escrevé-la da forma

¥ = {x € R?(x — x¢) - f(x¢) = 0}.

Vamos definir para cada ponto xq € I' C E, a funcao

F(t,x) = [¢1(x) — %o - f(x0).

Segundo Perko ([35],Teorema 1, Segao 2.5), temos que F' € C*(R x E). E, devido a
periodicidade de ¢:(x0) (¢r(Xo) = Xo), temos ainda que F(T',xy) = 0. Além disso, sendo
o(t,x9) = ¢(x%¢) uma solugao de (1.1) e desde que xg € ' ndo seja ponto de equilibrio de

(1.1) pois, nesse caso o campo vetorial f é nulo, temos

3F(T, Xo) 8¢(T, Xo)

g = a0 =S S(xo) = S (xo)F £ 0
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Entao, pelo torema da funcao implicita, existe uma constante ¢ > 0 e uma unica

funcao 7(x) definida e continuamente diferenciavel para todo x € Ve(xp) tal que

T(x0) =T e F(r(x),x) =0

para todo x € V¢(xo).

Portanto, para todo x € Vg(xo),

[6(T(x),x) — X0 - f(x0) =0,

ou seja,

(bT(x) (X) €.

Essa demonstragao, para R", pode ser encontrada em [[35], p.194, 195].

Definigao 1.1. (Aplicagdo de Poincaré) Sejam I', ¥, £ e 7(x) como no Teorema 1.1.
Entao a funcdo P(x) = ¢,x)(x), para x € Ve(x9) N, é chamada a aplicagdo de Poincaré

para I' em xq.

Observagao 1.2. 1. Segue do Teorema 1.1 que P € C*(V) onde V = Vi(x9) NX. E,
se f é analitica em F, segue pelo teorema da funcao implicita para fungoes analiticas

que P é analitica em V.

2. Se considerarmos o sistema (1.1) com t — —t, pode ser mostrado que a aplicagao de
Poincaré P tem uma inversa C', P~! ou seja, que P é um difeomorfismo (funcio

suave com inversa suave).
Definicao 1.3. (Ponto Fixo) Os pontos x € ¥ tais que P(x) = x s@o chamados de pontos

fizxos da aplicagao de Poincaré.

Vamos assumir, sem perda de generalidade, que x, € I' N X seja a origem do

sistema (1.1) (se necessario é s6 fazer uma translacao). Entao, ¥ serd a reta normal a '

8
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que passa pela origem de (1.1). Note que 0 € I'NX divide ¥ em dois segmentos (abertos).
Denotaremos por X; e . os segmentos que permanecem inteiramente no interior e no
exterior da regiao delimitada por I', respectivamente. Agora consideremos s a distancia
(da origem) marcada ao longo de 3, sendo s > 0 para pontos em Y; e s < 0 para pontos

em X, (ver figura 1.2).

Observe que, pelo Teorema 1.1, a aplicagdo de Poincaré P(s) estd definida para
|s| < &, uma vizinhanga da origem, e que P(0) = 0.

y

P(s)

Figura 1.2: A reta ¥ normal aT na origem.

Nosso objetivo agora é concluir que a estabilidade do ciclo I" é determinada pela
derivada P’(0), onde () denota a derivada com relagao a s. Para isso, vamos introduzir

a func¢ao deslocamento

d(s) = P(s) - s.

Dai, temos que d(0) =0 e d'(s) = P'(s) — 1. Entao, pelo Teorema do Valor Médio,

existe uma constante k entre 0 e s tal que

d(s)=d'(k)s (1.2)

Como d'(s) é continua (Teorema 1.1), temos que, para |s| suficientemente pequeno,

o sinal de d'(s) e, conseqiientemente, o de d'(k), serd o mesmo de d'(0), ja que d’'(0) # 0.

9
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Entao, se P(0) = 0 e P'(0) < 1, temos que d'(0) < 0, o que implica, por (1.2),
em d(s) < 0 para s > 0 e em d(s) > 0 para s < 0. Dai, concluimos que I' é uma 6rbita
periddica (isolada) estdvel ou um ciclo w-limite de (1.1). E, se P(0) = 0 e P'(0) > 1,
temos que d’'(0) > 0, o que implica, por (1.2), em d(s) > 0 para s > 0 e em d(s) < 0 para

s < 0. Dai, I' é uma drbita periddica (isolada) instavel ou um ciclo a-limite de (1.1).

Portanto, concluimos que a estabilidade da 6rbita peridédica I' do sistema (1.1) é

determinada pela derivada P’(0).

1.2 Sistemas analiticos

Para sistemas analiticos planares a discussao sobre a aplicacao de Poincaré na

vizinhanca de um foco é importante para o presente trabalho.

Considere que (1.1) seja analitico. Suponha que esse sistema possua um foco na
origem (se necessério faga uma translacao) e que sua matriz Jacobiana aplicada na origem
tenha determinante nao-nulo. Entao, desde de que b # 0, o sistema (1.1) é linearmente

equivalente ao sistema (na forma candnica)

T = axr—by+p(z,y)

; (1.3)
g = br+ay+q(z,y)
onde p(z,y) e q(x,y) sdo fungdes analiticas dadas pelas séries
plz,y) = Z ai; 'y’
i+j>2
(1.4)

= (agr? + anzy + any?®) + (azor® + anz’y + arnzy® + agsy®) + ...

10
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gz,y) = Y bya'y
i4j>2

(1.5)

= (boox? + by1xy + boay?) + (b3ox® + ba1 2y + braxy® + bosy®) + ...

Teorema 1.2. Seja P(s) a aplicacdo de Poincaré para um foco na origem do sistema
analitico planar (1.3) com b # 0 e suponha que P(s) estd definida em 0 < s < (. Entao

existe ( > 0 tal que P(s) pode ser estendida por uma fungdo analitica definida para

2
|s| < ¢. Além disso, P(0) =0 e P'(0) = exp (ﬁ)

Demonstragao: Esse teorema estd demonstrado em [2].

Quando
d(0) =0ed(0) #0,

o foco é chamado um foco simples e, de acordo com o torema anterior, vemos que se no
sistema (1.3), b # 0, entdo esse sistema possui um foco simples na origem se, e somente
se, a # 0, ja que, nesse caso, d'(0) = P’(0) — 1 é estritamente positivo ou estritamente

negativo.

Observe que o sinal de d’'(0) = P’(0)—1 ou, equivalentemente, o sinal de a determina
a estabilidade da origem: se a < 0 a origem é um foco estavel e se a > 0, a origem é um
foco instdvel. Mas se d’(0) = 0, ou seja, a = 0, entao por ([35], Se¢do 2.10, Teorema 5) se

o sistema (1.3) for nao-linear, ele tem um foco ou um centro na origem.

Se d'(0) = 0, o foco é chamado de foco maltiplo e a primeira derivada nao nula da

funcio deslocamento aplicada nele é o seu niimero de Liapunov o: o = d®(0) # 0. Além

11
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disso, o foco é estavel se 0 < 0 e instdvel se o > 0 ([18], Segao 1.3). Em particular, se
d'(0) =d"(0) =0 e d”(0) # 0, o nimero de Liapunov para o foco na origem é dado pela

formula

3T

o= d"0) = 5

{[3(aso + bo3) + (a12 + ba1)]
(1.6)

1
—E[Q(Cbzobzo — ap2bo2) — a1 (age + ag) + b11(bo2 + bzo)]} )

onde a;; e b;; sdo os coeficientes das séries (1.4) e (1.5), respectivamente. O valor do
numero de Liapunov sera muito 1util no proximo capitulo para garantir a existéncia da

bifurcacao de Hopf.

Observacao 1.4. Para um sistema analitico planar na forma geral

T = ax+by+p(x,y) (1.7)
y = cx+dy+qzy) ’ '

onde A =ad —bc >0, a+d = 0 e as fungoes analiticas p(z,y) e ¢(z,y) sdo dadas pelas

séries (1.4) e (1.5), respectivamente, a férmula do ntimero de Liapunov é dada por

—3m
o = W {[ac(afl + ay1bog + aabiy) + ab(b3; + axbiy + aiibez)

+62(a11a02 —+ 2&02b02) — QCLC(Z)%Q — a20a02) — 2&6(&%0 — bgobog) (1 8)
—b2(2a20b20 + b11boo) + (be — 2a2)(b11b02 — a11G90)]

—((1,2 + bC) [3(0()03 — ba,go) + 2(1((1,21 + blg) + (ca12 — bbzl)]} .

As condigoes A = ad—bc > 0 e a+d = 0 sobre o sistema (1.7) s@o colocadas para garantir

que a matriz Jacobiana desse sistema aplicada na origem,
a b
pro) = [ 47 ]

possua um par de autovalores imaginérios [35] e que, com isso, a origem possa ser um

foco, um centro desse sistema ou um centro-foco [35, 1].

12



CAPITULO 2

Bifurcacao de Hopf para um sistema
planar suave

Neste capitulo, primeiramente, falaremos sobre a defini¢ao da bifurcacao de Hopf
e a ilustraremos através de um exemplo. Em sequida, enunciaremos o Teorema da Bi-
furcagdo de Hopf para um sistema planar ndo-linear suave (particular) o qual garante a
existéncia de uma bifurcagao de Hopf para tal sistema e, em sequida, aplicaremos esse

teorema na equacdo (suave) que modela os movimentos das pregas vocais no processo da

fonagao.

2.1 Introducao

Em nosso estudo faremos uso de um sistema dinamico planar nao-linear, que de-

pende de um parametro real p da forma

%= f(x. 1), (2.1)

13



Capitulo 2. Bifurcacao de Hopf para um sistema planar suave

com x = (x,y) € R?

Na teoria de sistemas nao-lineares, uma bifurcacao seria a mudanca qualitativa do
comportamento dindmico para um valor critico do parametro [1, 36, 29]. E existem véarios

tipos de bifurcagao que ocorrem no ponto de equilibrio x, de um sistema como (2.1).

Trabalharemos com uma bifurcagdo que aparece quando a matriz D f(xq, o), do
sistema (2.1), tem somente um par de autovalores imaginérios puros, e os autovalores de
Df(x,, 1) atravessam transversalmente o eixo imagindrio quando g = o, fazendo com
que a estabilidade do ponto de equilibrio mude a medida em que p passa pelo valor de
bifurcacao . Essa bifurcacao é chamada de bifurcacao de Hopf. Geometricamente, a
bifurcacao de Hopf ocorre se existe uma mudanca de estabilidade do ponto de equilibrio,

de foco estavel para foco instével (ou o contrario), gerando um ciclo limite.

Logo, esse comportamento dos autovalores de D f(x,, i), para o caso do sistema
planar ser suave, é essencial que ocorra para garantir a existéncia da bifurcacao de Hopf.
Contudo, no caso nao-suave, tratado em outro capitulo, veremos que a mudanca de esta-
bilidade do ponto de equilibrio pode ocorrer por outros motivos, mas ainda produzindo a

bifurcagao.

2.2 A bifurcacao de Hopf

A partir deste momento, vamos considerar o seguinte sistema planar suave, depen-

dente de um parametro p

y = v+py+qlzy)

com p(x,y) e q(z,y) funcdes analiticas dadas pelas séries (1.4) e (1.5), respectivamente.

14



Capitulo 2. Bifurcacao de Hopf para um sistema planar suave

Observe que a matriz do sistema linear correspondente (matriz Jacobiana),

[
L p
esta na forma normal. Nesse caso, temos a garantia que tal matriz possui um par de auto-

valores complexos conjugados e, em particular, para u = 0 ela tem um par de autovalores

imaginarios.

Com o intuito de ilustrar a bifurcacao de Hopf, apresentaremos um exemplo ex-
posto em ([35], p.315). Toda a anélise usada neste exemplo foi baseada na prépria teoria

desse livro e de [1].

Exemplo 2.1. Considere o sistema planar suave

& o= —y+ta(p—2>-y?)
{y = atylp—2® -y (23)

O sistema linear correspondente é dado por

{‘? = ey (2.4)
y = vtpy

e é baseado nele que analisaremos as solugoes do sistema (2.4).
Para (2.3), temos que a origem é o inico ponto critico.

Observando que a matriz Jacobiana de (2.3) aplicada na origem,

estd na forma normal, vemos que a origem é um foco estavel desse sistema nao linear
quando g < 0 e um foco instavel quando p > 0. Para p = 0, a matriz D f(0,0) tem um

par de autovalores imaginarios puros, ou seja, a origem é um centro para o sistema linear
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Capitulo 2. Bifurcacao de Hopf para um sistema planar suave

(2.4), entao, por ([35], Se¢ao 2.10, Teorema 5) e Teorema de Dulac [35], a origem ou é um

centro ou um foco de (2.3).

Vamos analisar melhor tal teoria baseando-nos no retrato de fase do sistema (2.3).
Para isso, usaremos coordenadas polares: x = rcosf e y = rsen#l, lembrando que tanto r
quanto 6 dependem do tempo t. Os célculos serao omitidos, mas o processo para obter a
equagao paramétrica de 7 consiste em multiplicar a primeira equagao em (2.3) por z, a

segunda por y e adicionar as equacoes resultantes. E, para obter a equacao paramétrica

de 0, multiplicamos a equacéo de & por y e a de ¢ por z e subtraimos os resultados. Com

isso, escrevemos o sistema (2.3) da forma

iz

Da equagao de r, para 4 = 0 a origem é um foco estavel, assim como para pu < 0.
Mas se i > 0, existe um ciclo limite estavel, pois quando ¢ — oo, no interior do circulo de

raio /i, as trajetorias estao dirigidas para fora desse circulo, enquanto, no seu exterior,
as trajetorias estao dirigidas para dentro (ver figura 2.1). O ciclo limite ocorre exatamente

quando 7 = /.

y Y

FANY
/) X Q/ X

u<0 u>0

)

Figura 2.1: Retrato de fase para o sistema (2.3).

Como tal ciclo limite depende do valor de u escrevemos
T, 7.(t) = p(cost, sent)”.
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Capitulo 2. Bifurcacao de Hopf para um sistema planar suave

Observe que as curvas I', representam, na verdade, uma familia de ciclos limites
do sistema (2.3) (para cada p temos um ciclo limite) e essa familia, por sua vez, define

uma superficie em R? x R, ver Figura 2.2.

X

Ciclo limite estavel
N Ciclo limite estavel

Solugdo estacionaria Solugdo estacionaria

Solugdo estacionaria estavel Solugdo estacionaria instavel estavel instavel
_ e ———— — — - = -=>
0 o n
Bifurcacdo de Hopf

Bifurcagdo de Hopf

Figura 2.2: Diagrama de bifurcacio (esquerda); Familia de ciclos limites I';, resultando na bifurcacdo de Hopf de (2.3)
(direita).

A bifurcacao do ciclo limite da origem que ocorre a medida que essa muda sua

estabilidade no valor de bifurcacao u = 0, é a chamada bifurcagao de Hopf.

Mais informagoes sobre a bifurcacao de Hopf em sistemas dinamicos suaves e sua

defini¢cao podem ser encontradas em ([36], Secao 2.6).

2.3 Teorema da Bifurcacao de Hopf

Além da resolucao explicita do sistema, que muitas vezes é trabalhosa, a bifurcacao

de Hopf pode ser investigada através do estudo de pontos fixos da aplicacao de Poincaré.

Mas nao faremos um estudo tao detalhado no caso de sistema suave. Apresentare-
mos, entao, um teorema que garante a existéncia da bifurcacao de Hopf na origem do

sistema (2.2).
Esse teorema é baseado no valor do niimero de Liapunov ¢ para o foco na origem
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Capitulo 2. Bifurcacao de Hopf para um sistema planar suave

desse sistema, para g = 0. Ja a estabilidade do ciclo limite de (2.2), é determinada pela

derivada da aplicagao de Poincaré, ver Capitulo 1 ([35], Secao 3.4).

Apresentaremos aqui somente a férmula do nimero de Liapunov para o foco na

origem de (2.2) ([35], Secao 4.3), comparar com (1.6) no Capitulo 1:

3
o = o 13(aso + b21) — 2(a20b20 — ap2boz)

+aq1(aog + ag) — b11(bo2 + bag)] -

Agora podemos enunciar o teorema que garante a existéncia de uma bifurcacao de
Hopf na origem de (2.2) e mais, o surgimento de um ciclo limite como solugao, na versao

proposta por [35].

Teorema 2.1. (Bifurcagdo de Hopf) Se o nimero de Liapunov o é diferente de zero,
entao uma bifurcagdo de Hopf ocorre no ponto de equilibrio do sistema planar suave (2.2)

para o valor de bifurcagao p = 0. Além disso,
e se 0 < 0, entdo o sistema (2.2) tem um tnico ciclo limite estavel para u > 0 e nao
possui ciclo limite para p < 0;
e se 0 > 0, o sistema (2.2) tem um tunico ciclo limite instavel para u < 0 e ndo possui
ciclo limite para g > 0.
Demonstragao: A demonstracao desse teorema pode ser encontrado em ([2] ou [1§]
p.25-27).
O

A secao seguinte, ilustra a aplicacdo do teorema da bifurcacao Hopf na equagao
que modela a oscilagdo das pregas vocais na producao da voz (fonagao) apresentada por

28].
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Capitulo 2. Bifurcacao de Hopf para um sistema planar suave

2.4 Modelo suave da oscilacao das pregas vocais

Esse modelo foi minuciosamente estudado em [18], nosso objetivo é fazer uma
rapida andlise qualitativa do modelo, como forma de ilustrar a aplicacdo do Teorema

(2.1).

O modelo supde completa simetria entre as pregas vocais. A vibragao é caracte-
rizada por um movimento ondulatério dos tecidos que se propaga ao longo da glote na

direcao do fluxo de ar.

Faringe

Traquéia

Figura 2.3: Modelo das pregas vocais.

A aerodinamica da glote é modelada desconsiderando todos os efeitos do trato
vocal, e mais, assumindo que a pressao subglotal® é constante e igual & pressao pulmonar
Pr, pois sao desconsideradas as perdas de pressao nos bronquios e traquéia, e a pressao
supraglotal? é constante e igual & pressiao atmosférica Py = 0. Essas sao consideracoes
padroes para se investigar os principais mecanismos da oscilagao das pregas vocais, e

correspondem aproximadamente a condigoes de laboratério [28; 30, 4].

Considerando que a distancia entre as pregas vocais ao longo da altura 7' da glote

é constante, quando estao em sua posicao de repouso, a area a da seccao transversal da

1 Pressdo na entrada da laringe. 2 Pressdo na saida da laringe.
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glote a uma altura y é

a = 2L(zo + &),

onde x( ¢ a distancia das pregas vocais ao ponto médio da glote quando elas estao em
sua posi¢ao de repouso, L é o comprimento da glote e £ é o deslocamento horizontal dos

tecidos das pregas vocais [28].

Observe que, quando as pregas vocais opostas colidem uma com a outra, fechando

a glote, a posicao delas é —x.

A drea a; na margem inferior das pregas vocais, y = —71/2, e ay na margem

superior, y = T'/2, sao dadas aproximadamente por

a; =2L(zg + x + 1) (2.5)

as = 2L(xg + x — 7%), (2.6)

onde x é o deslocamento dos tecidos do ponto médio da glote, 7 é o tempo gasto para a

onda superficial se deslocar metade da altura da glote 7'/2.

Entao, concentrando as propriedades mecanicas dos tecidos das pregas vocais no

ponto médio da glote, temos a equagao
M3 + B(1+n2*)i + Kz = P,, (2.7)

onde M é a massa da glote, B é o coeficiente de amortecimento e K, o coeficiente da
mola, por unidade de drea da superficie média das pregas vocais. P, é a pressao de ar na

glote e n é um coeficiente ad-hoc que representa caracteristicas nao lineares dos tecidos.

A pressao na glote P, ¢ dada por

pP,=r (1 . @) , (2.8)

ai

com a; > 0 e onde Pp é a pressao de ar pulmonar.
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Substituindo a; e as em (2.8), obtemos

2P, i
p=——t" (2.9)

Cxotax+Td]
com xg+x + 72 > 0.
Assim,

2PLTi‘

Mi+B(1+n2*)i+ Ko = —————,
To+2T+TX

(2.10)

Queremos descobrir se essa equacao (2.10) possui uma bifurcagdo de Hopf e sob

qual condicao ha o surgimento de um ciclo limite.

Vamos entao obter um sistema bidimensional de equacoes diferenciais similar a

(1.7) para a equagao (2.10). Nesse processo, precisaremos normalizar o modelo (2.10).
Utilizaremos a seguinte variavel adimensional
v =Ul1,

onde U denotaremos no decorrer do processo.

dx
Lembrando que & = e temos agora

, dr drdt drl 1

d [dx d [(dx 1 P dt 1 1
. | Z) = (=) =_""" — _% 2.12
T W (du) v (dt U) v U (212)

Primeiramente, dividimos a equagao (2.10) por M

T+ — )T+ —x =
M K M M(xg+x +712)’
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e, em seguida, substituimos as equagoes (2.11) e (2.12), obtendo

BU K 2P, U
U2 4+ —(1 +n2®)s’ + —x = LTeT

. 2.1
M M M(zo+ax+7Ux") (2.13)

Para que o coeficiente de 2” seja um, consideramos U = /£ e dividimos (2.13)

por U2. Com isso, obtemos,

2P 2!

VKM (xq —i—x—l—ﬂ/%x’)

"+ (1+n2®)a’ +z = (2.14)

B
VKM

Com o intuito de simplificar a equagdo em (2.14), consideramos os seguintes parametros

B 2P | K
(){:77 = e = T -,
VKM ! VKM P M

da mesma maneira que ¢ feito em [28]. Logo, (2.14) fica da forma

/

0%
" +a(l+n®)s’ + 2= ———.
(zo +x + pa')
. . . . . x
Agora, introduzimos a segunda variavel adimensional v = — do nosso processo.
Lo
Dali,
/
YToU

zou” + a1 + nriu®)xou’ + zou = ,
0 ( MToU”)To 0 (xo + Tou + prout’)

ou seja, obtemos a seguinte equagao normalizada para (2.10)

!/

YU

" + ol + Buu +u=
1+ 5 (1+u—+ pu)

sendoﬁznx%ecom1+u+pu’>0.
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Capitulo 2. Bifurcacao de Hopf para um sistema planar suave

Por fim, consideramos v’ = v e, correspondendo a equacao (2.10), obtemos o

seguinte sistema planar

{u’ = v
v (2.15)
Vo= —a(l+ pu)v —u+ ’
(1+5u’) (14+u—+ pv)

com 1+ u+ pv > 0.

Abaixo temos o retrato de fase de (2.15) para a = 0,32, § = 100, v = 0,78 e
p = 0,97, valores caracteristicos de um adulto, com seis trajetorias. A linha tracejada
corresponde a condigdo 1+ u + pv = 0, e marca a validade de (2.15). Para mais detalhes

ver [28].

-1 -0.5 0 0.5 1

Figura 2.4: Retrato de fase de (2.15) para o = 0,32, 8 = 100, v = 0,78 e p = 0,97.

Agora, nosso objetivo é aplicar o teorema da bifurcacao de Hopf ao sistema suave

de equagoes diferenciais (2.15).

Temos que a pressao pulmonar Pj, é o principal parametro de controle do inicio e
fim do processo da fonagao e também da intensidade da voz [28]. E, diretamente ligado a

ela estda o parametro 7,
. 2PLT
T URM
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Por isso, «v sera considerado como o parametro de controle da estrutura dinamica do
modelo que estamos trabalhando. Mas, a fim de usarmos a mesma variavel p do teorema
da bifurcacao de Hopf, faremos a seguinte adaptacao: yu = —a + 7. Entao, o sistema

(2.15) ficard em fungao de p.

Observemos que (2.15) possui uma posigao de equilibrio em (u,v) = (0,0). Entao,

a matriz Jacobiana J(u,v, i) desse sistema em (0,0) é dada por

ja que

0 1

% —O[(1+/8U2) +

(n+a)(1+u)

J(u,v,p) = —2afuv — 1 — (+atpm)
U+ pv

Enfim, para u = 0 (v = «), usando o auxilio do software Maple na equagao de v’

em (2.15) para fazermos uma extensao em série de Taylor, obtemos o sistema

{“ﬁ - (2.16)

vV = —u—avu—a(B—1)u*v + 2apuv?® + ap’vd + ...

Comparando (2.16) com o sistema (1.7), temos que a =d =0,b=1e ¢ = —1 e, com isso,
a+d=0eA =1, ou seja, o determinante da matriz Jacobiana é positivo; além disso,
as fungoes p(u,v) e q(u,v) de (2.16) podem ser escritas através das séries (1.4) e (1.5),
respectivamente. Entdo, através da férmula (1.8) vemos que a expressao do nimero de

Liapunov fica

—3m
o= T[—bnbm — by1boz + (—3boz — ba1)].

E, utilizando as informagoes da fungao ¢(u,v), obtemos enfim
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o= 3;&(1—5+ap+3p3). (2.17)

Agora, considerando os seguintes valores para os parametros adimensionais: o =
0.32, =100 e p = 0.97, que sao valores caracteristicos de um adulto, basta substitui-los

em (2.17) e descobrir o valor do nimero de Liapunov. Logo, o = —144,6.

Entao, pelo Teorema da Bifurcacao de Hopf, como ¢ é nao-nulo, ocorre uma bi-
furcagao de Hopf na origem do sistema planar (2.16) para o valor de bifurcagao p = 0
(equivalentemente v = «). Além disso, como o < 0, o sistema (2.16) possui um tnico

ciclo limite estavel se ;1 > 0 (v > «) e nao possui ciclo limite se < 0 (v < «).

Logo, concluimos que a equacao do modelo da fonacao apresenta uma bifurcagao
de Hopf no ponto de equilibrio para o valor de parametro 4 = 0 (7 = «) e um tnico ciclo

limite para ;> 0 (v > «), que é estédvel.

Observacao 2.1. A equacao caracteristica da matriz Jacobiana aplicada na posicao de
equilibrio J(0, ) possui um par de autovalores imaginérios puros se u = 0 ou, equivalen-

temente, v = «. De fato, sua equagao caracteristica é dada por
N —pu\+1=0,

pEy/p?—4
; .

E suas raizes (dependentes do parametro p) sao: A =

Observe que o par de autovalores complexos de tal matriz (que acontece se —2 <
i < 2) atravessa transversalmente o eixo imagindrio a medida que p passa por zero, ou

seja, a medida que v passa por 7 = a quando seu valor aumenta.

Ja J(u,v, n), para (u,v) # (0,0) e 1 +u + pv > 0, possui um par de autovalores

complexos, com parte real nao nula para p # 0.
Todos esses resultados eram esperados, visto que uma bifurcacao de Hopf ocorre
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na origem do sistema (2.16).

Portanto, se temos um sistema planar suave, a existéncia de uma bifurcacao de Hopf
no ponto de equilibrio desse sistema fica condicionada ao valor do nimero de Liapunov
para o valor de bifurcacao. Pois, se ¢ # 0, temos que a medida que o parametro de
controle do sistema atravessa o valor de bifurcacao, a estabilidade do ponto de equilibrio
muda (ja que o par de autovalores complexos da matriz Jacobiana, aplicada nesse ponto,
corta transversalmente o eixo imaginario) e um ciclo limite é gerado, conseqiientemente,

uma bifurcacao de Hopf ocorre.

26



CAPITULO 3

Bifurcacao de Hopf generalizada
para um sistema planar suave por
partes

Neste capitulo, trabalharemos a bifurcacao de Hopf generalizada considerando uma
situacao especial em que o ponto de equilibrio se localiza em um canto do dominio para todo
valor do parametro de controle. Mais do que isso, apresentaremos o teorema que garante
a existéncia de uma familia de orbitas periodicas bifurcando para o ponto de equilibrio, o

canto. Este capitulo serd baseado nos trabalhos [1, 28, 30, 37, 40].

Faremos nossas conclusoes, primeiramente, em um canto "simples” e, entao, es-

tenderemos as mesmas para um canto geral.

Por dltimo, aplicaremos o teorema “estendido” na equacao suave por partes que

modela os movimentos das pregas vocais no processo da fonagdo.

Como vimos no capitulo anterior, no caso suave, a bifurcacao de Hopf é determi-

nada por um par de autovalores complexos que atravessa o eixo imaginario. Mas no caso
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suave por partes, os autovalores de cada subsistema suave nao precisam, necessariamente,
atravessar o eixo imaginario para garantir a existéncia da bifurcacao de Hopf. Essa garan-
tia vem da descontinuidade do sistema que causara a troca de estabilidade do canto do

dominio.

Fazemos a observacao de que o sistema a ser trabalhado neste capitulo (definido
na préxima segao) é especifico e representa, na verdade, uma classe de sistemas suaves
por partes que incluem fenémenos especiais de bifurcacao e que apresentam resultados
interessantes de serem estudados. Nao podemos utiliza-lo como um sistema geral a ser

analisado.

3.1 Sistema planar suave por partes e canto simples

Seja 2 um disco aberto com raio r positivo e centrado na origem.

Definindo J = {I,II,III,IV} como sendo um conjunto de indices, seja {2/, com
J € J, aintersecao do dominio {2 com os quatro quadrantes do plano cartesiano, respecti-
vamente; note que ¥, para cada j € J, nao contém pontos dos semi-eixos. E denotamos

por L7, j € J, a intersecao do dominio {2 com os quatro semi-eixos, ver Figura 3.1.

LIII

Figura 3.1: Dominio Q.
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E mais, seja M um intervalo aberto contendo zero.

Vamos entao, considerar um sistema dinamico planar suave por partes, que depende

de um parametro p, da forma

(&,9)" = F(z,y, p), (3.1)

com (z,y) € Qe pu € M, onde a fungao F = (Fy, F»)T : Q x M — R? é definida como

F(a,y, 1) = F(2,y, p), (3.2)

(z,y) € Y, j € J. As funcdes F/ = (F/,FJ), j € J, descrevem o campo de vetores de
(3.1).

No decorrer do trabalho, apresentaremos quatro hipéteses que serao a base do nosso
resultado principal, apresentado na Secao 3.4 e sua versao para o caso geral apresentada
na Secao 3.5. Nesta secao aprentaremos trés delas, ficando a quarta hipdtese para a

préxima secao.

A primeira hipdtese considerada neste capitulo é sobre as funcoes F7, e ela implica
que a descontinuidade do sistema (3.1) ocorre em L7, para todo j € J, ver a definigao em

(3.2).

H | As funcoes F'(x,y,u), j € J sao CK- suaves, K > 2, para (x,y, 1) € Q x M.

Seguindo os autores Zou e Kiipper [37], o canto em um dominio é o ponto de
intersecao das linhas de descontinuidade de um sistema definido nesse dominio. Quando
essas linhas de descontinuidade coincidem com os quatro semi-eixos do plano cartesiano,
0s mesmos autores denominam esse canto de canto simples. Entao, pela hipétese H 1,

temos que a origem de {2 é um canto simples, ver Figura 3.1.

J&4 a segunda hipdtese, assegura que a origem é ponto de equilibrio, ou solucao
estaciondria, de (3.1), pois como sabemos, as fungoes F7, j € J, descrevem o campo de

vetores desse sistema.
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H, F7(0,0,u) =0, j € J para todo valor de u € M.

A partir de H; e H, podemos expandir a fungao FV(z,y, i), para algum j € J,
usando a férmula de Taylor [27] em (g, yo) = (0, 0)

Fi(zo+ 2,90 +y, 1) = F (20,90, 1) + A (1) (2, )" + (g1(z, v, 1), 3wy, )7,
ou seja,
Fi(z,y, 1) = A () (z,9)" + (g1 (2, y, 1), gz, y, )" (3.3)

onde A%(p) é uma matriz 2 x 2 e (g{ , gg)T, o termo nao linear de ordem superior, é C*-

suave e satisfaz |g{‘72| = O(2% + y?) A medida em que (z,y) tende uniformemente a (0, 0),

para p € M.

Para garantir que a matriz A7(u) tenha um par de autovalores complexos, o () &

i3 () (i* = —1), vamos assumir:

H 3 Para cada j € J, a matriz A7(u) estd na forma normal:

iy | ) ()
Al) = {—ﬁj(u) Oéj(u)}’ (3:4)

com (37(0) > 0.

A condigao 37(0) > 0 é assumida para que as solugoes de (3.1) cruzem as linhas de

descontinuidade no sentido horario a medida em que o tempo aumenta, ver Figura 3.2.

Lembremos que, se a matriz A’(u) tem um par de autovalores complexos, a solugao
estaciondria do sistema (3.1) é um foco se o # 0 e, caso contrario, a solugao estaciondria
é um centro se o sistema ¢ linear e pode ser um centro, um foco ou um foco-centro se o

sistema é nao-linear [1, 35].

Observacao 3.1. A partir da hipétese H, sendo K7 uma funcao C'* -suave para todo

J € J, temos que cada coordenada da matriz A’(u) em (3.4) serd C* -suave também. Dai,
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como em H 3 assumimos que (37(0) > 0, temos que /37 (11) serd positivo em uma vizinhanga
de p1, ou seja, existe uma constante 5* > 0 tal que 3’(u) > B* para u € M, se necessdrio,

reduz-se o intervalo M.

Figura 3.2: Diregio do fluxo de (3.1) sob a hipdtese H 3.

A seguir, apresentamos uma extensao padrao do sistema (3.1) [10, 20, 24] de forma

que ele também fique definido em L7, para todo j € J
(@(t), 9(t)" € F(x(t),y(t), ), (3.5)
onde definimos F : Q x M — 2% por

{Fi(z,y, 1)} se (r,y) eV, j€J

Fl,y, 1) (3.6)

{qF (2, y, 1) |
+(1— @) Fit (z,y,p)| 0< ¢ <1} se(z,y)el’, jeJ

onde FIVH = pI,

O parametro ¢ é um parametro que define uma combinacao convexa e nao tem
significado fisico. A extensao de um sistema descontinuo por uma inclusao diferencial

(3.6) é conhecida como método convexo de Filippov [26].
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E de acordo com [10, 20] a existéncia e unicidade de solu¢ao do sistema (3.5) em

uma vizinhanga da origem, sao obtidas sob as hipoteses H - H 3.

3.2 Aplicacao Retorno para um sistema linear por
partes

Nessa secao definiremos a aplicacao de Poincaré para cada subsistema de um sis-
tema planar linear por partes e, fazendo uma composicao, obteremos uma aplicagao Re-
torno para o sistema. Por fim, a partir dessa aplicacao, obteremos condigoes que garantam

a existéncia de uma familia de d6rbitas periédicas bifurcando .

A equagao (3.3) nos permite definir uma linearizagdo para o sistema (3.1). Mas,

nesta secao, podemos trabalhar em um dominio mais amplo que €.

Denominamos o j-ésimo quadrante do plano cartesiano por Il e por Y7 denotamos

o semi-eixo que contém L7, continuamos com j € J.

I it I8l

I

Figura 3.3: Dominio do sistema (3.7).
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Agora vamos considerar o seguinte sistema linear por partes

(@, 9)" = A (u)(2,9)", (3.7)
com (z,y) €V, uye MejeJ.

Observacao 3.2. Lembramos que, dado o problema de valor inicial

(&, 9)" = A(p)(z, y)"
{ (2(0),y(0)) = (z0,90) (3.8)

onde a matriz A(u) estd na forma normal

temos que o fluxo desse problema é dado por

(I)(anyOnuvt) = gp(,u,t)(xo,yo)T, (39)
onde
B cos(B(u)t)  sen(B(w)t)
0] =) sen(B(u)t) cos(B(1)t)

Essa matriz representa a rotacao da orbita em p radianos.

Vamos agora definir a aplica¢ao de Poincaré em cada subsistema de (3.7). Faremos

essa definicao de forma que aplicagao de Poincaré fique em termos da coordenada y.

Para algum ponto (0,yy) € X, o fluxo ®(0,yo, u,t) fard o seguinte trajeto, a

medida em que o tempo aumenta: saira de I1// atravessando o semi-eixo X! e entrard em

IER

Dai, definimos a aplicacao de Poincaré do subsistema definido no primeiro qua-
drante PT : RT x M — R*, tal que (P!(y,u),0)T € IV, como sendo o primeiro ponto de
saida do conjunto I para o valor inicial (0,40)T € B! sob o fluxo ®!(x,y, u,t), ou seja,

é a coordenada-z do ponto de intersecao do fluxo ®7(0,y, 1, t) com X1V,
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Denotaremos a aplicacdo Perfodo (tempo minimo de passagem) de ®!(z,y, u,t)

pelo conjunto I, por 77 : RT x M — R.

Analisando de maneira andloga o trajeto do fluxo de (3.7) através dos outros trés

quadrantes, podemos definir as aplicacoes de Poincaré em termos dos outros subsistemas
P R-xM—=RY, PR~ xM-—-R™ e PV:RtxM—R™,
ver Figura 3.4, bem como as aplicacoes Periodo correspondentes

TH R -xM—R, TH :R-xM—-R e TV :R*x M —R.

| y
>
HH P ! HI
v
P! z
Z I P 1T 0 X

P v
HIH 1—[IV

2 111

Figura 3.4: Aplicacdo de Poincaré para cada subsistema linear de (3.7).

Logo, se as hipoteses H,, H, e H 3 sao satisfeitas e p € M, podemos expor as
expressoes da aplicacao de Poincaré e da aplicagao Periodo em termos de cada subsistema

de (3.7).

Primeiramente, vamos apresentar a expressao da aplicacao Periodo, de cada sub-

sistema, pois ela sera usada para encontrar a expressao da aplicacao de Poincaré.
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Definigao 3.3. A aplicacao Perfodo TV é dada por

us
2

B9 ()

Ty, 1) = (3.10)

com j € J.

Observe que a aplicagao Periodo nao depende de y. Para mais detalhes sobre essa

definigao ver [40].

A partir da Definicao 3.3 da aplicacao Periodo e da expressao do fluxo dada na
Observagao 3.2, basta substituir (3.10) em (3.9), para obtermos uma expressao para a

aplicagao de Poincaré P7 para cada subsistema de (3.7).

Definicao 3.4. A aplicacao de Poincaré P7 para y # 0 é dada por

Py ) = F 00,0y ) = oy e (5 5 ) (3.11)

onde el = (1,0),j€J, v =1sej=111ler =—1sej=1I1V.

Vamos estender a definicao das funcoes P/ e T7, j € J, para y = 0, de modo que

elas sejam (suficientemente) suaves no dominio ({0} URT UR™) x M, da seguinte forma

s
2

BI(p)

PI0,p) =0 e T7(0,p) =

Basta verificarmos que os limites (laterais) dessas fungdes e de suas derivadas

quando y tende a zero sao iguais as suas respectivas extensoes feitas para y = 0.

Tal extensao é necessaria pois o valor de s/ nao foi definido para y = 0, conseqiien-

temente, as funcoes P?, j € J, também nao.

Agora podemos construir a aplicagao Retorno P(y, 1) do sistema linear por partes

(3.7) definida no eixo-y, compondo as quatro aplicagoes de Poincaré referentes aos quatro
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subsistemas C*- suaves. Entao temos,

PH(PHI(PIV(PL(y, 1), 1), 1), 1), y >0,
Py,p) = 0, y =0, (3.12)
PIV(PI (PP (y, u), 1), 1), 1), y < 0.

s

) BWQ(M)’

SIE

(3.13)

us
2
1

+
BHp) ()~ BY
que, na verdade, é a soma dos periodos definidos para cada subsistema.

Usando recursivamente a Definicao 3.4, encontramos uma expressao para a aplicacao

Retorno (3.12).

De fato, consideremos primeiramente o caso y > 0. Para j = I temos,

P =ven 5 59

Defina a := P!(y, ). Com isso,

™

PIV<PI(y,M),M) — PIV<a”u) = —a exp (5 BIVEg) .

Defina b := PV (a, n). Dai,

PIH<PVI(PI<y’ )y f), ) = PIH(b, ) =bexp <g glllgzg) ’

Por fim, defina ¢ := P1(b, ;1) e, a partir disso, temos

PH<PHI<PVI<PI<y”LL)7lu)“u)”u) = P”(c, W) = —c exp <g ZHEZ;) )
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Logo,

P(y,pu) = PY(PT(PYI(P (y, 1), 1), ), 1)

m alf(p)

— ber (T I o (T 20)
o (e (5 Y (5 2y (7 20Y)
= vemn (5 55) = (5 i) e (5 i) = (5 )

I 1A%
ye$p<7ra(u) mal(p) T a

2 i) 2 5V 2

= ven (5 (5 + S 5t * i) )

Analogamente, para o caso y < 0, de acordo com a definicao da aplicacao Retorno

(3.12) temos a seguinte expressao

P(y,p) = PY(PH(P"(P"(y, 1), 1), 1), 1)

- vonl5 (38 o))

Para simplificarmos a expressao de P(y, i), vamos considerar a seguinte fungao

Bu) =~ (O/(M) a'f(p) a'(p) O/V(u))’

T2 \ Bl By BTI() BT ()

chamada fungao bifurcagao [37).
Logo, podemos expressar a aplicacdo Retorno como

P(y, ) =y exp(B(p)).
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Note que a func¢ao bifurcacdo, na verdade, determina a aplicacao de Poincaré para

o sistema linear por partes.

Observacao 3.5. Nossa funcdo bifurcagcao aplica-se a sistemas dinamicos suaves também.

Se a equacao (3.1) é suave, a expressao da funcdo bifurcagao fica

B(p) 2%%.
Entao,
Py, p) =y exp <2ﬂ%) :

Isso leva a afirmacao padrao da bifurcagao de Hopf [40].

E mais, note que

PO,u)=0e P'(0,u) = exp (2%%),

como mencionado no Teorema 1.2 no primeiro capitulo.

Por fim, como tultima hipétese do nosso trabalho, consideraremos
H, B(0)=0e B'(0) #0.
Observagao 3.6. A hipdtese H 4, no caso de um sistema linear por partes, assume o

da(0)
dp

papel da condicao classica a(0) = 0, # 0 e $(0) > 0 para a Bifurcacao de Hopf no

caso suave, ver capitulo anterior.

Agora temos condicoes de enunciar o principal resultado desta se¢ao. O teorema a
seguir garante a existéncia de uma familia de érbitas periédicas circulando em torno da

origem do sistema linear por partes (3.7). Resultado similar pode ser encontrado em [37].
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Teorema 3.1. Assuma as hipdteses H1-H 4. Entao,

1. Existe uma érbita peridédica nao-trivial para o sistema (3.7) se, e somente se, B(u) =
0.

2. Para pu satisfazendo B(u) = 0 existe uma familia de drbitas periddicas circulando

em torno da origem com periodo T'(x) para o sistema (3.7).

Demonstragao: 1. e 2. Os dois itens seguem imediatamente, segundo [37, 40|, da
correspondéncia dos pontos fixos da aplicacao Retorno P(-, 1) com as érbitas peridédicas

continuas do sistema linear por partes (3.7): Seja y # 0, entao

P(y,n) =y < exp(B(n) =1« B(p) = 0.

Ou seja, toda vez que p satisfizer B(u) = 0, seja qual for o valor de y diferente
de zero, teremos P(y, ;) = y, ou seja, uma orbita periédica nao trivial para o sistema
linear por partes (3.7). Dai a existéncia, na verdade, de uma familia de érbitas periédicas
para (3.7) circulando em torno da solucdo estaciondria, a origem. O periodo da érbita é

o periodo correspondente a P(y, i), ou seja, T'(1).

O

Assumindo as hipdteses H 1-H 4, podemos ver que a solugao estaciondria (0,0) do
sistema (3.7) é (um foco) assintoticamente estavel se B(u) < 0 e (um foco) instavel se

B(p) > 0.
De fato, se B(u) < 0 ent@ao temos que exp(B(u)) < 1. Com isso, para yg # 0,

12T, yo)l| = 1P (yo, )1 = llyo exp(B)II < llyoll,!

ou seja, quando o tempo aumenta, as 6rbitas de (3.7), que nesse caso sao espirais (H 3

e B(u) # 0), se aproximam da origem desse sistema que é a solucao estacionaria (H o).

I Utilizamos a norma Eucidiana.
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Logo, se B(p) < 0 entdo a solugao estacionaria de (3.7) é assintoticamente estavel

(ver definigao em [5, 36]).

No entanto, se B(u) > 0 entao exp(B(p)) > 1 e, com isso, para yy # 0, temos

(T, yo)l| = I[P (yo, )| = l[yo exp(B ()| > [lvoll,

ou seja, quando o tempo aumenta, as 6rbitas de (3.7) se afastam da origem desse sistema.

Logo, se B(p) > 0 entao a solugao estaciondria de (3.7) ¢ instavel.

Observacgao 3.7. Segundo [24] a estabilidade do sistema ”combinado” pelos quatro sub-
sistemas suaves é determinada pela influéncia do(s) subsistema(s) instavel(eis); a quanti-
dade pode ser dada em termos do tempo gasto pela 6rbita do sistema em cada subsistema,
isto é, por uma comparacao da parte imaginaria dos autovalores dos subsistemas, ver a

Definicao 3.3 de periodo.

3.3 Aplicacao Retorno para um sistema nao linear

Definiremos a aplicagao Retorno para um sistema nao linear, para que, na préxima

secao, possamos enunciar o principal resultado do nosso trabalho.

O método usado é similar ao da secao anterior: considerando o intervalo M, o
conjunto de fndices J e os subconjuntos de R?*: Q, Q/ e L7 (j € J), como na Secao 3.1
(ver Figura 3.1), definiremos uma aplicacdo de Poincaré para cada um dos subsistemas,
inclusive nas linhas de descontinuidade do sistema nao linear e, entao, construiremos uma

aplicacao Retorno através da composicao das aplicagoes de Poincaré.

A partir de agora vamos trabalhar com um sistema planar nao linear suave por

partes da forma

(&,9)" = F(z,y, p), (3.14)
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com (z,y) € Qe pu € M e onde a funcao F = (Fy, Fy)T é definida como na Segao 3.1.
E também assumiremos que as hipéteses H; - H 4 estejam satisfeitas.

Andronov et al. em ([1], Secao 8), fazem um estudo detalhado do comportamento
do fluxo de um sistema nao linear préximo da origem e segundo [37], essas propriedades
podem ser aplicadas em cada subsistema suave de (3.14), para pontos préximos da origem,

e permitir que a aplicacao de Poincaré seja definida em L7, para cada j € J.

A aplicacdo de Poincaré para os subsistemas de (3.14) serd definida em fungao
da coordenada-y. Também definiremos a aplicagao Periodo correspondente. Com essas
aplicagoes expressas, enunciaremos algumas de suas caracteristicas para entao definir a

aplicagdo Retorno para (3.14).
Denotaremos por W/ (z,y, i, t), j € J, a solugao fluxo de cada subsistema em 7.

Vamos, primeiramente, analisar o comportamento da solu¢ao do subsistema de

(3.14) em Q! para entao definirmos a aplicagao de Poincaré para esse subsistema.

Lembrando que €2 é um disco centrado na origem e com raio r > 0, de acordo com
([1], Secdo 8, Lema 3), existe uma constante positiva 67, com 0 < 67 < r, e uma constante

também positiva 77 tal que, se

O<y<d,peMeO<t<tl

entdao o fluxo W!(0,y, u, t) pertence a Q.

Correspondente & constante 67 fica definida uma funcio tempo 77 : (0,060) x M —

R*.

Também por ([1], Secio 8, Lema 3), o fluxo W!(0,y, u, t) cruzard a linha L'V, e isso

acontece quando t = T (y, 1); além disso, enquanto 0 < t < T (y, u1) esse fluxo permanece

no interior de Q.

Agora que conhecemos o comportamento do fluxo do subsistema que esta definido
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em Q, podemos definir, nessa regido, a aplicacao de Poincaré P’ (y, u) : (0,07)x M — R*.

P! serd a coordenada-r do ponto de intersecao de W!(0,y, u,t) com a linha L'V ou seja,

Py, ) = el W' (0,5, 1, T' (y, 1)),
onde e; = (1,0)7.

Da mesma forma que analisamos o comportamento do fluxo do subsistema de (3.14)

que esta definido em !, podemos fazer o mesmo para os outros subsistemas e também

definir a aplicagao de Poincaré e Periodo para cada um deles.

Logo,

P (=6 0) x M — RY,
P (=T 0y x M —R™ e
PV 0,6y x M — R,
onde §IHLIV () existem ([1], Secdo 8, Lema 3).
E, respectivamente,
TH . (=6",0) x M — R,

THI . (=61 0)x M - R™ e
™ (0,6™)x M — R,

Seja, agora, 0 < § < min{d!, 6, 5111 61V} e considere |y| < §. Entao, podemos

definir a aplicacao de Poincaré como a seguir.

Definicdo 3.8. A aplicacdo de Poincaré P?, j € J, para y # 0 ¢ dada por
Py, 1) = e W (0, Ky, 1, T (y, 1)), (3.15)
onde s/ =1sej=II1Ilex’=—1sej=1II1V.
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Assim como na secao anterior, vamos estender as funcoes P’ e TV, j € J, para

y = 0. Entao, faca

e

Pi0, ) =0, TI(0, 1) =T () = (3.16)

37

S

)

Essas extensoes vao garantir que as aplicagoes Retorno e Periodo do sistema (3.14),

definidas mais adiante, sejam continuas em uma vizinhancga da origem.

Observagao 3.9. Se em (3.3) o termo nao linear é identicamente nulo, temos o caso da

secao anterior e, entdo, pj(y, u) = Pi(y, 1), bem como, Tj(y,,u) =TI(y, ), para j € J.

Lembrando que Pi(y, 1) e T7(y, j1) estao definidas para valores positivos de y se
g = I, IV e para valores negativos de y se j = [1,II] e que para y = 0 sao dadas por
(3.16), apresentamos o seguinte lema para, mais tarde, caracterizarmos a aplicacdo Re-

torno.
Lema 3.10. Suponha que as hipoteses Hy - Hj estejam satisfeitas. Entao,

1. As fungées PPV (y, 1) e THV (y, 1) sdo continuas para 0 <y < 6 e p € M. E as

fungoes P (y 1) e T (y, 1) sdo continuas para —5 <y <0 ep € M.

2. A medida em que y — 07, os limites laterais a direita das derivadas EI’IV e TiI’IV
para i =1y, [, Y, 1y existem, e mais, J-:’JAIV = 15;?;”/ para 0 <y < 4.
3. A medida em que y — 07, os limites laterais a esquerda das derivadas ~iH’HI e

SITIIT , , B >
T; para i =y, p, yu, py existem, e mais, PO = PILYT para —5 <y <0.

Demonstragao: Esse lema segue diretamente do fato do fluxo W/ (z,y, u,t), j € J, de-

pender suavemente dos dados iniciais (z,y, p) [22, 37, 40].
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Observacao 3.11. Os limites laterais a direita citados no item 2. do lema acima deno-

taremos por:
lim P (y, ) = BYY(O0F, ) e tim TV (y, ) o= TP (0, )
y—0 y—0t

e os limites laterais a esquerda citados no item 3. do mesmo lema denotaremos por:

lim piILIII(y,,M) — é]l,[[[(ofhu) e lim TZII III(y,,u) — TII,III(Of’M).

y—0~ y—0~ !

Todas as consideracoes sobre as aplicacoes de Poincaré e Periodo que precisavamos
para esta secao, ja foram feitas. A partir daqui, podemos definir entao a aplicagao Retorno,
a qual nos auxiliara a chegar no principal resultado deste capitulo, como mencionado no

inicio da secao.

Definimos a aplicacao Retorno do sistema (3.14), P : (=6,0) x M — R, para um

valor apropriado de §, como

PI(PUL(PIYV(PI(y, p), 1), ), 1), y >0,
P(y,p) = 0, y=0, (3.17)

PIYV(PI(PH (P (y, 1), 1), 1), 1), y < 0.

E a sua correspondente aplicacao Perfodo T7 (=6,6) x M — R por

T'(y, 1)

+TV (T (y, ), 1)

HTH(TIV(T (y, 1), 1), 1)
+TH(TH TV (T (y, 1), 1), 1), 1),y > 0,

T(y,pm) = { T(y,m), y =0, (3.18)

711y, 1)

FTH(T Ty, 1) )
+TI(TII(TIII(:IZ ) ) )

| ATV (T (T (y, 1), 1), ), 1),y < 0.
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Através do Lema 3.10, que caracteriza as aplicacoes de Poincaré e suas derivadas

parcias, podemos enunciar o préximo lema.
Lema 3.12. Suponha que as hipoteses Hy - Hj estejam satisfeitas. Entao,

1. A aplicagao Periodo T(y, W) € continua para —6 <y < 4§ e p € M.
2. A aplicacdo Retorno P Jjunto com suas derivadas P, i= Y, 1y Y, by € continua e
satisfaz pyu = ~uy para —6 <y <9 e € M.

3. Para y = 0 temos,

Z—Z“””) =0e¢ 8—P(0,u) = exp(B(n)). (3.19)

dy

Demonstracao: Uma demonstracao similar pode ser encontrada em ([40], Segao 4).

OJ

Observagao 3.13. Se calcularmos os limites laterais T;(07, 1) e T;(0~, p) para i = y, s,

esses limites sio diferentes de T(0, ;1) = T'(i). Logo, a aplicacdo Periodo T', no caso de

um sistema planar nao linear, nao é diferencidvel em y = 0.

3.4 Bifurcacao de Hopf generalizada para um canto

simples

A existéncia de érbitas periédicas bifurcando da solucao estacionaria em um sistema
dindmico planar suave por partes é o fenomeno interpretado como bifurcacao de Hopf

generalizada [40].

Queremos estudar, nesta secao, o surgimento da bifurcacao de Hopf generalizada no
canto simples do sistema (3.14). Entao, apresentaremos o teorema que garante a existéncia

de uma familia continua de érbitas periddicas que bifurca da origem desse sistema.
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A idéia usada é similar a do Teorema 3.1: a procura por pontos fixos nao triviais

da aplicagao Retorno P pois, procurando por esses pontos fixos, chegaremos na existéncia

das érbitas periddicas bifurcando do sistema.

Vamos introduzir entdo, uma nova funco a partir de P que chamaremos de funcao
distancia
Vy,n) == Py, ) — .
Nosso objetivo é estudar os zeros dessa funcao pois, com isso, estamos estudando

os pontos fixos de P.

O seguinte resultado é proposto em [37], bem como sua demonstragao.

Teorema 3.2. Assuma as hipoteses H-H 4. Para p = 0, bifurca uma familia continua de
6rbitas periddicas da origem do sistema (3.14), isto é, existe uma constante d, e um fungao
continua unicamente determinada p*(y) : (—0d.,0,) — R satisfazendo p*(0) = 0 tal que
para cada y € (—0,,0,) existe uma 6rbita periddica v*(y) do sistema (3.14) passando por
(0,y) para o pardmetro u = p*(y) com periodo T(y, u*(y)). A funcio T(y, ) é continua
e satisfaz

s us

2
+ ﬁIII(O) BI

7(0,0) :=

+

510) T () (3.20)

Além disso, nao existe nenhuma outra 6rbita periédica do sistema (3.14) localmente pré-

ximadez=y=0e pu=0.

Demonstracao: 1* Etapa:

Primeiramente vamos demonstrar a existéncia de uma familia continua de érbitas

paeriodicas bifurcando da origem.

Considere a funcio V : (—4,8) x M — R (& como na secdo anterior) definida por

- Lov
V(y, :/—5, ds.
(y, 1) i 8y(yu)
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que é equivalente a V (y, 1), com excegao para a solugao trivial y = 0 [37, 40].

Pelo Lema 3.12 temos que a funcdo V(y, ) e sua derivada parcial f/u(y,,u) sa0

continuas para |y| < 0 e 4 € M. Vamos encontrar V' (0, ) e V,,(0, u), pois precisaremos

de suas expressoes. Temos que

oV oP
e 2 -1
3y (y, 1) o (y, ) — 1,

e para o ponto (sy, i), s fixo, obtemos

oV oP
had el 1.
a5 (sy, 1) a5 (sy, 1)

Entao,

op L op
a—y(syv M) - 1] ds = a—y(synu)ds -1

v(y,m:/;

Logo, para y = 0, temos

0

- Lop
V (0, :/—0, ds — 1.
(0, 1) i 8y( 1)

Por fim, usando o item 3. do Lema 3.12, obtemos

Vo) = [ eap(Bas—1

= s-exp(B(w)lp — 1

— cap(B(n)) ~ 1

Portanto,

V(0,p) = exp(B(n)) — 1 (3.21)
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Dai, temos

V(0 ) = B'(p)exp(B(p)), (3.22)

Note que, de acordo com a hipdtese H 4, a equagao (3.21) nos fornece

V(0,0) = exp(B(0)) — 1 = 0.

E, a partir de (3.22), temos

V,(0,0) #0.

Logo, pelo teorema da fungao implicita [9], existem vizinhangas (—d.,d,) de y = 0,
0 <0, <0,e(—€€) C Mdep =0, euma unica fungdo p* : (—0d.,0,) — (—¢,¢€),
continua, tal que p*(0) = 0 e V(y,u*(y)) = 0 para todo y € (—0,,d,). Portanto, para
cada y € (—0%,6*) existe um tnico p*(y) € (—¢ €) tal que P(y, u*(y)) = y, ou seja,
o teorema da funcao implicita garante a existéncia e unicidade de solu¢ao nao trivial

préxima de (y, 1) = (0,0) para a equacdo P(y, ju) = v.

Portanto, como os pontos fixos nao triviais da aplicagao Retorno correpondem a
6rbitas periddicas do sistema (3.14), concluimos que, para cada y € (—d., d,) existe uma
6rbita periddica dependendo de y, v*(y), de (3.14) passando pelo ponto (0, y) (a primeira

coordenada é referente a coordenada z) para o parametro p*(y) = p.

Sendo T o perfodo correspondente & P, temos que o periodo de cada érbita v (y)

¢ dado por f(y,fy*(y)). Pelo Lema 3.12, temos que 7 é uma funcio continua para y €
(—04,04) e p*(y) € M; e, por (3.20), também temos

s us s

70) A0 )

7(0,0) = T(0) =

2¢ Etapa:
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Capitulo 3. Bifurcacao de Hopf generalizada para um sistema planar suave por partes

Agora, vamos demonstrar que nao existe nenhuma outra érbita periédica de (3.14)

proximade x =y =0e pu = 0.
. oP ~
Usando a segunda equagao de (3.19), 8—(0,,u) = exp(B(p)), e o fato de P, ser
Y

continua para —0 < y < §d e p € M (Lema 3.12), temos que em uma vizinhanga U :=

OP
(0., 0% x (—¢,¢), 8—(y,,u) > 0 para |y| < . e p € (—€,€), ou seja, para algum
Y

1 € (—e, €) dado, a funcdo P(y, ju) é estritamente monétona em y € [—6,, 8,].

Vamos supor por contradigdo que exista um parametro py € (—¢,€) para o qual
o sistema (3.14) possua, além da drbita peridédica bifurcando, uma érbita periédica em

(6., 6.]2.

De acordo com ([1], Segao 8, Lema 4), essa 6rbita periédica nao pode permanecer
inteiramente no interior de algum quadrante ja que ela cruza todos os semi-eixos. Entao,
sem perda de generalidade, vamos assumir que ela cruza primeiro o semi-eixo-y positivo
em (0,v0), yo > 0. Entao, os préximos quatro pontos de intersecao da érbita periédica

com cada semi-eixo serdao da forma: (z1,0), com z; > 0, (0,y2), com y, < 0, (x3,0), com

25 < 0 e (0, P(yo, o)), com P(yo, o) > 0.

Se f’(yo, to) = Yo, pela unicidade local da 6rbita periddica dada e pela 1* Etapa
da demonstragao, temos que g = i«(yo) e, entdo, essa érbita periédica coincide com a

6rbita v*(yo).

Se P(yo, 110) # 4o, pelo fato de P(-, j1o) ser mondtona, temos que a n-ésima aplicacéo

de P em (yo, j1o) seréd diferente de o, isto é, P™(yo, pto) # 9o para todo n > 1. O que é

um absurdo, pois esse fato contraria a periodicidade da érbita dada.

O

A direcao em que ocorre a bifurcacao no caso de suavidade é determinada pela

forma da fungao pu = p*(y), que é dada em termos de derivadas de ordem superior [31].
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Mas, como no caso de nao suavidade a funcao u* é somente continua (ver Teo-
rema 3.2), ndo conseguimos determinar tal diregdo da mesma maneira. Em alguns casos

podemos obter a estabilidade unilateral da orbita periddica bifuncando.

Por exemplo, segundo [37], a propriedade de establidade da solugao estacionaria do
sistema (3.14) e a unicidade apresentada no Teorema 3.2 garantem que a 6rbita periddica
bifurcando que passa por (0,y, 1) é assintoticamente estavel no interior (da regiao delim-

itada pela 6rbita periédica) se B(u) > 0 e instavel se B(u) < 0.

Qunto a estabilidade da solugao estaciondria, em [25] existem resultados que nos
permitem estender as propriedades sobre estabilidade da solucao estacionaria do sistema
(3.1), citados no final da Segao 3.2, para a solugao estaciondria do sistema (3.14) sob
certas condigoes dos préprios sistemas tais como continuidade e homogeneidade, bem

como sob certas condigoes das solucoes dos sistemas.

Entre outros resultados, Lasota e Strauss em ([25], Se¢ao 4) provam que se a origem
(solugao estaciondria) de um sistema linear com determinadas caracteristicas é um atrator,
além dela ser exponencialmente estavel para esse sistema, ela sera localmente exponen-

cialmente estdvel (assintoticamente estdvel) para um certo sistema nao linear.

3.5 Extensao para o canto geral

Para esta secao, temos a extensao dos resultados principais da secao anterior, mais
especificamente, do Teorema 3.2, para o caso do dominio contendo um canto qualquer.

Basearemos essa etapa basicamente nos resultados de [37].

Considere o dominio 2 como na Secao 3.1. Seja, agora, J = {1,2,...,n} o conjunto

de indices. Vamos supor que L7, com j € J, sejam as n linhas de descontinuidade no
dominio e que possuam um tnico ponto de intersegao, a origem. Ela serd o canto (geral)

no dominio, ver Figura 3.5.
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Note que essas n linhas de descontinuidade dividem o disco £ em n setores ¥,

RS j, e sejam w’ >0, j € J seus angulos respectivos, tais que: w! + ... +w" = 27.

y
o’ 2 Q
1
r ©
ml
0)1
> X
(03
o’ (O 1
L
Qn
L

Figura 3.5: Canto geral no dominio €.
Consideremos o sistema planar suave por partes da forma
(&,9)" = F(z,y, p) = (F(z,y, p), F3 (2,9, 1)), (3.23)

com (z,9)" € W, pe Meje J. Asfuncoes FI = (F/ FJ), j € J, descrevem o campo
de vetores de (3.23).

Vamos assumir nesta se¢ao também, hipdteses similares as da Secao 3.1 e 3.2.

A primeira hipétese garante que a descontinuidade do sistema (3.1) ocorre em L7,

para todoj € J:

H, As funcoes Fi(z,y,pn), j € J sdo CK- suaves, K > 2, para (x,y,pn) € Qx M.

Ja a segunda hipdtese assegura que a origem é a solugao estaciondria de (3.23):
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Capitulo 3. Bifurcacao de Hopf generalizada para um sistema planar suave por partes

H, Fi(0,0,u) =0, j € J para todo valor de p em M.

Assim como na Secao 3.1, a partir de H,eH,a fungao F7(z,y, i), para algum

j € J, tem a seguinte expansao de Taylor em (z,) = (0,0)

Fi(x,y, 1) = A (1) (z, 9)" + (g1 (2,9, 1), g3(x, y, )" (3.24)

onde A7(y) é uma matriz 2 x 2 e (¢, ¢3)”, o termo de ordem superior e nao linear, é
Ck-suave e satisfaz | g{Q\ = O(2® + y?) & medida em que (z,y) tende uniformemente a

(0,0), para p € M.

Para garantir que a matriz A7(u) tenha um par de autovalores complexos, o () &

i3 (n) (2 = —1), assumiremos:

H  Para cada j € J, a matriz A7(j1) estd na forma normal:

Aln) = { —ﬁj(u) o (1) ] ’ (3.25)

com (37(0) > 0.

Lembrando que H, implica que as solugoes de (3.23) cruzam as linhas de descon-

tinuidade no sentido horario a medida em que o tempo aumenta.

De maneira andloga a se¢ao anterior, podemos definir as n aplicagoes de Poincaré pi
em ) para todo j € J, bem como as aplicagoes Periodo correspondentes 11, J € J. Dai,
definimos a aplicacio Retorno P : (=0,0) x (—¢,¢) — R para o sistema (3.23) através
da composicao das n aplicagoes de Poincaré, e sua correspondente aplicacao Periodo
T: (—5 , 5) X (—€,¢) — R através da composigao das aplicagoes Periodo definidas para

cada um dos n subsistemas de (3.23).
Na definigao da aplicacao Retorno para (3.23) surge a func¢do bifurcagdao
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como haviamos visto na Secao 3.2.

E, a partir dessa funcao, assumiremos a quarta e ultima hipdtese:

A A

H, B(0)=0e B'(0) #0.

Agora, podemos enunciar a extensao do Teorema 3.2, o principal resultado do nosso

trabalho.

Teorema 3.3. Assuma as hip6teses H-H 4. Para p = 0, bifurca uma familia continua de
érbitas periédicas da origem do sistema (3.23), isto é, existe uma constante 5, e um funcao
continua unicamente determinada ji*(y) : (=d,,0,) — R satisfazendo i*(0) = 0 tal que
para cada y € (—0,,0,) existe uma érbita periédica 4*(y) do sistema (3.23) passando por
(0,y) para o pardmetro u = fi*(y) com periodo T'(y, i*(y)). A funcdo T(y, 1) é continua

e satisfaz

wl w2 n

. w
70,0) == ——+—=+..+—. 3.26

0= e e T o) 20
Além disso, nao existe nenhuma outra drbita periddica do sistema (3.23) localmente

proximade x =y =0e u = 0.

A demonstracao desse teorema é andloga a demonstragao do Teorema 3.2, os ar-

gumentos sao 0S8 Mesmos, por isso a omitiremos.

Por fim, como visto na segao anterior, a 6rbita periédica bifurcando 4*(y) é assin-

toticamente estavel na regido interna se B(u) > 0 e instavel se B(p) < 0. E como nosso
estudo se limita ao interior de €2, onde esta essa érbita, nao podemos tirar conclusoes so-
bre a estabilidade da érbita na regido externa a ela. Zou e Kiipper em [37], por exemplo,

usam experimentos numéricos para verificar a estabilidade da 6rbita na regiao externa.
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Faremos, na proxima secao, a aplicagao desse teorema a equacao do modelo da
fonacao para o caso em que o sistema de equacoes diferenciais correspondente é suave por

partes.

3.6 Modelo suave por partes da oscilacao das pregas

vocais

Esta secao foi baseada em informagoes de [28, 30].

Vamos trabalhar agora, com o modelo da fonacao suave por partes, ou seja, o
modelo é um sistema dinamico suave por partes. Nesse sistema, o retrato de fase é
dividido em duas regides nas quais o campo de vetores do sistema é suave [13]. J4 na
fronteira entre essas duas regides o campo de vetores nao é suave (é continuo mas nao é

diferencidvel) [30].

Usamos o mesmo modelo da Secao 2.4. Entretanto, segundo pesquisas recentes
sobre a aerodinamica da fonagao [34], a pressao de ar na glote assume expressoes diferentes

segundo o canal formado pela glote seja convergente (a; > as) ou divergente (a; < as).
Quando a glote toma uma forma convergente, isto é, a; > as, temos
2L(xg +x +78) > 2L(xg +x — 72) © T > —T& < & > 0, (3.27)

o que significa que as pregas vocais (opostas) movem-se para longe uma da outra. E,

nesse caso, a pressao glotal ¢ dada por

P, = P, <1—%>
a1

2PLT.jI
To+ T +TE

(3.28)

com a; = 2L(zg + x + 7&) > 0.
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Como P, > 0, ela age impulsionando as pregas vocais para longe uma da outra.

J& no caso em que a glote toma uma forma divergente, isto é, a; < as, temos que
2 < 0. Nesse caso, as pregas vocais opostas movem-se para perto uma da outra, fechando
a glote. E nessa situacao, devido a expansao da area da glote, o fluxo de ar forma um
jato que se separa das paredes da glote. Devido a essa separacao, acontecem vortices e
outros fenomenos de turbuléncia na saida da glote. A pressao de ar na glote, nesse caso,

pode ser aproximada por P, = 0.

Logo, sendo o movimento das pregas vocais no processo da fonacao modelado pela
equacao

M3i + B(1+n2*)i + Kz = P,

temos o seguinte modelo suave por partes

QPLT.jI P >0
Mi+Bl+n?)i+Ke = { zotat+ra o~ 50 . (3.29)
0, se =<0

Para © > 0, de acordo com a Secao 2.4, temos o seguinte sistema de equacoes

diferenciais para (3.29)

{ u o= v
o 1 2 _ v y (330)
v a(l+ Bu?)v u+—(1+u—|—pv)

com 1+u+ pv > 0.

E para & < 0, fazendo o processo analogo ao da Secao 2.3, obtemos

u’ v
{ Vo= —u—av—afuv (3.31)

x , . .
Lembremos que © = — e que v = u’. Logo u esta diretamente relacionado a x e v,
Lo

diretamente relacionado a z.
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De acordo com os sistemas (3.30) e (3.31), vemos que os dois subsistema de (3.29)

sao suaves em seus dominios.

Mais que isso, se fizermos o limite lateral a direita do modelo (3.29), quando &
tende a zero, obtemos que ele é continuo em & = 0 ou, equivalentemente, v = 0. Mas nao

¢é diferencidvel.

Logo, (3.29) satisfaz a hipdtese H, e a sua linha de descontinuidade acontece em

v=0.

Entao, nesse caso, a origem (u,v) = (0,0) serd considerada o canto do sistema.

Note ainda, por (3.30) e (3.31), que (u,v) = (0,0) é a solucdo estaciondria do

sistema (3.29). Logo, (3.29) satisfaz a segunda hipStese Ho.

Como o interesse de nossa andlise estd em uma vizinhanca da solugao estacionéria
do sistema, as hipoteses H3 e H 4 serao verificadas para essa solucao. Lembrando que o
estudo do comportamento qualitativo do sistema nao linear (3.29) nessa vizinhanca pode

ser feito através de um sistema linear (Teorema de Grobmann-Hartman, [21]).

Vamos considerar essa vizinhanca como sendo 2, o disco aberto de raio r e centrado

na origem de (3.29), e M um intervalo contendo zero.

Como vimos no final do Capitulo 2, a matriz Jacobiana J*(u,v,7) do subsistema

(3.30) em (0,0, ) é dada por

T = {—01 —a1+7 ]

Mas, para esse modelo, o parametro de controle considerado é yu = v—2a (adequado
ao modelo para que o valor de bifurcagao deja u = 0). Com isso, fazendo v = u + 2«

obtemos

THO ) = {—01 a—lm}'
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J& a matriz Jacobiana J?(u,v,v) do subsistema (3.31) em (0,0, 1) é dada por

J2(0,1) = [_01 L }

—

Para verificarmos a hipdtese H 3, basta confirmarmos que a matriz Jacobiana de
cada subsistema possui um par de autovalores complexos, ao invés de transforma-las para

a forma normal.

Para J1(0, i), baseando no que jé foi calculado no Capitulo 2, temos

(at+p)Ev(latp?—4

M(p) = 5

J& os autovalores de J?(0,7), sdo obtidos através de sua equacio caracteristica

(N (1))* + aX*(p) + 1 =0,

Dai,

—at++va?2 -4
5 )

N(u) =

Para que eles sejam complexos, temos que as condigoes —2 < o < 2e —2 < a+pu <
2 devem ser satisfeitas. Mas o valor de a deve ser positivo, pois ele esta relacionado
diretamente com o valor do coeficiente de amortecimento B do modelo, ver Capitulo 2,

entao a primeira condicao fica reduzida a 0 < o < 2.

Uma outra condicao de H3 que tem que ser satisfeita 6 BH0) > 0 e 3%(0) > 0.

Entao, vamos considerar

A () = (a+p) + 2(oz+u)2—4: (a+p)+i 24—(a+u)2

—Oz+\/a2—4_ —a+1v4—a?

N(u) = 5 5
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Logo, desde que 0 < @ < 2 e —2 < a+ pu < 2, a matriz Jacobiana de cada

subsistema aplicada na origem, possui um autovalor complexo tal que a parte imaginéria

aplicada em p = 0 é positiva. O que equivale a satisfazer a hipdtese H ;. Lembrando que
¢é esta hipotese que implica que as solugoes do sistema cruzam a linha de descontinuidade

no sentido horario a medida em que o tempo cresce.

Por fim, verificaremos a quarta hipdtese em uma vizinhanca de (u,v) = (0, 0):

~ A

B(0) =0, B'(0) # 0,

Lembrando que

(a4 p)+i/4—(a+ p)?
2

M(p) =a'(p)+i B (n) =

—a+ivV4—a?

N () = () +1i B2 (p) = 5

Como a linha de descontinuidade de (3.29) é v = 0, ela divide © em dois setores,
O e Q2. com angulos w! = w? = 7. Entao, temos que a funcao bifurcacio, para esse caso,

é dada por

wul
E
I
3
N
Q»—A
=
+
o
—~
E
N———

(3.32)

A partir dai, obtemos

B = (o ) (333

= (a+a)7 " U=t 0P

Vamos verificar, primeiramente, se B(0) = 0.
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Fazendo = 0 em (3.32), temos

. _ at(0)  a*(0)
BO) = <51<0)+52<0>)

< a a ) 0
= T — = .
Vi—a?2 VA —a?
Portanto,

B(0) = 0. (3.34)

Por fim, vamos verificar se B'(0) # 0.

Fazendo 1 = 0 em (3.33), obtemos

B(0) = = ((4 - iﬂ)l/? e —a;)?’”)

()
4dm

Logo, concluimos que

B'(0) # 0. (3.35)

Entao, para o parametro de controle p = v — 2, a partir de (3.34) e (3.35), vemos

que a quarta e tultima hipotese H , também é satisfeita para o modelo suave por partes

(3.29).

Logo, desde que 0 < a < 2 e —2 < a + p < 2 as hipdteses H, - H, sio satisfeitas

pelo sistema (3.29) com parametro de controle p = v — 2a.
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Entao, de acordo com o Teorema 3.3, para o valor de parametro p = 0 bifurca uma
familia continua de érbitas periddicas da solucdo estaciondria (u,v) = (0,0), ou equi-
valentemente, (&, x) = (0,0), para o sistema (3.29); isto é, existe uma constante positiva
6 e uma funcdo continua fi* : (—0*,6*) — R unicamente determinada, tal que p(0) = 0
e mais, para cada u € (—0*, %) existe uma drbita peridédica 4*(u) do sistema (3.29) para
= fi*(u) passando pelo ponto (u, 0) e com um perfodo T'(u, ji*(u)). A funcéo T'(u, ji*(u))

é continua e satisfaz

0.0 = 55 * 70
N \/4—a2/2+\/4—a2/2
4

Vi —a?

Além disso, também pelo Teorema 3.3, temos que nao existe nenhuma outra érbita
periédica do sistema (3.29) localmente préoxima de (u,v) = (0,0) (ou (&,x) = (0,0)) e
nw=0.

Ainda podemos fazer outra conclusao, a érbita periddica bifurcando 4*(u) é assinto-

ticamente estavel na regiao interna se B(y) > 0 e instavel se B(u) < 0. Observemos

novamente a expressao da func¢ao bifurcacao

A B o+ [ B «Q
B<“)‘”<¢4_<_a_u)2 m)

Para que B (1) > 0 seja satisfeita, precisamos que a seguinte desigualdade acontega

o+ [ e}

Vi-Ca—pr Vi-a

ou seja,
w20 + ) > 0. (3.36)
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Entao, para que a érbita periddica bifurcando 4*(u) seja assintoticamente estavel na
regiao interna, a desigualdade (3.36) tem que ser satisfeita. Caso contrario, —2a < pu < 0,

4*(u) é instavel nessa regiao.

Portanto, para o modelo suave por partes do movimento das pregas vocais no
processo da fonacao (3.29), existe uma bifurcacao de Hopf generalizada emanada do canto
do sistema suave por partes correspondente em v = 2a (1 = 0). Note que esse valor é
o dobro do obtido para o sistema suave apresentado no Capitulo 2. Tal resultado ¢
natural, considerando que a pressao da glote (ver (3.28)) s6 atua na metade de cada ciclo
da vibracao, no modelo suave por partes (3.29). Na outra metade, a pressao é zero. E isso
fornece uma validacao dos resultados tedricos calculados, pois fazem sentido do ponto de

vista fisioldgico.
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Conclusao

Estudamos analiticamente a bifurcacao de Hopf para um sistema suave e, mais
detalhadamente, a bifurcagao de Hopf generalizada para um canto de um sistema suave

por partes especifico.

Para o sistema planar suave dependente de um parametro p da forma

)

{53 = px—y+p(z,y)
y = c+puy+q(z,y)

com p(z,y) e q(z,y) fungdes analiticas, enunciamos o nimero de Liapunov e, se ele for
diferente de zero, vimos que existe uma bifurcacao de Hopf no ponto de equilibrio do
sistema para o valor de bifurcacdo do parametro p = 0. Além disso, vimos que para
determinado valor de p, o sistema apresenta um ciclo limite e que sua estabilidade também

pode ser determinada.

Entao, aplicamos esses resultados na equagao que modela a oscilagao das pregas

vocais na produgao da voz apresentada por [28].

2PL7'I"

Mi+ B(1+n2*)i+ Ko = —————,
To+2xT+TX

onde xy + z + 71 > 0, para ilustrar tal fenomeno de bifurcacao, usando sempre valores de

parametro caracteristicos de um adulto.
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Para um sistema planar nao linear suave por partes da forma
(&,9)" = F/(x,y, 1) = (F{ (z,y, ), Fi (w9, 1)),

com (z,y)" € Y, pe Mej e J, onde as funcdes F7 = (F/, FJ), j € J, descrevem o
campo de vetores do sistema, fizemos um estudo na vizinhanga da origem e, submetendo-o
a quatro hipdteses basicas H, - H,, concluimos que ele possui uma bifurcagao de Hopf
generalizada no canto do dominio considerado para o valor de bifurcacao do parametro
w=0.

Como o nosso estudo foi feito em uma vizinhanca da origem, sé conseguimos tirar
conclusoes sobre a estabilidade das 6rbitas peridédicas na parte interna da regiao delimitada
por elas através da funcao bifurcagao B(u), ficando a andlise da estabilidade na regiao

externa sujeita a métodos geométricos.

Por fim, estudando a equacao que modela a oscilagao das pregas vocais no processo

da fonacao

2PLTj7 .
—, se x>0
Mi+ B(1+n2?)i+ Ko = { Tot2+7e ,
0, se =<0

que corresponde a um sistema suave por partes, verificamos que, sob certas condigoes,
ela satisfaz as quatro hipdteses basicas H, - H, e entao, concluimos que possui uma
bifurcacao de Hopf generalizada no canto do dominio para o valor de bifurcacao u =
v —2a =0.

Além disso, se a condi¢do (2« + pu) > 0 for satisfeita, a funcdo bifurcacao é
positiva, B (1) > 0, o que implica que a érbita periddica bifucando é assintoticamente

estavel na regido interna. Caso contrdrio (—2a < u < 0), temos B(u) < 0 e, entdo, a

orbita periddica bifucando é instavel nessa regiao.

Alertamos que o ultimo sistema trabalhado submetido as hipdteses H,-H, rep-

resenta, na verdade, uma classe especifica de sistemas suaves por partes que incluem

63



Conclusao

fenomenos especiais de bifurcacao e que apresentam resultados interessantes de serem

estudados. Mas nao podemos utilizd-lo como um sistema geral a ser analisado.
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