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”Those who are not shocked when they first come
across quantum theory cannot possibly have understood it.”

Niels Bohr

“I think I can safely say that nobody understands quantum mechanics.”
“In order to progress we must recognize our ignorance and leave room for doubt.”

Richard Feynman
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Resumo

Neste trabalho € apresentado uma extensao do artigo publicado por Cheng (1972) para estudar
casos em que a Lagrangeana do sistema possua também um termo relativo a energia potencial,
que se apresente como uma funcdo além do espaco de configuracdes também da velocidade.
Através do método de quantizacdo de integrais de trajetorias proposto por Feynman (1948) é
obtido uma aproximacdo para a equacio de Schrodinger que difere da usual, como ja reportado
também por DeWitt (1957) e Santamato (1984) porque além de apresentar um termo adicional
proporcional a curvatura do espago ou devido a restricdes impostas ao sistema relacionadas
a energia cinética, hd outros correspondentes ao potencial. Uma aproximacdo da equagdo
de Schrodinger obtida é aplicada a um sistema que tenha energia potencial dependente da

velocidade por possuir um momento magnético.

Palavras-chave: Curvatura. Integrais de Feynman. Equacdo de Schrodinger. Lagrangeanas

com potenciais dependentes da velocidade.



Abstract

The present work presents an extension for the paper proposed by Cheng (1972) to study cases
in which the Lagrangean of the system has also a term related to the potential energy that
is expressed as a function of the configuration space and also velocity. Through Feynman’s
path integral quantization method (1948) we obtain an approximation for the Schrddinger
equation that differs from the usual one as previously reported also by DeWitt (1957) and
Santamato (1884) for besides having an additional term being proportional to the curvature
of the coordinate space or due to the constraints imposed to the system related to the kinetic
energy, it has now others corresponding to the potential. An approximation of the Schrodinger
equation obtained is applied to a system that depends upon velocity due to the presence of a

magnetic moment.

Keywords: Curvature. Path integrals. Schrodinger Equation. Lagrangean for Velocity dependent

potential.
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1 Introducao

Muito j4 foi feito para reconhecer que efeitos quanticos podem ser relacionados a estrutura
métrica do espaco [1]], uma forma de buscar cada vez mais conexdes entre Quantica e Gravitagdo.
Um dos pioneiros nessa drea € o trabalho de DeWitt [2], que foi direcionado a estender a Teoria
Quantica ao ambito da relatividade geral, o qual mostrou que a equacdo de Schrodinger para um
sistema dinamico geral difere da equacgdo usual, no sentido de que existe um termo adicional que é
proporcional a curvatura do espago, imposta pela descricdo métrica da energia cinética e, assim, a
energia de todo o sistema deve ser alterado para casos onde a curvatura nao for nula.

Essa drea de estudo que involve curvatura se tornou muito vasta em um curto periodo porque
¢ capaz de abordar assuntos que vao da Fisica de Particulas [3] até temas de Cosmologia [4],
engoblando também a Teoria de Campos [5]], casos que t€m como base os principios relativisticos.
Apesar de ndo fazer as mesmas consideragdes das dreas citadas, ainda € possivel dar inicio a uma
discussdo sobre mecanica Quantica que apresente a inclusdo de um termo de curvatura, como serd
mostrado.

Pode ser argumentado que para muitos casos o termo referente a curvatura gerard uma contribui-
cdo muito pequena no valor da energia e ser vidvel apenas para casos muito particulares. No
entanto, este termo adicional também pode ser proveniente de uma restrigdo imposta, como por
exemplo, uma particula cujo movimento esté restrito a uma certa superficie ou curva [6], podendo
ser significativo em relacdo a mudanca da energia, ressaltando os efeitos topoldgicos ao qual o
sistema pode ser condicionado.

Este trabalho apresentard uma derivacao aproximada da equagdo de Schrodinger com o termo
adicional relativo a curvatura do espago cuja linha de raciocinio segue essencialmente a mesma
explorada por Cheng [7]] que, posteriormente, obteve 0 mesmo resultado reportado por Dewitt[2]
com uma metodologia diferente, a qual utilizou o método de quantizac@o de integrais de trajetoria
proposto por Feynman[§]].

Diferente dos casos reportados anteriormente, partiremos de uma Lagrangeana que inclui tam-
bém um termo referente a energia potencial que serd dependente das coordenadas espaciais e da
velocidade, visando uma aplicag¢do para uma particula dotada de um momento magnético.

Inicialmente faremos uma revisdo de conceitos essenciais que serdo requisitados ao longo
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do desenvolvimento do texto. Comecgaremos por um dos principios fundamentais da natureza:
O principio da minima acdo. Partiremos de uma formulagdo geral descrita por um problema
apresentado ao Célculo Variacional cujo contexto € dado pela existéncia da Lagrangeana como
guia da dindmica que o sistema devera seguir.

Este principio é de extrema importancia para a formulagcdo de integrais de trajetdria proposta
por Feynman porque, acima de tudo, uma das melhores consequéncias deste método € que ele nos
permitird fazer a introdug¢do de um correspondente cldssico ao sistema em estudo para descrever a
sua equivaléncia com a equacdo de Schrodinger. A formulagdo de Feynman traz uma intuicao de
trajetdrias mais palpdvel a intuicdo cldssica e ajuda a mostrar que para todo sistema Classico existird
um correspondente Quantico, o que € amplamente conhecido pelo principio da correspondéncia,
i.e., no limite da Mecénica Quantica a Mecanica Classica € recuperada.

Dada a devida relevancia ao principio da minima acao, faz-se uma breve citacdo ao experimento
de fenda dupla para que a ideia e importancia de trajetoria neste sistema seja imposta para dar
a motivagdo para a descricdo da formulacdo de Feynman. Uma vez estabelecida, mostra-se a
equivaléncia da teoria mais usual da Mecanica Quéntica representada pela formulagdo de Schrodin-
ger com esta proposta alternativa que apresenta uma maior intui¢ao cldssica, mostrando assim que
ambas sdo apenas formulacdes distintas de um mesmo problema.

A abordagem matemadtica a este tipo de problema € realizada através de ferramentas da geometria
diferencial. Neste contexto, um capitulo dedicado a geometria diferencial é apresentado tendo o
objetivo de introduzir brevemente os mais simples objetos e notagdes que serdo utilizados para a
deducdo utilizada por Cheng [[/] e que serd o ponto de partida da mesma explorada aqui. Serd
mostrado o seu contexto com as equagdes de movimento de uma particula e como a métrica
pode ser encorporada na descricdo de sua energia cinética, a qual compde o primeiro termo da
Lagrangeana utilizada e, assim, podendo ser identificada a origem do termo adicional referente a
curvatura na equacao usual de Schrodinger ou também que pode ser encontrado se sobre o sistema
estiver imposto alguma restri¢ao [6].

No capitulo[d] dd-se inicio essencialmente a mesma proposta abordada no artigo de Cheng [[7],
no entanto agora existe uma diferenca pois iremos comegar com a adi¢do de uma Lagrangeana
que possua também uma contribuicdo devido a energia potencial como fun¢do das coordenadas

espaciais e velocidade. Aborda-se a situacdo original proveniente apenas da energia cinética,
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configurando o regime de particula livre, para mostrar como € o protocolo para se obter outros
termos que aparecem devido a expansdo considerada, mas, como parte principal deste trabalho,
busca-se em seguida demonstrar a contribui¢do do termo relativo ao potencial para formalizar a
equacdo de Schrodinger, dessa vez acrescida do termo referente a curvatura do espago para sistemas
influenciados por um potencial do tipo que foi escolhido.

Uma situagdo em que o potencial pode ser também funcdo da velocidade € encontrado, por
exemplo, em sistemas que estao sobre a influéncia de campos magnéticos. Para abordar este regime
de uma melhor forma, um breve capitulo de fundamentacdo tedrica dedicado a Lagrangeanas
eletromagné- ticas que possuem potenciais vetores e escalares € introduzido na linha de raciocinio
para mostrar que a forma da Lagrangeana abordada pode ser contemplada por esta classe. Em
seguida, um capitulo para interagdes de dipolos € discutido para apresentar um contexo que possa
exemplificar um sistema o qual finalmente uma aplicacdo pode ser realizada.

Pela formulacdo de Feynman € possivel fazer a inser¢cdo de uma Lagrangeana puramente clas-
sica e descrever a sua equacdo de Schrodinger equivalente. Introduz-se, entdo, uma Lagrangeana
que considera uma interagdo de dipolo e se encaixa na classe da qual a presente formulacdo
contempla: Potenciais que dependam também da velocidade.

Visando mostrar a aplicabilidade da formulacio proposta acima, estudaremos a solu¢ao numé-
rica da parte radial da Equacdo de Schrodinger para o 4tomo de hidrogénio sob a a¢do de um
potencial dependente também da velocidade em razdo do termo de acoplamento do momento
magnético e compard-la ao caso convencional. Para que o seu tratamento seja factivel, levando
a uma discussdo dos resultados obtidos, algumas simplificagdes serdo necessdrias (para o caso
mais simples, consideraremos a situacdo em que o termo de curvatura seja nulo) a fim de obter uma
func¢ado de onda radial para o sistema via método Numerov e em seguida obter um valor de energia

eletrOnica total.
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2 Integrais de Feynman

2.1 Principio da minima a¢ad]

Em situagdes didrias, o ser humano pode estar sempre buscando a otimizacao de algum processo,
seja no deslocamento até um local desejado por meio do menor caminho, tempo, ou mesmo a
utilizacdo de recursos financeiros. Este fendmeno também estd implementado na natureza pelas
leis que ela segue. A ideia da natureza seguir o minimo de algum parametro pode ser datada muito
atrds na histéria com o problema de determinar a trajetéria feita pela reflexdo da luz por um espelho
que mais tarde foi formalizado por Fermat para mostrar que a luz se propagava com velocidades
diferentes em diferentes meios, como caso particular, a lei de Snell [10].

Para a descricao de trajetoria de uma particula em termos da Mecanica Newtoniana € necessario
explicitar a posi¢do e velocidade inicial em que a particula se encontra e quais as forgas estdo
atuando sobre ela. O principio da minima ac¢do tem uma interpretacdo diferente para o mesmo
problema: Invés de especificar o sistema por sua posi¢ao e velocidade (onde estas sdo as duas
constantes de integracdo necessdrias para resolver a equacao diferencial de segunda ordem apresentada
por Newton) define-se a posicdo inicial e final desejada e analiza-se os possiveis caminhos que
ligam estes pontos. O problema agora é descobrir qual dos possiveis caminhos o sistema ird
seguir. Podemos, por exemplo, construir uma funcao conhecida como ac¢ao e procurar minimizi-la
para obter as informacdes da dindmica desejada, i.e., estaremos a procura de qual das possiveis
trajétorias possui a menor agao.

Recorremos ao cdlculo variacional com a motivagdo de determinar a forma funcional y(x) tal

que sua integral, J, seja um extremo, i.€.,
J = /f{y(rEL Y (z); 2} dr. 2.1)

Note que o objeto f{...} é um funcional que depende da func@o y(z) e sua derivada y/(x) sendo
que essas varidveis dependentes estdo separadas da independente pelo ponto e virgula na notagao.

Perceba que os limites de integragdo (z1,y(x1)) e (22, y(z2)) determinam que suas extremidades

!Esta secdio segue essencialmente o desenvolvimento didético apresentado por [9] e onde a totalidade da segici
pode ser encontrada
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estdo fixas, sendo por exemplo a situacdo de inicio e fim de uma das possiveis trajetorias que podem
ser tomadas pelo sistema.

Podemos parametrizar a fungéo y(x) tal que sua representagio seja da forma y = y(«a, x), uma
vez que a funcdo y(z) possa ser recuperada ao tornarmos o = 0.

Introduzimos a parametrizacdo a seguir que ainda satisfaz a condicao anterior para o caso em
que se escolha a = 0,

y(o, x) = y(0,z) + an(z), (2.2)

dado que a fun¢do 7(x) possua primeira derivada continua e que esteja compreendida nos valores
n(x1) = n(xe) = 0 para que y(z) e sua forma paramétrica y(a, x) assumam os mesmos valores
nos seus extremos fixos.

Dentro da nova parametrizagio podemos reescrever (2.1)) como
T2
J(a) = / Fyla,2), (e, 2): 2} de 2.3)
1

em que a tarefa de achar um valor extremo para essa integral para a condicdo o = 0 é denotada por

ZIC) (2.4)
do a=0
Desenvolvendo a condi¢@o de extremo,
d.J d f
il =t [ o) iemyais —o, @5)
T1

invertendo a ordem de derivacgao e integracdo, i.e. ao passarmos o operador derivada para dentro da

integral chegamos a
xr2

dJ(e) [ (0f0y  Of oy
doa / (8y da dy’ Oa)dx’ 26)

x1
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pela parametrizacgao (2.2) vemos que

dy
o (z)

9 _ 99y
da Oadx’

2.7)

pelo teorema de Clairaut-Schwarz (derivadas mistas) e da derivada de y em relagdo a o (2.7) ,

oy 09y d

9adr - 0o %77@) ) (2.8)
inserindo essas derivadas de volta em (2.6), resulta em
Frofoy of oy / of of d
— =+ == |dr = - = dx . 2.
/ (8y oo * Jy' O v 8yn(x) + oy’ dxn<x) v 29

Para solucionar esta integral note que o segundo termo entre parénteses pode ser resolvido por

/udv =uv — /'Udu , (2.10)

meio de uma integracao por partes,

para tanto basta escolhermos:

U of jdu:i(ﬁ)dm‘

anl )83/’ dr \ Oy’ (2.11)
_ amr _
dv = In dx = v =mn(x) .
Assim, por (2.10) a integral (2.9) pode ser escrita como
[(of d of ™ 7oy
—— dr = == — —| == |d 2.12
/(&/dm (I)> T oy (=) /n(m)diﬂ (9y’) o @1

1 1

mas pelas condigdes iniciais de que os extremos sdo fixos, n(z1) = n(x2) = 0 e assim o primeiro

termo da equagdo anterior € nulo pela avaliacdo de 7(x) nos extremos.
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Evidenciando o termo 7(x), a equag@o (2.6) assume a forma

T2 T2

of of d B of d of
/(8_y (x)+8_g/% (x))dx—/(a—y—aa—y/)n(x)dx (2.13)

1 1

Para solucionar o problema inicial (2.4))

=0 (2.4)

temos que a equacdo (2.13)) deve ser satisfeita para qualquer escolha da fung@o 7(x) e ndo apenas
para a solucdo trivial de que esta fungdo seja nula, sendo assim temos a condi¢do de que o termo

entre parénteses deve ser nulo, i.e.,
- ———=0, (2.14)

obtemos assim a chamada equac¢do de Euler-Lagrange, em geral expressa também como

of d of

3_y = %(Ty’ . (2.15)

A funcdo encontrada é de fato um minino pois para a solu¢do encontrada, por exemplo, no
problema de descrever a distancia minima entre dois pontos num plano poderiamos sempre multipli-
car uma solucdo encontrada por uma fungdo oscilatdria e tornar o percurso cada vez mais longo.

Note que para obtencdo do principio da minima agdo € necessario apenas aplicar a equagao
de Euler-Lagrange ao funcional que define a acdo do sistema, que é dado pela integral da

Lagrangeana
S(a(t) = [ Liat).a0) dr. 2.16)

que se torna a forma familiar vdlida em qualquer sistema de coordenadas,

d (0L oL
(3%
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Essa trajetoria encontrada € muitas vezes chamada de trajetoria cldssica, ela descreve que para
uma particula numa posi¢ao ¢, para um instante ¢, at€é um ponto ¢, num instante posterior t;, 0
sistema seguird apenas uma trajetoria particular, a de menor agao!

2.1.1 Acao Classica de uma particula livre

Para o caso de uma particula livre a Lagrangeana apresenta apenas a contribui¢do da energia
L r . . .
cinética, que é expressa por L = émqg, onde a 2% Lei de Newton € recuperada por meio da equagdo

de Euler-Lagrange (2.17) e entdo a acdo cléssica, S, € dada por (2.16), resultando em

b
1
Sy = /équ dt

2
_m (@~ Ga /dt
2 \ty —ta (2.18)

2
m gy —{qa
= — ty — ta
2 (tb—ta) (t = ta)
m (g — ga)?
2ty — L,

2.2 Integrais de trajetoria

Possivelmente ndao ha experimento melhor para descrever as integrais de trajetorias de Feynman
[8]] [11] do que o experimento da fenda dupla de Young. Este experimento € um divisor de dguas
entre a Mecanica Classica e a Mecanica Quantica pois apresenta uma das diferencas fundamentais
entre elas, o que estd intimamente relacionado com o estudo de trajetorias.

Considere uma fonte de elétrons numa posicao inicial, com fluxo direcionado a um detector na
posicdo final. Entre o espaco delimitado pela fonte e o detector, existe um anteparo com apenas
duas passagens que podem ser controladas individualmente quanto ao fluxo de elétrons ou seu
impedimento, conforme a Figura (1.

Quando apenas a primeira fenda estd aberta existe um fluxo F; medido pelo detector e um fluxo
F5 quando apenas a segunda fenda estd aberta. Para o caso em que ambas as fendas se encontram
abertas hd um fluxo F' de elétrons.

Classicamente € esperado que o fluxo F' observado pelo detector seja a soma dos fluxos individuais,
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Inicio Anteparo Final

Fonte
Detector

Figura 1: Experimento de fenda dupla.

1.e., F' = F1+F5 ,mas na verdade, para a probabilidade quantica existe um termo adicional referente
a interferéncia entre os fluxos, de tal forma que F' = F; + F; + Fj,;, onde Fj,; simboliza a
interferéncia . O fluxo deve ser interpretado como uma densidade de probabilidade (Interpretacao
de Copenhague) e sendo assim quadraticamente proporcional a intensidade, levando a F' = |®; +
Dy|? = |1 |* + |Po|? + + 2f (D1, Do) onde f(Py, Py) representa a interferéncia.

A formulagdo de Schrodinger revisita o cardter ondulatério das particulas por meio da funcdo
de onda. Entretanto, mesmo que as particulas possam ser descritas por funcdes de probabilidade
de onda, elas sdo também entidades pontuais. A mais simples forma de pensar nisso € o fato de
que o elétron possui uma massa. Para o caso do experimento de fenda dupla € possivel determinar
a sua trajetdria entre uma fenda ou outra se colocarmos um detector intermedidrio em cada fenda,
infelizmente tal medida causaria a destruicao da interferéncia quantica.

O método de integrais de trajetérias de Feynman traz uma forma alternativa de se calcular as
amplitudes de probabilidades porque leva em consideracdo a trajetéria de uma particula pontual
sem destruir a interferéncia quantica em sua determinacao.

Considere agora que invés de apenas um anteparo entre a fonte e o detector exista um segundo
anteparo B localizado em x5 e ndo apenas com duas fendas mas n (Figura[2), onde cada trajetdria

possivel por este anteparo pode ser descrita por ;.
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Inicio B Anteparo Final
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Figura 2: Experimento de fenda dupla com um segundo anteparo B localizado em x5 que possui
n fendas.

Utilizando do principio de superposicao, a amplitude final serd a soma de todas as amplitudes

P = zn: > o(aa), (2.19)

i=1 a=1,2

onde o primeiro somatdrio leva em conta o anteparo B e o segundo somatorio leva consideragdo o
anteparo original que possuia apenas duas fendas.

Levando para o caso extremo, podemos invés de apenas n fendas no primeiro anteparo considerar
o limite n — oo o que fisicamente seria considerar que o anteparo B esta infinitamente cheio de
fendas pelas quais o elétron podera passar. Agora, pela propria hipdtese feita o somatorio referente

ao anteparo B se torna uma integral

ESY / dzp®(zhy, o) . (2.20)

a=1,2

Novamente pensando em casos extremos € possivel sempre adicionar cada vez mais anteparos

entre o primeiro anteparo com duas fendas e a fonte, digamos B, Bs, - - - , By, onde a equacdo
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anterior terda a forma abaixo

o = Z /deldeQ odrg,, ®(rh, ) . (2.21)
a=1,2

Estas consideragdes limites levam a conclusdo de que para a situacdo em que exista um
espacamento infinitesimal entre os anteparos que possuem infinitas fendas, estard definido todos
os caminhos possiveis por os quais o elétron poderd seguir. Uma vez que hd infinitas trajetérias
possiveis, é atribuido uma amplitude de probabilidade para cada uma delas e ao final soma-se tais
contribui¢des. De forma que este raciocinio para descrever o movimento partindo da posi¢do inicial
x; no momento ¢; até sua posicdo final z; para o instante ¢y com uma probabilidade de amplitude

quantica K (zy,ty; x;,t;) fica entendido por

K(xptpant) = Y @gt)] . (2.22)

Todas as
trajetérias

Como as leis da natureza estdo expressas devido a um comportamento preferencial para um
certo fendmeno, para o caso em questdo podemos pensar que existird uma trajetoria mais provavel
de ser realizada. Mas qual, dentre as infinitas trajetdrias estariam contidas no grupo, possui a maior
probabilidade de acontecer? E neste momento que o principio da minima agio secio se torna
fundamental, o caminho escolhido pelo elétron serd aquele cuja acao seja um extremo. Associando
uma ac¢do para cada trajetoria, o grupo das mais provaveis contard com aquelas trajetd- rias com
agdes que ndo variam muito da agdo cldssica, |Sy| < A.

Uma das elegancias dessa formulacdo é a presenca do principio da correspondéncia, i.e., as
trajetdrias cldssicas e a fisica cldssica sdo recuperadas para o limite 2 — 0.

E possivel assumir, entdo, que a amplitude seja uma fungdo da acdo, de tal forma que para o
limite A — 0, a trajetdria cldssica seja recuperada, significando que a ac¢do envolvida em qualquer
trajetoria € muito maior que a constante de Planck % >> 1. Inspirado pelas idéias de Dirac [[12]], a
escolha feita por Feynman foi

®[q(t)] = erSla® | (2.23)
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levando a amplitute quantica[2.22]a ser expressa por

K(aptpant)= Y ensall., (224)

Todas as
trajetérias

Note que com esta escolha a relacdo de aditividade € satisfeita, por um lado a acdo de dois
caminhos em sequéncia é S|q, ,,] = S[q1] + S[ge] e pela propriedade da exponencial ®[q, ,,] =

Dq1]Pgo)-

2.3 Integrais de trajetoria a partir da formulacao de Schrodinger

Em sua tese [8], seguindo o raciocinio apresentado na se¢do anterior, Feynman mostrou que a

sua formulagdo levava ao mesmo resultado que o obtido pela equacdo de Schrodinger:

“The formulation is mathematically equivalent to the more usual formulations. There are,
therefore, no fundamentally new results. However, there is a pleasure in recognizing old
things from a new point of view. Also, there are problems for which the new point of view

offers a distinct advantage.” (Feynman,1948)E]

Em vez disso, como as formulagdes sdo equivalentes, faremos o caminho inverso, como mais
uma forma de mostrar o espirito da citacdo acima, no sentido de chegar aos mesmos resultados
por diferentes metodologias. Partindo da formulacdo de Schrddinger, derivaremos as integrais de
trajetoria e sua equivaléncia estard mostrada.

Podemos descrever classicamente o estado de uma particula em qualquer instante por meio de
duas varaidveis, x(t) e p(t), a sua posi¢cdo e momento. Na Mecanica Quantica, a mesma descri¢do
da particula pode ser representada na notagdo de Dirac por um vetor de estado |¢)(¢)), num espago

de Hilbert que obedece a equacdo de Schrodinger

L d -
i 0(6) = H () (2.25)

2“A formulagio é matematicamente equivalente as formulacdes mais usuais. Nao hd, portanto, resultados
fundamentalmente novos. No entanto, hd um prazer em reconhecer coisas antigas de um novo ponto de vista. Além
disso, ha problemas para os quais o novo ponto de vista oferece uma vantagem distinta” (Feynman,1948), tradugdo
nossa.
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Define-se o propagador como

) (2.26)

(wyle i1

(wp] e #1 a;)

em que U (ts,t;) é o operador evolucdo temporal.

Para incorporarmos a formulacio de integrais de trajetdria, iremos dividir o intervalo ¢ em N
partes infinitesimais, i.e. t = €e+2¢+---+ (N —1)e = Ne, e considerar qual serd a amplitude para
cada um dos intervalos. Em outras palavras, o procedimento feito explora o fato que o propagador

para o tempo t € o produto de N propagadores como pode ser visualizado na exponencial

St

i 7 i frt N i f N
e~ wHt — <e—iﬂﬁ> = <@_EH€) , (2.27)
desta forma o propagador se torna

N-1
(gl e+ ) = / [T doe (gl e i fon — 1) oy — 1 e+ g —2) -+ (o] 77 2,
k=1
(2.28)
Note-se que um objeto em particular aparece entre os pares de objetos kets e bras, a relacdo de

completude para o espectro continuo

/ do|z) (] = 1 . (2.29)
Assim, cada etapa pode ser entendida pela seguinte notagao
(2| e w e |z) (2.30)
na qual o operador Hamiltoniano € definido como

n2

A= 1v@). 2.31)

2m
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Note que agora o potencial estard atuando no vetor de estado |x)
o= 22 Ly ()
(| e nam |z) | (2.32)

porém, é necessdrio introduzir outra relacdo de completude, como a que segue, para que 0 momento

também esteja definido em seu vetor de estado correspondente

/@m@zﬂ. (233)

Inserida na equagdo (2.32), o que ndo causa mudanga no valor da equagdo, resulta

ic | P2

('] e 4 2) = / dp (/| |p) (pl e 7). (2.34)

Como a exponencial trata-se apenas de um escalar, resta-nos apenas introduzirmos as seguintes

relacoes
1 I3 ’
(a'|p) = , heﬁp‘” (2.35)
V 4T
1 i
e nP* | (2.36)

(plz) = ot

Entdo a equagdo (2.34) pode ser reescrita da forma

_ i€

p2 ] p2
/ dp («'| |p) (pl € [#) = | 5 e er@'=a) (2.37)
m

Como a separacdo feita estd em termos infinitesimais, podemos definir a velocidade como

p=t T (2.38)
€ €
e agrupando todos os termos numa unica exponencial chegamos a
e dp —% |:§i+V(x)—pi:|
Nemife|z) = | — 2.39
@lettelay = [ P (239)
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Finalmente o resultado é apenas uma integral Gaussiana com resultado

i |:%m5v2—V(m):| €
. (2.40)

/ —%He —
(@l e 2 27m'hee

A constante de normaliza¢do é comumente definida por -
A 2mihe
= 1ma?—V (z). Conforme a agdo

e o termo entre colchetes

¢ justamente a Lagrangeana para o caso abordado, £(z(t), Z(t))

foi definida em e agora com maior rigor
t+e

S(x',x) _ll—]% L(z,)dt
(2.41)

t

~ el

O resultado obtido por Feynman pode ser visto quando todos os intervalos sdo considerados

tal que
/ H At ister (242)

Lt
(gl € HH ) = Tim —

em que uma nova constante foi criada para representar todas as trajetorias e fator de normalizagcao

tal que o propagador possa ser escrito em termos da a¢do via integrais de trajetoria

Kz ty:wit;) /D (2.43)

Reorganizando a equagdo (2.25)) durante um intervalo de tempo infinitesimal ¢, i.e., explicitando

a derivada, obtemos a equagdo de Schrodinger na notacdo de Dirac
(2.44)

90} — [9(0)) = = H [$(0) |

que ao ser aplicada numa base X do espaco de configuragdes e tendo o respectivo operador
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Hamiltoniano nesta base, representa a equacdo de Schrodinger temporal unidimensional (2.45).

o h2 82
09 = 00,0 = | = g D V0 v
_ 2 02
in? ) - ¥(x,0) _ {— ;—m% + V(:E,O)}w(x,O) (2.45)

h? 0? L oY
{— %@ + V(Jﬁ, O)‘|¢(l’, 0) = Zﬁa

Para a obten¢do desse mesmo resultado em primeira ordem em ¢ via formulacido de Feynman,
comeg¢amos com a descricdo da funcdo de onda para qualquer instante dada por

o0

P(x,e) = /U(az,s;x’)¢(az',0)dm’, (2.46)

—00

como se trata apenas de um intervalo £, ndo € preciso calcular integrais de caminhos intermedidrios

e assim o propagador se torna

Uz, e:a') = ( m )1/2exp{% [T(x ) - gV(x,O)H | (2.47)

2mhie 2¢e

Ao analisar os termos dentro dos colchetes € possivel perceber que o primeiro deles oscila muito
rapido conforme (z — ') varia, uma vez que os outros valores sdo constantes com valores muito
pequenos ou infinitesimais, para o caso de ¢.

Na situag@o de um termo muito oscilante multiplicando uma fun¢io suave, como, por exemplo,
a funcdo de onda, o resultado é o desaparecimento da contribui¢do da fun¢do na maior parte do
seu dominio devido a fase aleatdria da fungdo exponencia]ﬂ . Este comportamento no caso das
integrais de trajetoria mostra que a unica contribui¢do considerdvel vem das regides onde a fase é
estaciondria i.e. x = 2, onde a fase assume o valor minimo de zero, levando a condi¢éo

mmn?

< 2.4
9en ~ (2.48)

SEsta secdo segue essencialmente o desenvolvimento didatico apresentado por [13] onde a totalidade do
desenvolvimento pode ser encontrada
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em termos da nova variavel 7,

2 h 1/2
| < ( u 6) - (2.49)
m

Para a equivaléncia com a formulagdo de Schrédinger em primeira ordem em ¢, € preciso
utilizar até a segunda ordem em 7 de acordo com a relacao (2.49). Para tanto, expande-se a funcao

de onda e a exponencial em série de potencias como a adiante

B oy n?o*p
Y(x+n,0) =(x,0) + et Tt (2.50)
vz o) =1 - Cviz o 251
cap| — 3¢ (z,0)] = -7 (z,0)+--- | (2.51)

desprezando os termos de ordem 7¢ a equagdo (2.46)) se torna

12 % .9 , 9 2 g2
oo = () [ eon(pis ) [o00) ~ FVe 0t 0 405 + T Ny

—00

Utilizando algumas integrais gaussianas chega-se ao resultado

1/2 N 1/2 N 1/2 . N 1/2
oo = (o) v (ZEE) e () PO () w0yt

m “2im\ m
(2.53)
simplificando os termos
ic n* o
B9 = 000 = | = g S V(@ 0)|w(e0) @59

que como vimos resulta na conhecida expressao da equagio de Schrodinger (2.45).

O formalismo de Feynman estd intimamente relacionado com o principio da minima a¢do assim
como a formulagao de Schrodinger conta com a abordagem Newtoniana. Por um lado, a mecanica
Newtoniana € deterministica e estd interessada localmente no tempo e se desenvolve perante a
evolugdo temporal que é dada em periodos infinitesimais, enquanto que, via Feynman, a abordagem

¢ global e estd relacionada diretamente com a propagacao temporal dada em intervalos finitos [13]].
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3 Geometria diferencial’

3.1 A primeira forma fundamental

A primeira forma fundamental € um dos objetos mais importantes da geometria diferencial, a
partir dele € possivel calcular distincias, areas e angulos; definindo assim a métrica do sistema.
Comecamos com a no¢do de distancia entre dois pontos descrita como um vetor que tem modulo,
|s|, cuja expressdo é dada pela generalizacdo do teorema de Pitdgoras para um espacgo Euclidiano

R™ que possui ' como componentes do conjunto de coordenadas ortogonais no qual o vetor se

S| = /ot + a3 + a5 =

Se descrevermos a distancia entre dois pontos A(x) e B(x + Az) com Az — 0 por um vetor

encontra, Como

(3.1)

deslocamento infinitesimal dz*, podemos reescrever o quadrado da distancia, doravante chamado

de elemento de arco, por

ds? = Z doidr (3.2)
=1

Recordando do produto interno de um vetor por ele mesmo e sua relacdo com o méddulo
<x,x>:xf+w§—l—---+xi:>|x|:\/m, (3.3)
o elemento de arco (3.2) pode ser reescrito por
ds® = (dx, dx) . (3.4)

Podemos descrever uma curva C' : u#(t),u”(t) em uma superficie S : x(u",u”) por uma
representacdo paramétrica cujo pardmetro dessa representacdo seja uma varidvel real ¢, ou seja,

ut = ut(t), v’ = u”(t), onde a direacdo da tangente a curva na superficie é dada pelo vetor

dx B ox dut N ox du”
dt — Our dt ou? dt

“Esta secdo segue essencialmente o desenvolvimento didatico apresentado por [14] [[15] [16] e onde a totalidade do
desenvolvimento pode ser encontrada

(3.5)
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Segue, entdo, que o elemento de arco (3.2 vem dado por

ds? — < X g+ X g O g 9% du”>

Our ou out ou?
= (x,du” + x,du”, X, du" + X, du") (3.6)
(X X ) () + 20, X, ) A + (%, X)) ()
definindo g, como componentes do tensor métrico, como representado abaixo
(X, X)) = G (3.7)
e percebendo que o produto escalar é simétrico, i.e.,
<X,u7 X,u> = Gup» <Xu7 Xl/> =Guw = Guu = <X1/7 X,u>7 <Xl/7 Xu> = Gwv (38)

assim o elemento de arco (3.2) ap6s explicitar as componentes do tensor métrico vem dado por
ds® = g, (du")? + 2g,, dutdu” + g, (du”)? . (3.9)

Levando em conta a convengdo de somatdrio de Einstein, obtemos uma expressdo final para o

elemento de arco (3.2)), também conhecida como a primeira forma fundamental

ds* = Gudutdu” . (3.10)

3.2 Simbolo de Christoffel

Em coordenadas afins, a base covariante e; € a mesma em qualquer lugar do espaco. Ja para
o caso de sistemas de coordenadas curvilineas, a base ndo é mais constante para qualquer lugar
do espago. Em face disso, buscamos entender como a sua variagdo acontece e introduzimos a sua

defini¢do j4 incluindo o simbolo de Christoffel que serd deduzido em seguida,

8ei
oe’

=Te. . (3.11)
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Ao expandir o objeto da esquerda é possivel identificar que este se trata da segunda derivada do

vetor posicao P, pela sua prépria definicao

8ei . 82P
del  deide

(3.12)

pelo teorema de Clairaut-Schwarz (derivadas mistas) vemos que a ordem deste objeto € simétrica

8e,~ 8ej
= 3.13
del  QOe’ (3.13)
mostrando a propriedade de que o simbolo de Christoffel € simétrico,
k _ 1k
Ly =Ty (3.14)
Aplicando um produto escalar com outra base na equacgao (3.11]) resulta em
(aej> - € = Fijek <€, (315)
uma maneira mais formal de reescrever a equacao (3.7 em termos da base covariante é
Guv =€, - €, . (316)

Por uma simples mudanga de indices, a equagdo (3.15]) ap6s a regra do produto e aplicacio do
produto escalar (que serdo mostradas em seguida) pode ser expressa em termos do tensor métrico
como

J(e; - €) oe;
kg, =22 " [ ZZ2) ..
zggkl ' (ae]’) €;

(3.17)
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onde a regra do produto utilizada estd mostrada a seguir, onde a contracdo da notacao da derivada

ficard entendida na ultima equacdo, que € o lado direito de (3.15) que querfamos expandir

@(ei . el) = (Gjei) €+ €; - (8jel)

(0j€;) - e, = 0j(e; - e;) —e; - (0;e) (3.18)

Oe; -e—i(e-e)—e- ie
dei Z_Gej i ! aejl '

Note que, novamente o simbolo de Christoffel aparece no segundo termo do lado direito da

equacdo (3.17) com um sinal negativo e por fim podendo ser reescrito por

TS g + Tjgus = (3.19)

a_ejgij .

Apenas os indices 7, j e [ estdo especificados, o indice k£ é uma varidvel ligada pois estd sendo

somada sobre. Pela permutacao ciclica desses indices € possivel gerar ainda duas outras equacdes
F?lgki + Fngj = 019i (3.20)

Ifgnj + Drig = Oigij (3.21)

se em seguida for usado a propriedade de simetria tanto do simbolo de Christoffel quanto da

métrica, é possivel montar um sistema de equagdes para solucionar Ffj e chegar a expressao final
2TY g = 0;9u + Oigi; — 195 - (3.22)

Por meio da propriedade

97 g, = 6 (3.23)
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onde multiplica-se ambos os lados de (3.22)) pelo inverso da métrica, obtemos uma expressao para

o simbolo de Christoffel

m. 1 m
Ffjgklg = 59 0,91 + 0igiy — 019;:)
1
TG0k = 59™ (9390 + digi; — Digii) (3.24)

1
Iy = §gml(8jgil + 0igi; — 0ig;ji) -

3.3 Equacao Geodésica

N3ao sendo muito técnico quanto a derivagdo da equagdo geodésica por nao ser o escopo deste
trabalho, comecaremos reconhecendo que a geodésica de uma curva pode ser encontrada ao se

maximizar o tempo proprio entre dois eventos

B
AT:/ V—ds?
A

dx? dxi
9ij do do 4

(3.25)

o que pode ser solucionado pelo principio da minima acdo (2.1I) ao utilizarmos a equagdo de

Euler-Lagrange (2.17) se escolhermos, neste contexto, a Lagrangeana dada por

dz? dxi
L=\~gij——, 3.26
gjda do ( )

onde as coordenadas generalizadas sdo g, = x“ e as velocidades ¢, = z,.
Calculando os termos necessdrios para resolver a equagio de Euler-Lagrange (2.17) ma qual a

funcdo dada pela Lagrangeana L que aparecerd foi substituida pela relacdo de escolha da fun¢ao
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que faz o papel da Lagrangeana como sugerido em (3.26),

oL 1 dx? dat
— g5 j
oz, 219 (5“ do - do 6“)

_ 9oy 42
L do
do dz?

AT
d’ (3.27)

dre 2L 9r% do do

Colocando os termos na forma da Equacdo de Euler-Lagrange (2.17),

d (OL\ 0L

dt (8%) g,
d dz?\  10g;; da* da?
= (o) -

(3.28)

do
em que o parametro o pode ser eliminado se a expressdao for multiplicada por o restando a
T

chamada equag¢do geodésica

d da? 19g;; da* da?
D g ) - 2By 2
dr (ga] dT) 20z dr dr 0 (3:29)

Manipulando a equagdo geodésica é possivel expressa-la em termos do simbolo de Christoffel,
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CoOmo segue:

gaji] + gajjj - 5&191’]‘55%1] =0

Lo 11 g

59@95] + 59@33] - 5(%91']'90 &’ + ga;@ =0
3 [0i9ajd? &" + 0;90j @7 &' — Dagijd'd’| + gaji’ =0 (3.30)
5 [8igaji'Ji'Z + @gaijﬁdﬁ — 8agij£.CZl"J] + gajféJ =0

1 i e e
Egma (0905 + 0j9ai — Oagij) W 3° + g™ gaji? =0 .

Pelas defini¢oes de (3.24) e (3.23) podemos inclusive definiar a aceleracdo proveniente da

equacgao Geodésica como (3.31)

o7 i) = —Ijil it
o (3.31)
" = —Ihaat
3.4 Equacoes de movimento de uma particul:ﬂ
Cada ponto no espaco pode ser inequivocamente descrito pelo seu vetor posi¢ao
x =x(z!, 2%, -, 2") . (3.32)

Assim, para uma particula P, vamos definir o seu vetor posi¢do, r = r(z'), tal que sua trajetéria,

a = a(t), seja dada por o : ' = x%(t). A velocidade da particula é dada pela varia¢do do vetor
dr

posicdo em relacdo ao tempo, i.e, v = o em termos de sua componente, como segue

i d o
v = %[E . (3.33)

SEsta secdo segue essencialmente a didatica apresentado por [17] onde a totalidade do desenvolvimento pode ser
encontrada
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Para o vetor aceleracdo, a = devemos usar a derivagdo intrinseca, de modo que as componen-

d
dt’

tes da aceleracdo sio dadas pela equacdo

5 d e d ;d
by y £ 334
o' = gt = g F Tt = Saat + Ty o (3.34)

Uma vez que a aceleracdo ja estd definida, para uma particula de massa m, a segunda lei de

r .
Newton, F' = m— TR pode ser escrita como em

: )
= =m—=0". .
ma' métv (3.35)

Tendo conhecimento da descri¢do do elemento infinitesimal de deslocamento dr provocado por

uma forca F atuando em uma particula, podemos introduzir o elemento infinitesimal de trabalho
dW =F -dr
= Fjdxj ,

em que F; = g;; " sdo as componentes covariantes do vetor F.

A integragdo de ambos os lados sobre a trajetdria a(t) que une os pontos A e B € a integral de

linha
B
W = / Fidz" (3.37)
A
pela segunda Lei de Newton (3.35)
B Ay
W= / m gij(s—ida:j , (3.38)
A
fazendo da® = vidt,
B
vt
= /mgijd—zvjdt , (3.39)

A
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note que,
d(gijv'’) o'
NIiGUv) _ o , 3.40
5t Jiitar ¥ (3-40)

como g;;v'v? é invariante, podemos representar em termos de derivadas totais

5(gijvivj) . d(gijvivj)

= 341
ot dt ( )
Finalmente, a expressdo para o trabalho (3.37) se torna
W = / 5 (gijv'v?)dt
o (3.42)
et 2 g’Lj
A
- KB - KA ’

e m a1 .
em que define-se a energia cinética por K = Sgijvzv] = Egijxlxj = imv? Ou seja, o trabalho
realizado por uma forca aplicada a particula resultando em seu deslocamento do ponto A ao B ao
longo de sua trajetdria € apenas a diferenca de valores de sua energia cinética no instante final e

inicial.
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4 Equacao de Schrodinger

A derivacdo a seguir segue a linha de raciocinio explorada por Cheng [7] utilizando a formulacao
de Feynman [8]] de integrais de trajetéria que resulta em uma equacdo de Schrodinger que foi
também reportada por DeWitt [2]] e Santamato [|1] , onde existe um termo adicional de curvatura do
espaco que estd relacionado com a energia cinética e/ou para 0 caso em que o sistema se encontra
sobre restri¢des, como por exemplo uma particula cujo movimento estd restrito a uma certa curva
ou superficie [6].

No entanto, diferente dos casos reportados anteriormente partiremos de uma Lagrangeana que
inclui também um termo referente a energia potencial que serd dependente de coordenadas espaciais
e da velocidade, visando uma aplicacdo para uma particula carregada sobre a influéncia de um
campo magnético (capitulo[S]e se¢do[7.1).

Para um dado sistema mecanico que possa ser expresso por um conjunto de coordenadas

generalizadas ¢ = q(q¢',¢% -+ ,¢") = q(q"), com sua derivada temporal entendida pela notagdo
_ dq(t)
o dt

configuracdes e velocidade

, considere-o sendo descrito pela seguinte Lagrangeana que € dependente do espago de

1

L(q(t),q(t)) = §gij(q(t))q'iqj —V(q(t),q(t)) , 4.1)

na qual usamos a defini¢do (3.42) para o primeiro termo que € relativo a energia cinética, cuja
massa m estd omitida e com g;; sendo as componentes do tensor métrico.

De acordo com a formulag¢do de Feynman [8]], a integral de trajetéria pode ser obtida por

vlat+o)t+e) = 5 [ B DO Vo@D Dla) . @)

em que A é uma constante de normalizagdo a ser determinada assim como em (2.40) e o termo
V9(q(t)) = det(g;;). Note que 1(q(t + €),t + ¢) se refere a fung¢do no instante ¢ + ¢ enquanto que

¥ (q(t),t) indica a funcdo de onda para um instante ¢, com a acgdo cldssica descrita pela equagao
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(2.16)), relembrando,

t+e

S(q(t +¢),q(t)) = minimo de / Lq(t"),q(t") dt", (2.16)

t

que assim como (2.1)), estd definida com os extremos fixos pelas seguintes condigdes iniciais

= q(t+e). (4.3)

t'=t+e

Para a obtengdo da equag@o de Schrodinger € necessédrio tomar o limite de ¢ — 0. Para ¢
préximo de zero, i.e., na vizinhanga do ponto estacionério q(t) = q(t + ¢), a a¢do serd aqui tomada

como aproximadamente ¢ L, como descrito por

t+e
S(att+9).a(0) =ty [ L(a(0) 1)) ¢
~ L 4.4)
= {Jauitd Va0 }

Como mostrado pela equacdo (2.49) a regido que contribui para a integral de trajetéria é
In| < /2, sendo assim podemos expandir a agio como uma série de poténcias de 1.

Pela equagdo de movimento proveniente da equagdo geodésica (3.30)

1 Jmj Ima Gaj oy e
i) = —= (i 4 Ima o ) o 3.30
I 5 (9qa o 9qm) q“q (3.30)

onde o simbolo de Christoffel ¢ definido por (3.24))

| R L - 3.24

segue que a aceleragdo pode ser dada pela equacdo (3.31)

i =—T%.0%" (3.31)
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Para representar a ag¢do cldssica por uma série de poténcias, basta obter uma expressao também

para ¢'(t + €) ja que S = f(q'), através de uma expansdo em série na posi¢do,

‘ , Py g2 3\ ...
¢(t)=q¢({t+e)—e'(t+¢e)+ (2‘> “(t+e) — <§> q'(t+e)+--- . 4.5)
Partindo da aceleracio (3.31), pode-se calcular o "jerk'f

0 o o -
q*=— (8q Iy — 2%F2@>q i’q" (4.6)

Assim, a série de poténcia desejada (4.5) pode ser reescrita como

2
q'(t) = q'(t+e) —ed'(t+¢) - (2,> [0sd%q" +

g3 9,
—I—(—) (awrgﬁ 21”31“ )qo‘qq7+~~,

e isolando ¢ (¢ + €) como na equagdo a seguir, para posteriormente substituirmos na agdo (4.4)

4.7)

q’(t -+ 8) = R Aquq" + — @_Cﬂ

A¢d 1 . 1 0
€ 2e M" 6e

Filfzm) Aq"AqAG (4.8)
assim a acdo (4.4) pode ser reescrita pela equacio

Sq(t +¢),q(t) =

1 . . . .
{269” (q(t +¢)) [Aq@AqJ — T AP Ag™ Ag"+
(4.9)

1
4FinnF 1A AG A NG +

1/0 -
+ = (Wﬁnn + T re ) AF AN AG + - - } } —eV(q(?),q4(t)) -

Para avaliarmos a integral de trajetéria (4.2), precisaremos também da expansido em série de

%“Arrancada” em portugués, também chamado de “jolf” em inglés.
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cada termo a seguir

oJg 1., 9/
“AGYI LS AGAG YT 4.1
Valat) = Vgla(t +¢)) — Aq PR TRy iy (4.10)

(‘ﬁb I 0%
8q 2Aq Aq 0q'0q’

. 1 . .
Vgt +¢),q(t+¢e)=Vo—n'As + gnln]Au +-ee (4.12)

U(q(t),t) = (gt +¢),t) — Ag' 5= + - (4.11)

onde em (4.12) utilizou-se das relagdes

ov 10V
A, = -+ —— 4.1
‘ 0q" * e 0¢' (“413)
o*V 2 0%V 1 0*V
A = — -t —— ] . 4.14
: (aqzaqﬂ tlogop T aqz@qa) (19

Note que o termo exponencial em (4.2) pode entdo ser expandido por

orel _ 6%6{%%#@}6—%6V(q(t+6),d(t+€)) : 4.15)

onde, por uma expansao em série de Taylor, o termo relativo ao potencial pode ser expresso por

6—%5V(q(t+€),q(t+e)) _

‘ 1. . P\’ 1 , 1., 2
(Vo 772/\2'4-577177]/\1'3"""')4‘(%5) 5(%—771/\1‘4-5772773Aij+"'> e

St |

~.

(

1

SHN

h
1 PA \2 1 i A ? IV A 2”11‘ i A 2V1i i A

(4.16)

Para o termo referente a contribuicao cinética, manteremos o termo de ordem zero na exponencial

e apds expansdo em série de termos de ordem superior, a equacdo de trajetéria (4.2)) introduzindo
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as relacdes anteriores, vem dada por

1 ' o
(gt +e),t+e)= Z/e:vp (2h Gi;Aq Aqﬂ) X

X [1 ~ 57z —gi; T W AP AGTAG + g”F;nnF]aﬁAquq”Aquqﬂ—i—

8he

) a ] 7 S y

: hedii ( g LIS ) ) A¢@ A AT NG~ g,;f T LE AP AG AGT AG" Ag® Ag+
_|_ . :| X
X Vo— i + Soinf Ay + +

h 0 — N4y 277 T 1\

N 2

t 1 2 ip N2 L ; i in Lo
+ 55 o1 Vo)™ + (=n'Ay)” + 577 WA ) —2Von'Ai — 2 Az§77 n’ Nij+

1 . .

+ 2‘/()577177]/\1]') +

+...}><

ia g 1. - 0°\/g
<4 Q(Q(t+€))—AqL;+§AquJW\a/;i+...}x

X {z/J(CJ(HE), t) — Aqgl } XHdn

4.17)

Realizando a distributiva em todos os termos resulta em uma colec@o de integrais Gaussianas

que podem ser agrupadas em trés classes:

/ / / exp (ﬁgiminﬂ n*"dn =0 (4.18)
2mihe)N/2
[ [ e (gt - o
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LZJ L I LY o 4.2
// /e:cp (thgzmn > ntn n*"dn (4.20)
(2mihe)

= T (ihe)"{g™ g™ + g™ g™ - - - g®2" 1 g™2" + outras permutacdes possiveis},(4.21)

V9

NP4

que estardo entendidos pela seguinte notacao

N
2

LZJ a2 00N :(27Tih5) 2 \n
// /el‘p (%ggzmn ) n-in n**"dn —\@ (ihe)™{arag - - - gy, }. (4.22)

4.1 Particula Livre

Como exemplo, serd calculado para o caso do primeiro termo da expansao da exponencial do
potencial, que representa como ordem zero, o caso em que nao hé potencial e a particula estd em um
regime conhecido como particula livre, por isso o nimero 1 (um) entre parénteses que aparecera nas
equacoes a seguir. Este € o caso abordado por Cheng [7]] que iremos obter continuando sua mesma
metodologia, e em seguida (se¢do {.2] ) serd o caso considerando os outros termos da expansdo
(entre parénteses haverd os termos relativos ao potencial ) que configuram o regime de particula
sobre a atuacdo de um potencial, que naturalmente terd uma restricdo e por isso sua expansao serd
apenas até segunda ordem cujos termos serdo adicionados a equacdo encontrada para o regime de
particula livre.

Realizando a distributiva para os termos relativos a primeira derivada da funcao de onda obtemos:

oy 1 i - i o
- — G5 ! 1 - iAF’ Inn? "d
9 A/exp<2h€9mn )( V9 (%ggg a3 1N >n n +

1 i . SN
- .ntnJ 1,.M
+ /ewp <2h€gzﬂ7 n ) (1) <_aqi )n n"dn

2mihe)Ne 1, a8 e B B i 2mihe)N/2
= %(—@ﬁ@f&g% {979° + """ + g9} + %

(4.23)

(ihe)g°Th, (4.24)
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2mihe)N/2 1, njoop 1 1 I
= %(—’th&) {Qfag 95,9 " + 5 as 99" *gf + 5L as 9ii9 by’ } +
PN (4.25)
2me 2
+( 7T7/A€> (ZFLS) nargg :
pela propriedade g;;g" = 6F
2mihe)N/2 1 | | o n 2mihe)N2
:%(—@h&){Q 0;'g 5—1-2 aﬁéﬂg —1—2 L0 ﬂ}—k%(zh&)g Fgﬁ
(4.26)
2mihe)Nz 1 1 1 2mihe )N/
_ ( A) (—Zh&) {51—\25 gaﬁ + Ergﬁgna + §F35 gnﬁ} + ( A) ( hé“) nal—‘ﬁﬁ . (4.27)
pela simetria do simbolo de Christoffel
(2mihe)N2 1., . ol (mine)Ne
- T(—@hs) §Faﬂg P+ Fgﬁg + T(zhe)g Fgﬁ (4.28)
2mihe)N/2 1
_ (mine)™ mAE) (—ihe)5 s 9 . (4.29)
note que
10 agm" 09
LI o O e Qe (4.30)
/9 0¢ dqk gk
Assim, o resultado de ode ser escrito como
P
(2mihe)N/2 11 o
-4 (—ihe )575(\/_9 ) (4.31)

uma vez que esta integral € referente a primeira derivada da fun¢do de onda, i.e.,

_ (2mihe)N/2 11 o
— T(_ ihe )57% (\/‘ ) : (4.32)
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Podemos agrupar os termos relativos a 10, da mesma forma que foi feita em relagdo aos termos

da primeira derivada de 1) e obter

1 i o i . 1 G,
Nl gy g, % T pe T o (1P e Bl o m,n
(0 A/exp<2h€ggnn)\/§{2h€gw ol smn "' +2( mB m+aqn m[;’)ﬁ n"+

i j j i 9 i i m @
+ [%gijriﬁrfw + 6 dio (8_61”;0"3 + ,37)] n°*n’nn’+

1 o .
— g2z 99T as U™ 0 10 " }dn

2mihe)N/2 L o 1 N %)
= %(lhé“){ - §gi7Fa6F6m(aﬁ75) + 5 (anﬁrna + a_anfmﬁ) (mn)+

1 i i 0 i Twm 1 i T
- [ggz‘j%ﬁwﬂs + 59 (a—mrag + Fmarﬁé)] (aBvd) + ggmgjéraﬁwnn(oéﬁ’ﬁmn)} :
(4.33)

o0 termo

1 -
_gi79j5FaBF%1n (aﬁfyémn) =

8
1 S
= 29095 asUnald™ (@Bym) + ™ (BY0m) + g°° (mnr9) + g™ (mnay) + g*° (mnaf))
1 , A . A S
~ g {%% + D lms + Dol + Ty + %%} (afv0) .
(4.34)
Assim, a equacdo (@.17) resulta em
(2mihe)N/2 1 om0, 1 v
= T(lh‘g) - Zglﬁraﬁr&m - égi5a_wraﬁ + Egiérmarﬁfy (aﬁvé)—l—
1 J&j @ (9 8
+§ (Fmﬁl‘m + a_anmﬁ) (mn)} (4.35)
(2mihe)N/2 ( ihs) ( o) 9] )
e U [ E o RS WS BURES 0 ol e
A 6 ogn P g P B B

note que, pela defini¢do do tensor de Riemann-Christoffel

0 0
R, = (a_qkri':f - a—quﬁk +T3T, — r;rgj) , (4.36)



4 EQUACAO DE SCHRODINGER 46

onde
Ri; = R,
| (4.37)
R = gZJRij .
Entdo (4.33) se torna
2mihe)N/2
_ 2mihe) ™ ey B (438)

A 6

Ao comparar os coeficientes dos mondmios em ¢ a seguir, podemos encontrar a constante de

normalizacdo A

N/2
slate+ 1)+ e = P igte+ 0,04
1 mn 1 0 m 0 m TN af
ey T (V) = g~ e+ Tl TS o}

(4.39)
e pode ser visto que para a expansao ser valida, a constante de normalizacio serd a considerada

abaixo, o mesmo que foi feito na pagina[26]
A= (2mihe)N/2 (4.40)

Agrupando os resultados de (.17) , i.e., os resultados de (#.23) e (4.33) por fim obtemos a
equacdo de Schrodinger para particula livre via formulacdo quantica de integrais de trajetdria de

Feynman com a influéncia da curvatura
0 R 1
th— L4 ————<\/_ e 1/1) —zp . (4.41)

4.1.1 Tensor de Ricci para um esfera S, |Z]

Considere uma esfera Ss, por ser uma das variedades riemannianas mais simples de ser cons-
truida, de raio r, descrita num sistema de coordenadas esférico em que o angulo polar esteja

representado por ¢ e o angulo azimutal seja compreendido por 4, em que a primeira forma funda-

"Esta secio segue essencialmente a diddtica apresentado por [[18] onde a totalidade da andlise da esfera Sy pode ser
encontrada
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mental dado pela equacdo (3.10) esteja compreendida por
ds® = r*(d6? + sen0do) . (4.42)

Pela definicdo dos componentes do tensor métrico, equagdo (3.7) vem o tensor métrico

r? 0
G = [ ] . (4.43)

0 1r2senf

O tensor de Ricci pode ser obtido pela contracdo do tensor de Rienmann como definido na
equagdo (@.37). Se o seu valor for nulo, estamos tratando de uma variedade plana, e.g., espago
euclidiano. Como pode ser observado na equacao (4.36), este tensor depende dos simbolos de
Christoffel (3.24)) e utilizando a propriedade (3.23)) resulta que a inversa do tensor métrico (¢.43)),

vem dada por

g = , (4.44)

r2senf

0 que nos permite encontrar os simbolos de Christofell ndo nulos:

I}, = —senf cos
(4.45)
2, =cotd .
ApOs usar estes termos na equacao (4.37), resulta
2
R=—, (4.46)

r2

que agora poderia ser incorporado na equacio (4.41]) para mostrar o comportamento de uma equacio

de Schrodinger em uma esfera Ss.
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4.2 Particula sobre a influéncia de um potencial

No inicio deste capitulo foi apresentada a equagido (4.17), que leva em conta um potencial
dependente do espaco e da velocidade, até entdo apenas foi calculado a equacdo de Schrodinger
para o caso do regime de particula livre que € resultado da distributiva aplicada ao primeiro termo
referente a expansdo que foi feita para a exponencial que engloba o termo de energia potencial. A
mesma equacdo serd utilizada e por isso repetida aqui, mas agora a distributiva serd completa e nao
apenas em relacdo ao primeiro termo entre as chaves relativas a expansao do potencial, obtendo a
mesma equagdo (4.41), como ja foi mostrado na secao anterior a sua origem, acrescida dos termos

referentes ao regime de uma particula sobre a influéncia de um potencial descrita nessa secao.

1 : .y
Y(g(t+e)t+e)= Z/ewp (% 9i;8q Aq]) X

gZ]F;rmF]aBAquanquqB—i_

1—- AP AGTA
X[ 2hg“ 4 g Q+8h

' 9 j 1) ISt i s j m n «
6h ——Gij ( 9q Chn + Toilo, )Aq]Aquq"Aql - ggf T sAP A AG A" Ag® Ag+
_|_:|><

1- 2 (v, - A+ ! TN+ - +
3 0 n 2777] i
N 2
t 1 2 iA )2 L i in L
t15e) o Vo)™ + (=n'Ay)” + 57}77/\1']‘ —2‘/()77/\1'—277/\@57777/\1‘]'4-
1, .
+ 2‘/()577177]/\1']') +
_|_}><
0yg 1, .. . 0%/g
t —A¢ =+ =A¢AY —=+ -
X{\/g(q( +¢)) — Aq oq T 2RIA Hona T }><
.0 N
«{ulatt 2.0 = Al o f < T an'

(4.17)
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Ap0s utilizar as relagdes de integrais gaussianas (4. 18]4.19)e[4.20]) e comparando os mondmios

em relacdo a € chegamos na equagao que segue para representar o regime da influéncia do potencial:

0
W(q(t+¢€),t) +€8_11/:+”'

(2mihe)N/2 1 LAV
=T a1 1+26"'0'j W(q(t+e),t)

(27Tzh€ N/2 OV i oV
A hdgi Fi(na) + h 2! B (“)+
* : l oy S LV O (ig)+

8(] aqﬂ h 2 (‘9q aqa hog ) oq J
o aqzaq] 940 (ijij
i 0 1 9V i1 (VY &V
h o e ) (i 4.47
! |:h g’ ((28q’8q]) ) (th(aqz)aqzaq]>(”])+ ( )
1 OV 8 Vo T
i < B oq' 8qa( ))Flﬁ + (_ 1+ h2) }§9ijfmn(3mn@)+
1 0’V \1
" ( o §aq'iaqﬂ) sl aagia(mnaB)+
1 02V \1 d Z _
" <_ L =507 &p) g”(a L + Tadl, )(Jmnl)+
(145 CnLap(itmnaf) | (q(t + €),t) ¢+
20q18qﬂ gzjgst mnt afB Jtmno q ,
N/2
Crilel ™ o((iney?) +

Assim como na equagdo (4.40) obtemos uma constante de normalizagio que é a mesma, i.e.,
A = (2mihe)N/2 | mas agora para a expansio continuar valida, como podemos ver para a ordem

Zero em ¢ a seguir, € necessario que

(2mihe)N/2 {1 1 0%V

wlate + .0 = TR L btate ) @49

e, portanto, existe a restri¢cdo de que o potencial tenha segunda derivada nula em relacdo a velocidade

02V
040

=0, (4.49)
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0 que ndo restringe muito a sua aplicagdo, pois a maior parte dos potenciais existentes na natureza
se encaixam neste caso de potenciais que dependem linearmente da velocidade.

Esta restricao apresentada aqui tem sua origem mais bem detalhada nos trabalhos de Feynman
[8], em que é observado que a aproximagdo utilizada para a acdo deve ser pensada para o caso
de estudoﬂ e como visto, ndo sendo vélida para casos em que o potencial varie com o quadrado
da velocidade, por exemplo. Para evitar esta restricdo, deve-se avaliar a integral da acdo sem
aproximacodes. A notagdo correta seria indicar que esta integral seja um valor de extremo e calcula-la
analiticamente.

Dada a restri¢do da equagdo (.49), a equagdo pode ser reescrita como

W(q(t + e), t) + 58—1/} +-

ot
(2
mha {1}@/)qt—|—5

ey (- ) ( ;g;)rfﬁmm((ﬁ) 3 (3) )

N i n 10V ) (ij
h&q 8q3 h@q
(e (=10 ) g i)+ (4.50)
haqz i q ij- mn
1. )
3 mnl agdij (mnaB)+
1

0 .
_ gl](al re o+ 1,re )(jmnl)+

+ ;g”gstfmn ag(Jtmnaﬁ)] Y(g(t +e), t)}+

N (2mihe)N/2
A

8Trabalhamos aqui somente com uma aproximagio (equagﬁo na qual esta situacdo seja valida. Para tratamentos
mais especificos de integrais de trajetéria com potenciais dependentes da velocidade recomenda-se também o trabalho
de Nelson e Sheeks [[19].

O((ihe)®) +---




4 EQUACAO DE SCHRODINGER 51

por completude, pois ndo iremos utilizd-lo aqui, o termo de segunda ordem ja respeitando a condi¢ao

(@.49) é descrito por

o) ={ (007 + (70 ) htna) + (520 §V){
0*V '

o )i+

11 Py OV (L LoV
e 28q O h3 09qi0qs h? 0q*
i 0?V

(?z .((’kﬂaqf) ){W]H

+ iav+—V oV + _£82V 0 {ig} )+

h? dg' h3 "\ og hoqoil ) og )"
N AN IR {iij}+
h) \9¢ 8q%’8q'j ’
Vo (i 0%V 1 —

s (o ()
<_ ;ig‘q/> 1/3{%‘}} {1 T2 sgi{mnaB}+
é%(aal | AN i n){jmnl}}r
i [_ Kg - %ézjaq‘j + <(ﬁ> 2 (8V) >{“} <( ;g;) 8?12
n

(

A){z'j}+
o it gt Taatimnast | botate +2)).

4.51)

Podemos observar que para o caso mais simples de uma métrica ndo expandida, uma equagio
particular pode ser obtideﬂ do raciocinio anterior € em conjunto com o termo referente ao regime

de particula livre (4.41)), que em primeira ordem € dado pela equagdo a seguir, com aplicag¢do, por

como reportado por KCM em tese de mestrado [20]
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exemplo, em projetor em dindmica Quantica com restricoes [21]],

[e.e]

eit\/gD((t) = ¥ +

—00

ey +

(4.52)

[hza( ..a)_zvo 1, 0V 1,0V 0 i SoVov

o Z]_ v - 1] o
2 /g 0q V9955 )~ "3 agag 2% agog  2nY 9 o

e assim o operador Hamiltoniano H é descrito por

R _ B2
gL

1 ih o’V ih 0V 0 1 .0VoV
2 /90q

9
Y Vo—+ a7 o -— + g — . 4.
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5 Lagrangeana Eletromagnéticam

Para a classe de Lagrangeana de interesse ( dependente do espago de configuragdes e da veloci-
dade), uma categoria especial a contempla: Lagrangeanas eletromagnéticas. Neste breve capitulo,
serd exposto a classe de Lagrangeanas que estdo presentes em sistemas influenciados por campos
que sdo funcao também da velocidade, como o caso de campos magnéticos. Ao expor a contribuicao
de cada termo para a Lagrangeana, € possivel utilizd-la de modo geral e, em sequéncia, aplica-la
para um caso especifico apenas fazendo as substituicdes necessarias.

Considere uma particula carregada com velocidade v na presenga de um campo elétrico E,
descrito pela equagao

10A

E=-Vo-—— (5.1)

e de um campo magnético B, dado pela equacao a seguir, que € uma das equagdes de Maxwell
B=VxA, (5.2)

cuja expressdo da forca € proveniente da atuacdo dos campos descritos, em que A e ¢ sdo os
potenciais vetor e escalar. Esta forca é dada pela equacdo abaixo, comumente conhecida como

forca de Lorentz

Fz@(E—kng) . (5.3)

Apesar de ser um sistema dependente da velocidade, ainda assim € possivel expressar uma

Lagrangeana que represente as leis de forca do eletromagnetismo,
1 5, e.
L=-mr"+-r-A—e¢. (5.4)
2 c
Dada a Lagrangeana do sistema, a sua dindmica pode ser compreendida se resolvida a equacdo

de Euler-Lagrange, descrita pela seguinte equagdo, para este caso

%(mi‘ +EA) = SV(E-A) - eV, (5.5)

10Esta secdo segue essencialmente o desenvolvimento diddtico apresentado por [13] onde a totalidade da secio pode
ser encontrada
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em que o termo entre parénteses do lado esquerdo é 0 momento candnico

L
py =25 it A (5.6)
7 0q; c

Agrupando alguns termos na equagdo ([5.5)) podemos originar a equagdo

d e d

—(mr) =-|V(r-A) — —A| —eVo. 5.7

i) = [0-a) - 2 evo 5
. .. A

Note que a derivada total de A tem uma parte que depende explicitamente do tempo N € uma

implicita (r - V)A que significa que uma variagio espacial em A aparecerd como uma variagao

temporal para a particula em movimento [13]. Dessa forma é possivel reexpressar a equagao

anterior pela seguinte equacdo

%(mi‘) - Z V(i A)— (F-V)A] +e {—%%—? - ng] , (5.8)

que € exatamente a Lagrangeana definida inicialmente se percebermos a igualdade
rx(VxA)=V(r-A)—(r-V)A . (5.9

Note que esta Lagrangeana ndo segue o mnemonico de ser a diferenga entre energia cinética e

potencial, pois o potencial generalizado, U = e¢p — -y A, ndo representa a energia potencial da
c

particula carregada. Uma forca resultante de um campo eletromagnético dependente do tempo, no

geral, ndo € conservativa e ndo admite uma funcao trabalho que seja fun¢do de estado que represente

o potencial [[13]].

Particularmente para o caso de forca conservativa, apenas e¢ poderd ser interpretado como
energia potencial elétrica. O outro termo nao pode ser atribuido a uma energia potencial magnética
porque a for¢a magnética ndo realiza trabalho neste caso pois € perpendicular a velocidade. Para
que a Lagrangeana possa abranger uma maior classe de problemas invés de sempre considerarmos
o mnemonico anterior (valido para forcas conservativas), deve-se definir uma Lagrangeana com

expressao cujo resultado da equagdo de Euler-Lagrange reproduza a dinamica do sistema [13]].
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6 Interacoes de dipolo magnéticoﬁ

Ao falarmos de elétrons, naturalmente os fendmenos que remetem a dualidade onda-particula
sdo lembrados e, mesmo pensando em seu cardter ondulatdrio, sabemos que o elétron possui uma
carga e também energia cinética. Uma vez que qualquer massa que possua uma carga e estd sujeita
a uma movimentacao gera um campo magnético, esse mesmo campo magnético pode interagir com

outras radiacdes eletromagnéticas.

6.1 Momento magnético orbital

Uma das intepretacdes fenomenoldgicas advindas das equagdes de Maxwell é que um campo
magnético orbital B; pode ser gerado uma vez que um elétron possua uma velocidade angular v

em uma certa posicdo r em relacao ao nucleo. Pela equacao de Maxwell

E
B,=—" 6.1)

c2

. . . . ) r
introduzindo o campo elétrico, E = um vetor normalizado para descrever uma direcao —
,

9
Tegr?

- Me - :
e multiplicando por — , na equagdo anterior
Me

e
B, =— V), 6.2
L Amegmec?r3 £ (mev) ©2)

note que o termo entre parénteses ¢ 0 momento linear e o produto vetorial € o0 momento angular,

L=rxp=rx (mv) e, por fim, o campo magnético préximo ao elétron é dado por

(&

B, — (6.3)

dregmec?rs

Podemos representar a distibuicdo deste campo magnético por um vetor, também paralelo ao
momento angular, conhecido como vetor momento de dipolo magnético g que pode ser descrito se
pensarmos num fio condutor circular que delimita uma &drea A, que esteja posicionado

perpendicularmente as linhas do campo magnético orbital do elétron descrito acima. Nesta situagao

1Esta secdo segue essencialmente o desenvolvimento diddtico apresentado por [22] [23]] onde a totalidade da secdo
pode ser encontrada
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haverd uma corrente elétrica / que fluird pelo fio, de forma que o momento magnético orbital p;
pode ser descrito por

pr = —IA— (6.4)

o sinal de menos é para indicar que o campo estd em direcao oposta a0 momento angular, que esta
indicado na expressao pelo seu vetor unitario .

A corrente elétrica é definida como uma taxa que contabiliza a passagem de carga por um
determinado ponto, / = ¢/7 sendo que o periodo é dado por 7 = 27r/v uma vez que a drea
descrita anteriormente estd condicionada apenas ao raio do fio condutor, com circuferéncia 27r .
Com essas consideragdes, é possivel expressar o momento magnético (6.4) agora em termos das

. L. . ~ Me
propriedades fisicas do elétron, no qual usaremos as relacdes — e L = m.vr, para expressar que

Me
o momento magnético é proporcional ao momento angular:

me L
me |L|
_ 4 2yme L
a 7_(7r7’ )me |L|

me L

pr = —

(6.5)

2me,

O momento de dipolo, em geral, vem expresso em termos da constante de bohr magneton , pup,

__9ikB

pr=—-—""L, (6.6)
onde
eh —24 7p—1
U = o = 9.274-107JT (6.7)
e o fator giromagnético orbital, g,
Me
g, =1-— - : (6.8)
niicleo

Perceba que o 4tomo de hidrogénio quando em seu estado fundamental possui momento magné-
tico nulo! Apenas para os estados [ > (0 é que existird momento margnético orbital.

Pode ser o caso em que um campo magnético externo B interaja com o sistema, exercendo uma
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forca no momento magnético u. O quao esta forca ird interagir depende da orientacdo espacial

desses vetores e sua energia pode ser escrita como
Enag = —(p-B) . (6.9)
Para o caso de escolha do campo magnético como orientagdo do eixo z, a energia se torna

Emag,L = —HKL- B

= grpupm B, ,

no qual o termo m; é o nimero quantico magnético.

6.2 Momento magnético de Spin

Se ndo houvessem outras fontes de campos magnéticos a serem contabilizados a equagio (6.10)
seria uma descri¢do completa do 4&tomo na presenga de um campo magnético. Os experimentos de
Stern-Gerlach [24], [25]], [26], por outro lado, sugeriram, por meio de 4tomos de prata, que possuem
um elétron ndo emparelhado ([Kr]4d'%5s'), no entanto, sem momento angular orbital, que, ainda
assim, havia um campo magnético e que este ainda possuia apenas duas orientacdes possiveis e
assim concluiram que todos os elétrons possuiam um momento angular que ndo dependia de seu
movimento ao redor do nicleo, i.e., um momento angular intrinsico, chamado spin.

Seguindo o mesmo raciocinio da se¢do (6.1)) o momento magnético de spin é dado por

pe = —gsng, 6.11)

no quL a constante giromagnética g5, neste caso representa a razdo de momento magnético em
relacdo ao momento angular, com valor g, ~ 2.

A energia de interacdo entre o spin eletronico e um campo magnético externo, andlogo a (6.10)
¢ dada por

Emag,s = gsﬂBmsBz (612)



6 INTERACOES DE DIPOLO MAGNETICO 58

onde o termo m é o nimero quantico magnético de spin.

6.3 Interacoes Spin-Orbita

As equagdes e mostram que para um Atomo de hidrogénio que se encontre em seu
estado fundamental, existird momento magnético de spin mas ndo possuira momento magnético
orbital, uma vez que neste estado [ = 0. A partir do momento em que o dtomo de hidrogénio
comece a apresentar momento magnético orbital, este ird dar a direcdo e magnitude do campo
magnético B, gerado e ird interagir com o seu momento magnético de spin. Da mesma forma, a

energia spin-orbita pode ser dada por
Espin-érbita = _<ﬂ's : BL) ) (613)

ao subistituirmos as equagdes (6.11]) e (6.3]) chegamos ao resultado

€gsiB
degmechr?

(L-s) , (6.14)

Espin-o’rbita ~

em que o sinal de aproximado estd inserido pois para obtermos uma igualdade seria necessario
considerar o fato de que a funcio de onda do spin ndo retorna ao estado inicial apés uma rotacao

de 27.
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7 Aplicacao

Neste momento, todas as ferramentas necessdrias para uma aplicagdo ja foram introduzidas
e resta apenas a escolha de um sistema especifico que as contemple. Em seguida, uma breve
introdu¢do a um modelo que utiliza uma das Lagrangeanas eletromagnéticas serd feita e a partir
da mesma Lagrangeana, chega-se a uma equacdo de Schrodinger. Partiremos de uma Lagrangeana
utilizada inclusive por um dos fisicos que se opugnavam a formulacdo Quantica para explorar e

evidenciar ainda mais o principio da correspondéncia.

7.1 Modelo de ““queda livre”

Introduzido pelo fisico nuclear polonés Michal Gryzinski [27], o modelo de “queda livre”
descreve o d&tomo em termos de elétrons localizdveis que tem uma dindmica deterministica descrita
pelas leis cldssicas com uma orbita bem definida (com trajetérias quase radiais com momento
angular muito pequeno); tais aproximacdes apresentam melhores resultados de experimentos de
espalhamento [28]], também se comparado ao modelo de Bohr [29]. Devido ao movimento radial
dos elétrons no estado fundamental em relacdo ao nucleo também mostrou que a solucdo do
problema de Kepler com momento angular nulo reflete melhor as propriedades do 4tomo de hidrogénio
que a solucdo de Bohr [30] e também faz do dtomo um multipolo elétrico, que pode explicar o
efeito Ramsauer [31], que se refere ao espalhamento de elétrons de baixa energia por dtomos de
um gds nobre. Outros exemplos de discordincia da formulacdo de Bohr podem ser encontrados
nos processos nucleares de captura de elétron de um orbital que para ser realizada necessita de uma
distancia da ordem de interagdes do tipo for¢a nuclear fraca, muito inferior ao raio de Bohr.

Uma das objecdes (Bohr-Sommerfield) ao modelo era que tal trajetdria levaria a colis@o entre o
elétron e o nicleo. Entretanto, se levado em conta as propriedades magnéticas do elétron (sec@o|6)),
esta aniquilagdo pode ser removida [27]]. Descrito por A. Sommerfeld, atombau und spektrallinien
(Friedr. Vieweg. sohn Braunschweig, 1951)(apud [27]]) como "Since on the grounds of classical
electrodynamics and non-relativistic mechanics the problem is identical with the problem of a point

charge in the field of rigidly space-oriented and charged magnetic dipole". E

12«Fgte problema, de acordo com a eletrodindmica cldssica e mecanica ndo-relativistica, ¢ simplesmente o0 mesmo
de uma carga pontual num campo que estd orientado no espago de forma rigida por um dipolo magnético”. Tradugdo
nossa.
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A proposta de Bohr, por outro lado, deveria gerar campos magnéticos em razdo dos elétrons
que estdo em Orbitas circulares, o que nao é observado para o hidrogénio. Sendo que para o estado
fundamental o valor do momento angular € nulo, dado sua simetria.

O modelo de “queda livre” tem por embasamento as Orbitas similares ao modelo de Kepler para
momentos angulares muito pequenos. Em razdo do momento de dipolo magnético do elétron essas
orbitas ndo sdo elipticas, essas intere¢des sao conhecidas como acoplamentos do tipo spin-Orbita
que gera um termo inversamente proporcional ao cubo da distincia, ou seja, se tornam relevantes
para distancias muito pequenas como seria retratado pelo regime do elétron passando préximo ao
nucleo.

Avaliando o limite da interacdo Coulombiana pode-se perceber que conforme a distiancia do
elétron em relacdo ao nucleo tende a zero, a energia de Coulomb que € inversamente proporcional
a distancia se torna infinita, mas esta seria a situacao fisica inexistente de que ambas as particulas
se encontrariam no mesmo ponto. Se compararmos o termo referente a0 momento magnético com
o de interacdo Coulombiana vemos que a primeira citada é a dominante no regime préximo ao
nicleo. Assim, quando o elétron se aproxima radialmente do nicleo, rapidamente a sua direcao é
alterada devido esta for¢ca magnética (for¢a de Lorentz) que serd gerada e, entdo, o elétron comega
a se distanciar do nucleo até que novamente a interacdo Coulombiana seja dominante e assim exista
a repeticdo desse movimento, uma vez que um termo € atrativo e o outro € repulsivo, como serd
explicado adiante.

Desconsiderando pequenas mudancas na orientacdo do spin eletronico, i.e., assumindo que sua
orientacdo € firmemente orientada no espaco, também chamada de aproximac¢do do pido rigido, a
Lagrangeana que descreve a dinamica para um elétron de massa m, carga —g € momento magnético
L que seja firmemente orientado no espaco em um campo Couldmbico do niicleo com uma carga
elétrica fixa () = Ze, tem a forma [27] descrita pela equagdo abaixo, na qual o dltimo termo
representa uma interacdo spin-orbita, se¢do[6.3](interagéo entre o campo magnético proveniente do

momento magnético do elétron com o campo elétrico do nicleo).

Ze2 7
L:Tr-r+—e+—€{i~-<“”)}, (7.1)

2 r c 73

cuja Lagrangeana também pode ser encontrada se consideramos a equacdo (5.4) onde A e ¢, sdo
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os potenciais vetorial e escalar, respectivamente:

A=Z <“ - r) (7.2)

T

e

Ze
p=-2° (1.3)

T

Usando a equagdo de Schrodinger generalizada
. —R*1 0 0 th 0*vV b 0V 9 1 0V IV

H= — " pv ——g" ——g"— 4.53
2 /50" (\@g aqnu) =59 5p05 27 ogog 27 apoap @2

. L. . ) , e.
em que, como Vvisto na pagma o potencial generalizado é V =e¢ — —r - A.
c
Assim, para uma particula de massa m, usando o sistema de coordenadas cartesianas, os termos

da equag@o anterior se tornam as equagdes a seguir:

R 1 0 0 h?
L w ) = 2 4
2m /g Oq# (\/‘ag (9q”> 2mv ’ 74
1h o’V 1h 0 1he
_ gk = gt ——r1 - A)=— A .
2mg oGroq” 2mg dGgroq” ( r 2mcv (7.5)
th ov 0 th 0 the
— —g"— = ——qg" —-r-A =—A- .
ng g+ Oq¥ 2mg aq# <€¢ cr ) g’  2mc v, (7.6
2
1,0V oV © ALA 7 7.7)

2mg OGH O " 2me?
que quando substituidas na equacdo (4.53) originam o operador Hamiltoniano descrito pela a

equagdo
. h? ihe ihe e?
H=_-"vV? —V- —A-
ZmV teg+ QmCV + 2me v+ 2mc?

A-A, (7.8)

podendo ser reorganizada como

j (Ev - EA) - (zv . EA) ted (7.9)
1 C 1 C

2m
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portanto, a equagdo de Schrodinger pode ser dada por

- L (Ev - EA) - (Ev - EA) b+ egi) . (7.10)
dt 2m \ 1 c ) c

Usando os potenciais definidos pelas equacgdes (7.2) e (7.3]), o operador Hamiltoniano para o

modelo atdmico em “queda livre” assume a forma

i th Ze? +Z'hZ€V. (uxr)+

9 3
r2 me r (7.11)
th e (pXxr e nXxr nXxr
2mc ( ) 2mc2 < 3 ) ( r3 ) ’
e na forma da equacao (7.10), a equagao de Schrodinger € representada como segue
d 1 [h Z A
il _ L hg _Ze (pxr)) Theg  Ze (pxr w——z/} (7.12)
dt  2m |1 c r3 i c r3

Definindo o produto vetorial acima como um vetor M que possa ser expresso por um sistema

de coordenadas que se transforme de acordo com o Jacobiano

senflcos¢ rcosfcosp —rsenbseng
= | senflsen¢ rcosbfsenp rsenfcoso | , (7.13)

cos —rsent 0

obtemos M, descrito por

M=pxr
= (pyz = p=y)i + (122 — 1102)] + (pay — pryx)k
= (Kyz = [L2Y, 1T — 122, HoY — Hy)
(7.14)
(Mr7 M97 Mqi))
= (pyrcos@ — p,rsenfsene, p,rsenf cos ¢ — pu,rcosb,

pyrsendseng — p,rsend cos @) .
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Num sistema de coordenadas esféricas o laplaciano € dado por variacdes das expressdes a seguir

VQ—lﬁ 7’22 + ! o + L 0 senﬁa
Cr20r or r2sen?6 0¢? = r2senf 00 ol

1 82+28 N 1 82_|_ 1 00+ 982
o2 r or? "or r2sen?6 0¢? = r?senf OS50 T a2

_8_2+22+ 1 82+ Cosngri&_Q (7.15)
o2 ror  r2sen20 062 r2senf 00 12002 .
N ('97“2 ror  r2sen26 0¢? r2 00  r200?
= — 7’@—2—%27’2—1- L& —i—cot@a o
N 7“2 or? or ' sen®0 9¢? 00 892
onde suas componentes s&0
0 o 1 0 lseng 0
= = - = = 1
Va o senf cos ¢ T—i-rcosecosqﬁae rsen&@gb (7.16)
0 0 1 0 lcos¢g 0O
=— = = — - 1
Vy By sen@senqﬁ o + . cos Hsengbae " senf 90 (7.17)
0 o 1 0
V., = 5, = cos 95 — ;senQ% (7.18)
Assim, o operador Hamiltoniano (7.11)) vem dado por
dip h? 0? 0 1 0? 0 0? Ze?
bk S ) Ml =42 _
ih dt 2mr? ( or? + or T en?6 sen20 02 * COte@G * 802) v r vt
thZe o 1 0 1seng 0
+ {chr?’ (sen@cos¢ 5 + ;cos@cos¢% T send 90
o 1 9  lcosg 0 o 1 0
- 74z gz M,, My, M 1
senﬁsengb En —i— cos Gsembae ~wonf 3¢ (9 Tsen989> (M., Mg, Mg)+ (7.19)
z'h 8 1 1sen¢ 0
Dy— ———(M,., My, My) - <sen0 cosd) o + . cos f cos %9 Fsen 95
0 1 0  lcos¢ 0 o 1 0 Z%*
senesenqb 5 + . cos QSengbae pp—7 agb SQ— — ;sené’%) + WM Vv,
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distribuindo os produtos escalares:

h? y 02 0 1 o g 02 Ze?
T 2mp2 (r or? e "or T sen6 sen?6 0¢? * COtH% * ﬁ) v T¢+
[;:i; (sen9 cos qb% + % cos 8 cos ¢a§§ — %ZEZZ 8(;\;[7" ,
senﬁsen¢% + —cos Hsend)@é\ge + %ZZZZ 88]\9? , COS % — 1sen %) + (7.20)
2:::7“3 (M send cos qb —i— % cos f cos (;589 ]\f ZZZ? (;ib + Mgsen956n¢—
+% coS Hsengb% ]\7/:[6 ZZZ? 8a¢ My cos 9% — %SGH@%) %Mﬂ (T

usando as defini¢des de M e ap6s algumas simplificacdes é possivel chegar nas relagdes a

seguir, como mostrado no apéndice[A.T]

ZhZeV C(mxrTy 0 (7.21)
2me 73

e
hZ
mee (BXT) gy (7.22)
2me 73

levando o Hamiltoniano anterior a ser expresso pela equacao

d FLQ Z2 222
Wl P, 22, T

dt 2m r 2mc2r6

M2 (7.23)

Para nao ter perda de generalidade, é explicado no apéndice (A.1I)) que para alguns casos pode

vir a existir também a presenc¢a de um termo proporcional a r ~ que estaria em competi¢io com o
ultimo termo da equacdo (7.23)), resultando numa equacdo da forma

dip h? Ze? ihZeA Z%e?

i = =2V — =y -

M? 7.24
dt 2m v ( )

2mer3  2mc2r

em que o valor de A representa as contribuicdes advindas dos termos (7.21) e (7.22) para possiveis

casos em que o potencial vetor ndo comute com o operador momento (ver ultimo pardgrafo do

apéndice (A.T)).
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7.2 Soluc¢ao Numérica

Podemos ver desta equacdo de Schrodinger ((7.24]) que existe um termo de contribuicao cinética
que seria 0 mesmo do caso particular de uma particula livre, em seguida um termo referente ao
potencial de Coulomb, que se torna dominante para os casos em que a distincia entre elétron e
nucleo ndo sdo tdo pequenas, na escala do raio de Bohr. Para o caso particular de distancias da
ordem do comprimento de onda de Compton, podemos observar que ha dois termos que se tornam
dominantes neste regime, que fisicamente representa a atuagdo do campo magnético do elétron e
que sdo, respectivamente, inversamente proporcionais a 7> e r® sendo um de cardter atrativo e outro
de cardter repulsivo.

Salientamos que a equagdo ¢ uma equacao diferencial parcial com termos ndo constantes
e complexos onde uma solugdo pode ser bastante dificil de ser encontrada. Sera considerado apenas
a parte real, bastando para isso reconhecer que o momento pode ser expresso por p = —ihV.
Como uma primeira solu¢do aproximada para esta equacgao, serdo feitas hipoteses simplificadoras:
de inicio note que todos os termos provenientes de e serd chamado de A, o qual serd
considerado como uma constante para contemplar os casos onde o termo proporcional a 2 possa
ser incluido para a solugdo radial, onde usaremos unidades atdomicas (h = e = m = Z = 1,
incluindo M? = 1 e ¢ = 137) para reduzir o problema a uma equagio de Schrodinger independente

do tempo com um potencial central da forma

V(r)=—1 A +—1 : (7.25)

r  2cr3  2c2y6

O comportamento radial de cada termo deste potencial estd representado pela Figura[3]a seguir.
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v(r)

6 - 4

B S
0,00 005 010 015 020 025 030 035 040 045 0,50

rla,

Figura 3: Gréficos da contribui¢do individual de cada termo do potencial V' (r), mostrando onde

. . VA
cada termo € dominante para o caso particular de A = 1. Pode-se demonstrar que serd em —— a

V2¢e

inversdo de dominancia entre os termos atrativos.

Colocando todos os regimes juntos € possivel visualizar como € a influéncia radial do potencial

para este sistema, o que estd representado pelas fun¢des da Figura @] para diferentes valores de A.

2_ T T T T T ]
1Lk —— A=t ]
S A=0.8 1
Cok ——A=06 1
0
q L
2t
> I
3L
a4l
5L
— T LN LA B A L R LU N
0.10 0.15 0.20 0.25 0.30 0.35 0.40
rla

Figura 4: Griéficos do potencial V' (r) para diferentes valores de A no intervalo de |A| < 1.
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Nestes casos, a equacao de Schrodinger € uma equagdo com potencial central, i.e., um sistema
em que o potencial é dependente apenas da distincia entre as partes interagentesE]

2
ﬁwz—gjﬁw+vm¢—E¢. (7.26)

Para solucdo deste problema iremos utilizar a separacdo de varidveis, parte radial e angular.
Note que como descrito pelas varias op¢oes da equagao|/.15|o laplaciano em coordenadas esféricas

€ expresso por

s, 10 (5,0 1 0? 1 0 0
= —— — — 0— ) . 7.1
v " + r2sen?6 0¢? + 2senf 00 \ " 90 (7.15)

A separagdo de varidveis € facilitada se reconhecermos que o quadrado do operador momento

angular, L = —thr x V, estd incluso no laplaciano, como descrito por

LP=L2+L+ L,

_ _h2 1 82 N 1 g Seneg (7.27)
N sen?0 0¢?  senf 90 '

Assim, o operador Hamiltoniano pode ser expresso em termos deste operador por

2 2
H:~zl2(28)+L +V(r). (7.28)

" or 2mr?

Assumiremos, entdo, que a fung¢do de onda pode ser descrita como um produto de duas fungdes,

uma que represente a parte radial e outra a angular

W(r,0,¢) = R(r)Y(0,¢) . (7.29)

130 desenvolvimento da solucdio da equacdio de Schrodinger para potenciais centrais segue essencialmente o
desenvolvimento didético apresentado por [[32]] onde a totalidade da secdo pode ser encontrada.
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Os harmonicos esféricos sdo conhecidos como solucao angular desta equacio de Schrodinger e

assim podemos usar o seu resultado e obter uma equagao radial

2 2
n19o (ra 33’”) N [M V)| Bu(r) = EwBulr) | (7.30)

or 2mir?

onde a fun¢do de onda, explicitando os nlimeros quanticos, é

Vi (r,0,0) = Ru(r)Yin(0,¢) . (7.31)

A probabilidade de encontrarmos a particula numa distancia entre r e r + dr a partir do centro

¢ dada pela integracdo sobre as varidveis angulares

/|¢nlm(r,9, ¢)|2rd9 rsenf do dr = |Rnl|27“2 = |an|2dr , (7.32)

onde uma fungdo auxiliar foi introduzida,
x(r) =rR(r) , (7.33)

cuja condicio de normalizacio assume a forma a seguir,

/!xnz\2dr =1, (7.34)
0

uma vez que a parte angular também tem que ser a mesma para o dominio angular para que a
funcdo de onda esteja normalizada, fazendo com que possamos interpreta-l4 como uma densidade
de probabilidade radial. Assim, a equacdo radial (7.30) pode ser reescrita em termos da funcao

auxiliar, na forma
h? d*y n h2l(l +1)
2m dr? 2mr?

+V(r)—FE|x(r)=0, (7.35)

resultando em uma equacdo de Schrodinger para uma particula sobre a influéncia de um potencial

efetivo com um operador descrito por

L R+
V(r)= —Q(m;“: v (7.36)
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que para o caso particular de estudo o potencial V' (r) serd como o descrito pela equagdo (7.25),
mas, doravante, com o valor de zero para o termo A como ja mostrado pelos resultados de e
(7.22)).

Neste momento a equacdo de Schrédinger desenvolvida se encontra na classe de equagdes que
possuem um potencial central e podem ser resolvidas numericamente, por exemplo, por meio do
método de Numerov [33]. Utilizamos um c6digo em FORTRAN [32] com as devidas alteracoes
mostradas no apéndice (A.2) ou também uma outra alternativa apresentada é encontrada por um
c6digo na linguagem do Maple”™™ no apéndice para obtencdo da parte radial da fun¢ado de
onda para diferentes escolhas de nimeros quanticos (n e [) como apresentado ao final da péagina,
na Figura[5]

Em seguida, a Figura [0 traz em separado as diferentes escolhas de nimeros quanticos e as
compara com o resultado analitico do hidrogénio para o caso convencional. E possivel observar
que para as regides mais proximas do nidcleo nos casos onde [ = 0 o novo potencial tem sua
contribui¢do ao fazer a funcdo de onda desviar do resultado analitco, para valores maiores de r
sua contribui¢c@o se torna menos influente, como esperado dado sua proporcionalidade a distancia;
mostrando que este desvio ndo € algum erro numérico ou sistemdtico e sim a descri¢do do seu

comportamento nesse intervalo.

08 T T T T T T T T T 0,6 T T T T T T T

0,7 -

——n=11=0 ——n=11=0
06 H ——n=21=0{ - 05 —n=21=0| 7
05 n=21=1| ] n=2 I=1
—n=31=0 04l —n=31=0|
04 n=31=1| ] n=3 =1
< o3 —n=31=2| - o ——n=31=2
['4 03 H 4
02 - ‘;

0,1

0,0

-0,1
-0,2
T
0 3

-0,3

S s

T T
6 9 12 15 18 21 24 27 30 0 3 6 9 12 15 18 21 24
rla, rla,

(a) Distribui¢do radial (b) Distribuicdo radial ao quadrado

Figura 5: Distribui¢do radial da funcdo de onda
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—— Dist. radial
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= Dist. radial analitica 1s
= Prob. analitica 1s
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Distribuicao radial da funcdo de onda comparada com os resultados analiticos para o
hidrogénio com potencial convencional
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7.3 Parametro-¢

Numa outra abordagem, para o mesmo potencial, estuda-se uma solu¢ao numérica em nivel
Hartree-Fock, generalizado por Custddio et al [35]] que € gerado por uma combinacdo de métodos
variacionais e um grid de espaco real para resolver a equagdo de Schrodinger independente do
tempo, onde o espaco de coordenadas € discretizado por meio de g-fungdes, vindas da prépria
definicdo de Euler ja utilizadas por Landau e também na Termodindmica ndo extensiva de Tsallis.
O método ¢é baseado na regra trapezoidal com espacamentos desiguais para integra¢do da energia
eletrOnica total. O grid n@o uniforme nas coordenadas radiais foi definido por uma transformagao de
coordenadas utilizando uma g-exponencial para satisfazer as condi¢des das singularidades Coulom-
bianas de um grid que precisa ser gradualmente mais espacado a partir do nicleo, como € feito, por
exemplo, por um grid logaritmo. Assim a energia eletronica € dependente tanto do nimero de
pontos de integracdo quanto do parametro-q. A dependéncia da energia eletronica em fun¢do do
parametro-q reproduz uma exatidao proxima daquela encontrada pelo método Hartree-Fock numa
situagdo limite, que serdo mostradas adiante.

As g-fungdes j4 apresentam uma ampla aplicacdo em problemas da Fisica ([36]] apud [34],

[37-40]) e algumas delas, g-exponencial e g-logaritmo, sdo definidas como

1

(I=q)
€y = [1 +(1— q)x] (x>0, ¢g€R) (7.37)
e
(1-9) _ 1

—1
em que [A]; = maz{A,0}el+ (1 —¢g)x > 0,quesatisfaze; =0seq<lex < T Para
—q
g = 1 aexponencial de Euler € recuperada , i.e., e = e”.
A energia eletronica utilizada neste método foi baseada na energia média de configuracio

proposta por Slater ([41-44]Japud[34])

E = E+ AE(LS) (7.39)

14Esta segdo segue o método abordado no artigo ainda nio publicado por Custédio et al [34]
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com AF(LS) sendo a energia de correcéo para um estado eletronico particular([41-44]apud[34])

e I sendo a energia média da configuragio eletronica, dado por :

E:nibwa(f(a, ( )QZZ:fk F’“aa)Jr

mgssub la+lp (740)
+ ) (Zwawb(FO(a D+ > gilla )G (a, b))) ,
a=2 k= ‘la_lb‘

em que my,;, representa o nimero de subcamadas e w o nimero de ocupagao, fi € gi sdo constantes
caracteristicas da distribuicdo eletronica e I, F' e G sdo as integrais de um-elétron, Coulomb e de
troca, respectivamente. A primeira dessas integrais vem dada por

00 2
I(nl,n'l) = —%/ P(nl;r) (d— + 2z _ W+ 1))P(nl;r)dr : (7.41)
0

dr? r 72

para o caso do novo potencial, altera-se a equacdo com o potencial desejado, neste caso:

1 [~ 2 27 I(l+1 Z*
I(nl,n'l) = —5/ P(nl;r) (— +— — (+1) + )P(nl;r)dr : (7.42)
0

dr? r 72 2c276

onde a derivada segunda referente ao operador energia cinética foi calculado pelo método das

diferencas divididas de Newton ([45]] apud [34])

r=r; Tit1 — Ti-1 Tit1 — T4 T — Ti-1

e as outras duas integrais sio casos particulares da equacdo genérica

S

U(r)
dr?

RF(nl, n'U';n"1" 0" 1) :/ / P(nl;r)P(n"1";7)U*(r, s)P(n'l'; s)P(n""I";r)dr , (7.44)
o Jo

em que

Sk: T‘k

Uk(r,s):k—Jrl T >S ou — T < 8 (7.45)
r

Portanto, as integrais eletronicas de repulsdo sdao

FFnl,n'l') = R*(nl,n'l';n'l') e G*(nl,n'l') = RF(nl,n'l',;n'l',nl) . (7.46)
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Um pseudocddigo € descrito por Custddio et al [34]:

i) As integrais definidas representadas por e no intervalo de integragdo
[0, o0] sdo avaliadas para [0, 7.y:], onde um valor adequado para o 74, é escolhido
de tal forma que gere as fungdes radiais convergentes proximas de zero nas regides
extremas do dominio. Essas integrais foram calculadas pela regra do trapézio com
espacamentos ndo iguais.

ii) A partir do 7., uma coordenada p igualmente espacada é definida como: pg, pg +

e*”‘cut —1
Ap,po+2Ap---,emque pg =1.0e Ap = %, onde N € o niimero de
pontos de integragdo.

iii) O conjunto discreto de coordenadas p sdo convertidos a r usando a equagéo
ri = —lng(pi).

iv) Do conjunto r o valor de cada funcdo radial discreta é definido arbitrariamente.
Fungdes radiais para o hidrogénio, nimero aleatérios ou qualquer outro conjunto
de valores teste sao usados como fung¢des radiais discretas iniciais para cada orbital
atdmico.

v) Uma vez que as fungdes radiais inicias de teste estdo definidas, a energia eletronica
¢é estimada usando a versdo discretizada da equacao A integracdo numérica
é realizada utilizando a regra do trapézio com espacamento desigual e as derivadas
segundas sdo aproximadas usando a equagdo [7.43|([45]] apud [34])).

vi) Um j-ésimo ponto para uma das i-ésimas fun¢des radiais é escolhido aleatoriamente
e o seu valor modificado utilizando a seguinte equagio: Pye,(4;7;) + 6;(0,5 +
—rand), onde rand é um nimero uniforme entre 0 e 1 e §; é um pardmetro escolhido
para satisfazer a taxa de aceitagdo desejada da -ésima funcgéo radial de um-elétron.
Apds modificar os dados selecionados, todas as fungdes radiais sdo ortonormalizadas
pelo método de Gram-Schmidt ([46] apud [34]).

vii) A energia eletrOnica € estimada das novas fungdes radiais e o resultado passa a
ser comparado com as energias anteriores. Se a nova energias for menor que a
aquela anterior, esta funcio radial modificada passa a ser aceita. Caso contrdrio,
serd descartada e o valor anterior da fungéo radial é mantido.

viii) Os dois tiltimos passos sdo repetidos até que o critério de convergéncia seja satisfeito.
Novamente um ponto é escolhido aleatoriamente e ou cada fung¢ao radial foi modifi-
cada e testada ou todas elas foram modificadas simultaneamente. Neste método, a
primeira alternativa foi escolhida.

O pardmetro d; que define a incerteza na procura de fungdes radiais otimizadas foi
escolhido como critério de convergéncia invés da energia eletronica. Este parametro tende
a zero uma vez que a fung¢do de onda converge para a melhor configuragcao discretizada.
Flutuacdes na energia foram pequenas durante a simulag@o e erroneamente consideradas
como um minimo, enquanto que a convergéncia de ¢; associada com a taxa de aceitacio
se mostrou um critério mais confidvel. Os testes realizados para dtomos e outros sistemas
simples [35]] sugerem que §; deve comegar entre 0.1 e 0.5 e deve ser sistematicamente
dividido pela metade toda vez que a taxa de aceitag@o alcangar 0.01 (1%) para ciclos de
100 passos. Para resultados confidveis, §; deve atingir valores menores que 10~% para
todos os orbitais. (Custodio et al, 201 Sj]z]

B Traduciio nossa
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Neste método, os célculos das energias eletronicas dependem de dois fatores principais, sendo
eles, o nimero de pontos de integracdo e o parametro-q que define a distribui¢do de pontos no
grid, em que pequenas diferencas no tamanho da malha considerada acarretam em mudancgas
significativas no valor da energia eletrénica em fungdo do pardmetro-g como mostrado na Figura[7]

Para um raio de 20 u.a., as integracdes numéricas que utilizaram da regra trapezoidal foram
realizadas num intervalo de 30 a 100 pontos com variagdo de 5 pontos entre elas. Note que quanto
mais inclinada a curva, menor foi o nimero de pontos de integracdo utilizado, comegando em 30
e terminando em 100. A energia é menos sensivel a um maior nimero de integracdes e tende
a ter uma derivada nula, onde as curvas se aproximam do limite Hartree-Fock para o hidrogénio
no estado fundamental com resultado analitico exato de —0.50000000 u.a, este método também

obteve para o hidrogénio com o potencial convencional o valor de —0.50000042 w.a..

-0,4992 T T T T

30 pontos

-0,4994 |-

0,4996 -

05| 100 pontos &5

-0,5002 -

-0,5004 -

-0,5006 1 | | |
1,24 1,26 1,28 1,3 1,32 1,34 1,36

Figura 7: Relagdo de dependéncia da energia com o parametro-q.
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O ponto de cruzamento entre todos os valores foi encontrado na regido 1,26 < ¢ < 1, 34, dentro
desta regido foi feita uma variagdo de Ag = 0,02 como pode ser observado na Figura [§] porque
a convergéncia das propriedades advindas desta andlise sdo melhores visualizadas em gréficos da
requerida propriedade (neste caso apenas valores de energia, mas outras propriedads que podem ser
obtidas por este método incluem, e.g., (1), (r?) ) para determinado nimero de pontos utilizados na
integracdo (N) para diferentes valores do parametro-q. Apesar de para maiores nimeros de pontos
de integracdo o valor de energia ndo ser tao sensivel em relacdo ao parametro-q escolhido isto ird

requerir um maior tempo de CPU.

| 4 | . | ! ! ! I ! I ! I ! |
-0,4994 ——q=1,26] ]
L —tig=h 28
——q=1,30
-0,4996 ——q=1,32|
| —+—q=1,34 ]
@ -0,4998 - .
=
© |
2 -0,5000 =
[}
c
T L
-0,5002 - =
-0,5004 =
| |

y ¥ T y T T T Y T y T ' T
30 40 50 60 70 80 20 100
N (numero de pontos de integracéo)

Figura 8: Relagdo de dependéncia da energia com parametros-q para diferentes nimeros de pontos
de integracao (N).

Esses dados foram analisados para se obter um g-6timo e uma energia 6tima através da extrapo-
lagdo das energias, visto na Figura[9|nos pontos de cruzamento vs a derivada da energia em relagdo
ao parametro-¢ nos pontos de cruzamento que apresenta convergéncia (derivada igual a zero)

para o valor de —0, 5000018004 w.a. com extrapola¢do usando polindminos de segundo grau e
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—0, 5000005999 u.a. com de terceiro grau, valores que mostram o limite HF, onde testes indicaram

que o polindmio de segundo grau é a melhor alternativa para essas extrapolacoes [34].

-0,50000 ‘ . 1
-0,50005 | -
— — ” | .‘
£ » /
2 , | : :
] :
| /
w
-0,50015 |
050020 -
- )
i I I L
0,014 0,012 0,010 0,008 0,006 0,004 Py -

dE/dqy

Figura 9: Convergéncia da energia com a primeira derivada em relagdo ao parametro-q.

O comportamento de ¢ em funcdo da primeira derivada da energia em relacdo a ¢, que pode
ser visto na Figura[I0] mostra as curvas de convergéncia da extrapolagdo que apresentam valor de

g-6timo de 1, 26257777 para extrapolacdes de segundo grau e ¢ = 1, 2612393 com terceiro grau.

133 .

131

129

127

1.26 1 L 1 L | 1
-0.014 -0.012 -0.01 -0.008 -0.006 -0.004 -0.002 0

dE/dq,

Figura 10: comportamento de ¢ em fun¢do da primeira derivada da energia em relacdo a q.
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A Tabela[l|a seguir mostra os valores de energia que foram obtidos utilizando este método para
o caso do hidrogénio no estado fundamental com o potencial convencional de origem puramente
coulombiana e também do novo potencial (A = 0), que tem influéncia do termo de interacdo

magnética.

Tabela 1: Comparacdo dos valores de energia eletronica em unidades atdmicas (u.a)

¢ : Energia Sol. Num. Energia Sol.
Atomo Estado | Energia exata pot. convencional Num. novo pot.
H | S | -0,50000000] —0,50000042 | —0,50000180

Perceba que a diferenca no novo valor de energia eletronica € atribuido ao novo regime de
interacdo magnética do potencial. Este termo gera uma mudanca pequena em razao da sua propor-

cionalidade ser inversa a %

mas € suficiente para ser perceptivel ja nos valores de energia eletronica.
Note que este termo € proporcional ao quadrado do nimero atbmico, assim, como estudos prelimi-
nares indicam, terd uma influéncia ainda maior para esses sistemas, casos particulares sao os 4tomos
hidrogendides e moléculas. Mais ainda, na presenca de um campo magnético externo hd uma maior

separacdo dos niveis de energia, como em aplicacdes espectroscopicas, este termo € da ordem dos

que aparecem em estrutura fina, onde sdo fundamentais para o desdobramento das raias espectrais.
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8 Conclusao

Foi obtida uma nova equacdo de Schrodinger a qual, como j4 reportada anteriormente, possui
um termo que leva em conta a curvatura do espaco que ¢é atribuida a energia cinética ou para
casos em que o sistema se encontre em restricoes, mas cuja Lagrangeana engloba também os
potenciais que sejam dependentes da posicdo e velocidade, dentro de certa aproximacao, gerando
termos relativos ao potencial que estdo acompanhando os objetos que resultaram da expansdo da
métrica, obtendo assim uma nova equagao de Schrodinger que expressa o termo de curvatura num
sistema onde a energia potencial seja funcao do espaco de configuracdes e velocidade. Para casos
em que o sistema a ser considerado ndo € da classe de sistemas dindmicos generalizados (um
sistema cuja energia cinética nao gera um termo de curvatura) ndo ha ambiguidade pois a equacdo
de Schrodinger usual é recuperada porque o termo relativo a curvatura desaparece, este € o caso
abordado no tltimo capitulo.

E importante ressaltar que o método pode ser extendido para geometrias nio-Riemannianas
e assim, por exemplo, o comprimento de um vetor pode nao ser o mesmo de um ponto a outro
por meio de uma operagdo de translagdo. Nesta classe de geometria, € possivel que mesmo a
métrica sendo Euclidiana, o espacgo seja curvo e possua uma curvatura escalar R ndo nula, levando
a conclusao de que a curvatura do espago € determinada pelo movimento da particula [1]].

Para futuros casos de sistemas dindmicos generalizados, onde a métrica escolhida gere um
termo de curvatura, mesmo dentro do método numérico Numerov € possivel de se obter uma
solugdo: no caso mais simples o termo de curvatura serd uma constante (se¢ao[d.1.1)) e ndo influenciard
o algoritmo mas trard mudancas a funcdo de onda. Para casos em que a curvatura nao apresente
dependéncia angular o método Numerov utilizado aqui ainda tem validade porque nesse método
trata-se apenas a dependéncia radial da equacdo de Schrodinger ja que a parte angular € dada
pelos harmdnicos esféricos. Para isso, uma simplificacdo sem considerar a completa expansao
da métrica, seria acrescentar este novo termo de curvatura dentro da funcdo considerada como um
novo termo do potencial efetivo. Para casos mais elaborados em que o termo de curvatura apresente
dependéncia angular uma adaptacdo ao método Numerov deve ser realizada ou mesmo a procura
por outros métodos numéricos que nao tenham a parte angular dada somente pelos harmdnicos

esféricos e assim obter uma fun¢do de onda completa, com dependéncia radial e angular.
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Para o mais simples dos casos, onde o termo de curvatura pode ser desconsiderado, resulta
uma equagao de Schrodinger como caso particular [20]], que leva em conta também os termos
do potencial que foram expandidos por uma série de Taylor (equagdo [{4.52), que foi utilizada
para aplicac@o no ultimo capitulo em um sistema de origem puramente cldssica com equivalente
quantico compreendido pelo principio da correspondéncia admitido pela formulacdo de Feynman.

Mostrou-se como os termos do potencial comportam-se radialmente e como a funcdo de onda
estd distribuida por meio de uma solu¢do numérica via método Numerov, cujo valor de energia para
o estado fundamental com este novo potencial foi de —0, 50000180 wu.a.. Este valor € préximo do
ao limite Hartree-fock e/ou valor analitico exato para o caso do hidrogénio (apenas com o termo de
interacao Coulombiana) porque, como pode ser observado, o novo termo de interacdo do momento
magnético € dominante apenas nas redondezas do nicleo pois no limite de valores maiores de r
tende a zero mais rdpido que qualquer outro termo deste potencial e sua influéncia, naquele regime
de r muito maiores, ndo tem o mesmo peso. A mudanca no valor de energia € atribuida a este novo
potencial e ndo a erros aleatdrios ou sistematicos porque o seu comportamento para diferentes
escolhas de nimeros quanticos traz diferentes comportamentos.

Na Figural6]apresenta-se como a influéncia desse termo do novo potencial (com A = 0) desvia
a funcdo de onda das solucdes analiticas para seis diferentes escolhas de n e [. Para as situacdes
em que [ # 0 este desvio € pequeno pois nestes casos também serd somado ao potencial efetivo
os termos que sdo originados pelo autovalor do momento angular, I(l + 1), que é inversamente
proporcional a r2 e se torna o termo dominante em comparacdo ao termo de interacio magnética.
Ja nos demais casos, quando | = 0, é possivel observar que este termo inversamente proporcional

arf

ocasiona um desvio da solucdo analitica do caso tradicional, principalmente para valores
menores de r, onde seu comportamento € mais expressivo. Como reportado por Gryzinski [27],
a energia cinética, velocidade e momento angular do elétron atingiriam seus valores maximos quao
mais préoximos do nucleo estiver; fatores que corroboram para observamos que nessa regiao a
distribuicdo radial para este caso estar sempre abaixo dos resultados analiticos pois nessa regiao a
probabilidade de se encontrar o elétron seria menor.

Percebeu-se onde esta contribui¢do é mais sensivel e que ela ndo é um erro sistematico ou

de integracdo, esta contribui¢io do novo potencial é de ordem pequena mas ja pode ser notado

no valor de energia total do sistema. Estudos preliminares indicam que as novas contribuicdes
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terdo mais relevancia a medida que se aumente a carga nuclear, como pode ser contemplado nos
casos de 4tomos hidrogendides, uma vez que este termo analizado aqui € proporcional ao quadrado
do niimero atdmico e assim poderd ser observado uma maior influéncia nesses sistemas. Apoés
um entendimento de dtomos hidrogendides, anti-hidrogénio, um dos préximos passos entdo seria
o estudo e caracterizagdo de sistemas moleculares poliatdbmicos, para o caso mais simples, tendo
como caso particular a molécula H,' . Note que com adi¢io de um campo magnético externo o valor
da energia de acoplamento com o momento (equagdo [6.9) se torna maior, havendo uma separagao
maior dos niveis de energia e dando mais expressdo a este termo. Sendo importante, por exemplo,
em aplicagdes espectroscopicas, onde essas grandezas sdo determinantes nos desdobramentos de
estrutura fina!

Uma continuidade também interessante deste trabalho seria a sua aplicacdo em conjunto aos
mais diferentes sistemas citados (tanto sistemas atdmicos e moleculares como diferentes métricas
e/ou restricoes geométricas impostas) para ver de fato quanto o espectro de energia serd alterado
pararestricdes particulares, incluindo aqui também alguns sistemas onde os principios da relatividade
geral foram considerados para se contabilizar os efeitos magnéticos e de forte interacdo na métrica

do espaco-tempo de sistemas quanticos [47] [48].
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A Apéndice

A.1 Resultado das equacoes 7.21 e 7.22

Iremos mostrar o resultado apresentado nas equacdes (7.21)) e (7.22))

ihZeg  (BXTY (7.21)
2me 73

ihZe (pXTY g ¢ (7.22)
2me r3

Para a primeira equacdo note que podemos explicitar o termo como
V.-(pxr)=(V,,V,,V,) M= (V,,V,, V) (M, My, M) (A.1)

= (Va4, Vy, V,)-(pyr cos 0—p,rsenfsene, p,rsent cos ¢—pu,r cos 0, p,rsenfseng—pu,rsent cos @)

(A.2)
onde as componentes do primeiro objeto estdo explicitas em (7.16]7.17|e[7.18)
Calculando cada termo separadamente, obtemos:
V.M, =
r 0 0— p, 0
senf cos ¢ = send cos ¢ (pryr cos persenfseng)
or or
= senf cos ¢(pu, cos @ — p,senbseng) (A.3)
= 4, cos Osenb) cos ¢ — (. sen*fsend cos ¢
1 oM, 1 0 0— ., 0
-, cos 0 cos ¢ 50 - cos f cos ¢ (payr cos a’g rsenfsend)
1
= —cos 6 cos ¢(—,rsenld — p,r cosfsen
, P(—hy M ) (Ad)

= cos 0 cos ¢(—pu,sent — i, cos fsene)

= —pysent cos ) cos p — p, cos® Osend cos ¢
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1seng OM,  1seng O(u,r cost — p.rsenfsene)

1 send dp 1 senb ¢

1
= - _sen¢ [, rsent cos ¢
r senf

(A.S5)
= [, Seneo cos ¢

v, M, =

OMy (p.rsenf cos ¢ — 1 cost)

or

= senfseng(j,send cos ¢ — i, cosb)

senflseng = sen@semba

(A.6)

= p.sen’fsend cos ¢ — fig cos Hsenfsend

1 M, 1
— Cos Qsengbg = —cos Qsenqﬁa
r r

00

(pzrsend cos ¢ — pu,rcos6)

06
1

= —cos Oseng(u,r cosl cos ¢ + pgrsend) (A.7)
,

= 11, cos® 0 cos pseng + pipsenf) cos Osend

Lcosgp OMy  1cos ¢ O(p.rsent) cos ¢ — ju,r cos )
r senf dp r sen 0o
_ lcoso
" 1 send

(A.8)

(—p,rsenflseng)

= —[1,Seng cos ¢

V.M, =

oM, O(parsenbseng — pi,rsend cos ¢)
= cos 0
or or

= cos 0 (pysenbseng — p,senb cos @)

cos

(A9)

= pizsenfseng cos  — pi,senb cos ¢ cos
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1 OM, 1 eﬁ(umrsenﬁsenqﬁ — pyrsent) cos @)
oo~ " 26

1
= ——senb(p,r cosfseng — pu,r cos b cos @) (A.10)
”

= — 5 cos Usengsent + i, cos 6 cos psent)

agora teremos que somar todos estes termos

(V, Vy, V) - (M, My, My) = 1, cos 0senb cos ¢ — .sen*fsend cos o+
— pysent cos 6 cos ¢ — cos? Oseng cos ¢
+ [, seng cos ¢ — i, seng cos o+
+ p.sen*@sene cos ¢ — i, cos Osendseng+-
(A.11)
+ 11, cos? 0 cos pseng + iysend cos Oseng+
+ pgsentlseng cos 0 — pu,sent) cos ¢ cos 0+

— [g cos Osengsent) + i, cos 0 cos psent

=0

assim obtemos a equacao ([/.21])

ihzeg . (“ X r) —0. (7.21)

Para a segunda equacao, mostraremos que apenas por simplifica¢cdes da propria equacao resulta

0 seguinte termo e em seguida a substitui¢do necessdria para visualizar que ele realmente € nulo

thZe (puXxr B ihZe o P
S ( 3 > .V = S~ {(,uy cos ¢ — uwsengb)% + i — cot O(p,s€ne + pui, cos ¢)]a—¢} ,
(A12)

Note que desta vez teremos
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M, senf cos ¢% = (pyrcos @ — p,rsenfseng)sent cos ¢%

5 (A.13)
= (py7 cos Osend cos ¢ — p,rsen’dsend cos ¢) 5
—" cos f cos gbﬁ = {1y cos6 — pr.rsenbseng) cos 0 cos p—
= (p1, cos® O cos ¢ — psenfsene cos O cos ¢) %
M, sengp 0 (pyr cos O — p,rsenfseng) seng O
r senf O r senf 0¢
cos 6 0
= (—Mysengzﬁsen + ,uzsen2gb> 0_¢> (A.15)
= (—pyseng cot 0 + p1.sen’o) %
MyV, =
0 0
Mgsenfsendp— = (u,rsenf cos ¢ — p,r cos ) senfsend—
or or 5 (A.16)
= (p.rsen’d cos psend — pu,r cos fsenfsend) o
-
My Cos Gsencjﬁ2 _ (persenfcos ¢ — jigr cos ) Cos 6’sen¢2
= (p.send cos ¢ cos fsend — i, cos” Gsenqb)%
Mycosg O (pzrsent cosd — p,rcost) cos¢ 0
r senf Op r senf O¢ (A.18)

= (qu cos? ¢ — g cot f cos (ﬁ)%

MV, =



A  APENDICE 90

0
M, cos 95 = (ugrsenfsend — p,rsend cos ¢) cos 95

= (pprsenfseng cos @ — i, rsent cos ¢ cos ) 5

(A.19)

—%senﬁg _ (pgrsenfsend — pu,rsenb cos @) sen&g

r 00 r 00

) ) P (A.20)
= (—pzsen“fsend + p,sen6 cos gb)%

como anteriormente precisamos somar todos estes termos

<,uyr cos fsend cos ¢ — . rsen’@send cos ¢ + p,rsen®d cos psend +

0
— pgr cos Bsentsend + p,rsentseng cos ) — p,rsent cos ¢ cos 9) 0_+
,

+ (,uy cos? 6 cos ¢ — p.senfsend cos 0 cos ¢ + p.senf cos ¢ cos fsengp+ (A.21)

— iy cos® Osend — pigsen*Osend + uysenQH cos ¢) %jt

+< — pyseng cot 0 + posen’e + i, cos® ¢ — g cot  cos (b) % )

Podemos perceber de imediato que como os termos se cancelam nao hé contribui¢io do fator %:

0
(0)§+
+ (uy cos p(cos? O + sen?0) — pysen(cos® O + senQQ)) %4_ (A22)
+ (Mz(86n2¢ + cos® ) — cot Oy, seng + Mz005¢>> 5% '
Assim obtemos a equagdo (A.12))
thZe (puxr B ihZe ) P
2 ( 3 ) .V = S y— {(My cos ¢ — stenqb)% + i — cot O(py,seng + pui, cos ¢)]8_¢} .

(A.12)

Salientamos que para o caso trivial o termo entre chaves desta equagdo serd nulo, como pode

ser inferido pela propria relacdo (7.21), por meio de algumas propriedades deste objeto ou também
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basta para isso visualizar que as projecdes do momento de dipolo sdo:

[ty = —ersend cos ¢
[y = —ersenflsend (A.23)
[, = —ercosf

A razdo de ainda expressa-lo neste desenvolvimento € porque como observado por Feynman e
jé ressaltado aqui (pagina[49), a aproximagao feita para a acao pode excluir a situacdo em que este
termo nao € nulo, que seriam 0s casos em que 0 momento nao comuta com o termo que serd fungdo
do espaco. Apesar de ndo obté-lo diretamente pela aproximacgdo feita, ainda assim temos nocao
de sua ordem de grandeza e proporcionalidade em relacdo a 2, resta ressaltar que este termo pode
estar definido para o dominio de nimero complexos, o que ndo seréd discutido neste trabalho. Por
argumentos fisicos, podemos incluir este segundo termo para contemplar casos em que este termo
ndo serd nulo, como por exemplo,se houver um campo magnético externo intensificando o efeito

zeeman, inferindo que a solucdo da parte real se assemelha a deste termo.
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A.2 Alteracao do céodigo FORTRAN

Na sub-rotina que inicializa o potencial altera-se para

subroutine init_pot ( zeta, r, mesh, vpot )
! initialize potential

implicit none

integer, parameter :: dp = selected_real_kind(14,200)
integer, intent (in) :: mesh
real (dp), intent (in) :: zeta, r(0:mesh)

real (dp) A, B, C, r3, rb6
real (dp), intent (out):: vpot (0:mesh)

integer :: i

o
Il

—-2.0_dp=xzeta
B = 0
1.0d-10

(@!
Il

open (7,file='pot.dat’,status='"unknown’, form=' formatted’)
write (7,7 ("# r V(r)")")

do i =0,mesh

'vpot (i) = - 2.0_dp=*zeta/r (1)
r3 = r(i)*r(i)*r(i)
r6 = r3*r3
vpot (1) = A/r(i) + B/r3 + C/(137%x137%xr6)

write (7,*) r(i),vpot (i)
end do

close (7)

return

end subroutine init_pot



A  APENDICE

93

A.3 Cédigo Numerov para Maple™

O seguinte c6digo executa o método Numerov e foi realizado utilizando o programa Maple™:

>

restart : with( plots) : with(LinearAlgebra) :
#r:=table(1100) : k := table(1100) : wf:= table(1100) :

cor[1] == "blue" : cor[2] := "red" : cor[3] := "green" : cor[4] := "black": cor[5]
= "orange" : cor[6] := "DarkGreen" :

arg[1] == "n=11=0.dat" : arq[2] := "n=2 1=0.dat" : arq[3] := "n=2 I=1.dat" : arg[4]
= "n=3 I=0.dat" : arg[5] == "n=3 1=1.dat" : arq[6] := "n=3 1=2.dat" :

np = 0: Infinito == 1E3: Rmin := 1E-10: Rmax:=30: Q:=1:Z7Z=10:

§i=008:  yLmax= Rmin)
max_step

max_step = ﬂoor[ MJ :

)

for n from 1 to3 do:
for /from O ton — 1 do:

1 .
(2)n*
np:=np+1:

# Loop over the grid point of efective potential
for i from O to max_step do:
r; = Rmin +i-8:

# k; :=—( 1(17—2}_1) -2-E- 2.0 ] : # Usual Lagrangian
7 7;
1
fom [ U p 20 0 1,
r R 137137

# New Lagrangian

end do:

# Wave function at the superior limite point

W max_step =0:
meax_&tep—l = 1E—10:
Wonax step—2 = 11E—10

# Start from rmin

and move towards the matching point boundary condition and first step .
# Integration loop from right to left of the matching point.

for i from max step —2to1 by -1 do:
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M (1 + 1—12~62-k1.)

W =-wf 2w — ki, ,+10- k+]+k)

1
12
ifwf, <wf, _ then; break: endif:
end do:

matche == i+1:
@Vf R:= (meatche+ 1~ "natche — 1) .
- 2-8
# Evaluate the right first derivative of the Wave_funtion at match point.

wWF == w

wfy =0
wf; = 1E—10:

matche *

# Integration loop from left to right of the matching point.
for m from 2 to matche do:

(1= Bh)onr (14 Shea)ors)

M (1 + %624{," )

1
Who= - Whaa v 2 Wi — 1y (B H10 k4 )

if (|wfm‘ > Inﬁnito) then
for i/ from O tom do
wf;; = Infinito :

end do:

end if :
end do:

meatche +17 W

2-8

# Evaluate the left first derivative of the Wave_funtion at match point.
# print(Swf L, Svf R) :

# Checking of the first derivative at the matching point.

matche — 1) .

owf L= (

# Scale the wave function below the matching point.

( (1—— 62km_1)-wm_1 - (1+%-82~km_2)-wfm_2) |
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for ¢ from 0 to matche do:
wf, = wf,fac:

end do:

# Compute the Wave_function norm.

norma = 1
max_step
/ > [wﬁ-w;é]‘
s=0

# Stopin of case Errorin the Wave_function norm.
if (|norma| < 1E—15) then

print(" Error in norm of the function Wave function");
break:
end if :

Jd = fopen(arq(np], WRITE) :  # Open filetowrite the final results.

# Normalize de Wave_function.
for i from 0 to max_step do:
wf; = wf,-norma :
WF _sqrli] == wf-wf;:
Sfprintf (fd," %13.9f %17.10e %17.10e\n", r[i], wfi], WF sqrli]);

end do:
felose( fd) :
P wflnp] = pointplot({seq([r[i], wf[il] i = 0..max_step) }, style= line, color
=cor[np]) :
P _sqr(np] := pointplot({seq([r[i], WF sqr[i]], i = 0..max_step) }, style=line, color
=cor[np]) :
P klnp] = pointplot( {seq( [r[i], k[i]], i=4.. %);Obleg j }, style=line, color
= cor[np]) :
end do:
end do:

# Analitical Wave_function versus distance .
for i from O to max_step do:

R
P[1,i]:=2 2" re
Zr
3 i
1 2 T2 1
P[2,i]l=-——Z rie . 1—*Zr[,
V2
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G:=array(1.2,1..3):

G[1,1]:=
G[1,2] = display( {P_wf[2
G[1,3] = display( {P_wf[3

display( {P_wf[1

G[2,2] = display( {P_wf[5
G[2,3] = display( {P_wf[6

display(G);

( 1, P_wfu
( 1, P_wfu
( 1, P_wfu
G[2, 1] := display( {P_wf[4], P_wfu
( 1, P_wfu
( 1, P_wfu

[1] [
[2] [
[3] [
[41}, labels = [r,
[5] [
[6] [

Zr,
. 1 2 2
P[3,i] = Z7r-e ;
26
3 z
. 2 2 3 2 2 2
P[4,z]—3.ﬁ-Z e (1—3 Zr+ o erlj,
Zr
5 i
. 8 2 R 1
[5,i] ==~ L7 r e [1—*-Zr),
27-J6 6 !
Zr
1 i
Pl6,i]= —*— 77
81y 30
end do
P_wfu[1] = pointplot({seq([r[i], P[1,i]], i = 0..max_step)}, style= point, color =cor{1]) :
P wfu[2] = ointplot( {seq([r[i], P[2,i]], i = 0..max_step) }, style= point, color =cor[2]) :
P wfu[3] := pointplot({seq([r[i] P[3,i]] i =0..max_step) }, style=point, color =cor[3]) :
P_wfu[4] = pointplot({seq([r[i], P[4,i]], i = 0..max_step)}, style=point, color = cor[4]) :
P_wfu[5] = pointplot({seq([r[i], P[5,i]], i = 0..max_step)}, style= point, color =cor[5]) :
P_wfu[6] == pointplot( {seq([r[i], P[6,i]], i =0..max_step) }, style=point, color =cor[6]) :

# Plot Wave_function versus distance .
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