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RESUMO

Neste trabalho analisaremos sobre quais condigoes as ondas gravitacionais podem alterar o es-
tado cinematico de uma particula livre de forma permante ou ndo. Inicialmente, faremos uma
abordagem envolvendo as ondas gravitacionais lineares. Em seguida, consideraremos as ondas
gravitacionais nao-lineares. Mostraremos que, ao contrario das ondas gravitacionais lineares, as
ondas gravitacionais nao-lineares transportam energia, momento e momento angular. Dependendo
das condicOes iniciais de uma particula livre na presenca das ondas gravitacionais nao-lineares,
a energia cinética da particula podera ser alterada de forma permante ou nao. Portanto, as on-
das gravitacionais nao-lineares podem transmitir algum tipo de efeito permante para a particula,

chamado efeito memoria.



ABSTRACT

In this work we will examine on what conditions the gravitational waves can change the kinematic
state of a free particle on a permanent way or not. Initially, we will make an approach involving
linear gravitational waves. Then, we will consider the non-linear gravitational waves. We will
show that, unlike the linear gravitational waves, the non-linear gravitational waves carry energy,
momentum and angular momentum. Depending on the initial conditions of a free particle in the
presence of non-linear gravitational waves, your kinetic energy can be changed permanently or
not. Therefore, non-linear gravitational waves may transmit some sort of permanent effect to the

particle, called memory effect.
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Capitulo 1

Introducao

As equagoes de Maxwell para o eletromagnetismo quando resolvidas na auséncia de fontes
(cargas e correntes elétricas) conduzem a solucoes ondulatorias para os campos elétrico e magnético,
respectivamente. Isso indica que as ondas eletromagnéticas viajam no vicuo com a velocidade da
luz, sugerindo que a propria luz seja uma onda eletromagnética [1], cuja confirmagao experimental
fora feita por Heinrich Hertz em (1886-1888) [2|. As semelhancas entre o eletromagnetismo e
a teoria de Einstein para a gravitacao na forma linear motivaram ha muito a busca de previsoes
semelhantes entre essas duas teorias. O proprio Einstein considerou a possibilidade da existéncia de
ondas gravitacionais em (1918) [3] e tal consideracao teve prosseguimento por outros pesquisadores
nos anos seguintes [4]. As ondas gravitacionais sdo pertubagoes gravitacionais que viajam no
espaco-tempo com a velocidade da luz, e assim como no caso do eletromagnetismo, é de se esperar
que tais ondas transportem, energia, momento e momento angular. Nesse sentido, estas ondas sdo

passivas de alterarem a configuracao de um sistema de forma temporaria e/ou permanente.

A histérias das ondas gravitacionais segue ha mais de um século no reino teérico e ha décadas
no reino experimental. No contexto experimental a discussao comecgou a se tornar mais intensa
apos a primeira observacao das interacoes gravitacionais entre um pulsar e outro objeto massivo
publicada em um trabalho em 1975 [5], cujas analises posteriores e observagoes da perda de ener-
gia por esse sistema indicaram a existéncia de ondas gravitacionais. Apods varias tentativas de
deteccoes de ondas gravitacionais em 2015 ocorreu uma suposta detecgao das mesmas de maneira
independente por dois detectores do LIGO (Laser Interferometer Gravitational- Wave Observatory)
cujo resultado publicado no ano seguinte 6] indicou uma variacao do comprimento de um dos bra-
¢os de um interferémetro de Michelson modificado devido & passagem de uma onda gravitacional,
que comparado com modelos numeéricos teéricos, sugere a ermissao de ondas gravitacionais devido
& colisao de dois buracos negros em um sistema binario dos mesmos. Tal detecdo, a principio,

corrobora a previsao das equagoes de Eintein em sua forma linearizada.

Neste trabalho faremos uma abordagem acerca das ondas gravitacionais e seus efeitos sobre
particulas. Tal abordagem serd feita tanto no contexto da Relatividade Geral (RG), onde o campo
gravitacional é descrito em termos do tensor métrico, quanto no contexto do Teleparalelimo Equi-

valente & Relativdade Geral (TEGR) onde, o campo gravitacional é descrito em termos de tétradas



autoparalelas. Em particular analisaremos em que condigoes as ondas gravitacionais, solugoes exa-
tas ou nao das equacdes de Einstein, podem alterar o estado cinemético de uma particula. Faremos

isso analisando a energia cinética da particula antes, durante e apds a passagem da onda.

Iniciaremos o capitulo 2 apresentando um resumo sobre as ondas eletromagnéticas e em se-
guida, faremos uma breve abordagem sobre elementos de geometria diferencial, para em seguida,
apresentarmos, por meio de um principio variacional, a teoria da gravitagao proposta por Einstein
em (1915). Em seguida, deduziremos as equagoes de Einstein na sua forma linearizada, que pre-
véem a existéncia de ondas gravitacionais da mesma forma que a teoria do eletromagnetismo de
Maxwell prevé a existéncia de ondas eletromagnéticas. No final do capitulo 2, faremos uma breve
abordagem acerca da energia do campo gravitacional para solucoes das equagoes de Einstein na

forma linear.

No capitulo 3 apresentaremos a teoria de Einstein descrita em termos de um formalismo que
envolve campos de tétradas. Este formalismo, conhecido como Teleparalelo Equivalente & Rela-
tividade Geral, fornece equacées de campo em termos das tétradas equivalentes as equacoes de
Einstein em termos do tensor métrico. Em seguida, ainda no contexto do TEGR, apresentaremos
expressoes para a energia, 0 momento e o momento angular do campo gravitacional na presenca

ou nao de matéria.

No capftulo 4, estudaremos as propriedades das ondas gravitacionais. Mostraremos que as
ondas gravitacionais nao linearizadas com polarizacdo + nao transportam energia, momento e
nem momento angular. Esta andlise nos motivou a estudar outra classe de ondas gravitacionais
que sao solugoes exatas das equacoes de Einstein. Esta classe de ondas, solucoes exatas das
equacoes de Finstein, sdo chamadas de PP-Waves (plane-fronted gravitational waves with parallel
rays) e que, NO VACUO, sem expansao e sem rotacdo, sao chamadas de ondas gravitacionais de
frente plana [7]. No caso destas ondas, estudaremos a questdao do chamado efeito memoria, i.e.,
em que condicoes e como estas ondas podem alterar, de forma permanente ou nao, a configuracgao
do estado cinemético de uma particula [8]. Ainda no capitulo 4, mostaremos que no contexto do
TEGR as PP-Waves transportam energia, momento e momento angular e que do ponto de vista de
um observador adaptado a um conjunto de tétradas estéticas existe uma quantidade conservada
associada a particula que varia apenas durante a passagem da onda. Mostraremos que a energia
cinética associada a particula pode ser alterada de forma permanente, a depender das condicoes

iniciais. Finalmente, no capitulo 5 apresentaremos nossas concludes.

Notacdo: nesta dissertagao os indices latinos do meio do alfabeto em diante, ¢, j, k, ... repre-
sentam indices do tipo espaco e assumem os valores 1, 2, 3. Os indices gregos e latinos do inicio
do alfabeto sao indices do espago-tempo e do grupo SO(3,1), respectivamente, que variam de 0 a
3 ouseja, a« = {0,i} e a = {(0), ({)}. A assinatura utilizada sera (—1,1,1,1). A menos que se diga
o contrario, adotaremos a convencao de Einstein para a somatoéria e unidades onde as constantes
c=G=1.



Capitulo 2

Ondas Eletromagnéticas e Relatividade
Geral

Neste capitulo apresentamos um breve resumo acerca das ondas eletromagnéticas e da maneira
como a linearidade das equacoes de Maxwell leva a certas propriedades para as mesmas, e em
seguida, utilizamos tais andalises para comparar as previsoes da teoria da gravitacdo de Einstein
em sua forma linear. Faremos um breve resumo dos aspectos de geometria diferencial, necessérios
para a compreensao da teoria da gravitacdo de Finstein. As equactes de Einstein serdo entio
deduzidas pelo método utilizado por Hilbert, ou seja, por um principio variacional. Por fim,
deduziremos as expressoes da teoria da gravitacdo na sua forma linear e alguns pseudo-tensores de

energia-momento para o campo gravitacional.

2.1 Ondas eletromagnéticas

As equacoes de campo eletromagnéticas (também chamadas de equagoes de Maxwell) sdo
equacoes tensoriais definidas sobre o espago-tempo de Minkowski [9]. Tais equagdes podem admitir
solucoes nao nulas no vicuo e na auséncia de fontes. Um campo eletromagnético no vacuo na
auséncia de cargas e correntes toma o nome de ondas eletromagnéticas [10]. As equagoes para o

campo eletromagnético no vacuo [11] podem ser escritas em unidades do SI como

G.5=L
€0

V-B=0,

L 5 (2.1)

VxE:—a—B,
ot

L - 10E

B =g - 5=
VX HoJ c2 ot '’

onde F/, B e c representam os campos elétrico, magnético e a velocidade da luz, respectivamente.

Para mostrarmos que a solu¢iio das equagbes acima, na auséncia de fontes, representa uma

onda, comegamos usando o fato do divergente do campo magnético ser nulo. Isso aliado ao fato



do divergente do rotacional de qualquer vetor ser nulo, nos permite escrever o campo magnético

como o rotacional de um vetor A que é chamado de potencial vetor, i.e.,

— —

B=VxA.

De maneira analoga podemos utilizar a equacao do rotacional do campo elétrico e escrevermos

o campo elétrico em funcido do potencial vetor A como

N . 8§ G(ﬁx/i) . aA’
VXE——E —T—Vx —E .

Entretanto, pela equacao do divergente do campo elétrico, podemos escrever o campo elétrico como
menos o gradiente de um campo escalar ¢, que por convencao possui o sinal negativo, uma vez
que o rotacional do gradiente de um escalar qualquer é nulo. Dessa forma, o campo elétrico fica

escrito em funcao dos potenciais como

Agora analisaremos as equacoes de Maxwell na auséncia de fontes (uma aproximagao onde
consideramos a fonte muito longe do ponto onde estamos analisando o campo), i.e., tomando

p=0= J. Definimos o quadri-potencial como
A = (¢, A)
e o chamado tensor de Faraday F cujas componentes sdo dadas por
F, =0,A4,-0,A,.

Usando o fato de que zp = ct, as equagoes de Maxwell (2.1), na auséncia de cargas e correntes, se
tornam
O " =0,

ético. Como as equagdes de movimento descrevem toda a fisica dos campos presentes, qualquer
mudanca no potencial que nao altere as equacoes de campo descreve a mesma situacao fisica. Temos
entao uma chamada liberdade de calibre na escolha do quadri-potencial. Usando tal liberdade,
podemos adicionar um termo ao quadri-potencial de forma que tenhamos um novo potencial A; =

A, + 0,1, onde 1 ¢ um campo escalar, que deixe as equacoes de campo invariantes
O =0,
onde os cochetes indicam antissimetrizacao. Com isso, o quadri-potencial deve satisfazer
0,0"A, = 0,0"'A, .

Temos agora uma expressao covariante para o quadri-potencial A.

Somente as derivadas do potencial entram nas equacoes de campo, que nada mais sao do que

equacoes de movimento para o campo elet¢cdes de campo inalteradas, onde v é um campo escalar.



Com essa liberdade adicional na escolha do quadri-potencial A, podemos tomar 0*A, = 0 sem

perda de generalidade e tal escolha é chamada calibre de Lorentz. Fazendo
G“A;L =0"A,+0"0,0 =0,
podemos escrever as equagoes de campo como
0,0"A, =0, (2.2)

desde que o campo escalar 1 satisfaca 0#0,1 = 0. A equacdo diferencial parcial acima [12], cuja
solugao é uma exponencial complexa desceve uma onda que se propaga com velocidade da luz

(analise ao final da se¢do).

A partir desse ponto tomamos a velocidade da luz como sendo a unidade e na notacao quadri-

vetorial podemos escrever o quadri-potencial A que é solugao da equagio (2.2) como [9]
A" = Re (Q“eik”xy) , (2.3)

onde Q* sdo as amplitudes do quadri-potencial, que fornecerrao a polarizagdo da onda eletromag-
nética e possui, a principio, quatro componentes independentes, sendo k* o quadrivetor de onda

cujas componentes espaciais indicam a dire¢ao de propagagao da onda.

Aplicando a equagdo de onda (2.2) em A* dado pela equacdo (2.3) obtemos uma relagdo para
k" ou seja,
Oud e (QUe™e") =0 = kyk¥ = 0.
Podemos entao ver que o vetor de onda k* é um vetor nulo. Aplicando agora o calibre de Lorentz
a equagao (2.3), teremos
OuRe (QUe™™”) =0 = QUk, = 0. (2.4)
Dessa forma, reduzimos o numero de componentes independentes de Q* para trés, o que fisicamente

se resume ao fato de ndo termos componentes de polarizagao na direcao de propagacao da onda.

Daqui em diante, para efeito de simplicidade, consideraremos a onda como sendo plana, ou seja,
que s6 depende de uma coordenada espacial e do tempo [10]. Escolhendo a coordenada espacial
como sendo z, o que significa que a onda se propaga nessa diregao, teremos k* = (k, 0,0, k). Usando

a equagao (2.4), obtemos

Q(~k)+Q* (k) =0= Q"= Q"

A direcio de propagacio de uma onda eletromagnética é definida pela dire¢ao do campo elétrico
[13] e, sendo as equagbes do campo eletromagnético lineares, usando o calibre de Lorentz podemos
escrever a solugao geral como uma combinagao linear de dois vetores ortogonais de polarizacao. A

solucdo para o campo escalar 9 é tal que
00t =0 = ¢ = ee™™™” |

e € = constante é a amplitude do campo escalar ¢. Para mantermos a invaridncia da teoria por

calibre, pela equagao (2.4)
OuA™ = 0, A" + 9,0 (e ) = QM = Q" + ek

= Q" = Q" +iek! .



Logo, as componentes para a onda propagando na dire¢do z serdo

/

QV=Q"+ieck, Q' =Q", Q" =0* @*=q".
Devido a liberdade na escolha da funcao de calibre, podemos escolher

_ i
-,

€

. / ’ . ~ .
e assim, Q° = Q3 = 0, logo ficamos com apenas duas polarizacdes lineares el =(0,0,1,0) e e =

(0,1,0,0). Dessa forma, a amplitude do quadri-potencial A pode ser escrita como a combinacao
linear desses dois vetores de polarizagdo. Variando as constantes complexas a e b que multiplicam
esses vetores, podemos escrever o quadrivetor amplitude de qualquer onda eletromagnética se

propagando ao longo do eixo z como

W ol W
= ae] + bey .

O fato de podermos escrever uma onda eletromagnética como a combinagdo linear de apenas
duas polarizacoes s6 é possivel devido as equagbes de campo eletromagnéticas serem lineares [9].
Se as equacgoes de Maxwell nao fossem lineares, como € o caso das equagoes de Einstein, ndo seria

possivel reduzir e simplificar tanto a descri¢do das ondas eletromagnéticas.

Outro fato acerca das equagoes de campo eletromagnéticas é que, para uma onda plana, po-
demos escrever as equagdes de campo para uma componente f qualquer do campo elétrico (ou do

magnético) como

2 2
—% + % =0, (2.5)
ou ainda
(8 (3o 2)
at 0z ot 0z

Definindo as variaveis

u=z-—t, (2.6)

v=z+t, (2.7)

podemos reescrever as variaveis antigas como

Logo, a equagao (2.5) descrita em fungao dessas novas varidveis assume a forma

0% f B
oudv

cuja solugao é [10]

= filu) + fa(v).

No caso onde fa(v) = 0, se focamos nossa analise apenas em um plano z = contante, veremos

que o campo varia com o tempo neste plano. Ao fixarmos um tempo também, o campo terd o mesmo



valor para todos os tempos e posi¢oes ligados pela relagdo z —t = constante = z = constante +t.
Entao, para t = 0 o campo tem um valor no ponto z(t = 0), e ap6s decorrido um tempo t ¢ uma
distancia z, o campo assumird o mesmo valor. A partir desses fatos, concluimos que todos os

valores do campo eletromagnético se propagam ao longo do eixo z com a velocidade da luz.

2.2 Geometria Riemanniana

O campo gravitacional é fundamentalmente diferente do campo eletromagnético, que é uma
teoria tensorial que tem o espaco-tempo de Minkowski como espaco de referéncia, como veremos na
préoxima secao. Lidarmos com a gravidade requer que tenhamos que ir além do conceito de espaco
que tinhamos na Relatividade Especial, nao podemos mais tomar o espaco de Minkowski como
sendo absoluto. O espago-tempo de Minkowski é um espago quadridimensional com uma métrica
plana bem definida mas, na Relatividade Geral, vamos abandonar o conceito de espago-tempo

plano e introduzir o conceito de espaco-tempo curvo de quatro dimensoes.

Comegaremos definindo uma variedade como um espago de dimensdo N arbitraria e cuja dis-
tancia ds? = guvdxtdx” entre dois pontos muito proximos é dada em termos de um tensor métrico
9uv, nao tendo a necessidade de ser a métrica de Minkowski 7, i.e., a linha que liga dois pontos
nesse espaco nao necessariamente é uma reta. Os tensores sio quantidades independentes de siste-
mas de coordenadas logo, podemos lidar com a existéncia de vetores, escalares e outros tensores de
ordem mais alta, em qualquer espaco-tempo, da mesma forma que no espaco-tempo de Minkowski.

Entretanto, as leis fisicas geralmente sao apresentadas por equacoes diferenciais.

Ao trabalharmos com espagos curvos, devemos generalizar nosso conceito de derivada. Quando
queremos derivar um vetor em um espago-tempo plano, nao enfrentamos problemas, uma vez que
o espago tangente é o mesmo para dois pontos proximos. Vejamos o que ocorre em uma variedade
qualquer: seja P um ponto qualquer sobre uma variedade M, podemos definir um vetor tangente
é,(P) a variedade nesse ponto. Queremos calcular uma derivada entre um ponto infinitesimalmente

proximo @, onde temos um vetor tangente de base é,(Q), como na figura (2.1).

é,(P) /
€,(Q)

Variedade v

Q

Figura 2.1: Pontos préximos em uma variedade M.

Em um sistema de coordenadas ¥ baseado em P, teremos as coordenadas de () como sendo
¥ + dx¥. A derivada desse vetor de base sera

0é, . dé,

oxY  sav—0 dxV




H4 um problema no célculo dessa derivada, ou seja, o vetor tangente em () ndo estd no mesmo
espaco tangente que o vetor em P. Para contornarmos esse problema, consideramos uma projegao
de €,(Q) no espaco tangente de P e temos entdo, uma combinagao linear das bases do espaco

tangente em P [9]
0é,
ox¥
onde os coeficientes I}, sa0 conexoes afim que dependem dos pontos do espago-tempo em questéo.

=0ve, =16y,

Dessa forma, com o auxilio das conexdes podemos calcular a derivada de um quadrivetor A = Até,,
qualquer i.e.,

O0A
ox?

= 0,(A%¢,) = (0,A")e, + AM(0,€,)

= (0, AF)e, + AT e,

— (0, AM)e, + AT &, (2:8)
= (0, A" + ATH,)e,

= (V,A")e,,

onde definimos a derivada covariante das componentes contravariantes A* de um quadrivetor A

qualquer como

(V,AY) = 0,A" + A'TY,
Definindo o dual é* do vetor de base €, tal que

su Ja v
et ey =10,,

segue que
S — _TH Y
oyé e er.

Com isso, a derivada covariante das componentes covariantes A, do quadrivetor A sao dadas por

(VoA) = 0,4, — AT, . (2.9)

Tanto V, A, quanto V,A* transformam-se como tensores |9]. Inclusive, esse fato pode ser
utilizado para definirmos a conexo, uma vez que as equacoes fisicas sdo equacgoes tensoriais, logo,
devemos encontrar uma maneira de definir uma derivada que se transforme como um tensor sob
mudanca de coordenadas. Vejamos:
oz 9z e 9%z OxP e
a7 007 P T ragat g0

com isso, podemos entao ver que a derivada comum das componentes de um vetor ndo se transforma

Oy A =

tensorialmente, uma vez que um tensor T ,..\ se transforma como [14]

w Z Y A
Tl v = oz '”89: oz ox e
P OxH Oxv Oz oxN P

Devemos entdo adicionar um campo nao tensorial I'}, chamado de conexao que se transforma

como [14]
o Az 928 Ozt re _ P*zx® 9xP ozt (2.10)
WE ™ gra 9B fan' B GrrdxP dxP dxi '




As quantidades que satisfazem a regra de transformagao (2.10) sao chamadas de conexao afim [14].

Retornando aos vetores de base, podemos definir um tensor métrico como g, = €, - €, =

€y - €4 = Guu, cuja a derivada covariante é dada por

Vegu = Va(éuéy) = (Vgéu)é, + (Ve )éy (2.11)

= Jp(éue) - Flﬁgw - FZﬁgw : |
Se a derivada covariante do tensor g,, for nula, estamos garantindo seu transporte paralelo ao
longo da variedade. Neste caso g, serd constante com relagao a derivada covariante. Quando
o tensor g, satisfaz esta condicao e ¢ composto pelos vetores de base, chamamos esse tensor de
conexdo métrica, e ele descreve as propriedades geométricas do espago em questdo, sendo que no

caso da Relatividade Geral, descreve o campo gravitacional.

Definimos as componentes contravariantes do tensor métrico a partir da relacéo
g”pgup = 55 .

que nos leva a

g = ene.

Usando o fato da derivada covariante de g, ser nula, podemos escrever a derivada parcial de

g usando a equacdo (2.11) e permutar seus indices ciclicamente
g = FZﬁg’YV + nggw )

e FZﬁgm ’
a,uguﬂ = FZﬁgu'y + FZugﬂW :

Subtraindo as duas tltimas equagdes da primeira e assumindo que a tor¢ao 77, =T}, — T}, da

variedade é nula, teremos a chamada conexao de Christoffel
1
—
T = 59" (09 + Ougpw — aguv) - (2.12)
A conex@o nao é uma grandeza tensorial, logo seu valor depende do sistema de coordenadas que
estamos usando. Um espago plano pode ter conexao nao nula a depender do sistema de coordenadas
que utilizarmos para descrevé-lo, i.e., a existéncia de uma conexdo nao nula ndo implica de forma

alguma que o espaco seja curvo.

Ao descrevermos uma variedade plana com coordenadas Cartesianas, a conexao serd nula.
Sendo assim, se a variedade for Fuclidiana localmente centrada em um ponto P, ou seja, se ela for
plana no ponto P, podemos expressar as coordenadas de P em coordenadas Cartesianas, de forma
que a derivada covariante fica

V, A, =0,A,.

A equacao acima é uma equacao tensorial, logo, se ela é vilida em um sistema de coordenadas
ela é valida em qualquer sistema de coordenadas. Sendo assim, em uma regido da variedade sem

curvatura as derivadas covariantes comutam entre si, i.e.,

VaVsA, = 0,054, = 03004, = V5VaA,



O fato da conexdo ndo ser nula ndo garante que o espago seja curvo entretanto, para um espago

plano temos que J;,dg) = 0a0p — 9304 = 0. Se a variedade possuir curvatura nao nula teremos
ViaVgAu = Val(0sA, — fZBAV) — V(0 A, — fZaAA,)
= 0004, — TjA5) = T (084, — T ppAy) = T0p(0p A, — T, A5)
— 05(0aAn — T)nAy) + Th3(0ad, — T ) A, )+F6a(8 A, -T),A)
= 03T 0 Ay — Ol g Ay + Tl s Ay — Tyl A,
=R waA

assim definimos o tensor de curvatura como

_ a7 O TP R TP
Rvuﬂa =0l — 0alyp + Tl ps — T BI’pa, (2.13)

onde [« (] representa a aintisimetrizagao nos indices a e 8. Desta forma, temos entdo uma maneira
de verificar se a variedade possui curvatura nao nula ou se ela esti apenas descrita por um sistema
de coordenadas estranho. Se o tensor de curvatura for nulo, podemos dizer que a variedade M é

plana.

Vejamos agora algumas propriedades de simetria do tensor de curvatura

Ra[ﬂ,uy] =03

Raﬁ,uz/ = _Raﬁl/,u )
Raﬁuu = R/Bauy .
Usando g*” podemos contrair dois indices em R,g,, e obteremos o tensor de Ricci
Rgu = R%,0 (2.14)

e contraindo novamente Rg,,, obtemos o chamado escalar de curvatura R definido como

R, =Ry, =R.

Equacoes tensoriais sdo totalmente covariantes, i.e., ndo dependem de sistemas de coordenadas
que estamos utilizando para descrevé-las. Em um ponto P de uma variedade, sempre podemos
escolher um sistema de coordenadas no qual as primeiras derivadas do tensor métrico se anulam,
mas nao as de ordem mais alta. Tais sistemas de coordenadas sdo chamamos de sistemas de

coordenadas locais geodésicas.

Podemos escrever o tensor de curvatura em coordenadas locais geodésicas tomando as conexoes
como nulas, mas nao suas derivadas. Uma vez que a conexdo de Christoffel é composta apenas
pelas primeiras derivadas do tensor métrico, da definicao de Rqp,, , em um sistema de coordenadas

locais geodésicas, segue que
VoG = 0p Ry, = 8,0(6#?%” - 8'/?%#) ’

assim, teremos

o TP P
va Buv == apaufﬂy - 3p(9yfﬂu,

10



e permutando ciclicamente p, u, v obtemos duas outras equagoes
o o = =
VuR%,, = 000,05, — 0,0,13,,

vﬂRaﬁz/p = 8/Laufgp — 8H8pfgy .

Somando as trés equacoes acima, temos as chamadas identidades de Bianchi

vaaBNV + VVR&BPN + vﬂRaﬁup == 0 . (215)

A equagdo acima foi construida no ponto P em um sistema coordenadas locais geodésicas mas, por
se tratar de uma equacao tensorial, ela serd valida em qualquer sistema de coordenadas, mantendo

a mesma forma acima no caso geral.

Contraindo indices « e v na equagao (2.15), temos

vaaﬁ,uOt + VaRO‘BW + VMRO‘BQP - 0 .

e}

Lembrando que R Bl

= Rp,, e usando o fato de que R Bap = —Ro‘ﬂpa, teremos
VR +VaR%,, —VuRg, =0,
e contraindo [ e p segue que

VRl + VR — V,R=0=2VgR, — V,R=2V3Rl — 6/V3R =0

(2.16)
= Vs (2R} - 91R) =0.
Multiplicando ambos os lados da equagao (2.16) por g** segue que
gV (2R} — 90R) = 0 = Vs (2R — g""R) =0, (2.17)
logo obtemos entdo o chamado tensor de Einstein definido por
1
G*" = R* — Qg’“’R. (2.18)

Podemos ainda reescrever a equagao (2.17) como

VG = 0.

O resultado apresentado na equagao (2.18) serd usado na proxima se¢do para descrevermos a

geometria do espago-tempo a partir de um tensor energia-momento de matéria e radiagao.

2.3 Gravidade como um efeito da curvatura do espaco-tempo

Conforme exposto na se¢do 2.1, o campo eletromagnético é descrito sobre um espago-tempo
de referéncia, e € uma grandeza fisica que interage com diferentes cargas de formas distintas. O
campo gravitacional goza da propriedade de que todos os corpos se movem da mesma maneira em

um mesmo campo gravitacional [10], independente de sua carga e até mesmo de sua massa.
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Na mecéanica Newtoniana temos uma distingao entre as chamadas massa inercial (que representa
a resisténcia de um corpo a ter sua velocidade alterada) e a gravitacional (que representa a atracao
gravitacional entre dois corpos), sendo que do ponto de vista da teoria, o fato da razdo entre essas

massas ser a unidade é uma mera coincidéncia e um resultado experimental [15].

Na teoria da Relatividade Geral as medidas que um observador inercial em um campo gravita-
cional realiza sdo equivalentes ds medidas que um observador em um referencial ndo-inercial faria,
sendo assim, temos uma relacdo natural de identidade entre as massas gravitacional e inercial via
postulado. Distintamente do eletromagnetismo, o campo gravitacional ndo existe sobre um espaco
de referéncia, ele é a propria manifestacdo da geometria do espago, ndo havendo entdo “forga”

gravitacional no sentido fisico da palavra.

Os motivos que levaram Einstein a propor uma correcdo da gravitacdo Newtoniana foram
diversos, desde observagoes experimentais sobre o movimento celeste até tentativas de unificar o
eletromagnetismo com a gravitagdo. Entretanto, comentaremos uma pequena incoeréncia entre
a gravitagdo Newtoniana e a Teoria da Relatividade Especial, proposta por ele em (1905), como

justificativa para a nova formulacao do efeito gravitacional.

O primeiro postulado da Relatividade Especial diz que as leis da fisica sdo as mesmas em todos
os referenciais, logo consideramos duas cargas elétricas de carga ¢ e massa m em equilibrio em
um referencial S’, i.e., de maneira que a forca de repulsao elétrica e a de atragao gravitacional se
anulem pelo principio da superposicao. Um observador S que se move com velocidade ¢ em relagao
a S’ medira uma forga eletromagnética diferente, uma vez que pelas transformagoes de Lorentz do
campo eletromagnético surgird uma forca magnética. Entretanto, a forca gravitacional Newtoniana
medida pelo observador em S ndo estard compensando a forca eletromagnética, enquanto que
para um observador em S’ estara (ver figura 2.2), violando o primeiro postulado da Relatividade

Especial.

’h

S (q,m) o g’

IFl #F| IF| =IF|

(g,m)
™o

X X

Figura 2.2: Violacao do primeiro postulado da R.E.

Independente de argumentagoes sobre o Principio da Equivaléncia e outros fatores, podemos
ver com isso que a forga gravitacional Newtoniana ndo esta de acordo com a Relatividade Especial.
Partindo do suposto da Relatividade Especial estar correta, precisamos encontrar uma nova teoria

para explicar a gravitacao, ou mesmo complementar a teoria da gravitacao Newtoniana além dos
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seus limites de validade.

Sendo o efeito gravitacional devido & prépria geometria do espago-tempo, esperamos que propri-
edades geométricas como a curvatura (no caso da Relatividade Geral), a tor¢do no caso do TEGR
ou até mesmo a combinacao de ambas (teorias de Einstein-Cartan) descrevam quantitativamente
o movimento de particulas em um campo gravitacional. O campo gravitacional pode entdo ser
descrito pelo tensor métrico (Relatividade Geral) ou por tensores de tor¢ao no caso do TEGR.

Neste capitulo trabalharemos apenas no contexto da Relatividade Geral, i.e., com torcao nula.

A ideia de Einstein era que a matéria e radiacao presente no espaco, responsavel pela deformacio
do mesmo, seria a causa do desvio da métrica de Minkowski. A deduc¢do de uma expressao que
conecte a curvatura do espaco-tempo com a energia da matéria presente no espaco-tempo creditada
a Finstein seguiu conceitos mais interessantes e fisicos, em especial o fato da derivada covariante
do tensor energia momento da matéria e radiacdo ser nulo [9], o que o torna proporcional ao tensor
de Einstein G, obtido na se¢ao anterior. Por motivos praticos e por estar mais proximo a dedugao
das equacgoes do Equivalente Teleparalelo & Relatividade Geral apresentadas no préximo capitulo,

adotaremos uma abordagem do principio variacional, a mesma utilizada por Hilbert .

Escalares sao naturalmente invariantes por transformacdes de Lorentz e para construirmos
uma acao que também o seja, termos um escalar como densidade de Lagrangiana é a escolha mais
adequada. Nossa densidade de Lagrangiana L deve estar relacionada & curvatura do espaco-tempo,
e o escalar mais simples que podemos construir a partir da curvatura do espago, é o escalar de
curvatura, que é obtido apenas contraindo os indices do tensor de curvatura. A acdo deve ser uma

invariante da teoria, i.e.,
s, [ vEarats = [ VEgg" Rt

onde definimos g = det (g )-

Ao variarmos a acao em relacao a métrica g"¥, teremos
68, = / ov/—gRd*x + / V=96g" Ry d*z + / V—99" R, d*z .

O tensor de Ricci € um tensor, logo, a variacao dele € uma equagao tensorial. Entdo, por questoes
de simplicidade, podemos obter a variacao do tensor de Ricci em coordenadas locais geodésicas e
o resultado sera valido em qualquer sistema de coordenadas. Desprezando os termos de superficie

obtemos, apos célculos breves, que [9]
[ Vg sate = [ V=59, (9T, - ¢70T,) d's =0,

Ja a variacdo da raiz do determinante da métrica sera dada por

Dessa forma, a variacdo da acdo serd

1
65, = / <RW — 2gWR> 5gM\/—gd*z .
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Exigindo que a variagdo da agdo seja nula pelo Principio de Hamilton, teremos no vécuo,

equacoes equivalentes as obtidas por Einstein [16]

1
Ru — 59 R =0.

Na presenca de matéria (e/ou radiacdo) teremos presente o termo da agao devido ao tensor energia-

momento na forma de variacdo da agdo de matéria (e/ou radiagdo) 6Sys, logo
05 =68y +0Sum -

As equagGes completas que descrevem a geometria do espaco-tempo para um dado tensor energia-
momento 7}, devido a matéira sao entao escritas como
1 [3
R, — 59/“,]% = =KL, (2.19)

onde Kk = 8124G e Ly ¢ a densidade de Lagrangiana devido a matéria e T}, ¢ definido como

s _ 2 OLu
g g

A partir das equacoes (2.19) podemos determinar as fungoes da métrica g, e com isso, a forma
do espago com elemento de linha
ds® = gudatdx” .

Escrevendo entao a Lagrangiana para uma particula nesse campo como
m Cl e
L= ng,x“x” - V(z),
utilizamos as equacoes de Euler-Lagrange para um parametro afim s
d (0L oL 0
ds \ 01® oxe

para encontrarmos a trajetéria de uma particula de massa m nesse campo gravitacional sujeita a

um potencial V(x). Na auséncia de forgas, i.e., apenas sobre a influéncia da gravidade, a particula

seguird pela geodésica do espago-tempo descrito por g, dada por

it + T,

5% = 0.
As equagoes de Einstein (2.19) sdo na verdade dez equagoes, visto que o tensor métrico possui

16 componentes, mas como ele é simétrico na permutagao de indices, apenas 10 dessas componentes

serao independentes.

2.4 Teoria linear e energia do campo gravitacional

Como visto na secao anterior, as equactes de campo gravitacionais dao uma descricao quanti-

tativa de como é a geometria do espago-tempo na presenca ou nao de matéria. O alto grau de ndo
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linearidade das equacgoes de Einstein torna a solu¢do geral analitica de uma distribui¢ao arbitraria
de matéria dificil de ser obtida [9], uma vez que o proprio campo gravitacional pode atuar como
fonte dele mesmo. Agora investigaremos um pouco mais as solugoes gerais das equagoes de campo
e para tal, faremos a suposi¢do que 0s campos gravitacionais sao fracos, i.e., iremos linearizar as

equacoes de campo.

Toda a teoria linear da gravitacao parte da suposicdo de que podemos assumir um campo

gravitacional fraco que corresponde a um espacgo-tempo levemente curvo, ou seja,

uv = Nuv + huu s (220)

onde |h,,| << 1. Além disso, temos que garantir também que as derivadas de primeira, e as de

ordens mais altas, também sejam pequenas.

Podemos utilizar qualquer sistema de coordenadas para descrevermos o limite fraco das equa-
¢oes de Einstein entretanto, um sistema de coordenadas quasi-Minkowski é mais simples, uma vez
que poderemos tratar o efeito gravitacional como uma perturbac¢ao no espago-tempo de Minkowski,
assim como o eletromagnetismo. Podemos encontrar a solucdo com qualquer sistema de coorde-
nadas e o relacionarmos com outros sistemas de coordenadas através de transformacoes gerais de

coordenadas.

As transformactes globais de Lorentz sdo da forma
e G

onde n"* = A" , AV _n*?, e as quantidades A", sdo constantes. Sob essas transformagoes a métrica

se transforma como
g;u/ = A/,L pAV nga = A# pAV a(npa' + hpa) = Nuv + A# PAV Uhpa .
Comparando com ¢'* = n'* + WMV teremos a regra de transformagao para h*” dada por

Ry =N, A, TRy,

Vemos entdao que sob uma transformacao de Lorentz hy, se transforma como as componentes
de um tensor no espago-tempo de Minkowski. Logo, podemos descrever um campo gravitacional
fraco considerando h,, apenas como um tensor simétrico de rank 2 definido no espago-tempo de
Minkowski, ao invés de ficarmos considerando um espaco-tempo ligeiramente curvo. Podemos
entao, considerar hy,, como sendo um campo gravitacional da Relatividade Especial de maneira
similar a que A, descreve o campo eletromagnético no espago-tempo de Minkowski, i.e., uma teoria

que tem o espaco-tempo de Minkowski como espaco de referéncia.

Agora, veremos como as transformagoes infinitesimais afetam h*”. Tais transformagoes tem a
forma [9]

ot =t + M (x),

onde &*(z) s@o quatro funcdes arbitrarias com a mesma ordem de grandeza que hy,,. Essas transfor-

magoes infinitesimais realizam mudancas despreziveis nos campos escalares, vetoriais e tensoriais.
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Na métrica, contudo, nao sao despreziveis, uma vez que pequenas variagoes em 1), contem toda a

informacao sobre a gravidade. Comegamos calculando

ox'*

oz” Oy + 0",
cuja transformacao inversa é dada por

ozt

ox'v O = 08"

Calculando a transformacgao da métrica até a primeira ordem em §, e suas derivadas, temos

oxP 0x° - o
giw = @@900 = (5Z — 0u&P) (07 — 0uE7) (Mpo + hpo) =
= (0007 — 00,0uE" — 070,") (Mo + Ppo) (2.21)

= Npv + Py — Mo OwE” — Npp 0’
= N + hyw — & — Oy
sendo assim,
P = Py = O — B
A transformagdo acima é analoga a transformagao de calibre do eletromagnetismo, onde aqui temos

uma liberdade de calibre no termo 9,§, — 0,&,.

Podemos escrever também as componentes contravariantes da métrica usando a métrica de

Minkowski n#¥ para levantarmos os indices em hy,. Vejamos:

g =t — p

Considerando apenas termos lineares em hy,,, temos

hl; = g'uahm/ = (nua - hug)hou = nuahmj .

Com as ferramentas necessarias em maos, podemos partir para escrevermos as equacoes de

7 R,, e R. Calculando as

Einstein no limite de campo fraco. Para isto, teremos que calcular T,

conexoes até a primeira ordem em h,, obtemos

_ 1 1 1
F;w = inp/\ (a,un)\u + 8V77/L)\ - 8)\77;4V)+§77p/\ (auh)\u + 8uh,u)\ - 8)\h,uu)_§hp/\ (aun/\u + aunu)\ - 6)\77/w) .

Identificando
T, = %77’“ (8w + Ouiux — O
como a conexao do espaco de referéncia e substituindo
Oy = Vihay — Toshsy — Toyhsy
onde a linha indica a derivada covariante com relagao & métrica do espago de fundo 7, temos a
conexao de Christoffel na aproximacao linear dada por
1

—/o A
s =T, + 5nf’ (Vihaw + Vi by — Vihy) -

a

Ly
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O tensor de Ricci obtido contraindo o primeiro com o ultimo indice do tensor de curvatura é dado
por

P TP TATP A TP P P

Ry =01, = 0,0, + T, — T, =Vul,, = V,0,,

logo, até primeira ordem em h,, ficamos com

1
Ry = By + 5 (VL Vih = V05 = VoV, 0+ V¥ ) (2.22)

Contraindo os dois indices do tensor de Ricci (2.22) obtemos o escalar de curvatura

R=R+V,V"?h—V V. (2.23)

Usando agora as equacgoes (2.20), (2.22) e (2.23), podemos finalmente reescrever as equagoes

de campo gravitacional na teoria linear como
1 1
3 (V;V;h + VoV h, — V;V'phﬁ — V;,V;lhﬁ) = 5w (Vo V'*h — V;V’Uh“”) =—rTu, (2.24)

e definindo )
E,ul/ = h;w - inpuhv

e contraindo p e v simplificamos a expressdo para o trago de fLW, ou seja,
h=h—2h=—h.

Com isso segue
= 1

- - 1 1
hyw = by — §T)Wh = hyy — 577’“’h + 577Wh = hyy,

que permite reescrevermos a equagao (2.24) como
VoV hyu + 1V N Gho? =V N 0o — N VR = =261, . (2.25)

A equacdo (2.25) serd vélida sempre que pudermos escrever a métrica na forma g, = N + huw,
com |hy,| << 1. A linha indica derivadas covariantes com relagao ao espago de referéncia e se esse
espaco estiver descrito em coordenadas Cartesianas, as derivadas covariantes se tornam derivadas

parciais ordinérias.

Similarmente ao eletromagnetismo, podemos usar a transformacao de calibre h;w = hu —

VL{V — V&, para simplificarmos as equagoes de campo. Vejamos
_ 1 _
' = e — 577“%’ e A VA SO VA S ST A VA
com isso, teremos a expressao
V’pﬁ’”p = V;ﬁ“p — V;V'“&p — V;V’pf" + VHV!L €T = V'pfz“p AV

Como temos uma liberdade na escolha das fungoes £#(x), escolhemos estas fungbes de forma
que satisfacam a V/ V'*¢H = V/ h*, para termos V;fﬂ‘p = 0. Com essa escolha de calibre,

simplificamos a expressao das equacoes de campo para

VI VPR = 25T (2.26)
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desde que B;w satisfaca a condigdo de calibre V;,BW = 0. Essa condicdo de calibre é preservada

por qualquer funcao £# que satisfaca V., V¢t = 0.

Podemos ver certas semelhancas entre o eletromagnetismo e a gravidade linearizada, o que
sugere a existéncia de ondas gravitacionais de maneira andloga as equagoes de Maxwell prevéem
ondas eletromagnéticas. Entretanto, diferentemente das equacdes de campo eletromagnéticas que
por si s, com os devidos calibres prevéem tal existéncia, no caso das ondas gravitacionais lineares
existe em adicional a exigéncia de que a grandes distancias da fonte tenhamos a suposicao fisica

da métrica poder ser escrita como g, = N + by, onde |hy, | << 1.

Partindo das equagdes na aproximagao linear da teoria de Einstein, podemos analisar algumas
propriedades do campo gravitacional. Definir energia para o campo gravitacional é algo complexo,
dado o alto grau de nao linearidade nas equagbes de campo. Na Relatividade Geral quando es-
tamos lidando com um objeto em queda livre, i.e., apenas sob a influéncia da gravidade, sempre
podemos escolher um referencial em queda livre onde podemos desprezar os efeitos gravitacionais
pelo principio da equivaléncia [9]. Nao ha entdo nogao local de energia gravitacional na formula-
¢ao padrao da R.G., podemos apenas integrar todo o espaco se ele for assintoticamente plano e
descobrirmos a "energia'gravitacional total do espago como um todo. O que temos entdo é um

pseudo-tensor de energia-momento para o campo gravitacional, como veremos a.

Ao considerarmos a teoria linear da gravitagao com a perturbacao h,, sendo apenas um ten-
sor simétrico sobre o espaco-tempo de Minkowski, podemos associar um pseudo-tensor energia-
momniento para o campo gravitacional, assim como fazemos para o eletromagnetismo. O problema
que surge ¢ que ao considerarmos termos de apenas primeira ordem em h,, no tensor de Einstein,
i.e., apenas G,(}l,) (ver a equacao (2.18)), estamos desconsiderando os efeitos do campo gravitaci-
onal nele mesmo, dessa forma estamos ignorando o pseudo-tensor energia-momento associado ao
campo gravitacional. Para incluirmos a contribuicao do efeito do campo nele mesmo, modificamos

a expressao das equagoes de campo para

87
o — —— (Tw + tw)

nv
onde o tensor ¢, serd o tensor energia momento do campo gravitacional. Ficamos entao com

rG rG
1
Gl + =g tww = =1 Ty

Fazendo uma expansdo em Taylor do tensor de Einstein obtemos

1 2 3
W+GY+68) 4+,

G =G

e considerando o pseudo-tensor energia-momento devido ao campo gravitacional como a correcdo

de segunda ordem na aproximacao do tensor de Einstein, temos

G(Q) _ 87TG

ey
o = gt = e = g @

o pseudo-tensor energia-momento seré quadratico no campo hy,,. Tal situacao também ocorre com

o campo eletromagnético, entretanto, o campo eletromagnético ndo carrega carga, logo nao pode
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agir como sua propria fonte; e é exatamente por esse fato que o eletromagnetismo é uma teoria

linear [9].

Poderiamos corrigir o pseudo-tensor energia-momento t,,, para que ele passasse a conter termos
de ordem mais alta, o que corresponderia a energia e ao momento que esse carregaria devido a ele
mesmo, mas quando consideramos o campo muito fraco, espera-se que mesmo desprezando esses

termos ainda teremos uma boa aproximagao. Considerando termos até segunda ordem do tensor

de Einstein G,(EV) com termos até segunda ordem em h,, temos
1 1 1 .
G = RE) + 5w R — S RY + 20 RE) (2.27)

As equagoes (2.27) nao sao invariantes por transformacoes de Lorentz, mostrando que no con-
texto da R.G. ndo ha significado fisico em trabalharmos com o campo gravitacional em um ponto
do espaco-tempo, o que condiz de podermos considerar um referencial em queda livre e desconside-
rarmos os efeitos do campo gravitacional [9]. Para lidarmos com esses problemas que encontramos
devido a descricao do campo gravitacional através do tensor métrico g,,, consideraremos a média

de ij‘) ao longo de uma pequena regido do espaco-tempo, onde haverd uma pequena curvatura

o = o (G2)

A partir dessas suposicoes, simplificamos nosso trabalho a encontrarmos uma expressio para

evidente. Definimos entao

2 . L. N Lo
<G,(W) > Como estamos considerando a média em todas as dire¢oes em cada ponto, a média

das primeiras derivadas de uma funcao escalar ab qualquer das posicoes é nula, isto é,
(Ou(ab)) = ((Oua)b) + {(9ub)a) =0, (2.28)
logo, podemos trabalhar com valores médios trocando os termos de dentro e fora da derivada.

Por questées de simplicidade matemaética, nessa analise consideraremos o espaco de referén-
cia descrito em coordenadas Cartesianas, de maneira que as derivadas da métrica desse espago
sejam nulas. Como o resultado sdo equagdes tensoriais, ele serd valido em qualquer sistema de

coordenadas. Comegaremos escrevendo até primeira ordem em h, o tensor de Ricci como

1
R/(}V) = —K (TMV - 277quT> )

escrevendo a correcao de primeira ordem do escalar de curvatura em funcdo do trago do pseudo-

tensor energia-momento da matéria, obtemos

1 1 [ i 1
G/(?z/) = RELQV) - §T7WR(2) - 5"5 [huuT + uh” (Tpa - 277paT>]
1 1 i

onde definimos 7' = T},
Para as conexoes temos
= (1) =(2)
0, =T, +T,° + -

1 1
= 5 (g + OuhE = 0%) = S By + Dyl — Do)+
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de forma que a aproximacdo tensor de Ricci em segunda ordem fica escrito como
R = 0,T 0 — 0,00 4T\ TS T T
1 1
= —z(ﬁuhp”)ayhpg + §hp”(8pauhm, + 0,05hyup — 0,05hp — 0,0uhop)

1
+ Z(aph‘;)(&,hup + Oohpy — Ophpe — Ophps

1 1
+ i(agh’” — §8ph)(auh,,p + Ovhup — Ophyu)
Usando o fato da média das derivadas serem nulas, i.e., (2.28), podemos reescrever alguns dos
produtos das primeiras derivadas por derivadas segundas, por exemplo, 0’h0”h,, = —h0,0°h,, .
Teremos entao

(R®) =

<(a,thp(,) Oyh?” — 2 (8,1°%) Dty + 2(0,h)0 1

— (um)Ouh + 1 (2 T + 2Ty = 1T = Ak, T )

| =

(2.29)

Contraindo u com v, obtemos
1 loa
<R(2)> = —5# (" Tpo)

Finalmente, a expressdo para o pseudo-tensor energia-momento do campo gravitacional serd

1
b = 4k

_ _ 1 - _
<(8 hopo ) Oy hP7 — 2(05h*7)0 by — 5(6Mh)8yh — H(4hp(qu) + nu,,hp"Tpg)> (2.30)

A equagao (2.30) representa um pseudo-tensor de energia-momento do campo gravitacional e
da matéria. Vemos que de fato se trata de um pseudo-tensor, pois se analisarmos os trés primeiros
termos que sao referentes ao proprio campo gravitacional, eles contém apenas derivadas de primeira
ordem no tensor h,, logo, sempre podemos escolher um sistema de coordenadas no qual essas
primeiras derivadas sejamn nulas e, consequentemente, a contribuicao do campo gravitacional para
a energia se anula. As equagoes nao refletem entao a energia em um ponto localizado do espaco-
tempo, como haviamos mencionado no inicio da se¢ao. Poderiamos pensar que nossa definicao de
energia nao foi adequada, mas na verdade, toda teoria da gravitagdo descrita pelo tensor métrico
leva a esse problema. A solugdo é mudarmos a maneira como estamos descrevendo o campo
gravitacional, e é o que faremos na proxima secdo. Antes, vamos analisar outra defini¢do de
energia-momento direto das equagoes de Einstein nao lineares para o campo gravitacional dada na

referéncia [10] por

t =k[2(T3,Ta — Taalpy — DogLpa) (97197 — 9" g™)
+ 99" (Tralpy + T Taa = Tal'ap = Taplapla)
+ g g (TN T + F“ TS = Thals, — A, T3, rs)
+ g™y ”O‘(FMFW oA Tr)] -

(2.31)

Esta equagdo que juntamente com o tensor energia momento da matéria satisfaz [10]

Oy [(=g)(T"" + )] = 0,
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implica que temos uma quantidade conservada
Pr= / (—g) (T™ + £)ds, (2.32)

onde g = det(guu)-

Entretanto, podemos ver que a equagao (2.31) é composta apenas das conexoes de Christoffel
e seus produtos, que por sua vez sao compostas por derivadas primeiras da métrica. Sendo assim,
sempre podemos escolher um sistema de coordenadas em que t*¥ é nulo e a integral acima se
transforma no quadrimomento da matéria apenas. Vemos entdo que t*¥ também é um pseudo-
tensor de energia-momento. Com base nisso vamos entao em busca de outra descri¢do para o

campo gravitacional.
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Capitulo 3

Equivalente Teleparalelo da
Relatividade Geral

A seguir, mostraremos que os efeitos do campo gravitacional podem ser observados a partir de
uma, nova descricao baseada em campos de tétradas adaptadas a observadores. Comecamos enfa-
tizando a ideia de como trabalhar com observadores acelerados, que pelo principio da equivaléncia
equivalem a um campo gravitacional visto por um observador inercial. Dentro desse contexto
mostraremos que é possivel construir expressdes para tensores de energia-momento e de momento

angular associados ao campo gravitacional quando descrito em termos de tétradas.

3.1 Campo de tétradas e sistemas de referéncia

Comegamos esse capitulo analisando como um observador acelerado lida com as leis da fisica,
uma vez que a descricao que temos na Relatividade Especial é para transformagoes de coordenadas
entre observadores inerciais. Para um observador que esté acelerado medir efeitos fisicos, supomos
que em cada evento ele mede os mesmos efeitos que um observador inercial naquele evento, isso é

chamado de hipdtese da localidade [17] [18].

Para isso, seja um observador O que pode estar acelerando com relacao a outro referencial
inercial. Se a velocidade do observador for u*(7), onde 7 é o tempo proprio do observador, sua

aceleracao serd dada por
a(r) = 2
dr ’

e que € sempre ortogonal & quadri-velocidade u* pois,

dut 1d 1d

_— = —— = = —— (— =
dTuM 2d7'(u Up) 2d7'( 1)=0.

a(T)u, =

Como néo ha nenhum referencial inercial no qual o observador estd sempre em repouso, definimos
um referencial de repouso instantaneo, caracterizado por quatro campos de tétradas linearmente
. 0 1 2 3 .

independentes (e( )M, el )“, el )H, el ),L>. Uma vez que o observador estd sempre em repouso nesse

referencial, e(o)u deve estar paralelo & quadri-velocidade, ou seja, e ( H=ur 9]

0)
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a
n

de Lorentz da seguinte forma [19]

O campo de tétradas e, se transforma como um vetor covariante sobre transformagoes SO(3,1)

e,au = abebu. (3.1)

of

e

Figura 3.1: Conjunto de tétradas para um observador no ponto P.

Os resultados das medidas feitas pelo observador no ponto P da figura 3.1 serdo uma projecao
das quantidades fisicas no referencial das tétradas adaptadas ao observador [9] [19]. Uma dessas
quantidades fisicas pode ser a energia de uma particula. Portanto,

_puu'u ;

FE = pﬂe(()? =

onde p, é o quadrimomento da particula no ponto P e ut ¢ a velocidade do observador que realiza

a medida. Vemos entao que a medida da energia estd associada ao observador que a realiza.

No formalismo das tétradas podemos escrever a aceleragao a* de um observador ao longo de

sua linha mundo como i i
De) _de" Do) _ vg  n
ds ds dxv v=(0)

onde s é um parametro afim. Sendo assim, e/’ e suas derivadas determinam a velocidade e a

at =

aceleracao de um observador ao longo da sua linha mundo.

Temos assim uma forma de determinar as componentes e/ de um conjunto de tétradas adap-
tadas a um observador qualquer, ou seja, a aceleracao de um observador adaptado a um campo de
tétradas e, " ¢ dada por [20]

ds e
onde @, representa o tensor de aceleracdo antissimétrico em seus indices. Podemos identificar
D, — (a,9Q), onde a é o vetor aceleragao translacional e Q é a velocidade angular do referencial
espacial local com relagdo a um referencial Fermi-Walker transportado [20] sem rotagdes espaciais.

Com isso, para um conjunto de tétradas arbitrario podemos interpretar sua cinemadtica a partir do
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tensor de aceleracdo que em termos de tensores de torcoes, a serem definidas na préxima secao, é

dado por
b v I 1
Dy =ce ut Ve ' = i[T(O)ab + Ta(O)b - Tb(O)a] :

Usando a equacao acima podemos escolher um conjunto de tétradas que entre dois instantes suces-
sivos relacionam-se por transformagoes SO(3,1) do grupo de Lorentz (equagao (3.1)), cuja a taxa
de mudanca é apenas devido & u*, ou seja, sem rotagbes puramente espaciais (ver coordenadas

normais de Fermi na referéncia [14] para uma discursao mais detalhada).

O uso de tétradas é util na formulacao convencional da Relatividade Geral, como na construcao
da métrica de Kerr a partir da adicao de termos referentes & rotagio na métrica de Schwarzchild
[19]. J& sua presenca na formulacdo Teleparalela Equivalente da Relatividade Geral é fundamental,

como veremos na proxima segao.

Carregamos até aqui uma notagdo para as tétradas com um indice latino e um indice grego.
Como as tétradas estao localmente associadas a observadores e globalmente associadas & trajetorias
desses observadores, o seu indice latino esta relacionado ao sistema de referéncia local enquanto o
indice grego esta relacionado ao espago-tempo. Abaixo apresentamos algumas propriedades que as
tétradas obedecem e que serao Gteis ao longo dessa dissertacao. Temos que

eaﬂebu _ nabj

eg,'ueb,u = Tab 5

dessa forma, podemos utilizar a métrica de Minkowski para levantar e abaixar os indices locais de

Lorentz, i.e.,
ap __ ,ab_ v
€ =N "¢,
_ b
ea,u = Nab€
e utilizamos a métrica do espago-tempo g, para levantarmos e abaixarmos os indices do espago-
tempo
ap v _a
e = gvel,
_ 1%
€ap = Guv€q >
e, por fim, definimos também a tétrada inversa como aquela tal que

w, b _ sa
eae“—éb,

fpd  — Sh
el'e’, = 0ol

Podemos escrever a métrica em funcao das tétradas como

a __ _av a __ av a __ sv _ a __ b _a
ey = € g = eare”, = eare” g = eqre’, = ONGuv = Guv = €ar€ = Nab€ €%

e, analogamente obtemos que

v _

g/u/ = eaﬂea

ab_ v
n“e, e " .

Vimos que um dos grandes problemas da Relatividade Geral, que é descrita a partir do ten-

sor métrico, é o fato de nao termos uma localizabilidade para a energia do campo gravitacional
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logo, temos um campo sem energia definida e qualitativamente ndo aceitavel. Na préxima segdo
apresentaremos uma descricdo do efeito gravitacional a partir de efeitos cineméticos de tétradas

associadas a observadores.

3.2 Equacoes de movimento do TEGR

Para construirmos um formalismo da gravitagdo baseado em tétradas devemos estabelecer uma
regra para as mesmas. Existem infinitas tétradas adaptadas a um observador em um dado ponto
do espaco-tempo, entretanto, como a tétrada deve ser estatica em relacdo ao observador, sua
componente temporal deve ser paralela a quadrivelocidade do observador. Outra condicdo que
temos que assegurar ¢ o fato da tétrada ndo estar girando [17]. Sendo assim, estabelecemos como
regra para essa tétrada que ela deve ser transportada paralelamente ao longo do espaco tangente
além disso, em todos os pontos do espago-tempo sua componente temporal deve ser paralela a
quadrivelocidade do observador adaptado e, ela ndo deve estar em rotacdo puramente espacial.
Com base nessas condi¢oes, existe o TEGR (Teleparallel Equivalent of General Relativity), que
é uma formulagdo alternativa equivalente & teoria de Einstein da gravitacido. Fste formalismo é

desenvolvido no espago-tempo de Weitzenbock, onde a curvatura ¢ nula, mas a tor¢ao nao [17].

Para tanto precisamos de uma conexdo que leve ao transporte paralelo dessa tétrada logo, a
derivada covariante em relagdo a um observador com linha mundo x”(7) dessa tétrada deve ser
nula, portanto

Viea = 0e," + T et =0. (3.2)

Para encontrarmos a forma dessa conexao comecamos multiplicando ambos os lados da equacio

(3.2) por €%, e, isolando a conexdo temos

et 0uel +Th el =0 = 5?1#;1/ = -0, (e“pea“) +e'0, (eap)
= T4, = -0, (08) + e Dey (3.3)
= TN =eldel.
A conexao dada pela equacao (3.3) é chamada de conexao de Weitzenbock.

Além disso, dado um vetor V# no espago-tempo podemos projeta-lo no espaco tangente utili-

zando uma combinacao linear de tétradas, i.e.,

a __ N
V= vhe,,
_ A
Vo= Ve,

e ao transportarmos esse vetor de um ponto x para um ponto  + dx infinitesimalmente préximos,

suas componentes se modificam como
V¥ z+dx) =V*x)+ DV%x).
Caso o vetor seja transportado paralelamente, temos que ter V¢(x) = V®(z + dx). Logo, obtemos

DV®(x) =V, Vida! =0= V,(e" V")dx! =0= eV, Vdz!' = 0.
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Repare que usando o fato de V¥#e®, = 0 estamos garantindo o transporte paralelo dos vetores,
o0 que é outra maneira de definirmos a conexdo de Weitzenbdck e vermos que as tétradas sdo

autoparalelas [17].

A conexao de Christoffel é simétrica na troca dos indices inferiores entretanto, a conexao de

Weitzenbock ndo é. Com isso, temos uma tor¢do nao nula, definida por
Y I
T)\u = FAV - PV)\ )

e multiplicando ambos os lados da equagdo acima por e, teremos as tor¢oes escritas explicitamente
em funcao das tétradas como
1Y, = 0\e®, — 0,e .

v =

Analogamente ao que fizemos na teoria de Einstein usando o principio variacional, aqui faremos
0o mesmo s6 que usando tétradas. Neste caso, conforme veremos, a densidade de Lagrangiana é
escrita como

L=c¢eR(e).
A conexao de Christoffel fAW é dada por
— 1
F/\,uu = §(a,ug)\1/ + al/g)\p, - a)\gul/) ;

@ eqv, teremos

e substituindo nesta a relacao g, = €%,

— 1
F)\;w = 5 [Tu)\v + Tl/u)\ + T)\MV} + F/\uu . (34)

Denifindo a quantidade

1
“—ju/\l/ = _5 [T,u)\u + Tl/,u)\ + T)\MV] ) (35)

podemos escrever a conexao de Christoffel como
Do = =@ + Do s
e projetando a quantidade (3.5) no campo de tétradas, obtemos conexao de Levi-Civita dada por
Wpab = ea’\eb"a)wy .

Dessa forma, podemos construir um tensor de curvatura em termos das conexdes de Levi-Civita

ou seja,
C

_ _ _ _ e _
Rablw = OuWyab — 8uwuab + WpacW, p — WracW,, b

de onde segue o escalar de curvatura dado por

R(e) = e““eb”RabW .

Com isso, ap6s alguns célculos longos, porém simples, obtemos a seguinte expressdo para a

densidade de Lagrangiana

1 1
eR(e) =e <4T“b"’Tabc + §T“bchac - TaTa> — 20, (eT") , (3.6)
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onde o trago da torgao é dado por T = T*,”. Colocando T, em evidéncia no primeiro termo da

equacio acima, segue que

1 1
eR(e) = qe (T =T+ 1) Ty + S (n"°T" = 1) Tupe = 20, (eT")
e definindo . )
Zabc = Z (Tacb . Tcab + Tbac) + 5 (nach _ nach> ’ (37)

podemos escrever a densidade de Lagrangiana (3.6) como
L = —keS™ Ty + 2k, (eT") . (3.8)
A densidade de Lagrangiana (3.8) é invariante por transformacoes globais e locais de Lorentz.

Tendo em maos a densidade de Lagrangiana, resta-nos apenas encontrar as equacoes de movi-

mento. Por calculos diretos, podemos encontrar a identidade

0 (EabcTabc) ab66 (T(lbc) 0 (Eabc) abc(S (Tabc)
75604/14 = E 5@%‘ + 660'/1' Tabc - 22 76604# 3 (39)
que facilita a obtencao das equacoes de movimento dadas por
5L 6 (e Ty,)
Seakt Seai
de o7,
b b
= Za c <Tabcéeau + 26 56(;#0) (310)

1
= 6(1)\61,“8,/(621)/\”) — € <Zby aszxu — 46au2b0dTbcd) = 0,

onde eliminamos o termo de superficie 0,(eT*) uma vez que temos infinitas densidades de La-
grangianas que descrevem um mesmo sistema fisico e diferem umas das outras por um termo de
divergéncia, que sobre integracao, desprezaremos. Desconsiderando esse termos de superficie, a
teoria tem a invariancia local de Lorentz quebrada, mas mantem a invaridncia por transformacoes
globais SO(3,1) do grupo de Lorentz. Da equacdo acima, as equagoes de movimento para o TEGR

no vacuo sao 1
ea,\ebu&j(eZM”) —e <Zb” ooy — 4eaHEdeTde> =0.

Na presenca de matéria e radiagdo, definimos o tensor energia-momento para os campos de

matéria e radiacao T,, como

0Ly
eTa‘u = 667@#7

onde Ljs representa a densidade de Lagrangiana dos campos de radiacao e matéria. Com isso, as

equagoes de campo gerais para o TEGR ficam
1 1
earepuOy (e2) — e (Eby aTbyy — 4€au2deTbcd) = EeTau : (3.11)

Pode-se mostrar que as equacoes acima podem ser rearranjadas para serem escritas em funcéo do
tensor de Ricci projetado no campo de tétradas Rq,(e) = e,V Ry, e do escalar de curvatura R(e)

[19]. Desta forma, a equagao (3.11) pode ser escrita como

1
Ra;t — §€QMR = _K;Tau .

27



Como mencionado anteriormente, podemos ver que a formulacao teleparalela leva & equagoes de
campo equivalentes as equagoes de Einstein escritas em termos das tétradas. Agora que temos uma
descri¢do do campo gravitacional em funcao de tétradas, podemos partir para obtermos defini¢oes

de tensores energia-momento e momento angular do campo gravitacional,

3.3 Energia-momento e momento angular no TEGR

A seguir apresentaremos uma, expressao para a energia do campo gravitacional na presenca de
matéria. Tal expressao é invariante por transformagoes espaciais de coordenadas e reparametriza-

¢do temporal. Para isso, a equagao (3.11) pode ser reescrita como

1 1
O (em2) = e, (40T, 1 — STy ) + e, T (3.12)
e definindo
=g (42”:@0“ - ngbchbcd) , (3.13)
a equagao (3.12) fica
1
9, (aZW) = e, (W + TM) . (3.14)

Derivando a equacao (3.14) em relacao a A e usando o fato de que X% & antissimétrico nos dois
iltimos indices, segue que

1 A A A

Loy [ees, (4 7%)] = angy (e5) 0. 819

A partir da expressao (3.15) temos uma equagao de continuidade [19]

d

o Bree® , (tou + To“) = —74 dS; [ee® . (" +T9M)], (3.16)
v

S
onde a integral é calculada sobre um volume tridimensional V' limitado pela superficie S.
Assim, podemos ver que ee”, (tA“ +T’\“) ¢ uma quantidade conservada e interpretamos o

tensor t*¥ como o tensor energia-momento do campo gravitacionail. A partir da equagao (3.16),

interpretamos a quantidade
P = /V ee?, (% + T Pz = 4&/‘/ 9 (eX™) d°x (3.17)

como a energia-momento total contida em um volume V' do espago tridimensional.

A expressao acima fornece o quadrivetor energia-momento do campo gravitacional na presenca
de matéria. Na auséncia de matéria e radiagdo o tensor energia-momento associado & matéria e

radiacdo sera nulo e a expressao (3.17) representara o vetor quadrimomento do campo gravitacional.

A seguir, apresentaremos uma expressdo para o momento angular do campo gravitacional no
contexto do TEGR. Para isso, comecamos apresentado os momentos canonicamente conjugados as
tétradas eqx obtidos da densidade de Lagrangiana (3.8), ou seja,|21]

Hak’ — 6Lg - _

= 4 EaOk
Séan me
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onde o ponto sobre as tétradas e, representa a derivada em relagdo ao tempo t.

De acordo com o desenvolvimento apresentado na referéncia [21], a densidade de Lagrangiana

em (3.8) pode ser reescrita como

L =1"%¢q, — Ho,

onde Hj é a densidade de Hamiltoniana primaria e

ek — K;e[goo(—gij“oj — CakaOj + Qeaijoj)
+ g™ (YT + YT ;) + e (g% T o; + g T ;)
2(eaOgOij0j) _ QOngjTaZJ + €ai(gokaij
GHITO,) — 2(gPek — giheaYT, )
(3.18)

¢ 0 momento canonicamente conjugado a égp.

E possivel mostrar que a densidade de Lagrangiana L nio depende explicitamente de é, por-
tanto, o momento I1%° é identicamente nulo. Além disso, apenas a parte simétrica dos momentos,

quando projetado nas tétradas, dependem de é., i.e,

09 = = (e TV 4 ¢, /11

N

enquanto a parte antisimétrica

] = = (e, 'TI% — ¢, 1),

N |

constitui relagoes entre os momentos e as tétradas que nao dependem de é,x, € que juntamente

com II1% constituem viculos priméarios de primeira classe.

De acordo com a prescricio de Dirac, a evolucio temporal de 11?0 gera um novo viculo C®
securdario que é dado por

a at a 1% 1
ct = oM™ + e[ (girgs PY P — 2 P%) +

4900 Kre
1 im _njmb 1 njmi m ikpm n
+ 'fe(zg 9T mnTbij+§g T T 45 — g T i T ni)] —
1 aij 1 aij at m _nj
~ g0 ke(gingsy ™ PM — 597" P) — ree™ (g°"g IT i Tomn +
+ ganO mnTm y + ngTn ijm i — 2gOkT'm ”Lan i —
onde
k k 0 k k k
PR = ) — g0 (N gIT = 2™ )
k 07 i 0k j
(g mg z+gzmg )ijjy
(3.20)
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sendo v*J dado por

aij

_eak’ [QOO(gjmTi km + gimTj km + 2giij mk) +
9" (GO T o+ VT i) — 29 g% T o, +
(7™ g" + "™ g% — 29" "™ ).

v

(3.21)

Visto que II? ¢ identicamente nulo, os vinculos primarios relacionados a parte antisimétrica

dos momentos, i.e, 1] podem ser escritos como,

% = 211l — gie(n9% — 53000y — 0, (3.22)

Além disso, pode se mostrar que os vinculos C% e T'% sio tais que Hy = eqqC?, gecz = W0 —
C!

ab , . ~
e0C¢ =0 e que %1;—0 = 0 logo, nenhum novo vinculo aparece devido a evolucao temporal de C® e

['% com isso, a densidade de hamiltoniana total H pode ser escrita como[21]
H =¢e,C*+ aabF“b, (3.23)

onde agp sdo multiplicadores de Lagrange e como a variagdo de H em relagdo a ey gera o vinculo
C?, eq0 em (3.23) surge naturalmente como um multiplicador de Lagrange. No véicuo o vinculo
C® esta associado ao quadrimomento do campo gravitacional, ja o vinculo T'% esta associado ao

momento angular do campo gravitacional.
A partir dos vinculos I'% ¢ possivel definir a densidade de momento angular [22] como
MY — dpe (EbOa _ anb) ,
que pode ser escrita em fungao das tétradas conforme abaixo [22]
M = 20, [e <eaieb0 o ebieao)} ‘

Com a densidade de momento angular, podemos escrever o momento angular L* do campo gra-

vitacional como

Lab:/Mabd3x

= 2&/& [e (eaiebo — ebieaoﬂ .

Os resultados aqui apresentados sdo consistentes, uma vez que o conjunto dos vinculos C* ¢

(3.24)

' satisfaz uma algebra do tipo Poincaré [22], ou seja,

{c*,Ccb} =0,
ok Fbc _ ach _ ach
{ ’ } =1 n )
{Fab7 ch} — nadrcb + 77bdFac _ 77achb o nchad )
Podemos entao ver que do ponto de vista fisico, a interpretacdo que tivemos das quantidades C* e
I'*® 530 consistentes e podemos finalmente estudar o campo das ondas gravitacionais, calculando a

energia e o0 momento angular dessas ondas. Neste ponto, é importante ressaltar que as grandezas

fisicas P e L satisfazem a mesma algebra apresentada acima.
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Capitulo 4
Ondas gravitacionais

A partir dos resultados apresentados nos capitulos anteriores, podemos finalmente estudar o
espaco-tempo das ondas gravitacionais conforme a seguir. Comegaremos usando os resultados do
capitulo anterior para podermos estudar as ondas da teoria de Einstein em sua forma linear e
em seguida estudaremos outro tipo de ondas que sao solucoes exatas das equacdes de Einstein
chamadas de PP-Waves. Apods analisarmos e compararmos as propriedades das ondas da teoria
linear com as PP-Waves, mostraremos um resultado muito significativo sobre a influéncia que tais

ondas possuem na energia cinética classica de particulas.

4.1 Ondas gravitacionais na forma linear

Vamos agora analisar a solugdo das equacoes de campo lineares (2.26) (com o espago de re-
feréncia em coordenadas Cartesianas para efeito de simplicidade mateméatica) com o espago de
referéncia descrito em coordenadas Cartesianas, o tensor h*” deve satisfazer o calibre de Lorentz
BJL“” = 0. A solucgao geral no viacuo pode ser escrita, como uma superposicao de ondas planas da

forma
B,u,u — A,Lweik,,a:p )

Assim como no eletromagnetismo, na gravitacao linearizada o calibre de Lorentz fornece um vinculo

adicional
APk, =0.

As solucoes fisicas sdo obtidas tomando-se a parte real da solucdo de onda plana

E;w — Re (Apueikpxp) — %Amxeikpx” + %(A,uz/)*efikpxp 7

k = (w,E),

onde k é um vetor que aponta na direcdo de propagacgdo da onda e w é a frequéncia angular da

com o quadrivetor de onda dado por

onda.
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O tensor A*” é simétrico e possui, a principio, dez componentes independentes

AOO AOl A02 AOS
AlO Al 1 A12 A13
AQO A21 A22 A23 ’
A30 A31 A32 A33

A =

. Podemos utilizar o calibre de Lorentz
AME, =0

para reduzir o ntimero de componentes independentes para seis. Logo, para uma onda que se
propaga na direcao Z, temos
kl/ - (*ka 07 O) k) 9

onde k = w. Portanto,
Auoko + A”3]€3 =0= A‘uoko = —A”Bkg,
de onde segue que
AOO AOl AOZ AOO
AOI All A12 AOI
AOZ A12 A22 A02
AOO AOl A02 AOO

A =

Novamente seguindo os passos do caso eletromagnético, vamos realizar outra transformagao de

calibre
ﬁ;w = BW — 0u&y — 0v€u + 1w 0,E° .

Para satisfazer o calibre de Lorentz, devemos ter
0,0"¢H = 0 = ¢ = eter™”

e dessa forma

MY = i’ kHetko”

QVE! = jel kY etko™”
Pela transformagao de calibre B/w é levado em
/_11“, = by — 0u& — Ov€p + M0, = AP = (AP — el kY — e k" + intelk,)
entao, para as seis componentes independentes de A"”, teremos
A0 = A0 (0 4 3y
A0 = A — ket
A0 = A% — ike?
AN gl ik(® — ¢3),
A2 = g2
A2 = A% k(& — &%)

(4.1)
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Escolhemos o calibre de forma que e satisfaca

0 —i(2A00—|—A11 —|—A22)

€ = 5

4k
LAY
€ = k s

€ = 5

63 _ —i(QAOO o All o A22)

4k

e pelas equagoes (4.1) ficamos com

A/OO _ A/Ol _ A’02 =0,

1A22

2 )

/ 1 1

A22:—*A11 71422
2 + 2 ’

A/ll — lAll o
2

logo
A1 p22

O tensor A" no calibre de Lorentz (também chamado de calibre transverso ou de trago nulo) é

denotado por A/TWT e possui apenas dois pardmetros independentes a e b, podendo ser escrito como
0 0 0
ATT _ 0O a b O
m 0 b —a 0
00 0 O

Para uma onda viajando na direcao Z e sendo o traco de AZE teremos AT = 0 = ATT, logo

h#*¥ = h*¥. Podemos entao introduzir dois tensores de polarizacao linear

e, quandoa=1eb=0,

eh’, quandoa=0eb=1.

Assim como no eletromagnetismo, a polarizagdo ocorre no plano perpendicular & propagacao da
onda. Podemos entdo escrever a amplitude geral para uma onda qualquer viajando na diregao 2
como
2 72 ny
A = aey” +bey .

A forma do tensor A% define a polarizacdo da onda. Temos duas polarizagdes possiveis, sendo as
outras combinacoes lineares dessas. Temos a polarizacio + com A'?2 = A%l =0 e a polarizacidox
com Al = A?2 = 0. A existéncia de apenas duas polarizacdes é uma propriedade de qualquer

campo de spin nao nulo que se propaga com velocidade da luz [23].

A partir desse ponto, por questoes de simplicidade, consideraremos apenas a polarizacdo +.
Para a polarizagdo X, ou a mais geral que é uma combinacao linear das duas, os procedimentos

sao semelhantes e as propriedades fisicas de nosso interesse serdo as mesmas qualitativamente.
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Denotaremos o tensor h*” da polariza¢ao + como h:” e a amplitude como A4”. Dessa forma,

temos
B — AMVeikpxp
+ = A+ )
e assim, como g, = Ny + hy e definindo h_? = —h?f = hy, teremos o elemento de linha [23]
dado por

ds® = —dt® + (1 + hy)dz® + (1 — hy) dy? + d22, (4.2)

onde hy = hy (z — t) para uma onda propagando na dire¢do z [22] com a condigao de linearidade
da teoria implicando em
lhy(z —1)] << 1. (4.3)

Agora podemos analisar o comportamento de uma, particula livre na presenca dessa onda que
inicialmente tinha quadrivelocidade u”. A trajetoria deve satisfazer a equacio da geodésica

W‘FIWHVUM’LLV:O.

Para simplificarmos um pouco mais e podermos ter uma intui¢ao fisica do que ocorre, consideremos
a particula inicialmente em repouso, i.e., sua quadri-velocidade é u* = (—1,0,0,0). A equagao da

geodésica serd

du” du” 1
P 0,0 _ _ P op
? + r OOU u =0= ? =-T 00 — _57] (aOhO'U + 8Oh/OU' - aphoﬂ) .
No referencial de uma tnica particula ela sempre estaré em repouso, dessa forma, a variacdo
da quadri-velocidade serd nula em qualquer momento. Precisamos entao considerar um conjunto

de particulas teste que ndo interagem entre si para vermos o efeito dessa onda sobre particulas.

Mesmo que as coordenadas de separacio entre as particulas dadas pelo vetor n* = (O, ', n?, 773)

sejam constantes o tempo todo [9], isso ndo implica que a separagao fisica dada por
1> = —gign'’ = (8ij — hij) n'n’ (4.4)

também seja. Para lidarmos com a deteccao, temos que medir uma diferenca entre as particulas
devido a passagem da onda. Como o que medimos é a distancia no espago fisico e ndo no quadri-
espago, nao teremos problemas, como pode ser visto acima. A detec¢do das ondas gravitacionais
pode ser feita de duas maneiras [9]: pelo desvio da geodésica de duas particulas livres ou através da
medida de forgas de maré em um objeto apés a passagem de uma onda gravitacional. No primeiro
caso usamos o fato da separagao fisica entre duas particulas ser dada por (4.4). A fracdo entre a

variagdo 6l apos a passagem da onda e a distancia [y antes da passagem serd dada por [9]

ol -
— = —12hijn1n3

lo
onde n* é um vetor unitario na direcdo de separagdo entre as particulas. J& no segundo caso, as
forcas de restauracdo dentro do material tendem a compensar os efeitos da forca de maré apos

a passagem da onda, dificultando a detecgdo de eventuais efeitos memoria, uma vez que para
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detecta-los, a passagem da onda deve gerar um deslocamento ndo oscilatério, mas permanente nas

particulas teste [24].

Das defini¢oes obtidas no TEGR, podemos analisar as propriedades dessas ondas gravitacionais
da teoria linear. Do elemento de linha (4.2) que satisfaz a condigdo (4.3) podemos construir um
conjunto de tétradas adapitadas a um observador estatico. Para isso, a quadri-velocidade associada
ao observador serd u* = ey # = (—1,0,0,0). Um conjunto de tétradas simples e diagonal que

satisfaz estas condicoes é [22]

~1 0 0 0
h
0 1+7+ 0 0
Cap = hay , (4.5)
0 0 1-—=+ 0
2
0 0 0 1

sendo que usamos a relagao g, = e ,eq, considerando apenas termos até a primeira ordem em

h4+ e com determinante e = 1. A inversa da tétrada acima é dada por

-1 0 0 0
0o 1= g

e = 2 hy : (4.6)
0 0 1+ 0
0 0 0 1

Levando o conjunto de tétradas (4.6) na equacao (3.24), obtida na se¢do 3.3, as componentes do

momemento angular associadas & onda na forma linear sdo dadas por
1O _ o / B0, [6 (e<o>je(i)o _ e(z’)je(om)}
\%4
=0,
O _ _op / B0, [e (6<z>j€<k>o _ eiof;(k)j)}
\%4

=0.

(4.8)

A partir dos resultados em (4.7) e (4.8) concluimos que no contexto do TEGR as ondas gravitaci-

onais lineares na polarizacdo X nao transportam momento angular.

Outra propriedade fisica importante é o quadrimomento do campo gravitacional P*. Para
calcularmos P?%, precisamos antes encontrar as torcoes desse espago-tempo associadas a tétrada

(4.5). As torcoes nao nulas, obtidas a partir de Ty, = Op€ar — Op€qp, 530

1
T1yo1 = doe1yr — ey = 5307%,
1
T(1)13 = Oreq)ys — Ose1y = —583h+,
2 (4.9)
T2y02 = Joe(2y2 — 220 = —530h+,

1
T(2)23 = Dae(9)3 — O3€(2)2 = 533h+.
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Com as tor¢oes acima e usando a equagao (?7), as componentes do vetor quadrimomento sao

= / 93 (e d’z) . (4.10)
\4

onde para chegar na equagao acima usamos o fato de a funcdo hy nas tétradas depender apenas
de z —t.

As quantidades %903 definidas em (3.7), até primeira ordem em h., sio dadas por

1
O = = (g g% Tz + 9%9™ ) T3
. he 1 hy
1%+ [1+h+(+2 +1h+( 2”
1 h i
~ 40:hs [_(1_h+) (1 2*) +(1—hy) (1+2+>]
~ 0,
$203 _
1
2(3>03:§(g e Tiyon + 9226 %T(2>02)
1 hy 1 +
10 [1+h+< " 2> 1_h+< 2>]
1 h
%Zathr [(1_h+)<1+2+> (1—h+)( ;)]
~0.

A partir das quatro equagdes acima, concluimos que com termos até primeira ordem em h, todas

as componentes do vetor quadrimomento sdo nulas, i.e,
P*=0.

Portanto, no contexto das ondas gravitacionais da teoria linear, concluimos que tais ondas nao
transportam energia, momento e nem momento angular. Embora a energia possa ser ndo nula ao
considerarmos termos de ordem mais alta em hy, o momento angular ainda assim terd todas as

componentes nulas, ndo importando a ordem considerada em h .

A seguir estudaremos os efeitos fisicos da passagem de uma onda gravitacional na forma linea-
rizada sobre uma particula de massa m. Comecamos escrevendo a Lagrangiana para uma particula

no espagco-tempo descrito pelo elemento de linha (4.2) como
L= 5 (= + g11d® + go2y® + 2%) | (4.11)

onde o ponto representa a derivada em relacdo ao tempo proprio 7 e g11 € goo sao fungdes apenas
de z —t. Definindo u = (2 —t)/v/2 e uma vez que G = M + Py com hy,, = hy, (2 —t), podemos

escrever as equagoes da geodésica da particula como

0 0goo .
gi11 . 2+ 922y2207

2+ 5y ou ou
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d )
ar (g112) =0,

d
il ) =0
7 (9220) =0,
. 0011 .o 0922 .5
224 — i+ ==y =
* ou * ou ”
Nas equagoes acima, igualando a primeira equagao a dltima equacio segue que

0.

5 {=0=4—t=k = constante.

A quadrivelocidade de um observador adaptado ao conjunto de tétradas dado por (4.5) é
ut = ey = (~1,0,0,0). Assim, a energia da particula na presenga da onda gravitacional da

teoria linear quando medida por um observador adaptado ao conjunto de tétradas (4.5) é dada por

E :puu“ = —DPo = mt‘?

[N

e como ao longo da geodésica £ = (—gpo) 2 = 1, a energia da particula na presenca da onda

gravitacional linearizada serad a energia de repouso, i.e,
E=m.

Com isso, concluimos que no contexto do TEGR e do ponto de vista de observadores estaticos, a
onda gravitacional linearizada nao transporta energia e nem momento angular [22]. Esse fato serve
de motivacao para estudarmos, na proxima secdo, uma classe de ondas planas que sdo solucdes

exatas das equacgoes de Einstein, as chamadas ondas polarizadas de frente plana.

4.2 PP-Waves

Como visto na secdo anterior, as ondas gravitacionais que sdo solugdo da teoria linear requerem
que seja verdadeira a suposicao fisica de que a grandes distancias da fonte possamos escrever a
métrica como ¢, = Nuw + Ay, onde |hy,, | << 1. Além disso, algumas de suas propriedades fisica

sao de certa forma inesperadas, vide se¢ao 4.1.

Ondas gravitacionais como solugoes exatas das equacoes de Einstein foram consideradas por
Einstein logo ap6s o surgimento da Relatividade Geral [25]. J4 as ondas gravitacionais polarizadas
de frente plana, que possuem polarizacao no plano perpendicular & direcao de propagacio, e que sdo
solugoes exatas das equagoes de Einstein foram descobertas por N. Rosen em 1937 [26] entretanto,
os resultados obtidos por Rosen continham singularidades, o que o fez descartar tais solugdes como
sendo nao fisicas. Bondi comenta na referéncia [25] que as suposi¢oes de simetria que Rosen fez
para construir a métrica e a solucdo foram muito fortes, em particular a exigéncia de um sistema de
coordenas nao singular que cobrisse todo o espaco-tempo [26]. Sabemos atualmente que a exigéncia
de um sistema de coordenadas global ndo singular ndo é um condi¢ao necessaria para termos uma
variedade fisica, e com bage nos argumentos de Bondi consideraremos, a seguir, uma métrica que
representa uma onda de frente plana se propagando na dire¢do do eixo z e é solugdo exata das

equacoes de Einstein.
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A classe de ondas planas chamadas de PP-Waves possui as mesmas componentes do campo em
todos os pontos da frente de onda, tendo uma "simetria plana"no plano perpendicular & propagagao
[27]. Para uma onda propagando na dire¢do z em cada valor constante do tempo, devemos ter
um plano z = constante em que o campo gravitacional deve ser essencialmente 0o mesmo. Sendo
assim, as componentes da métrica devem ser fungdes de z — t, x e y. Assim, analogamente as
ondas eletromagnéticas propagando ao longo do eixo z, aqui as ondas devem também ser fungoes

de kot = kox® + ksa® = k(z —t), conforme visto na segao 2.1.

A classe geral de solugoes que satisfazem as propriedades requeridas é descrita em termos das

coordenadas de Brinkmann por [28] [29]
ds® = 6;jdx’dx? — 2dudv + 2a;(u, 7 )dudz’ + H(u, x7)du?

onde i = 1,2. Tomando as fun¢des fora da diagonal a;(u,2’) como nulas (desconsiderando a

possibilidade do carater rotacional e de expansao da fonte [29]), obtemos o elemento de linha [30]
ds® = —2dudv + H(u,z,y)du® + dz* + dy? (4.12)

onde definimos as coordenadas nulas
u=—(z—1t) (4.13)

=—(z+1). (4.14)

Podemos entao ver pela equagao (4.12) que a dependéncia da fun¢do H(u,z,y) em z — t garante
que a onda seja plana em toda sua frente e se propaga com a velocidade da luz. Ao tomarmos a

fungao H(u,z,y) = 0 obtemos o espago-tempo de Minkowski.

O elemento de linha (4.12) pode ser reescrito em fungao das coordenadas cartesianas (¢, z,y, z)

como

H H
ds? = <(u,2$,y) — 1) dt? + da? + dy? + <(u,2$,y) + 1) dz? — H(u,z,y)dtdz . (4.15)

A partir do elemento de linha (4.15) podemos encontrar as conexdes de Christoffel usando a

equacao (2.12). As componentes ndo nulas sao

1 1 1 1
Iy = —ZaoH, Iy, = _ZalHa Iy, = —152H7 Iy = —ZﬁsH,

1 1 1 1
Iy = 31H I = 1821{7 Iy = anH + 5331{7 oo = —131H7

1 1 1 1
Iy = ZalH’ ri, = _ZaIH’ I, = _ZaQH, r2, = 132H7
1 1 1 1 1
ri, = jaQH, IS, = jag,H, ﬂaOH I3, = ﬂalH, rd, = jaﬂi
1 1
rd, = ZaOH, I3, = 81H I3, = 62H ri, = 133H7
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logo, pelas equagoes (2.13) e (2.14) obtemos as componentes nao nulas do tensor de Ricci

1

Rog = 7 (~0.0,H — 0,0,H) ,
1

Ro3 = Z (azazH + ayayj—j) )
1

Ry = — (=00, H — 0,0, H) ,

4

e usando as equacgoes de Einstein (2.19) no vacuo, obtemos que [31]

O2H +0;H =0, (4.16)
ou seja, H satisfaz a equacao de Poisson nas coordenadas x e y. A forma matricial da métrica
(4.15) é

H 1 0 O H
2 2
0 0 0
= 4.17
I 0 0 1 0 (4.17)
H H
—-—— 0 O —+1
2 (3+1)
e sua inversa é dada por
H H
—— -1 0 O ——
(=) ;
0 1 0 0
H = 4.18
g 0 1 0 ( )
H H
—— 0 O 1——
; (1-3)

Para estudarmos as propriedades desse espago-tempo no contexto do TEGR, precisamos cons-
truir um conjunto de tétradas relalcionado a métrica (4.17) e que esteja adaptada a observadores
estaticos, i.e., e(o)i = 0. Um conjunto de tétradas relacionada a (4.15) e que satisfaz esses critérios
¢ dado por [22]

—A

0 , (4.19)

Cap =

o O

o O = O

o = O O
)

cuja inversa é

|

o O = O

e

(4.20)

o O O
S = O O
@)

Da relacdo g,, = eque®,, temos que as fugdes A, B e C' sdo dadas por

H —
I
? (1) ?

e a quadri-velocidade do observador adaptado a tétrada (4.20) é

(S
N
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o que significa que e(o)i = 0, ou seja, o conjunto de tétradas estd adaptado a um observador
estatico. Os indices espaciais de Lorentz fixam a orientagao espacial do referencial, ou seja, e() " =
(0,1,0,0), e2)# = (0,0,1,0) e e(3) * = (—%, 0,0, A) sao vetores unitarios ao longo dos eixos , y, z

respectivamente.

Com o conjunto de tétradas (4.20) cujo o determinante é e = AC = 1, podemos utilizar a
equagao (3.24) para calcularmos as componentes do momento angular. Como o tensor momento
angular é antissimétrico em seus indices, as componentes da diagonal sdo nulas, restando apenas

seis componentes ndo identicamente nulas

O — _Qk/ B [333 (8(0)16(1)0 _ 6(0)06<1>1) + 9y <€(0>26(1>0 _ e“’)%(l)?)
\%

s (e(0>3e(1>0 _ e(0)06(1)3) 10, (6(0)06(1)0 _ e(O)oe(l)O) (4.21)

1
= —Zk/ d3z0, <> ,
v A
LO@) — _op. / B [(% (e(one(z)o _ 6<0>06<2>1) + 0y (e(0>2e<2>0 _ e<o>oe<2>2)
14
s (ew)se(z)o _ 6(0)%(2)3) 1o, (€<o>oe<2>o _ 6<o>oe(2>o) (4.22)
1
_ 3 il
= Qk/vdxay(A> ,
LOB) — _op / B [590 (6(0)16(3)0 _ 6(0)06(3>1) +0, (€(0>2€(3>0 _ 6(0)06(3)2)
\%4

s (e(0>3€(3>0 _ e(0)0€<3)3) 10, (6(0)06(3)0 _ e(0)08(3)0>

1 (4.23)
:2k/vd3xaz <AC’>
=0,
V@) — _op /V B [336 (e(me(z)o _ eu)oe(z)l) + 9, (eu)ze@)e _ e<1>oe<2>2)
+o, <e(1)36(2)0 _ 6(1)06(2)3) 10, (e(l)oe@)o _ e(1)06(2)0> (4.24)
=0,

B [&E (6(0)16(3)0 _ 6(1)06(3)1) +, <e(1)2e(3)0 _ €(1)06(3)2)

48, (eM3eB3)0 _ e<1)06<3>3) 10, (emoe(:%)o _ €<1>o€<3>o> (4.25)

h
Z
«
i

|

[\
™

=~

LB — _op / B [336 (e(2>1€<3>o _ e<2>06<3>1) +, <6(2>2e<3>o _ e<2)oe<3>2)
14

s <e(2>36<3>o _ e<2>oe<3>3) 1o, (e@)oe(a)o _ e<2>06<3>o> (4.26)
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Concluimos que as ondas gravitacionais de frente plana, solugdes das equagdes de Einstein, trans-
portam momento angular, ao contrario das ondas gravitacionais da teoria linear. O momento
angular carregado pela onda é apenas nas direcoes ortogonais & propagacao, uma vez que L, =
LMA) = 0. Os boosts LD estao relacionados ao centro de inércia do campo gravitacional [32],
logo, esse campo gravitacional possui um centro de inércia que varia apenas nas dire¢des trans-
versais & propagacao e é nulo na dire¢do de propagacdo, o que condiz com o fato das PP-Waves

possuirem uma frente plana.

No que se segue apresentaremos o vetor quadrimomento das ondas gravitacionais descritas pelo

conjunto de tétradas (4.19). As torcoes T),,, ndo nulas associadas a estas tétradas sdo [33]

1
Too1r = 531142,

1
Too2 = 532A2,

1
Too3 = 583AZ — AdyB,

To13 = —A0 B,
Toes = —AO, B, (4.27)
T501 = BO1 A, .
T502 = BO2 A,
1
T503 = BO3A, -1-5(370(—132 +C?),
1
Tyy = 501(—=B%+ C?),
1
Tyo3 = 562(—192 +C?).
As quantidades dS; (eX"") néo nulas sdo dadas por [33]
00i\ _ 1
ds; (ez ) = [dydz81H + dzdzdyH),
8( 900)?
(eE(l)OZ> = )[dydzﬁgH + dydz0, H],
1900 (4.28)
ds; <e2<2 ) [dedz0\H + dydzds H),
8(—900)
1
ds; (62(3 ) —ldydzd H + dzdxdyH).
8(—g00)?

A partir dos resultados em (4.28), usando

P = 4k f{ 9; (ex™)
S

e o fato de dS; (eE(O)Di) =dS; (eE(B)Oi), teremos como componentes nao nulas do vetor quadrimo-

PO — pB) — gy 7{ ds; (e2<0>0i) — Ak / Brd; ( )

— % [ P lou?+ @17 <0,

mento apenas

(4.29)
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onde usamos o fato de que 9°9;H = 0, com i = 1, 2.

Como P = P(?) = 0, podemos ver que P*P, = 0, o que ¢ consistente com o fato das ondas
gravitacionais descreverem particulas nao massivas [22]. Podemos ver pela equagao (4.29) que a
energia dessa onda gravitacional é negativa. O fato dessas ondas gravitacionais possuirem energia
negativa é consistente com o fato dela representar um campo gravitacional. O fluxo de energia
sempre € positivo, mas o saldo final de energia pode ser negativo, e € o que ocorre em campos

gravitacionais, como podemos ver em um simples experimento de pensamento abaixo.

Toda energia de ligagdo é esencialmente negativa logo, a energia do campo gravitacional, que
é sempre de atracao, é negativa. Por exemplo, no caso de um buraco negro de Schwarzschild de
massa M, um observador estatico a uma distancia infinita do mesmo medird uma energia £ = M.
Por outro lado um observador no horizonte de eventos em 7y = 2M, medir4 uma energia £’ = 2M.

Portanto, a energia do campo gravitacional dada pela diferenca AE = E— E' = — M seré negativa.

4.3 Energia cinética de particulas na presenca de ondas planas

exatas

Ja apresentamos, no contexto do TEGR, uma descricdo das propriedades do campo gravitaci-
onal dado pelo elemento de linha (4.15) e agora vamos analisar o comportamento de particulas na
presenca desse campo, em especial a mudanca na energia cinética das particulas devido & passagem

da onda gravitacional.

A Lagrangiana em coordenadas Cartesianas (t,x,y,z) para uma particula de massa m na

presenca da onda gravitacional descrita por (4.15) é

L="Tg, i = % (

5 goot® + 118 + g229” + g335” + goot” + 2g0st2) |

novamente o ponto representa a derivada em relacdo ao tempo proprio 7 da particula. As equagoes

de Euler-Lagrange em funcao das variaveis u, x, y, z 880

i} : 1 0H
2t + V2Hii +V2H 0 — — —1% = 4,
+V2Hii +V2Hu /3 ou =0, (4.30)
OH
2 — —u® = 4.31
&— - 0, (4.31)
H
23 — aayu? =0, (4.32)
: 1 0H
2% +V2Hi + V2Hiu — ———1u2 = 0, (4.33)

V2 Ou

e subtraindo a equacgao (4.30) da equagao (4.33), obtemos

5—t=0=i=0=u=—k= constante. (4.34)

Uma particula de massa m nesse campo gravitacional possui quadrimomento p, = g,,p”, cuja

componente temporal é py = go,p” = goomit + gogmz. Sendo assim, um observador adaptado a
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tétrada (4.19) mede o quadrimomento
DPa = eaupu )
logo, a energia da particula medida por esse observador sera

E = —pyuu* = M = _6(0())]90

(4.35)
7 il
=m |1+ 2 2k | —2— | |
o H
2 1-=
_1
onde usamos o fato de que ao longo da geodésica seguida pela particula { = d— (1 — —) 2.

Vemos que uma onda gravitacional como solucao exata das equagoes de Einstein dada pelo
elemento de linha (4.15) interfere na quantidade conservada da particula E, o que ja ndo ocorre
em uma onda gravitacional proveniente de uma solucao da teoria linear. A particula tera seu
estado cinematico momentaneamente alterado pela transferéncia de energia do campo gravitacio-
nal, podendo essa transferéncia ser positiva ou negativa. Mesmo no calibre do cone de luz onde
%2 =1 =k =0, ainda podera ocorrer transferéncia de energia, uma vez que o primeiro termo do
lado direito em (4.35) ndo depende de k e, como o valor de % é limitado a ser menor do que 1
(ou ndo seria possivel construirmos um conjunto de tétradas para a métrica), se H for positivo a
energia da particula serd maior do que a de repouso e se H for negativo a energia serd menor do

que a energia de repouso.

Agora trataremos da trajetéria da particula na presenca da onda gravitacional e para tal, as

equacoes (4.31) e (4.32) podem ser reescritas em funcao da variavel u como

¢z 102\ _ d (dvdu) 10H ,
dr2 2\or)  dr \dudr 2 Ox

(4.36)
:ﬁdﬁ 2@_162112: d273: 1oH
du du? 2 Ox du? 2 Ox ’
>y 1 [0y 2_ d (dydu 10H .,
=-3(5) -7 (2%) -3 s
:u@+u2d2 167Hu2: i@_laﬂ: |
du du? 2 Oy du? 2 Oy ’

onde usamos o fato de que 4 = 0, tornando possivel eliminarmos u das equagoes, logo, as equagdes
para as coordenadas x e y em funcao de u nao dependem da escolha de k. Para encontrarmos uma
equacao de movimento para a coordenada z, partimos da definicdo da varidvel u e sua derivada

em relacao ao tempo proéprio, i.e.,

V2,

e usando que
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obtemos

5= (1 — Z)é —V2k . (4.38)

Para encontrarmos as trajetorias precisamos resolver as equagdes diferenciais (4.36), (4.37),
(4.38) numericamente para condigoes iniciais especificadas. Para tal, precisamos ter a forma ex-
plicita da funcao H(u,x,y) que satisfaga as equagoes de Einstein (4.16). As solugdes gerais da
equacao (4.16) sao obtidas introduzindo-se uma variavel complexa auxiliar ( = z + iy no plano
transverso, de maneira que a solugio possa ser expressa como H = F(u, () + F*(u,(*). As solugbes

de interesse fisico sao tais que [29]

F(u,0) = > am(u)™ — p(u)logl + > Bm(u)™™ . (4.39)
m=2 m=1

Podemos ver pela equacao (4.39) que as solugoes possuirdo singularidades na origem (para o, =0
e B # 0) ou no infinito (para a,, # 0 e B, = 0), e que o termo de logaritmico também possui uma
singularidade na origem. Nessa dissertacao consideraremos trés solucoes para a funcao H(u,x,y),

duas com singularidades no infinito e uma com singularidade na origem.

A primeira escolha da funcao H (u, x,y) fornece uma polarizagdo x no plano ortogonal a direcao

de propagacao da onda [34]. Uma solugao para a funcdo H pode ser escrita como [35]
H = A(u)(zy) . (4.40)

Como apenas a parte da fungao H(u,x,y) que depende das variaveis = e y possuem restricdo em
sua forma pelas equagoes de Einstein (4.16), podemos entdo escolher a fun¢ao A(u) de maneira a
especificarmos o formato do pulso que estamos considerando. Tal pulso possui constantes L e A que
corrigem a dimensdo da fungao A(u), de maneira que a fungao H e o argumento da exponencial

fiquem adimensionais.
Um pulso gaussiano considerado na referéncia [35] é

1 2
Au) = ﬁe_ﬂ , (4.41)

onde a constante A estd relacionada com o comprimento da gaussiana, ou seja, o intervalo no qual
a onda atuara na particula; enquanto que a constante L esta relacionada com o tamanho da area
transversal da onda. Ao longo desse trabalho, por questdes de simplicidade, tomaremos ambas
constantes como sendo a unidade. A seguir, resolveremos numericamente, usando o programa
MATHEMATICA, as equagoes (4.36), (4.37) e (4.38) para alguma polarizacoes. Para esse pulso e
H(u,z,y) dado por (4.40) e condicoes iniciais

20 =0.1, yo=0.2, 20=0.1, vo, =0.1, voy =0, (4.42)

as trajetorias e velocidades sao apresentadas nas figuras 4.1 e 4.2, respectivamente.

Para outras condicoes iniciais, por exemplo,

g = 0.1, Yo = —0.2, Z0 — 0.1, Vox — 0.1, Voy = 0 s (4.43)

44



I
0.1 e

e
-0.1
-0.2
-0.3

-0.4

Figura 4.1: Trajetorias na polarizacio (4.40)  Figura 4.2: Velocidades na polarizagdo (4.40)

para as condi¢des iniciais (4.42) para as condi¢bes iniciais (4.42)

(007 [ —

0.1 M

0.0 e t Smmmmmmmmm
-0.1
-0.2
-03

-04

Figura 4.3: Trajetérias na polarizacio (4.40)  Figura 4.4: Velocidades na polarizacio (4.40)

para as condicoes iniciais (4.43) para as condigoes iniciais (4.43)

temos as trajetérias apresentadas na figura 4.3 e velocidades apresentadas na figura 4.4.

Vemos pela figuras 4.2 e 4.4 que o espaco é plano apds a passagem da onda, uma vez que as
trajetorias voltam a possuir velocidade constante longe da frente de onda v = 0. Em todos os
graficos nesse trabalho plotados em funcao de u, o tempo t corre no sentido negativo de u, uma

vez que \/Qu:z—t,.

No segundo caso consideramos a polarizacao + [34] ou seja,
H = A(u)(2? — %) . (4.44)

Neste caso as trajetorias e velocidades sao apresentadas nas figuras 4.5 e 4.6, respectivamente.

Podemos ver que em ambas as polarizacées a velocidade inicial da particula é alterada per-
manentemente. Como as velocidades dessas particulas sdo nao relativisticas, sua energia cinética
seré praticamente a energia cinética classica [35]. E de se esperar entdo, que sua energia cinética

classica também seja alterada permanentemente. A energia cinética K da particula sera dada, em
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para as condicoes iniciais (4.43) para as condicoes iniciais (4.43)

uma boa aproximacgao nas regioes antes (u > 0) e depois (u < 0) da passagem da onda, por [35]

1 dz\ > dy 2 dz\?
K=—-1|(-—+— - — . 4.45
2 [(du) * (du) * du (4.45)
Podemos ver pelas figuras 4.7 e 4.8 que a energia cinética (4.45) das particulas é alterada
permanentemente apo6s a passagem da onda. A energia cinética classica aumenta ou diminui,

dependendo das condi¢oes iniciais. A polarizagao (4.44) também leva aos mesmos resultados de

variagao permanente da energia cinética da particula, a depender de suas condicbes iniciais.
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K
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Figura 4.7: Energia cinética classica na polari-  Figura 4.8: Energia cinética classica na polari-
zacao (4.40) para as condigoes iniciais (4.42) zagao (4.40) para as condicoes iniciais (4.43)

Uma combinagao linear das polarizacoes levara a resultados semelhantes, podendo em alguns
casos o ganho de energia cinética por uma polarizacdo ser compensada pela perda em outra.
Entretanto, tais ocorréncias dependem extremamente das condicoes iniciais, sendo que nos varios
casos testados nenhum padrao pode ser observado. A variacdo da energia cinética das particulas
pode ser positiva ou negativa logo, as ondas gravitacionais podem ganhar ou perder energia ao
interagirem com particulas. Na secdo 4.2 vimos que a energia da onda gravitacional descrita pelo

elemento de linha (4.15) é negativa logo, para dissipar energia, a onda deve absorver energia das
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particulas com as quais interage. Pela aparente aleatoriedade nas condig¢oes iniciais que levam a
perda ou ganho de energia por parte da onda, espera-se que em um grande percurso esses efeitos
se anulem em média, tornando possivel que elas viagem por grandes distancias sem se dissiparem,
e também tornando possivel a deteccao de eventuais efeitos memoria. Enquanto a energia cinética
classica das particulas se altera permanentemente, a quantidade conservada dada em (4.35) e
medida por observadores estaticos varia proximo a frente de onda u = 0, mas retorna aos mesmos
valores em todas as polarizagoes apds a passagem da onda. Isto pode pode ser observado na figura
4.9.

1.02

1.01

1.00

0.99

.98

-4 -2 0.96 2 4

Figura 4.9: Quantidade conservada (4.35) para polarizacdo (4.44) e condigoes iniciais (4.43)

Até o momento analisamos apenas solugoes da equagao (4.39) com singularidade no infinito e,
vimos que mesmo com um espaco perpendicular ndo assintoticamente plano, o efeito gravitacional
da onda sobre particulas é limitado, uma vez que o pulso gaussiano é limita tanto no tempo de
atuagdo da onda, quanto no intervalo ao longo do eixo de propagacao z da onda. Uma solugdo
assintoticamente plana na forma de pacotes de ondas e que possui singularidade na origem é dada
por [31]

= e s
Para uma funcdo H dada por (4.46) os efeitos qualitativos na trajetoria, velocidade e energia
cinética da particula sfo basicamente os mesmos, como pode ser observado nas figuras 4.10, 4.11,

4.12 e 4.13, com condicdes iniciais
g = 0.8, yo=—0.5, 20 =0.1, vop, =0.1, vo, =0 . (4.47)
Todas as polarizacoes que consideramos levam a variagbes permanentes na energia cinética

da particula para certas condicbes iniciais. Uma mesma polarizacao pode aumentar ou diminuir a

energia cinética das particulas, a depender das condigdes iniciais [35]. Como vimos nas figuras (4.7)
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(4.46) e condigoes iniciais (4.47) para a (4.46) e condigbes iniciais (4.47)

e (4.8), ao mudarmos a posicao da particula para outro quadrante do plano perpendicular a direcao
de propagacao da onda, a energia cinética da particula passou de um estado de decréscimo para
acréscimo, mesmo com a distancia inicial & origem mantida constante. Tal fato levanta a hipo6tese
de que a posicao axial inicial da particula seja um dos fatores determinante no comportamento da
energia cinética da particula. A andlise desse comportamento se torna mais simples ao analisarmos

o elemento de linha (4.15) em coordenadas polares, que seré feita na proxima secao.

4.4 Regioes de acréscimo e decréscimo da energia cinética

Para entendermos melhor a questdo das condigOes iniciais e o acréscimo ou decréscimo da
energia cinética por parte da particula, convém escrever a métrica (4.15) em coordenadas polares.

Definindo x = pcos¢ e y = pseng, ficamos com

ds* = dp* + p*d¢* — dudv + H(u, p, ¢)du? (4.48)
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nessas coordenadas as equacoes de movimento para a particula sao

2p L, (dp\* 1

_ ) 29 H = 4.4
du? P (du> 28p 0 (4.49)
d*¢ 2dpd 1

0 2dpdd _ —_9sH =0, (4.50)

du? ' pdudu  2p?

dz _ % <1 _ H)_; V3 (4.51)

onde usamos o fato de que i = 0.

Para analisarmos as condi¢oes que levam ao acréscimo ou decréscimo da energia cinética, usando
o fato de que antes e apds a passagem da onda o espago-tempo ¢é plano, escolhemos um uy apés a
passagem da onda e um w; antes da passagem da onda. Sendo assim, a partir da energia cinética
final Ky = K(uy) e da energia cinética inicial K; = K (u;), definimos a quantidade
K; - K;

AK =
K+ K;’

(4.52)

que serad positiva sempre que a energia cinética aumentar e negativa sempre que a energia cinética
diminuir. Quanto maior for AK, maior serd a variagdo da energia da cinética e, quanto menor for
AK, menor serd o ganho de energia cinética da particula. O denominador K + K; ¢ adicionado
para temos uma relagio de proporcionalidade, sendo assim, a expressao AK contabiliza o quanto
a energia da particula aumentou ou diminuiu proporcionalmente e ndo em valores absolutos. Note

que se K; > Ky, AK serd negativo.

Ao variarmos a condi¢fo inicial angular ¢g com as velocidades radial e angular nulas, ndo hé
variacao na energia cinética da particula tanto na polarizagdao + quanto na polarizacao x. Para a
polarizacdo + dada por (4.44), ao adicionarmos uma velocidade radial inicial e variarmos ¢g de 0

a 27 em intervalos de 155 e com as demais condigoes iniciais dadas por
p0=02 20=0, go==0.1, ¢o=0,k=1, (4.53)

o comportamento de AK é apresentado na figura 4.14 para uma velocidade radial inicial positiva

e, na figura 4.15 para uma velocidade radial inicial negativa, ambas em relacao a u.

O comportamento para a polarizagdo x (4.40) é apresentado nas figuras 4.16 e 4.17. Ob-
servamos que no caso da velocidade radial inicial da particula ser negativa em relagdo u, o que
corresponde a uma velocidade inicial radial positiva em relacao ao tempo t, a particula ganha ener-
gia cinética. No caso da velocidade radial inicial da particula ser positiva em relagao a u (negativa
em relagdo a t), a particula perde energia cinética. Podemos entao ver que o campo gravitacional
dado pelo elemento de linha (4.15), com condi¢Ges iniciais pp < 0, possuem um leque maior de

condig¢bes iniciais em ¢ tais que a energia cinética da particula aumenta.

Mantendo a mesma variacao em ¢g e as demais condicoes iniciais dadas por
p0=02, 20=0, po=0, ¢o==402, k=1, (4.54)

levam ao mesmos comportamentos de simetria entre o niimero de condigoes iniciais ¢g de acréscimo

e de decréscimo na energia cinédita da particula, invertendo apenas as regides no caso de velocidade
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AK

0.2

0.1

-0.1
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com pg = —0.1.

Este comportamento pode ser visto nas figuras 4.18 e 4.19. Se

acrescentarmos as condigoes iniciais (4.54) uma velocidade radial positiva, as figuras 4.18 e 4.19

sofrem um deslocamento para baixo, indicando mais regioes de decréscimo do que de acréscimo na

energia cinética da particula. Ja se a velocidade inicial radial acrescentada for negativa, obtemos

um comportamento inverso, i.e., todo o grafico desloca-se para cima.
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Analisemos agora como a variagdo da velocidade radial inicial influencia a quantidade AK.

Variando pg de —0.1 a 0.1 em intervalos de ﬁ e com as demais condigoes inciais dadas por
p0=02, ¢g=0, 20=0, ¢g=0, k=1, (4.55)

o comportamento para AK é apresentado na figura 4.20. A variagdo na velocidade inicial radial
apenas altera o comportamento qualitativo de acréscimo ou decréscimo de energia cinética da par-
ticula. Para diferentes posicoes angulares inciais o comportamento é o mesmo, apenas invertendo
em algumas regides o fato de pp positivo ou negativo aumentar ou diminuir a energia cinética da

particula, como por exemplo para condicoes iniciais

3 .
po = 0.2, ¢o= Zﬂ’ =0, ¢g=0, k=1, (4.56)

temos o comportamento para AK apresentado na figura 4.21.
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Figura 4.20: Variacdo da energia cinética na  Figura 4.21: Variacao da energia cinética na

polarizacio + para as condicoes iniciais (4.55).  polariza¢do + para as condigoes iniciais (4.56).

Enquanto as variacoes nas velocidades iniciais radial e angular da particula levam a efeitos
qualitativos distintos para a variacao da energia cinética da particulas dada pela equacao (4.52),
variagoes nas posigoes iniciais pg e zg da particula, assim como na constante k, ndo influenciam
no comportamento de transicao de acréscimo ou decréscimo na energia cinética. Os comporta-
mentos qualitativos das polarizacoes sem simetria axial + e x sao semelhantes, e a dependéncia
das condicoes iniciais nas regioes angulares para o acréscimo ou decréscimo se mostra evidente,
assim como o efeito do sentido da velocidade angular inicial, que inverte tais regides. No caso de
ondas gravitacionais descritas pelo elemento de linha (4.15) s6 ocorrera troca de energia cinética

permanente entre a onda e a particula se a velocidade inicial da particula for ndo nula.

A interacdo dessas ondas com particulas altera o estado cinemético das mesmas permanente-
mente e, tal efeito é marcante tanto para efeitos de deteccdo, quanto para efeitos cosmolégicos
[35]. A aparente simetria entre condigoes iniciais que causam acréscimo ou decréscimo de ener-
gia cinética da particula torna possivel que tais ondas viajem pelo universo interagindo com as
particulas e na média mantendo sua energia negativa constante. Possivelmente tais ondas causem
efeitos cineméticos permanentes em corpos massivos no universo, uma vez que a velocidade média

das particulas desses corpos podem ser alteradas pela passagem dessas ondas gravitacionais.
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Capitulo 5

Conclusoes

A teoria da Relatividade Geral marcou o século XX como sendo um dos maiores avangos
cientificos. Até hoje, apds mais de um século desde sua formulacdo, ainda ha motivagdao para
estudarmos seus conceitos, formalismos e resultados. No capitulo 2 deste trabalho, utilizando
elementos de geometria Riemanianna, mostramos como obter o tensor de curvatura do espago-
tempo. Em seguida, apresentamos as equagoes de Einstein na presenga de uma distribuicdo de
matéria e enfatizamos que o alto grau de nao linearidade das equacoes de Einstein torna a obtengao
de solucoes analiticas muito dificil. Também mostramos que a forma linearizada das equagoes de
Einstein resulta em solucbes que levam a previsao de ondas gravitacionais de forma semelhante

com o que ocorre no eletromagnetismo.

Além da ndo linearidade, o formalismo da Relatividade Geral baseado no tensor métrico nao
nos fornece uma expressGes para a energia, momento e momento angular do campo gravitacional
apenas em termos de pseudotensores. Com base nisso, apresentamos o formalismo Teleparalelo
Equivalente a Relatividade Geral no capitulo 3. Mostramos que este formalismo, baseado na
descrigao do campo gravitacional por meio de tétradas, fornece equacoes de campo equivalentes as
equagbes de Einstein. Além disso, neste formalismo, é possivel definir expressoes para grandezas
fisicas tais como energia, momemento e momento angular do campo gravitacional na presenca ou
nao de matéria e com isso, estudamos algumas propriedades das ondas gravitacionais na forma

linear.

Mostramos na secao 4.2 que as ondas gravitacionais que sao solucoes exatas das equacoes de
Einstein, distintamente das ondas gravitacionais da teoria linear, transportam energia, momento e
momento angular. Além disso, tais ondas interagem com particulas podendo alterar o seu estado
cinematico de forma permanentemente ou nao. Esta alteracdo, também chamada de efeito memdria
pode ser um resultado importante para a deteccdo destas ondas. Vimos tabém que pelo fato da
energia da onda gravitacional dada pelo elemento de linha (4.15) possuir energia negativa, como
visto na secao 4.2, implica que para ela se dissipar, ela deve absorver energia das particulas com as
quais interage. A simetria nas condigoes iniciais que levam ao acréscimo ou decréscimo de energia
cinética de particulas na presenca da onda gravitacional, solucdo exata das equacoes de Einstein,

sugere que, ap6s a interagdo da onda com vérias particulas com velocidade media nula, ela terd a
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mesma energia negativa inicial.

O deslocamento permanente de particulas devido a passagem de ondas gravitacionais é de
grande interesse atual [36] [37]. O mapeamento das condigoes iniciais que levam ao acréscimo ou
decréscimo da energia cinética de particulas, pode ser utilizado para detecg¢oes futuras que sejam
capazes de rastrear efeitos memoria de velocidade, como o LISA [38]. Embora o critério de perda
ou ganho de energia cinética nao seja muito tutil para investigar efeitos meméria devido a uma
mesma onda transferir ou absorver energia a depender das condigoes inciais [35], tal mapeamento
pode ser util para identificar possiveis condi¢oes iniciais que impliquem na transferéncia de energia

entre a onda e as particulas.

O fato de quando a particula esta inicialmente se aproximando da origem do sistema de coor-
denadas termos uma tendéncia a um aumento de energia cinética da mesma, e no caso contrario
termos o comportamento inverso, ndo ¢ um resultado surpreeendente. Se imaginarmos uma par-
ticula de massa m inicialmente se aproximando da fonte de um campo gravitacional fraco, ele
ird acelerar a particula na direcdo do movimento da mesma e ela ir4 ganhar energia do campo.
Entretanto, quando a particula estd inicialmente se afastando, esse campo gravitacional ird gerar
uma aceleracdo no sentido contrario ao movimento da particula, dessa forma diminuindo o médulo

da velocidade da mesma e consequentemente sua energia cinética.

Por outro lado, o fato da particula teste necessitar ter uma velocidade inicial para que ocorra
variagao permanente de energia cinética nao é um tanto supreendente, uma vez que para um
campo gravitacional comum (forca central) uma particula inicialmente em repouso adquire energia

do campo gravitacional.

A métrica que estudamos (4.15) é apenas uma das classes de solucoes da classe mais geral de
Brinkmann. O termo fora da diagonal dud¢ carrega efeitos de possiveis rotagoes da fonte [29]
(estudados inicialmente por Frolov em [39]), e podem levar a efeitos adicionais na energia cinética
das particulas, o que pode ser estudado em trabalhos futuros. Outra possivel classe de solucoes
de Brinkmann sao métricas que incluam um elemento fora da diagonal do tipo dudp, que pode
corresponder & ondas gravitacionais emitidas por fontes em expansdo ou contracio, o que torna
interessante o estudo futuro de como tais ondas interagem com as particulas, e também a pressao

de radiacao desse campo gravitacional.
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