Universidade de Brasilia
N | Instituto de Ciéncias Exa}tgs AAAA
-‘ Departamento de Matematica Aa L

Programa de Mestrado Profissional em

Matematica em Rede Nacional

Proposta de abordagem da Sequéncia de
Fibonacci e razao aurea no ensino médio:
teoria e aplicacoes

Fabio Alves Barbosa

Brasilia

2017






Fabio Alves Barbosa

Proposta de abordagem da Sequéncia de
Fibonacci e razao aurea no ensino médio:
teoria e aplicacoes

Trabalho de Conclusao de Curso apresentado ao Departamento de Matemética da Uni-

versidade de Brasilia, como parte dos requisitos para obtencao do grau de Mestre.

Orientador: Prof. Dr. Vinicius Rispoli de Carvalho

Brasilia

2017






Universidade de Brasilia
Instituto de Ciéncis Exatas

Departamento de Matematica

Proposta de abordagem da Sequéncia de Fibonacci e razao aurea no ensino médio:

teoria e aplicacoes

por
Fabio Alves Barbosa

Dissertagao apresentada ao Departamento de Matematica da Universidade de Brasilia,
como parte dos requisitos do Programa de Mestrado Profissional em Matematica em
Rede Nacional - PROFMAT, para obtencao do grau de

MESTRE

Brasilia, 25 de agosto de 2017

Comissao Examinadora:

Prof. Dr. Vinicius Rispoli de Carvalho - MAT /UnB (Orientador)

Prof. Dra. Tatiane da Silva Evangelista - MAT/UnB (Membro)

Prof. Dr. Ronni Geraldo Gomes de Amorim - FGA/UnB (Membro)

* O autor foi bolsista CAPES durante a elaboracao desta dissertacao.



Todos os direitos reservados. E proibida a reproducéo total ou parcial deste trabalho

sem a autorizacao da universidade, do autor e do orientador.

Fabio Alves Barbosa graduou-se em Matematica pela Universidade de Brailia - UnB,
no programa do PROFMAT - Mestrado Profissional em Matemfica em Rede Nacional,
coordenado pela Sociedade Brasileira de Mateméatica - SBM. Durante a graduacao foi
bolsista pela CAPES.



Dedico este trabalho a Deus que me deu forcas para nao
desistir em momentos tao dificeis por que passei ao longo
do curso, & minha mae Marlene e & minha noiva Cristina
e afilhada Liz que estiveram comigo nos momentos finais

e decisivos.



Agradecimentos

Agradeco a Deus, & minha mae, aos colegas pelo companheirismo e apoio, ao coor-
denador do curso pelo empenho, dedicacao e solicitude, aos professores competentes e

amigos, e & CAPES pelo suporte financeiro durante o curso.



Resumo

Este trabalho visa apresentar o assunto Sequéncia de Fibonacci para uma abor-
dagem no Ensino Médio, apresentando-a com rigor matemético, envolvendo historico,
conceitos, definicoes, propriedades e teoremas bésicos. Foi feita uma breve analise do
cenario do sistema educacional brasileiro, enfatizando o Ensino Médio, e a abordagem
da importancia de ensinar a Matematica nesta modalidade, apresentando aos alunos
aplicagoes praticas da disciplina, seja no cotidiano, na Natureza, artes, ciéncias, bem
como o fundamento para o desenvolvimento de algo relevante. Por fim, foram propos-
tas atividades que trabalhem o assunto sequéncia de Fibonacci e razao aurea em uma
turma de ensino médio, envolvendo historia da Matematica, a abordagem algébrica
e tedrica e aplicacoes. O trabalho foi desenvolvido mediante pesquisa bibliografica e

experiéncias vivenciadas em sala de aula em turmas de Ensino Médio.

Palavras-chave
Fibonacci, razao aurea, educacao brasileira, ensino médio, Matemaética, teoria, apli-

cacoes.



Abstract

This theory presents Fibonacci sequence subject for an approach in high school,
presenting it with mathematical rigor, involving history, concepts, definitions, proper-
ties and basic theorems. A brief analysis of the Brazilian educational system scenario
was made, emphasizing the high school, and the approach of the importance of teaching
mathematics in this teaching level, presenting students with practical applications of
the subject, whether in daily life, in nature, arts, sciences and the foundation for de-
velopment of something relevant. Finally, it was proposed activities that deal with
Fibonacci Sequence and Golden Ratio in high school classes, involving the history
of mathematics, algebra and theoretical approach and application. The study was
conducted by bibliographic research and experiences in the classroom in high school

classes.

Keywords
Fibonacci, golden ratio, brazilian education, high school, Mathematics, theory, ap-

plications.
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1 Introducao

As dificuldades em se aprender Matemaética na educagao basica passam pela forma
tedrica e pura em que os assuntos sao apresentados aos alunos. Isso invariavelmente
exige destes um nivel de raciocicio logico e abstrato, que nem sempre é convidativo
para os adolescentes.

Por isso é interessante que o professor consiga buscar, sempre que possivel, aplica-
¢oes dos assuntos abordados em sala de aula. Isto significa articular conceitos mate-
méticos com a vida didria dos estudantes, pois a aprendizagem constitui um fenémeno
interpretativo da realidade na construcao, reconstrucao e desconstrucao de conceitos,
priorizando autonomia e reflexao da e na sociedade. Assim, ensinar e aprender mate-
matica consideram a criticidade, participacao e solidariedade, visando a uma educagao
humanistica e integral.

A grande dificuldade dos educadores das escolas piblicas na atualidade é conseguir
o interesse e consequentemente a atencao e o empenho nas aulas por parte dos alunos.
E possivel pensar, num tom bem humorado, que educacdo parece ser o tnico ramo de
trabalho em que o trabalhador é atrapalhado pelo seu cliente ao tentar realizar seu
servico da forma como deve ser.

Além disso, ainda se observa uma elevada taxa de evasao escolar, especialmente no
Ensino Médio. Segundo relatério Programa das Nagoes Unidas para o Desenvolvimento
- Pnud, a taxa de abandono escolar no Brasil esta em 24,3%. Isto é, um em cada quatro
estudantes abandonam os estudos antes de concluir o Ensino Médio.

Como, entao, contornar esta situacao?

Um dos pontos chaves é tornar o ensino mais atrativo para a realidade dos alunos.
quando se fala nisto, a primeira ideia que costuma vir & mente é a alteragao no curriculo.
Mas isto apenas nao basta.

E fato que as escolas mantém a mesma estrutura de décadas atras, e que a realidade
do aluno estd muito alterada. Mudancas de ordem familiar, politica, econémica, e
principalmente de interagao social exigem que a escola também reveja sua forma de
fazer a educacao.

Nao existe uma cartilha, uma férmula pronta para resolver esta questao, até porque
esta é a geracao de professores que estd vivendo essas transformacoes — e sendo agente
destas. Esta é a geracao que deve comecar a descobrir o que fazer e como fazer, por
meio da prética diaria. Pode ser numa espécie de tentativa e erro, com base em alguns

teoricos conhecidos e nas praticas ja vividas. De qualquer forma, cabe aos educadores
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da atualidade, inventar, refazer a pratica pedagogica coerente com a realidade social.

Obviamente toda essa conjectura jamais exime o aluno de se comportar bem nas
aulas, de se esforcar nos estudos. E o minimo que a crianca e o adolescente devem
fazer. Por mais que haja uma restruturacao nas propostas curriculares, politicas pu-
blicas decentes de educacao e esmero dos professores na pratica pedagdgica em sala
de aula, o aluno sempre terd que fazer o que é de sua competéncia, pois o processo
pedagogico envolve todos os seus atores, e o aluno é protagonista. Nao se pode lancar a
responsabilidade do fracasso escolar unicamente sobre os educadores, a escola ou sobre
"o sistema'". O aluno precisa sempre fazer a parte dele — uma decisiva parte. Até
porque, por mais que o professor seja criativo, e consiga fazer aulas diferentes, inte-
ressantes, atraentes, fica bem dificil que todas sejam assim. A tendéncia ainda é que
maior a parte das aulas seriam "normais", menos espetaculares.

Mas é necessario que o educador se disponha a essa mudanca em sua pratica pe-
dagogica. Quando se fala nesse assunto, pensa-se logo em alteracdes no curriculo ou
na insercao de recursos tecnologicos — computadores, lousas digitais, tablets. Mas a
dificuldade do aprendizado nao esta no curriculo ou no contetido, bem como a atrati-
vidade nao estd nos recursos tecnoldgicos. A chave estd na criatividade do educador
dentro da sala de aula, e também no empenho da coordenacao pedagogica e de todos os
segmentos da comunidade escolar, inclusive — e especialmente — no acompanhamento
ativo da familia do aluno.

Dessa forma, a cada dia um desafio se estabelece pra cada professor quando entra
em sala de aula, quando realiza seu planejamento, e esse desafio se estende a toda
a comunidade escolar, bem como aos governantes que deveriam legislar com politicas
publicas em educacao mais condizentes com esta nova realidade.

Este trabalho aborda uma proposta de atividade para o Ensino Médio, a partir
de uma situacao de aprendizagem caracterizada pela compreensao e entendimento da
razao aurea, de seu contexto matemético, a motivacao deste conceito, bem como a
percepcao de suas inimeras aplicacoes na natureza, nas artes, na arquitetura, na Filo-
sofia quando se relaciona com o conceito de beleza, dentre outras. A proposta é buscar
articulacao entre teoria e pratica, global e local, abstrato e real, proporcionando um
ambiente investigativo e criativo. Neste ¢ possivel fazer conexdes entre diversos con-
ceitos matematicos, suas diferentes formas de pensamento com outras areas do saber
e com as aplicacoes citadas aqui.

Uma iniciativa como esta ajuda a incentivar a leitura e a escrita matematica, além

de proporcionar uma maior participacao do aluno nas aulas da disciplina. Também
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incentiva o desenvolvimento do espirito critico e inovador, melhorando a interagao

professor/aluno dentro de um ambiente de aprendizagem mutua.
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2 Contexto do Ensino da Matematica no Brasil

Atualmente, a Educacao Béasica no Brasil possui uma organizacao padronizada em
quatro modalidades: Educacao Infantil, Ensino Fundamental Séries Iniciais, Ensino
Fundamental Séries Finais e Ensino Médio. Mas dentro desta concepcao existem par-
ticularidades regionais, pois cada estado ou municipio possui certa autonomia para
estruturar a parte operacional, respeitando dessa organizacao padronizada prevista
pela legislagao nacional.

Mas de modo geral a Matematica precisa de cuidados para que o processo de ensino
e aprendizagem tenha éxito, independente da modalidade de ensino ou o local onde a
escola esteja. Aprender Matematica nao deve se restringir a aprender pelo aprender.
Além de ensinar os conceitos matematicos e levar o aluno a desenvolver habilidades
para lidar com os mecanismos do calculo, ¢ fundamental que lhe seja oferecidas as
condicoes para saber mais tarde utilizar esses conhecimentos em situacoes da vida real.

Esta ¢ uma das grandes dificuldades no ensino da Mateméatica. Uma das indagacoes
mais frequentes dos alunos é "pra que aprender isso?", ou "onde vou usar isso?". E
infelizmente na maioria das vezes nem mesmo o professor tem uma resposta satisfatéria
para essas perguntas. Este quadro é o primeiro passo para gerar um desestimulo no
aluno em aprender Matematica. Boa parte da graca do aprendizado estd no que se
pode fazer com ele. Conhecimento por mero conhecimento normalmente nao é tao
atrativo.

Dessa forma, é importante que haja um equilibrio no processo de aprendizagem,
que desperte interesse nos alunos, além de lhes desenvolver a capacidade de empregar
futuramente as técnicas aprendidas e, principalmente a clareza dos conceitos e ideias, a
coeréncia no raciocinio l6gico, a comegar com o simples habito de pensar e raciocinar.

Na vida deste raciocinio, o ensino da Matemética, segundo LIMA, deve abran-
ger trés componentes fundamentais: Conceitua¢ao, Manipulagao e Aplicagoes (LIMA,
2007, p.154).

A conceituacao se refere as definicoes matematicas. Conceituar é assimilar a
ideia e, a seguir, escrever de modo claro e objetivo as defini¢oes, as proposicoes e as
conclusoes cabiveis no contexto.

Conceituar ¢ mais do que escrever a definicio. E compreensio da ideia, do contexto.
Exige um nivel abstragao mais ou menos avancado, dependendo do assunto que se
deseja conceituar.

A manipulagao esta relacionada com a pratica dos calculos propriamente dita.
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De modo geral, pode ser vista como a habilidade no manuseio de equagoes, formulas,
construcoes geométricas, graficos, tabelas.

Por fim, as aplicagoes sao os resultados dos conceitos e manipulacoes empregados
na pratica, isto ¢, em situacoes onde possam ser tteis. Seja em sitaucgoes simples do
cotidiano, ou como suporte a experimentos cientificos ou tecnologicos mais complexos,

ou até mesmo em questoes das ciéncias sociais.

As aplicacoes constituem a principal razao pela qual o ensino da Matema-
tica é tao difundido e necessario, desde os primoérdios da civilizagao até os
dias de hoje e certamente cada vez mais no futuro. Como entendemos, as
aplicagoes do conhecimento mateméatico incluem a resolucao de problemas,
essa arte intrigante que, por meio de desafios, desenvolve a criatividade, nu-
tre a autoestima, estimula a imaginacao e recompensa o esforco de aprender.
(LIMA, 2007, p. 155)

Ao ensinar Matematica na escola, caso nao seja dado um enfoque adequado em
sala de aula, os alunos tendem a subvalorizar a disciplina em termos de importancia
préatica e superestima-la no que diz respeito ao nivel de dificuldade de aprendizado. E
obviamente esta seria uma visao deturpada da realidade.

A Matematica é uma poderosissima ferramenta que contribui inestimavelmente para
o futuro da nacio, bem como para mudar o mundo. E uma disciplina que possui varias
nuances de como ela pode ser vista e tratada.

De inicio, ¢ uma linguagem universal, que possui formalidade, precisao e generali-
dade. Com isso consegue-se o melhor da expressao cientifica com base na linguagem
matematica.

A Matematica também é um eficaz instrumento na busca de resultados, na analise
destes, em inferéncias, conclusoes e projecoes. Seja em situacoes simples do cotidiano,
ou como suporte a experimentos cientificos ou tecnologicos mais complexos, ou até
mesmo em questoes puramente sociais.

Além disso, pode ser vista ainda como uma arte. De fato, quem utiliza ou estuda

com responsabilidade a Matematica em seu cotidiano, percebe que

o enlace das proposicoes, as conexoes entre suas diversas teorias, a elegancia,
a limpidez dos seus raciocinios, a singela eloquéncia dos seus enunciados e
a surpresa de algumas de suas conclusoes enlevam o espirito e comprazem
nosso senso estético. (LIMA, 2007, p. 162)
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Por fim, a Matematica pode ser vista, acima de tudo, como um grande desafio. Seja
para entender os conceitos, para manipular suas equagoes e construcoes, seja para fazer
a conexao rigorosa e limpa entre a realidade concreta, mas muitas vezes escondida e
nada 6bvia, e o modelo abstrato que a explica e a demonstra.

Dessa forma, é fundamental que o professor tenha a nocao do que significa a Mate-
matica, a disciplina que ir4 ensinar a seus alunos. Isso deve ser feito com consciéncia

e entusiasmo.

2.1 Organizacao da Educacao No Distrito Federal

Neste trabalho adota-se a referéncia da proposta curricular adotada nas escolas publicas
do Distrito Federal, denominada Curriculo em Movimento da Educacdo Bdsica, em
vigor desde o ano de 2014.

A modalidade Ensino Fundamental Séries Iniciais tem duragdo de nove anos. Os
trés primeiros anos compoem um ciclo denominado Bloco Inicial de Alfabetizacdo —
o BIA. Nos dois primeiros anos nao ha retencao do aluno, podendo ocorrer apenas no
terceiro e ultimo ano do ciclo.

Os eixos de trabalho do BIA sao alfabetizacao, letramento e ludicidade. Isso inclui
a alfabetizagdo e o letramento em Matematica, pois significa traduzir as ideias de
quantidades, formas ou representagoes abstratas do cotidiano ou da sociedade.

No BIA a Matemética deve ser tratada como uma ferramenta que auxilie as criancas
a resolverem situacoes do cotidiano a fim de compreender o mundo, dentro de sua
realidade e maturidade cognitiva.

A ludicidade esta na ideia de que se o ensino da Matematica se desenvolva valendo-
se do espirito imaginativo das criangas, valorizando também o conhecimento prévio
delas, mesmo com pouca idade, mas que nao pode ser ignorado, pois existe e é o ponto
de partida para que sejam instigadas a reflexao e também a querer se aprofundar mais
na busca de informacoes e no conhecimento.

E crucial que neste periodo a crianca no minimo se familiarize com a escrita dos
numerais, sua nomenclatura e operagoes fundamentais.

Nos outros oito anos do Ensino Fundamental, a proposta é que a Matematica seja
tratada de forma instigante, investigativa, criativa. Para tanto, o professor deve sair
da tradicional lista de exercicios mecanizados, que visam reproduzir os exemplos que
foram dados na aula meramente tedrica e técnica. Ao invés disso, deve favorecer a

problematizacao, trazer situacoes que provoquem os estudantes, que os facam pensar,
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buscar solucoes proprias e que estas sejam socializadas com todos.

Ao fim do Ensino Fundamental, espera-se que o aluno, além dos conceitos e com-
peténcias das séries iniciais, seja capaz, essencialmente, de resolver equacoes de 1° e
2° graus; expressoes numéricas envolvendo as operacoes fundamentais, poténcia, ra-
diciagao, fracoes, decimais; possa fazer leitura e interpretacao de graficos e tabelas,
manipulacao de polinémios, resolver sistemas de equacoes, compreenda os conceitos
de geometria plana, calculo de perimetro e areas de figuras planas, bem como as re-
lagoes no triangulo retangulo inclusive os conceitos de trigonometria (seno, cosseno,
tangente).

O ciclo da Educagao Basica se encerra com o Ensino Médio, concluido em trés
séries, tendo maior nimero de disciplinas em relacao ao ensino fundamental. Por
exemplo, a disciplina Ciéncias d4 lugar a Fisica, Quimica e Biologia, além da insercao
de Filosofia e Sociologia. O ensino da Mateméatica nessa modalidade sera discutido

mais especificamente no topico a seguir.

2.2 A Mateméatica no Ensino Médio

De acordo com a Lei de Diretrizes e Bases da Educacao Nacional, o Ensino Médio tem
como meta formar cidadaos éticos e autonomos, capazes de compreender os processos
produtivos. Desta forma, espera-se que o ensino de Matematica, mais especificamente,
seja trabalhado de forma a levar o estudante a reflexdo, desenvolvendo o pensamento
critico, auxiliando na resolucao de problemas e no envolvimento em contextos sociais,
culturais e econdmicos. Conforme as Orientacoes Curriculares Nacionais para o Ensino

Médio, ao final deste,

[...] espera-se que os estudantes saibam usar a Matematica para resolver
problemas praticos do cotidiano; para modelar fenémenos em outras areas
do conhecimento; compreendam que a Matematica é uma ciéncia com carac-
teristicas proprias, que se organiza via teoremas e demonstracoes; percebam
a Matematica como um conhecimento social e historicamente construido;
saibam apreciar a importancia da Matematica no desenvolvimento cientifico
e tecnologico (BRASIL, 2006, p.69).

Neta fase, a idade padrao dos alunos é entre 15 e 17 anos. Neste momento o
aluno comeca a perceber quais sao de fato suas predilecoes no que diz respeito as

areas do conhecimento, e consequentemente passa a ter uma nocao do que gostaria
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de estudar no futuro curso superior. Naturalmente existem diversos outros fatores
que o influenciam nesta escolha, como, por exemplo, a situacao financeira da familia,
sua ambicao financeira ou de status profissional, ou ainda as informacoes a respeito
de facilidade de colocacao no mercado de trabalho e até mesmo a simples relacao
candidato/vaga que representa a concorréncia no vestibular para a area pretendida.

Atualmente a propor¢ao de alunos que concluem o Ensino Médio e chegam a um
curso de nivel superior ainda é relativamente baixa. Em termos de vida académica,
esta é praticamente a tnica opg¢ao, haja vista que mesmo existindo os cursos técnicos
profissionalizantes, estes sao bem escassos.

Até entao o Ensino Médio possui um curriculo padrao, engessado, sem modalidades
diferenciadas. Uma estrutura monolitica, que oferece o mesmo ensino para os alunos
que naturalmente possuem vocacoes, capacidades e objetivos distintos. Nao é dificil
inferir que desta forma o Ensino Médio nao tem se mostrado adequado para a formacgao
dos jovens no Brasil.

Tratando especificamente da Matematica, o Ensino Médio é um momento tinico do
aluno ter um contato marcante com a disciplina. Isso porque nesta fase ele ja esta
cognitivamente mais preparado para avancar na conceituacao, na manipulacao e na
compreesao de algumas das aplicacoes dos temas trabalhados. Cabe ao professor nao
exagerar nem desprezar alguma dessas trés frentes de trabalho no ensino da Matematica

em sala de aula.

A dosagem adequada dessas trés componentes (conceituac¢ao, manipulacao
e aplicagoes) é o fator de equilibrio do processo de aprendizagem. Elas con-
tribuirao para despertar o interesse dos alunos em aumentar a capacidade
que terao no futuro de empregar nao apenas das técnicas aprendidas nas
aulas, mas sobretudo a capacidade de anélise, o espirito critico, agudo e
bem fundamentado, a clareza das ideias, a disciplina mental que consistem
em raciocinar e agir ordenadamente. E conveniente pensar nas trés compo-
nentes como um tripé de sustentacao: As trés sao suficientes para assegurar

a harmonia do ensino e cada uma delas é necessaria para seu bom éxito.

(LIMA, 2007, p. 198)
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2.3 Desafios no Ensino da Matematica no Ensino Médio

E fato que o contetido ministrado para os alunos de Ensino Médio nas diversas disci-
plinas é bem extenso, diversificado e com um grau de dificuldade bem variavel.

E detendo-se especificamente na Matemaética, é possivel perceber uma acentuacao
ainda maior quanto a diversidade de assuntos, bem como seu grau de dificuldade.
Significaria isto que Matematica ¢ “mais dificil” do que as demais disciplinas?

Em termos, sim. Seria esperado numa resposta politicamente correta dizer que nao,
que todas as disciplinas possuem seu grau de dificuldade e nao haveria uma ou outra
considerada mais dificil. No entanto, fazendo uma analise fria e racional, percebe-se
que a Matematica leva os alunos, sim, a ter maior esforco cognitivo e de raciocinio
logico para seu aprendizado.

Numeros, formulas, equacoes e situagoes problemas embaralham a cabeca dos alu-
nos desde os primeiros anos de estudo. Para muitos, Matematica, acompanhado de
ciéncias, sao consideradas areas mais complexas, confusas e detalhistas do que, por
exemplo, Historia ou Lingua Portuguesa. Um dos motivos é o fato de geralmente os
alunos terem uma visao distorcida da Matemética e nao conseguirem associar o en-
sino ao seu cotidiano. Ao invés disto, s6 conseguem ver um aglomerado de férmulas e
calculos que nao fazem sentido algum.

Pensar que a Matematica é uma disciplina dificil na verdade é secular. LIMA (2007,
p.171) revela alguns fatos interessantes, e para alguns podem ser até curiosos concer-
nentes a esta questao. Segundo ele, na Idade Média havia a expressao pons asinorum
(algo como ponte dos burros), indicando que poucas pessoas seriam capazes de assimi-
lar os topicos de Geometria proposta séculos antes por Sécrates. Além disso, as Sete
Artes Liberais se organizavam em duas classes: trivium (Gramatica, retorica e Dialé-
tica) e quadrivium (Aritmética, Geometria, Astronomia e Misica). De trivium origina
o termo “trivial”, para se referir a algo mais direto, 6bvio, de facil entendimento. Ob-
viamente, entao o grupo das quadrivium era considerado o que continha as disciplinas
dificeis de se ensinar e aprender.

Ainda segundo LIMA (2007), desde a antiguidade, no portico da Academia de
Platao (século 4 a.C.) estava escrito: “ninguém ignorante de Geometria entre aqui”.

Até hoje existe este tabu, uma ideia ja pré conceituada de que aprender Matematica
— e disciplinas que exijam muitos calculos, como a Fisica, por exemplo — é mais dificil
do que outras disciplinas.

E inegavel que aprender Matematica exige alto nivel de concentracao, raciocinio
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logico e capacidade de abstragao relativamente apurados, além de dedicagao no apren-

dizado. Seria possivel dizer, entao, que aprender Matemética é mais dificil?

“se o fato de exigir empenho, atencao e ordem significasse ser mais dificil,
a resposta (relutante) seria sim. As ideias e regras mateméticas no nivel
que estamos considerando sao, porém, todas extremamente simples e claras,
bem mais simples e claras, por exemplo, do que as regras da crase ou mesmo
da lei do impedimento do futebol. Por isso, continuo afirmando que toda
pessoa de inteligéncia média, talentos ou pendores especiais, pode aprender
toda a Matematica do ginasio [Ensino Médio|, desde que esteja disposta a
trabalhar e tenha uma orientacao adequada. Aqui ja vao dois dos motivos
que vocé me pediu para o mau resultado no ensino da Matematica: pouca
dedicacao aos estudos por parte dos alunos e da sociedade que os cerca, a
comecar pela propria familia e despreparo dos seus professores nas escolas
que frequenta” (LIMA, 2007, p.3-4).

Postas essas questoes, cabe ao professor contribuir para minimizar as dificuldades
em se aprender Matematica.

Neste momento inciam-se as questoes e davidas. A principal delas é como fazer
isto?

A Matematica é tao fascinante e importante a ponto de ser indispensével por-
que é ferramenta de aplicagdes concretas, ou como resposta de questoes que sem ela
provavelmente continuariam sem resposta ou no maximo com o perfil de opinides ou
conjecturas.

Assim, em sala de aula, sem desprezar a natural importancia das definicoes e mani-
pulacdes, as aplicacoes sdo a parte mais atrativa das aulas para a maioria dos alunos. E
0 que os motiva a pensar, a procurar solucoes, resolver problemas, refinar o raciocinio.

As aplicacoes sao a conexao entre o abstrato e o concreto. Neste sentido, é interes-
sante em sala de aula iniciar um assunto valendo-se de uma situacao problema que para
ser resolvido exija os conceitos que serdo estudados naquela aula. Apenas apresentar
aos alunos os conceitos, definicoes, teoremas e exemplos “solto” dificilmente desperta-
rao o interesse da grande parte dos alunos, a nao ser dos que naturalmente possuirem
uma tendéncia em gostar de manipulacoes matematicas. E mesmo para estes poderd
tornar-se enfadonho a partir de algum momento.

O grande desafio estd em competir com atividades consideradas mais atrativas para

os adolescentes e jovens nos dias atuais. Por exemplo, a Internet com suas as redes
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sociais, os videogames e afins sao popularmente os grandes concorrentes da atualidade,
que os fazem gastar seu tempo, ao invés de se dedicar a concentragdo necessaria para
um estudo mais efetivo e eficaz.

Contudo é preciso ter o cuidado com os extremos. Se nao é saudavel tratar a Mate-
matica em sala de aula de forma apenas teorica e com exemplos nao contextualizados,
por outro lado dedicar-se excessivamente na busca de situagoes que sejam ou parecam
ser aplicacoes dos conceitos a serem estudados pode se tranformar numa espécie de de-
satino, tornando-se algo forcado e confuso. A melhor ideia é o equilibrio na abordagem
e na execucao das aulas.

No geral, a aceleragao da tecnologia e a explosao da informagao criam a necessidade
urgente de repensar o sistema educacional tradicionalmente centrado no contetido. Co-
mecando com uma profunda explicacao de como as necessidades da sociedade moderna
e da forca de trabalho estao mudando, existe um desafio aos educadores desta geracao
a dar um grande salto no curriculo escolar, bem como no modo de “fazer aulas” a fim
de refletir competéncias mais profundas, incluindo conhecimento moderno relevante,
que possa abranger o tripé conceituagao/manipulagao/aplicagao de forma oportuna e

objetiva.
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3 Definicoes e teoremas importantes

Antes de tratar dos nimeros de Fibonacci e suas aplicacoes, é importante conhecer

algumas defini¢oes e resultados que serao utilizados em sua abordagem.

3.1 Numeros Naturais e Recorréncia

Os surgimento dos ntimeros na historia da humanidade certamente esta ligado a ne-
cessidade natural do ser humano se relacionar com as quantidades em seu cotidiano,
inclusive para sua propria subsisténcia.

Além dos nameros, que dao a ideia de quantidade, a evolucao da espécie humana
trouxe a necessidade de registrar os nimeros. E de se esperar que cada tribo ou civiliza-
cao criasse sua forma propria de fazer esses registros, naturalmente em concomitancia
com a escrita da linguagem utilizada para a comunicacao em geral, e isso incluiria os
nimeros como expressao das quantidades.

De fato, de acordo com ROQUE e CARVALHO (2012, p.2), os primeiros vestigios
do que pode ser considerado escrita datam de cerca de 4 mil anos a.C. O surgimento
da Matemética e da escrita nesta regiao estariam bem relacionados.

Os ntimeros naturais déo a ideia basica de contagem ou de ordenacio. A represen-
tacao dos numeros da-se o nome de numeral. A arqueologia revela diferentes formas de
escrita de ntimeros e de sistemas de numeracao, como os babilénicos que desenvolve-
ram um sistema de atribuicao de valor baseado essencialmente nos numerais de 1 a 10.
Os egipcios antigos possuiam um sistema de numerais com hierdglifos distintos para
representar os niemros 1, 10, e todas as poténcias de 10 até um milhao. Os romanos
utilizavam letras e a posicao dos algarismos representavam somas ou subtracgoes que
ajustavam o valor a ser representado.

O sistema utilizado na maior parte do mundo atualmente, o hindu-arabico é assim
chamado por ter sido adotado por matematicos persas e arabes na India e repassado
para outros povos ao longo do tempo. Ha alguma evidéncia de que os nimeros na
sua forma atual foram desenvolvidos a partir de letras arabes nas regioes ocidentais do
mundo arabe.

Uma construcao do conjunto dos nimeros naturais foi desenvolvida no século 19
por Giuseppe Peano (1858-1932) e costuma ser chamada de Aziomdtica de Peano.
Este propos uma lista de axiomas, isto é, propriedades essenciais, que sao premissas

consideradas necessariamente triviais, evidentes e verdadeiras. Os Axiomas de Peano
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se baseiam na nocao de sucessor de um numero natural. Esta construcao caracteriza o

conjunto dos niimeros naturais N por meio de 4 axiomas:
1. Todo ntiimero natural tem um tnico sucessor, que também é um nimero natural.
2. Numeros naturais diferentes tém sucessores diferentes.

3. Existe um tinico ntimero natural, designado por 1, que nao é sucessor de nenhum

outro.

4. Seja X um conjunto de ntimeros naturais. Se 1 pertence a X e se o sucessor de
cada elemento de X pertence a X, entao X é o proprio conjunto dos niimeros

naturais

A nocao de sucessor estabelece a ideia de adicao, pois chega-se ao sucessor de um
numero somando a este uma unidade. Pode-se, assim, escrever os Axiomas de Peano

na notagao de adi¢ao, notando como n + 1 o sucessor no nimero natural n.
1. Todo nimero n € N tem um tnico sucessor n + 1 € N.
2. Sem+1=n+1, entao m = n.
3. Existe un tnico nimero 1 € N, tal que n + 1 # 1, para todo n € N.
4. Seja X CN. Sel e Nesen+ 1€ X, para cadan € X, entao X = N.

O axioma 4 é denominado Azioma da Inducdo. Este pode ser reescrito na forma a
seguir e recebe o nome de
Principio da Indugao Finita: Seja P(n) uma proposigao relativa a n € N. Suponha
que P(1) é valida e se para todo n > 1, n € N a validez de P(n) implica na validez de
P(n+1). Entao P(n) é vélida para todon € N.(MORGADO e CARVALHO, 2015, p.3)

3.2 Numeros Inteiros e Divisibilidade

Nesta secao sera feita uma breve abordagem de Teoria dos Numeros, focando em con-
ceitos e teoremas bésicos de divisibilidade dos ntimeros inteiros. Obviamente o que se
aplica aos ntmeros inteiros vale para os nimeros naturais, que é o que de fato inte-
ressa como suporte para se trabalhar com os nimeros de Fibonacci, tema central deste
trabalho.
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Definicao 1. Dados dois nimeros inteiros a e b, diz-se que a divide b, escrevendo alb,
quando existir ¢ € 7 tal que b = c.a. O nudmero ¢ é chamado de quociente entre a e
b. Diz-se ainda neste caso que a € um divisor ou um fator de b, ou ainda que b é um
multiplo de a ou que b é divisivel por a. A negacdo desta condicdo, isto €, se a nao

divide b € denotada por a1 b.

Teorema 1. Sejam a e b dois numeros inteiros, b # 0, tais que alb, isto €, b = a.c. O

quociente ¢ € Uunico.

Demonstracao do Teorema 1. Suponha que exista ¢; € Z tal que b = cja. Por

- b , : . - b
definicao, ¢; = —. Mas como ¢ é quociente por hipotese, entao ¢ = —. Portanto, ¢; = ¢
a a
e 0 quiciente é tinico.
Teorema 2. Divisao Fuclidiana. Sejam a e b dois niimeros inteiros, b # 0. Frxistem

dois unicos numeros inteiros q e r tais que
a=bqg+r, 0<r<|b
Chama-se q de quociente da divisao euclidiana de a por b e r € o resto desta divisao.

Exemplo 1. Considerando os nimeros a = 32 e b = 6, tem-se pelo Algoritmo de
Euclides ¢ = 5 e » = 2, pois pode-se escrever 32 = 6.5 4+ 2. Neste caso, o quociente da

divisao euclidiana de 32 por 6 é 5 e o resto da divisao é 2.

Demonstracao do Teorema 2. Primeiramente, para provar a existéncia de ¢ e r,
seja M ={m€eZ; m=a—0bt, t €Z} e seja M, o subconjunto dos elementos nao
negativos de M, isto é, seja o conjunto M, = {m €Z; m=a—"bt, t €Z ,t <a/b}.
Como M, é limitado inferiormente (por 0), logo pelo Principio da Boa Ordenacao dos
Inteiros existe um menor elemento de M., isto é, r < z para todo z € M,.. Como
re M, C M, tem-se que r = a — bq para algum q € Z, e desta forma a = bq + r, com
r > 0, pois r € M,. Isto prova a existéncia de ¢ e r. Para concluir que r < b, basta
observar, por absurdo, que que r = (a — bg) > b isto acarretaria a — (¢ + 1)b > 0, logo
a—(qg+1)be M,. Mas como ¢ >0, entdo g+1 >qgeassima—(¢g+1)b<a—qgb=r,
o que contradiz a minimalidade de » € M,. Portanto, 0 < r < b. Para verificar
que g e r sao unicos, suponha que a = bg + r e que também a = bg; + r1, com
q,7,q1,71 € Z, e 0 <r,ry <q. Sem perda de generalidade, suponha que r > r;. Como
bg +1r = bqy + 11, tem-se que r — 1y = b(q1 — q). Assim, 0 < b(q; — q) < b, e dai

q1 — q = 0. Consequentemente, ¢ = ¢; e r = r;. Portanto, ¢ e r sao nicos.
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Definicao 2. Dados dois nimeros inteiros a e b, um divisor comum d de a e b ¢ tal
que d|a e d|b. Além disto, d serd o méaximo divisor comum de a e b se d for divisivel

por todo divisor comum de a e b e serd denotado por d = mdc(a,b) ou simplesmente

d= (a,b).

Em outras palavras, o mdc de a e b é o maior dos divisores comuns de a e b.

Exemplo 2. O mdc de 12 e 18 é 6, pois 6|12, 6|18, e 6 é o maior dos divisores comuns
de 12 e 18, a saber: (1,2,3,6). Isto &, 6 é divisivel por todos os outros divisores comuns
de 12 e 18.

Definicao 3. Dados dois nimeros inteiros a e b, sao ditos primos entre si, ou coprimos,
ou ainda relativamente primos, se (a,b) =1, isto é, se o Unico divisor comum positivo
deaebél.

Exemplo 3. Os ntimeros 6 e 11 sao coprimos pois o tnico inteiro positivo que divide
ambos ¢ 1. Assim, (6,11) = 1.

Teorema 3. Sejam a,b,n € Z. Se existe (a,b — na), entao (a,b) existe, e tem-se que

(a,b) = (a,b — na).

Demosntragdo do Teorema 3. Por hipotese, existe (a,b — na). Assim, seja d =
(a,b —na). Sendo d um divisor comum de a e de b — na, entdo d|a e d|b — na. Assim,
dlb —na+na =b . Logo, d é um divisor comum de a e b. Seja agora ¢ um divisor
comum de a e b. Logo, ¢ é divisor comum de a e b—na, e assim c|d. Portanto, d = (a, b)

e assim (a,b) = (a,b — na).

Teorema 4. Sejam a,b,c € Z.
e Se (a,c) =1, entao (a,bc) = (a,b)
o Seb|c, entio (a+c,b) = (a,b).

Demonstracao do Teorema 4. O primeiro item ¢é trivial, pelo fato de a e ¢ serem
coprimos. Para a segunda afirmagao, seja d = mdc(a,b). Entao d|a e d|b. Por hipotese
blc, Entao por transitividade, d|b e b|c implica em d|c. Assim, d|a, d|b, d|c. Logo,
d|la + c. Entao d é divisor comum de a + ¢ e b. Seja agora t um divisor comum de a e

b. Logo, t é divisor comum de a + ¢ e b, e assim t|d. Portanto, d = (a + ¢,b) = (a, b).
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Existe um algoritmo que permite descobrir o mdc entre dois niimeros inteiros, além
de servir como prova construtiva da existéncia do mdc. Foi dada por Euclides no livro

VII de sua obra Os Elementos e por isto mesmo é denominado Algoritmo de Euclides.

O Algoritmo de Euclides. Dados a,b € N, suponha b < a. E trivial que se b = a
entao (a,b) = (a,a) = a, e caso b = 1, entao (a,b) = (a,1) = 1. Além disso, se ba,
entdo a ¢ divisor comum de a e b e se ¢ é um divisor comum de a e b, entdo c|a. Assim,
por defini¢ao, tem-se que (a,b) = a. Considere, entao que 1,b,a e que b { a. Assim,

pela divisao euclidiana pode-se escrever
a=bg+mr ,com0<r <b
Ha duas possibilidades:
e 71|b. Neste caso, f; = (b,r1) e pelo Teorema 3,
r1 = (b,r1) = (b,a — ¢1b) = (b,a) = (a,b)
e o algoritmo termina, sendo r; = (a, b)
e 11 1b. Neste caso, efetua-se a divisao euclidiana de b por ry, e assim

a=7rigs+1ry ,com0<ry<b

E novamente ha duas possibilidades:
e 15|ri. Neste caso, 1 = (r1,72) e pelo Teorema 3,
ro = (r1,72) = (11,0 — gor1) = (11,b) = (a — ¢1b,b) = (a,b)
e o algoritmo termina, sendo ry = (a, b)
e 75 1b. Neste caso, efetua-se a divisdo euclidiana de b por rq, e assim

a=r1oq3+13 ,com0<r3<b

Este procedimento continua até que r,|b para algum n € N. Isto é certeza, pois como
h& um nimero finito de inteiros entre 0 e b, e a cada passo do algoritmo determina-se
um r; em que 0 < 7, < 11 < ... < ry < b, pelo principio da boa ordenacao dos

inteiros existe um primeiro inteiro n tal que 7,41 = 0 e, assim r,|b e r,, = (a, b).
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A seguir, uma forma de fazer estes calculos na pratica, por meio de um diagrama.
A primeira divisao euclidiana a = bg; + r; escreve-se da seguinte forma:

q1

(A1

A seguir, efetuando-se a divisao b = r1qy + 79, escreve-se:

q1 | 42
al b |r
r | Tre

Prosseguindo, tem-se o seguinte diagrama:

qr 1 492 | 43 | --- | Gn—1 dn In+1
a | b |r|re| .| raa|Tho1| = (ab)
™ T2 T3 T n

Exemplo 4. Calcular o mdc de 551 e 874.

874 | 551 | 323 | 228 | 95 | 38

323 1228 95 | 38 |19 0

Portanto, (551,874) = 19.

Nota-se que o Algoritmo de Euclides fornece as seguintes divisoes euclidianas:
19=95—-2-38
38 =228 —-2-95
95 =323 —1-228
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228 = 551 —1-323
323 =874 —1-551

Assim, tem-se que:
19=95-2-38=95—-2-(228—2-95)=5-95—-2-228 =5-(323 —1-228) —2-228 =
=5-323—-7-228=5.323—-7-(b51 —1-323) =12-323 — 7551 =
12- (874 —1-551) — 7-551 =12-874 — 19 - 551

Isto é, (874,551) = 19 = 12 - 874 — 19 - 551. Nota-se que o Algoritmo de Eucli-
des, além de permitir o calculo do mdc de dois niimeros inteiros, ainda fornece uma
forma de escrever o mdc como combinacdao linear dos nimeros em questao. Em geral,

(a,b) = ma + nb. Este algoritmo é denominado Algoritmo de Euclides Estendido.

Corolario 1. Se a = bg + r, entdo mdc(a,b) = mdec(b, 7).

Demosntragcao do Corolario 1. Segue imediatamente das divisoes sucessivas do

Algoritmo de Euclides.

3.3 Sequéncias e Recorréncia

Como sera visto adiante, os Numeros de Fibonacci sao elementos de uma sequéncia
de ntimeros naturais. Uma sequéncia numérica pode ser vista informalmente como
uma sucessao de nimeros que seguem um determinado critério para se obter o ele-
mento seguinte. Ou seja, uma sequéncia numeérica corresponde a uma fungao dentro
de um agrupamento de ntimeros, de tal modo que os elementos agrupados seguem uma

sucessao, ou seja, uma ordenacao, ou obedecem uma lei de formacao.

Definicao 4. Sequéncia ¢ uma funcao cujo dominio é o conjunto N dos nimeros

naturais. Os numeros na imagem de uma seqéncia sao chamados de elementos ou
termos da sequéncia. (LEITHOLD, 1994, p.688)

Uma notacao usual para uma sequéncia é (a,)nen = (a1, az, as, ..., ay, -..)

N —
S|
~_—

1
737

N | —

1
Exemplo 1. A fungao f(n) = — define a sequéncia (1,
n
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Definicao 5. Uma Sequéncia (a,) € dita limitada quando existirem nimeros reais a
e b tais que a < a, < b para todo n € N. Isto equivale a dizer que todos os termos da

sequéncia pertencem ao intervalo |a, b].

Muitas vezes é importante saber se os termos de uma sequéncia (a,)mey Se apro-
ximam de um determinado valor ¢ € R & medida que n aumenta seu valor. Isto
equivaleria a dizer que a diferenca entre dois termos consecutivos vai ficando cada vez
menor (ou seja, tende a zero) conforme se avanca nos termos da sequéncia. Isto leva a

seguinte definicao:

Defini¢ao 6. Diz-se que uma sequéncia (a,) € convergente ou converge para um de-
terminado valor a € R se, fizado arbitrariamente € > 0 existir um indice ng € N tal
que |a, — a| < & para todo n > ng. O wvalor a é chamado de limite da sequéncia. Se a

sequéncia nao converge, € dita divergente.

Em linguagem matemaética,

lim (a,) =a < Ve >0,3Ing € N;n > ng = |a, —a| <e

T—00

Neste caso, diz-se que a,, — a, isto €, a,, converge para a.
Teorema 5. Toda sequéncia convergente € limitada.

Demonstracao do Teorema 6. Seja (a,) uma sequéncia que converge para o limite
a € R. Assim, por definigdo, e considerando ¢ = 1, existe ng € N tal que n > ng = |a,—
a| < 1. Pela desigualdade triangular, segue que n > ng = |a,| < |a, —a|+la| < 1+]al.
Assim, se M = maz(1+ |al,|ai], |as], ..., |an,|), entdo |a,| < M = —M < a, < M para

todo n € N. Portanto, por defini¢do, (a,) é limitada.

Definigao 7. Diz-se que uma sequéncia de nimeros reais (a,)nen € denominada Sequén-
cia de Cauchy se dado um niumero real € > 0, existe ng € N tal que para todo m > ng

en >ng tem-se [T, —x,| <e.

Nao é por acaso que a definicao de Sequéncia de Cauchy é semelhante a definicao de
sequéncia convergente. Na realidade sao duas condicoes que se equivalem. O Teorema

a seguir mostra isto.
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Teorema 6. Uma sequéncia € convergente se, e somente se, € uma Sequéncia de

Cauchy.

Demonstracdo do Teorema 7. Seja (a,)neny Uma sequéncia que converge para um
.. .~ . €
limite a € R. Dado € > 0, por defini¢do existe ng € N tal que n > nyg = |a,, — a| < 5

Assim, para m,n > ng, a desigualdade triangular garante que

£ €
\am—an|g\am—a|+\a—anl<§+§:e

Portanto, por definigao, a sequéncia (a,) é de Cauchy.

Reciprocamente, seja (a,)neny uma sequéncia de Cauchy. Entdo, arbitrando € = 1,
existe ng € N tal que |a,,—a,| < 1 para todo m,n > ng. Em particular, |a, —an,+1| <1
para todo m > ng. Entao, a sequéncia tem todos os seus elementos pertencentes
ao conjunto {aq,ag, ..., an, Ang—1,Gng+1}- Assim, a sequéncia é limitada. Portanto,
existe uma subsequéncia convergente. Seja (a,, ) esta subsequéncia. Basta provar que
lim (a,,) = a.

T—00

Dado € > 0, como k — +00 = a,, — a, existe kg € N tal que

3
k>k0:>|ank—a|<§

Mas como por hipotee a sequéncia é de Cauchy, entao existe ng € N tal que

€
m,n>n0:>|am—an]<§

assim, tomando k > ko de modo que |n, > ng|, pela desigualdade triangular tem-se
que
€

g
n>no:|an—a|§]an—ank|+\annk_a|<§+§:€

Portnto, pode defini¢ao de limite, a,, — a quando n — +o0, e assim a sequéncia (a,)

de fato converge, o que conclui a demonstracao.

Ha sequéncias definidas recursivamente, ou por recorréncia, ou seja, por intermédio
de uma regra que permite calcular qualquer termo em fungao do(s) antecessor(es)
imediato(s). (MORGADO e CARVALHO, 2015, p.68).

Definicao 8. Uma sequéncia (ay,) € recorrente (ou, recursiva), ou difinida por recorrén-
cia, se existe uma regra tal que qualquer termo de (a,) pode ser calculado em fungao
do(s) termo(s) imediatamente anterios(es), com excecao do(s) termo(s) incial(ais),

com valor(es) fizado(s).
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Exemplo 2. A sequéncia (z,,) dos mameros naturais impares (x,) = (1,3,5,7,9,...)

fi=1
pode ser definida por f, = ! ,neNn>1

fn = fnfl +2

As recorréncias podem ser classificadas pelo expoente dos termos envolvidos na lei
que define seus termos. E dita linear se o expoente de todos os temos for 1. Por
exemplo, x,, = 2 - x,_1 ¢ linear. Ja a recorréncia x, = x2_, + 3, por exemplo, nao é
linear devido ao grau 2 (diferente de 1) do termo x,,_;.

Uma recorréncia ¢ dita homogénea se nao possuir termo independente além dos
termos anteriores na lei que define seus elementos. Por exemplo, a recorréncia x, =
Tn_1 + 3 - T, o ¢ homogénea pois os elementos anteriores que definem cada elemento
possuem coeficientes constantes e nao ha termo independente na expressao. Por outro
lado, a recorréncia definida por x,, = x,_1 + 4, por exemplo, nao é homogénea devido
a presenca do termo independente (+4).

Outra forma de classificar as recorréncias é pela quantidade de termos anteriores
necessarios para se definir um elemento. Isto define a ordem da recorréncia. Assim, se
cada elemento da recorréncia depende de apenas um elemento anterior, a recorréncia
é chamada de primeira ordem. Se o elemento é escrito em funcao de dois termos ante-

riores, a recorréncia é dita de sequnda ordem, e assim por diante.

Exemplo 3. Resolver uma recorréncia linear homogénea de primeira ordem é rela-

tivamente simples. Por exemplo, para resolver a recorréncia x,.1 = nx, , r; = 1,

tem-se:
To = 1!131
T3 = 2ZE2

Ty = 373

T, =(n— 1)z,
Multiplicando todas essas equagoes, obtém-se z,, = (n — 1)! - z;. Como z; = 1,
entdo tem-se que cada termo x,, da recorréncia ¢ dado por x,, = (n — 1)\

Para resolver uma recorréncia linear homogénea de segunda ordem, isto é, da forma

Tn42 +pxn+1+qxnzoa q#o

associa-se uma equagao do segundo grau r% + pr + ¢ = 0, que é denominada equacado

caracteristica. Nota-se que como g # 0, entao 0 nao seré raiz da equacao caracteristica.
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A partir da equacao caracteristica de raizes r; e ro pode-se encontrar a solucao da

recorréncia, por meio do teorema a seguir.

Teorema 7. Uma recorréncia linear homogénea de sequnda ordem da forma x,.o +
PTog1 +qrn =0, ¢ # 0 e que portanto possui equacdio caracteristica r> + pr +q =0
de raizes r1 e 9, tem como solugao a, = Cir? + Corl, quaisquer que sejam os valores

das constantes C1,Cy € R.

Em outras palavras, cada elemento a,, da sequéncia definida pela recorréncia x,, 1o+
PTpt1 +qr, =0, ¢ #0 édaforma a, = Cir] + Corl, comn € Ne Cp,C; € R.

a . Substituindo a, = Cyr r% na recorrénci
Demosntragao do Teorema 8. Substituindo a, Cyri 4+ Cory na recorréncia

Tnio + PTni1 + qr, = 0, obtém-se
(Cyri*2 4 Cory™2) + p(Cyri ™ + Corg ™) + q(Chr 4 Cary) = 0
Reorganizando e agrumando os termos, esta equacao fica:
Cirt(ri+pri+q) + Cord(ry +pra+q) =Ciry -0+ Cory - 0=10

o que verifica que a,, de fato é solucao da recorréncia.
Porém, mais que a, ser solucao da recorréncia, tem-se que todas as solucoes da

recorréncia sao da forma de a,. Isto é, vale o teorema a seguir.

Teorema 8. Se 1| ey sio as raizes da equagdo caracteristica r> +pr-+q = 0 referente
a recoréncia linear homogénea de sequnda ordem T, o0+ pr,i1+qr, =0, ¢ # 0, entao
todas as solugoes da recorréncia sao da forma a, = Cyr? + Corl, com C1,Cy € R

constantes.

Demosntragao do Teorema 9. Seja t,, uma soluc¢ao de z,, o + pr,i1 + qr, = 0. As

. . 017“1 + 027’2 = tl B
constantes C; e (5 que satisfazem o sistema sa0

017”% + Cg?“% = {9

Tltg — T%tl

Tgtl — 7"2t2
7”17°2(7"2 - 7”1)

7”17°2(7"2 —7”1)

C11: 601:

o que estd bem definido pois por hipdtese r1 # 0, ro # 0 e 7, # ro. Afirmacao:
t, = Cyiri + Corl para todo n € N, o que provard o teorema. Basta mostrar entao que

se z, = t, — C1r} — Corl tem-se z, = 0. De fato,
Zn42 + PZn4+1 = 42 = (tn+2 + pthrl + qtn) - 017’?(7"% + pr + Q) - CQT%(TS + pro + q)
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Como t, é solugao de t,.9 + ptpi1 + qt, = 0, entao o primeiro paréntese é zero. Os
dois outros paréntesis também sdao nulos pois r; e 1y sao raizes de r? + pr + q = 0.
Assim, 2,19+ pzpg1 = 0. Além disso, como t; = Cy71 + Cory e ty = Cyr? + Cyr3 tem-se
21 = 2z = 0. Dessa forma, se 2,10 + pzpp1 = 0 e 23 = 25 = 0, entao 2z, = 0 para todo

n € N, o que conclui a demonstracao.

Exemplo 4. Resolver a recorréncia x,, 15 + 5x,11 + 62, = 0, com z¢o = 3 e x1 = —6.

Primeiramente, encontrar a solucao geral para a recorréncia. A equacao caracteristica
612+ 546 =0 e tem como raizes r; = —2 e r, = —3. De acordo com o Teorema
7, as solugoes sao da forma a, = C; - (=2)" + Cy - (=3)", com Cp,Cy € R constan-
tes arbitratrias. Porém lancando mao dos valores fornecidos para xy e x; é possivel
encontrar os valores especificos para C e Cy. Assim, para g = 3 = n = 0 tem-se
C1-(=2)°+Cy-(=3)° =3eparax; = —6 = n =1 tem-se C; - (=2)' +Cy- (=3)! = —6.

Desta forma, basta resolver o sistema

Cr-(=2)°+Cy-(-3)°=3 Ci+Cy=3
=

CL-(=2)' + Cy- (—3)' = -6 —2C) — 3C, = —6

Multiplicando a primeira equac¢ao por 2 e somando com a segunda, obtém-se —Cy =
0 = C5 = 0. Substituindo este valor na primeira equacao, obtém-se C; = 3. Substi-
tuindo os valores de C e Cy na solugdo geral, tem-se a,, = Cy - (—=2)" + Cy - (=3)" =
a, = 3.(=2)" + 0.(=3)", e portanto, a, = 3.(—2)" é a solucao da recorréncia. A in-
terpretacao deste exemplo é que, em outras palavras, cada elemento a, da sequéncia
definida pela recorréncia x, o + 5,41 + 62, = 0, com 2y = 3 e 1 = —6 é dado por
a, =3-(=2)".
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4 A Sequéncia de Fibonacci

O nome de Fibonacci estd intimamente ligado ao desenvolvimento da Mateméatica mo-
derna. Segundo FRAZAO (2016), este era o nome pelo qual Leonardo de Pisa era
conhecido, por ser filho de Bonaccio, um comerciante italiano do século 13. Devido a
profissao do pai, Fibonacci viajou com o pai para o norte da Africa, onde teve contato
com a Matematica dos Arabes. Estes haviam conseguido avancos na escrita matemé-
tica, e com isso o estudo da algebra comegava a se tornar mais palpavel.

Segundo HEFEZ (2014, p.66) sua principal obra, o Liber abaci — literalmente Livro
do Abaco, ou Livro do Célculo — teria influenciado no surgimento e difusio das escolas
do dbaco na Italia a partir do século 13. Essas escolas ensinavam a jovens comerciantes
a partir dos 11 anos de idade a algebra utilizando os numerais indianos, os algarismos
utilizados ao redor do mundo até hoje conhecidos como indo-arabicos (os algarismos 1
234567890), o sistema posicional de numeragao, bem como regras de trés, juros

simples e compostos, dentre outros assuntos.

4.1 Definicao

Na obra Liber abaci, de Fibonacci, havia a proposicao de problemas interessantes e
curiosos. Um deles ficou conhecido como o problema dos coelhos:

"Um homem pds um par de coelhos num lugar cercado por todos os lados por um
muro. Quantos pares de coelhos podem ser gerados a partir desse par em um ano se,
supostamente, todos os meses cada par da a luz um novo par, que é fértil a partir do
segundo més?"

Considerando que o casal se torna adulto no momento em que se torna fértil, isto
é, ao fim do segundo més apo6s seu nascimento, pode-se organizar a seguinte tabela:

Ao analisar o modelo, percebe-se que:

e a0 final de um més, haverd dois casais de coelhos: o casal adulto introduzido no

cercado, mais um jovem casal de coelhos recém-nascidos;

e a0 final do segundo més, isto é, dois meses apds o inicio da experiéncia), havera
trés casais de coelhos: dois adultos (o que ja havia no més anterior, mais o casal

jovem do més anterior que cresceu e se tornou adulto) e um casal jovem;

e a0 final do terceiro meés, havera cinco casais de coelhos: trés casais adultos e
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Tabela 1: Modelo do crescimento populacional de casais dos coelhos de Fibonacci

fim do més nimero | casais adultos casais jovens total de casais
1 0 1 1
2 0 1 1
3 1 1 2
4 2 1 3
5 3 2 5
6 5 3 8
7 8 5 13
8 13 8 21
9 21 13 34
10 34 21 55
11 55 34 89
12 89 55 144

dois casais jovens (filhos dos casais do fim do primeiro més, que se tornaram

produtivos);

e 20 final do quarto més, havera oito casais de coelhos: cinco casais adultos e trés

casais jovens;

e a0 final do quito més haverd 13 casais de coelhos, sendo oito adultos e cinco

jovens;

Em geral, se ao final de um determinado més houver m casais de coelhos adultos e
n casais de coelhos jovens, totalizando m + n coelhos, entao ao final do més seguinte
haverd m-+n casais de coelhos adultos e m casais de coelhos jovens, totalizando 2m+n
coelhos Ao final do proximo meés, havera 2m + n casais adultos e m + n casais jovens,
somando 3m + 2n casais de coelhos. Nota-se que (3m+2n) = (2m+n) + (m+n), isto
é, a quantidade de casais de coelhos ao fim do més é a soma da quantidade de casais

ao fim dos dois meses anteriores.

37



Este modelo de crescimento do ntimero de casais de coelhos é utilizado para apre-
sentar uma sequéncia numeérica conhecida como Sequéncia de Fibonacci.

Denotando por f, o nimero de casais de coelhos ao fim do n-éismo més, tem-se
que:

fi=1

fo=1

fs=fetfi=1+1=2

Ji=fz3t+fo=2+1=3

Js=fat[fz=3+2=5

Jo=fst+tf1=5+3=38

Jr=Jfet[fs=8+5=13

E assim por diante. Isto é,

(f) = (1,1,2,3,5,8,13,21,34,55,89, 144, ... f; = fi1 + fi_2,...),i € N,i > 2

Para escrever formalmente a lei que gera esta sequéncia, sera utilizada a definicao

a seguir.

Defini¢ao 9. A Sequéncia de Fibonacci (f,) € a sequéncia dada pela recorréncia

hi=f=1
Jo = ' ’ ,neNn>2

fn = fn—l + fn—2
e cada elemento f, € um numero de Fibonacci.

Nota-se facilmente que, a partir desta definicao e conforme o que foi tratado na
subsecao 3.3, a Sequéncia de Fibonacci pode ser vista como uma recorréncia linear

homogénea de segunda ordem. Reindexando, pode-se escrevé-la sua definicao como

fn+2 = fn+1 +fn , coIm fl = f2 =1

A equacdo caracteristica desta recorréncia é r?> =r + 1, ou r> —r — 1 = 0, cujas raizes

1++/5 1-+5
2 ? 2
Assim, pelo Teorema 7, a solucao geral da recorréncia é

1 ! 1-V5)
fn201< +2\/5> —f—Cg( \/5> com Ol,CQER

2

sao

1
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Para se determinar as constantes C; e C5 pode-se usar o fato de f; = fo = 1. No
entanto o sistema decorrente sera de solucao mais dificil. Pela construcao da sequéncia
de Fibonacci, faz sentido considerar fo = 0. Assim, considerando fo =0e f; = 1, isto

é, fazendon =0= fy=0en=1= f; =1, obtém-se o sistema

0=0C4 (1+2\/5> + s (1_2\/5> Ci+Cy=0
1 1= 1++5 1—-5
1:Q<H;3-chgﬁ> q( 2>+@< 2)2

1 1
Resolvendo o sistema, encontra-se C; = — e (5 = ———=. Substituindo esses

V5 V5

valores na equacao da solugao geral da recorréncia, tem-se
f_il+ﬁ"_ilfﬁ"
" VE 2 V5 2

1+v5\ [1-v5)"
2 B 2
= 7

Portanto, cada n-ésimo Numero de Fibonacci f,, pode ser calculado por meio desta

ou ainda

expressao, conhecida como Fdrmula de Binet.

4.2 Propriedades

Nesta segao serao apresentadas algumas propriedades e teoremas importantes a respeito
da sequéncia de Fibonacci. Estas propriedades foram extraidas de CALDEIRA, 2015.

Propriedade 1. A soma dos n primeiros niumeros de Fibonacci € igual a f,i0 — 1.

Exemplo 2. A soma dos dez primeiros niimeros de Fibonacci é igual a fi5 — 1, isto é,
Sl fi=fro=1= fit fot fot o+ fo+ fro= fro— L.
Assim, 1+1+24+3+54+8+13+214+34+55=144—1 =143

Demonstracao da Propriedade 1. Pela defini¢ao dos niimeros de Fibonacci, temos:
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fhi=Ffs—f

f2 - f4 _f3
fs=fs— 1
fn—l = fn+1 - fn

Jn = fnr2 — fan

Somando as equagoes, temos f1 + fo+ f3+ ... + fuo1 + fo = fare — fo. Como fo =1,
entao fl + f2 + f3 + ...+ fn—l + fn = fn—i—? -1

Propriedade 2. A soma dos n primeiros nimeros de Fibonacci, com indice impar,

IMP
Sn

que serd denotado por , €igual a fo,.

Exemplo 3. Por esta propriedade, por exemplo, a soma dos seis primeiros nimeros
de Fibonacci com indice impar é igual a fo g = fi2, ist0 &, f1+ f3+ fs+ fr+ fo+ f11 = fio-

Demonstracao da Propriedade 2. Os nimeros impares sao da forma n = 2k — 1,

com k € N. Assim, pela definicao dos ntimeros de Fibonacci, temos:

Para k =1, f; = 1 (1° ntumero com indice impar)
Para k =2, f3 = fy — fo (2° nimero com indice impar)
Para k = 3, f5 = f5 — f4 (3° nimero com indice impar)

Para k =4, f; = fs — fs (4° nimero com indice impar)

Para k =n— 1, fon_3 = fon—2 — fon—a ((n — 1)° niimero com indice impar)

Para k =n, fan—1 = fon — fon—2 (n° nimero com indice impar)

Somando as equacoes, temos f1 + fs + f5 + ... + fon—s + fono1 = fon + 1 — fo. Como
fa=1entao fi + fs+ f5+ ... + fon3+ fon-1 = fou

Propriedade 3. A soma dos n primeiros niimeros de Fibonacci, com indice par, que

serd denotado por SPAR ¢ igual a fon 1 — 1.

Exemplo 4. Por esta propriedade, por exemplo, a soma dos cinco primeiros niimeros

de Fibonacci com indice par é igual a fo5,1 — 1 = fi; — 1, isto é, tem-se que
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f2+f4+f6+f8+fl(]:fll_1~ Assim, 1+3+8+214+55=89—-1=288

Demonstracao da Propriedade 3. Os niimeros pares sao da forma n = 2k, com

k € N. Assim, pela definicao dos nameros de Fibonacci, tem-se que:

Para k=1, f, =1 (1° ntimero com indice par).
Para k =2, fy = f5 — f3 (2° ntimero com indice par).
Para k = 3, fo = fr — f5 (3° niimero com indice par).

Para k =4, fs = fo — f7 (4° nimero com indice par).

Para k =n—1, fon_oa = fon_1 — fon_3 ((n — 1)° niumero com indice par).

Para k =n, fan, = font1 — fon—1 (n° niimero com indice par).

Somando as equagoes, fo + fa+ fo + ... + fon—2 + fon = fans1 + 1 — f3. Como f3 =2,
entao fo+ fi+ fo+ ... + fan—2 + fon = fony1 — 1

Propriedade 4. A soma dos quadrados dos n primeiros nimeros de Fibonacci, € igual

a frofrni1-

Exemplo 5. A soma dos quadrados dos cinco primeiros de Fibonacci é f5. 511 = f5.fs,

isto €, (f1)* + (f2)* + (fs)> + (fa)> + (fs)* = f5-fe.
Assim, 12 4+ 12 + 22 + 32 + 52 = 5.8 = 40.

Demonstracao da Propriedade 4. Como fx = fri1 — fi_1,k > 1, entdo
fi = fu-fo = folfosr — fom1) = fi = fa-frsr — fr-fer. E para o caso em que k = 1,
fi=1
Destes resultados, tem-se que:
Para k = 1: f2 = 1.
Para k =2: f3 = fo.f3 — fo.f1.
Para k =3: f§ = f3.fa — fs.fo.
Para k = 4: [} = fo.fs — fa-fa.

Para k=n—1: fﬁ_l = fn—l-fn — fn—1~fn—2-
Para k =n: f2= fofor1 — fa-fuo1-
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Somando as equagoes, temos f7 + f3 + fi+ fi+ ...+ [P+ 2= fofor1 — fo /1 + L
Como fo.fy =1, entdo ff + f3 + f§ + fi+ ..+ [+ i = faforr.

Propriedade 5. Para m,n > 1 tem-se que frin = fon1-fn + fin-fri1-

Demonstracao da Propriedade 5. Serd utilizado o principio da inducao finita

aplicado a n. Para n = 1:

fmi1 = fmo1+ fm (por definigdo de niimero de Fibonacci)
— fo 4 fod
= fmo1fi+ o fo
= Jfm-1-Jo + fin-Joa

o que verifica a propriedade para n = 1. Suponha, por hipdtese de inducao, que
a propriedade seja verdadeira para todo n < k. Deseja-se, entao, verificar que é
verdadeira para n = k. Assim, supoe-se que a propriedade vale paran = 2,3,4,..k—1,

e ja se sabe que vale para k = 1. Assim:

Paran=k—1:fn+ fic1 = foorfeo1 + [ Je—1)+1
= Jm-1-Jo-1+ fin- Sk

Paran=F%k—2:fp, + fieo = fo-1-fi—2 + f-fle—2)11
= fo-1-Sr—2+ fm-Sr1

Somando os dois resultados, tem-se que:

Jmt o1+ S+ foe = St o1+ oS+ fet fo—2 + i froa
= fo1- S+ fo-fria

que é exatamente o resultado da propriedade para n = k. Portanto, pelo principio da

inducao finita, a propriedade vale para todo n € N.

Exemplo 6. f7+8 = fﬁ.fg + f7.f9 =8.214+13.34 =610 = f15

Propriedade 6. Para n > 1 tem-se que fo, = 2. — f2_,.

42



Exemplo 7. f2.6 = f72 — f52 = 132 — 52 =169 — 25 =144 = f12

Demonstracido da Propriedade 6. E imediata do resultado da propriedade 5.

fon = foin
= for-Ja+ fu-Sur
= falfom1 + fat1)
(fatr = fue1)-(frs1 + fu1)

2 2
= fn-‘,—l - fn—l

Propriedade 7. Para n > 1 tem-se que f> = fn_1.fne1 + (—=1)""L

Exemplo 8. /2 = fs_1.fos1 + (1" = fifo+ (~1)1* =38 +1=25 =5

Serao apresentadas a seguir propriedades referentes a divisibilidade entre niimeros
de Fibonacci.
Lembrando que o minimo multiplo comum entre dois nimeros inteiros m e n é

representado por (m,n).

Propriedade 8. Dois nimeros consecutivos de Fibonacci sao primos entre si (ou,

coprimos). Isto €, (fn, far1) = 1.

Exemplo 9. E facil verificar esse resultado para os primeiros termos da sequéncia de

Fibonacci
1,1,2,3,5,8,13,21,34,55,89, 144, 233, ...

(1,2)=1; (2,3)=1(3,5)=1(5,8) =1; (8,13) =1; ...; (55,89) = 1; ...

Demonstracao da Propriedade 8. Sera utilizado o Algoritmo de Euclides para a
divisdo entre dois nimeros inteiros (Teorema 5). Considere dois nimeros consecutivos
de Fibonacci, f, e f.i1, n € N. Pelo Algoritmo de Euclides, existem r, g € N finicos
tais que foo1 =q.fn+7r,com 0 <r < f, —1. Pela definicao de nimero de Fibonacci,
tem-se que f,11 = fn+ fn_1. Assim, pela unicidade de g e r, pode-se afirmar que g = 1
er= f,_1 e, portanto, f,.1 = 1.f, + f._1. Analogamente, tem-se:

Dividindo f, por fo_1: fn=1.fn_1 4+ frno
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Dividindo fn—l por fn—2: fn—l - 1‘fn—2 + fn—3
Dividindo fn72 por fn73: fn72 = 1'fn73 + fn74

Dividindo fs5 por fi: f5 = 1.f1 + f3
Dividindo f; por fs: fa=1.f3+ fo
Dividindo f3 por fo: fz3=1.fo+0

O t1ltimo resto nao nulo é fy. Portanto, pelo Algoritmo de Euclides (Teorema 4), o
m.d.c. entre f, 1 e f, & fo = 1. Isto &, (fni1, fu) = 1, e por definigdo dois niimeros

consecutivos de Fibonacci sao coprimos.
Propriedade 9. Para todo m,n € N, se m|n, entio fu|fn.

Exemplo 9. Como 4|8, entao deve-se te fy|fs. De fato, f; = 3|21 = fs.

Demonstracao da Propriedade 9. Como m|n, entao existe ¢ € N tal que n = mgq.
Agora sera feita inducdo sobre q. Se ¢ = 1, tem-se n = m, e f, = f,, e obviamente
fml|fn. Suponha, por hipdtese de inducao, que a propriedade seja valida para k € N,
k > 1. Assim, supde-se que fy|fnr e deseja-se mostrar que f,|fm@t1), pois desta
forma a propriedade vale para ¢ = 1, para ¢ = k > 1 e para ¢ = k + 1, valendo,
portanto, para todo ¢ € N pelo principio da inducao finita. De fato, pela propriedade
5, tem-se que

fm(kJrl) = fmk:-l—m = fmk—l-fm + fmk-fm+1

Mas ¢é fato que f,, divide ambas as parcelas do lado direito desta equacgao, pois f,,
é um fator da primeira parcela, e f,.r é fator da segunda parcela e pela hipotese de

indugao fi,|fmk, € assim f,, divide também a segunda parcela. Isto é, fo.|(fmk—1-fm)

€ fm|(fmkfm+1) Portant07 fm|<fmk—1-fm + fmk~fm+1) = fm(k+1)- E isto conclui a
demonstracao.

Propriedade 10. Para todo m,n € N, fp,| fon-

Exemplo 10. Como 12=4.3, ent ao fy|fs3 = fi2. De fato, fy = 3144 = fi5.

Demonstragao da Propriedade 10. Segue imediatamente da propriedade 9.

Propriedade 11. Para todo m,n € N, se m = nq + r, entdo mdc(m,n) = mdc(n,r).
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Exemplo 11. Como 15 = 10 -1+ 5, ent ao mdc(fis, fi0) = mdc(fio, f5). Isto é
mdc( fis, fi0) = mde(55,610) = 5 = mde(55,5) = mdc( fio, f5)-

Demonstracao da Propriedade 11. Pela Propriedade 5, tem-se
fnq+r = fanl : fr + fnq : fr+1

ASSiITl7 de(fm, fn) - (fnq+r7 fn) = mdc(fnq—l ' fr + fnq : fr+17 fn) Como pela PI’OpI‘i—
edade 10 tem-se que f,|fng, segue que fy|fng - fr1 € assim:

(fm7fn) = (fnq—l-fryfn)

O passo agora é mostrar que d = (fnq—1, fn) = 1. De fato, d|f,, e f|fng- Assim, por
transitividade, d|f,q e d| fng—1, mas fuq € fng—1 sdo nimeros de Fibonacci consecutivos,
logo, coprimos pela Propriedade 8. Assim, d divide (f,q, fng—1) = 1. Portanto, a
Gnica possibilidade é d = 1. Agora, pelo Teorema 4, (f,,—1, f,) = 1 implica em

(fmafn) = (fanl ’ frafn>- E assim, (fmafn) = (fanl 'fr7fn) = (fr7fn) = (fnafr)7 Y

que conclui a demosntragao.

Propriedade 12. O mdc entre dois nimeros de Fibonacci também é um numero de
Fibonacci. Além disso, (fm fn) = funmn)-

Exemplo 12. Como 4 = (12, 16), entao (144, 987) = <f127 f16) = f(12,16') = f4 = 3.

Demonstracao da Propriedade 12. Se n|m, entao (m,n) = n e pela Propriedade
9 fulfme Assim, (fo, fo) = fu = fonm)-
Se n 1t m, entdo sem perda de generalidade seja m > n. Assim, existem ¢;,r; € N,
0 < 71 < n, tails que m = ng; + r;. Aplicando o algoritmo de Euclides, fazendo as
divisoes sucessivas, tem-se:

m=ngq+r, , 0<r;<n

n=rqg+rs , 0<ry<r<n

Ny ="9q3+713 , 0<rg<ryo<ry<n

Theo =T 1Qe + 7Tk , 0<7rp <7Tp 1 < ...<r3<re<r;<n
The1 = TkQr+1 + Thr1 , 0 <71 <71 <7Tp_1 < ... <T3<1r9 <11 <N

Aplicando sucessivamente a Propriedade 11, vem

(fmafn) = (fmfrl) = (fnufm) = (frzafrs> = = (fﬁgfl’ka)
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Como rg|rg—1, entao pela Propriedade 9, fi|fr—1 e assim (f,,_,, fr.) = fr.- Sendo 74 0

ultimo resto nao nulo obtido nas divisdes sucessivas do Algoritmo de Euclides aplicado

a m e n, sabe-se que 1, = (M, n). (fm, o) = (fro_1> fre) = fro = Fomm)-

4.3 A Razio Aurea

Uma propriedade a respeito da sequéncia de Fibonacci é extremamente interessante
pois esta pode ver verificada em intimeras aplicacoes da Arquitetura, Artes, Filosofia
(no conceito de estética e beleza), em intmeras formagoes da Natureza, inclusive em
proporc¢oes em seres vivos, na natureza do crescimento, na misica, dentre outras.
Considere a razao entre os elementos consecutivos da sequéncia de Fibonacci, isto
6, Intt
[
fo
fi
fs
f2
fs
f2
i
[
fs
Ja
fo _
I
fr
Je
Js
7
fo
Js

S 89 1,618181...

fo 55

fuu 144
Ju 22 6179775281
fio 89

, neN:

I
—_

Il
)

I
—_
(S

= 1,666...

1
—_
(=

— Ol 00 WUt NIW RN R

w

= 1,625

=1,615846154

= 1,619047619

RIE SR ol

25
= —=1,61764
a1 , 6176470588
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Sz 233

f11 144 = 1,6180555...
Qz 3;; = 1,61780257511
Qi 2;3 = 1,6180371353
Qi 2?3 = 1,6180327869
% - %977 =1,6180344478
% - % =1,6180338134
% - % = 1,6180340557
% = % = 1,6180339632
% - % — 1,6180339985
Nota-

n
Suponha que de fato isto aconteca, ou seja, a partir de um indice ng, a razao entre

dois ntiimeros de Fibonacci consecutivos tenda ao mesmo valor. Isto é, para n > ng,
Jot1  Jot2 T T N |
nrl — 222 ou ainda S = A _

fn —fn-&-l7 fn N fn+1

serd dado o nome de ¢. Assim,

b=

, POIS frio = fui1 + fu. Ao valor desta razao

fn+1 o fn+1 + fn

fn N fn+1
Da primeira igualdade, tem-se f,, 1 = fn - ¢ Substituindo na segunda igualdade, fica
fn fn- @ ¢

1++5

2
Como os nimeros de Fibonacci sao naturais, isto é, estritamente positivos, entao tem-se

1++5
2

E dai resulta a equacao do segundo grau ¢? — ¢ — 1 = 0, cujas raizes sao ¢ =

o=
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Nota-se que este valor é aproximadamente ¢ ~ 1,6180339888, coerente com as aproxi-
magcoes encontradas nas razoes calculadas acima.
No entanto, para que esta conclusao para o valor de ¢ seja verdadeira, é necessario

certificar-se que de fato para n > ny, St = an.
fn fn+1

fnt1 o . Jot1
"T_ converge, isto ¢, que lim =

fn =00 fn

é uma sequéncia de Cauchy, e assim pelo Teorema 7,

Dizer isto equivale a dizer que

a sequéncia definida por a, = existe. Para tal,

fnJrl

basta mostrar que a, =
conclui-se que a,, converge. CLAssim, dado € > 0, deve-se mostrar que existe ng € N tal
que m,n > ng = |a, — ay,| < .

Assim, se m,n > ng, tem-se que

fn-i—l i fm+1 fn+1'fm_fn'fm+1
fn fm fnfm

Sem perda de generalidade, seja n > m. Pela definicio de Ntimero de Fibonacci,

|an - am| =

tem-se genericamente que f;1; = f; + f;_1, para todo j € N, j > 1. Substituindo na

igualdade acima, e aplicando indutivamente, e lembrando que fy = f; = 1, segue que

fn+1'fm_fn'fm+1 fm(fn"’fnfl)_fn(fm"i_fmfl)

an — | =

— fmfn+fmfn—1_fnfm_fnfm—1 _ fmfn—l_fnfm—l
fofm o fm
(fm—l + fm—2)fn—1 — (fn—l + fn—2>fm—1 fm—2fn—1 - fn—2fm—1

fnfm fnfm
of 1) —m — J1fn-m _ Sty =m — Jn-m _ ‘f(n-l—l)—m B Jn-m
fntm fnfm fntm fntm

Como a Sequéncia de Fibonacci (f,) é estritamente crescente, isto é, f,11 > fa

para todo n > 1, entao LApY! para todo i < j. Além disso, por este fato é possivel
J
2
encontrar ng € N tal que — < f,, eassim — < . Usando esses resultados e
€

Jro

aplicando a desigualdade triangular na tltima expressao acima, tem-se:

n+1)—m n—m 1 1 2 2
Sy J +—=7—<—<e¢

[ Y S S S S

Isto prova que a sequéncia (a,) = fr}“
n

an. Para concluir que de fato L = ¢, observa-se que
n

¢ de Cauchy. Portanto, (a,) de fato possui um

limite L = lim
Tr—r00
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n n n— n n— n— ]‘
forr ot foa J n Jn—1 :1+f1:1Jr
fn fn—1+fn—2 fn—1+fn—2 fn—1+fn—2 fn f'rl
fn—l
: T PRI 1 B 1
Assim, segue que L = lim = lim | 1+ = 1+ —. Portanto,
T—00 n T—00 fn L
fn—l

1
L:1+Z:J?:L+1:J7—L—1:0

que ¢ a mesma equagao do segundo grau vista anteriormente, que traz como raizes
1++5

2
1++/5
2

I =

, mas como os numeros de Fibonacci sao estritamente positivos, entao

L=

, que ¢ 0 nimero ¢.

1++5

5 ~ 1,618033989 ¢ conhecido como razao aurea, ou nu-

Este ntumero ¢ =

mero de ouro.

Esta razao também aparece em uma construcao geométrica simples. Euclides de
Alexandria (¢.300 a.C.), considerado o pai da Geometria, em sua obra Os Elementos
traz a seguinte definicao: um segmento de reta se diz dividido em média e extrema
razao, se a razao entre o menor e o maior dos segmentos € igual a razao entre o maior
e o segmento todo. (EUCLIDES, 1944, p. 99). Esta situacao est4 ilustrada a seguir.

o s .
A E B

Figura 1: Segmentos de média e extrema razao

EB AFE

Dad to AB to £ € AB & definid d d —_— =
ado o segmento , 0 ponto I € ¢ definido como de modo que 15~ AB

E possivel mostrar que o valor da razao desta definicao de média e extrema razao

1 EB AF 1
coincide com o valor de —. Isto é, na figura anterior tem-se 15— AB - 5 Obvia-

mente pode-se pensar nesta razao ao inverso, ou seja, na razao do maior para 0 menor.

E desta forma, tem-se que
AB AE y
AE  EB
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AB AE
De fato, basta perceber que AB = AE + EB, e desta forma a relagdo ——

AE+EB AE AL EB
+ = . Chamando AF =a e EB = b, segue que

pode ser escrita como

AFE EB
atb_a_, o b+b2+:b2>a2 21
= — a = a _— = —
a b b2 b
1++/5
Chamandom:%, fica m?> =m+1 = m? —m — 1 = 0, cujas raizes sao 2\/_.

Descartando a raiz negativa, pois trata-se de medidas de segmentos, segue que

a AE AB 1++5
"TYTEB T AE T 2

Portanto, o valor da média e extrema razao definida por Euclides coincide com a razao

=¢

aurea ¢ encontrada por meio da sequéncia de Fibonacci. Por esta razao, este segmento
também é conhecido como segmento aureo.

E possivel construir um segmento aureo utilizando régua e compasso.

e Determine M o ponto de médio de AB: com a ponta seca do compasso em A e
depois em B, com uma mesma abertura aleatéria (maior do que a metade de AB),
tracar duas circunferéncias que se intersectam nos pontos P e (). A intersecao
de PQ com AB é ponto médio M de AB, conforme a figura 2.

LM

Figura 2: Construcio do Segmento Aureo - passo 1

e Levante por B uma perpendicular BC, sendo BC' = BM;

e Com centro em (' trace uma circunferéncia de raio C'B. A intersecao entre a

circunferéncia e a semi-reta A(i determina os pontos D e D’ ;
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Figura 3: Construcao do Segmento Aureo - passo 2

e Com centro do compasso em A e abertura AD, trace um arco que intersecta o
semento AB no ponto F.

AB AE

S AFE ¢ to 4 de AB, isto ¢, — = —— =
egue que € 0 segmento aureo de , 1S1O €, AE EB

De fato, tomando como referéncia esta dltima figura, por construcao tem-se que
o triangulo ABC' é retangulo em B. Além disso, AB = 2BC e BC = CD (raio da
cirfunferéncia). Assim, chamando AE = ze BC = m, tem-se a seguinte situacao:

Pelo Teorema de Pitagoras tem-se que
(z+m)* =m®+ (2m)* = 2% + 2mx +m* = m® + 4m® = 2% + 2mz — 4m* = 0

Resolvendo esta equacao do segundo grau em x, segue que

—2m++/(2m)? —4-1-(—4m?)  —2m+V20m> —2m=+2Vbm  2m(—1=++/5)
2-1 B 2 B 2 B 2

r =

Descartando-se a raiz negativa, pois trata-se de tamanhos de segmentos, segue que,
= m(—1++/5). Assim, tem-se que

AB  2m 2m 2 2(—1 —V/5)
AE

z m(-14+V5) —1+v6 (—1+5)(—1—V5)
2(-1-Vh) _2(=1-V5) _—(=1-+5)
(12 (vEE 4 2
1+V5
2
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Figura 4: Construcio do Segmento Aureo - passo 3

Analogamente,

AE x m(=1+v5) m(-1++v5)  —1+5

EB — 2m-z 2m—m(-1+V5) m2—(-1+V5)] 3-5
(-1+vB)B+vE) _ —3-VE+3vE+vE _ 2V5+2 21+ V5)

(3—V5)(3+V5) 32— /5 1 1

_ 1+2\/5:¢

Isso conclui que esta construcao com régua e compasso de fato define o segmento

aureo.

E possivel construir um retangulo cujos lados estejam em proporgao aurea, isto é,
a razao entre o comprimento e a largura do retangulo é o niimero aureo ¢.

Para tal, considere a seguinte construcao, representada na figura a seguir:
e Seja um quadrado ABEF de lado a;
e Marque M o ponto médio do segmento AB;

e Trace o arco de circunferéncia com centro em M e raio M, até interceptar a

reta suporte de AB no ponto E;
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Figura 5: Construcio do Segmento Aureo - passo 4

Trace o segmento C'F paralelo e congruente a BE, de modo que, desta forma,
EF é congruente e paralelo a BC;

Assim, obtém-se o retangulo AEF D

O retangulo AEF' D assim construido é um retangulo dureo. De fato, chamando
AB=CD =ae BE =CF =b, como M é ponto médio de AB, entdo M B = 2 Além
disso, pela construcao do arco AB, tem-se que MC' = ME = a4 + b. Assim, tomando

o tridangulo M BC' retangulo em B, pelo Teorema de Pitagoras tem-se que

a 2 a\ 2 a? a a?
- b) =a <_) L 2. =+ o tab—a?=0
(2—|— a” + 5 :>4+ 5 + a+4:> +ab—a

Resolvendo esta equacao do segundo grau na incognita b, segue que (desprezando even-
tual raiz negativa, por tratar-se de segmentos de reta):

b - —a++/(a)?—4-1-(—a?)
2-1 2
_a(-1£v5)  a(-1+V5)

_ —aEVa®+4a® —a+v5a
5 -

2 2

L _ a+b
Substituindo este valor na razao

, que corresponde a razao entre o lado maior
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F 3
v

Qi

Figura 6: Construcao do Segmento Aureo - passo 5

e o lado menor do retangulo, segue que

~1
a(-1+v5) a 1+L\/5
DF at+b Ot 5 2

FE a

a - a
—1+v5 2 —1+4v5 1++5
B 1+T\/_:§+ 2\/_: 2\/_:¢

O que comprova que AEF D é um retanguo aureo, pois a razao entre o lado maior

e o lado menor do retangulo é o namero aureo ¢.

E possivel construir segmentos dureos em triangulos. Por exemplo, no caso especi-

fico dos triangulos isosceles. Antes, vale lembrar duas defini¢oes basicas:

Definicao 10. Um tridngulo é denominado isosceles se tiwer dois dos seus lados con-

gruentes. Consequentemente, dois de seus angulos internos sao congruentes.

Definicao 11. A bissetriz de um dngulo interno de un tridngulo € uma semirreta que

divide o dngulo em dois dngulos congruentes e intersecta o lado oposto a este dngulo.

Considerando especificamente o triangulo isosceles cujos angulos internos medem

respectivamente 72°, 72° e 36°, observa-se um resultado notavel, a saber:

Teorema 9. Num tridnglo isdsceles cujos dngulos internos medem respectivamente 72°,
72° e 36°, a bissetriz de cada um dos dngulos de 72° divide o lado oposto ao dngulo em

média e extrema razao, isto €, em um segmento dureo.
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( ‘*‘

L p & o

A M ¢ B b E

Figura 7: Construcio do Retangulo Aureo

Demosntragao do Teorema 10. Seja o triangulo isésceles ABC de modo que A=
36° e B = C = 72°. Ser4 feito o raciocinio para a bissetriz relativa ao angulo B. Parao
angulo C o raciocinio é analogo. Assim, considere a semi-reta B? bissetriz do angulo

E, de modo que D € AC, conforme a figura 8.

Figura 8: Demonstracao do Teorema 10
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Nota-se que o triangulo ABC' ¢é isosceles, e como B=C segue que AB = AC. Faga

AB=AC=Ae ABC = b. Alem disso, se 313 bissetriz do angulo §, entao obtém-se
~ ~ B 72
ABD = DBC = 5 =5 = 36°. Como a soma dos angulos internos de um triangulo

é igual a 180°, entao DBC = 180° — 72° — 36° = 72°. E assim, o triangulo BCD é

isdsceles de modo que

BC=BD=b
Além disso, ABD = B = 36° ¢ BDA = 180° — 36° — 36° = 108°. E assim, o triangulo

ABD é isosceles de modo que
AD =BD =10

Como D € AC, entdo AC = AD + DC, e fazendo as substituicoes, segue que AC =
AD + DC = a=b+ DC e dai segue que

DC=a-b

Nota-se que os triangulos ABC e BDC' sao semelhantes por ambos terem os angulos
internos respectivamente com as mesmas medidas (72°, 72° e 36°). Da semelhanga dos

triangulos segue que

AC BC _a b s ) o e (DN b
E_D_Cég_a—b:b_a ab=b"+ab—a" =0= a +a 1=0

b . -
Fazendo m = — a tltima equacédo fica m? +m — 1 = 0. Resolvendo, tem-se
a

—1+4/12—-4-1-(-1) -1£+5
2-1 2

m =

. . . a . -
Descartanto a raiz negativa pois m = 3 com a, b estritamente positivos por se tratarem

de medidas de segmentos, segue que

b —1++5

m= —
a 2

A
Mas o que se deseja é calcular a razao 1D Fazendo as substituicoes, segue que

AC a 1 2 2(—1—/5)

AD b m —1VE (C1E V(1)

—2(1++5)  —2(1+v5)  —2(1++5)
— 5 1-5 —4

56



Portanto a bissetriz relativa ao angulo B de 72° define o segmento aureo no lado
oposto AC
Esta relagdo também se observa entre o lado menor do tridngulo ABC e a parte

menor do segmento aureo. De fato, foi visto acima que pela semelhanca dos triangulos,

BC b a 4

CD a—-b b ) ) )
A partir deste resultado é possivel construir outras figuras geométricas com propri-

edades interessantes. Por exemplo, o decagono regular pode ser construido a partir
deste triangulo isosceles ABC, tracando a circunferéncia de centro em A e raio AB.
Assim, sendo o angulo central de 36°, o decagono sera formado por dez desses trian-
gulos justapostos, totalizando 360°, marcando assim marca-se os demais vértices do

decagono ao longo da circunferéncia.

Figura 9: Construcao do decagono regular
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Outra figura peculiar, a partir da qual verificam-se inimeras aplicacoes relaciona-
das, é o pentégono regular. Pode ser facilmente obtida a partir do decdgono anterior,
bastando a partir do ponto B, por exemplo, tracar as arestas alternando os vértices do

pentiagono, conforme ilustrado a seguir.

Figura 10: Construcao do Pentidgono regular a partir do decagono inscrito

Inserido no pentagono existe uma figura conhecida como Pentagrama de Pitdgoras,
representado na figura 11. Esta figura contém a razao aurea de forma surpreendente,

conforme serd visto mais adiante.
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Figura 11: O Pentagrama

Segundo ROQUE e CARVALHO (2012, p.63-69), Pitagoras de Samos (570 e 500
a.C) e sua Escola Pitagorica exerceu imensa influéncia para o desenvolvimento da Ma-
tematica e da Filosofia na Grécia Antiga. Os conceitos da Escola Pitagorica iam além
do aprendizado da Matematica para aplicacao dentro do palpéavel, mas defendiam sua
relacao com forcas cosmicas e misticismo. Por exemplo, para eles, os nimeros pares e
impares eram opostos. Como a sua soma forma novos niimeros (impares), representa-
ria assim a perfeita conciliacao dos opostos. A realidade segundo eles funcionaria da
mesma forma. As coisas seriam criadas por ideias opostas e desta oposi¢cao surgiria o
equilibrio e a harmonia do universo. Este seria um dos motivos que levava Pitagoras a
dizer que tudo é numero, isto €, que a natureza segue padroes matematicos, bem como
a misica, a astrologia, as artes e o universo como um todo.

Dentro de alguns de seus conceitos utilizava a razao durea para explicar a harmonia
entre a alma e o cosmo. Quando ele descobriu que as proporcoes do pentagrama eram
iguais as da proporcao aurea, tornou esse simbolo como a representacao da Irmandade
Pitagoérica, uma espécie de reuniao social, quase uma seita, na qual acreditava-se que

as relagoes entre os niimeros revelariam segredos do universo e colocariam o homem
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proximo dos deuses. A admiracao pelas propriedades matematicas do Pentagrama era
tamanha que esta figura foi adotada como o simblo da irmandade pitagoérica, até mesmo

como uma espécie de senha secreta entre eles.

O pentagrama é formado por segmentos de quatro comprimentos diferentes. To-
mando por base a figura a seguir, os segmentos do pentagrama sao congruentes a P(Q),
BP, QD e DA, em ordem crescente de tamanho, que serao chamados aqui, respecti-

vamente, de 1°, 2°, 3° e 4° segmentos, conforme ilustrado na figura a seguir.

B E

Figura 12: A razao durea no Pentagrama

Pitagoras (ou algum de seus discipulos) o tamanho do terceiro segmento era igual
a soma dos tamanhos entre o 1° e 0 2° segmentos. Da mesma forma, o 4° é a soma do

2° com o 3°. Isto é,

QD] = |PQ[+[BP| e [DA|=[BP|+|QD|

Percebe-se que esta regra equivale a recorrréncia que define a Sequéncia de Fibonacci.
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Além disso, a razao entre um segmento e outro de tamanho imediatamente inferior é

o niimero aureo ¢. Isto é,

BP DQ AD
PQ_BP_DQ_¢

Um resultado muito curioso e surpreendente, mas de facil comprovacao, partindo do

fato que o pentagrama estd inscrito no pentagono regular, e que o tridAngulo ABC é
isosceles, com angulos de A= 36°, B=C=rT72. Portanto, pelo Teorema 10, segue
esta relagao entre os segmentos do pentagrama.

Assim, ¢ imediato o fato que esses segmentos adao lados de retangulos aureos. Por
exemplo o retangulo de lados BP e PQ é aureo, bem como o retangulo que lados DQ
e BP ou ainda AD e DQ.

Outra construcao interessante, e que aparece na Natureza na estrutura de diversos
seres vivos, bem como na formacéo de galaxias, por exemplo, é a Espiral Aurea, também
conhecida como FEspiral de Fibonacci. Sua construcao parte de sucessivos retagulos

aureos em sequéncia, conforme esquema a seguir.

Figura 13: A Espiral de Fibonacci

Neste esquema, os segmentos GH, AG, AQ e QS seguem, respectivamente, as
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proporcoes dos segmentos do pentagrama de Euclides. Isto é,

QS AQ AG
AQ AG GH

¢

Por este motivo sao aureos os retangulos ARSQ, AGPQ, AGHD, BGHC, KJHC, e
assim sucessivamente.

O quadrilatero GRS P é um quadrado, e inscreve-se neste um arco de cirunferéncia
de tamanho frad, com centro em G e raio GR. De forma analoga inscreve-se um arco
no quadrado DH PQ, outro no quadrado ABCD e assim sucessivamente. A figura que

surge como sequéncia desses arcos ¢ a Espiral de Fibonacci.
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5 Aplicacoes da Razao Aurea

Uma das mais abrangestes aplicagoes da Sequéncia de Fibonacci estd no conceito de
beleza. Desde a antiguidade tenta-se definir ou explicar o belo, o agradavel aos olhos.
Mesmo que filosoficamente, apesar de haver diversas teses, nao exista um conceito
absoluto para a beleza, é intuitivo que ela existe, atrai, agrada, motiva e encanta.
Independente da explicacao e dos motivos que tornam algo belo a vista, os Pitagori-
cos (cerca de 600 a.C.) perceberam que para todas as coisas ha uma relagdo matemaética,
e, portanto, numérica. Nem mesmo usavam o termo “beleza”, mas “harmonia”, que es-
tava ligado ao nimero, a medida e a proporcao. Essa ideia influenciou desde entao a
arte grega na arquitetura, escultura, pintura e a misica. Nessa concep¢ao a razao entre
o todo e a parte maior seria igual a razao entre a parte maior e a menor, coincidindo

com o nimero de Fibonacci ¢.

5.1 A Disposicao das Folhas de plantas

De um modo geral, a Botanica é uma das ciéncias naturais em que os nimeros de
Fibonacci revelam fortemente a sua presenca. Pode dizer-se que Fibonacci refletia bem
o seu interesse por este maravilhoso e misterioso mundo vegetal, tendo inclusive deixado
um livro intitulado Flos — que se encontra igualmente exposto na pagina dedicada a
Historia da Matematica — que significa flor ou flor de fruto, onde se refere a aplicagao
das suas ideias a flora.

E sabido que cada espécie de planta tem o seu proprio modelo de desenvolvimento,
ndo obstante estar sujeita a uma variedade ocasional dentro da espécie. Os ntimeros
de Fibonacci sao encontrados quando procede-se a um estudo do arranjo das folhas 7—
a que se da o nome de phyllotazis (filotaxia) —? de algumas plantas.

Considera-se como primeiro exemplo, o Salgueiro, em relacao ao qual as folhas
em torno do caule seguem um modelo helicoidal. Procedendo de forma ascendente
marca-se consecutivamente as folhas por Ly, Lo, ..., L;. A folha L, encontra-se disposta
segundo um certo angulo a partir de L; a volta do caule e a certa distancia ao longo
do mesmo. Este modelo é bem observado para todas as folhas ao longo do caule.

Nota-se uma periodicidade, com um periodo que consiste nas duas voltas e nas
cinco folhas que estao contidas nessas voltas.

De um modo geral, tem-se m como o nimero de voltas completas num periodo e n

o numero de folhas num periodo. Os niimeros m e n podem igualmente ser definidos
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para conjuntos de folhas. Na figura 14, a seguir, constata-se que m = 2 e n = 5. Atuais
estudos com varias plantas demonstraram que, tanto m como n, tomam valores que

pertencem a sequéncia de Fibonacci 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21,... .

Figura 14: Representacao do esquema de SCHIPS

De acordo com SCHIPS (1922) foram encontrados os seguintes casos:

e m = 1, n = 2 nas duas fileiras de folhas de varias plantas bulbosas e o mesmo

encontrando-se nos pequenos ramos horizontais do ulmeiro;

m =1, n = 3 em plantas cipericeas, no abieiro e no vidoeiro;

m = 2, n = 5 muito frequente nos salgueiros, rosas e em arvores de fruto cujos

ImMesImnos possuem caroco;

e m = 3, n = 8 presente nas couves, nos asteres (plantas vivazes, da familia das
aceraceas, muito cultivadas em jardins), e na leituga, olho-de-mocho;

e m =8, n =21 em certos tipos de abetos e em pinhas;

e m = 13, n = 34 em certos tipos de pinhas de Pinus laricio.

Percebe-se que m e n pertencem a Sequéncia de Fibonacci, sendo n dois o segundo

termo subsequente de m. Isto é, se m = Fj;, entao n = Fj,o
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5.2 Os Girassois de Fibonacci

Talvez o caso mais notavel do aparecimento dos nimeros de Fibonacci nas plantas
esteja relacionado com a familia Compositae e em particular no girassol.

Ao serem analisadas as variedades mais comuns, observa-se que nos discos das flores
encontram-se sementes que formam dois conjuntos de espirais logaritmicas. Um dos
conjuntos esta disposto no sentido dos ponteiros do relogio (sentido negativo) e o outro,
no sentido positivo. O nimero de espirais logaritmicas de cada conjunto é diferente,
sendo, na verdade, dois niimeros consecutivos de Fibonacci.

Usualmente, nos girassois mais comuns observa-se 34 e 55 espirais. Contudo, nos
gigantes, esses nimeros elevam-se a 89 e 144. Nas cartas do departamento de The Sci-
entific Monthly, o gedlogo Daniel T. O’Connell relatou ter encontrado na sua fazenda,

em Vermont (EUA), um gigantesco girassol com 144 e 233 espirais.
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Figura 15: Uma flor de girassol e uma esquematizacao das espirais em seu disco

5.3 A Reflexao da Luz

Outro fen6meno em que pode-se observar a presenca da Sequéncia de Fibonacci é
aquele que se aplica ao estudo das reflexoes de raios luminosos obliquos em relacao a

duas laminas de vidro dispostas face-a-face.
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Um raio refletido atravessa as duas laminas de vidro em um e um sé caminho
possivel. Se um raio é refletido uma s6 vez, entao existem dois trajetos possiveis para
tal fato. Observando-se um par de reflexdes, entao teremos trés caminhos. Com trés
reflexbes de um raio inicial, constata-se que o nimero de caminhos em que ele pode

percorrer é cinco.

Nimero de Nimero de
reflexdes caminhos possivels

Figura 16: Esquema de reflexao da luz em laminas paralelas

5.4 Calculo Combinatoério

Outro problema relacionado com a Sequéncia de Fibonacci é o calculo combinatorio,
mais precisamente o caso do lancamento de uma moeda ao ar, em que se calcula o nu-
mero de sequéncias em que nao déem duas ou mais caras consecutivas como resultado

do lancamento.

A tabela ao seguir lista todas as possiveis sequéncias para cada ntmero de lanca-

mentos consecutivos da moeda.
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Tabela 2: Sequéncias de langamentos excluindo caras consecutivas

N° de lancamentos | Sequéncias sem caras consecutivas(C: cara; K: coroa) | Total

1 (C),(K) 2

2 (CK), (KC), (KK) 3

3 (CKK), (KCK), (KKC), (CKC), (KKK) 5

1 (CKKK), (KCKK), (KKCK), (KKKC), (CKCK), | 8
(CKKC), (KCKC), (KKKK)

5 (CKKKK), (KCKKK), (KKCKK), (KKKCK),| 13
(KKKC), (CKCKK), (CKKCK), (CKKKC), (KCKCK),
(KCKKC), (KKCKC), (CKCKC), (KKKKK)

Os numeros de Fibonacci aparecem como o ntimero total de sequéncias de cara e
coroa para cada um dos consecutivos niimeros de lancamentos efetuados indicados na

primeira coluna da tabela.

5.5 Arquitetura Antiga e Contemporanea

Desde a antiguidade a razao aurea aparece nas proporcoes de inlimeras construcoes.

No Egito antigo, por exemplo, as piramides encontradas na necropole de Gizé, as
mais famosas do mundo, foram construidas tendo em conta a razao Aurea: a razao
entre a altura de uma face e a metade do lado da base da piramide ¢ igual a ¢.

A construcao da maior delas, a piramide de Quéops, faraé da quarta dinastia cujo
reinado se estendeu de 2551 a.C. a 2528 a.C. e tem a maior das trés piramides de Gizé.
Trabalharam para sua construcao 100 mil homens durante 20 anos. Esta piramide tem
base de 230 metros, altura original: 142,6 metros aproximadamente. A razao entre a
aresta da base e a altura é muito proximo de ¢. Além disso, incrivelmente em cada
par de fileiras de blocos consecutivas, o bloco de baixo, era ¢ vezes maior que o bloco

de cima.
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Figura 17: As Piramides de Gizé.

O Pathernon foi um templo dedicado & deusa grega Atena, construido no século
V a.C. na Acrépole de Atenas, na Grécia Antiga. E o mais conhecido dos edificios
remanescentes da Grécia Antiga e foi ornado com o melhor da arquitetura grega. Suas
esculturas decorativas sao consideradas um dos pontos altos da arte grega. O Partenon
é um simbolo duradouro da Grécia e da democracia, e é visto como um dos maiores

monumentos culturais da histéria da humanidade.
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Figura 18: O Pathernon e os retangulos aureos inscritos em sua construcao
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Os gregos conheciam o segredo da proporg¢ao aurea, e o retangulo dureo é encontrado
inimeras vezes em sua construcao, como ilustram as linhas amarelas na figura 18.

Em construcoes da Idade Média, como a Catedral de Notre Dame, na Franca,
construida entre os séculos 12 e 13, o palacio de Taj Mahal, na India, erguido no século
17, ou no prédio da sede da ONU — organizacao das Nacoes Unidas, nos Estados Unidos,
inaugurado em 1952, observa-se a preocupagao com a proporcao aurea, conforme as

figuras 19 e 20 a seguir.

Figura 19: A catedral de Notre Dame (Franca) e o TajMahal, na India, e a sede da

ONU, nos EUA, mostrando os retangulos aureos em suas proporcoes
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5.6 Corpo Humano

Uma das imagens mais conhecidas na historia é o Homem Vitruviano, de Leonardo
da Vinci. Foi feito por volta do ano 1490 num dos seus diarios. Descreve uma figura
masculina nua, simultaneamente em duas posicoes sobrepostas com os bragos inscritos
numa circunferéncia e num quadrado. A altura da cabeca é calculada como sendo
um oitavo da altura total. O desenho e o texto ja foram chamados de Cénone das

Proporcoes.

Figura 20: O Homem Vitruviano, de Leonardo DaVinci

Nesta figura é possivel perceber o nimero aureo (ou algum valor bem proximo) em

diversas razoes, por exemplo:
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A altura do corpo humano e a medida do umbigo até o chao;

A altura do cranio e a medida da mandibula até o alto da cabeca.

A medida da cintura até a cabeca e o tamanho do torax.

A medida do ombro a ponta do dedo e a medida do cotovelo a ponta do dedo.

O tamanho dos dedos é a medida da dobra central até a ponta.

A medida da dobra central até a ponta dividido e da segunda dobra até a ponta.

5.7 Outros Seres Vivos e Formacoes da Natureza

E possivel listar diversos casos em que se observa a proporcio aurea ou o modelo da
Espiral de Fibonacci em seres vivos.

Um exemplo aparece no nicleo da flor do girassol. Neste h& duas séries de curvas
de sementes. Cada série vai para uma direcao e o nimero de curvas nao ¢ o mesmo nas
duas séries. Se a flor tem 21 curvas para a esquerda, terd 34 para a direita. Se tem 34
para um lado, terd 55 para o outro. Se 55 curvas apontam para uma direcao, entao 89
apontarao para a outra. Esse padrao remete & Sequéncia de Fibonacci.

Exemplos do modelo da espiral aparecem na concha Natilus, na babosa Aloe polyphila,
na causa do camaleao, em folhas de samambaia, nas conchas dos caracois, nos cones de
pinheiro, na flor do copo-de-leite, em conchas de crustaceos, na flor da planta conhecida
como confrei. Além disso, essa forma pode ser observada, por exemplo, nas ondas do

mar, no padrao de furacoes e redemoinhos, bem como em alguns modelos de galaxias.

5.8 Mnsica e Poesia

A musica também traz a proporcao aurea. Ha 13 notas em cada oitava no escala croma-
tica (usada desde a época de Pitagoras) e existem artigos que relacionam composi¢oes
de Mozart, Schubert, Beethoven (sinfonias Quinta e Nona) & razao aurea. O climax
de musicas também é frequentemente encontrado aproximadamente no que pode ser
chamado de "ponto ¢"(61,8%) da cangao.

O poema épico grego Iliada, de Homero, que fala sobre a Guerra de Troia, a pro-

por¢ao entre as estrofes maiores e as menores é bem proximo ao valor de ¢.
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5.9 Artes Plasticas

E comum, especialmente nas pinturas renascentistas, e em algumas de pintores mo-
dernos identificar a proporcao aurea sendo base das suas dimensoes, bem como nas
esculturas da Gécia Classica, seguindo basicamente as proporcoes encontradas no Ho-

mem Vetruviano, abordado anteriormente.

s
i |

£

Figura 21: Obras classicas mostrando as porporc¢oes aureas utilizadas
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6 Sugestoes de Atividades para Ensino Médio

No primeiro semestre deste ano de 2017 desenvolvi uma sequéncia didatica a respeito
de Sequéncia de Fibonacci e razao trea (regra de ouro, nimero ¢) para turmas de
segundo ano do ensino médio, ensino regular e da modalidade Educacao de Jovens e
Adultos — EJA, com base no que foi tratado neste trabalho.

A ideia foi justamente que os proprios alunos fossem descobrindo as informacoes
e obtendo a nocao dos conceitos envolvidos, para que posteriormente eu desse uma
explicacao mais formal a respeito do assunto.

O trabalho foi desenvolvido em trés turmas, duas de ensino médio regular turno
diurno, que serao aqui chamadas de EM1 e EM2, e em uma turma na modalidade de
educacao de jovens e adultos — EJA noturno. As turmas EM1 e EM2 tinham 36 e 35
alunos, respectivamente, enquanto que a turma de EJA era formada por 22 alunos.

O assunto Sequéncia de Fibonacci e Razio Aurea foi desenvolvido de modo dife-
renciado nas turmas EM1 e EM2, da mesma escola e turno. Estas foram escolhidas
pelo fato de terem quantidade equivalente de alunos e por terem aspecto semelhante
de rendimento na disciplina Matematica ao longo do ano letivo. Assim, seria mais pau-
sivel que as possiveis divergéncias de resultados observados nas duas turmas ao fim do
trabalho fossem atribuidas a diferenca de metodologia, e nao a diversidade das turmas.

Na turma EM?2 o assunto foi apresentado mediante uma aula expositiva, que trouxe
a definicao da sequéncia de Fibonacci, a apresentacao do problema dos coelhos, a defi-
nicdo da Razdo Aurea e a apresentacio de algumas propriedades. A seguir foi aplicado
exercicios propostos que exigiam manipulacao de resultados de exemplos referentes
as propriedades apresentadas. Essa aula pode ser considerada expositiva tradicional,
usando quadro de pincel.

Nas turmas EM1 e EJA foi aplicada a sequéncia didatica que consistiu em apresen-
tar inicialmente a animacao em video Donald no Pais da Matemdgica. Dentre outros
assuntos interessantes referentes a Mateméatica no cotidiano, apresenta aplicagoes da
razao aurea, ou como é chamada no filme, regra de ouro. A seguir, foi aplicado um

estudo dirigido escrito, que poderia ser feito em grupos, com as questoes a seguir.
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Al ai: Prof. Fibio Alves
4 Semestre | Notwen | Dua. 082017 Estudo Dirigido de Matemtica

A Sequéncia e o Numero de Fibonacci: a Razlio Aurea
Referéncia: filme Donald no Pais do Matemdgica

0 objstivo deste trabalho & mostier slgumas dis aplicagBes da Sequincia de Flbonaccl, em
especial do Ndemwo de Fibonaccl, ou Razdo Aures é. £ surpreendente como nimeros permitem
conectar areas do conhadmenio que @ priod seria inimagindvel.

A seguéncia de Fibonacc! tem sido ao lengo de séculos, objelo de muito estudo e dedicagho
devido a0 interesse gue tem susctado na comunidade clentifica por diferentes motives.

1. A "proporgio divina®

Por volts 1500 com & vinds do Bensscentismo & colturs clissics voltou & mods. Michelangelo =
principalments Leonardo &4 Ving, grandes amantis da cultura pagd, colocaram esta proporc3o natural
&m suas obras. Mas da Vind Tol ainda mais longe: ele como dentista, pegava cadiveres para medir &
propomgdo do sou corpo O percobou gue obodecs 3 ewa proporglo que ale chamou de DIVINA
PROPORCAD. Ele = outros estudioses perceberam gue coelhas, sbethas, caramujes, constelagles,
grasstis, arvores, artes, o homem, seres, objotos ¢ situaches 180 distintas o de dimonsbes tio
distantes, estavam todas igadas numa proporgao &m comum: o numers § (i),

Atividude 0

= Mega s aburs o depais divida pela aliurs do sen smbigo 00 o chille:;

* Fm wm e s bragos, mogs o dindincia entre o omive @ o pots do dedo mddin, e divile pels distanoi entre o covelo o 8 pomts
by i diode

= Meva s perns istvaa o divads peho sianho o sew joeibe ad o chiko,

= A abiurs dio sen crkmn dividide peio wmunte ds ses mandiials 0t o atio do cobega;

* Pl s comtiars ol o cahoga © Oemols s 0 Wy

Em cada uma dessss operagdes, o resultado fol algo proxeme de 16187 Olaro que o1 resultsdos provavelmente nlo
serlo enatos, Deve-se considerar erros de medida da régua ou fita métrica gue ndo 530 obietos to acurados de mediclo, ¢
naturaimente as particularidades antropométricas de cada individuo,

Este nimero 1,618 & denominado proporglo Gurea (proporcio de ouro), representado pela letrs gregs ¢ (1), em
homenagem a0 nome de Fibonaccl {gue comega com a letra F ou §). Na realidade o ndmero § & irracional [possul infinitas
catas decimals ndo periddicas). Mas, para facilitar noswsos chloules, conskderse § = 1, 618,

Este nmoro apancce em indmerds situdgtes nas artes, ng mdsica, na arguitetura, Nos Seres vivon Como vimos no
fiime Dewmicd o Pris do Matemdigico,

2. Como Surgiu o Numero de Fibenacci: "0 problema dos coelhos”

De regresso & Mtalia depois das varias wiagens que fer pelo mundo europeu e pelo medio oriente, Leonardo de Pisa,
ascreveu liveos de Aritmidtica ¢ Algebra, destacando-se entra oles um cidssicn histdrico! o Liber oboo. Nesta sua obra ele
debiruga-se sobre um problems por ele formulsdo que velo der orfigem g ums sucessdo 8 que posteriormente s= saociou o
sau nome, Fiboracel, ficando assim conhooids na histdris como a Sucessio do Fibonaccl Esta sucessdo veio na sequéngia do
seguinte problema: *Quantos pares de coethos serlo produzidos num ano, comegando com um 6 par, se em cada més
€300 pAT BOT3 UM DOV PR GUE L0 1OFNG Produtve 3 partin do tegundd més T Todo este probloma contidors gue o coalhos
estio permanentemente fechados num certo local & que nio ocomem mortes.

*Para tal, um individuo colaca um par de coalhos jovens num cero local rodeado por todes os kados por uma pareda.
Queremos saber guantos pares de coethos podem ser gerados, durante um ano, por esse par, assumindc que pels sua
natureza, em cada més dio origem 3 outro par de coethos, @ no segundo mis apos O NasCMento, Cada novo par pode
também gerar”,

Pigien ! e 3
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A reproducdo dos coelhos na coldnia Leonardo prosseguiu para os calculos: no primeiro
Fim do més n? | Casais adultos | Casais jovens = Total de casais mes, teremas um par de coclhos que 2 manlaci an
g =T 1 &5 1 1 segunda més, tendo em consideragdo que se trata de um
3 1 a 3 casal de coelhos jovens; no terceire més de vida dardao
3 e % 3 OFgem a um novo par, & assim teremas dols pares de
— — — — coethas; para o guarte meés O temos um par a
2. i : 2 reproduzir, o gue fard com que obtenhamo: no final

5 2 3 3 deste més, trés pares. Em relaclio ao guinto més serdo

6 3 3 8 daols, os pares de coelhos a reproduzir, © que permite

7 ] L] 13 obter cinco parcs destes animals no final deste mds,

8 g 13 21 Continuando desta forma, ele mostra gue haverd 144

e 13 21 34 pares de coelhos ao fim de um ano de vida do par de
10 21 34 55 coelhos iniclal (ver tabela). Listando a sucessdo 1, 1, 2, 3,
11 34 33 a2 5, 8, 13, 21, 34, 55, B9, 144.. na margem dos seus
12 55 &3 144 apontamentos, ele observou que cada um dos nameros

{a partir do terceiro) & obtide pela soma des daols ndmeros antecessores. Isto indur ao gue @ conhecida come Sequéncia de
Fibonaoced,

Atividade 2. A partir do que fol descrito, determiine a fomuls que define o sequéneia de Fibonaecd, ]

3. Os girassois de Fibonacci // Voo

! Talvez o caso mals notdvel do aparecimento dos pdmeros -

~de Fibonacci nas plantas esteja relacionado com a familia
! Compositoe e em particular no girassol.

Ao analisarmos as variedades mais comuns, observamos
que nos discos das flores encontram-se sementes que formarn
dois conjuntos de espirais logaritmicas, Um dos conjuntos estd
disposto no sentido dos ponteiros do reldglo (sentido negativa) @
o outro, no sentido positive, O nimero de espirais logaritmicas de cada conjunto é
diterente, mas 550 dois nimeros consecutives de Fitonacci.

Lsualmente, nos girassois mais comuns tém-se 34 & 55 espirais, Contudo,
nos giganies, esses numeras elevam-se 3 89 e 144, Nas cartas do departamentn de
The Scientific Monthly (Novembro 1951), Daniel T, 0'Cannell, um gedlogo, e sua
muther relataram ter encontrado na sua fazenda, em Yermont (EUA), um gigantesco
girassal com 144 e 333 espirais.

Fara as amantes da Literatura, um poema de Alberto Cagira,

O mew olhor & pitide como um girassol,
Tenha o cestume de andar peles estrodos
Oithando paro o direlta e paro a esquerda,

E de ver em quondo othando pora tras...

E'o gue veje a coda mamante
E aquilo gue nunco ontes ey tinha vista,
E gt sl diaF por iss6 muits berm..,

Sei ter o pasmo essencial
Oue teim Uma cAonEd 58, 00 MmIscer,
Reparasse gue nasceny devers,.,

Sinte-me roscldo o cade momenio
Para o cterna novidode do Mundo...

Creio no mundo como tm malmeguer,
Porgue & vejo, Mas ndo pease nels
Pargue pensor & nda compreender.,.
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O Mundo niio se for para pensorivos fnele
{Pensar ¢ estar doente das aihos)
Mas parg otharmos para ele e
estormos oo Goondo..,

Eu ndo tepha filosafia: tenho sentidos, ..
Se folo ng Notureza ndo € porgue smiba
i G el

ffos porquer 0 omo, & amo-o por 550,
Porgue guem ama RuRco sobe 0 que amao
Nem sabe por gue ama,
nem sabe 0 Que & amar...

Amar ¢ o eterna inocencio,
E o dnica inocdacio & nfo pengar...

|#e Fibamaced &8 Matunita - Eohursgio @
Matemanica, 14)
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5. A Sequéncia de Fibonacci e as Abelhas

Alguns fatos sobre as abelhas:

* Na colonla das abelhaz existe uma especial; a rainha.

& Hi muitas abelhas trabalhadaras que embora sejam fémeas nSo pdem ovos.

s s zangbes sio machos, Alguns deles ndo trabalham. Os machos sfo produzidos pelos ovos Infertitizades da rainha:
Assim, 54 t8m uma mae & nace tEm pat,

* Todas as fémeas sap produzidas quando a rainha acasalou com um macho e assim tém pal e mae, As fémeas geralmente
acabam como trabalhadoras, mas algumas sdo alimentadas com uma substéncia espectal, chamada jola real, que faz
com que elas se tormem rainhas. Elas estdo prontas para irem embora e formar a sua coldnia, assim gue as abelhas
construirem um enxame e deixarem a sua casa {colmeaia) 8 procura de v novo lugar para construirem o seu ninho.

s Concluimos assim, gue a5 fémeas tém dois pals @ os machos uma mae,

Atividade Of: Com base nessas informagtes, complete a tabela a seguir, com o numern de avas, bisavas, trisavos,
tetravads @ pentavos de uma abelha macho & uma abelha fEmea.
Nimera de
Pais [ Avis | Bisawds | Trisavds | Tataravds | Pantavds
Macha 1
Féimea | 2
Observacdo: Avos envolvem avids (machosh ¢ avas (fémeasl. tanto da parte do oal ouanto da parte da mde.

6. Fibonacci e a Fisica da Reflexdo Luminosa PP E— [T —
mellexiies il pussiveis
Outro fendmena em que podemos observar a presenga da sucessio de i l

Fibonacch ¢ aguele que se relacioma com o estudo das reflexdes de raios

luminoses obliquos em relagio a duas liminas de vidra dispostas face-a-face, | U m !
efetuado por Leo Maser,

Um raio refletido atravessa as duas ldminas de vidro em um e um 50 )
caminho possivel, Se um raia ¢ refletido uma 56 vez, entao existem dois trajetos | “ .
possivels para tal fato, Observando-se um par de reflexdes, entio teremos trés
caminhos, Com trés reflexbes do rafo inicial, constata-se que o ndmero de
caminhos que ele pode percorrer € cinco.

Questio 07: Tendo em consideracdo que, dado o numero de reflexies,
teremas um nimers de caminhos possiveis gue o raio se pode
deslocar, quantos serdo se a raio for refletido n vezes?

7. Fibonacci e na Probabilidade

Outro problema refacionade com o | Nomerd de Sequinglas sem “carps” consecutivas Total
cdlculo  combinatério  envolvendo  os | langamentos | | cara, K coroa) ] [l
nimeres de Fibonaccl é o caso da situacio 1 (Ch K] 2
do lancamento de uma moeda ao ar em que 2 I [CKL, (KE], (KK] 3
ge calcula o numero de sequéncias em que 3 | [EKK], (KCK), [RKC), [CKC), {KEEK) E]
ndo estejam patentes duas ou mais "caras” 4 [CKKK), [KCKK), [KKCK), (KKKCL [CKCK) |CRKC), (KEKC), ]

! [kKER)
F:HZT;E::E e resuliada 4 5 (CKEXK), (KCKEK), (KKCKK], (KEKCK), (KEKC), (CHCEX),
: ; (CKECK), (CKEKC), [KCKCK], (KCKKC), [KKCKC), (CKCRCY, | 13

ﬁ_ tabela c'_m lado lista Fudas as (KKKKK)
possiveis sequéncias para cada nimero de [

fangamentos consecutivos da moeda, Os
nimeros de Fibonaco podem ser vistos como o nomern total de sequéncias de “cara” e “coroa” para cada um dos
consecutives numeras de lancamentos efetuados indicados na primeira coluna da tabela.

Questdo D8: Se uma moeda & lancada 7 vezes 8 o resultado obtida € registrade pela crdem em gue a moeda & langada,
guantas sequencias unicas de “cara” e “corpa” s3o possivels se excluirmos os casos em gue se obtém “cara”
duas ou mais vezes na sequéncia?

Paging 4 de 4
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Atividade 03: Se, com o auxilio de um microscapio, forem observadas 233 cspirais no sentido positivo de um girassol
piganie, quianias espirais deve haver no sentido negativo dessa mesma Dor?

4. 0 retangulo de Ouro

Uim retidngulo de ouro & um retdngulo que verifica a razdo aurea, isto &, os seus lados 530 tais que o menor deles esta
para o maior, assim como o maior estd para a soma dos dois, Vejamos um exemplo:
& B em B

Ma diagrama, ABCD representa um retangulo dureo,
Tem-se que AB = 8 cm, AD = 5 cm e AB/AD = /5 =16,
& om Arazgdode AB para AD & 1,6 1.
Tendo em consideragdo a definigSo de retiangulo dureo, acima apresentada,
verifica-se para este caso particular gue os seus lados 530 tais que o mais pequeno, AD,

D C estd para o maior, AB, assim coma o maior, AB, esta para a soma de AB com AD.
. " AD AR AD AR 1%
= = — n + = - —— e W e TN
Matematicamente, & 0 MEsMo que escreve et Senda AB+AD = 13 cm, observa-se que e Em

1,62, bem praximo do valar de g,

Como construdr um retdngulo durea?
Os Gregos tinham um processo simples de construir um retdngulo dureo, Vejamos os passos necessarios para tal

processo:
& B f
1. Desenhe um gquadrado ABCD;
2, Do ponto media E do segmento DC trace um arcodeBa 2,
3, Complete o retangulo dureo AYZD.
4, 0O retidngulo ADZY & um retdngulo dureo.
] E c I

AY AF

TR niimero g7

Atividade 04: Mega AY, AB e BY. O que se pode concluir enire as razdes

Farendo mais retingulos dureos..,

21 g

55
Um retangulo de ouro pode tornar-se num guadrado e noutro retdngule aureo, Deste modo, no diagrama anterior, o
retangulo BYZC é igualmente duren, Este processo pode ser continuada repetidamente, Quando um quadrado & tragado no
interior de um retangulo d'ouro obtemos contiguamente um retangulo d'ouro, e neste Gitimo podemos tragar um quadradao
8 0 qUE resta serd uma vez mais um retangule aureo, e assim sucessivamente como podemos constatar na figura abaixo,
Mo diagrama os retdngulos sdo de 55 por 34; 34 por 21; 21 por 13; 13 por B; 2 por 5; ...

Atividade 05: Divida o lade maior pelo lado menor de cada retingule obiido nas figuras acima. Esses resultados tendem
o st aproximar de algum nimero fxo? Em caso afirmative, que nomero serin este? Além disso, qual o
relagao entre os valores informados (5, 8, 13, 21, 34, 55} com o assunto tratado neste trsbalho? (veja o ilem
2 deste estudo),

Pigima 3 cdz 5
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B. Um Problema Enig(matematico) Envolvendo Fibonacci

Agul um desafio que procura de desvendar o segredo que faz da
prova gue se segue uma prova enganadora, Tal “prova segue uma
estratégia visual que vai culminar na apresentacio de um resultado que é
um absurdo, uma vez gue leva a conclusdo de que 64 = 5.

Comegamos por considerar um quadrade de |ado de medida 8 e
dividido em quatro partes, como s observa na primeira figura,

Seguidamente Separamos estas partes e flxamo-las, de nova, todas
|untas, de modo a formar um retangulo com lados de medidas 13 e 5 (comao
a figura de balxo apresenta).

Com o gue fol dite acima, lemas umquadrado de drea gual a B4 =88
gue se transforma num retapguio de area 65 = 13.5. 1550 & um absurdo, pois
equivale a dizer que 64 = B5. F preciso desvendar o mistério que permite
chegar a tio contraditaria conclusao.,

Esta plausivel, mas falsa "prova® de uma deliberada falsa declaragio
(tais “provas” sio chamadas de sgfismos) pode ser tornada mais
"convincente” se tamarmos, em vez de um guadrado de lado de medida 8,
um guadrado cuja medida do seus lados seja um nimera de Fibonacc com
um indice suficiente grande f, , onde ¢ sabido que fi; = fi + fuo, que & a
sucessdo dos nameros de Fibanacel,

B unidades

3 unidadss
13_L|n|:| ada_s

Textos e [lustraghies baseados e adaptados de
<hupdwewow prast, e ol b/ -marc il

E Ouestio 09 (desafio): Procure desvendar o enipma acima, com base na sugestao apresentada,
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A diferenca na demostracao de interesse das turmas foi nitida. Nas turmas EM1 e
EJA onde foram aplicadas as atividades aqui sugeridas os alunos tiveram uma parti-
cipagdo muito maior e demonstraram muito mais interesse no assunto. Além disso, no
fim do trabalho o rendimento na prova escrita aplicada foi bem melhor nessas turmas

do que na turma EM2, conforme tabela e graficos a seguir.

Tabela 3: Rendimento das turmas apos avaliagao do trabalho

Rendimento r (ntimero de alunos)
Turma | Total de alunos
r<50]50<r<70|[7,0<r<90|r>90

EM1 36 0 4 21 11
EM2 35 D 15 13 2
EJA 22 0 0 5 17

70=<n<00 nz=90

Legenda: MBEM1  BEM2 HEJA

Figura 22: Grafico de rendimento ap6s avaliacao
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7 Consideracoes finais

O aprendizado da Matematica deve ter como principal objetivo contribuir na formacgao
da cidadania. A sua evolugao esta associada a insercao do individuo no mundo do
trabalho, cultura, relagoes sociais e na formacao de sua esséncia como ser.

O mercado de trabalho, por exemplo, exige profissionais atentos, criativos, poliva-
lentes. Dessa forma, a Matematica promove situagoes em que o aluno precisa exerci-
tar importantes valores como criatividade, responsabilidade, dedicacao, persisténcia e
compromisso. A Matematica em sala de aula contribui para que os alunos adquiram
habilidades interessantes para a formacao do ser social, como criatividade, iniciativa
pessoal, capacidade de trabalhar em grupos, além de técnicas para abordar e trabalhar
problemas.

Para que o aluno seja inserido no mundo da relacao social, a Matematica contri-
bui na compreensao das informacdes, pois a sua aprendizagem vai além de contar,
calcular. Permite analisar, medir e ampliar dados e célculos, compreender conceitos,
abstrair para propor hipoteses e conjecturar sobre estas. Todas essas habilidades re-
presentam relagoes importantes para o cotidiano e contribui¢oes com outras areas do
conhecimento.

Mas todo esse aprendizado vai além do enunciado de definicoes e manipulacao de
formulas, niimeros e operacoes. O modus vivend: sofreu muitas mudancas nas altimas
décadas, e a educagao naturalmente precisa se adequar, passando especialmente pela
pratica pedagogica em sala de aula. Assim, sem desmerecer as aulas expositivas e
as que envolvem manipulacao de formulas, equagoes, nimeros e letras, o ensino da
Matematica deve ceder cada vez mais espaco para o contexto historico e as aplicagoes
praticas do conceito a ser estudado. Dar mais énfase ao desenvolvimento de habilidades
ao invés do simples trabalho de cumprir contetidos.

Na proposta deste trabalho ficou claro que essa ideia tende a se verificar na pratica
pedagogica em sala de aula.

E claro que ndo se deve ir a nenhum dos extremos. Nem se limitar ao contetdo,
defninicoes e manipulacoes de exemplos e exercicios, e nem ficar buscando aplicagoes
praticas do cotidiano a tudo custo, até mesmo correndo riscos de ensinar equivocos.

O ideal é que haja um equilibrio entre os componentes da prética pedagogica no
ensino da Matematica. Isso engloba mostrar a origem das palavras, a criagao e o desen-
volvimento da Matemética, bem como os homens e mulheres que estao por tras dela, a

apresentacao de conceitos e defini¢oes (e isso envolve demonstragdes), as manipulagoes
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matematicas de formulas, equg¢oes, nimeros e resultados, além das aplicagoes, sejam
em praticas cotidianas, ou em auxilio & tecnologia ou outros campos do conhecimento.

Vale ressaltar que quanto as demonstracoes, no Ensino Médio elas servem para
justificar algumas féormulas e resultados, com o fim de convencer os alunos na base da
razao e nao da mera autoridade de professor. Assim, nao se deve demonstrar o que é
aceito sem hesitacao pelos alunos.

E valido ainda o uso de materiais concretos ou de TICs — Tecnologias de Informacao
e Comunicacao quando houver espago para tal.

Nao existe uma cartilha pronta para se obter éxito no ensino da Matematica em sala
de aula, até porque como a sociedade vem mudando de forma acelerada atualmente,
a geracao atual é a responsavel por encontrar a melhor forma de ensinar. O que se
descobre hoje poderd nao ser bem aplicavel para a proxima geragao, assim como da
geracao anterior para esta muita coisa deve ser revista e recriada. O que vale sempre
é manter o bom senso e o equilibrio entre os componentes fundamentais do ensino da

Matematica.
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