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Resumo

Nesta tese é calculada a energia gravitacional tensorial apresentada por Maluf, para o

caso de um universo homogêneo e isotrópico de Friedmann-Robertson-Walker (FRW) no

contexto do Teleparalelismo Conforme, gerando um resultado não-nulo e positivo para

um universo plano sob certas condições iniciais. As soluções das equações de campo

foram encontradas incluindo a imposição de uma equação de estado para fluido escuro

aplicado a FRW. Trabalhou-se com soluções anaĺıticas no vácuo, e com soluções numéricas

quando o universo é preenchido por um fluido perfeito conforme. No vácuo, há uma

solução particular que, quando submetida a certas condições de contorno, se comporta de

forma semelhante ao gás de Chaplygin modificado. Para o caso do universo com fluido

perfeito conforme, foi posśıvel observar que o campo escalar contribui na aceleração do

universo, sendo para o caso plano interpretado como o responsável por tal efeito; foi

também calculada a energia associada ao fluido escuro para diferentes soluções.

Palavras chaves: Gravidade Conforme, Teleparalelismo Equivalente à Relatividade

Geral, Gravidade Teleparalela Conforme, Energia Gravitacional



Abstract

In this Thesis the tensorial gravitational energy presented by Maluf is calculated, for

the case of a homogeneous isotropic Friedmann-Robertson-Walker (FRW) universe in the

context of Conformal Teleparallel Gravity, yielding a positive non-zero result for a flat

universe under certain initial conditions. The solutions of the field equations were found by

imposing an equation of state for the dark fluid applied to FRW. Both analytical solutions

in vacuum and numerical solutions when the universe is filled with a conformal perfect

fluid were studied. In vacuum, there is a particular solution which, when submitted to

certain initial conditions, behaves similarly to the modified Chaplygin gas. For the case

of the universe with conformal perfect fluid, it was possible to observe that the scalar

field contributes to the acceleration of the universe, being for the flat case interpreted as

the responsible for such effect; additionally the energy associated to the dark fluid was

calculated for different solutions .

Keywords:: Conformal Gravity, Teleparallel Equivalent of General Relativity, Con-

formal Teleparallel Gravity, Gravitational Energy
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4.5 Gráficos do parâmetro de desaceleração q(t) em função do tempo para

k = −1, 0, 1. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 94
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Introdução

A Relatividade Geral é uma teoria gravitacional desenvolvida por Einstein em 1915 [1],

que gera resultados coerentes com às observações feitas, como a radiação cósmica de fundo

[2], estruturas em grandes escalas [3], a descoberta das ondas gravitacionais em 2016 [4].

Esta teoria é suportada por dois prinćıpios básicos - o Prinćıpio da Equivalência e o

Prinćıpio da Covariância [5].

Embora a Relatividade Geral seja uma teoria já consolidada, grande parte da com-

posição do Universo não é explicada por ela, um total de 96% [6]. Esta porcentagem é

dividida entre matéria escura e energia escura, sendo esta última a maior entre elas. A

matéria escura foi deduzida inicialmente por Fritz Zwicky em 1933 [7], denominando-a

como matéria inviśıvel, a qual interage apenas gravitacionalmente em torno das galáxias.

Esta dedução foi feita a partir do cálculo das velocidades radiais de algumas galáxias. Foi

evidenciada empiricamente por Vera Coper Rubin em 1965 [8].

A energia escura foi descoberta em 1998 por dois grupos independentes - Permutter

et. al. [9] e Riess et. al. [10] - onde foi verificado que o redshift de certas supernovas era

mais baixo que o esperado, o que indicava uma expansão acelerada do Universo. Pouco

é sabido o que pode estar causando esta aceleração; é sugerido que seja uma quantidade

exótica ou fluido escuro, que exiba pressão negativa, sendo denominada de energia escura.

Assim posto, nosso foco é estudar no contexto cosmológico uma teoria alternativa à

Relatividade Geral, mas que seja capaz de reproduzir seus resultados, com possibilidade

de trazer novas soluções que possam compôr a compreensão dos questionamentos ainda

abertos, como a energia escura. Outro questionamento que é investigado no modelo

adotado nesta tese se refere à localizabilidade da energia gravitacional.

Na Relatividade Geral o problema da não-localizabilidade da energia gravitacional é

comumente relacionado ao Prinćıpio da Equivalência [11], por não permitir, para regiões

suficientemente pequenas, distinguir efeitos de referencial acelerado de efeitos de forças
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gravitacionais, dessa forma, impedindo uma definição local e não amb́ıgua de energia

gravitacional. A importância de definir uma expressão para a energia gravitacional é de

agregar conhecimento sobre o conteúdo do Universo a fim de explicar seus fenômenos, e

classificar as soluções da teoria.

Há inúmeras teorias alternativas, dentre elas a teoria do Teleparalelismo Conforme,

desenvolvida por Maluf e Faria [12]. Sua vantagem advém de que ela proporciona uma for-

mulação natural e coerente para o desenvolvimento desta tese. Sua energia gravitacional

tem uma expressão tensorial, a teoria se reduz ao Teleparalelismo Equivalente à Relati-

vidade Geral (TERG) para certas condições, e as equações de campo são invariantes por

transformações conformes devido à inclusão de um campo escalar, o qual é interpretado

por contribuir na explicação da aceleração do Universo no modelo cosmológico apresen-

tado nesta tese. Outra maneira da gravidade ser invariante por transformações conformes

é escolhendo uma Lagrangiana com o termo quadrático do tensor de Weyl [13]. Esta é

uma proposta que não foi avaliada neste trabalho por envolver termos de quarta ordem.

A expressão tensorial da energia gravitacional foi obtida no contexto do Teleparale-

lismo Equivalente a Relatividade Geral por Maluf et al [14], de maneira não amb́ıgua

e natural. Esta teoria é uma teoria gravitacional alternativa formulada na geometria de

Weitzenböck, utilizando o campo de tetradas eaµ, com torção diferente de zero e curvatura

nula.

Portanto, nesta tese é calculada a energia escura, que é a diferença entre a energia

total e a energia da matéria, para um universo homogêneo e isotrópico de Friedmann-

Robertson-Walker utilizando soluções numéricas na teoria do Teleparalelismo Conforme,

acrescido de uma equação de estado para fluido escuro. Esta teoria dá significado para a

energia escura, uma vez que no contexto do Teleparalelismo Equivalente à Relatividade

Geral para um universo plano, é nula [15] a diferença entre a energia total e a energia

da matéria, ao contrário do resultado obtido no Teleparalelismo Conforme. Também

são resolvidas as equações de campo, o que possibilita identificar como fluidos comuns e

variáveis do modelo se comportam em função do tempo.

A tese está organizada da seguinte forma: No capitulo 1 - É feita uma breve revisão

da Relatividade Geral, com seu formalismo e uma abordagem sobre cosmologia. No

caṕıtulo 2 - É introduzida a teoria do Teleparalelismo Equivalente à Relatividade Geral,

suas equações de campo. É comentado sobre as transformações conformes e a teoria

2



de Weyl, e é introduzido o Teleparalelismo Conforme para o tensor Momento-Energia

da matéria T µν = 0. No caṕıtulo 3 - É discutido o problema da não-localizabilidade

da energia gravitacional e apresentadas algumas propostas para a expressão da energia

gravitacional, em particular a energia gravitacional do TERG, com T µν 6= 0. No caṕıtulo

4 - São mostrados os cálculos, resultados e discussões das soluções obtidas das equações

de campo do Teleparalelismo Conforme para um T µν representando um fluido conforme,

bem como solução numérica para a energia escura. Na sequência, a conclusão.

A notação utilizada para as coordenadas no espaço-tempo será com letras gregas

µ, ν, σ, ρ, ... e ind́ıces SO(3,1) com letras latinas a, b, c, ... que vão de 0 a 3. Quando a

escrita de ı́ndices estiver entre parênteses, como (0), (i), significa que se refere ao espaço

tangente e não ao espaço f́ısico. É adotado também que G = c = 1 e a assinatura da

métrica é (−,+,+,+).
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Caṕıtulo 1

Gravitação

A F́ısica teve seus primeiros conhecimentos concretizados sistematicamente com Isaac

Newton (1642-1727), abordados em seu livro Philosophiae Naturalis Principia Mathema-

tica, em 1686 [1]. Dentre as demais contribuições, Newton elaborou as Leis de Movimento

e a Lei Universal da Gravitação, onde é definido que a força que atua sobre dois corpos

é proporcional ao produto de suas massas pela distância quadrada que há entre elas. Foi

assim a primeira teoria de gravitação, aplicada para explicar as leis emṕıricas de Kepler.

Anos mais tarde, em 1915, Einstein publica uma nova teoria gravitacional, a Teoria

da Relatividade Geral (TRG). Constrúıda com uma linguagem tensorial, que reproduz os

resultados da Mecânica Newtoniana, sendo esta seu limite não-relativ́ıstico. Além disso,

ocasionou descobertas relevantes como as soluções descrevendo um universo não-estático,

buracos negros e ondas gravitacionais. Entretanto, a gravitação Newtoniana é ainda

utilizada para descrever em grande parte a mecânica planetária e de satélites.

Após a construção da Relatividade Geral, no século XX, começaram a surgir teorias

alternativas de Gravitação, que têm como base a TRG. As motivações para essas propostas

são a unificação do Eletromagnetismo com a Gravitação, a busca pela explicação da

expansão acelerada do Universo e o desenvolvimento de uma teoria compat́ıvel com a

teoria quântica. Estes são tópicos ativamente estudados nos dias atuais.

Esta tese segue a linha de uma teoria gravitacional alternativa e que portanto, nas

seções e caṕıtulos subsequentes serão apresentadas brevemente a teoria da Relatividade

Geral e algumas das teorias alternativas importantes para o resultado final deste trabalho.

4



Figura 1.1: Representação de um ponto P numa variedade M em dois sistemas de coor-
denadas: x e x′1.

1.1 Notação Tensorial

Neste trabalho será adotado o somatório de Einstein sobre os ı́ndices que se repetem,

AiB
i =

i=n∑
i=0

AiB
i, (1.1)

onde n é a dimensão do espaço.

Seja um ponto P numa variedade M identificado em um sistema de coordenadas

x através de suas coordenadas xµ e em um sistema de coordenadas x′ através de suas

coordenadas x′µ, conforme ilustra a Figura 1.1. A relação entre esses dois sistemas é dada

por x′µ = x′µ(xν). No caso geral, a transformação da derivada é dada por

∂

∂x′µ
=
∂xν

∂x′µ
∂

∂xν
. (1.2)

A derivada faz parte de um conjunto de objetos geométricos que obedecem a uma lei

de transformação de sistema de coordenadas. Destes, três deles serão destacados aqui:

os vetores contravariantes, os vetores covariantes e os tensores. Os vetores contravarian-

tes são vetores que por convenção são escritos com os ı́ndices levantados e obedecem à

transformação

V ′µ =
∂x′µ

∂xν
V ν . (1.3)

Os vetores covariantes são os vetores escritos com ı́ndices abaixados e se transformam da

forma

W ′
µ =

∂xν

∂x′µ
Wν . (1.4)

Vetores são um tipo especial de tensor, denominados tensores de ordem um.

Tensor é um objeto geométrico que possui n ı́ndices contravariantes T µ1µ2...µn ou m

1Figura feita pela autora deste trabalho.
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ı́ndices covariantes Tµ1µ2...µn , ou ainda n ı́ndices contravariantes e m ı́ndices covariantes

T µ1µ2...µnν1ν2...νn , denominados tensores mistos do tipo (n,m). Por exemplo, um tensor

Aµνρ é um tensor de terceira ordem do tipo (2,1), o que significa que ele tem dois ı́ndices

contravariantes e um ı́ndice covariante. O tensor Bαρβ é um tensor do tipo (3,0) , ou seja,

que possui três ı́ndices contravariantes, e o tensor Cabcd é um tensor do tipo (0,4), ou seja,

que possui quatro ı́ndices covariantes.

Para uma quantidade ser considerada como um tensor ela deve obedecer à lei de

transformação geral dos tensores, que é dada pela expressão,

T
′µ1µ2...µn

ν1ν2...νn
=
∂x′µ1

∂xρ1
∂x′µ2

∂xρ2
...
∂x′µn

∂xρn
∂xσ1

∂x′ν1
∂xσ2

∂x′ν2
...
∂xσn

∂x′νn
T ρ1ρ2...ρnσ1σ2...σn . (1.5)

Tensores de ordem zero são os escalares ou invariantes. Invariantes podem ser ob-

tidos pela contração dos ı́ndices, isto é, ı́ndices contravariantes com ı́ndices covariantes,

como por exemplo T µµ = T . A importância das equações no contexto relativ́ıstico serem

tensoriais se deve ao fato de que expressões tensoriais não se alteram com mudança de

coordenadas, ou seja, são covariantes por transformações de coordenadas, dando assim um

significado f́ısico ao cálculo. Para mais detalhes sobre as operações tensoriais, a referência

[16] pode ser consultada.

1.2 Relatividade Geral

A teoria da Relatividade Geral foi desenvolvida por Einstein em 1915. Einstein nasceu

em 14 de Março de 1879 em Ulm, Alemanha, e faleceu em 18 de Abril de 1955 em Prin-

ceton, Estados Unidos [1]. Além da TRG, desenvolveu também a Teoria da Relatividade

Restrita em 1905, ganhou o prêmio Nobel pelo Efeito Fotoelétrico em 1921 [17], explicou

o Movimento Browniano e trabalhou com F́ısica Quântica [1].

A Relatividade Restrita ou Especial trata-se do aperfeiçoamento da F́ısica Clássica,

com destaque em alguns pontos culminantes. (i) - Devido a invariância das Equações

de Maxwell por meio das Transformações de Lorentz, postulou-se que todas as equações

f́ısicas devem ser covariantes por tais transformações. (ii) - Valor constante para a ve-

locidade da luz (c). (iii) - Equivalência entre massa e energia. (iv) - Simultaneidade é

relativa e dependente do sistema referencial, como dito por Einstein [18]. Contudo, esta
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teoria não é adequada para descrever a ação de um forte campo gravitacional.

Com essa limitação, Einstein formulou uma nova teoria para abranger esses campos,

que é a Teoria da Relatividade Geral. Ele fundamentou esta teoria com o Prinćıpio da

Equivalência o qual afirma que localmente as leis da Relatividade Restrita são válidas,

e que um campo gravitacional não pode ser distinguido de um referencial acelerado ou

não-inercial, sustentando a igualdade entre as massas inerciais e massas gravitacionais. A

TRG também segue o Prinćıpio de Covariância, o qual afirma que as Leis F́ısicas devem

ser invariantes por transformações de coordenadas [1; 18; 19; 5].

Há testes que corroboram esta teoria citados por [20; 21], alguns deles são: o desloca-

mento do periélio de Mercúrio, a deflexão da luz, perda de energia de pulsares binários,

lentes gravitacionais e existência de ondas gravitacionais, sendo este último confirmado

recentemente pelo projeto LIGO (Laser Interferometer Gravitational-Wave Observatory)

[4], inclusive o prêmio Nobel de 2017 foi para Rainer Weiss, Barry C. Barish e Kip

S. Thorne [22], pela sua contribuição para a detecção de ondas gravitacionais. A con-

firmação das ondas gravitacionais é algo que a comunidade cient́ıfica esperava e que agora

abre possibilidades para investigar o regime gravitacional de campo forte [23]. Com a

confirmação da existência das ondas gravitacionais, a dúvida quanto a se essas ondas

podem transportar energia é levantada novamente.

1.2.1 O Formalismo da Relatividade Geral

O espaço-tempo na Relatividade Geral, bem como na Relatividade Restrita, pode ser

descrito localmente usando coordenadas cartesianas, sendo uma coordenada temporal e

três coordenadas espaciais. Geralmente a coordenada temporal corresponde ao primeiro

ı́ndice, quando os ı́ndices variam de 0 a 3, xµ = (x0, x1, x2, x3), ou ao último ı́ndice quando

variam de 1 a 4, xµ = (x1, x2, x3, x4).

Na Relatividade Geral a geometria do espaço-tempo é curva, definida pelo tensor

métrico gµν . Num espaço plano, denominado espaço de Minkowski, o tensor métrico é

definido por ηµν . Em coordenadas cartesianas é representado pela matriz 4x4,
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ηµν =


−1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

.

As componentes do tensor métrico gµν são dadas a partir do conhecimento do elemento

de linha (ds2), comumente referido somente como métrica, que é a distância infinitesimal

entre dois pontos no espaço-tempo

ds2 = gµνdx
µdxν .

Toda métrica possui uma assinatura, que é dada pela quantidade de sinais negativos

(−) e sinais positivos (+) que há na diagonal principal da matriz. No caso de Minkowski

o elemento de linha é descrito por ds2 = ηµνdx
µdxν , na forma estendida em coordenadas

cartesianas

ds2 = −dt2 + dx2 + dy2 + dz2,

com assinatura (−,+,+,+). Com o conhecimento da assinatura da matriz pode-se referir

a uma métrica como Euclidiana ou Riemaniana se todos os sinais da assinatura forem

positivos (+,+,+,+), ou como métrica Lorentziana ou pseudo-Riemanniana em caso de

haver ao menos um sinal diferente, como acontece na métrica de Minkowski. Esta é a

métrica utilizada na Relatividade Restrita.

O tensor métrico é um tensor simétrico, ou seja gµν = gνµ, cujo determinante é repre-

sentado por g. Define-se a inversa do tensor métrico como o tensor gµν , também simétrico,

tal que

gµνgνρ = gσρg
σµ = δµρ.

Em caso de mudança de coordenadas, como visto na seção 1.1, o tensor métrico, sendo

do tipo (0,2), obedece a lei de transformação,

gµ′ν′ =
∂xσ

∂x′µ
∂xρ

∂x′ν
gσρ,

válida para qualquer tensor covariante de segunda ordem.

Existem sistemas de coordenadas para os quais em um dado ponto p, a métrica é

igual a métrica de Minkowski e a primeira derivada do tensor métrico é nula,
∂gµν(p)

∂xρ
= 0.
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Tais coordenadas são denominadas coordenadas localmente inerciais. A existência delas é

relevante por viabilizar o Prinćıpio de Equivalência de Einstein que garante que a F́ısica

seja localmente a F́ısica da Relatividade Especial, uma vez que localmente a métrica é

Minkowski.

Na TRG é fundamental que as equações sejam tensoriais. Como as equações geral-

mente possuem derivadas, deve-se optar por uma nova definição de derivada, as derivadas

covariantes (∇α), as quais preservam a natureza tensorial, ao contrário das derivadas

parciais ∂x. A derivada covariante atua nos tensores covariantes e contravariantes da

forma

∇αA
β = ∂αA

β + ΓβαρV
ρ, (1.6)

∇αBβ = ∂αBβ − ΓραβBρ, (1.7)

∇αT
β1...βn

δ1...δm
=
∂T β1...βnδ1...δm

∂xα
+
∑
i

Γβ1αρT
ρβ2...βn

δ1...δm
−
∑

Γραδ1T
β1...βn

ρδ2...δm
, (1.8)

onde Γβαρ é um objeto não-tensorial, denominado conexão. Um outro modo de identificá-

la é através da notação (; ), assim, ∇αA
β = Aβ;α.

Ao impôr a uma conexão que seus ı́ndices sejam simétricos, Γαρσ = Γασρ, e que a

derivada covariante da métrica seja nula, ∇αgµν = 0, é posśıvel construir com o tensor

métrico os chamados Śımbolos de Christoffel,◦Γαρσ,

◦Γαρσ =
1

2
gαλ(∂ρgσλ + ∂σgλρ − ∂λgρσ). (1.9)

Uma caracteŕıstica fundamental da TRG é sua escolha de conexão, os Śımbolos de Chris-

toffel. Todas as quantidades que dependem dos Śımbolos de Christoffell serão denotadas

com um (◦).

As conexões assumem papel importante na definição de certas quantidades tensoriais,

como é o caso do tensor curvatura, denominado tensor de Riemann, Rρ
αβσ,

Rρ
αβσ = ∂βΓρσα − ∂σΓρβα + ΓρβνΓ

ν
σα − ΓρσνΓ

ν
βα, (1.10)

escrito também como Rρ
αβσ = gρλ(Rλαβσ). A definição de tensor curvatura 1.10 é válida

para qualquer conexão. Este tensor obededece à identidade de Bianchi 1.11 e às simetrias
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1.12 e 1.13,

∇λRσναβ +∇βRσνλα +∇αRσνβλ = 0, (1.11)

Rλαβσ +Rλβσα +Rλσαβ = 0, (1.12)

Rλαβσ = Rβσλα = −Rλασβ = −Rαλβσ. (1.13)

O tensor de Riemann guarda as propriedades geométricas do espaço-tempo, e dele derivam-

se o tensor de Ricci Rασ = Rρ
αρσ que é simétrico e o escalar de Ricci (ou escalar de curva-

tura) R = gασRασ = Rα
α, que são usados nas equações de campo da TRG. Dessa forma,

pelo tensor de Riemann atribui-se curvatura ao espaço-tempo no âmbito da Relatividade

Geral. Em particular na métrica de Minkowski o tensor curvatura é nulo em coordenadas

cartesianas, sendo assim, tal sistema de coordenadas define uma variedade plana.

Um corpo em queda livre na TRG percorre trajetórias denominadas geodésicas. Uma

geodésica é definida como a curva de menor distância entre dois pontos. Esta trajetória

é representada por uma curva paramétrica xµ(λ), a qual obedece a equação 1.14, que se

chama equação da geodésica,

d2xµ

dλ2
+ Γµρσ

dxρ

dλ

dxσ

dλ
= 0, (1.14)

onde xµ a coordenada da trajetória, λ o parâmetro da curva e Γµρσ a conexão. Observa-se

que para o caso da TRG a conexão contém as informações da geometria do espaço-tempo

através do tensor métrico gµν impĺıcito na sua definição 1.9. Na escolha de um sistema de

coordenadas cartesianas para o espaço plano, a conexão é nula Γµρσ = 0, o que implica

que o percurso que uma part́ıcula percorre em 1.14 é uma reta, condizente com o que se

espera na Relatividade Especial.

De posse dos conceitos básicos da Relatividade Geral, pode-se introduzir as equações

de campo desta teoria.

1.2.2 Equações de Einstein

As equações de campo da teoria geral de Einstein foram constrúıdas a fim de estabelecer

uma relação entre a geometria do espaço-tempo e seu conteúdo de matéria. Uma exigência

da teoria TRG é que a conexão entre elas seja feita por meio de equações covariantes, de
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acordo com o prinćıpio estabelecido. Assim a expressão apresentada por Einstein é dada

por

Gµν = 8πTµν , (1.15)

onde Gµν é o tensor de Einstein, definido por Gµν ≡ ◦Rµν − 1
2
◦Rgµν (sendo que o tensor

de Ricci e o escalar de Ricci são calculados a partir dos Śımbolos de Christoffell). Es-

tas equações são um acoplamento entre geometria e matéria, que determina o efeito de

interação entre elas. O lado esquerdo das equações 1.15 guarda as informações da geome-

tria do espaço-tempo pelas quantidades tensor métrico, tensor de Ricci e escalar de Ricci.

No lado direito estão as informações da matéria contidas no tensor Momento-Energia da

matéria Tµν .

Uma forma usual de encontrar as equações de campo dá-se por meio da escolha de

uma densidade de Lagrangiana L introduzida na ação S =
∫
Ld4x e aplica-se o Prinćıpio

de Mı́nima Ação δS = 0.

Em 1915, David Hilbert propõe uma ação, conhecida como ação de Hilbert-Einstein,

SHE =

∫
◦R
√
−gd4x, (1.16)

onde ◦R é o escalar de Ricci e o termo
√
−gd4x é o elemento de volume para o espaço-

tempo com g = det(gµν ). O escalar de curvatura ◦R foi escolhido por ser um invariante da

teoria e gerar equações de segunda ordem. A variação desta ação com respeito à inversa

do tensor métrico, gµν , exige pelo Prinćıpio de Mı́nima Ação que δSHE = 0. Depois de

variar a ação, obtêm-se as equações de Einstein para o vácuo,

◦Rµν −
1

2
◦Rgµν = 0.

Para soluções com matéria é adicionada uma fonte do tipo LM , onde a ação geral torna-se

igual a

S =

∫ (
1

2k
◦R + LM

)√
−gd4x. (1.17)

O termo k =
(

1
16π

)
é adicionado para que no limite retorne a F́ısica Gravitacional de

Newton. Ao variar LM com respeito ao tensor métrico gµν gera-se o Tensor Momento-

Energia dos campos de matéria, Tµν , que atua como fonte nas equações de Einstein 1.15,

assim como as cargas elétricas são fontes nas equações de campo eletromagnético. Para
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maiores detalhes da demonstração das equações de Einstein recomendam-se as referências

[5; 21; 24; 25].

1.2.3 Tensor Momento-Energia T µν

O tensor Momento-Energia T µν é a quantidade que guarda todas as informações da

matéria contida no espaço-tempo, sendo responsável por deformar e determinar a geo-

metria do espaço-tempo.

T µν é um tensor simétrico, T µν = T νµ, de ordem 2. A componente temporal T 00

descreve a densidade de massa-energia ρ, as componentes espaciais diagonais T ii as com-

ponentes da pressão, as componentes espaciais não diagonais T ij são os termos de cisa-

lhamento, as componentes tempo-espaço T 0i o fluxo da energia e as componentes espaço-

tempo T i0 a densidade do momento [26].

Este tensor obedece à Lei de Conservação, ∇ρT
σρ = 0. Na sua forma estendida,

∂ρT
σρ + ΓσγρT

γρ + ΓργρT
σγ = 0. (1.18)

Suponha o caso espećıfico em que a distribuição de matéria possa ser atribúıda como

um fluido2 perfeito. O fluido perfeito é caracterizado apenas pela densidade de energia e

pressão, ou seja, “ um fluido que não tem condução de calor e viscosidade” [27; 26]. Sua

forma é expressa como,

Tµν = (ρ+ p)UµUν + pgµν , (1.19)

sendo Uµ a quadri-velocidade do fluido. A relação entre as quantidades ρ e p é descrita

pela Equação de Estado, p = p(ρ). Para o caso do fluido perfeito, a Equação de Estado é

da forma,

p = ωρ, (1.20)

o que possibilita estudar diversos tipos de fluidos, ω é o fator de proporcionalidade cons-

tante no tempo. Por exemplo, para poeira a pressão é nula, o que implica ω = 0 e o

2Para Shutz: “ Fluido é um tipo especial de cont́ınuo. Um cont́ınuo é uma coleção de part́ıculas
tão numerosas que a dinâmica das part́ıculas individuais não podem ser seguidas, deixando somente a
descrição da coleção em termos da quantidade ‘média’: número de part́ıculas por unidade de volume,
densidade de energia, densidade de momento, pressão, temperatura, etc.” [27]
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Tµν (FluidoPerfeito)
=


ρ 0 0 0
0 p 0 0
0 0 p 0
0 0 0 p

, Tµν (Poeira)
=


ρ 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

,

(a) (b)

Tµν (Radiação)
=


ρ 0 0 0
0 1

3
ρ 0 0

0 0 1
3
ρ 0

0 0 0 1
3
ρ

, Tµν (Vácuo)
=


ρ 0 0 0
0 −ρv 0 0
0 0 −ρv 0
0 0 0 −ρv

.

(c) (d)

Tabela 1.1: Tensor Momento-Energia para (a) um fluido perfeito geral, (b) poeira, p = 0,
(c) radiação, p = 1

3
ρ, (d) vácuo, p = −ρv.

tensor Momento-Energia representado apenas por Tµν = ρUµUν . Para radiação ω = 1
3

e

para o vácuo p = −ρv, onde neste caso ρv é a energia do vácuo e portanto ω = −1. As

matrizes abaixo ilustram esses exemplos [5; 28].

1.3 Cosmologia

Um dos anseios primordiais da humanidade é saber a origem de tudo. Nisto consiste a

Cosmologia, a busca pelo conhecimento de como foi a origem do Universo e como há de ser

sua evolução, será ela eterna ou chegará a um fim? Assim, a F́ısica com suas leis visam

interpretar, compreender e propor matematicamente a suposta dinâmica deste “único”

Universo com tudo o que nele contém.

Embora seja uma área de estudo antigúıssima, a cosmologia considerada nos dias atuais

surge em 1929, com a Lei de Hubble [21]. Deixando a crença do Universo estático para es-

tudar o Universo em expansão. Há diversos estudos com modelos cosmológicos, como por

exemplo Friedmann-Robertson-Walker, De Sitter, Schwarzschild, Reissner-Nordström,

Kerr-Newmann, Gödel, Kerr e os atuais modelos de gravidade que propõem uma Lagran-

giana mais geral [5; 21]. O fundamento primário destes modelos se baseiam no Prinćıpio

Cosmológico ou Prinćıpio de Copérnico, o qual sustenta a noção de homogeneidade e

isotropia do Universo em grandes escalas, não sendo a Terra ou qualquer corpo celeste

privilegiado num ponto preferencial, prevalecendo em todas as direções do Universo as

mesmas propriedades.
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Friedmann-Robertson-Walker

A métrica de Friedmann-Robertson-Walker (FRW) possui as propriedades de homogenei-

dade e isotropia, proposta por Howard Robertson e Arthur Walker em 1934 [21]. Em

coordenadas esféricas é igual a

ds2 = −dt2 + a2(t)

[
dr2

1− kr2
+ r2dθ2 + r2 sin2 θdφ2

]
, (1.21)

onde a(t) é denominado fator de escala e k o parâmetro de curvatura do espaço-tempo,

com k = −1 para um universo aberto; k = +1 para um universo fechado e k = 0 para

um universo plano. Note que a(t) será escrito apenas como a.

Utilizando a métrica de FRW com o tensor Momento-Energia para um fluido perfeito

com um observador cuja 4-velocidade é igual a Uµ = (1, 0, 0, 0), as componentes do tensor

de Einstein 1.15 e tensor Momento-Energia 1.19 são

G00 =
3

a2
(ȧ2 + k),

G11 = − 1

1− kr2
(2äa+ ȧ2 + k),

G22 = −r2(2äa+ ȧ2 + k),

G33 = −r2 sin2 θ(2äa+ ȧ2 + k).

T00 = ρ,

T11 = p

(
a2

1− kr2

)
,

T22 = pa2r2,

T33 = pa2r2 sin2 θ.

Em seguida substituem-as nas equações de Einstein, e as equações obtidas 1.22 e 1.23 são

denominadas Equações de Friedmann, com a densidade de energia dependente do tempo,

ρ(t), bem como a pressão, p(t). A primeira equação se refere à coordenada temporal e a

segunda equação às coordenadas espaciais. O resultado das componentes Tii são iguais e

para as componentes do tensor Tij com i 6= j são nulas.
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3

a2
(ȧ2 + k) = 8πρ, (1.22)

2
ä

a
+

1

a2
(ȧ2 + k) = −8πp. (1.23)

Substituindo 1.22 em 1.23 e reescrevendo-as em termos de ȧ e ä,

(
ȧ

a

)2

=
8πρ

3
− k

a2
, (1.24)

ä

a
= −4π

3
(ρ+ 3p). (1.25)

Aleksandr Friedmann (1888-1925) as encontrou em 1922. Sua solução foi a primeira

a mostrar um universo não estático a partir da equação 1.24, caso ȧ 6= 0, e com possibi-

lidade de estar acelerando através da equação 1.25, se ä 6= 0 [29]. Anos depois, em 1927

Georges Lemâıtre também as derivou independentemente [21]. Nas referências [30; 21],

são mostrados alguns casos de soluções para o fator de escala.

Einstein, como era o pensamento da época, esperava que o Universo fosse estático.

Decepcionado com o resultado das equações, introduziu uma constante nas suas equações

para ’frear’ o Universo e corrigir tal fenômeno, denominada Constante Cosmológica, Λ.

A ação de Hilbert-Einstein teria então a forma,

SEH =

∫
(◦R− 2Λ + LM)

√
−gd4x.

Derivando esta ação com respeito a gµν e aplicando o Prinćıpio de Mı́nima Ação, as

equações de campo com a Constante Cosmológica são expressas por

Gµν + gµνΛ = 8πTµν , (1.26)

o que resulta nas Equações de Friedmann iguais a

3

a2
(ȧ2 + k)− Λ = 8πρ, (1.27)

2
ä

a
+

1

a2
(ȧ2 + k)− Λ = −8πp. (1.28)

Este modelo de universo com o valor de Λ positivo, escolhida de forma a produzir uma
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solução estática, é denominado universo de Einstein. Ao contrário deste, o universo de

Friedmann-Lemmâıtre não requer uma escolha para o valor de Λ, apenas que seja positiva

[21].

Em 1929 Edwin Hubble comprovou observacionalmente que o universo realmente está

sofrendo uma expansão [31]. Estas observações tornaram um marco histórico na Cos-

mologia. Deste acontecimento foram definidos novos parâmetros cosmológicos que serão

citados abaixo.

O parâmetro de Hubble, H(t),

H(t) =
ȧ

a
, (1.29)

definido em termos do fator de escala e da sua derivada mede o quanto o Universo expande.

O parâmetro de desaceleração, q(t),

q(t) = −aä
ȧ2
. (1.30)

A constante de Hubble, H0,

H0 =
ȧ(t = 0)

a(t = 0)
, (1.31)

que é um parâmetro cosmológico que indica a taxa de expansão do universo no tempo

presente. Atualmente H0 = 73, 2 km/sec/megaparsec [32]. A Lei de Hubble

v = H(t)r, (1.32)

onde r é a distância da Galáxia até nós, H(t) o parâmetro de Hubble e v a velocidade da

Galáxia. O parâmetro de Densidade, Ω,

Ω =
8π

3H2
ρ =

ρ

ρc
, (1.33)

sendo ρc a densidade cŕıtica definida por ρc = 3H2

8π
. Onde a soma do parâmetro de

Densidade total é dado pela soma de todas as formas de contribuições,

1 = Ωm + Ωr + Ωk + ΩΛ. (1.34)

Ao substituir a constante de Hubble, a densidade de energia ρ → ρ0, o parâmetro de

Densidade Ω → Ω0 e considerar o fator de escala igual a 1, encontra-se na Equação de
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Friedmann 1.22,

3ȧ2

a2
+

3k

a2
= 8πρ,

k = H2
0 (Ω0 − 1).

Disto, segue que para um universo aberto Ω0 < 1, com k = −1. Para um universo fechado

Ω0 > 1, com k = +1 e para um universo plano Ω0 = 1, com k = 0. Para este caso, o

modelo que contém k = 0 é chamado universo de Einstein-de Sitter [21].

De acordo com [6], somente 4% do conteúdo total do Universo é conhecido, com 96%

a descobrir. Destes, Ωmatéria bariônica ' 0.04, Ωradiação ' 5.10−5, Ωmatéria escura ' 0.26,

Ωenergia escura ' 0.7. O procedimento destes cálculos é feito a partir da expressão do

parâmetro de Densidade calculado separadamente para cada conteúdo de matéria presente

no Universo, com os valores dos outros parâmetros cosmológicos. Por exemplo, para

matéria bariônica se calcula como Ωm =
ρm
ρc

e para radiação Ωr =
ρr
ρc

.

A densidade de matéria é encontrada a partir do cálculo das componentes da Lei de

conservação (1.18). Disto, é encontrada a Equação da Continuidade,

∂0ρ+
3ȧ

a
(ρ+ p) = 0, (1.35)

que pode ser reescrita como,

∂0ρ+
3ȧ

a
(ρ+ p) = 0,

1

a3
∂0(ρa3) + 3

ȧ

a
p = 0,

1

a3
∂0(ρa3) = −3

ȧ

a
p.

Há dois modos de resolver esta equação. Primeiro, resolvendo para um contexto geral

de ω, equação 1.20. Segundo, substituindo o valor de p conforme o modelo de universo

escolhido, de acordo com o valor de ω na Equação de Estado.

Exemplo - Para um caso de universo com poeira, onde não há pressão, então, ω = 0

na Equação de Estado. Assim,
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∂0(ρa3) = 0∫
∂0(ρa3)dt = 0

ρma
3 = cte

ρm ∝ a−3.

A expressão para ω geral encontrada a partir da Equação da Continuidade é ρ ∝ a−3(1+ω).

É imediato verificar que quando substitúıdo o valor de ω = 0, obtém-se o resultado do

exemplo acima.

De Sitter

Supondo a métrica de Friedmann-Robertson-Walker, para uma densidade constante ρ0, e

k = 0, a primeira equação de Friedmann 1.27 se torna igual a,

3

a2
(ȧ2 + k)− Λ = 8πρ0

ȧ2

a2
=

8πρ0

3
+

Λ

3

ȧ

a
=

√
8πρ0

3
+

Λ

3
. (1.36)

Posto que todos os termos do lado direito desta equação é constante, a integração é direta,

∫
1

a

da

dt
dt =

∫ √
8πρ0

3
+

Λ

3
dt

ln a =

(√
8πρ0

3
+

Λ

3

)
t+ ln a0

a = a0e


√√√√8πρ0

3
+

Λ

3

t
. (1.37)

Pela definição do parâmetro de Hubble,

H =
ȧ

a
=

√
8πρ0

3
+

Λ

3
,

pode-se escrever,

a(t) = a0e
Ht. (1.38)
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Esta solução foi derivada por Willem de Sitter em 1917. Ao substituir esta solução na

métrica 1.21 para um universo plano, obtém-se a métrica de De Sitter

ds2 = −dt2 + e2Ht
[
dr2 + r2dθ2 + r2 sin2 θdφ2

]
, (1.39)

cujo universo se expande exponencialmente. A diferença entre o universo de De Sitter e o

anti-de Sitter é o sinal do Λ. No universo de De Sitter Λ é positivo, no universo de Anti-de

Sitter o Λ é negativo [21], com Λ associado à energia escura. O modelo Anti-de Sitter é

utilizado na correspondência AdS/CFT que relaciona uma Teoria de Campo Conforme

com Gravidade Quântica [33].
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Caṕıtulo 2

Gravidade Teleparalela

A teoria primordial da gravitação (Relatividade Geral) é escrita no espaço de Riemann

através do tensor métrico gµν e da conexão dos Śımbolos de Christoffel ◦Γ. Neste espaço

Riemanniano também é posśıvel escrever a Relatividade Geral em termos dos campos de

tetrada eaµ. Assim é definida a geometria da gravidade de Einstein. Outras teorias da

gravitação, podem ser escritas ainda nesse ou noutros espaços, como é o caso das teorias

teleparalelas.

A teoria Teleparalela ou simplesmente Teleparalelismo é uma vertente pensada ori-

ginalmente por Einstein e desenvolvida entre os anos 1928 e 1932 com base no conceito

de “Fern-parallelismus” ou Paralelismo à Distância, no intuito de unificar uma teoria de

campo gravitacional com a teoria eletromagnética [34; 35; 36; 37]. Paralelismo à Distância

é um tipo de geometria que permite dois vetores em pontos diferentes serem comparados

tanto em seus módulos quanto em suas direções, ao contrário da geometria Riemanniana,

na qual é posśıvel apenas a comparação entre seus módulos. Por exemplo, seja VA um

vetor no ponto A e VB um vetor no ponto B. A fim de compará-los, na geometria Rieman-

niana é feito um deslocamento do vetor VB até o vetor VA através do transporte paralelo,

dependendo do caminho que este vetor é transportado sua direção final pode ser diferente,

sem modificar seu comprimento. Isso o impede de ser comparado quanto à sua direção.

No Paralelismo à Distância existem tetradas em cada ponto do espaço-tempo, tetradas

consistem num conjunto de quatro vetores ortogonais e unitários, assim, não é necessário

deslocar o vetor VB até o vetor VA, sendo apenas necessário observar se as componentes

das tetradas do vetor VA são iguais as do vetor VB, caso a resposta seja afirmativa, então
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diz-se que eles são iguais em direção e módulo [37].

Depois da proposta Paralelismo à Distância de Einstein, outras teorias desse tipo foram

sendo obtidas. Uma delas é o objeto de estudo deste caṕıtulo, a teoria Teleparalelismo

Equivalente à Relatividade Geral (TERG), uma formulação alternativa.

2.1 Teleparalelismo Equivalente à Relatividade Geral

O Teleparalelismo Equivalente à Relatividade Geral é uma teoria gravitacional alternativa,

formulada no espaço de Weitzenböck em termos dos campos de tetradas eaµ e da conexão

de spin ωµab. A conexão de Weitzenböck Γ definida em 2.16, tem torção não nula e

curvatura zero. Por se tratar de uma outra geometria espera-se que além de produzir

resultados da Relatividade Geral devido sua equivalência, possa propor explicações para

fenômenos ainda sem explicação no Universo, como Jamil et. al. [38], o qual explica

que matéria escura pode ser um efeito da torção no espaço-tempo. No entanto, já é

posśıvel encontrar resultados imediatos desta teoria, como é o caso da definição da energia

gravitacional, momento e momento-angular, encontrados de forma natural e covariantes.

2.1.1 Tetradas

Dado xµ ser considerado uma coordenada do espaço-tempo, onde µ assume os valores

µ = (0, 1, 2, 3) então a base que descreve um espaço tangente neste sistema de referência

são todos os vetores que se associam com essas coordenadas, na forma

∂µ =
∂

∂xµ
. (2.1)

Seja {ea} uma base ortonormal do espaço vetorial. Para constrúı-la vamos definir a matriz

e µ
a , cujos elementos correspondem às componentes dos vetores ea na base de coordenada

curva ∂µ, por

ea = e µ
a ∂µ. (2.2)

Comumente {ea} são conhecidas como tetradas. O termo tetrada significa um conjunto

de quatro vetores ortonormais {e0, e1, e2, e3}. Se ao invés de tetradas tivéssemos uma

tŕıade, então seria um conjunto de três vetores, dando a entender o racioćınio de porque
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o número quatro. Vierbein é o termo alemão para tetrada.

A relação de ortonormalidade que caracteriza o conceito de tetrada é expressa por

ηab = gµνe
µ
a e

ν
b , (2.3)

que pode ser reescrita em termos do tensor métrico gµν da forma

gµν = ηabe
a
µe
b
ν . (2.4)

A condição de ortonormalidade das tetradas é preservada pelas transformações de Lorentz

Λ a
a′ , que levam uma tetrada {ea} para outra tetrada {ea′}. É importante ressaltar que

as transformações de Lorentz preservam a métrica de Minkowski por definição, conforme

a equação

Λ b
a′ Λ d

c′ ηbd = ηa′c′ , (2.5)

da forma que, ao aplicar a transformação de Lorentz para a tetrada e µ
a obtém-se

e µ
a′ = Λ b

a′ e
µ
b , (2.6)

e feito o mesmo para o produto entre duas tetradas, encontra-se

e µ
a′ e

ν
b′ gµν = Λ c

a′ e
µ
c Λ d

b′ e
ν
d gµν

= Λ c
a′ Λ d

b′ ηcd

= ηa′b′ . (2.7)

O resultado 2.7 demonstra que a transformação de tetrada por Lorentz gera outra tetrada

como definida em 2.3. Pode-se ver também que o produto da transformação de Lorentz

de duas tetradas gera o mesmo tensor métrico, conforme demonstrado abaixo

ea
′

µe
b′

νηa′b′ = Λa′

ce
c
µΛb′

de
d
νηa′b′

= ecµe
d
νηcd

= gµν . (2.8)

Devido a propriedade 2.7 os ı́ndices de tetrada latinos (a, b, c, ...) são chamados ı́ndices

22



SO(3,1), conhecidos também como ı́ndices dos vetores no espaço tangente ou base de

tetrada. Os ı́ndices gregos (µ, ν, ρ, ...) são ı́ndices na base de coordenadas no espaço-

tempo.

Um vetor do espaço-tempo pode ser representado no espaço tangente como

Zµ = e µ
a Z

a, (2.9)

da mesma forma, um vetor do espaço tangente pode ser representado no espaço-tempo

por,

Za = eaµZ
µ. (2.10)

Uma outra relação obtida das tetradas que será útil posteriormente é a relação entre o

determinante da tetrada e o determinante do tensor métrico, dada por

det(e µ
a )2 = (−1) det(gµν )

e2 = (−1)g

e =
√
−g. (2.11)

Na literatura o assunto aqui discutido pode ser encontrado em [39; 40; 41]. Mashhoon

[39] trata também da velocidade e aceleração de um observador percorrendo uma linha-

mundo S numa trajetória xµ, Figura 2.1. O entendimento inicia-se com a afirmação de

que a tetrada e µ
(0) é igual a 4-velocidade Uµ =

dxµ

dτ
. Assim,

e µ
(0) =

dxµ

dτ
, (2.12)

onde τ é o tempo próprio, e a 4-aceleração é igual a

De µ
a

dτ
= φ b

a e
µ
b , (2.13)

onde φab(τ) é um tensor de aceleração antissimétrico. Para um observador inercial a

aceleração é nula. Essas discussões também podem ser encontradas nas referências [40; 41].
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Figura 2.1: Linha-mundo S de um observador no espaço-tempo bidimensional 1.

2.1.2 Formalismo da teoria TERG

O espaço-tempo do TERG (Teleparalelismo Equivalente a Relatividade Geral) é um

espaço 4-dimensional, cuja descrição geométrica é representada pelo campo de tetradas or-

tonormais eaµ, onde os ı́ndices latinos representam o vetor no espaço tangente ou SO(3,1),

e os ı́ndices gregos as componentes nas direções das coordenadas do espaço-tempo [42; 43].

No TERG quem desempenha o papel do tensor gµν são os campos de tetrada, e a conexão

utilizada é a conexão de Weitzenböck [15]. Esta conexão é encontrada a partir do “Pos-

tulado da Tetrada”[5],

∇µe
a
ν = 0 (2.14)

∂µe
a
ν − Γλµνe

a
λ + ω a

µ be
b
ν = 0, (2.15)

onde ωµab é a conexão de spin do grupo SO(3, 1) e Γλµν as componentes da conexão de

Weitzenböck. Nesta seção os Śımbolos de Christoffel serão escritos na forma ◦Γρµν e o

respectivo tensor curvatura ◦Rρ
αβσ. A fim de que a teoria possa exibir invariância global

de Lorentz, impõe-se que a conexão de spin seja nula. Ao fazer isso, obtém-se para a

conexão de Weitzenböck,

Γρµν = e ρ
a ∂µe

a
ν . (2.16)

Substitúıda 2.16 na definição do tensor de Riemann 1.10 verifica-se que a curvatura é

nula. A demonstração segue abaixo.

1Figura feita pela autora deste trabalho.

24



Rρ
αβσ = ∂βΓρσα − ∂σΓρβα + ΓρβνΓ

ν
σα − ΓρσνΓ

ν
βα

= ∂β (e ρ
a ∂σe

a
α)− ∂σ (e ρ

a ∂βe
a
α) + (e ρ

a ∂βe
a
ν)
(
e ν
b ∂σe

b
α

)
− (e ρ

a ∂σe
a
ν)
(
e ν
b ∂βe

b
α

)
= ∂βe

ρ
a ∂σe

a
α + e ρ

a ∂β∂σe
a
α − ∂σe ρ

a ∂βe
a
α − e ρ

a ∂σ∂βe
a
α + e ρ

a e
ν
b ∂βe

a
ν∂σe

b
α

− e ρ
a e

ν
b ∂σe

a
ν∂βe

b
α

= 0.

O segundo e o quarto termo se cancelam devido a comutatividade da derivada parcial, e

os demais termos por serem iguais. Veja que o quinto termo resulta em,

∂β (eaνe
ρ
a ) = e ρ

a ∂βe
a
ν + eaν∂βe

ρ
a

0 = e ρ
a ∂βe

a
ν + eaν∂βe

ρ
a

e ρ
a ∂βe

a
ν = −eaν∂βe ρ

a(
e ν
b ∂σe

b
α

)
e ρ
a ∂βe

a
ν = −eaν∂βe ρ

a

(
e ν
b ∂σe

b
α

)
e ρ
a e

ν
b ∂βe

a
ν∂σe

b
α = −δab∂βe ρ

a ∂σe
b
α

e ρ
a e

ν
b ∂βe

a
ν∂σe

b
α = −∂βe ρ

a ∂σe
a
α,

e o sexto termo,

e ρ
a e

ν
b ∂σe

a
ν∂βe

b
α = −∂σe ρ

a ∂βe
a
α.

Quando esses termos são substitúıdos no tensor de Riemann, conclui-se que a curvatura

calculada com a conexão de Weitzenböck é nula, Rρ
αβσ = 0.

É conveniente neste ponto definir um tensor denominado torção dado por

T λµν = Γλµν − Γλνµ, (2.17)

e Tµ = T λλµ . No caso da Teoria Relatividade Geral a torção é nula, devido a simetria nos

dois últimos ı́ndices dos Śımbolos de Christoffel.

Ao substituir 2.16 na definição 2.17, verifica-se que a torção nessa geometria é não-
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nula, expressa da seguinte forma

T λµν = e λ
a ∂µe

a
ν − e λ

a ∂νe
a
µ, (2.18)

onde este tensor é antissimétrico em seus dois últimos ı́ndices.

Existe uma relação entre a conexão de Weitzenböck, Γρµν , e os Śımbolos de Christoffel,

◦Γρµν , através da definição do tensor contorção, Kρµν ,

Kρµν = Γρµν − ◦Γρµν . (2.19)

Bel [44] demonstra que este tensor é antissimétrico em dois de seus ı́ndices a partir da

compatibilidade com a métrica de ambas conexões. Também é demonstrado por Bel

a relação entre os tensores contorção e torção. Na notação aqui adotada e seguindo o

racioćınio desse artigo tem-se

∇ρgµν − ◦∇ρgµν = 0(
∂ρgµν − Γβρµgβν − Γβρνgµβ

)
−
(
∂ρgµν − ◦Γβρµgβν − ◦Γβρνgµβ

)
= 0

gβν
(◦Γβρµ − Γβρµ

)
+ gµβ

(◦Γβρν − Γβρν
)

= 0

gβν
(
−Kβ

ρµ

)
+ gµβ

(
−Kβ

ρν

)
= 0

Kµρν = −Kνρµ ,

sendo ele, neste caso, antissimétrico no primeiro e terceiro ı́ndices. Ao tomar a diferença

entre dois tensores contorção, encontra-se que

Kρµν −Kρνµ =
(
Γρµν − ◦Γρµν

)
−
(
Γρνµ − ◦Γρνµ

)
= Tρµν + ◦Tρνµ

= Tρµν .

O termo ◦Tρνµ é nulo como já foi explicado anteriomente. Ao escrever uma combinação

entre os tensores torção permutando seus ı́ndices, e ao utilizar a propriedade de antissi-
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metria do tensor contorção, tem-se

(
Tµνρ + Tρµν − Tνρµ

)
= Kµνρ −Kµρν +Kρµν −Kρνµ −Kνρµ +Kνµρ

Kµνρ =
1

2

(
Tµνρ + Tρµν − Tνρµ

)
. (2.20)

Da definição do tensor de Riemann 1.10 em termos da conexão de Weitzenböck isolada

da equação 2.19 e da expressão do tensor contorção 2.20, encontra-se a relação entre a

curvatura da Relatividade Geral e a geometria de Weitzenböck. Segue a demonstração.

Rρ
αβσ = ∂βΓρσα − ∂σΓρβα + ΓρβνΓ

ν
σα − ΓρσνΓ

ν
βα

Rρ
αβσ = ∂β (◦Γρσα +Kρ

σα)− ∂σ
(◦Γρβα +Kρ

βα

)
+
(◦Γρβν +Kρ

βν

)
(◦Γνσα +Kν

σα)

− (◦Γρσν +Kρ
σν )
(◦Γνβα +Kν

βα

)
.

No lado direito desta equação identifica-se

◦Rρ
αβσ = ∂β

◦Γρσα − ∂σ◦Γ
ρ
βα + ◦Γρβν

◦Γνσα − ◦Γρσν◦Γνβα,

que substitúıdo na equação anterior,

Rρ
αβσ = ◦Rρ

αβσ + ∂βK
ρ
σα − ∂σK

ρ
βα + ◦ΓρβνK

ν
σα + ◦ΓνσαK

ρ
βν

− ◦ΓρσνK
ν
βα − ◦ΓνβαKρ

σν +Kρ
βνK

ν
σα −Kρ

σνK
ν
βα .

No sexto termo desta equação, aplica-se a simetria ◦Γρσν = ◦Γρνσ. O próximo passo é

contrair os ı́ndices ρ com β,

Rρ
αρσ = ◦Rρ

αρσ + ∂ρK
ρ
σα − ∂σKρ

ρα + ◦ΓρρνK
ν
σα + ◦ΓνσαK

ρ
ρν

− ◦ΓρσνK
ν
ρα − ◦ΓνραKρ

σν +Kρ
ρνK

ν
σα −Kρ

σνK
ν
ρα .

Agora a contração é feita com os ı́ndices α e σ,

R = ◦R + gασ
(
∂ρK

ρ
σα − ∂σKρ

ρα + ◦ΓρρνK
ν
σα + ◦ΓνσαK

ρ
ρν

− ◦ΓρσνK
ν
ρα − ◦ΓνραKρ

σν +Kρ
ρνK

ν
σα −Kρ

σνK
ν
ρα

)
.
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Através da equação 2.20 pode se verificar que

Kρ
ρα = Tα , (2.21)

Kνα
α = −T ν , (2.22)

e da equação 1.6,

◦∇σTα = ∂σTα − ◦ΓµσαTµ (2.23)

◦∇ρK
ρ
σα = ∂ρK

ρ
σα + ◦ΓρργK

γ
σγ − ◦ΓγρσKρ

γα − ◦ΓγραKρ
σγ . (2.24)

Ao substituir as igualdades (2.21 - 2.24) em R com a notação (◦) nas derivadas cova-

riantes com respeito aos Śımbolos de Chrostoffel, encontra-se

R = ◦R− 2◦∇µT
µ − TµT µ −KρανK

νρα, (2.25)

através da definição 2.20 o termo KρανK
νρα é igual a

KρανK
νρα =

1

4
Tραν T

ραν +
1

2
Tραν T

αρν . (2.26)

Ao substituir o valor de 2.26 em 2.25 encontra-se a forma geral para o tensor curvatura

R = ◦R− 2◦∇µT
µ +

(
1

4
Tµνρ T

µνρ +
1

2
Tµνρ T

νµρ − TµT µ
)
, (2.27)

que como demonstrado R = 0 na geometria de Weitzenböck. Portanto a curvatura dos

Śımbolos de Christoffel pode ser escrita em termos da torção de Weitzenböck como

◦R = −
(

1

4
Tµνρ T

µνρ +
1

2
Tµνρ T

νµρ − TµT µ
)

+ 2◦∇µT
µ, (2.28)

e ao comparar 2.28 com 1.16 identifica-se que a densidade de Lagrangiana nesta teoria é

obtida através desta expressão multiplicada pelo determinante da tetrada. Despreza-se

o termo da divergência ◦∇µT
µ devido a ele não ter nenhuma contribuição na variação

da ação total quando integrado pelo teorema de Stokes. Com a adição da densidade de

Lagrangiana da matéria LM encontra-se a forma geral da densidade de Lagrangiana no
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TERG conforme apresentada em [43]

LTERG+M(eaµ) = −ke
(

1

4
Tµνρ T

µνρ +
1

2
Tµνρ T

νµρ − TµT µ
)
− LM , (2.29)

onde k =
1

16πG
. Esta densidade de Lagrangiana pode ser reescrita em termos de ı́ndices

latinos, uma vez que os ı́ndices estão contráıdos, e com o tensor Σabc, antissimétrico nos

dois últimos ı́ndices Σabc = −Σacb [45]. A densidade de Lagrangiana toma assim a seguinte

forma

LTERG+M(eaµ) = −keΣabcTabc − LM , (2.30)

sendo Σabc igual a,

Σabc =
1

4

(
T abc + T bac − T cab

)
+

1

2

(
ηacT b − ηabT c

)
, (2.31)

onde T b = T a b
a . Com esta notação o escalar de curvatura 2.28 pode ser reescrito como,

◦R = −ΣabcTabc + 2◦∇µT
µ, (2.32)

ou na forma de derivada parcial

◦R = −ΣabcTabc +
2

e
∂µ(eT µ), (2.33)

cujo termo ◦∇µT
µ =

1

e
∂µ(eT µ) para esta situação. Segue demonstração abaixo.

1

e
∂µ(eT µ) =

1

e
[(∂µe)T

µ + e(∂µT
µ)]

=
1

e
(∂µe)T

µ + ∂µT
µ, (2.34)

o determinante do campo de tetrada é igual à raiz negativa do determinante do tensor

métrico, ou seja, e =
√
−g. Através dos pares de equações (3.33-3.34) e (4.67-4.68)

apresentadas em [5] vemos que a derivada parcial do determinante do tensor métrico

pode ser escrito como,

∂λg = ggµσ∂λgσµ, (2.35)
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assim ao derivar
√
−g, tem-se

∂λ
√
−g =

1

2
√
−g

(−1)ggµσ∂λgσµ

=

√
−g
2

gµσ∂λgσµ. (2.36)

Substitui-se 2.36 em 2.34 com o determinante do campo de tetrada substitúıdo por
√
−g,

µ→ ν, σ → ρ e λ→ µ, obtém-se,

1

e
∂µ(eT µ) = ∂µT

µ +
1

2
gνρ (∂µgνρ)T

µ. (2.37)

Para a derivada covariante aplica-se a definição 1.6 e tem-se que,

◦∇µT
µ = ∂µT

µ + ◦ΓννµT
µ

= ∂µT
µ +

1

2
gνρ(∂µgνρ)T

µ, (2.38)

onde esta conexão, são os śımbolos de Christoffel de onde surge a igualdade

◦Γαασ =
1

2
gαλ (∂αgσλ + ∂σgλα − ∂λgασ)

=
1

2
gαλ∂σgαλ, (2.39)

onde no terceiro termo os ı́ndices λ ↔ α foram trocados entre si, devido a soma que há

entre os ı́ndices α e λ e devido a simetria do tensor métrico. Assim é verificado que para

este caso, 2.37 é igual a 2.38, de modo que a igualdade ◦∇µT
µ =

1

e
∂µ(eT µ) é verdadeira.

2.1.3 Equações de campo da teoria TERG

As equações de campo são encontradas ao variar a ação em termos da tétrada eaµ através

da equação de Euler-Lagrange. Sendo a ação escrita como

S = STERG + SM

S =

∫
−keΣabcTabcd

4x+ SM . (2.40)
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A equação de Euler-Lagrange é expressa por

δL

δeaµ
=

∂L

∂eaµ
− ∂ν

∂L

∂(∂νeaµ)
= 0. (2.41)

A variação da ação será calculada por partes,

δLTERG(eaµ) = δ
(
−keΣabcTabc

)
= −k(δe)ΣabcTabc − keδ

(
Σabc

)
Tabc − keΣabcδ (Tabc) (2.42)

= δLe + δLΣ + δLT . (2.43)

Para resolver δLe substitui-se a igualdade δe = eedλδedλ. Assim,

δLe = −keedλΣbcdTbcdδedλ,

δLe
δeaµ

= −keedλΣbcdTbcdδ
d
a δ

λ
µ ,

= −keeaµΣbcdTbcd. (2.44)

Para resolver δLΣ, substitui-se a equação 2.31 no tensor Σabc,

δLΣ = −keδ
(
Σabc

)
Tabc

δLΣ = −ke
[

1

4

(
δT abc + δT bac − δT cab

)
+

1

2

(
ηacδT b − ηabδT c

)]
Tabc, (2.45)

ao analisar os termos multiplicativos, percebe-se que todos eles podem ficar em função de

δT abc como seguem abaixo

TabcδT
bac = TbacδT

abc,

TabcδT
cab = TcbaδT

acb = −TcbaδT abc = TcabδT
abc,

T b = T e be = ηefT
efb ⇒ δT b = ηefδT

efb

Tabcη
acδT b = Tabcη

acηefT
efb = −TefbηefηacδT acb

= −Tbηac(−δT abc) = ηacTbδT
abc,

Tabcη
abδT c = ηabTcδT

abc.

(2.46)
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Substituindo-os na expressão 2.45 vemos que é posśıvel isolar o termo δT abc de modo que

δLΣ = −keδT abc
[

1

4
(Tabc + Tbac − Tcab) +

1

2
(ηacTb − ηabTc)

]
,

δLΣ = −keΣabcδT
abc. (2.47)

Ao somar a variação δLΣ encontrada em 2.47 com o terceiro termo da expressão 2.42 a

ser aplicado a variação δLT , tem-se,

δLΣ+T = δLΣ + δLT

= −2keΣabcδTabc. (2.48)

Os ı́ndices do tensor Σbcd foram levantados e os ı́ndices do tensor T bcd abaixados. Ao

escrever o tensor torção na forma,

Tbcd = e λ
c e

ν
d Tbλν , (2.49)

Tbλν = ∂λebν − ∂νebλ, (2.50)

com ,

δe = eedλδedλ, (2.51)

δe λ
c = −e ρ

c e
eλδeeρ, (2.52)

e,

∂λ
(
eΣbcde λ

c e
ν
d δebν

)
= eΣbλν∂λ (δebν) + (δebν) ∂λ

(
eΣbλν

)
,

eΣbλν∂λ (δebν) = − (δebν) ∂λ
(
eΣbλν

)
, (2.53)

onde a derivada total acima se anula nas fronteiras, o que resulta na igualdade 2.53. A

expressão 2.48 toma a forma,
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δLΣ+T = −2keΣbcdδ
(
e λ
c e

ν
d Tbλν

)
= −2keΣbcd

(
δe λ
c

)
e ν
d Tbλν − 2keΣbcde λ

c (δe ν
d )Tbλν

− 2keΣbcde λ
c e

ν
d (∂λδebν − ∂νδebλ)

= −2keΣbcd
(
−e ρ

c e
eλδeeρ

)
e ν
d Tbλν − 2keΣbcde λ

c

(
−e ρ

d e
eνδeeρ

)
Tbλν

− 2keΣbcde λ
c e

ν
d (∂λδebν − ∂νδebλ)

= 2keΣbcde ρ
c e

eλe ν
d Tbλνδeeρ + 2keΣbcde λ

c e
ρ
d e

eνTbλνδeeρ

+ 2k∂λ
(
eΣbλν

)
δebν − 2k∂ν

(
eΣbλν

)
δebλ.

A variação desta expressão em termos de eaµ é calculada como,

δLΣ+T

δeaµ
= 2keΣbcde ρ

c e
eλe ν

d Tbλνδ
e
a δ

ρ
µ + 2keΣbcde λ

c e
ρ
d e

eνTbλνδ
e
a δ

ρ
µ

+ 2k∂λ
(
eΣbλν

)
δ b
a δ

ν
µ − 2k∂ν

(
eΣbλν

)
δ b
a δ

λ
µ

= 2keΣbµνT a
b ν + 2keΣbλµT a

bλ + 2k∂λ
(
eΣaλµ

)
− 2k∂ν (eΣaµν) ,

ao trocar ν → λ e aplicar a propriedade de antissimetria,

δLΣ+T

δeaµ
= 2keΣbλµT a

bλ + 2keΣbλµT a
bλ − 2k∂λ

(
eΣaµλ

)
− 2k∂λ

(
eΣaµλ

)
= −4k

[
∂λ
(
eΣaµλ

)
− eΣbλµT a

bλ

]
. (2.54)

Por fim, a variação em termos da ação da matéria é definida como:

δLM
δeaµ

≡ eT aµ. (2.55)

Depois de ter encontrado as variações da ação e aplicado o Prinćıpio de Mı́nima Ação, é

encontrado

∂λ
(
eΣaµλ

)
− e

(
ΣbλµT a

bλ −
1

4
eaµTbcdΣ

bcd

)
=

1

4k
eT aµ. (2.56)

Estas são as equações de campo para a densidade de Lagrangiana do Teleparalelismo

Equivalente à Relatividade Geral. Observe ainda que 2.56 é proporcional ao tensor de
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Einstein 1.15, ou seja,

∂λ
(
eΣaµλ

)
− e

(
ΣbλµT a

bλ −
1

4
eaµTbcdΣ

bcd

)
=

1

2
e

(
◦Raµ − 1

2
◦Reaµ

)
,

sendo reescrita como,

◦Raµ − 1

2
◦Reaµ =

1

2k
eT aµ. (2.57)

2.2 Transformações Conformes

Leitores podem se confudir com o termo Transformações Conformes, porque na literatura

este termo por muitas vezes é utilizado tanto para falar de uma classe de transformações

de coordenadas quanto de transformações no tensor métrico por um reescalamento local.

A transformação apresentada nesta seção trata de uma reescala somente da métrica por

uma função suave não-nula, que não dependa de uma mudança no sistema de coordenadas.

Assim, se definem as Transformações Conformes ou Transformações de Weyl

gµν → g̃µν = e2θ(x)gµν , (2.58)

onde eθ(x) é chamado de fator conforme, sendo ele uma função suave, não-nula na variedade

[46; 47]. Esse tipo de transformação se trata de uma transformação local de escala [5],

que tem como caracteŕıstica a preservação do ângulo entre dois vetores quaisquer [48] e

da estrutura causal [47], não preservando o comprimento dos vetores. A demonstração da

preservação dos ângulos dada abaixo é discutida em [49; 50].

Sejam dois vetores ~A e ~B separados por um ângulo θ. O produto escalar entre eles é

dado na forma,

~A · ~B = A ·B · cos(θ)

AµBνgµν =
√
AµAνgµν ·

√
BρBσgρσ · cos(θ)

θ = cos−1

(
AµBνgµν√

AµAνgµν ·
√
BρBσgρσ

)
. (2.59)
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Ao aplicar a transformação conforme no tensor métrico,

~A · ~B = A ·B · cos(θ)

AµBν g̃µν =
√
AµAν g̃µν ·

√
BρBσg̃ρσ · cos(θ)

AµBνe2θ(x)gµν =
√
AµAνe2θ(x)gµν ·

√
BρBσe2θ(x)gρσ · cos(θ)

AµBνgµν =
e2θ(x)

e2θ(x)

√
AµAνgµν ·

√
BρBσgρσ · cos(θ)

θ = cos−1

(
AµBνgµν√

AµAνgµν ·
√
BρBσgρσ

)
. (2.60)

Portanto como demonstrado, o ângulo é preservado depois de aplicada a transformação

conforme, ou seja, 2.59 é igual a 2.60.

O tensor de Riemann é dividido em uma parte com traço e outra parte sem traço. A

parte com traço é o tensor de Ricci, e a parte sem traço é denominado tensor de Weyl

Cλµνκ, definido por

Cλµνκ = Rλµνκ −
2

n− 2

(
gλ[νRκ]µ − gµ[νRκ]λ

)
+

2

(n− 1)(n− 2)
Rgλ[νgκ]µ, (2.61)

onde n é a dimensão e os colchetes indicam que esses ı́ndices devem ser antissimetrizados.

Este tensor é invariante por transformações conformes na forma,

C̃ κ
λµν = C κ

λµν . (2.62)

O tensor de Riemann, assim como o tensor de Ricci e o escalar de curvatura não são in-

variantes por transformações conformes, como demonstrado em [46; 47]. A transformação

conforme do escalar de curvatura é escrito abaixo,

R→ R̃ = {R− 2(n− 1)gµν∇µ∇νθ − (n− 2)(n− 1)gµν(∇µθ)∇νθ} .

A aplicação da transformação conforme para o tensor métrico contravariante e o deter-

minante do tensor métrico se dá na forma,

gµν → g̃µν = e−2θ(x)gµν , (2.63)

g → g̃ = e8θg, (2.64)
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e para o campo de tetradas,

eaµ → ẽaµ = eθ(x)eaµ, (2.65)

eaµ → ẽaµ = e−θ(x)eaµ, (2.66)

e → ẽ = e4θe. (2.67)

As tetradas se transformam como 2.65 e 2.66 devido à relação com o tensor métrico, dada

por eaµeaν = gµν .

2.3 Teoria de Weyl

Hermann Klaus Hugo Weyl, nasceu em 1885 em Elmshorn-Alemanha e faleceu em 1955

em Zurique-Súıça, aos 70 anos. Grande colaborador na ciência da Matemática como por

exemplo na teoria dos números e equações diferenciais singulares [51]. Também desenvol-

veu interesses na F́ısica, especialmente após o desenvolvimento da Teoria da Relatividade

Geral feita por Einstein. Weyl encontrou na teoria Gravitacional de Einstein uma oportu-

nidade para desenvolver uma teoria que unificasse Gravitação e Eletromagnetismo, cujo

v́ınculo seria a geometrização de ambas as forças [52]. Essa foi a motivação que o fez

desenvolver a teoria hoje denominada teoria de Weyl [13] surgida em 1918 [52].

Na geometria Riemanniana o transporte paralelo de um vetor leva-o a mudar somente

sua direção durante o trajeto a ser percorrido, não alterando seu comprimento. Na ge-

ometria de Weyl, este vetor quando transportado paralelamente muda tanto sua direção

quanto seu comprimento [53]. Assim, Weyl aplica seu conhecimento para um espaço não-

Riemanniano denominado espaço de Weyl e desenvolve os cálculos de sua teoria a partir

da definição da derivada covariante do tensor métrico, que não é nula [54], dada por

∇ρgµν = 2φρgµν , (2.68)

ao contrário da geometria Riemanniana, para a qual ∇ρgµν = 0, e φρ(x) é um vetor da

teoria, que depois é comparado ao 4-potencial Aµ do Eletromagnetismo [53].

Weyl a partir da definição de derivada covariante 2.68 encontra uma conexão denomi-

nada conexão de Weyl, cuja torção é nula [54]. Obtida a conexão ele aplica uma reescala
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no tensor métrico e transforma o vetor φρ(x) na forma,

gµν → g̃µν = e2θ(x)gµν , (2.69)

φµ → φ̃µ = φµ − ∂µθ, (2.70)

da qual chegou a conclusão de que sua conexão era invariante por essas transformações,

denominadas transformações de Gauge. A transformação em 2.69 é reconhecida como

uma transformação conforme ou transformação de Weyl como já apresentada na seção

anterior.

Com a conexão, Weyl agora poderia com uma Lagrangiana encontrar suas equações

de campo. Mas antes, dois pontos devem ser considerados para entender a escolha da

ação de Weyl: o peso de Gauge e a relação entre o escalar de curvatura no espaço de Weyl

e o escalar de curvatura no espaço Riemanniano.

O peso de Gauge é definido por um número associado à quantidade de vezes em

que o tensor métrico aparece na definição da quantidade geométrica a ser calculada. Por

exemplo, o peso de Gauge para o tensor métrico covariante gµν é igual a um, para o tensor

métrico contravariante gµν o peso de Gauge é igual a menos um, e para o determinante

do tensor métrico
√
−g em 4-dimensões o peso de Gauge é igual a dois [54].

A relação entre os escalares de curvatura é expressa por [55],

Rw = ◦R− (n− 1)(n− 2)φµφ
µ − 2(n− 1)◦∇µφ

µ, (2.71)

onde n é a dimensão. Para n = 4,

Rw = ◦R− 6φµφ
µ − 6◦∇µφ

µ. (2.72)

Agora a Lagrangiana pode ser constrúıda. As Lagrangianas estudadas por Weyl podem

ser escritas na forma,

Sw =

∫ [
αR2 + βRµ

νλκR
νλκ
µ + AFµνF

µν
]√
−gd4x, (2.73)

onde α, β e A são constantes, Fµν é o tensor do campo Eletromagnético e R2, Rµ
νλκR

νλκ
µ

são os termos quadráticos da curvatura. Para alguns modelos, Weyl considera α = 0 ou

β = 0 [55].
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Weyl escolheu estes termos da Lagrangiana comparando os pesos de Gauge da quan-

tidade
√
−gFµνF µν em função do peso de Gauge das quantidades candidatas. Foi uma

ideia aplauśıvel de Weyl, a junção da parte geométrica da Gravitação e do Eletromagne-

tismo. A variação desta ação com respeito a Aµ e gµ gera equações de campo de quarta

ordem, nas quais é posśıvel observar a conservação de carga do Eletromagnetismo [54] e

as quais reproduzem resultados da Relatividade Geral como o deslocamento do periélio

de Mércúrio e a deflexão da luz [13].

Mas a teoria de Weyl apresenta alguns problemas. Um deles foi discutido por Einstein

explicando que devem existir vetores cujo comprimento não dependa da trajetória per-

corrida [54]. Essa exigência não é satisfeita na teoria de Weyl. O outro problema crucial

está na definição da derivada covariante que leva a contradições [54].

Contudo, seu esforço não foi em vão. Na tentativa de escrever uma teoria unificada,

Weyl desenvolveu o conceito de transformações de Gauge e invariância de Gauge, e es-

creveu uma teoria alternativa à Relatividade Geral [13; 56]. Há estudos dessa teoria em

teoria quântica [57; 58], f́ısica de part́ıculas [59; 60], f́ısica de altas energias [61; 62], e

energia escura [63], dentre outros.

Na literatura há interesse em resolver os problemas da teoria de Weyl, como é o caso

da não-integrabilidade que também é um problema f́ısico como discutido em [53; 64], e

em aplicar essa teoria a Lagrangianas que sejam conformalmente invariantes, como é o

exemplo da Lagrangiana de Rudolf Bach, L = CλµνκC
λµνκ [13], constrúıda com o tensor de

Weyl, ao contrário da Lagrangiana da Relatividade Geral. De modo mais geral encontra-

se na literatura os nomes ação de Weyl [65; 66] ou ação de Weyl e Bach [67], para o vácuo

para a ação

Sw = −α
∫
CλµνκC

λµνκ
√
−gd4x, (2.74)

sendo α um coeficiente adimensional.

Essas teorias exibem um grau de dificuldade maior do que as teorias de segunda ordem

no que se refere às resoluções das equações de campo, devido a serem equações de quarta

ordem.
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2.4 Teleparalelismo Conforme

A gravidade conforme na teoria do Teleparalelismo é a teoria gravitacional invariante por

transformações conformes locais aplicada na teoria do teleparalelismo [12]. Para que essa

teoria seja constrúıda é necessário encontrar uma Lagrangiana que satisfaça essa condição

de invariância. Primeiramente vamos aplicar as transformações conformes na Lagrangiana

do TERG e verificar se ela é invariante por tais transformações.

A seguir serão apresentados como os tensores que compõem a Lagrangiana do TERG

se transformam.

O tensor torção com ı́ndices latinos é dado por

Tabc = e µ
b e

ν
c (∂µeaν − ∂νeaµ). (2.75)

Aplicada a transformação conforme neste tensor, tem-se

T̃abc = ẽ µ
b ẽ

ν
c (∂µẽaν − ∂ν ẽaµ)

= ηbd(e
−θedµ)ηce(e

−θeeν)
[
∂µ(eθeaν)− ∂ν(eθeaµ)

]
= e−2θe µ

b e
ν
c

[
eaνe

θ∂µ(θ) + eθ∂µ(eaν)− eaµeθ∂ν(θ)− eθ∂ν(eaµ)
]

= e−2θeθe µ
b e

ν
c (∂µeaν − ∂νeaµ) + e−2θeθe µ

b e
ν
c (eaνe

θ∂µθ − eaµ∂νθ). (2.76)

O primeiro termo da expressão 2.76 contém o tensor Tabc em 2.75, assim tem-se

T̃abc = e−θ (Tabc + ηace
µ
b ∂µθ − ηabe

µ
c ∂µθ) . (2.77)

O tensor Ta é dado por

Ta = T bba

= e µ
b e

ν
a T

b
µν

= ηade
bµedν (∂µebν − ∂νebµ) .
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Ao aplicar a transformação conforme,

T̃a = ηadẽ
bµẽdν (∂µẽbν − ∂ν ẽbµ)

= ηade
−θebµe−θedν

[
∂µ(eθebν)− ∂ν(eθebµ)

]
= e−θ

(
Ta + ebµηba∂µθ − ebµebµe ν

a ebµ∂νθ
)

= e−θ (Ta − 3e µ
a ∂µθ) . (2.78)

Os cálculos dos termos quadráticos do tensor torção com transformação conforme são,

T̃ abcT̃abc =
[
e−θ
(
T abc + ηacebµ∂µθ − ηabecµ∂µθ

)]
·
[
e−θ (Tabc + ηace

ν
b ∂νθ − ηabe ν

c ∂νθ)
]

= e−2θ
[
T abcTabc − T ν∂νθ − T ν∂νθ − T µ∂µθ + 4gµν∂µθ∂νθ − gµν∂µθ∂νθ − T µ∂µθ

−gµν∂µθ∂νθ + 4gµν∂µθ∂νθ
]

= e−2θ
(
T abcTabc − 4T µ∂µθ + 6gµν∂µθ∂νθ

)
, (2.79)

e,

T̃ abcT̃bac =
[
e−θ
(
T abc + ηacebµ∂µθ − ηabecµ∂µθ

)]
·
[
e−θ (Tbac + ηbce

ν
a ∂νθ − ηbae ν

c ∂νθ)
]

= e−2θ
[
T abcTbac − T ν∂νθ + gµν∂µθ∂νθ − gµν∂µθ∂νθ − T µ∂µθ

−gµν∂µθ∂νθ + 4gµν∂µθ∂νθ
]
,

= e−2θ
(
T abcTbac − 2T µ∂µθ + 3gµν∂µθ∂νθ

)
, (2.80)

e,

T̃ aT̃a =
[
e−θ (T a − 3eaµ∂µθ)

]
·
[
e−θ (Ta − 3e ν

a ∂νθ)
]

= e−2θ (T aTa − 3T ν∂νθ − 3T µ∂µθ + 9gµν∂µθ∂νθ) ,

= e−2θ (T aTa − 6T µ∂µθ + 9gµν∂µθ∂νθ) . (2.81)

A densidade de Lagrangiana da teoria do TERG dada pela expressão 2.28 sem a adição

da matéria não é invariante por transformações conformes. Demonstração segue abaixo
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em termos de ı́ndices latinos,

LTERG(ẽaµ) = −kẽ
(

1

4
T̃ abcT̃abc +

1

2
T̃ abcT̃bac − T̃ aT̃a

)
= −ke4θe

[1

4
e−2θ

(
T abcTabc − 4T µ∂µθ + 6gµν∂µθ∂νθ

)
+

1

2
e−2θ

(
T abcTbac − 2T µ∂µθ + 3gµν∂µθ∂νθ

)
−e−2θ (T aTa − 6T µ∂µθ + 9gµν∂µθ∂νθ)

]
= −ke2θe

[(
1

4
T abcTabc +

1

2
T abcTbac − T aTa

)
+ 4T µ∂µθ − 6gµν∂µθ∂νθ

]
= e2θ

[
LTERG(eaµ)− ke (4T µ∂µθ − 6gµν∂µθ∂νθ)

]
. (2.82)

Conclui-se a partir desta demonstração que a Lagrangiana 2.28 não é invariante por

transformações conformes, assim será escolhida outra Lagrangiana para esta teoria.

Maluf e Faria em [12] apresentam uma Lagrangiana similar a do TERG, com um fator
1

3
multiplicando o termo T aTa,

L(eaµ) = −ke
(

1

4
T abcTabc +

1

2
T abcTbac −

1

3
T aTa

)
. (2.83)

Esta densidade de Lagrangiana também não exibe invariância quando aplicada a trans-

formação conforme devido a um termo, e2θ:

L(ẽaµ) = −kẽ
(

1

4
T̃ abcT̃abc +

1

2
T̃ abcT̃bac −

1

3
T̃ aT̃a

)
= −ke4θe

[1

4
e−2θ

(
T abcTabc − 4T µ∂µθ + 6gµν∂µθ∂νθ

)
+

1

2
e−2θ

(
T abcTbac − 2T µ∂µθ + 3gµν∂µθ∂νθ

)
−1

3
e−2θ (T aTa − 6T µ∂µθ + 9gµν∂µθ∂νθ)

]
= e2θL(eaµ). (2.84)

Para essa expressão 2.84 ser invariante Maluf e Faria incluem um campo escalar φ e uma

derivada covariante Dµ. Eles se transformam na forma

φ→ φ̃ = e−θφ, (2.85)

D̃µ = e−θDµφ, (2.86)
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onde Dµφ =
(
∂µ − 1

3
Tµ
)
φ, e Tµ = eaµTa. Desse modo, a Lagrangiana é dada por

L(eaµ, φ) = ke

[
−φ2

(
1

4
T abcTabc +

1

2
T abcTbac −

1

3
T aTa

)
+ k′gµνDµφDνφ

]
, (2.87)

onde k é a constante gravitacional e k′ uma constante arbitrária. Para o caso em que

φ = 1, esta Lagrangiana se reduz à Lagrangiana do TERG para o caso particular em que

k′ = 6. Ao substituir k′ = 6 a expressão 2.87 fica igual a

L(eaµ, φ) = ke

[
−φ2

(
1

4
T abcTabc +

1

2
T abcTbac −

1

3
T aTa

)
+ 6gµνDµφDνφ

]
. (2.88)

Ao aplicar a transformação conforme,

L̃(ẽaµ, φ̃) = kẽ

[
−φ̃2

(
1

4
T̃ abcT̃abc +

1

2
T̃ abcT̃bac −

1

3
T̃ aT̃a

)
+ 6g̃µνD̃µφD̃νφ

]
= kee4θ

{
− e−2θφ2

[
1

4
e−2θ

(
T abcTabc − 4T µ∂µθ + 6gµν∂µθ∂νθ

)
+

1

2
e−2θ

(
T abcTbac − 2T µ∂µθ + 3gµν∂µθ∂νθ

)
−1

3
e−2θ (T aTa − 6T µ∂µθ + 9gµν∂µθ∂νθ)

]
+ 6e−4θgµνDµφDνφ

}
= ke

[
−φ2

(
1

4
T abcTabc +

1

2
T abcTbac −

1

3
T aTa

)
+ 6gµνDµφDνφ

]
= L(eaµ, φ). (2.89)

Portanto esta densidade de Lagrangiana é invariante sob as transformações conformes.

A equação 2.88 pode ser ainda reescrita de forma a simplificar a variação desta La-

grangiana para gerar as equações de campo. Ao aplicar a definição de derivada covariante

no último termo da expressão 2.88, tem-se

6gµνDµφDνφ = 6gµν
(
∂µφ−

1

3
Tµφ

)(
∂νφ−

1

3
Tνφ

)
6gµνDµφDνφ = 6gµν∂µφ∂νφ− 4gµνφ(∂µφ)Tν +

2

3
φ2T aTa. (2.90)

Substitui-se 2.90 em 2.88 e sua expressão toma a forma

L(eaµ, φ) = ke

[
−φ2

(
ΣabcTabc +

2

3
T aTa

)
+ 6gµν∂µφ∂νφ− 4gµνφ(∂µφ)Tν +

2

3
φ2T aTa

]
= ke

[
−φ2ΣabcTabc + 6gµν∂µφ∂νφ− 4gµνφ(∂µφ)Tν

]
,

42



onde,

ΣabcTabc +
2

3
T aTa =

1

4
T abcTabc +

1

2
T abcTbac −

1

3
T aTa. (2.91)

Assim a expressão para a Lagrangiana do Teleparalelismo Conforme a ser considerada é

2.92.

LTC(eaµ, φ) = ke
[
−φ2ΣabcTabc + 6gµν∂µφ∂νφ− 4gµνφ(∂µφ)Tν

]
. (2.92)

2.4.1 Equações de campo do Teleparalelismo Conforme.

As equações de campo são encontradas variando 2.92 com respeito ao campo de tetrada

eaµ e ao campo escalar φ.

2.4.1.1 Equação de campo com respeito a φ(t)

A variação com respeito ao campo escalar φ é dada por

LTC(eaµ, φ) = ke
(
−φ2ΣabcTabc + 6gµν∂µφ∂νφ− 4gµνφ(∂µφ)Tν

)
,

δLTC(eaµ, φ) = k
[
− eΣabcTabcδφ

2 + 6egµν(∂µδφ)(∂νφ) + 6egµν(∂µφ)(∂νδφ)

−4egµν(δφ)(∂µφ)Tν − 4egµνφ(∂µδφ)Tν
]
. (2.93)

Na variação do segundo e do último termo da expressão 2.93, os cálculos foram feitos con-

forme visto em 2.53. Isso aplica também às outras variações similares com as apresentadas

abaixo,

egµν∂νφ(∂µδφ) = −∂µ(egµν∂νφ)δφ, (2.94)

egµνφTν(∂µδφ) = −[egµνTν(∂µφ) + φ∂µ(egµνTν)]δφ. (2.95)

Assim a expressão 2.93 é igual à,

δLTC(eaµ, φ) = k
[
− 2φeΣabcTabc − 6∂µ(egµν∂νφ)− 6∂ν(eg

µν∂µφ)

−4egµν(∂µφ)Tν + 4egµνTν(∂µφ) + 4φ∂µ(egµνTν)
]
δφ. (2.96)
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Note que o quarto e o quinto termo desta expressão se cancelam. Portanto, a variação

em relação ao campo φ é,

δLTC(eaµ, φ)

δφ
= k

[
− 2eφΣabcTabc − 6∂µ(egµν∂νφ)− 6∂ν(eg

µν∂µφ) + 4φ∂µ(egµνTν)
]

= k
[
−2eφΣabcTabc − 12∂ν(eg

µν∂µφ) + 4φ∂µ(eT µ)
]
. (2.97)

Ao aplicar o Prinćıpio de Mı́nima Ação com respeito ao campo φ,
δLTC(eaµ, φ)

δφ
= 0, e

dividir a expressão 2.97 pelo fator (−2k), obtém-se

∂ν(eg
µν∂µφ) +

1

6
φ
[
eΣabcTabc − 2∂µ(eT µ)

]
= 0. (2.98)

Esta é a equação de campo com respeito a φ. O termo entre colchetes contém o escalar

de curvatura 2.33. Desse modo, a equação de campo 2.98 toma a forma

∂ν(eg
µν∂µφ)− 1

6
◦Reφ = 0. (2.99)

2.4.1.2 Equações de campo com respeito a eaµ

Ao reescrever a densidade de Lagrangiana 2.92 com a definição 2.4 tem-se,

LTC(eaµ, φ) = ke
[
−φ2ΣabcTabc + 6eaµe ν

a ∂µφ∂νφ− 4eaµe ν
a φ(∂µφ)Tν

]
,

= −keφ2ΣabcTabc + 6keeaµe ν
a ∂µφ∂νφ− 4keeaµe ν

a φ(∂µφ)Tν

= LeΣT + Le + LeT . (2.100)

A resolução desta expressão será feita por partes. Assim, para calcular LeΣT , tem-se

LeΣT = −keφ2ΣabcTabc

= −k(δe)φ2ΣabcTabc − keφ2(δΣabc)Tabc − keφ2Σabc(δTabc) (2.101)

= Lδe + LδΣ + LδT . (2.102)

No primeiro termo da expressão 2.101, utilize a igualdade 2.51. A variação segue
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abaixo,

Lδe = −keedλφ2ΣbceTbce(δedλ)

δLδe
δeaµ

= −keedλφ2ΣbceTbceδ
a
dδ
µ
λ

= −keeaµφ2ΣbcdTbcd. (2.103)

No segundo termo da expressão 2.101

LδΣ = −keφ2

[
1

4

(
δT abc + δT bac − δT cab

)
+

1

2

(
ηacδT b − ηabδT c

)]
Tabc. (2.104)

A expressão 2.104 pode ser reescrita com os termos encontrados em 2.46, de forma que

LδΣ = −keφ2δT abc
[

1

4
(Tabc + Tbac − Tcab) +

1

2
(ηacTb − ηabTc)

]
= −keφ2ΣabcδTabc. (2.105)

Ao somar 2.105 com o terceiro termo da 2.101,

LδΣ+δT = −2keφ2ΣabcδTabc. (2.106)

As expressões (2.49-2.53) vão ser neccessárias para aplicar na variação de 2.106. Seguem

os cálculos,

LδΣ+δT = −2keφ2Σbcdδ
[
e λ
c e

ν
d Tbλν

]
= −2keφ2Σbcd(δe λ

c )e ν
d Tbλν − 2keφ2Σbcde λ

c (δe ν
d )Tbλν

−2keφ2Σbcde λ
c e

ν
d [∂λ(δebν)− ∂ν(δebλ)]

= 2keφ2Σbcde ν
d Tbλνe

ρ
c e

eλδeeρ + 2keφ2Σbcde λ
c Tbλνe

ρ
d e

eνδeeρ

+2k∂λ(eφ
2Σbλν)δebν − 2k∂ν(eφ

2Σbλν)δebλ

LδΣ+δT

δeaµ
= 2keφ2Σbcde ν

d e
µ
c e

aλTbλν + 2keφ2Σbcde λ
c e

µ
d e

aνTbλν

+2k∂λ(eφ
2Σaλµ)− 2k∂ν(eφ

2Σaµν)

= 2keφ2ΣbµλT a
b ν + 2keφ2ΣbλµT a

bλ − 4k∂λ(eφ
2Σaµλ)

= −4k
[
∂λ(eφ

2Σaµλ)− eφ2ΣbλµT a
bλ

]
. (2.107)
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Substitui-se 2.103 e 2.107 em 2.102 e o valor para o primeiro termo de 2.100 é encontrado,

sendo ele igual a

LeΣT = −keeaµφ2ΣbcdTbcd − 4k
[
∂λ(eφ

2Σaµλ)− eφ2ΣbλµT a
bλ

]
. (2.108)

Para o segundo termo de 2.100, tem-se

Le = 6keebσe ν
b ∂σφ∂νφ

= 6k(δe)ebσe ν
b ∂σφ∂νφ+ 6ke(δebσ)e ν

b ∂σφ∂νφ+ 6keebσ(δe ν
b )∂σφ∂νφ. (2.109)

Utilize as igualdades 2.51 e 2.52 na expressão 2.109. A variação segue abaixo,

δLe = 6keedλebσe ν
b ∂σφ∂νφ(δedλ)− 6keebλedσe ν

b ∂σφ∂νφ(δedλ)

−6keebσe ρ
b e

eν∂σφ∂νφ(δeeρ)

δLe
δeaµ

= 6keeaµebσe ν
b ∂σφ∂νφ− 6keebµeaσe ν

b ∂σφ∂νφ− 6keebσeaνe µ
b ∂σφ∂νφ

= 6keeaµgσν∂σφ∂νφ− 6keeaσgµν∂σφ∂νφ− 6keeaνgσµ∂σφ∂νφ

= 6keeaµgσν∂σφ∂νφ− 12keeaνgσµ∂σφ∂νφ. (2.110)

Para o terceiro termo de 2.100, tem-se

LeT = −4keebσe ν
b φ(∂σφ)Tν

δLeT = −4k(δe)ebσe ν
b φ(∂σφ)Tν − 4ke(δebσ)e ν

b φ(∂σφ)Tν

−4keebσ(δe ν
b )φ(∂σφ)Tν − 4keebσe ν

b φ(∂σφ)(δTν), (2.111)

a variação com relação a Tν é obtida abaixo,

δTν = δ
[
e ρ
c T

c
ρν

]
= δ

[
e ρ
c (∂ρe

c
ν − ∂νecρ)

]
= (δe ρ

c )∂ρe
c
ν + e ρ

c ∂ρ(δe
c
ν)− (δe ρ

c )∂νe
c
ρ − e ρ

c ∂ν(δe
c
ρ)

= e σ
c e

eρT cνρ δeeσ + (∂νe
cρ)δecρ − (∂ρe

cρ)δecν . (2.112)
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Substitui-se 2.112 em 2.111

δLeT = −4keedλebσe ν
b φ(∂σφ)Tνδedλ + 4keebλedσe ν

b φ(∂σφ)Tνδedλ

+4keebσe ρ
b e

eνφ(∂σφ)Tνδeeρ − 4keebσe ν
b φ(∂σφ)

[
e σ
c e

eρT cνρ
]
δeeσ

−4keebσe ν
b φ(∂σφ) [∂νe

cρ] δecρ + 4keebσe ν
b φ(∂σφ) [∂ρe

cρ] δecν

δLeT
δeaµ

= −4keeaµebσe ν
b φ(∂σφ)Tν + 4keebµeaσe ν

b φ(∂σφ)Tν

+4keebσe µ
b e

aνφ(∂σφ)Tν − 4keebσe ν
b φ(∂σφ)e µ

c e
aρT cνρ

−4keebσe ν
b φ(∂σφ)∂νe

aµ + 4keebσe ν
b φ(∂σφ)∂ρe

aρ

= −4keeaµgσνφ(∂σφ)Tν + 4keebµeaσgµνφ(∂σφ)Tν

+4keeaνgσµφ(∂σφ)Tν − 4kegσνφ(∂σφ)T µ a
ν

−4kegσνφ(∂σφ)∂νe
aµ + 4kegσµφ(∂σφ)∂ρe

aρ. (2.113)

Encontrado todas as variações da expressão 2.100, aplica-se o Prinćıpio de Mı́nima

Ação com respeito o campo de tetradas eaµ,

δLTC(eaµ, φ)

δeaµ
= 0

δLeΣT
δeaµ

+
δLe
δeaµ

+
δLeT
δeaµ

= 0. (2.114)

Substitui-se 2.108,2.110 e 2.113 em 2.114,

− keeaµφ2ΣbcdTbcd − 4k∂λ(eφ
2Σaµλ) + 4Keφ2ΣbλµT a

bλ + 6keeaµgσν∂σφ∂νφ

− 12keeaνgσµ∂σφ∂νφ− 4keeaµgσνφ(∂σφ)Tν + 4keebµeaσgµνφ(∂σφ)Tν

+ 4keeaνgσµφ(∂σφ)Tν − 4kegσνφ(∂σφ)T µ a
ν − 4kegσνφ(∂σφ)∂νe

aµ

+ 4kegσµφ(∂σφ)∂ρe
aρ = 0, (2.115)

Divida a equação 2.115 por (−4k) e substituem-se os dois últimos termos desta equação

pela igualdade abaixo análogo aos ı́ndices que se apresentam na equação,

egσνφ(∂σφ)∂νe
aµ = ∂ν [egσνφ(∂σφ)eaµ] . (2.116)
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Feito isso, obtém-se

∂λ(eφ
2Σaµλ)− eφ2

(
ΣbλµT a

bλ −
1

4
eaµΣbcdTbcd

)
− 3

2
eeaµgσν∂σφ∂νφ

+3eeaνgσµ∂σφ∂νφ+ eeaµgσνTνφ(∂σφ)− eφeaσgµν (Tν∂σφ+ Tσ∂νφ)

−egσνφ(∂σφ)T µaν − ∂ρ [egσµφ(∂σφ)eaρ] + ∂ν [egσνφ(∂σφ)eaµ.] = 0 (2.117)

Estas são as equações de campo com respeito ao campo de tetradas eaµ. Note que para

φ = cte esta equação se reduz à equação do TERG. Este conjunto de equações são

apresentadas em [12].

2.5 Teoria de Brans-Dicke

No intuito de generalizar a ação de Einstein para uma ação mais geral, pode-se incluir

campos escalares que também afetam a geometria do espaço-tempo. Essas teorias são

conhecidas como teorias tensor-escalar, definidas por serem aquelas cuja ação contém

além do tensor métrico gµν um campo escalar φ.

Para uma ação onde expressões de acoplamento não-mı́nimo como Rφ não se apresen-

tam, diz-se que a ação está escrita no chamado referencial de Einstein, onde a geometria

não se mistura com o campo escalar. Caso contrário, este referencial é denominado refe-

rencial de Jordan. Embora sejam diferentes na estrutura matemática, esses referenciais

se co-relacionam através da transformação conforme g̃µν = Ω2gµν , podendo as expressões

serem escritas num ou noutro referencial sem perder os conceitos f́ısicos [21].

Uma teoria que se adéqua a estas descrições é a teoria de Brans-Dicke, uma teoria

tensor-escalar com base na suposição de que a constante gravitacional de Newton G não

seja constante, mas sim um termo dinâmico que dependa de um campo escalar φ. Brans

e Dicke tomam G =
1

φ
, substituindo-o na densidade Lagrangiana de Hilbert-Einstein. A

proposta da ação de Brans-Dicke com o campo escalar adicionado à ação da matéria SM

é escrita, no referencial de Jordan, como

SBD =
1

16π

∫ (
φ◦R− ω

φ
∂µφ∂

µφ

)√
−gd4x+ SM . (2.118)

O primeiro termo desta ação corresponde a ação de Hilbert-Einstein com G substitúıdo
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pelo seu equivalente campo escalar. O segundo termo da ação é o termo cinético para

dar a dinâmica do campo escalar e ω um parâmetro a ser definido experimentalmente.

Quando ω → ∞ a teoria de Einstein é alcançada [68]. Variando a ação com respeito ao

campo escalar e ao tensor métrico, obtêm-se as equações de campo desta teoria,

∇µ∇µφ =
8πT

3 + 2ω
(2.119)

◦Rµν −
1

2
◦Rgµν =

8πTµν
φ

+
ω

φ2

(
∂µφ∂νφ−

1

2
gµν∂ρφ∂

ρφ

)
+

1

φ
(∇µ∇νφ− gµν∇ρ∇ρφ) , (2.120)

onde T é o traço do tensor Momento-Energia.

2.5.1 Hoyle-Narlikar

Um caso particular da teoria de Brans Dicke é a teoria conforme de Hoyle-Narlikar na

Relatividade Geral, para ω = −3

2
[68]. A expressão da ação é dada por

SHN =
1

2

∫ (
1

6
◦Rφ2 + ∂µφ∂

µφ

)√
−gd4x+ SM (2.121)

e suas equações de campo para um universo com conteúdo de matéria, são

(
∇µ∇ν −

1

6
R

)
φ =

T

φ
(2.122)

(
◦Rµν −

1

2
◦Rgµν

)
1

6
φ2 +

1

6
(4∂µφ∂νφ− gµν∂αφ∂αφ) +

1

3
(gµνφ∇ρ∇ρφ− φ∇µ∇νφ) = Tµν

(2.123)

nesta teoria o traço do tensor Momento-Energia também é nulo, devido a exigência da

teoria conforme [68]. Essas duas equações de campo para o caso de Brans-Dicke são

independentes entre si, ao contrário de Hoyle-Narlikar. Esta teoria é dinamicalmente

equivalente ao Teleparalelismo Conforme para k′ = 6 [12], assim como a TERG e a TRG,

mas elas são diferentes na obtenção dos resultados, como por exemplo o cálculo da energia

gravitacional e a formulação de tetrada.
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Caṕıtulo 3

Momento-energia Gravitacional P a

Historicamente, a energia associada a uma lei de conservação é útil porque permite que

o sistema seja melhor compreendido e que propriedades sejam calculadas. A existência

desta lei está sempre associada a certo tipo de simetria, em outras palavras, é associado

a invariância da teoria com respeito a determinado tipo de transformação [69]. A lei de

conservação está presente na Mecânica Clássica de Part́ıculas, quanto na Teoria Clássica

de Campos, e atualmente no trabalho de Maluf [14] há uma forma covariante de estender

esta ideia para a Gravitação.

3.1 Conservação da Energia e Teorema de Noether

Seja dado um sistema isolado com N part́ıculas. Este sistema por ser isolado é invariante

por translação, assim quando o transladado como um todo para um deslocamento de

componentes δxi, a f́ısica não será alterada, mas somente suas coordenadas xi que serão

denotadas por xi → xi + δxi.

A definição da Lagrangiana na Mecânica Clássica é a diferença entre a Energia Cinética

e a Energia Potencial

L = Ec − Ep, (3.1)

sendo Ec dependente da velocidade, e Ep dependente da posição, de cada uma das part́ıculas.

Como a f́ısica deste sistema isolado não é alterada por este deslocamento, então a Energia
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Potencial assim como a Energia Cinética são invariantes por esta translação espacial. Pela

definição 3.1, obtém-se que a variação da Lagrangiana com respeito a translação espacial

é nula

δL = 0. (3.2)

Pelas equações de Euler-Lagrange

∂L
∂xi
− d

dt

∂L
∂ẋi

= 0, (3.3)

onde ẋi é a velocidade da respectiva coordenada. Por esta equação 3.3 é imediata a

verificação de que ela gera uma lei de conservação,

dpi
dt

= 0, (3.4)

sendo pi as componentes do momento linear do sistema. Esta é a lei de conservação do

momento linear para um sistema isolado.

Para o caso em que é feita uma translação temporal deste sistema t→ t+ δt obtém-se

que a variação da Lagrangiana com respeito ao tempo é dada por

dL
dt

=
∂L
∂xi

dxi
dt

+
∂L
∂ẋi

dẋi
dt

+
∂L
∂t
, (3.5)

da equação 3.3 e da igualdade ∂L
∂ẋi

= pi, encontra-se que

∂L
∂xi

=
d

dt

(
∂L
∂ẋi

)
=
dpi

dt
. (3.6)

Assim, substituindo 3.6 em 3.5,

dL
dt

= ṗiẋi + piẍi +
∂L
∂t

∂L
∂t

=
d

dt

(
pixi − L

)
. (3.7)

Caso L tenha simetria de translação temporal, ou seja, não contém o tempo explicita-

mente, então ∂L
∂t

= 0. Definindo, H = pixi − L, obtém-se

dH
dt

= 0,
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que é a conservação da energia, por H ser a energia total do sistema.

Estes resultados podem ser obtidos de um resultado mais geral chamado Teorema de

Noether, o qual afirma que leis de conservação podem surgir da invariância da Lagrangiana

com respeito a algum tipo de transformação aplicado no sistema [69].

Teorema de Noether para campos

Se a Lagrangiana de um campo é invariante com respeito a translações no espaço-tempo,

então pode-se mostrar que isso implica uma lei de conservação de acordo com o chamado

Teorema de Noether, e a quantidade conservada é chamada tensor Momento-Energia

Canônico dada por

Θµ
ν =

∂L
∂(∂µφ)

∂νφ− δµνL. (3.8)

Segue demonstração.

Dada a Lagrangiana ser função do campo φ(x) e de sua primeira derivada ∂µφ(x), sua

forma é expressa por

L = L (φ(x), ∂µφ(x)) , (3.9)

por uma translação nas coordenadas do espaço-tempo,

xµ → x′µ = xµ + εµ,

φ(x)→ φ′(x′) = φ(x),

o campo φ(x) não sofre alterações porque a mudança é feita apenas nas coordenadas de

x para x′. Ao expandir o campo φ′(x′) em série de Taylor para as primeiras ordens,

obtém-se,

φ′(x′) = φ′(x+ ε) = φ′(x) + εµ∂µφ
′(x),

por aproximação de primeira ordem εµ∂µφ
′(x) = εµ∂µφ(x). Assim a diferença φ′(x)−φ(x)

é igual a

δφ(x) = −εµ∂µφ(x). (3.10)
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Ao variar a ação,

δS =

∫
L (φ′(x′), ∂µφ

′(x′)) d4x′ −
∫
L (φ(x), ∂µφ(x)) d4x, (3.11)

onde d4x′ = (1 + ∂µε
µ)d4x feita por uma transformação Jacobiana e L (φ′(x′), ∂µφ

′(x′)) =

(L+ δL). Dessa forma,

δS =

∫
[(L+ δL) (1 + ∂µε

µ)− L] d4x

=

∫
(δL+ L∂µεµ) d4x,

o termo de segunda ordem foi desprezado. Pela regra da cadeia,

δL =
∂L
∂φ

δφ+
∂L
∂∂µφ

∂µδφ, (3.12)

onde δ(∂µφ) = ∂µδφ. Assim,

δS =

∫ (
∂L
∂φ

δφ+
∂L
∂∂µφ

∂µδφ+ L∂µεµ
)
d4x, (3.13)

separando os termos da região R e da superf́ıcie ∂R da integral, onde,

∂L
∂∂µφ

∂µδφ = ∂µ

[
∂L
∂∂µφ

δφ

]
− ∂µ

[
∂L
∂∂µφ

]
δφ

L∂µεµ = ∂µ(εµL),

tem-se

δS =

∫
R

[
∂L
∂φ
− ∂µ

(
∂L
∂∂µφ

)]
δφd4x+

∫
∂R

∂µ

[
∂L
∂∂µφ

δφ+ εµL
]
d4x,

o termo entre colchetes na primeira integral é igual a zero, correspondendo às equações

de Euler-Lagrange. Na segunda integral introduza a igualdade δφ = −εν∂νφ. Assim,

δS =

∫
∂R

∂µ

[
∂L
∂∂µφ

− δµνL
]

(−εν)d4x. (3.14)

O termo εν na segunda integral é um parâmetro arbitrário e portanto, o termo entre
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colchetes desta segunda integral é o tensor Momento-Energia Canônico, definido por

Θµ
ν =

∂L
∂(∂µφ)

∂νφ− δµνL.

Este procedimento pode ser aplicado com respeito as simetrias da Relatividade Geral para

se obter um candidato a pseudo-tensor Momento-Energia da gravidade. Este candidato

é conhecido como pseudotensor Momento-Energia de Einstein [70] quando escrito em

termos do tensor métrico. Para mais detalhes consultar [5; 71; 72]

3.2 Momento-Energia Gravitacional

Desde a criação da teoria da Relatividade Geral há uma busca incessante para descobrir a

expressão matemática que define a energia associada ao campo gravitacional, assim como

há energia associada ao campo elétrico. O campo gravitacional é descrito pela conexão

que define a geometria do espaço-tempo. Na forma original da construção da Relatividade

Geral o campo gravitacional é manifesto pela conexão de Christoffel (◦Γ), que por sua

definição 1.9, não é covariante por transformações de coordenadas, uma vez que não é

tensor.

A noção de campo é entendida como a possibilidade da grandeza f́ısica poder ser

detectada em cada ponto do espaço. A fonte geradora de um campo eletromagnético é

uma distribuição de carga, descrita por uma densidade ρ [73]. No contexto Relativ́ıstico

a fonte geradora do campo gravitacional é o tensor Momento-Energia da matéria, que

influencia no comportamento da geometria do espaço-tempo, conforme demonstram as

equações de Einstein 1.15. Conclui-se disso que densidade de carga é a fonte geradora de

um campo.

A proposta então, desde Einstein, é encontrar um tensor Momento-Energia Gravita-

cional tal como o da matéria, e que obedeça a lei de conservação local. A importância

de obter a expressão para o tensor Momento-Energia Gravitacional se dá para ampliar o

conhecimento das grandezas f́ısicas que compõem o Universo, compreendendo seu compor-

tamento para eventuais aplicações. Um exemplo poderia estar relacionado a quantização

da teoria gravitacional.

Várias propostas para calcular a energia gravitacional foram sugeridas no decorrer
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desses cem anos de Relatividade Geral. A primeira proposta foi feita por Einstein a partir

do tensor Momento-Energia Canônico. Entretanto, tanto a expressão de Einstein quanto

a maioria das propostas seguintes não são covariantes por transformação de coordenadas,

o que lhes impedem de serem descritos por tensores. Essas expressões são denominadas

complexo Momento-Energia ou pseudo-tensor Momento-Energia.

Pseudo-tensores e integrais de Komar (dependentes da normalização de vetores de

Killing) [74] não são as expressões ideais para descrever grandezas na teoria gravitacional,

uma vez que sua validade é questionada por ser dif́ıcil atribuir um significado f́ısico a

expressões não covariantes. Entretanto, este resultado é esperado em virtude do Prinćıpio

de Equivalência, base da Relatividade Geral, o qual não permite que seja detectada sem

ambiguidade a presença de um campo gravitacional em um ponto do espaço-tempo [11],

uma vez que ele afirma que numa região suficientemente pequena os efeitos causados pelo

campo gravitacional não podem ser distinguidos dos efeitos sentidos por um observador

acelerado. Como o campo gravitacional está associado a escolha do sistema de coordena-

das, isso implica que a energia deste campo também está associada a esta escolha.

Portanto, é necessária uma outra estrutura geométrica para descrever a energia gra-

vitacional de forma covariante, como veremos posteriormente na proposta do Teleparale-

lismo Equivalente à Relatividade Geral feita por Maluf [14]. Existe uma outra forma de

abordar a energia gravitacional, pelas denominadas quantidades quasilocais definidas não

pontualmente, mas em certa região [75] . Elas estão associadas com a escolha de condiçõs

de contorno na superf́ıcie da região. Os pseudo-tensores convencionais podem ser escritos

nesta linguagem por escolha adequada destas condições de contorno [76].

Certas propostas de Momento-Energia Gravitacional são conhecidas como Momento-

Energia de Einstein, Landau-Lifshitz, Weinberg, Bergmann-Thomson, Papapetrou, Tol-

man, Goldberg, ADM (Arnowitt, Deser and Misner), Komar, Bel-Robinson, Moller, Ma-

luf. Abaixo segue a descrição de algumas dessas propostas.

O complexo Momento-Energia de Einstein Θb
a é descrito em seu artigo Die grundlage

der allgemeinen relativitätstheorie1 [80] na forma,

ktασ =
1

2
δασg

µνΓαµβΓβνα − gµνΓβνσΓαµβ, (3.15)

para qualquer sistema de coordenadas em que
√
−g = 1. Em notação contemporânea

1Com tradução para o Inglês nas referências [77; 78; 79].
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[81; 82] a expressão é dada por

Θb
a =

1

16π
Hbc

a,c , (3.16)

onde os superpotenciais Hbc
a possuem a propriedade de antissimetria nos dois ı́ndices

contravariantes,

Hbc
a = −Hcb

a , (3.17)

igual a

Hbc
a =

gad√
−g
[
−g(gbdgcc − gcdgbc)

]
, e. (3.18)

São utilizados superpotenciais porque eles possuem certas simetrias que garantem con-

servação, mas eles também não são tensores [83]. O complexo Momento-Energia de Eins-

tein não é simétrico [84], restrito a realizar os cálculos em coordenadas cartesianas ou

quase-cartesianas para se obter resultados significativos [82], escrito a partir das primei-

ras derivadas do tensor métrico no espaço Riemanniano, obedece a lei de conservação local
∂Θk

i

xk
= 0 [85].

O complexo Momento-Energia de Landau-Lifshitz Lab, [86; 81], tem a vantagem de ser

simétrico, o que significa que gera momento angular em espaço-tempo assintoticamente

plano [87], contudo é restrito a ser calculado somente em coordenadas quasi-cartesianas

para ter resultados significativos [82; 84], é proposto inicialmente para sistemas isolados

na geometria curva, é dependente da escolha de coordenadas e satisfaz a lei de conservação

local
∂Lik

xk
= 0 .

Lab =
1

16π
labcd,cd, (3.19)

com o superpotencial, labcd,cd, escrito da forma

labcd = (−g)(gabgcd − gacgbd). (3.20)

Os complexos de Bergmann-Thomson Bab e Weinberg W ik possuem também o problema

da dependência das coordenadas quasi-cartesianas. Com a expressão para Bergmann-

Thomson igual a [88; 81],

Bab =
1

16π
Mabc

,c , (3.21)
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com o superpotencial Mabc
,c da forma,

Mabc = gadV bc
d , (3.22)

e,

V bc
d =

gde√
−g
[
−g(gbegcf − gcegbf )

]
, f. (3.23)

A expressão para Weinberg é dada por [16; 81],

W ik =
1

2k
Dlik

,l, (3.24)

onde o superpotencial Dlik
,l tem a forma

Dlik =
∂haa
∂xl

ηik − ∂haa
∂xi

ηlk − ∂hal

∂xa
ηik +

∂hai

∂xa
ηlk +

∂hlk

∂xi
− ∂hik

∂xl
, (3.25)

com,

hik = gik − ηik. (3.26)

O complexo Momento-Energia de Møller, M b
a , [89; 81]. Independente do sistema de

coordenadas, descrito no espaço de tetradas numa teoria de gravidade modificada por

Møller, sua definição para o termo da energia gravitacional é o tensor Momento-Energia

Canônico escrito em termos dos campos de tetrada, ao contrário da definição do complexo

Momento-Energia de Einstein, que é descrito em termos do tensor métrico [90]. Ressalta

também que o complexo de Møller não satisfaz o Prinćıpio de Equivalência [83]. Ele é

definido por

Mν
µ = Uνρ

µ,ρ , (3.27)

onde o superpotencial é definido por

Uνβ
µ =

√
−g

2k
P τνβ

λρσ [φρgσχgµτ − λgτµKχρσ − gτµ(1− 2λ)Kσρχ] , (3.28)

Kχρσ é o tensor contorção, φµ é a base do campo vetorial igual a φµ = T ννµ , e

P τνβ
λρσ = δτχg

νβ
ρσ + δτρg

νβ
σχ − δτσgνβχρ, (3.29)
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com gνβρσ uma quantidade tensorial definida por,

gνβρσ = δνρδ
β
σ − δνσδβρ. (3.30)

O Momento-Energia de Bel-Robinson [91; 92; 93; 94; 11] é um tensor de quatro ı́ndices,

independente do sistema de coordenadas, é zero se e somente se a curvatura for zero, é

totalmente simétrico, Bijkl = B(ijkl) e possui traço nulo, gjlBijkl = 0 [93]. Contudo, Bel-

Robinson possui dimensões erradas [11] e garante-se que sua divergência seja zero somente

no vácuo [93].

Bµναβ = Cρ σ
µ αCρνσβ + ∗Cρ σ

µ α
∗Cρνσβ, (3.31)

onde, Cijkl é o tensor de Weyl apresentado em 2.61 e ∗Cρνσβ seu dual.

O Momento-Energia de Maluf, τλµ, [14] é um tensor com dois ı́ndices, independente

do sistema de coordenadas, é obtido através do formalismo do TERG, estruturado na

geometria de torção do espaço-tempo, descrito pela conexão de Weitzenböck e dos campos

de tetrada. Em sua definição tem derivadas de apenas primeira ordem, é conservado e

tem traço nulo. É um tensor Momento-Energia único, que surge de forma natural e

sem ambiguidade. Apesar de ser antissimétrico, é posśıvel calcular Momento Angular

gravitacional [95] neste contexto. Maluf [95] descreve situação em que a forma teleparalela

do momento angular se sobressai em relação a integral de Komar. A expressão teleparalela

do tensor Momento-Energia é dada por

τλµ = k
(
4ΣbcλT µ

bc − g
λµΣbcdTbcd

)
, (3.32)

onde Σbcλ é definido em 2.31 e T µ
bc é o tensor torção. Na próxima seção, será feita a

demosntração desta expressão.

Como visto, há diversas expressões do Momento-Energia Gravitacional. São elas cal-

culadas para FRW [96; 97], Buracos negros [98; 99], tipos de Bianchi [70], modelos de

teorias alternativas [100; 15], ondas gravitacionais [81]. Com tantas propostas e resulta-

dos diferentes, isso explica a importância de obter uma expressão do Momento-Energia

Gravitacional significativa e única.
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3.2.1 Conservação da energia no TERG

O tensor Momento-Energia Gravitacional 3.32 é obtido no Teleparalelismo Equivalente à

Relatividade Geral por natureza da teoria. Ao reescrever a expressão 2.56 a fim de isolar

a derivada parcial, obtêm-se

∂λ
(
eΣaµλ

)
=

1

4k
eeaλ

(
τλµ + T λµ

)
, (3.33)

sendo definido τaµ interpretado como o tensor Momento-Energia do campo gravitacional

igual a,

τaµ = k
(
4ΣbλµT a

bλ − eaµΣbcdTbcd
)
. (3.34)

Ao derivar a equação 3.33 em relação à ∂µ, obtém-se da antissimetria do tensor Σaµλ que

∂µ∂λ
(
eΣaµλ

)
≡ 0. Assim, é encontrado 3.35

∂µ (eτaµ + eT aµ) = 0, (3.35)

que é uma lei de conservação local para os tensores de Momento-Energia Gravitacional,

τaµ, e para os tensores dos campos de matéria T aµ. Para mais detalhes consultar [14].

3.2.2 Conservação da Energia no Teleparalelismo Conforme

Da mesma forma que na seção 3.2.1, obtidas as equações de campo do Teleparalelismo

Conforme, a partir da equação 3.34

τaµ = k
(
4ΣbλµT a

bλ − eaµΣbcdTbcd
)
,

é definido que taµ é igual a,

taµ = −4k
{
− 3

2
eaµgσν∂σφ∂νφ+ 3eaνgσµ∂σφ∂νφ+ eaµgσνTνφ(∂σφ)

−eaσgµνφ (Tν∂σφ+ Tσ∂νφ)− gσνT µaν φ(∂σφ)

−
(

1

e

)
(∂ρ [eeaρgσµφ(∂σφ)]− ∂ν [eeaµgσνφ(∂σφ)])

}
. (3.36)
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Assim, as equações de campo para um universo com fluido perfeito conforme 4.11, podem

ser reescritas utilizando a definição 2.55, na forma,

∂λ(eφ
2Σaµλ) =

1

4k
e
(
eaνT

µν + φ2taµ + τaµ
)
. (3.37)

Derivando-a com respeito a ∂µ, o lado esquerdo é nulo devido a antissimetria nos dois

últimos ı́ndices de Σaµλ

∂µ∂λ(eφ
2Σaµλ) ≡ 0, (3.38)

o que gera portanto,

∂µ
[
e
(
eaνT

µν + φ2taµ + τaµ
)]

= 0, (3.39)

uma lei de conservação local. Com este resultado, é posśıvel definir um vetor Momento-

Energia do Teleparalelismo Conforme, igual a

P a =

∫
V
e
(
eaνT

0ν + φ2ta0 + τa0
)
d3x, (3.40)

que pode ser reescrito devido 3.37, como

P a = 4k

∮
eφ2Σa0idSi. (3.41)

A componente zero nos tensores em 3.40 representa a energia total. A palavra total aqui

se refere à soma das constribuições dos campos de matéria, da energia gravitacional e

do fator conforme. Ressaltando que esta definição mantém as mesmas caracteŕısticas do

TERG com respeito às tranformações de coordenadas e à escolha do sistema referencial.
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Caṕıtulo 4

Cosmologia Conforme Teleparalela

O objetivo desse caṕıtulo é utilizar a teoria Teleparalelismo Conforme para um Universo

com conteúdo de fluido, homogêneo e isotrópico, a fim de calcular alguns parâmetros

cosmológicos e identificar o conteúdo de Energia gravitacional dentro do raio observável.

Ambos objetivos foram alcançados com êxito, sendo que parte dos cálculos desenvolvidos

neste caṕıtulo foram publicados, e podem ser consultados nas referências [101], [102].

4.1 Densidade de Lagrangiana para fluido perfeito

conforme

Para um Universo com fluido perfeito conforme é adicionada uma densidade de Lagran-

giana LM , a qual deve ser conformalmente invariante para produzir um tensor Momento-

Energia com mesma caracteŕıstica. Dada a expressão LM igual a 4.1,

LM =

[
1

2
e(ρ+ p)UαUα +

1

2
e(ρ+ 3p)

]
φ2, (4.1)

é verificado se esta expressão é invariante por transformações conformes.

O determinante da tetrada e o campo escalar se transformam conformalmente como

2.67 e 2.85. Já os vetores quadri-velocidade, pressão e densidade como 4.2

ρ→ ρ̃ = e−2θρ,

p→ p̃ = e−2θp,

Uα → Ũα = eθUα ,

Uα → Ũα = e−θUα.
(4.2)
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Substitui-se 4.2 em 4.1, e será verificado que esta densidade de Lagrangiana é invariante

por transformações conformes.

L̃M =

[
1

2
ẽ(ρ̃+ p̃)ŨαŨα +

1

2
ẽ(ρ̃+ 3p̃)

]
φ̃2

=

[
1

2
e4θe

(
e−2θρ+ e−2θp

)
e−θUαeθUα +

1

2
e4θe

(
e−2θρ+ 3e−2θp

)]
e−2θφ2

= LM .

Dessa forma, ao variar 4.1 em relação ao campo φ(t), tem-se

δL̃M
δφ

=

[
1

2
e(ρ+ p)UαUα +

1

2
e(ρ+ 3p)

]
2φ

= [e(ρ+ p)(−1) + e(ρ+ 3p)]φ

= 2epφ, (4.3)

onde UαUα = −1. Ao variar L̃M com respeito ao campo de tetrada eaµ tem-se,

δL̃M =

[
1

2
(δe)(ρ+ p)UαUα +

1

2
e(ρ+ p)δ(ecαecβ)UαUβ +

1

2
(δe)(ρ+ 3p)

]
φ2

=
[1

2
(δe)(ρ+ p)UαUα +

1

2
e(ρ+ p)δ(ecα)ecβU

αUβ +
1

2
e(ρ+ p)ecαδ(ecβ)UαUβ

+
1

2
(δe)(ρ+ 3p)

]
φ2.

A variação δe está em 2.51 e a variação δ(ecα) é igual a

δ(ecα) = δ(ηcdedα) = ηcdδedα, (4.4)

logo,

δL̃M
δeaµ

=
[1

2
eedλδadδ

µ
λ(ρ+ p)UαUα +

1

2
e(ρ+ p)ηcdδadδ

µ
αecβU

αUβ

+
1

2
e(ρ+ p)ecαδ

a
cδ
µ
βU

αUβ +
1

2
eedλδadδ

µ
λ(ρ+ 3p)

]
φ2

=
[1

2
eeaµ(ρ+ p)UαUα +

1

2
e(ρ+ p)ηcaecβU

µUβ +
1

2
e(ρ+ p)eaαU

αUµ

+
1

2
eeaµ(ρ+ 3p)

]
φ2

= [e(ρ+ p)eaνU
νUµ + eeaµp]φ2. (4.5)
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O tensor Momento-Energia foi definido em função da densidade de Lagrangiana em

2.55. Ao isolar este tensor, obtém-se

δL̃M
δeaµ

= eeaνT
νµ (4.6)

eaνT
νµ =

1

e

δL̃M
δeaµ

=
1

e

{
[e(ρ+ p)eaνU

νUµ + eeaµp]φ2
}

=
{

[(ρ+ p)eaνU
νUµ + gµνeaνp]φ

2
}

= eaν [(ρ+ p)UνUµ + gµνp]φ2

T µν = [(ρ+ p)UµUν + pgµν ]φ2, (4.7)

demonstrando que com esta densidade de Lagrangiana 4.1 é posśıvel gerar a expressão

1.19 com φ adicionado.

4.2 Equações de campo com fluido perfeito conforme

A densidade de Lagrangiana a ser considerada para gerar as equações de campo para um

Universo com fluido perfeito conforme será a expressão 2.92 com a adição da densidade

de Lagrangiana apresentada em 4.1. Sendo ela igual a,

LTC+M(eaµ, φ) = ke
[
−φ2ΣabcTabc + 6gµν∂µφ∂νφ− 4gµνφ(∂µ + φ)Tν

]
+ LM . (4.8)

A primeira parte da variação com respeito ao campo escalar φ(t) da equação 4.8 já foi

feita e é apresentada em 2.97. Ao aplicar o Prinćıpio de Mı́nima Ação
δLTC+M(eaµ, φ)

δφ
= 0

tem-se,

k
[
−2eφΣabcTabc − 12∂ν(eg

µν∂µφ) + 4φ∂µ(eT µ)
]

+
δLM
δφ

=
δLTC+M(eaµ, φ)

δφ

k
[
−2eφΣabcTabc − 12∂ν(eg

µν∂µφ) + 4φ∂µ(eT µ)
]

+
δLM
δφ

= 0

−12k∂ν(eg
µν∂µφ)− 2kφ

[
eΣabcTabc − 2∂µ(eT µ)

]
= −δLM

δφ

∂ν(eg
µν∂µφ) +

1

6
φ
[
eΣabcTabc − 2∂µ(eT µ)

]
=

1

12k

δLM
δφ

. (4.9)

O termo entre colchetes é o termo 2.33 negativo e multiplicado pelo determinante da
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tetrada. Assim a equação de campo para a variação em φ(t) 4.9 pode ser reescrita na

forma,

∂ν(eg
µν∂µφ)− 1

6
◦Reφ =

1

12k

δLM
δφ

. (4.10)

Da mesma forma o procedimento é feito para a variação com respeito ao campo de tetra-

das. A primeira parte está em 2.117 que foi dividida por (−4k). Assim obtém-se,

∂λ(eφ
2Σaµλ)− eφ2

(
ΣbλµT a

bλ −
1

4
eaµΣbcdTbcd

)
− 3

2
eeaµgσν∂σφ∂νφ

+ 3eeaνgσµ∂σφ∂νφ+ eeaµgσνTνφ(∂σφ)− eφeaσgµν (Tν∂σφ+ Tσ∂νφ)

− egσνφ(∂σφ)T µaν − ∂ρ [egσµφ(∂σφ)eaρ] + ∂ν [egσνφ(∂σφ)eaµ] =
1

4k

δLM
δeaµ

. (4.11)

Calculando-se o traço contraindo a equação 4.11 com respeito ao campo de tetrada

eaµ.

eaµ

{
∂λ(eφ

2Σaµλ)− eφ2
(
ΣbλµT a

bλ −
1

4
eaµΣbcdTbcd

)
− 3

2
eeaµgσν∂σφ∂νφ

+ 3eeaνgσµ∂σφ∂νφ+ eeaµgσνTνφ(∂σφ)− eφeaσgµν (Tν∂σφ+ Tσ∂νφ)

− egσνφ(∂σφ)T µaν − ∂ρ [egσµφ(∂σφ)eaρ] + ∂ν [egσνφ(∂σφ)eaµ]
}

= eaµ

(
1

4k

δLM
δeaµ

)
.

(4.12)

O cálculo será feito por partes para conhecer como cada termo se contrai. Primeiro termo:

eaµ
[
∂λ(eφ

2Σaµλ)
]

= ∂λ(eaµeφ
2Σaµλ)− eφ2Σaµλ∂λ(eaµ). (4.13)
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O termo 4.13 será subdividido, sendo as partes iguais a 4.14 e 4.15,

∂λ(eaµeφ
2Σaµλ) = ∂λ

(
eφ2eaµe

µ
b e

λ
c Σabc

)
= ∂λ

{
eφ2eaµe

µ
b e

λ
c

[
1

4

(
T abc + T bac − T cab

)
+

1

2

(
ηacT b − ηabT c

)]}
= ∂λ

{
eφ2ηabe

λ
c

[
1

4

(
T abc + T bac − T cab

)
+

1

2

(
ηacT b − ηabT c

)]}
= ∂λ

{
eφ2e λ

c

[
1

4

(
��
�*T

c

T a c
a +��

�*T
c

T ac
a −��

�*0
T caa

)
+

1

2

(
δ c
b T

b − 4T c
)]}

= ∂λ(−eφ2T λ)

= −φ2∂λ(eT
λ)− 2eφT λ∂λφ. (4.14)

Note que ηabη
ab = 4 e ηabη

ac = δ c
b .

eφ2Σaµλ∂λ(eaµ) =
1

2
eφ2

[
Σaµλ∂λ(eaµ + Σaµλ∂λ(eaµ)

]
=

1

2
eφ2

[
Σaµλ∂λ(eaµ)− Σaλµ∂λ(eaµ)

]
=

1

2
eφ2

[
Σaµλ∂λ(eaµ)− Σaµλ∂µ(eaλ)

]
=

1

2
eφ2Σaµλ [∂λ(eaµ)− ∂µ(eaλ)]

=
1

2
eφ2ΣaµλTaλµ

= −1

2
eφ2ΣaµλTaµλ. (4.15)

Assim, 4.13 que é o primeiro termo é igual a

eaµ
[
∂λ(eφ

2Σaµλ)
]

= −φ2∂λ(eT
λ)− 2eφT λ∂λφ+

1

2
eφ2ΣaµλTaµλ. (4.16)

Segundo termo:

eaµ
(
−eφ2ΣbλµT a

bλ

)
= −eφ2ΣbλµTbλµ. (4.17)

Terceiro termo:

eaµ

(
1

4
eeaµφ2ΣbcdTbcd

)
= eφ2ΣbcdTbcd. (4.18)

Note que eaµe
aµ = 4.
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Quarto termo:

eaµ

(
−3

2
eeaµgσν∂σφ∂νφ

)
= −6egσν∂σφ∂νφ. (4.19)

Quinto termo:

eaµ (3eeaνgσµ∂σφ∂νφ) = 3eδνµg
σν∂σφ∂νφ

= 3egσµ∂σφ∂µφ. (4.20)

Sexto termo:

eaµ (eeaµφT σ∂σφ) = 4eφT σ∂σφ. (4.21)

Sétimo termo:

eaµ [−eφeaσgµν (Tν∂σφ+ Tσ∂νφ)] = −eφδσµgµν (Tν∂σφ+ Tσ∂νφ)

= −2eφT µ∂µφ. (4.22)

Oitavo termo:

eaµ [−egσνφ(∂σφ)T µaν ] = eaµ [−eφ(∂σφ)T µaσ]

= −eφ(∂σφ)T σ. (4.23)

Nono termo:

eaµ {−∂ρ [egσµφ(∂σφ)eaρ]} = −∂ρ [eeaµg
σµφ(∂σφ)eaρ] + egσµφ(∂σφ)eaρ∂ρ(eaµ)

= −∂ρ
[
eδρµφ(∂σφ)eaρ

]
+ egσµφ(∂σφ)eaρ∂ρ(eaµ)

= −∂µ [egσµφ(∂σφ)] + egσµφ(∂σφ)eaρ∂ρ(eaµ)

= −egσµ(∂σφ)(∂µφ)− φ∂µ(egσµ∂σφ)

+egσµφ(∂σφ)eaρ∂ρ(eaµ). (4.24)
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Décimo termo:

eaµ {∂ν [egσνφ(∂σφ)eaµ]} = ∂ν [eeaµg
σνφ(∂σφ)eaµ]− egσνφ(∂σφ)eaµ∂ν(eaµ)

= 4∂ν [egσνφ(∂σφ)]− egσνφ(∂σφ)eaµ∂ν(eaµ)

= 4egσν(∂σφ)(∂νφ) + 4φ∂ν [egσν(∂σφ)]

−egσνφ(∂σφ)eaµ∂ν(eaµ). (4.25)

Encontrado o resultado de cada termo, substitui-se (4.16-4.25) na equação 4.12,

− φ2∂λ(eT
λ)− 2eφT λ∂λφ+

1

2
eφ2ΣaµλTaµλ −����

���eφ2ΣbλµTbλµ +���
���eφ2ΣbcdTbcd

− 6egσν∂σφ∂νφ+ 3egσµ∂σφ∂µφ+ 4eφT σ∂σφ− 2eφT µ∂µφ− eφT σ(∂σφ)

− egσµ(∂σφ)(∂µφ)− φ∂µ [egσµ(∂σφ)] + egσµφ(∂σφ)eaρ∂ρ(eaµ) + 4egσν(∂σφ)(∂νφ)

+ 4φ∂ν [egσν(∂σφ)]− egσνφ(∂σφ)eaµ∂ν(eaµ) = eaµ

(
1

4k

δLM
δeaµ

)
(4.26)

1

2
φ2
[
eΣaµλTaµλ − ∂λ(eT λ)

]
−(((((

((3egσµ∂σφ∂µφ− eφT σ∂σφ+((((
(((3egσµ∂σφ∂µφ

+ 3φ∂µ [egσµ(∂σφ)]− egσνφ(∂σφ)eaµ(∂νeaµ − ∂µeaν) = eaµ

(
1

4k

δLM
δeaµ

)
(4.27)

3φ

{
∂µ (egσµ∂σφ) +

1

6
φ
[
eΣaµλTaµλ − ∂λ(eT λ)

]}
− eφT σ∂σφ− egσνφ(∂σφ)eaµ��

�*
(−Taµν)

Taνµ

= eaµ

(
1

4k

δLM
δeaµ

)
(4.28)

3φ

{
∂µ (egσµ∂σφ) +

1

6
φ
[
eΣaµλTaµλ − ∂λ(eT λ)

]}
= eaµ

(
1

4k

δLM
δeaµ

)
(4.29)

O termo que está entre chaves é o lado esquerdo da equação 4.9, assim

3φ

(
1

12k

δLM
δφ

)
= eaµ

(
1

4k

δLM
δeaµ

)
(4.30)
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ou seja, a relação obtida do traço é

φ
δLM
δφ

= eaµ
δLM
δeaµ

(4.31)

mas o lado direito da igualdade 4.31 é o traço da expressão2.55. Portanto,

φ
δLM
δφ

= eT (4.32)

onde T = eaµT
aµ é o traço do tensor Momento-Energia para os campos de matéria.

Porém, a invariância conforme exige que o traço do tensor Momento-Energia seja nulo

para a preservação da simetria, ou seja,

T µ
µ = 0. (4.33)

A demonstração de 4.33 segue a partir da conservação da corrente jµ definida em termos

do tensor Momento-Energia Tµν que pode ser consultada em [48].

4.3 Friedmann-Robertson-Walker

Nesta seção serão apresentadas as equações de campo do Teleparalelismo Conforme para

o modelo de um Universo com fluido perfeito conforme cujas caracteŕısticas sejam a ho-

mogeneidade e a isotropia em grandes escalas. Como visto no tópico1.3 a métrica que

se adéqua a este Universo é a métrica de Friedmann-Robertson-Walker apresentada em

1.21.

O primeiro passo para encontrar as soluções destas equações é obter os valores das

componentes tensoriais. Os ı́ndices latinos serão escritos entre parênteses () para dife-

renciá-los dos ı́ndices gregos, e na métrica FRW o termo dφ será reescrito como dφ′ para

que não haja confusões com o campo escalar φ(t). Seja a métrica,

ds2 = −dt2 + a2(t)

[
dr2

(1− kr2)
+ r2dθ2 + r2 sin2 θdφ′2

]
.

É escolhido um sistema referencial adaptado para um observador estacionário, dado pelo
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campo de tetradas 4.35, e com as componentes do tensor métrico iguais a,

gµν =


−1 0 0 0

0 a2

(1−kr2)
0 0

0 0 a2r2 0

0 0 0 a2r2 sin2 θ

 . (4.34)

As componentes do campo de tetradas são,

eaµ =


1 0 0 0

0 a√
(1−kr2)

0 0

0 0 ar 0

0 0 0 ar sin θ

 . (4.35)

As componentes não-nulas do tensor torção definido em 2.18 são,

T(1)(1)(0) = T(2)(2)(0) = T(3)(3)(0) = − ȧ
a
,

T(2)(2)(1) = T(3)(3)(1) = −
√

(1−kr2)

ar
,

T(3)(3)(2) = − cot θ
ar
.

(4.36)

Para o tensor T a
bλ ,

T a
bλ = ηacefλTbfc (4.37)

as componentes não-nulas são,

T
(1)

(1)0 = T
(2)

(2)0 = T
(3)

(3)0 =
ȧ

a
,

T
(2)

(2)1 = T
(3)

(3)1 =
1

r
,

T
(1)

(2)2 = −
√

(1− kr2),

T
(0)

(3)3 = ȧr sin θ,

T
(2)

(3)3 = − cos θ,

T
(0)

(1)1 =
ȧ√

(1− kr2)
,

T
(0)

(2)2 = ȧr,

T
(3)

(3)2 = cot θ,

T
(1)

(3)3 = − sin θ
√

(1− kr2).

(4.38)

Para o tensor T µaσ,

T µaσ = e µ
b e

σ
c T

bac (4.39)
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as componentes não-nulas são,

T 1(1)0 =
ȧ
√

1− kr2

a2
,

T 2(1)2 =

√
1− kr2

a3r3
,

T 2(2)0 =
ȧ

a2r
,

T 3(1)3 = T 3(2)3 =
cot θ

a3r3 sin2 θ
,

T 3(3)0 =
ȧ

a2r sin θ
. (4.40)

Para os tensores Tν , T
ν e T a ,

Tν = e µ
a (∂µe

a
ν − ∂νeaµ), (4.41)

T ν = gνρe µ
a (∂µe

a
ρ − ∂ρeaµ), (4.42)

T a = eaµT
µ = eaµTµ, (4.43)

as componentes não-nulas são,

T0 = −3
ȧ

a
,

T1 = −2

r
,

T2 = − cot θ

T 0 = 3
ȧ

a
,

T 1 = −2
(1− kr2)

a2r
,

T 2 = −cot θ

a2r2

T (0) = 3
ȧ

a
,

T (1) = −2

√
1− kr2

ar
,

T (2) = −cot θ

ar
.

(4.44)

Para o tensor Σabc, que é antissimétrico nos dois últimos ı́ndices, as componentes são,

Σ(0)(0)(1) = −
√

1− kr2

ar
,

Σ(0)(0)(2) = Σ(1)(2)(1) = −1

2

cot θ

ar
,

Σ(1)(1)(0) = Σ(2)(2)(0) = Σ(3)(3)(0) = − ȧ
a
,

Σ(2)(2)(1) = Σ(3)(3)(1) =
1

2

√
1− kr2

ar
.

(4.45)

O valor do produto ΣabcTabc é igual a,

ΣabcTabc = 6

(
ȧ

a

)2

− 2
(1− kr2)

a2r2
. (4.46)

Para o tensor Σaµλ

Σaµλ = e µ
b e

λ
c Σabc (4.47)
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as componentes não-nulas são,

Σ(0)01 = −(1− kr2)

a2r
,

Σ(1)10 = − ȧ
√

1− kr2

a2
,

Σ(2)20 = − ȧ

a2r
,

Σ(3)30 = − ȧ

a2r sin θ
,

Σ(0)02 = −1

2

cot θ

a2r2
,

Σ(1)12 =
1

2

cot θ
√

1− kr2

a3r2
,

Σ(2)21 =
1

2

(1− kr2)

a3r2
,

Σ(3)31 =
1

2

(1− kr2)

a3r2 sin θ
.

(4.48)

O valor do determinante do campo de tetrada definido em 2.11 é igual a,

e =
a3r2 sin θ√

1− kr2
. (4.49)

O escalar de curvatura 2.33 é igual a

◦R = 6

(
ȧ

a

)2

+ 6
ä

a
+ 6

k

a2
. (4.50)

De posse das componentes das quantidades tensoriais calculadas, as equações de campo

4.10 e 4.11 podem ser escritas no formato FRW (Friedmann-Robertson-Walker).

4.3.1 Equação de campo com respeito a φ(t) para FRW

A equação de campo 4.10 aplicada à métrica de Friedmann-Robertson-Walker para a

componente µ = 0 e com a condição 4.33, se torna

∂0

(
eg00∂0φ

)
− 1

6
◦Reφ = 0

φ̈+ 3φ̇

(
ȧ

a

)
+ φ

[
ä

a
+

(
ȧ

a

)2

+
k

a2

]
= 0, (4.51)

que é a equação de campo em relação ao campo φ(t). As componentes da soma da derivada

parcial são nulas, devido a dependência temporal de φ.
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4.3.2 Equações de campo com respeito a eaµ para FRW com

fluido perfeito conforme

Para calcular o lado direito da equação 4.11 considera-se
δLM
δeaµ

igual a 4.6 e reescreve-se

o tensor Momento-Energia 4.7 na forma,

T µν = (ρ̄+ p̄)UµUν + p̄gµν (4.52)

com o vetor quadri-velocidade Uµ = (1, 0, 0, 0) e as variáveis ρ̄ e p̄ definidas por

ρ̄ = ρφ2; p̄ = pφ2. (4.53)

As componentes do tensor 4.52 não-nulas são,

T 00 = ρ̄, (4.54)

T 11 = p̄
(1− kr2)

a2
, (4.55)

T 22 =
p̄

a2r2
, (4.56)

T 33 =
p̄

a2r2 sin2 θ
. (4.57)

Pelo traço nulo 4.33 oriundo da simetria conforme, a equação 4.52 gera a equação de

estado ρ̄ = 3p̄, correspondente ao fluido de radiação do Universo. Segue demonstração,

T µν = (ρ̄+ p̄)UµUν + p̄gµν

gµνT
µν = (ρ̄+ p̄)gµνU

µUν + p̄gµνg
µν

T µµ = (ρ̄+ p̄)(−1) + 4p̄

0 = 3p̄− ρ̄

ρ̄ = 3p̄. (4.58)

Desse modo, pela definição de ρ̄ e p̄, a equação de estado p =
1

3
ρ é obtida nesta teoria,

assim como na Relatividade Geral, mas neste caso com w=
1

3
, imposto pela simetria

conforme.
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Equações para as componentes a = (0) e µ = 0

Para os ı́ndices a = (0) e µ = 0, as equações de campo 4.11 aplicadas à métrica de

Friedmann-Robertson-Walker se reduzem a

∂1

(
eφ2Σ(0)01

)
+ ∂2

(
eφ2Σ(0)02

)
− eφ2

(
Σ(1)10T

(0)
(1)1 + Σ(2)20T

(0)
(2)2 + Σ(3)30T

(0)
(3)3

)
+

1

4
eφ2e(0)0ΣbcdTbcd +

3

2
ee(0)0g00φ̇2 + eφφ̇e(0)0T 0 − 2eφφ̇e(0)0g00T0 =

1

4k

δLM
δe(0)0

,

− aφ2 sin θ
√

1− kr2 +
kaφ2r2 sin θ√

1− kr2
+

1

2

aφ2 sin θ√
1− kr2

+
3

2
eφ2

(
ȧ

a

)2

+
1

2

eφ2(1− kr2)

a2r2

+
3

2
eφ̇2 + 3eφφ̇

(
ȧ

a

)
=

1

4k

δLM
δe(0)0

. (4.59)

Multiplica-se em ambos os lados da equação 4.59 o fator

(
1

e

)
, com exceção dos três

primeiros termos do lado esquerdo desta expressão que serão multiplicados pelo mesmo

fator só que na sua forma expĺıcita, ou seja,

(√
1− kr2

a3r2 sin θ

)
. Assim,

3

2
φ2

[
k

a2
+

(
ȧ

a

)2
]

+
3

2
φ̇

[
φ̇+ 2φ

(
ȧ

a

)]
=

1

4ke

δLM
δe(0)0

,

o termo
δLM
δe(0)0

= eρ̄ e a constante k =
1

16π
. Logo, ao substitúı-los obtém-se

3φ2

[
k

a2
+

(
ȧ

a

)2
]

+ 3φ̇

[
φ̇+ 2φ

(
ȧ

a

)]
= 8πρ̄, (4.60)

que é a equação de campo para as componentes a = (0) e µ = 0 para um universo com

fonte de matéria, homogêneo e isotrópico.
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Equações para as componentes a = (1) e µ = 1

Para os ı́ndices a = (1) e µ = 1, as equações de campo 4.11 aplicadas à métrica de

Friedmann-Robertson-Walker se reduzem a

∂0

(
eφ2Σ(1)10

)
+ ∂2

(
eφ2Σ(1)12

)
− eφ2

(
Σ(1)01T

(1)
(1)0 + Σ(2)21T

(1)
(2)2 + Σ(3)31T

(1)
(3)3

)
+

1

4
eφ2e(1)1ΣbcdTbcd −

3

2
ee(1)1g00φ̇2 + eφφ̇e(1)1T 0 − eφφ̇T 1(1)0 + ∂0

(
eg00φφ̇e(1)1

)
=

1

4ke

δLM
δe(1)1

,

− äar2φ2 sin θ − ȧ2r2φ2 sin θ − 4aȧφφ̇r2 sin θ − 1

2
φ2 sin θ − a2φ2r2 sin θ − a2φφ̈r2 sin θ

+
1

2
eφ2

(
ȧ2

a3

)√
1− kr2 +

1

2

eφ2
√

1− kr2

a3r2
− 1

2

keφ2
√

1− kr2

a3
+

3

2

eφ̇2
√

1− kr2

a

+ 2
eȧφφ̇

√
1− kr2

a2
=

1

4ke

δLM
δe(1)1

. (4.61)

Multiplica-se em ambos os lados da equação 4.61 o fator

(
1

e

)
, com exceção dos seis pri-

meiros termos do lado esquerdo desta expressão que serão multiplicados por

(√
1− kr2

a3r2 sin θ

)
.

Assim,

−
√

1− kr2

[
ä

(
φ

a

)2

+
1

2

ȧ2φ2

a3
+ 2

φφ̇ȧ

a2
+
φφ̈

a
+

1

2
k
φ2

a3
− 1

2

φ2

a

]
=

1

4ke

δLM
δe(1)1

,

o termo
δLM
δe(1)1

= ep̄

√
1− kr2

a
e a constante k =

1

16π
. Substituem-se esses valores e

multiplica-se ambos os lados por 2 para obter,

− φ2

[
2
ä

a
+

(
ȧ

a

)2

+
k

a2

]
− 4φφ̇

(
ȧ

a

)
− 2φφ̈+ φ2 = 8πp̄, (4.62)

que é a equação de campo para as componentes a = (1) e µ = 1 para um universo com

fonte de matéria, homogêneo e isotrópico. O resultado encontrado nesta equação 4.62 é o

mesmo para as componentes (a = (2);µ = 2) e (a = (3);µ = 3).
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Equações de Campo na Cosmologia Teleparalela Conforme

Conclui-se então que as equações de campo extráıdas das equações 4.10 e 4.11 são repre-

sentadas por apenas três equações 4.51, 4.60 e 4.62 com depêndencia em termos de ρ̄ e p̄.

Para retirar essa depêndencia substituem-se os valores correspondentes destas variáveis

de forma a obter

φ̈+ 3φ̇

(
ȧ

a

)
+ φ

[
ä

a
+

(
ȧ

a

)2

+
k

a2

]
= 0, (4.63)

3

[
k

a2
+

(
ȧ

a

)2
]

+ 3

(
φ̇

φ2

)[
φ̇+ 2φ

(
ȧ

a

)]
= 8πρ, (4.64)

−

[
2
ä

a
+

(
ȧ

a

)2

+
k

a2

]
− 4

(
φ̇

φ

)(
ȧ

a

)
− 2

φ̈

φ
+

(
φ̇

φ

)2

= 8πp, (4.65)

as equações de Friedmann modificadas. A equação 4.63 será desprezada por não contribuir

na resolução destas equações, uma vez que é uma combinação linear das equações 4.64 e

4.65 quando o traço do tensor Momento-Energia é zero.

Outras informações que são extráıdas dessa variação da densidade de Lagrangiana

Conforme 4.8 são as quantidades energia e pressão do tensor Momento-Energia para um

fluido perfeito conforme. Interessante destacar que o papel do campo escalar nesta teoria

é ser a fonte geradora do fluido escuro, o qual desempenha caracteŕısticas que fazem com

que o Universo esteja em expansão acelerada. Assim, a densidade da energia gerada por

este fluido escuro denotada ρD é identificada na equação 4.64 como sendo,

ρD =
1

8π

3

(
φ̇

φ

)2

+ 6

(
φ̇

φ

)(
ȧ

a

) , (4.66)

e a pressão do fluido escuro gerada pela presença do campo escalar denominada pD é

obtida da equação 4.65 sendo ela igual a

pD =
1

8π

−2

(
φ̈

φ

)
+

(
φ̇

φ

)2

− 4

(
φ̇

φ

)(
ȧ

a

) . (4.67)

Observa-se que não é posśıvel resolver o sistema de equações composto por 4.64 e 4.65,

pois temos três variáveis (a, φ, ρ) e duas equações. Para solucionar isto, vamos impôr uma
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equação de estado similar àquela apresentada na Relatividade Geral, p = ωρ, sendo ela

definida por,

pD = wρD, (4.68)

onde w é uma constante adimensional que caracteriza o fluido escuro.

Substitui-se as expressões 4.66 e 4.67 em 4.68 e uma terceira equação é obtida,−2

(
φ̈

φ

)
+

(
φ̇

φ

)2

− 4

(
φ̇

φ

)(
ȧ

a

) = w

3

(
φ̇

φ

)2

+ 6

(
φ̇

φ

)(
ȧ

a

) , (4.69)

sendo que para φ constante esta equação desaparece e as equações 4.66 e 4.67 se reduzem

às equações de Friedmann, mas a imposição do traço zero para o tensor Momento-Energia

da matéria na forma da equação 4.63 continua válida.

4.4 Soluções das Equações de Campo do Teleparale-

lismo Conforme

Na seção anterior foram encontradas as equações de campo para o modelo FRW, no qual o

conjunto de equações que compõem o sistema a ser resolvido é definido com uma equação

em função da densidade, outra em função da pressão e a terceira em função de w por ser

uma equação de estado para fluido escuro. Sejam elas,



3

[
k

a2
+

(
ȧ

a

)2
]

+ 3

(
φ̇

φ2

)[
φ̇+ 2φ

(
ȧ

a

)]
= 8πρ,

−

[
2

(
ä

a

)
+

(
ȧ

a

)2

+
k

a2
+

]
− 4

(
φ̇

φ

)(
ȧ

a

)
− 2

(
φ̈

φ

)
+

(
φ̇

φ

)2

= 8πp,

−2

(
φ̈

φ

)
+

(
φ̇

φ

)2

− 4

(
φ̇

φ

)(
ȧ

a

)
= w

3

(
φ̇

φ

)2

+ 6

(
φ̇

φ

)(
ȧ

a

) .
(4.70)

Para simplificar, define-se,

α =
ȧ

a
β =

φ̇

φ
p =

1

3
ρ (4.71)
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tornando-as equações diferenciais deste sistema: equações diferenciais de primeira ordem,

onde as quantidades a, φ, ρ, α e β são dependentes do tempo. Feitas as substituições 4.71

no sistema 4.70, tem-se
3α2 +

3k

a2
+ 3β2 + 6αβ = 8πρ,

−2α̇− 3α2 − k

a2
− 4αβ − β2 − 2β̇ =

8πρ

3
,

−2β̇ − β2 − 4αβ = w
[
3β2 + 6αβ

]
.

(4.72)

Após identificado o sistema, este será resolvido para o vácuo e para fluido perfeito con-

forme.

4.4.1 Soluções para o vácuo

O sistema 4.72 para o vácuo torna-se igual a
3α2 +

3k

a2
+ 3β2 + 6αβ = 0,

−2α̇− 3α2 − k

a2
− 4αβ − β2 − 2β̇ = 0,

−2β̇ − β2 − 4αβ = w
[
3β2 + 6αβ

]
.

(4.73)

Resolvendo as equações do sistema 4.73, será observado que a segunda equação é nula

para os casos trabalhados.

Caso k = 0

Da primeira equação do sistema 4.73 encontra-se a relação entre β e α, dada por 4.74,

3α2 + 3β2 + 6αβ = 0

α2 + β2 + 2αβ = 0

(α + β)2 = 0

β = −α, (4.74)
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aplica-se a derivada temporal em β e obtém-se

β̇ = −α̇. (4.75)

Substitui-se β e β̇ na segunda equação do sistema em questão, encontra-se que ela é nula

−2α̇− 3α2 − 4αβ − β2 − 2β̇ = 0

−2α̇− 3α2 − 4α(−α)− (−α)2 + 2(−α̇) = 0

0 = 0. (4.76)

Substitui-se β e β̇ na terceira equação do sistema,

−2β̇ − β2 − 4αβ = w
[
3β2 + 6αβ

]
−2(−α̇)− (−α)2 − 4α(−α) = w

[
3(−α)2 + 6α(−α)

]
2α̇ + 3α2 = −3wα2

α̇

α2
= −3

2
(1 + w),

o termo a direita pode ser reescrito como

[
− d

dt

(
1

α

)]
=

α̇

α2
. Assim,

− d

dt

(
1

α

)
= −3

2
(1 + w)

d

dt

(
1

α

)
=

3

2
(1 + w)∫

d

dt

(
1

α

)
dt =

∫
3

2
(1 + w)dt

1

α
=

3

2
(1 + w)t+ c1

α =
1

3
2
(1 + w)t+ c1

. (4.77)

Resolvendo para valores de w espećıficos.

Para w = −1,

α =
1

c1

, (4.78)
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como α =
ȧ

a
, então,

∫
1

a

da

dt
dt =

∫
1

c1

dt

ln a =
t

c1

+ c2

a = ec2 exp

(
t

c1

)
. (4.79)

Para w = 0,

α =
1

3
2
t+ c1

(4.80)∫
1

a

da

dt
dt =

∫
1

3

2
t+ c1

dt

ln a =

∫
2

3

d

dt

[
ln

(
3

2
t+ c1

)]
dt

ln a =
2

3
ln

(
3

2
t+ c1

)
+ c2

a = ec2
(

3

2
t+ c1

)2

3
. (4.81)

Como feito no caso anterior, para w = 1/3 tem-se

α =
1

2t+ c1

(4.82)

a = ec2 (2t+ c1)

1

2 , (4.83)

e para w = 1

α =
1

3t+ c1

(4.84)

a = ec2 (3t+ c1)

1

3 . (4.85)
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Caso k = 1

Da primeira equação do sistema 4.73, obtém-se

3α2 +
3k

a2
+ 3β2 + 6αβ = 0

(α + β)2 = − k

a2
(4.86)

com este resultado entende-se que k deve ter valores negativos ou zero para que essa

igualdade seja satisfeita, ou seja k 6= 1. Desse modo, nessa teoria para um Universo no

vácuo não há soluções para um Universo fechado.

Caso k = −1

Da primeira equação do sistema 4.73, obtém-se,

3α2 +
3k

a2
+ 3β2 + 6αβ = 0

(α + β)2 =
1

a2

β = −α +
1

a
. (4.87)

Ao derivar β desta equação encontra-se,

β̇ = −α̇− ȧ

a2
. (4.88)

Substitui-se β e β̇ na segunda equação do sistema para k = −1, e encontra-se que esta

equação é nula

−2α̇− 3α2 − k

a2
− 4αβ − β2 − 2β̇ = 0

−2α̇− 3α2 +
1

a2
− 4α

(
−α +

1

a

)
−
(
−α +

1

a

)2

− 2

(
−α̇− ȧ

a2

)
= 0

0 = 0. (4.89)
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Substitui-se β e β̇ na terceira equação do sistema para k = −1,

−2β̇ − β2 − 4αβ = w
[
3β2 + 6αβ

]
−2

(
−α̇− ȧ

a2

)
−
(
−α +

1

a

)2

− 4α

(
−α +

1

a

)
= w

[
3

(
−α +

1

a

)2

+ 6α

(
−α +

1

a

)]
2α̇ + 3α2(1 + w)− 1

a2
(1 + 3w) = 0. (4.90)

Para resolver esta equação é necessário escolher o parâmetro de w.

Para w = −1, considerando α̇ =
ä

a
−
(
ȧ

a

)2

, tem-se

2α̇ +
2

a2
= 0

2
ä

a
− 2

(
ȧ

a

)2

+
2

a2
= 0

aä− ȧ2 + 1 = 0. (4.91)

Para w = 0,

2α̇ + 3α2 − 1

a2
= 0

2
ä

a
− 2

(
ȧ

a

)2

+ 3

(
ȧ

a

)2

− 1

a2
= 0

2aä+ ȧ2 − 1 = 0. (4.92)

Para w = 1/3,

2α̇ + 4α2 − 2

a2
= 0

2
ä

a
− 2

(
ȧ

a

)2

+ 4

(
ȧ

a

)2

− 2

a2
= 0

aä+ ȧ2 − 1 = 0. (4.93)
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Para w = 1,

2α̇ + 6α2 − 4

a2
= 0

2
ä

a
− 2

(
ȧ

a

)2

+ 6

(
ȧ

a

)2

− 4

a2
= 0

aä+ 2ȧ2 − 2 = 0. (4.94)

A equação 4.91 é uma equação diferencial ordinária de segunda ordem não-linear.

Resolvendo-a analiticamente,

aä− ȧ2 = −1, (4.95)

o ansatz para sua solução será

a(t) = A sin (c1t+ c2) ,

assim,

ȧ = Ac1 cos (c1t+ c2) ,

ä = −Ac2
1 sin (c1t+ c2) ,

substituindo a, ȧ e ä em 4.95,

A sin (c1t+ c2)
[
−Ac2

1 sin (c1t+ c2)
]
− [Ac1 cos (c1t+ c2)]2 = −1

A2c2
1

[
sin2 (c1t+ c2) + cos2 (c1t+ c2)

]
= 1

A = ±c−1
1 . (4.96)

Para a resolução de 4.92,

2aä+ ȧ2 = 1, (4.97)
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faz-se uma mudança de variável e por meio da regra da cadeia, obtém-se,

u = ȧ,

u̇ = ä, (4.98)

ä = u
du

da
.

Substitui-as em 4.97,

2au
du

da
+ u2 = 1

udu = −(u2 − 1)

2a
da∫

udu

(u2 − 1)
= −1

2

∫
1

a
da, (4.99)

esta integral é igual a ∫
x

(x2 − 1)
dx =

1

2
ln(x2 − 1),

assim obtém-se de 4.99,

1

2
ln(u2 − 1) + C1 = −1

2
ln a

e2C1(u2 − 1) = a−1

u =

√
1

a
e−2C1 + 1.

Substitui-se o valor de u = ȧ,

da√
1
a
e−2C1 + 1

= dt, (4.100)

esta raiz quadrada pode ser reescrita como

1√
1
a
e−2C1 + 1

=

√
a√

a+ e−2C1
.
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Substitui-se em 4.100 integrando ambos os lados

∫
dt =

∫ √
a√

a+ e−2C1
da

t+ C2 =

∫ √
a√

a+ e−2C1
da,

faz-se uma mudança de variável para resolver esta integral,

v =
√
a,

da = 2vdv, (4.101)

então,

t+ C2 = 2

∫
v2

√
v2 + e−2C1

dv,

esta integral é igual a

∫
x2

√
x2 ± a2

dx =
1

2
x
√
x2 ± a2 ∓ 1

2
a2 ln | x+

√
x2 ± a2 |,

logo,

t+ C2 = v
√
v2 + e−2C1 − e−2C1 ln

∣∣∣v +
√
v2 + e−2C1

∣∣∣ .

Ao substituir v =
√
a e v2 = a, encontra-se a relação entre o tempo e o fator de escala,

t+ C2 =
√
a
√
a+ e−2C1 − e−2C1 ln

∣∣∣√a+
√
a+ e−2C1

∣∣∣ (4.102)

Para a resolução de 4.93, tem-se

aä+ ȧ2 = 1, (4.103)
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ao definir,

u = a2,

u̇ = 2aȧ,

ü = 2ȧ2 + 2aä,

tem-se que aä =
1

2
ü− ȧ2. Substitui-as em 4.103,

ü = 2, (4.104)

integrando-o duas vezes e substituindo o valor de u,

u̇ = 2t+ c1

u = t2 + c1t+ c2

a =
√
t2 + c1t+ c2. (4.105)

Para a resolução de 4.94, tem-se

aä+ 2ȧ2 = 2, (4.106)

faz-se uma mudança de variável e por meio da regra da cadeia, obtém-se,

u = ȧ,

u̇ = ä, (4.107)

ä = u
du

da
.
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Substitui-as em 4.106,

au
du

da
+ 2u2 = 2

udu = −2(u2 − 1)

a
da∫

udu

(u2 − 1)
= −2

∫
1

a
da

1

2
ln(u2 − 1) + C1 = −2 ln a

e2C1(u2 − 1) = a−4

u =

√
1 +

e2C1

a4
.

Com u = ȧ, então

da√
1 + e2C1

a4

= dt, (4.108)

esta raiz quadrada pode ser reescrita como

1√
1 + e2C1

a4

=
a2

√
a4 + e−2C1

.

Substitui-se em 4.108 e integra-se ambos os lados,

∫
dt =

∫
a2

√
a4 + e−2C1

da

t+ C2 =

∫
a2

√
a4 + e−2C1

da. (4.109)

Denominando F (x) =
(
a4 + e−2C1

)− 1
2 e expandindo-o, tem-se que

F 1(x) =

(
−1

2

)(
a4 + e−2C1

)− 3
2

F 2(x) =

(
−1

2

)(
−3

2

)(
a4 + e−2C1

)− 5
2

F 3(x) =

(
−1

2

)(
−3

2

)(
−5

2

)(
a4 + e−2C1

)− 7
2

F n(x) =
(−1)n(2n− 1)!!

2n
(
a4 + e−2C1

) 2n+1
2

F n(0) =
(−1)n(2n− 1)!!

2n
e−C1(2n+1). (4.110)
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A integral 4.109 escrita em termos da série de Taylor, é igual a 4.111,

t+ C2 =

∫
a2

∞∑
n=0

F n(0)
(a4)n

n!
da

t+ C2 =

∫ ∞∑
n=0

(−1)n(2n− 1)!!

2n
e−C1(2n+1)a

4n+2

n!
da

t+ C2 =
∞∑
n=0

(−1)n(2n− 1)!!

2n(n!)
e−C1(2n+1)

∫
a4n+2da

t+ C2 =
∞∑
n=0

(−1)n(2n− 1)!!

2n(n!)
e−C1(2n+1) a

4n+3

4n+ 3
. (4.111)

Calcule alguns termos deste somatório, a série obtida é igual a,

t+C2 =
a3

3
e−C1− a

7

14
e−3C1+

3a11

88
e−5C1−a

15

48
e−7C1+

35a19

2432
e−9C1−63a23

5888
e−11C1+..., (4.112)

reescrevendo-a,

t+C2 =
a3

3eC1

[
1− 3

14

a4

e2C1
+

9

88

a8

e4C1
− 1

16

a12

e6C1
+

105

2432

a16

e8C1
− 189

5888

a20

e10C1
+ ...

]
. (4.113)

Define-se ζ ≡ − a4

e2C1
,

t+ C2 =
a3

3eC1

[
1 +

3

14
ζ +

9

88
ζ2 +

1

16
ζ3 +

105

2432
ζ4 +

189

5888
ζ5 + ...

]
. (4.114)

A série de uma função hipergeométrica é dada por

F (α, β; γ; z) = 1 +
αβ

γ
z +

α(α + 1)β(β + 1)

γ(γ + 1)1 · 2
z2 + ... , (4.115)

ao compará-la com a série 4.114, verifica-se que para os valores

α =
1

2
; β =

3

4
; γ =

7

4
, (4.116)

ou

α =
3

4
; β =

1

2
; γ =

7

4
; (4.117)

quando substitúıdos em 4.115 a série 4.114 é reproduzida. De tal forma, que se possa
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(a) (b)

Figura 4.1: Gráficos do fator de escala em função do tempo para um Universo plano no
vácuo para diferentes valores de w, com as condições iniciais a(0) = 1 e ȧ(0) = 1.

escrevê-la como,

t+ C2 =
a3

3eC1
2F1

(
1

2
,
3

4
;
7

4
;− a4

e2C1

)
, (4.118)

ou

t+ C2 =
a3

3eC1
2F1

(
3

4
,
1

2
;
7

4
;− a4

e2C1

)
, (4.119)

dependendo do valor escolhido para α e β. Com estes resultados é posśıvel construir o

gráfico do tempo em função do fator de escala escolhendo os valores das constantes C1 e

C2.

As soluções das equações 4.95, 4.97, 4.103 e 4.106, estão apresentadas nas Figuras 4.1,

4.2. O resultado obtido para k = −1 e w = 1, onde este valor de w = 1 é uma sugestão

proposta neste trabalho para o fluido exótico, é idêntico ao resultado obtido por Silva e

Santos [103] no modelo da gravidade modificada de Chern-Simons no contexto da energia

escura de Ricci, para o caso da equação de campo temporal G00 do caso particular α = 1

e k = 0, sendo que este α não possui a mesma definição posta neste trabalho. Isto é muito

interessante, porque este resultado é um dos resultados obtidos pelo modelo do Gás de

Chaplygin Modificado, um fluido exótico utilizado para explicar a aceleração do Universo.
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(a) (b)

(c)

Figura 4.2: Gráficos do fator de escala em função do tempo para um Universo aberto no
vácuo para diferentes valores de w, com as condições iniciais: (a) a(0) = 0 e ȧ(0) = 1; (b)
a(0) = 1 e ȧ(0) = 1; (c) C1 = C2 = 0.
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4.4.2 Soluções na presença de fluido perfeito conforme

Substitui-se o valor de (8πρ) da primeira equação do sistema 4.72 na segunda equação

do mesmo sistema. Isola-se então β̇ da terceira equação do sistema e substitui-se na

segunda equação. Assim, a expressão para α̇ surge da segunda equação, e β̇ da terceira.

Com isso, o sistem 4.120 é obtido, com o objetivo de encontrar o fator de escala a(t)

e o campo escalar φ(t). A quantidade ρ(t) pode ser calculada depois de solucionado o

sistema, através da primeira equação de 4.72.



α̇ = −2α2 − 1

2
β2 − k

a2
− αβ +

1

2
w
(
3β2 + 6αβ

)
,

β̇ = −1

2
w
(
3β2 + 6αβ

)
− 1

2
β2 − 2αβ,

ȧ = aα,

φ̇ = φβ.

(4.120)

Este sistema 4.120 é resolvido numericamente através do Sage na versão 7.4 via GSL (GNU

Scientific Library)1. O algoritmo utilizado no cálculo foi o método Runge-Kutta Prince-

Dormand (8,9) (rk8pd)[105; 106]. Para resolver este sistema foi escolhido um modelo do

universo através da escolha do parâmetro da curvatura do espaço-tempo k com os valores

(−1.0, 0.0,+1.0) e da constante w com os valores (−1.0, 0.0, 1./3.,+1.0). As condições

iniciais escolhidas foram: a(0) = +1.0, ȧ(0) = +1.0, φ(0) = −1.0, φ̇(0) = +1.0 e t ∈ [0, 1].

Ressaltando que a evolução do fator de escala a(t) independe da escolha de φ(0).

As soluções obtidas são apresentadas nas Figuras 4.3, 4.4 e 4.5. Para fim de análise, os

gráficos serão limitados até t = 1. Neste intervalo é posśıvel distinguir o comportamento

obtido por w = −1 dos demais valores de w aplicados a quaisquer valores de k, exceto

na Figura 4.5, (c), na qual w = −1 e w = 1 exibem um comportamento diferenciado.

Pode-se observar que a densidade do fluido comum na Figura 4.6, (b), é igual a zero para

k = 0 o que leva a entender que o fato de haver aceleração não-nula conforme Figura 4.5,

(b), para todos os valores de w implica que o responsável por este efeito é o campo escalar

φ(t) na Figura 4.3, (d− f).

Entenda-se que o significado de desaceleração no universo corresponde ao valor nega-

tivo do parâmetro de desaceleração, q(t), expresso em 1.30 e aceleração corresponde ao

1“Sage é um software matemático de fonte aberta, gratuito e licenciado sob a GPL(GNU General
Public License)”[104].
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valor positivo de q(t), pois nele está contida a derivada segunda do fator de escala. O

termo expansão refere-se ao valor positivo do parâmetro de Hubble, H(t), definido em

1.29. Caso ele seja positivo mas que descresce em função do tempo, então diz-se que a

expansão é desacelerada, caso o parâmetro de Hubble seja positivo e crescente, a expansão

é dita acelerada.

Dessa forma nota-se na Figura 4.4, (d − f) que há uma expansão desacelerada para

k = −1,w = 0, 1/3, 1 e k = 1,w = −1, 0, 1/3, 1. Tem-se neste último caso que H(t)

para w = 0, 1/3 em t = 1 é igual a zero. Há universo com expansão acelerada no caso

k = −1,w = 1, e para k = 0,w = −1 o parâmetro de Hubble permanece constante.

O valor de q(t) na Figura 4.5, (a− c), indica desaceleração para um universo aberto,

para k = −1,w = −1, mantendo uma certa constância para tempos maiores. No caso k =

−1,w = 0 o universo inicia desacelerado, mas com t→ 1, o universo exibe parâmetro de

Hubble constante. Para k = −1,w = 1/3, não há desaceleração e para k = −1,w = 1 há

mudança no regime de aceleração para desaceleração. Em um universo plano k = 0,w =

0, 1/3, 1, apresenta-se aceleração constante e k = 0,w = −1, desaceleração constante.

Para um universo fechado com k = 1,w = 0, 1/3 há aceleração e com k = 1,w = 1 o

universo tem aceleração até um certo ponto, onde começa a desacelerar e k = 1,w = −1

o parâmetro de desaceleração é aproximadamente nulo até próximo de t = 0.5 quando

começa a acelerar.

A correlação entre q(t) e ρ(t) pode ser identificada principalmente para o caso de k = 0,

pois quando ρ(t) é igual a zero, o parâmetro de desaceleração permanece constante, seja

ele positivo ou negativo. Quando ρ(t) é positivo, como no caso k = 1, q(t) também é

positivo, exceto por w = 1 que para t próximo de um, ele segue para o regime negativo.

Quando ρ(t) é negativo, q(t) se divide em grupos, w = −1, 0 permanecem negativos,

w = 1 muda do regime positivo para negativo e w = 1/3 é igual a zero. Observa-se que

ao passo que o módulo de ρ(t) vai diminuindo, q(t) vai se aproximando de zero para os

w = 1, 1/3. Contudo, é posśıvel observar que mesmo a densidade do fluido comum tendo

correlação com q(t), a afirmação da importância do campo escalar sobre a aceleração

continua válida.

Se comparados os gráficos do fator de escala a(t), Figura 4.3, (a − c), para o tempo

e condições de contorno aqui definidas, com o modelo da Relatividade Geral, percebe-se

que há uma pequena contração para modelos k = 1. Para os casos de k = −1, 0 a curva
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(a) (b)

(c) (d)

(e) (f)

Figura 4.3: Gráficos do fator de escala a(t) e do campo escalar φ(t) em função do tempo
para um Universo aberto, plano ou fechado, ou seja, com o parâmetro de curvatura
variando entre k = −1, 0, 1.
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(a) (b)

(c) (d)

(e) (f)

Figura 4.4: Gráficos da densidade de um fluido perfeito conforme ρ(t) e do parâmetro de
Hubble H(t) em função do tempo para k = −1, 0, 1.
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(a) (b)

(c)

Figura 4.5: Gráficos do parâmetro de desaceleração q(t) em função do tempo para k =
−1, 0, 1.
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de w = −1 se parece com a curva para certas condições iniciais do modelo de De Sitter.

Para os demais valores de w, se parece com o modelo de Friedmann.

Equações de campo com um parâmetro para fluido perfeito con-

forme

Um caso particular surge com o parâmetro de curvatura igual a zero, k = 0, no sistema

4.72, para o qual é posśıvel obter uma expressão com dependência em apenas uma variável.

Abaixo, a demonstração será feita.

Da primeira equação do sistema 4.72, tem-se

H2 + β2 + 2αβ =
8πρ

3

(H + β)2 = ε2

H = −β + ε, (4.121)

onde H = α =
ȧ

a
, e ε2 =

8πρ

3
. De 4.121 obtém-se a derivada temporal de H, igual a

Ḣ = −β̇ + ε̇. (4.122)

Na segunda equação do sistema 4.72, substitui-se o valor de H e Ḣ determinado em

4.121 e 4.122,

−2(−β̇ + ε̇)− 3(−β + ε)2 − 4β(−β + ε)− β2 − 2β̇ = ε2

−2ε̇− 3ε2 + 2βε = ε2

β = 2ε+
ε̇

ε
, (4.123)

e a derivada temporal de β,

β̇ = 2ε̇+
ε̈

ε
−
(
ε̇

ε

)2

. (4.124)
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Na terceira equação do sistema 4.72, substitui-se o valor de H e isola-se ε,

−2β̇ − β2 − 4β(−β + ε) = w
[
3β2 + 6β(−β + ε)

]
−2β̇ + 3β2(1 + w)− 2βε(2 + 3w) = 0

ε = − β̇

β(2 + 3w)
+

3β(1 + w)

2(2 + 3w)
. (4.125)

Agora substitui-se 4.123 e 4.124 em 4.125,

ε = −


2ε̇+

ε̈

ε
−
(
ε̇

ε

)2

(
2ε+

ε̇

ε

)
(2 + 3w)

+


3

2

(
2ε+

ε̇

ε

)
(1 + w)

(2 + 3w)



ε =

−2ε̇− ε̈

ε
+

(
ε̇

ε

)2

+
3

2

(
2ε+

ε̇

ε

)2

(1 + w)(
2ε+

ε̇

ε

)
(2 + 3w)

ε̈

ε
= −(2ε2 + ε̇)(2 + 3w)− 2ε̇+

(
ε̇

ε

)2

+

[
6ε2 +

3

2

(
ε̇

ε

)2

+ 6ε̇

]
(1 + w)

ε̈ = 2ε3 + εε̇(2 + 3w) +
ε̇2

ε

(
3w + 5

2

)
, (4.126)

ou ainda,

2εε̈ = 4ε4 + 2ε2ε̇(2 + 3w) + ε̇2(3w + 5), (4.127)

sendo esta a equação de campo para k = 0 com dependência em uma variável e na escolha

do parâmetro w.

Parâmetros de densidade Ω

Uma forma de se descrever as condições do Universo é através dos seus parâmetros Cos-

mológicos, um deles é o parâmetro de Densidade, Ω. Aqui investigamos brevemente

quais as expressões para este parâmetro na Cosmologia Conforme Teleparalela, seguindo

a notação tradicional. Rearranjando a primeira equação do sistema com matéria 4.72,
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obtém-se

3α2 = 8πρ− 3k

a2
− 3β2 − 6αβ

1 =
8πρ

3α2
+

(
− k

α2a2

)
+

[
(−β2 − 2αβ)

α2

]
1 = Ωm + Ωk + Ωφ=Λ,

sendo definidos os parâmetros

Ωm =
8πρ

3α2
; Ωk = − k

α2a2
; Ωφ=Λ =

[
(−β2 − 2αβ)

α2

]
;

Para um universo com k 6= 0, os parâmetros Ωm e Ωφ=Λ podem ser escolhidos, então

Ωk = 1− Ωm − Ωφ=Λ(
− k

α2a2

)
= 1− Ωm − Ωφ=Λ

α = ±

√
k

a2(Ωm + Ωφ=Λ − 1)
.

Com esta fórmula é posśıvel escolher entre quem encontrar: a ou α.

Para o caso em que k = 0

1 = Ωm + Ωφ=Λ,

onde Ωm é dado experimentalmente e Ωφ=Λ é consequência. Substituindo o valor de Ωφ=Λ

encontra-se a equação,

β2 + 2αβ + α2Ωφ=Λ = 0,

resolve-se por Bhaskara, e o valor de β obtido é dado por

β = −α± |α|
√

1− Ωφ=Λ

β = −α± |α|
√

Ωm.

Ao substituir os valores dos parâmetros Cosmológicos, podem ser encontrados os valores

de α e β com respeito a cada modelo.
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4.5 Energia Gravitacional

Uma outra aplicação desta teoria será para encontrar a energia gravitacional para o volume

da esfera que contenha o Universo observável. O elemento de linha de FRW tem um

horizonte dinâmico conhecido como horizonte trapping ou horizonte aparente [107; 108], o

qual fornece o valor do raio aqui adotado para o volume considerado. Segue demonstração.

Dada a métrica FRW em 1.21, pode-se reescrevê-la como

ds2 = habdx
adxb +R2

(
dθ2 + sin2 θdφ′2

)
, (4.128)

onde R = ar, xa = (t, r) e hab = diag

(
−1,

a2

1− kr2

)
. O horizonte aparente édefinido por

hab∂aR∂bR = 0, (4.129)

observe que hab é o tensor inverso de hab. Resolvendo esta equação,

hab∂aR∂bR = 0

h00∂0R∂0 + h11∂1R∂1 = 0

−ȧ2r2 + (1− kr2) = 0

r =
1√

(ȧ2 + k)
,

ao substituir o valor de r =
R

a
, obtém-se

R =
1√(

ȧ

a

)2

+
k

a2

. (4.130)

Encontrado o valor do raio do universo observável, o cálculo da energia gravitacional será

prosseguido, ressaltando que a métrica considerada é a métrica homogênea e isotrópica

1.21, cujas componentes do tensor métrico são dadas em 4.34 e as componentes dos

campos de tetrada em 4.35. Para calcular a energia gravitacional, será necessário calcular

a componente Σ(0)01 4.47 e o determinante da tetrada 4.49. Substitui-os na expressão da
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energia definida em3.41,

P a = 4k

∮
eφ2Σa0idSi

P (0) = −4k

∮
arφ2 sin θ

√
1− kr2dS1,

em coordenadas esféricas dS1 = dθdφ′ e como φ 6= φ′

P (0) = −4k

∫ 2π

0

∫ π

0

arφ2 sin θ
√

1− kr2dθdφ′

= −16kπarφ2
√

1− kr2,

sendo k =
1

16π
,

P (0) = −a(t)rφ2
√

1− kr2, (4.131)

com r sendo o raio R da esfera, dado em 4.130, a energia total do Universo observável

E ≡ P (0) é igual a 4.132

E = −aRφ2
√

1− kR2

= − aφ2√(
ȧ
a

)2
+ k

a2

√√√√1− k√(
ȧ
a

)2
+ k

a2

= −aφ2

√√√√√( ȧa)2
+ k

a2
− k[(

ȧ
a

)2
+ k

a2

]2

= − aφ2(
ȧ
a

)2
+ k

a2

√
ȧ2 + k − ka2

a2

= −
a2φ2

√
ȧ2 + k(1− a2)

(ȧ2 + k)
. (4.132)

A energia da matéria para um fluido perfeito conforme é calculada como

P a
m =

∫
eeaνT

0νd3x, (4.133)

com,

T aµ = eaνT
νµ,

99



assim a componente (0)0 é igual a

T (0)0 = ρφ2, (4.134)

com a substituição do determinante da tetrada, das componentes do tensor Momento-

Energia e do campo de tetrada, e tomando d3x = dθdφ′dr na equação 4.133, obtém-se

P (0)
m =

∫
ee

(0)
0T

00d3x

P (0)
m =

∫ R

0

∫ π

0

∫ 2π

0

a3r2 sin θ√
1− kr2

ρφ2drdθdφ′

P (0)
m = 4πa3ρφ2

∫ R

0

r2

√
1− kr2

dr. (4.135)

A integral da equação 4.135 para o modelo de universo k = −1,

∫ R

0

r2

√
1 + r2

dr =
1

2

[
R
√
R2 + 1− sinh−1(R)

]
.

para o modelo de universo k = 0,

∫ R

0

r2dr =
1

3
R3,

e para o modelo de universo k = 1,

∫ R

0

r2

√
1− r2

dr =
1

2

[
sin−1(R)−R(1−R2)1/2

]
.

Portanto, para k = −1,

P (0)
m,k=−1

= 2πa3ρφ2
[
R
√
R2 + 1− sinh−1(R)

]
, (4.136)

para k = 0

P (0)
m,k=0

=
4πa3ρφ2R3

3
, (4.137)

para k = 1,

P (0)
m,k=1

= 2πa3ρφ2
[
sin−1(R)−R(1−R2)1/2

]
. (4.138)

100



Ao substituir o valor do raio 4.130, em 4.136, 4.137 e 4.138, obtém-se

Em,k=−1
= −2πρa3φ2

[
a

(ȧ2 − 1)

√
ȧ2 + a2 − 1− sinh−1

(
a√

ȧ2 − 1

)]
, (4.139)

Em,k=0
=

4πρa3φ2

3H3
, (4.140)

Em,k=1
= 2πρa3φ2

[
sin−1

(
a√
ȧ2 + 1

)
− a

(ȧ2 + 1)
√
ȧ2 − a2 + 1

]
, (4.141)

sendo H =
ȧ

a
.

A energia escura é a diferença entre a energia total do Universo observável e a energia

da matéria

Ed = E − Em. (4.142)

Assim, para cada parâmetro de curvatura a energia escura será definida com uma equação.

Substituem-se 4.132 e 4.139 em 4.142 para k = −1,

Ed,k=−1
= −a

2φ2
√
ȧ2 + a2 − 1

(ȧ2 − 1)
− 2πa4ρφ2

(ȧ2 − 1)

√
ȧ2 + a2 − 1 + 2πa3ρφ2 sinh−1

(
a√

ȧ2 − 1

)
= − a2φ2

(ȧ2 − 1)

√
ȧ2 + a2 − 1

[
1 + 2πa2ρ− 2πaρ(ȧ2 − 1)√

ȧ2 + a2 − 1
sinh−1

(
a√

ȧ2 − 1

)]
.

(4.143)

Substituem-se 4.132 e 4.140 em 4.142 para k = −0,

Ed,k=0
= −a

2φ2
√
ȧ2

ȧ2
− 4πρa3φ2

3H3

= −aφ
2

H

(
1 +

4πρa2

3H2

)
. (4.144)

Substituem-se 4.132 e 4.141 em 4.142 para k = 1,

Ed,k=1
= −a

2φ2
√
ȧ2 − a2 + 1

(ȧ2 + 1)
+

2πa4ρφ2

(ȧ2 + 1)

√
ȧ2 − a2 + 1− 2πa3ρφ2 sin−1

(
a√
ȧ2 + 1

)
= − a2φ2

(ȧ2 + 1)

√
ȧ2 − a2 + 1

[
1− 2πa2ρ+

2πaρ(ȧ2 + 1)√
ȧ2 − a2 + 1

sin−1

(
a√
ȧ2 + 1

)]
.

(4.145)
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Os cálculos da energia escura foram resolvidos numericamente como feito no sistema

4.120 para o caso de um universo plano, k = 0 e w = −1.0, 0.0, 1./3.,+1.0, com o intervalo

de tempo variando para cada parâmetro de curvatura devido a presença de singularidades

em pontos diferentes. As condições iniciais adotadas neste contexto foram α(0) = −0.01,

β(0) = 0.02, a(0) = 0.01 e φ(0) = 0.01. As soluções obtidas com a expressão 4.144

também podem ser obtidas com a equação 4.127 com as condições inciais ε(0) = 0.01,

ε̇(0) = 0.0, a(0) = 0.01 e φ(0) = 0.01. As soluções são apresentas nas Figuras 4.6, 4.7, 4.8

e 4.9.

As soluções obtidas correspondem às soluções da energia escura definida pela diferença

entre a energia total e a energia da matéria. Dando a teoria Teleparalelismo Conforme um

significado a ela, caso seja realmente uma energia gravitacional. Pois, no Teleparalelismo

Equivalente à Relatividade Geral não é posśıvel identificar uma energia escura.

Ao analisar os gráficos percebe-se que há uma tendência para valores de w positivo,

conforme visto nas Figuras (e)- (4.7-4.9), da energia não ser monotônica, crescendo até um

certo valor máximo, diminuindo em seguida para valores cada vez menores se aproximando

de zero, quando o universo sofre um crunch. Para w = −1, Figura 4.6-(e), a energia escura

permanece sempre positiva crescendo ilimitadamente quando o universo colapsa.

Observa-se a partir dos modelos apresentados que há uma correlação entre o fator de

escala e o comportamento da energia. No caso k = 0,w = −1, Figura 4.6-(d), a(t) se

aproxima de zero suavemente, associado a exibição de crescimento ilimitado por parte da

energia escura. Nos demais casos, Figuras (d)-(4.7-4.9), a curva a(t) tende a zero com

uma certa inclinação, diferente do caso anterior, enquanto a curva da energia escura sofre

uma inflexão antes de se aproximar de zero. Dos casos em que a energia escura não é

ilimitada, o maior máximo da energia escura é identificado para quando o crunch acontece

mais tarde que os demais.

O comportamento do parâmetro de Hubble, do campo escalar e da densidade de um

fluido perfeito conforme vão para infinito no modelo de universo k = 0 e w = −1. Na

Figura 4.6-(a) observa-se que quando a(t) sofre o crunch, H(t) vai para menos infinito,

sendo que os demais parâmetros, Figura 4.6-((b),(c),(e)), vão para mais infinito. Nos

modelos k = 0 e w = 0, 1/3, 1, Figuras (4.7-4.9), o parâmetro de Hubble e a energia

escura crescem negativamente na medida em que o fator de escala se aproxima de zero,

enquanto o campo escalar e a densidade de fluido perfeito conforme crescem positivamente.
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(a) (b)

(c) (d)

(e)

Figura 4.6: Gráficos em função do tempo (a) do parâmetro de Hubble, (b) do campo
escalar, (c) da densidade de um fluido perfeito conforme, (d) do fator de escala, (e) da
Energia Escura (Ed), para o modelo de universo k = 0 e w = −1.
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(a) (b)

(c) (d)

(e)

Figura 4.7: Gráficos em função do tempo (a) do parâmetro de Hubble, (b) do campo
escalar, (c) da densidade de um fluido perfeito conforme, (d) do fator de escala, (e) da
Energia Escura (Ed), para o modelo de universo k = 0 e w = 0.
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(a) (b)

(c) (d)

(e)

Figura 4.8: Gráficos em função do tempo (a) do parâmetro de Hubble, (b) do campo
escalar, (c) da densidade de um fluido perfeito conforme, (d) do fator de escala, (e) da
Energia Escura (Ed), para o modelo de universo k = 0 e w = 1/3.
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(a) (b)

(c) (d)

(e)

Figura 4.9: Gráficos em função do tempo (a) do parâmetro de Hubble, (b) do campo
escalar, (c) da densidade de um fluido perfeito conforme, (d) do fator de escala, (e) da
Energia Escura (Ed), para o modelo de universo k = 0 e w = 1.
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Caṕıtulo 5

Conclusão

No desenvolvimento desta tese foram encontradas as soluções das equações de campo da

teoria Teleparalelismo Conforme para um universo homogêneo e isotrópico para o vácuo e

para fluido perfeito conforme, obtiveram-se expressões para a densidade e pressão de um

fluido escuro, expressões para calcular os parâmetros de densidade do universo e foram

obtidos valores não-nulos para a energia escura no universo de Friedmann-Robertson-

Walker.

A abordagem foi feita através da teoria conforme do Teleparalelismo, que no limite de

φ = cte se reduz a teoria do Teleparalelismo Equivalente a Relatividade Geral, uma teoria

alternativa que possibilita reproduzir os resultados da Relatividade Geral, constrúıda a

partir da geometria de Weitzenböck e dos campos de tetradas, se destacando por exibir

naturalmente uma expressão tensorial para a energia gravitacional, evitando o problema

da localizibilidade da energia gravitacional encontrado na Relatividade Geral.

A teoria Teleparalela Conforme é uma teoria relativamente recente desenvolvida por

Maluf e que a escolhemos no intuito de averiguar suas possibilidades e consequências para

FRW, permeado por um fluido perfeito conforme, com a imposição de uma equação de

estado para fluido escuro. Estudamos em particular a energia escura do modelo. Esta

teoria é fundamentada por uma transformação conforme nas quantidades envolvidas e

adicionada um campo escalar dependente do tempo, a fim de manter as equações de campo

invariantes por tais transformações. Neste trabalho, este campo escalar é interpretado

como aquele que participa de forma efetiva na aceleração do Universo.

Os cálculos foram realizados tanto para um universo no vácuo quanto para um universo

constitúıdo de um fluido perfeito conforme. As equações de campo dessa teoria aplicadas
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a Friedmann-Robertson-Walker geram três equações de campo, uma devido a variação da

ação sobre o campo escalar φ(t) e as outras duas devido a variação da ação com respeito

a tetrada eaµ para a componente temporal e as componentes espaciais. No decorrer dos

cálculos foi notado que a equação de campo com respeito ao campo escalar é dependente

das outras duas, não sendo considerada para fim de cálculo.

Para resolver tais equações foi introduzido uma terceira equação, que semelhante na

Relatividade Geral impusemos uma equação de estado relacionando densidade e pressão

de um fluido escuro, da forma que pD = wρD. As expressões pD e ρD foram obtidas

extraindo termos das equações de campo quando variadas com respeito a tetradas, iden-

tificadas como termos de uma densidade e pressão de um fluido escuro. O termo de

proporcionalidade w é um parâmetro arbitrário. De modo, que com essa terceira equação

foi posśıvel compôr um sistema que viabilizasse a resolução das equações de campo, além

de apresentar expressões para a densidade e pressão do fluido escuro em um universo

homogêneo e isotrópico.

Das equações de campo para o vácuo foi posśıvel estudar soluções anaĺıticas somente

para um universo aberto e plano, para os valores w = −1, 0, 1/3, 1; com o intuito de

se assemelhar aos fluidos de vácuo, poeira, radiação e do ”fluido escuro”(sugestão desta

tese). O resultado do caso k = −1,w = 1 deve ser ressaltado porque sua solução foi uma

função hipergeométrica, também encontrada num caso particular na gravidade modificada

de Chern-Simons com a energia escura de Ricci, que através das escolhas dos parâmetros

é posśıvel reproduzir os resultados do gás modificado de Chaplygin, um fluido exótico

candidato a explicar a expansão do Universo.

Das equações de campo para um fluido comum, as soluções foram obtidas numeri-

camente. Nelas, observa-se que o campo escalar, φ(t), contribui significativamente para

casos em que o universo sofre uma expansão acelerada, devido a nulidade do parâmetro

ρ(t) para um universo plano. Há modelos em que o universo sofre expansão e aceleração

e expansão e desaceleração.

Para as condições iniciais escolhidas, encontrou-se que valores positivos de energia

escura, com dois tipos de comportamento, ou cresce indefinidamente ou sofre um pico

antes de tender a zero, dependendo do valor assumido por w. Há uma correlação entre o

fator de escala e tanto a forma quanto o tempo que o universo leva para sofrer o crunch.

Para trabalhos futuros pretende-se aplicar o Teleparalelismo Conforme para outros
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modelos cosmológicos, calculando a energia escura para estes modelos de universo. Serão

estudadas equações de campo desta teoria quando imposta lei de conservação da ener-

gia para matéria separadamente da energia gravitacional. Também se espera analisar

a solução para um observador diferente, averiguar se existem processos de quantização,

estudar um análogo ao tensor de Weyl e investigar soluções locais.
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