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Resumo

Motivados pelo estudo dos grupos pro-p limite, D.H. Kochloukova e P.A. Zalesski formularam
em [25] uma pergunta concernente ao minimo nimero de geradores d(IN) de um grupo normal
N de indice primo p em um grupo limite nao abeliano G, sendo mais exatos, perguntaram
se ¢ verdade que d(N) > d(G). Neste trabalho mostramos que a pergunta analoga ao posto
racional tem uma resposta afirmativa, sendo mais exatos, mostramos que o posto racional de
N é maior que o posto racional de G. De este resultado conclui-se que a questao original de
D.H. Kochloukova e P.A. Zalesski tem uma resposta afirmativa se a abelianizacdo G** de G
é livre de torsdo e d(G) = d(G*") ou se G é um tipo especial de um grupo com uma relacio.
Além disso, damos uma resposta afirmativa ao analogo do Teorema 1 em [4] para o caso do

completamento profinito de um grupo limite nao abeliano.

Palavras-chave: grupo limite, grupos pro-p limite, completamento profinito.



Abstract

Motivated by their study of pro-p limit groups, D.H. Kochloukova and P.A. Zalesski for-
mulated in [25] a question concerning the minimum number of generators d(N) of a normal
subgroup N of prime index p in a non-abelian limit group G, being more exact, asked if it is
true that d(N) > d(G). In this work we show that the analogous question for the rational rank
has an affirmative answer, being more exact, we show that the rational rank of N is greater
than the rational rank of G. From this result one may conclude that the original question of
D.H. Kochloukova and P.A. Zalesski has an affirmative answer if the abelianization G* of G
is torsion free and d(G) = d(G?"), or if G is a special kind of one-relator group. In addition,
we give an affirmative answer to the analogue of Theorem 1 in [4] for the case of the profinite

complement of a non-abelian limit group.

Keywords: limit groups, pro-p limit groups, profinite complement.
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Introducao

Nos recentes anos grupos limites (ou w-grupos residualmente livres) tem recebido muita
atencao (ver [40], [3], [8], [11] [I7], [18], [22], [28]). Um dos primeiros autores que estudo esta
classe de grupos foi B. Baumslag com o tradicional nome de grupos totalmente residualmente
livres (ver [2]).

Um grupo G finitamente gerado é um grupo limite se para cada subconjunto finito 7" de
G existe um homomorfismo de G a um grupo livre F' o qual é injetivo sobre T'. H& vinte
anos, 0.G. Kharlampovich e A.M. Myasnikov provaram vérios Teoremas de estrutura para esta
classe de grupos, que sdo as principais ferramentas para trabalhar com esta classe (ver [19],
[20]). Logo depois, Z. Sela publicou seu inovador trabalho em grupos limite (veja [34], [35] e
as referéncias neles contidas) e também introduziu o nome de grupo limite. Mais recentemente,
0.G. Kharlampovich e A.M. Myasnikov estabeleceram muitas propriedades de grupos limite
em [21I]. Exemplos de grupos limite incluem todos os grupos livres finitamente gerados, todos
os grupos abelianos livres finitamente gerados e todos os grupos fundamentais de superficies
orientadas fechadas. Além disso, a classe de grupos limite esta fechada em relacdo a subgrupos
finitamente gerados e produtos livres. Esse fato pode ser usado para construir muitos exemplos.
Exemplos mais sofisticados podem ser encontrados em alguns dos artigos citados acima.

Recentemente, D.H. Kochloukova e P.A. Zalesski introduziram e estudaram em [25] uma
classe de grupos pro-p os quais podem ser considerados como o analogo da classe de grupos
limite e chamaram esta classe de grupos pro-p limite. O estudo sobre esta classe de grupos
foi continuado nos trabalhos de D.H. Kochloukova, P.A. Zalesski e I. Snopche (ver [26] e [40]).
Motivados por um do seus resultados principais sobre grupos pro-p limite (ver Teorema 3.3 em

[26]), D.H. Kochloukova e P.A. Zalesski propuseram a seguinte pergunta.

Pergunta A. Seja G um grupo limite nao abeliano e U wm subgrupo normal de G de indice

primo p. Serd que isso implica que d(U) > d(G)?

Aqui d(G) denota o minimo namero de geradores de um grupo finitamente gerado. Para
um grupo pro-p G o niamero minimo (topolégico) de geradores d(G) esta relacionado com o
grupo de cohomologia H'(G, F,), onde F,, denota o corpo finito com p elementos, i.e., d(é) =
dim]pp(Hl(G*,IFp)) (ver [36, §1.4.2, Cor. de Prop. 25]). Para um grupo abstrato G tal relacdo
ndo é valida. Além disso, existem dois invariantes homologicos de um grupo finitamente gerado

abstrato G os quais podem ser vistos como aproximagoes homologicas de d(G): O posto racional



de G dado por
rko(G) = dimg(G™ ©7 Q) = dimg(H:1(G,Q)), (1)
onde G* = G/[G, G] denota a abelianizacio de G, e
d(G®) = 1kz(G*™) = rkz(H, (G, Z)). (2)

Em particular, tkg(G) < d(G?P) < d(G).

Analogamente, para um grupo pro-p finitamente gerado G definimos o posto p-racional de
G dado por

tko, (G) = dimg, (G™ @z, Q,, (3)

onde G*» = G/[G, G] denota a abelianizacio de G, e em particular, rkg, (G) < d(G*) = d(G).

Observemos agora que, a maioria dos métodos tradicionalmente utilizados para demonstrar
resultados sobre grupos discretos nao podem ser utilizados nos casos profinito e pro-p. De fato,
um elemento de um grupo profinito ndo pode ser expresso como uma palavra finita nos gerado-
res, isto elimina a possibilidade de utilizar as técnicas combinatoérias no sentido original. Além
disso, quando existem versoes profinitas ou pro-p dos métodos tradicionais eles ndo possuem
forca total.

E conhecido o seguinte resultado sobre grupos limites

Teorema (Teorema 1 em [4]). Seja G um grupo limite ndo abeliano e H um subgrupo
normal de G finitamente gerado, entdo H tem indice finito em G.

Desta forma, motivados pelo Teorema anterior surge a seguinte pergunta.

Pergunta B. Seja G o completamento profinito de um grupo limite ndo abeliano e H um

subgrupo normal de G finitamente gerado. Serd que isso implica que H tem indice finito em G ?

Com o proposito de responder a Perguntas A e B, nos distribuimos a tese da seguinte
forma. No Capitulo 1, apresentaremos e revisaremos fundamentos da teoria de Bass-Serre
sobre grupos abstratos, além disso apresentaremos métodos homoldgicas e cohomologicos, (por
exemplo sequéncias de Mayer-Vietoris) que serdo usados no transcorrer da tese. Similarmente
no Capitulo 2, serdo apresentados a Teoria de Bass-Serre sobre grupos profinitos e pro-p, assim
como métodos homologicos e cohomologicos (por exemplo, caracteristica de Euler de um grupo
profinito, deficiéncia de um grupo profinito e sequéncias de Mayer-Vietoris) que serdo de muita
utilidade na tese.

No Capitulo 3, apresentaremos os grupos limites e ressaltaremos os Teoremas e Propriedades
sobre esta classe de grupos que serdo usadas nesta tese. Além disso, serdo apresentados os
grupos pro-C limite, onde C é uma classe de grupos, cuja definicao foi introduzida em 2011 por
T. Zapata na sua tese de Doutorado (ver [49]). Nesta tese serdo usados os resultados quando
C é classe de grupos finitos e p-finitos, ou seja, resultados sobre grupos pro-p limite e profinito
limite.

No Capitulo 4, abordaremos a Pergunta A. Em [5], M. Bridson e D. Kochloukova calcularam,

para um grupo limite G, o seguinte limite

lim dimg H1(U,,Q)/[G : U] = —x(G) > 0,

n—oo
onde {U,}n>0 € uma cadeia exaustiva de subgrupos normais de indice finito em G, o qual
mostra um crescimento assintotico de Hq(U,, Q). E assim que obtemos o seguinte Teorema, o

qual mostra um crescimento absoluto.



Teorema A. Seja G um grupo limite ndo abeliano e U um subgrupo normal de G de indice

primo p. Entdo rkg(U) > rko(G).
Do Teorema A concluimos a seguinte resposta parcial & Pergunta A.

Corolario B. Seja G um grupo limite nio abeliano tal que G*® é um grupo livre de torsdo e
d(G) = d(G?). Se U & um subgrupo normal de G de indice primo p, entdo d(U) > d(G).

Existem grupos limite G para quais d(G®") # d(G) (ver Remark 4.3.13), e G*® ndo sendo
livre de torsao (ver Remark . Entao o Corolario B dé s6 uma resposta parcial & Pergunta
A.

Ja que cada subgrupo aberto de um grupo pro-p é subnormal, a resposta afirmativa ao
anélogo da Pergunta A para grupos pro-p limites teria muitas consequéncias importantes.

Obviamente, subgrupos de indice finito num grupo limite discreto ndo necessariamente é
subnormal. Portanto ndo podemos esperar que uma solugdo positiva da Pergunta A tenha um

impacto similar ao do caso pro-p. No entanto o Teorema A tem também a seguinte consequéncia.

Corolario C. Seja G um grupo limite ndo abeliano, e N um subgrupo normal de G tal que G/N
é infinito e nilpotente. Entao rkg(N) = co. Em particular, se a: G — Z, é um homomorfismo

nao trivial entdo rkg(ker(a)) = oo.

Modificando a demonstracao do Teorema A obtemos uma outra resposta afirmativa & Per-
gunta A para grupos limite de uma relagao.

Dizemos que G é um grupo de um relator ciclicamente pinchado , se G = G; ¢ G2
com G e Gy grupos livres, C' um subgrupo ciclico infinito gerado por uma palavra ciclicamente
reduzida w € Gy e C um subgrupo ciclico maximal em G; ou Gy (Vide [12]). Dizemos que
G é um grupo de um relator conjugado pinchado um relator, se G = HNNy(G1, C, t)-
extensao com (GG; um grupo livre, C' um subgrupo ciclico gerado por uma palavra ciclicamente

reduzida w € Gy e C ou ¢(C) um subgrupo ciclico maximal em G; (Vide [12]).

Teorema D. Seja G um grupo limite ndo abeliano de um relator ciclicamente pinchado ou

conjugado pinchado, e U um subgrupo normal de G de indice primo p. Entdo d(U) > d(G).

Ao finalizar este Capitulo deixamos claro que a Pergunta A até agora sé foi respondida
parcialmente e os resultados de este capitulo foram publicados em [43].

Finalmente no capitulo 5, abordaremos a Pergunta B. Assim, usando os trabalhos de M.
Shusterman (ver [38] e [39]) temos que a resposta a Pergunta B é afirmativa, demonstrando

primeiro o seguinte Proposicao.

Proposigao E. Seja G um grupo profinito livre de torsdo e N um subgrupo fechado normal de
G. Dado p um ntamero primo e supor que existe {V;};>1 uma sequéncia de subgrupos normais

abertos de G tal que V;41 < V; paratodoi > 1 e ﬂ V; = 1, tal que satisfaz as seguintes
i>1
condigoes

i) Existe k1 > 0, tal que dimg, H1(V;N,F,) < k1[G : NV;], para todo i > 1.

i) Existe ko > 0, tal que dimg, Hi (N NV;, Fp) < k[N : NNV, para todo i > 1.

_ dimg, Hy(V;, F,)
Se lim —— 74

existe e é positivo, entdo |G : N| < oc.



E assim, usando a Proposi¢do E obtemos a resposta afirmativa & Pergunta B no seguinte

Teorema.

Teorema F. Seja Go completamento profinito de um grupo limite nao abeliano G de altura
n >0, e considere N um subgrupo fechado normal finitamente gerado em G. Entdo |G : N] <

Q.

Por ultimo neste capitulo, usaremos a ideia da prova do Teorema A para demonstrar o seu

analogo, para o caso pro-p limite e seu posto p-racional.

Teorema G. Seja G um grupo pro-p limite ndo abeliano, e seja U um subgrupo normal aberto
de G de indice primo p. Entdo rkg,(U) > rko, (G).



Capitulo

Preliminares sobre Grupos abstratos

1.1 Teoria de Bass-Serre

1.1.1 Construgoes livres

Definigao 1.1.1 (Posto gradiente de um grupo abstrato). Seja G um grupo finitamente gerado,

define-se o posto gradiente RG(G) de G da seguinte forma

Teorema 1.1.2 (Teorema de Nielsen-Schreier, Teorema 5 em [37]). Cada subgrupo de um grupo
livre é livre. Além disso, se F é um grupo livre de posto d(G) =n e U um subgrupo de indice
finito m em F, entdo, o posto d(U) de U € finito e d(U) = (d(G) — 1)m + 1

Teorema 1.1.3 (Teorema 6.3 em [7]).

1) Seja G = Gy x4 G2 um produto livre com subgrupo amalgamado A,temos que G ¢ finitamente

gerado se, e somente se, G1 e Go sdo finitamente gerados.

2) Além disso, seja G = HNN (G4, A, t) uma HN N -extensao com subgrupo associado A, temos

que G € finitamente gerado se, e somente se, G1 € finitamente gerados.

1.1.2 Grafo de Grupos

Consideramos sendo X um grafo finito conexo diferente de um dnico vértice. Denotaremos
do(e) e dy(e) o vértice inicial e final da aresta e € E(X). Um grafo de grupos (A, X) consiste
de uma cole¢ao de grupos {G(m)|m € X} e uma colecdo de homomorfismos {9, : G(e) —
G(d;(e))|e € E(X), j € {0,1}}. Dizemos que G(v), v € V(X) (resp. G(e), e € E(X)) sao os
grupos de vértices (resp. grupos de arestas).

Seja T' uma subarvore maximal de X. Uma T-especializac¢ao (8, 1) de (A, X) para um

grupo K consiste de duas aplicagoes S : U G(m) — K e 51 : X — K satisfazendo:
meX

(1) Bigm) : G(m) — K & um homomorfismo, Vm € V(X);

(2) B1(m)=1,Vm e T;



(3) Bi(e) ™ Bic(do(e)) (Do,e(9))B1(€) = Big(ar(e))(O1,e(9)), Ve € E(T),Vg € G(e).

O grupo fundamental de um grafo de grupos (A, X) com respeito a uma subéarvore maximal
T, consiste de um grupo G = 71 (A, X, T) e uma T-especializacdo (v,1v1) : (A, X) — G satisfa-
zendo a seguinte propriedade universal: para cada T-especializacio (8, 31) : (A, X) — K existe

um Unico homomorfismo w : G — K tal que wv = 8 e wry = 1.

G =m(A X,T)
(VWI)T Flw

(AX)— Sk
(8,61)

Verifica-se que o grupo dado pela apresentagao
G=(LY|UV,W),

onde L = {gerG(v)|v € V(X)}, Y = {tc|le € E(X)}, U = {relG(v)|v € V(X)}, V =
{t-100.(9)teO1c(9) g € Gle), e € E(X)}, e W = {t.|e € E(T)}, satisfaz a propriedade
universal (Cf. [10], Sec. 1.4).

A seguir, vamos também supor que cada uma das aplicagdes J;. bem como cada uma
das aplicagoes canodnicas G(m) — m1(A, X, T) sejam injetivas. Com efeito, sempre podemos
substituir os grupos em (A, X)) por suas imagens canonicas em 71 (A, X, T); esta operagdo nao
altera o grupo 71 (A, X, T) e ficamos assim na situagdo desejada.

Para a T-especializagdo (v,v1) : (A, X) — m1(A, X, T) definimos o grafo universal do
grupo fundamental de grafos de grupos S = S(A, X, T) do seguinte modo:

ES)= |J am@Ge), vis)= |J GwGw), dolgr(G(m)) = gr(G(do(m))) =

ecE(X) veV(X)
g1 (m)v(G(di(m))), com m € E(X).

O grupo G = 71 (A, X, T) age naturalmente sobre S = S(A, X, T) por ¢1(g2v(G(m))) =
(9192)v(G(m)), e de modo que G\S = X; se Gs = m € X, entdo o estabilizador de um elemento
s de S é conjugado a v(G(m)); e, o grafo S = S(A, X,T) é uma drvore (Cf. [10], Sec. 1.4).

Para conveniéncia do leitor, explicitamos a construgao da arvore universal sobre a qual um
dado produto livre amalgamado G = A x¢ B age. Os vértices de S sdo todas as classes laterais
de G/A e G/B, e as arestas de S s@o todas as classes laterais de G/C; cada aresta gC conecta

o vértice inicial gA ao vértice final gB.

gC

gAe ogB

Teorema 1.1.4 (Teorema 7 em [37] ). Seja G = G x4 G2 um produto amalgamado de dois
grupos. Entéo, existe uma drvore S (€ unica, salvo isomorfismos) sobre a qual G age, e neste

caso

S = G10 .GQ

Proposicao 1.1.5. (Proposi¢io 22 em [37]) Seja A wma grafo de grupos sobre X, T uma

drvore mazimal de X. Entao m (A, X,T) ndo depende da escolha de T.

Podemos entao denotar m1 (A, X, T) por m1(A), o qual denominamos grupo fundamental
de A.



1.1.3 Aplicacoes dos Teoremas Estruturais

Teorema 1.1.6 (Teorema 27 em [9]). Seja A um grafo de grupos sobre X e H um subgrupo
de 71 (A). Entdo, H = 71(Q), em que os grupos de vértices de Q) sio HN gG,g~*, Vv € V(X),
onde g percorre um subconjunto dos representantes das classes bilaterais de H e G, da forma
HEG,, k € m1(A), e 0s grupos das arestas de 2 sdo HNgG.g~*, Ve € E(X), onde g percorre um

subconjunto dos representantes das classes bilaterais de H e G., da forma HkG,, k € m(A).

Corolario 1.1.7 (Corolario 1 em [9]). Seja H um subgrupo de um grupo fundamental de um
grafo de grupos tal que H intercepta cada conjugado de um grupo de vértices no grupo trivial.

Entao, H ¢é livre.

Corolario 1.1.8 (Corolario 2 em [9]). Seja A um grafo de grupos. Suponha que existam um
grupo H e um homomorfismo ¢ : w1 (A) — H tal que ¢ € injetora em cada grupo dos vértices.

Entao, ker ¢ € livre.

1.2 Homologia e Cohomologia de grupos abstratos

Vamos fixar que R denotara um anel associativo com unidade 1. As categorias consideradas
nesta se¢ao serdo as de grupos abelianos Ab, de R-mddulos & direita My e de R-mddulos &
esquerda pM, logo pré-aditivas (isto é, onde os morfismos formam um grupo abeliano). E
os functores que vamos considerar serdo todos aditivos. Recordaremos algumas propriedades
bésicas sobre algebra homolégica de grupos abstratos. As principais referéncias utilizadas neste
capitulo foram [33] e [6].

Uma sequéncia (finita ou infinita) de homomorfismos

e Moy 25 M I M
é exata se cada par adjacente de homomorfismos é exato, isto é, Ker(f,) = Im(fn4+1), Vn € Z.
Em particular, 0 — A i> B % C — 0 ¢ dita uma sequéncia exata curta de R-modulos se f

é monomorfismo, g é epimorfismo e Im(f) = Ker(g).

Definigao 1.2.1. Um functor covariante F' é dito exato a esquerda se a exatiddo de 0 —
o ‘= F F

AL B implica na exatiddo de 0 — FA RN o JEENY /o) Analogamente, define-se

functor covariante exato a direita e dualmente functor contravariante exato & esquerda ou

direita. Um functor é exato se é exato & direita e & esquerda.
Vamos sintetizar algumas propriedades dos (bi) functores Homg(,) € Qg:
Proposigao 1.2.2. Sejam A um R-mddulo & direita e B um R-mddulo & esquerda. Entdo:

(a) Hompg(,) é um functor contravariante na primeira varidvel e covariante na sequnda
variavel; FExato a esquerda em ambas varidveis e comuta com produto direito na sequnda

varidvel.

(b) HomR(@Aj,B) = HHomR(Aj,B) com ¢ — (@Aj), onde \; : A; — HAj éa
jedJ jeJ jEJT
j-€sima injegao.



(¢) Homg(R,B) = B com f+— f(1).

(d) ®g : Mg x pM — Ab é um functor covariante, exato a direita e comuta com soma

direita em ambas varidveis.
(¢) R®r B B comr ®b+—— rb. Analogamente, A Qr R = A.

Agora falaremos um pouco sobre médulos livres, projetivos e injetivos e também sobre
resolugoes livres, projetivas e injetivas que serdao fundamentais para o estudo de homo-

logia e cohomologia de grupos abstratos.

Definig¢ao 1.2.3. Um R-mo6dulo a esquerda F' é livre se é soma direita de copias de R, isto
é, F ~ ®;crRa;, com Ra; ~ R e {a;]i € I} é dito base de F.

Equivalentemente, um modulo F'é livre com base X, se dado qualquer modulo B e qualquer

funcao f: X — B, existe um tnico homomorfismo ¢ : F' — B que estende f.

Definigao 1.2.4. Uma resolugao livre de um R-mé6dulo M é uma sequéncia exata longa
P E o 5 RS M0

onde cada F; ¢ R-modulo livre e d; ¢ R-homomorfismo

Como para qualquer conjunto X, existe um moddulo livre com base X e todo modulo M é

quociente de um médulo livre, decorre que todo moédulo M possui uma resolucao livre.

Definigao 1.2.5. Um R-moédulo P é projetivo se dados 5 : B — C epimorfismo de R-médulos

e um R-homomorfismo « : P — C, sempre existe v tal que o diagrama comuta:

B——C——0
Agora uma caracterizagdo dos médulos projetivos:
Teorema 1.2.6. As afirmacées sequintes sobre um mddulo P sao equivalentes:
(i) P é projetivo.
(ii) O functor Hom(P, ) € ezato.
iii) P € somando um mddulo livre.
iv) Toda sequéncia exata curta 0 - A — B — P — 0 cinde.

Decorre que soma direita de modulos é projetivo se e s6 se cada somando é projetivo. No
entanto, se o produto direto de médulos projetivos é infinito, entao ele pode nao ser projetivo:

Z xZ X Z... nao é projetivo (Teorema de Baer).

Definigao 1.2.7. Uma resolugao projetiva de um R- médulo M é uma sequéncia exata
longa

dn P d
PSP, s S PP S M0

onde cada P; é R-médulo projetivo e d; € R— homomorfismo.



A nocao de modulo injetivo é dual & de modulo projetivo.

Definigao 1.2.8. Um moédulo FE é injetivo se para todo médulo B e todo submédulo A C B,
cada R-homomorfismo f : A — FE pode ser estendido a um R-homomorfismo g : B — FE, isto

é, o diagrama abaixo comuta.
E

A 9
fT AN
AN

0——=A——2DB

Dualmente ao caso projetivo, temos uma caracterizagao para moédulos injetivos.
Teorema 1.2.9. As sequintes afirmacoes sobre um mdédulo E siao equivalentes:
(i) E ¢é injetivo.
(ii) O functor Hom(, E) € exato.
(#i) Toda sequéncia exata curta 0 - E — B — C — 0 cinde.

(iv) Critério de Baer Todo homomorfismo f: 1 — E, onde I € ideal d esquerda de R pode

ser estendido a R.

Vale ressaltar que o produto direto de médulos injetivos € injetivo se e sé se cada modulo é

injetivo. J& a soma direta de médulos injetivos pode nao ser injetivo.

Defini¢ao 1.2.10. Seja A € Mg e B € gM. Dizemos que A é plano se AR é functor

exato. Da mesma forma, B é plano se ®pgB é functor exato.

Teorema 1.2.11. Se R é um dominio, entdo seu corpo de fragoes é um R-mddulo plano. Em

particular Q € um Z-mddulo plano, ou seja ®zQ € um functor exato.

Definigao 1.2.12. Uma resolugao injetiva de um R-mé6dulo M é uma sequéncia exata longa
0= MSE L prdy g2 &

onde cada E" é injetivo.

Segue do fato que todo R-mdédulo M pode ser mergulhado num R-médulo injetivo que todo

R-moédulo M tem uma resolugao injetiva.

Definigao 1.2.13. Um complexo (ou cadeia de complexo) A é uma sequéncia de médulos e

homomorfismos (diferenciais)
dn41 dn
A: .= A1 — Ay S A1 — -
com d,d, 1 = 0 para todo n € Z.

Se A & um complexo com diferencias d,,, sua n-ésima homologia é o grupo abeliano H,,(A) =
Ker(dy,)/Im(dy+1). Vale ressaltar que H,, é um functor.

Considere o complexo P : -+ - P, - Py - M — 0. O complexo obtido apagando M
é¢ Py :---— P, — Py — 0 e é dito complexo apagado de P. Analogamente, definimos o
complexo apagado ey obtido do complexo £ : 0 - N — E° — E' — ...  apagando N.

Vamos descrever os functores derivados a esquerda L, T para um dado functor aditivo 7T'.



Definigao 1.2.14. Sejam T um functor aditivo, A e um R-médulo e P uma resolugio projetiva
de A. O n-ésimo functor derivado a esquerda de T é definido por

(LnT)A, = Hy(TPa) = m

Vale ressaltar que (L, T)A nao depende da escolha da resolucdo projetiva P de A, vide [33],
Teorema 6.11, pag. 182.

Exemplo 1.2.15. Se T = — ®g B com B € pM, entio definimos L,T = Tor’(,B). E
se T = A®p — com A € Mg, definimos L,T = torZ(A,). Em particular, Tor*(A, B) =
H,(P4®rB) etorB(A,B) = H,(A®r Qp), onde P e Q sio resolucdes projetivas de A e B,
respectivamente. Ressaltamos que H,(Pa ®r B) = H,(A®gr Qp) e portanto denotaremos por

Tor ambos functores.

Ressaltamos também que se R°P é o anel oposto de R, entdo para todo n > 0 e quaisquer R-
modulos A e B, tem-se TorZ(A, B) = Tor’”" (B, A). Por isso, iremos supor todos os resultados
validos na outra variavel.

De modo similar, podemos definir os funtores derivados a direita de um dado functor

covariante aditivo T por
Ker(Td™)
Im(Tdr—1)

onde £ é uma resolucao injetiva de A escolhida. E tal defini¢do é independente da resolugio.

(R"T)A = H™(TE,) =

Exemplo 1.2.16. Seja T = Hompg(C, —), para algum R-mddulo C, entdo definimos R"T =
Ext}(C,—). Em particular, Ext',(C, A) = H"(Hompg(C,£4)) onde £ é uma resolugdo injetiva
escolhida do R-mddulo A.

Se T ¢é contravariante, entdo seus funtores derivados & direita sdo (R"T)C = H"(TP¢) =
Ker(Td,+1)/Im(Td,) onde P & uma resolugao projetiva escolhida do R-moédulo C.
Functores derivados de um functor contravariante sdo chamados de funtores cohomolo-

gicos.

Exemplo 1.2.17. Se T = Hompg(—, A), para algum R-mddulo A, entio definimos R"T =
exth(—, A). Em particular, exty,(C,A) = H*(Homg(Pc, A)), onde P é uma resolugio pro-
jetiva de C escolhida. Ressaltamos que H"(Hompr(Pc, A)) =2 H*(Hompg(C,E4)), onde P e
& sao resolugdes projetiva e injetiva de C e A, respectivamente. Denotaremos por Ext ambos

funtores.

Descrevemos um pouco sobre homologia e cohomologia de grupos abstratos. Aqui G sera
um grupo abstrato, A um Z[G]-modulo & esquerda, onde Z[G] é o anel de grupo de G sobre Z.
E ainda Z sera considerado como um Z[G]-moédulo trivial, isto é, G age trivialmente sobre Z.

Para cada n > 0, definamos o n- ésimo grupo de homologia de G' com coeficientes em A por
H, (G, A) = TorZ%(z, A)
e 0 n-ésimo grupo de cohomologia de G com coeficientes de A por
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Segue da defini¢do que H, (G,—) e H"(G,—) sdo funtores covariantes aditivos indo de z;g M
para Ab.

A seguir coletamos alguns resultados basicos sobre homologia e cohomologia de grupos.

Observagao 1.2.18. (a) Hy(G,A) = Torg[G](Z,A) > 7 ®ziq) A= A/IA, onde I é o ideal
aumentado de Z|G).

(b) Hi(G,Z) = G/|G,G] = G*, onde [G,G] denota o subgrupo comutador de G.

(¢) Seja G um grupo. Entao, sendo Q um G-mddulo trivial, temos H1(G,Q) = G/[G,G] ®z
Q = G*/Tor(G).

(d) Hn(G7 @z Ai) = @1 Hn(Gv Ai)-

(e) H'(G,A) = Homg)(Z,A) = A% = {a € Alga = a,Yg € G} o submddulo de pontos
fizxos A pela acio de G.

(f) H (G, A) = Homg) (G, A) se A é um Z[G]-mddulo trivial.

a seguir apresentaremos algumas sequéncias exatas longas que serao muito usadas no Capi-
tulo 4.

Teorema 1.2.19 (Sequéncia de Mayer-Vietoris, Proposigdo 13 Pag. 127 em [37]). Seja G um
grupo agindo sobre uma drvore T', onde {G.}ecp(r) sG0 0s grupos de arestas e {G., ey (1) 830

os grupos de vértices. Entao para cada G-mddulo M temos a sequéncia longa exata

= @B HiGe M) P HiGo. M) Hi (G M) = P Hj1(Ge, M) — -
e€E(T)/G veV(T)/G e€eE(T)/G

Mostramos como as sequéncias de Mayer-Vietoris sdo expressas para um produto amalga-

mado e HN N-extensao.

Teorema 1.2.20 (Exemplo 9, amalgamations pag 178,[6]).

i) Considere o produto amalgamado G = Gy x¢ G2 dado pela apresentagao
(X1,X2|R1,Ra, ¢ = ¢(c), c€C),

onde ¢ : Go — G é um homomorfismo injetor, G; = (X;|R;), para i = {1,2}. Entdo existe

uma sequéncia exata longa da sequinte forma:
o= Hy(C,Q) = H1(G1,Q) @ Hi(G2,Q) — H1(G,Q) — Ho(C,Q) — - -
ou equivalentemente, usando a observagdo item (c), temos
5 O Q2> (G @2Q) @ (G ©2Q) > (P ©,Q —> Q — -,

onde a(cC' @ q) = (G} ® q, cd(c)GL®q), c€ C eqe Q.
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it) Considere a HN N -extensio G = HNN(G1,C,t) dado pela apresentagao
(X1,t|R1, c=tp(c)t™t, c € O),

onde ¢ : G — G € um homomorfismo injetor, G; = (X1 |R1). Entdo existe uma sequéncia

ezata longa da seguinte forma:
o= Hy(C,Q) = Hi(G1,Q) = Hi(G,Q) = Ho(C,Q) — -
ou equivalentemente, usando a observagdo item (c¢), temos
s 0P Q2> G Q> PR Q—> Q— -
onde a(cC' @ q) = (cd(c)'G) ®q), c€ C eq € Q.
O homomorfismo usado no Capitulo 4, serd o homomorfismo transfer o qual sera definido
seguinte corolario,

Corolario 1.2.21 (Homomorfismo Transfer, Exercicio 2 Pag. 83, [6] ). Seja G um grupo e H
um subgrupo de indice finito de G. Entdo, existe um homomorfismo (transfer) ¢ : G/[G,G] —

H/[H, H] dado por ¢G' — H tgﬁ_lH’ onde T é um conjunto de representantes das classes

teT
Hg, i.e. um transversal a direita de H em G, e T € o representante de Hzx.

Dizemos que a dimensao projetiva de um R-mé6dulo M é menor ou igual n, (projdimpM) <

n, se M admite uma resolucao projetiva: P:0— P, —»--- = P, — Py —» M — 0.

Definigao 1.2.22. Definimos a dimensao cohomolégica c¢d(G) de um grupo como sendo

projdimgzcZ, onde Z é considerado como Z[G]-moédulo trivial. Em particular
cd(G) = sup{n| H"(G, A) # 0 para algum Z[G]-mo6dulo A}

Definigao 1.2.23. Uma resoluc¢io ou resolucao parcial P é de tipo finito se cada P; é f.g.

Um R-moédulo M é de tipo F'P,, n > 0, se existe uma resolugao parcial projetiva
P,—-P,1—=-—=F—-M=0

de tipo finito. Dizemos que um R-médulo M é de tipo F'P,, se M ¢é de tipo F P, para todo
n > 0. E um grupo G é de tipo FP,, 0 < n < oo, se Z é de tipo F P, como um Z[G]-mbddulo

trivial.

Definig¢ao 1.2.24. Uma resolugio é dita finita se é de tipo finito e tem comprimento finito.

Um grupo é de tipo F'P se Z admite uma resolugao projetiva finita sobre Z[G].

E possivel mostrar que G é de tipo FP se, e somente se, cd(G) < oo e G ¢ de tipo FPs,

vide [6], Prop. 6.1, pag. 199. Nesta tese sera usada a caracteristica de Euler de um grupo G.

Definicao 1.2.25 ([6], pag. 247). Seja G um grupo abstrato de tipo F'P. A caracteristica
de Euler de G ¢

@)= Y (~D)ipostoy(Hi(G,2))
0<i<cd(G)

onde para qualquer grupo abeliano f.g. B, o posto de B é definido por postoz(B) = dimg(Q ®z
B).
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Coletamos a seguir alguns fatos sobre x(G) onde o grupo G é de tipo FP. Para mais
detalhes (a) — (c), vide [6] pagina 248.

Lema 1.2.26. i) x(G)= > (=1)'postoz(H'(G,Z));

0<i<cd(Q)
i) x(G) = Z (—1)" dimg, (H;(G, F));
0<i<cd(Q@)
iWi) \(G)= Y (=1) dimg, (H'(G,Fp)).
0<i<cd(G)

Usando o Lema [1.2.26 item 1ii) e a sequéncia de Mayer-Vietoris dada no Teorema [1.2.19

obtemos o seguinte corolario
Corolario 1.2.27. Seja G um grupo abstrato de tipo FP.

i) Se G = Gy ¢ Ga, um produto amalgamado com C # 1, entio x(G) = x(G1) + x(G2) —
x(C)

it) Se G = HNN(G1,C,t), uma HNN -extensdo com C # 1, entio x(G) = x(G) — x(C)
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Capitulo

Preliminares sobre Grupos Profinitos e

Grupos Pro-p

As principais referéncias para este capitulo serdo [45] e [32].

2.1 Grupos profinitos (pro-p) e Anéis profinitos

As defini¢oes de grupos e anéis profinitos sdo baseadas no conceito de limite inverso. Vamos
entao relembrar brevemente este conceito e algumas de suas propriedades.

Um conjunto dirigido é um conjunto nao vazio parcialmente ordenado (I, =) com a pro-
priedade que para quaisquer i,j € [ existe kK € I tal que i, = k. Um sistema inverso de
espacos (grupos, anéis) topologicos sobre I é uma familia de espagos (grupos, anéis) topoléogicos
{X;|i € I}, e uma familia de aplicacbes continuas (homomorfismos continuos) m;; : X; = X;
definidas quando ¢ > j, satisfazendo as condigbes naturais de compatibilidade m; = Idx, e
Tij Tk = Tk, Sempre que ¢ = j = k.

Seja Y um espaco (grupo, anel) topologico, {X;,m;;,I} um sistema inverso sobre um con-
junto dirigido I e ¢; : Y — X;, para cada ¢ € I, aplicagbes continuas (homomorfismos con-
tinuos). As aplicacoes 1); sdo compativeis se m;;¢; = 1; quando 7 > j. Um espaco (grupo,
anel) topolégico X junto com aplicagoes continuas (homomorfismos continuos) compativeis
;Y — X, 4 € I, é um limite inverso do sistema inverso {X;, m;;, I'} se a seguinte propriedade
universal é satisfeita:

!
X v Y

14

X;

Se Y é um espago (grupo anel) topologico e 1; : Y — X;, 4 € I é um conjunto de aplicagoes
continuas (homomorfismos continuos) compativeis, entao existe uma tnica aplicagdo continua
(um tinico homomorfismo continuo) ¢ : Y — X tal que ¢y = v;, para todo i € I.

O limite inverso X de um sistema inverso { X;, 7;;, I } existe e é inico a menos de isomorfismo,

podendo ser construido como o subespago (subgrupo, subanel) do produto direto H X;, munido
iel
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da topologia produto, formado pelos elementos (z;) € H X tais que m;;x; = x; para todo i = j,
i€l
onde as aplicagdes (homomorfismos) ; : X — X; sdo as restri¢coes das projecoes HXi — X,
iel
para cada I € I. Entao X é denotado por @Xi e as aplicagoes @; sao omitidas. Temos que
1€l
X = @Xi é um subgrupo (subgrupo, subanel) fechado de []
el
Hausdorff, entdo [[;.; X; também ¢ compacto (pelo Teorema e Tychonoff) e Hausdorff. Assim,

ser Xi- Se cada X; é compacto e

o0 mesmo é valido para X.

Defini¢ao 2.1.1. Um grupo G é um grupo profinito (pro-p) se é um limite inverso @Gi
Ierl
de grupos finitos (p-grupos finitos), onde cada G; tem a topologia discreta.

Os grupos profinitos sao caracterizados de varias maneiras, como podemos ver abaixo.

Teorema 2.1.2 (Teorema 2.1.3 em [32]). Seja G um grupo topoldgico. Entio sdo equivalentes:
(i) G é profinito (pro-p);

(i) G é compacto, Hausdorff e a identidade 1 de G admite um sistemna fundamental U de

vizinhangas abertas tais que ﬂ U=1¢ecada U € wm subgrupo normal aberto de G com
Ueu

G/U ¢ finito (p-grupo finito);
(iii) A identidade 1 de G admite um sistema fundamental U de vizinhangas abertas tais que
cada U € U é um subgrupo normal aberto de G e G/U com finito (p-grupo finito) e
G= @ G/U.
Ueu
Observe que um grupo discreto é profinito (pro-p) se, e somente se, ¢ um grupo finito (p-
grupo finito). Todo subgrupo aberto de um grupo profinito (pro-p) G é fechado. Além disso,
um subgrupo fechado de um grupo profinito (pro-p) G é aberto se, e somente se, tem indice
finito (poténcia de p). Se H é um subgrupo fechado de G, entdo H é um subgrupo profinito
(pro-p) com a topologia induzida. Se N é um subgrupo normal fechado de G, entdo G/N é um
grupo profinito (pro-p) com a topologia quociente e o epimorfismo natural G — G/N é uma

aplicagao aberta e fechada.

Definigao 2.1.3 (Homomorfismo Transfer). [Cf. [42] pag 3] Seja G um grupo pro-p e H
um subgrupo fechado de indice finito de G. Entdo, existe um homomorfismo (transfer)

Y : G** — H?" dado por ¢gG’ — H tgt}_lﬁ onde T é um conjunto de representantes das

teT
classes Hg e T é o representante de Hz.

2.1.1 Completamentos

Exemplos naturais e importante de grupos profinitos provém de completamentos de grupos
abstrato. Seja C uma familia ndo vazia de grupos profinitos com a propriedade que, para todo
Uy,Us € C, existe um grupo V € C tal que V < U; N Us (por exemplo, se C é fechada para

subgrupos, quocientes e produtos diretos finitos). Seja G um grupo abstrato e considere

NZN(:(G)Z{NQJPG|G/NEC}
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a colecdo de todos os subgrupos normais de indice finito N em G tais que G/N € C ordenado
pela inclusdo inversa: M < N se, e somente se, N < M. Note que A é ndo vazio, ja que G € N.
Se M,N e N'e N = M, seja onn : G/N — G/M o epimorfismo natural. Entdo G/N, oy €

um sistema inverso de grupos em C e

Gs= lim G/N

¢

Nen
¢ chamado o completamento pro-C de Gi. Assim, Gz é um grupo profinito e por ser o limite
de grupos finitos em C é chamado de grupo pro-C. Se C é a familia de todos os grupos finitos,
entdao Gz € chamado de completamento profinito de G' e denotado por G. Se p é um primo e C
¢ a classe de todos os p-grupos finitos, entdao Gz ¢ chamado de completamento pro-p de G e é

normalmente denotado por Gp.

Exemplo 2.1.4. (a) O completamento pro-p de Z é denotado por Z, e

ZP:<_
n

Um Z/p"Z = {(xn)| xp, € Z, 0, = T (mod p™), sem < n}
eN

€ chamado de anel de inteiros p-ddicos.

(b) o completamento profinito de Z é denotado por Zel= H Ly,
pé primo
(c) o completamento profinito (pro-p) de Z™ =7Z X7 X ... X Z, comm € N, é zm ( Z;m ).
O completamento pro-C é também caraterizado como segue [Teorema 3.2.1 em [32] |. A
aplicagdo j : G — Gg definida por g — nenNg € um homomorfismo continuo, onde G é
munido da topologia pro-C, ou seja, a topologia determinada por . Além disso, j(G) é um
subconjunto denso em G5 e a seguinte propriedade universal é satisfeita: se H ¢ um grupo pro-C
e ¢ : G — H & um homomorfismo continuo, existe um homomorfismo continuo ¢ : Gz — H tal

que ¢j = ¢. O nicleo de j é ﬂ N. Entao, se ﬂ N =1, temos que j é injetiva e podemos
NeN NeN
considerar G' como um subconjunto denso de Gz (o que justifica a palavra "completamento ").

Neste caso, dizemos que G é residualmente C.

Outra propriedade importante é o fato de o completamento pro-C ser um functor da categoria
de grupos discretos na categoria de grupos profinitos (Teorema 3.2.3 em [32]). Assim, se ¢ :
G — H é um homomorfismo de grupos discretos e Gz e Hg sao os completamentos pro — C
de G' e H, entao existe um correspondente homomorfismo continuo ¢z : Gz — Hg. O functor
completamento preserva epimorfismos, mas em geral nao preserva monomorfismos. O seguinte

lema d& uma condicdo necessaria e suficiente para que isso ocorra.

Lema 2.1.5 (Lema 3.2.6 em [32] ). Seja C uma familia de grupos finitos fechada para subgrupos,
quocientes e produtos diretos finitos. Suponha que K < G e seja i : K — G a aplicagio
inclusao. Entao iz : Kz — Gg € injetiva se, e somente se, a topologia pro-C de G induz em K
uma topologia pro-C, ou seja para cada M € N¢(K), existe N € Ne(G) tal que KNN < M.

Definigao 2.1.6. Um anel R é um anel profinito se é limite inverso de anéis finitos (todos os
anéis sdo assumidos com identidade e todos os homomorfismos de anéis levam identidades em
identidades).
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Os anéis profinitos possuem caracterizagdes andlogas as de grupos profinitos em termos de

seus ideais abertos.

Teorema 2.1.7 (Teorema 5.1.2 em [32]). Seja R um anel topoldgico. Sao equivalentes:
(i) R € profinito;
(ii) R € compacto e Hausdorff;

(#i) R é compacto e o elemento 0 de R tem um sistemna fundamental de vizinhangas formando

pelas ideias abertos;

(iv) O elemento 0 de R admite um sistema fundamental {T;|i € I} de vizinhangas abertas

tais que cada T; € um ideal aberto de R e R = 1'£1R/Ti;
i€l

2.1.2 Grupos Profinitos (pro-p) finitamente gerados

Seja G um grupo profinito (pro-p) e X um subconjunto de G. Dizemos que G é topolo-
gicamente gerado por X se o grupo abstrato (X) gerado por X é denso em G. Neste caso,
escrevemos G = @ e dizemos que X é um conjunto de geradores topolégicos de G. Ao
comprimento do conjunto minimal X que gera topologicamente o grupo G é denotado por
d(G). Se existe um conjunto finito X de geradores topologicos de G, dizemos que G é topolo-
gicamente finitamente gerado. Se {G;, m;;, I} é um sistema inverso sobrejetivo (i.e., tal que
cada 7;; € um epimorfismo continuo) de grupos profinitos (pro-p) e G = l'&nGh temos que G é
topologicamente gerado por um conjunto X se, e somente se, as imagens de X pelas projecoes
geram G; para cada i € I [[32], 2.4.1].

Teorema 2.1.8 ([32], Teorema 4.3.4). Seja p um primo fizxado.

(i) Se G é um grupo pro-p abeliano sem torsao topologicamente finitamente gerado, entdo G
¢ um grupo pro-p abeliano livre de posto finito, isto é, G = ©qZ,, onde d é um nimero

natural.

(i) Se G é um grupo pro-p abeliano topologicamente finitamente gerado, entdo o subgrupo de
torsao Tor(G) de G € finito e G 2 F @ Tor(G), onde F é um grupo pro-p abeliano livre
de posto finito

Proposigao 2.1.9 ([32], Proposi¢do 4.3.6). Seja G um grupo profinito abeliano finitamente
gerado com d(G) = d. Seja H um subgrupo fechado de G. Entio, H é também finitamente
gerado e d(H) < d

Lema 2.1.10. Seja G um grupo profinito finitamente gerado, seja K <.G um subgrupo normal
e H <. G um subgrupo finitamente gerado contendo K. Entio d(G) < d(H) + d(G/K).

Demonstra¢do. Seja G/K = (¢1 K ... g,K), logo

G = <91,~~-79n,K> = <917~-~,9n,H>-

Assim d(G) < d(H) + d(G/K). m
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Corolario 2.1.11 (Corolario 3.6.3 [32]). Seja G um grupo profinito finitamente gerado e seja
U um subgrupo aberto de G. Entao U é finitamente gerado e d(U) <1+ |G : U|(d(G) — 1).

Definigao 2.1.12. Seja G um grupo profinito finitamente gerado, define-se o posto gradiente

de G da seguinte forma

2.2 Moédulos profinitos e Discretos

No decorrer desta secdo R denota um anel profinito

Definigao 2.2.1. Um R- moédulo profinito & direita é um grupo profinito abeliano M com
uma aplicagdo continua M x R — M que satisfaz as propriedades usuais de um R-mo6dulo

abstrato.

Todo R-médulo profinito M tem uma base de vizinhangas abertas de 0 formada pelos subgru-
pos abertos de M que sao invariantes sobre a acdo de R, ou seja, formada pelos R—submoddulos
abertos. Na categoria de R-mddulos profinitos todos os morfismos f : M — N entre R—mddulos
profinitos sdo homomorfismos continuos com imagens fechadas, os quais vamos nos referir ape-
nas como homomorfismos.

Seja X um subconjunto de um R-moédulo profinito M. O R-submédulo fechado N topologi-
camente gerado por X é o fecho do R-submoédulo abstrato gerado por X, ou seja, a intersecao de
todos os R-submédulos fechados de M que contém X. Se X é um conjunto finito, dizemos que
N é (topologicamente) finitamente gerado. Neste caso, o seguinte Lema diz que as defini¢oes

de médulos profinitos topologicamente e abstratamente finitamente gerado coincidem.

Lema 2.2.2 (Lema 7.2.2 em [45]). Seja R um anel profinito, M um R-mddulo profinito e
{ai,...an} um subconjunto finito de M. Entio My = {> i, au;|u; € R} é um submddulo
fechado.

Estamos particularmente interessados em dois tipos de R-moédulos: os que sao compactos,
Hausdorff e totalmente desconexos e os que sao discretos. Nos referimos ao primeiro tipo como
modulos profinitos e ao segundo como médulos discretos. Os R-médulos profinitos junto
com seus morfismos formam uma categoria que denotaremos por PMod(R). A categoria dos R-
modulos discretos e seus morfismos sera denotada por DMod(R). A subcategoria de DM od(R)

formado por todos os médulos discretos de torsdo é denotado por DT Mod(R).

2.2.1 (G-mébdulos

Seja G um grupo profinito. Um G-médulo a esquerda o simplesmente um G-mdédulo é um
grupo abeliano topologico M sobre o qual G opera de modo continuo. Especificamente, um
G-mo6dulo é um grupo abeliano topolégico M junto com uma aplicagdao continua G x M — M

denotada por (g,a) — ga satisfazendo a seguinte condicoes:

(i) (gh)a = g(ha),

(ii) g(a+b) = ga + gb,
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(i) la = a,

para a,b€ M e g,h € G, onde 1 é a identidade de G.
Se a topologia de M é discreta, entao M é chamada de G-mo6dulo discreto; e se a topologia
de M é profinita, dizemos que M é um G-moédulo profinito. G-médulos & direita sao definidos

de modo analogo.

Exemplo 2.2.3. Seja G um grupo profinito e M qualquer grupo abeliano discreto. Definas
uma a¢ao de G sobre M dada por ga = a, para todo a € M e g € G. Entio M € um G-mddulo
discreto. FEsta acdo € chamada a acdo trivial sobre M, e nds referimos a M com esta a¢do

como G-mddulo trivial.

Sejam M e N G-mo6dulos. Um G-morfismo ¢ : A — B é G-homomorfismo continuo, i.e, um

homomorfismo continuo de grupos abelianos para qual se satisfaz
v(ga) = gp(a) para todo g € G,a € M

A classe de G-mo6dulos e G-morfismos constituem uma categoria abeliana qual é denotada
por Mod(G). Os G-mo6dulos profinitos formam uma subcategoria de Mod(G), denotada por
PMod(G), além disso os G-mddulos discretos formam uma subcategoria abeliana denotada
por DMod(G). Os G-moédulos discretos de torsao formam uma subcategoria de DMod(G).

2.2.2 A Aalgebra de grupo completa

Seja R um anel comutativo. Uma $R-algebra é um anel R com um homomorfismo de
anéis de R no centro de R. Escrevemos 7\ para o produto da imagem de r € R e A € R.
Uma aplicagao 6 : R — FE, onde F é uma R-algebra, ¢ um homomorfismo de anéis e satisfaz
O(rA) = rf()\), para todo r € R e A € R. Qualquer anel contendo 2R no seu centro pode ser
considerado como R-algebra.

Seja G um grupo abstrato. Denotamos por RG a algebra de grupo de G sobre R, ou seja,
MG ¢ o conjunto formado por todas as somas formais » 749, tais que ry € Rery # 0
somente para um nimero finito de elementos g € G, com soma e produto usuais. Identificamos
R e G com suas imagens naturais em RG. A algebra de grupo é caracterizada pela seguinte
propriedade universal: cada homomorfismo de grupos de G a unidades E* de uma R-algebra
E estende-se unicamente a um homomorfismo de R-dlgebra de RG em FE.

Suponha agora que $R é um anel profinito comutativo. Uma fR-dlgebra profinita é um anel
profinito R com um homomorfismo continuo de R no centro de R. Note que o centro de R é um
subanel fechado de R, ja que ¢ a intersegdo de nticleos de homomorfismos (de grupos profinitos

via +) da forma @) : x — X\ — Az, para cada A\ € R.

Defini¢ao 2.2.4. Seja G um grupo profinito. A algebra de grupo completa [[RG]] de G
sobre R é uma R- algebra profinita que contém G no seu grupo de unidades e que satisfaz a
seguinte propriedade universal: cada homomorfismo continuo de G no grupo de unidades E*
de uma fR-algebra profinita F estende-se a um tnico homomorfismo continuo de $R-dlgebras de
[[RG]] em E.

Note que E* & um grupo profinito com a topologia subespago em E [Cf. Teorema 7.1.1 em

[45]]. A &lgebra de grupo completa poder também ser construida como o limite inverso
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(RG] = im R(G/N),

Neu

onde U é a familia de todos os subgrupos normais abertos N de G. Temos que G mergulha em
[[RG]] via a aplicacdo g — []yey Ng que estende-se a um mergulho de RG em [[RG]] como
uma subélgebra densa de [[RG]] (Cf. Teorema 7.1.2 em [45]).

A é&lgebra de grupo RG de um grupo G abstrato sobre um anel comutativo 58 é um -
modulo abstrato livre no conjunto G. A correspondente propriedade ndo vale para a algebra
de grupo completa [[RG]] de um grupo profinito G sobre um anel profinito comutativo R. Isso
porque a inclusdo de G em [[RG]] é 0-convergente somente se G é finito. Esse problema pode

ser contornado definindo-se um novo tipo de modulo livre.

Proposicao 2.2.5 ([32], Proposi¢ao 5.3.6). a) A categoria PMod(G) coincide com a cate-
goria PMod([[ZG])).

b) A categoria DMod([[ZG]]) coincide com a subcategoria de DMod(G) consistindo dos G-

mddulos discretos de torsao.

2.2.3 Produtos tensoriais completo

No que segue, R denota um anel profinito comutativo, R uma R-algebra profinita, M um
R-moédulo profinito & direita e N um R-mo6dulo profinito & esquerda. Um R-bihomomorfismo
f:MxN — L, onde L é um $R-médulo profinito, ¢ um homomorfismo continuo de grupos
profinitos abelianos tal que f(mA,n) = f(m, n), para cada m € M, n € Ne X € R. O
produto tensorial completo de M e N sobre R é um 9R-moédulo, denotado por M&gzN,
junto com um A-bihomomorfismo t:MxN — MgN definida pela seguinte propriedade
universal: dado um R-bihomomorfismo f de M x N em um 9R-moédulo profinito L, existe um
tnico homomorfismo de M-modulos profinitos f : M&rN — L tal que ?f: f (ou seja, f se
fatora através de ).

O produto tensorial completo existe e é tinico (a menos de isomorfismo), podendo ser cons-

truido como o completamento
M®&gN =lim M/U @p N/V

do produto tensorial abstrato M/U ®@g N/V, onde U e V sdo R-submoédulos abertos de M e
N, respectivamente.
Propriedades sobre produtos tensoriais completos podem ser vistos em [45] Teorema 5.5.3,

como por exemplo

(i) M®gr— é um functor exato & direita e comuta com somas direitas finitas de R-modulos

profinitos a esquerda.
(ii) M&grR ~ M como R-mo6dulos profinitos e isomorfismo natural;
(iii) Se M é projetivo entdo o functor M@p— ¢ exato.

(iv) Além disso, se M é um R-mo6dulo profinito finitamente gerado, entdao M&rN ~ M®gN.
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(v) Existe um isomorfismo natural de R-mo6dulos profinitos:

A@R(Bl &) B2) = (A@RBl) S (A@RBQ)

(iv) O produto tensorial completo comuta com o limite inverso, ou seja (hrrll M;)®&N = hnll(MZ@N)
1€ 1€

Propriedades analogas valem para o functor —®zN.

2.3 Homologia e co-homologia de grupos profinitos

Seja R uma fR-algebra profinita, onde R é um anel profinito comutativo. Considere o
functor Hompg(—,—) indo da categoria PMod(R) x DMod(R) na categoria DMod(fR); este
é um functor covariante na segunda variavel e contravariante na primeira. Lembre que agora
Homp(M, N) denota os homomorfismos de R-modulos continuos.

Fixamos A € PMod(R). Denotamos por Ext} (A, —) ao n-ésimo funtor derivado & direita
do funtor Hompg(A,—) : DMod(R) — DMod(fR)..

Como no caso abstrato se B € DMod(R), entdo Ext}, (A, B) pode ser calculado obtendo o
n-ésimo functor derivado & direita de Homp(—, B) : PMod(R) — DM od(R) e logo aplica-lo a
A.

A seguinte proposicdo caracteriza o functor Ext’(, ), estas propriedades sdo andlogas ao

caso abstrato.

Proposigao 2.3.1 ([32], proposicao 6.1.7). Seja R um anel profinito comutativo e R uma
R-dlgebra profinita. Fize A € PMod(R) e B € DMod(R). Entao:

1. Para qualquer R-mddulo discreto injetivo Q e para n > 1, Ext}(A,Q) = 0. Além disso,
Ext%(A,—) = Hompg(A, —).

2. Para qualquer R-mddulo profinito projetivo P e para n > 1, Ext'y(P,B) = 0. Além disso,
Ext%(—, B) = Homg(—, B).

3. Os functores Ext} (A, —) e Exth(—, B) comutam com somas diretas finitas.

Como consequéncia desta proposicdo temos que os functores Ext;(A, ) e Ext}(, B) comu-

tam com limites, mas especificamente temos:
Corolario 2.3.2 ([32], Corolario 6.1.8). Sob as hipdteses da proposi¢io anterior, temos

1. E.rt%(A,yﬂlBi) = l'glExt’}b(A,Bi), onde {B;, p;j} € um sistema direito de R-mddulos
discreto. ! !

2. Emt%(@ A;,B) = @Emt%(Ai,B), onde {A;, vi;} € um sistema inverso de R-mddulos

proﬁnijfii‘. <

S

Agora considere o functor ®g : PMod(R°) x PMod(R) — PMod($R), onde R é um
anel profinito comutativo e R é uma R-algebra. Seja A um R-moédulo a direita profinito.
Entdo A®r— : PMod(R) — PMod(R) é um funtor covariante exato & direita. Definimos

o functor TorZ(A, ) como o n-ésimo funtor derivado de A®r— . Seja B um R-médulo
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esquerda, Tor2(A, B) pode também ser calculado tomando o n-ésimo functor derivado de
—®prB e aplicando este em A.

Usando esta notacgdo, temos a seguinte caracterizacio dos funtores Torf(, ), analogas ao
caso abstrato.

Proposicao 2.3.3 ([32], Proposi¢do 6.1.9). Seja R um anel profinito comutativo e R uma
MR-dlgebra profinita. Fize A € PMod(R°P) e B € PMod(R). Entdo

1. Para qualquer R-mddulo  direita profinito projetivo P e para n > 1, Tor2 (P, B) = 0.
Além disso, Tor§ (—, B) = ®rB.

2 Para qualquer R-mddulo & esquerda profinito projetivo P e para n > 1, TorE(A, P) =
Além disso, Torf(A,—) = ADr—.

8 Os functores Torl(A, —) e TorE(—, B) comutam com somas diretas finitas.

Os functores Torf*(A, —) e TorE(—, B) comutam com limites inversos, diferentemente do

caso abstrato onde os functores TorZ(A, —) e Torf*(—, B) comutam com limite direto.
Corolario 2.3.4 ([32], Corolério 6.1.10). Sobre as hipdteses da proposi¢do anterior, temos

1. TorE(A, im B;) = yLnTor (A, B;), onde {B;, pi;} € um sistema inverso de R-mddulos a
el iel
esquerda profinitos.

2. TorE (hm A;,B) = @Tor (A;, B), onde {A;, pi;} € um sistema inverso de R-mddulos
ZEI el
a direita profinitos.

2.3.1 Cohomologia de Grupos Profinitos com Coeficientes em DMod([[RG]])

A cohomologia de grupos profinitos com coeficientes em modulos discretos foi introduzida
pelo matemético americano John Torrence Tate Jr. como uma ferramenta no estudo dos grupos
de Galois.

Seja G um grupo profinito e R um anel profinito comutativo.

Considere G agindo trivialmente em R, gr = r para todo g € G e r € R, entao R torna-
se um [[RG]]-modulo. Dado um [[RG]]-modulo discreto A, definimos o n-ésimo grupo de

cohomologia H"(G, A) de G com coeficientes em A por

Analogamente ao caso abstrato temos

Lema 2.3.5 ([32], Lema 6.2.1). Seja G um grupo profinito. Existe um isomorfismo de R—

mddulos
HO(G, A) = Hom[[fﬁG]] (9‘{, A) = AG

onde A® = {ala € A, ga = a,Yg € G} é o submddulo dos pontos fizos de A via agio de G, para
qualquer A € DMod([[R]]G).
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Proposigao 2.3.6 ([32], Proposicao 6.2.2). Seja G um grupo profinito entdo para cada sequén-
cia exata curta 0 - A’ - A — A" — 0 em DMod([RG]), eziste sequéncia exata longa

0— H(G,A") = H°(G, A) — H°(G,A") &,
— HYG,A") — HY(G,A) — ...

com homomorfismo de conezdio § : H"(G,A") — H"1(G, A").

2.3.2 Homologia de Grupos Profinitos com Coeficientes em PMod([[RG]])

Seja G um grupo profinito, R um anel profinito comutativo e seja A um [[RG]]-modulo a
direita profinito. Definimos o n-esimo grupo de homologia H,,(G, A) de G com coeficientes
em A por

H, (G, A) = Torl™Cl(A %), n e N.

Como Torll[%G”(A, R) é o n-ésimo funtor derivado a esquerda de @ng]]%, entao

Ho(G, A) = Tor) (A, R%) = AB ey %

Defini¢ao 2.3.7. Definimos o ideal de aumentagao ((I)) do anel de grupo completo [[RG]]
como sendo o nucleo do homomorfismo de anéis continuo ¢ : [[RG]] — [[R]], 0 homomorfismo

aumento, dado por €(g) = 1 para todo g € G.

Proposicao 2.3.8 ([32], Proposi¢ao 6.3.4). Existe um isomorfismo natural Hy(G, A) ~ AJA((I)) =
Af{ag —ala € A, g € G).

Existe uma dualidade entre os médulos profinitos e os modulos discretos, esta dualidade é

explicada na seguinte proposicao.

Proposigao 2.3.9 ([32], pag. 171). Seja G wm grupo profinito e B um [[ZGH—mddulo profinito
& direita. Entdao H,(G,B) e H"(G, B*) sdo dual Pontryagin, onde B* é o dual Portryagin de
B.

Proposicao 2.3.10 ([45], Teorema 6.4.1 Pag. 105).
a) Se M € PMod(G), entdo M* é um G-mddulo discreto de torsio.
b) Seja M um G-mddulo discreto de torsao, entao M* € PMod(G)

Proposigao 2.3.11 ([32], Proposi¢io 6.2.2). Seja G um grupo profinito entao para cada sequén-
cia exata curta 0 —» A" - A — A" — 0 em DMod([R°PG]), eziste sequéncia exata longa

o Hy(G,A) — Hy (G, A”) S Ho(G, A — Ho(G, A) — Ho(G,A") =0
com homomorfismo de conexio ¢ : H,11(G,A"”) — H, (G, A").
Exemplo 2.3.12 (Proposic¢do 6.18 em [6]). Considere a sequéncia exata curta
02, 252, +F, -0,

onde aplicacio Z, £, Zyp € a multiplicagcdo por p.

Logo, temos a correspondente sequéncia exata longa
= Hy(GLZy) T Hy(G,Z,) S Hy(GLEy) S Hya(GLZy) = - (2.1)

onde p* € a multiplicacdo por p.
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Corolario 2.3.13 ( Corolario 7.2.6 em [32]). Seja G um grupo profinito, K um subgrupo
fechado normal de G e B € PMod([ZG]). Entao, existe a sequinte sequéncia exata:

Hy(G, B) = Hy(G/K, Bk) = Hi(K,B)g/x — Hi(G,B) *% H,(G/K,Bk) = 0

2.4 Dimensao Cohomologica

Seja G um grupo profinito e seja p um nimero primo. Seja A um grupo abeliano, denotamos
por A, sua componente p-primaria i.e. osubgrupo consistindo dos elementos de A de ordem

p" para algum n, A, = {a € A|3In > 0,]a] =p"}. Se A= A, dizemos que A é p-primario.

Defini¢ao 2.4.1. A p-dimensao cohomolégica cd,(G) de um grupo profinito G se define
como 0 menor inteiro nao negativo n tal que H’“(G7A)p = (0 para toda k > n e para todo

[[ZG))-modulo discreto A, se tal n existe, ou seja
cdy(G) = min{n|H*(G, A), = 0, Vk > n, VA € DMod([[ZG]))}.
Se tal n ndo existe dizemos que cd,(G) = oo.

Como no caso abstrato, se cd,(G) < oo, entdo G é livre de p-torsdo. Além disso, cd,(G) <

n se, e somente se, existe uma resolucdo projetiva de Z, ou (F,) de comprimento n sobre

[[ZpGl)(ou [[FpG1]).

Exemplo 2.4.2.

~

1. ¢dp(Z) = 1.
2. cdy(Zy) = 1.

Definigao 2.4.3. Seja G um grupo profinito, definimos a dimensao cohomolégica cd(G) de
G da seguinte forma forma,
cd(G) = sup cdp(Q)
P

Propriedade 2.4.4 ([45], Proposigao 11.1.4). Seja G um grupo pro-p, entdo
1 ¢dy(G) =0 para cada primo q # p;
2 ¢dp(G) =0 se e somente se G € trivial.

A seguinte proposi¢ao simplifica o problema de encontrar a p-dimensdo cohomolégica de um

grupo profinito.

Propriedade 2.4.5 ([32], Proposicdo 7.1.4). Seja G um grupo profinito e seja n um nimero

natural fixo. As sequintes condi¢des sao equivalentes:
1. ¢dp(G) < n;
2. H*(G,A) =0, para todo k > n e todo A € DMod([[iG]]) p-primdrio.

Os seguintes resultados relacionam a p-dimensao cohomolégica de um grupo profinito e a

de seus subgrupos fechados.
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Teorema 2.4.6 ([32], Teorema 7.3.1). Seja G um grupo profinito, S um subgrupo fechado de

G e p um numero primo. Entdo
1. ¢dp(S) < cdp(G).
2. Sep1[G: 8] entio cdp(S) = cdp(G).
3. Se cdp(G) < oo e S € aberto em G entio cd,(S) = cdy(G).
Agora definiremos modulos e grupos profinitos de tipo F'P,,.

Definigao 2.4.7. Sejam G um grupo profinito e M um [[Z,G]]-médulo profinito. Dizemos
que M é de tipo F'P,, sobre [[Z,G]] se M tem uma resolu¢ao projetiva de [[Z;G]]-m6dulos
profinitos onde todos os modulos em dimensdo menor ou igual a m sdo finitamente gerados. Se
M for de tipo F'P,, para todo m, entao M ¢é dito de tipo F P...

Definicao 2.4.8. Um grupo profinito G é de tipo F'P,, sobre Z,, para algum 0 < m < oo,

se existe uma resolucdo projetiva profinita do [[Z,G]]-modulo trivial Z,,,
= P Py == Py — Zyp — 0,
onde cada P; é Z,[[G]]-mo6dulo projetivo finitamente gerado para ¢ < m. E o grupo G é de tipo
F P, se G é de tipo F P, para todo m > 0.
Nas tltimas defini¢oes, podemos trocar Z, por F,,.

Observagao 2.4.9. Analogamente ao caso abstrato, um grupo pro-p G é de tipo FP,, sobre
7, se, e somente se, qualquer subgrupo aberto H de G' também € de tipo F'P,, sobre Z,, vide
(41, Proposi¢cdo.4.2.1).

Corolario 2.4.10 ([41],Corolério 4.2.5). Um grupo pro-p G € do tipo F Py, se e s6 H"(G,F))
¢ um Fy-espaco vetorial de dimensdo finita para cada n > 0, ou seja, dimp, H"(G,F,) < oo

para cada n > 0.

Observacgao 2.4.11. Seja G um grupo profinito, entio H"(G, A), onde A é um [[F,G]] médulo

discreto, é um [Fp-espago vetorial.

Proposigao 2.4.12 ([41], Proposi¢ao 4.6.1). Se um grupo profinito G tem p-dimensio cohomo-
ldgica finita e é do tipo F P, sobre Z,, entdo H"(G,F)) é um F,-espago vetorial de dimensdo

finita para cada n > 0, ou seja, dimp, H"(G,F,) < oo para cada n > 0.

2.5 Deficiéncia de um Grupo Profinito

Seja G um grupo profinito finitamente gerado, entao nds dizemos que G tem deficiéncia
k se existe uma apresentagao 7 : F' — G de G de deficiéncia k, i.e. tal que o posto do grupo
profinito livre F' menos o namero de geradores de Ker(m) como um subgrupo normal fechado

de F é k. Denotamos por def(G) o maior k tal que G é de deficiéncia k.

Definig¢ao 2.5.1. Seja G um grupo pro-p finitamente apresentdvel. Definimos a deficiéncia

de G como o numero

def(G) = dimg, H'(G,F,) — dimg, H*(G,F,) = dimp, H,(G,F,) — dimg, H2(G,F,).
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Observagao 2.5.2. Note que, se X é um conjunto minimal de geradores e R é um conjunto
minimal de relagdes para um grupo pro-p finitamente apresentado G = (X|R) tal que R é
um subconjunto de um grupo pro-p livre com base X, entdo a cardinalidade de X e de R

correspondem a
| X | = dimp, HY(G,F,) = dimy, H\ (G, F)p)

|R| = dimg, H*(G,F,) = dimg, Ha(G,F,),

respectivamente. Portanto, def(G) = |X| — |R|.

p-Deficiéncia de um grupo Profinito

Introduzimos a p-deficiéncia de um grupo profinito, a qual ajuda a descrever mais precisa-
mente propriedades de grupos profinitos; maiores detalhes deste invariante pode ser encontrado
em [15].

Seja G um grupo profinito. Denotamos por d(G) a quantidade minima de geradores de G.
Seja M um G-mdédulo finito néo trivial, denotamos por dim(M) o posto de M como Z-mddulo
(veja defini¢do ) e dim (H'(G, M)) o posto de H'(G, M) como Z-mé6dulo (veja definicio
1.2.25|), para ¢ = 0,1,2. Assim definimos
—dim H?(G, M) + dim HY(G, M) — dim H°(G, M)

dim(M)

X2(G, M) = € QU {400}

Além disso definimos

dim H'(G, M) — dim H(G, M)
dim(M)

Xi(G,M) = € QU {—o0}

Exemplo 2.5.3 (([15], Example 2.6)).

a) Se G € um grupo profinito finitamente gerado com d(G) denotando a quantidade minima
de geradores de G, entio dim H°(G, M) = dim M% e x1(G, M) < d(G) — 1, onde M é um
G-mdédulo finito.

b) Se F é um grupo profinito de posto finito d(F),
onde M é um G-mddulo finito.

Definig¢ao 2.5.4. Se N é um subgrupo fechado de G e M,(N) é o conjunto de todos os finitos

Zy[|G]]-modulos sobre o qual N age trivialmente, introduzimos o seguinte invariante:

defy(GN) = | inf {14 %(G, M)}

p

Para simplificar, denotamos por

defp(G) = defp(G,{1})

O numero def,(G) é chamado de p-deficiéncia de G.
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Observacgao 2.5.5. Comparando def,(G) com a deficiéncia de G observamos que
def(G) < def,(G) < dimH'(G,F,) — dimH?(G,F,),

Exemplo 2.5.6. Seja G um grupo profinito livre de posto finito d(G), entdo pelo ememplom
temos que para todo G-mddulo finito M, x1(G, M) = x2(G, M) = d(G) — 1. Assim para um
subgrupo fechado N de G, temos def,(G,N) = d(G).

Proposicao 2.5.7 ([13], Proposicdo 3.2 ). Seja G um grupo profinito finitamente gerado e
N um subgrupo normal de indice infinito tal que H'(N,F,) # 0. Se def,(G,N) > 2, entio
HY(N,F,) € infinito.

Corolario 2.5.8 ([15], Corolario 3.3). Seja G um grupo profinito finitamente gerado e N
um subgrupo normal de indice infinito tal que p divide |N|. Se def,(G) > 2, entdo existe
algum subgrupo aberto U de N tal que H'(U,F,) é infinito. Em particular, qualquer subgrupo
normal nao trivial de um grupo profinito de deficiéncia maior do que 2 que tem indice infinito

€ infinitamente gerado.

2.6 Caracteristica de Euler de um grupo Profinito

Para que a seguinte defini¢do faga sentido, colocamos que nosso grupo profinito G satisfaca

as seguintes condicoes:
(i) cdp(G) < 0.
(i) dimg, H"(G,F,) < oo, para todo n € N.

Defini¢ao 2.6.1. Seja G um grupo profinito que satisfazem as condigoes (i), (i7). Defina a

p-caracteristica de Euler G como,

(@)= Y. (=1)'dimg, (Hi(G,F,))
0<i<ed,(G)

Para qualquer grupo profinito abeliano finitamente gerado B, definimos o p-posto racional
de B por
I"k@p (B) e dime (@p ®Z,, B),

onde Q,, é o corpo de fracoes de Z,,.

Observe que Q,, nao é grupo abeliano profinito pois nao é compacto.

Observagao 2.6.2. Se G € um grupo pro-p satisfazendo a defini¢io entdo cd(G) =
cdy(G) e a p-caracteristica de Euler de G é chamada de caracteristica de Euler de G e
Xp(G) € denotada por x(G).

Proposicao 2.6.3 ( [24], secdo L.3). Seja G um grupo profinito de tipo F Py, sobre Z, e
cdp(G) < oo. Entdo

XP(G) = Z (_1)i dime (Hi(G’ Fp)) = Z (_1)ierp (Hi(G’Zp))’
0<i<ed,(G) 0<i<cd, (G)

onde I, € o corpo com p-elementos, para p primo.
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Proposigao 2.6.4 ([6], Capitulo 9, Teorema 6.3). Seja G um grupo profinito satisfazendo a
defini¢io [2.6.1. Entao para um subgrupo aberto U de G temos a sequinte rela¢do:

Xp(G) = xp(U)/[G : U]

2.7 Construcoes Livres

Muito da teoria de grupos finitos, quando interpretado da maneira adequada, pode ser
executado para grupos profinitos. As principais referéncias para esta se¢io sdo [32] (cap. 3, 8
e 9), [45] (cap. 5) e [13] (cap. 22 e 25)

Grupos livres e projetivos

Como neste trabalho lidamos apenas com grupos finitamente gerados, nos restringimos aos
grupos livres de posto finito. O completamento profinito (resp. pro-p) de um grupo livre
(abstrato) de posto finito r é o grupo profinito (resp. pro-p) livre de posto finito r. Isto, pois
este satisfaz a devida propriedade universal de objeto livre na categoria dos grupos profinitos
(resp. pro-p)(Cf. Prop. 3.3.2 em [32])

Assim como no caso abstrato temos a seguinte proposi¢ao,

Proposigao 2.7.1 ( Prop. 3.6.2(b) em [32]). Subgrupos fechados H de indice finito de um
grupo profinito (resp. pro-p) livre F' sao profinitos (resp. pro-p) livres e satisfazem a Férmula
de Schreier

d(H)—1=[F: H|(d(F)-1) (2.2)

Aqui, cabe ressalta-nos o seguinte profundo resultado de O. Mel’nikov.

Teorema 2.7.2 (Teorema 8.6.5 em [32]). Seja F' um grupo profinito (resp. pro-p) livre de posto
finito v, com r > 2. Um subgrupo fechado normal de F € finitamente gerado se, e somente se,

ele possui indice finito em F.

Mais fundamentalmente, todo subgrupo de um grupo livre (abstrato) é um grupo livre
(Teorema de Nielsen-Schreier); isto ndo ocorre ji no grupo profinito livre de posto 1 (e.g.
o grupo Z, nao é profinito livre); o analogo pro-p do referido Teorema é consequéncia do

importante resultado.

Teorema 2.7.3 (Teorema 7.7.4 em [32]). Seja G um grupo pro-p. As condig¢des sio equivalen-

tes:
1 G é um grupo pro-p livre.
2 a dimensao co-homoldgica de G é no mdzximo igual a 1.

Observe que o Teorema anterior junto com a proposigao [2.:4.4] justificam que um grupo
pro-p G nao trivial é livre se cd,(G) = 1. Na realidade, os grupos pro-p livres sdo muito mas
simples e se comportam de maneira mais préxima aos grupos livres abstratos do que os grupos
profinitos livres. Isto se reflete em toda a Teoria Combinatorial de grupos pro-p e profinitos.

Na categoria dos Grupos, os grupos projetivos sdo retratos de grupos livre e logo sdo grupos

livres, & luz do Teorema de Nielsen-Schreier. Um grupo profinito projetivo é um objeto
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projetivo na categoria dos grupos profinitos (i.e. cada morfismo P — X fatora-se através de
cada epimorfismo Y — X). Ao contrario do que ocorre com grupos abstratos ou pro-p, grupos

profinitos projetivos podem nao ser livres (e.g um subgrupo isomorfo a Z, contido em i)

Proposicao 2.7.4 (Sec. 7.6 em [32]). Seja G um grupo profinito. As sequintes asser¢oes sio

equivalentes:
(a) G é um grupo profinito projetivo;
(b) G € isomorfo a um subgrupo fechado de um grupo profinito livre;
(¢) para cada primo p, G € p-projetivo (i.e. cd,(G) <1);
(d) para cada primo p, todo p-Sylow de G é pro-p livre
Além disso temos a seguinte equivaléncia para grupos pro-p livres.

Teorema 2.7.5 (Teorema 7.7.4 em [32]). Seja G um grupo pro-p. Entdo as sequintes afirmagoes

sao equivalentes
1 cdp(G) L1,
2 H?*(G,F,) =0;

3 G é um grupo pro-p livre.

Amalgamacoes

Essencialmente existem duas tipos diferentes de amalgamagoes de grupos: produtos livres
com amalgamacoes e H N N-extensoes; estas duas sao construgoes-chaves e ferramentas essen-
ciais no estudo de grupos infinitos. A ideia geral neste contexto é: decompor, se possivel,
um grupo como uma amalgamacao de seus subgrupos; e entao, informacoes sobre este grupo
podem ser obtidas das correspondentes informagoes sobre esses subgrupos. Assumiremos aqui
conhecidas tais constru¢des no contexto de grupos abstratos, as quais serdo denotadas por 112
e HNN®s.

Sejam G e G5 grupos profinitos e Gy subgrupo fechado de G; e G3. Comecamos discutindo
no universo profinito os produtos livres com amalgamacio G = G, H‘ébos G5 e as imersoes
canonicas ¢ : G; — G (i € 1,2). Seja N a colegdo de todos os subgrupos normais N de G
tais que G /N é um grupo finito (resp. p-grupo finito) e (©%**)~1(N) é um subgrupo fechado
de G; (i € 1,2). O completamento profinito (resp. pro-p) Gabs" de G com respeito de N é o
produto profinito (resp. pro-p) livre de G; e G5 com amalgamacao G, denotado por G111g,
G4 (resp. G H%O G2). Quando Gy é trivial, dizemos simplesmente produto profinito (resp.
pro-p) livre. Quando trabalhamos exclusivamente na categoria dos grupos pro-p, denotamos
P por II, por simplicidade notacional, ja que p fica implicito no contexto.

A justificativa para esta definigdo de produto profinito (resp. pro-p) livre com amalgamacao
vem do fato que este grupo profinito (resp. pro-p) G construido, é um pushout na categoria dos
grupos profinitos (resp. pro-p) dos monomorfismos dados, isto é: para quaisquer homomorfismos

continuos de grupos profinitos (resp. pro-p) ¥; : G; — K (i € {1,2}) satisfazendo o fi = 90 fa,
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existe um unico homomorfismo continuo ¢ : G — K tal que ¥ = ; (i € 1,2), onde cada ¢; é

N
a composicio G; — G®° — Gabs  das aplicacdes candnicas

GogGl

(Cf. Proposic¢do 9.2.1 em [32]). Vide [[32], capitulo 9] para produto pro-C livre com amalga-
macao. Em contraste com o caso abstrato, em geral pode ocorrer das aplicacoes canoénicas
G; — G(i € {1,2}) ndo serem injetivas tanto no caso pro-p quanto profinito; quando ambas
sao injetivas dizemos que o produto livre com amalgamagao é préprio. Por outro lado, se a
imagem canonica de Gy em G coincide com a imagem candnica de Gy (resp. Gs) em G entdo
G = G1 g, Gy é isomorfo a Gy (resp. G1); nestas situacoes dizemos que este produto livre

amalgamado é ficticio.

Proposigao 2.7.6 (Teorema 2.3 em [29]). O produto profinito livre de G1 e G2 com amalga-

magdo Gg € proprio se Gg for central em G1 ou Gs.

Proposigao 2.7.7 (Teorema 3.2 em [29]). O produto pro-p livre de G1 e Go com amalgamagao

Gy € proprio se Gg for prociclico

O resultado a seguir sdo consequéncias imediatas (e podem ser melhor compreendidos atra-

vés) da teoria de grupos profinitos agindo sobre arvores profinitas.
Teorema 2.7.8. Seja G = G lly Go um produto pro-p livre com amalgamagdo préprio.

(a) (Teorema 4.2(b) em [31]) Seja K um subgrupo finito de G. Entao K C gGig~' para
algum g € G e algum i € {1,2}.

(b) (Teorema 4.3(b) em [31]) Seja g € G. Entio G; N gG g~ CbHb™! para algum b € G,

Vamos definir agora HN N-extensoes. Dado um grupo profinito (resp. pro-p) H, junto a
um isomorfismo continuo entre dois de seus subgrupos fechados f : A — B, consideramos a
HN N-extensdo G%* = HNN*(H, A, B, f,t) e a imersdo canonica ¢®° : H — G*, Seja N
a cole¢io de todos os subgrupos normais N de G tais que G%*/N ¢ um grupo finito (resp.
p-grupo finito) e (¢®*)~1(N) é um subgrupo fechado de H. O completamento profinito (resp.
pro-p) @SN de G com respeito a N, com a imagem «(t) da letra estavel ¢ pela aplicacio
canoénica ¢ : G — C?‘ESN, ¢ a HNN-extensao profinita (resp. pro-p) de H com subgrupos
associados A e B por f, denotada por HNN(H, A, B, f,1(t)) (resp. HNNP(H, A, B, f,.(t))).
Quando trabalhamos exclusivamente na categoria dos grupos pro-p, denotamos HN NP por
HNN, por simplicidade notacional-ja que p fica implicito no contexto; ademais, dependendo
da situagdo é comum vermos na literatura os seguintes abusos de notacdo: HNN(H, A, f,t),
HNN(H, A,t).

A razdo para esta defini¢io vem do fato que este grupo profinito (resp. pro-p) construido,

possui a seguinte propriedade universal: para cada grupo profinito (resp. pro-p) K, para cada
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k € K e para cada homomorfismo continuo ¢ : H — K satisfazendo k=14 (a)k = ¢(f(a)) para
todo a € A, existe um tnico homomorfismo continuo w : G — K com w(¢(t)) = k tal que

N
1 = pw, onde ¢ é a composicdo H — G — Gabs  das aplicacbes canodnicas

G =HNN(H, A, B, f,.(t))

T Jlw
@

H K
P

Em contraste com o caso abstrato, em geral pode ocorrer da aplicagdo canoénica ¢ : H — G
ndo ser injetiva tanto no caso pro-p quanto profinito. Quando ¢ é injetiva dizemos que a

H N N-extensao é propria.

2.8 Grupos agindo sobre arvore

Uma abordagem para se estudar amalgamagoes é puramente Combinatorial, via relagoes e
apresentagoes de grupos. Uma segunda abordagem a qual é uma poderosa técnica geométrica/
topologica foi desenvolvida por J-P. SERRE e H. BASS (Cf. [37]). A ideia geral da Teoria de
Bass-Serre é a seguinte. Ao analisarmos a acdo de um grupo sobre uma arvore, a estrutura
de amalgamacao deste grupo pode ser deduzida. Mais precisamente, "o que podemos dizer
sobre um grupo G agindo sobre uma arvore T' quando conhecemos o grafo quociente G\T bem
como todos os estabilizadores de vértices e arestas?"— o principal resultado de Bass-Serre diz
que podemos reconstruir G a partir destas informagdes por meio de sucessivas amalgamagoes e
extensoes HNN.

Observamos ainda, que a Teoria de Bass-Serre recupera de modo relativamente facil os
principais Teoremas da Teoria Combinatorial de grupos, e.g. Nielsen-Schreier, subgrupo de
Kurosh, Howson, Grushko-Neumann, M.Hall.

Agora notamos que, em geral, um elemento de um grupo profinito ou pro-p nao pode ser
expresso como uma palavra finita nos geradores; isto elimina a possibilidade de utilizar os
métodos combinatoérios no sentido original. Como veremos a seguir, a versao profinita da teoria
de Bass-Serre existe mas nao com forca total. Esta teoria desenvolvida por O. Mel’nikov, L.
Ribes e P. Zalesski [48], [27], [47], [30] é, com os Métodos Homologicos, um dos principais
instrumentos da Teoria Combinatorial de Grupos profinitos, e portanto da nossa investigacgao.

Um grafo profinito consiste de um conjunto compacto totalmente desconexo nao vazio I'
com um subconjunto distinguido fechado V(I") e duas aplicages continuas dy,dy : I’ — V(I)
cujas restri¢coes a V' (I') sejam idy (ry. Os elementos de V(I') sdo chamadas de vértices de T', os
elementos de E(T) :=T — V(I') sdo chamados de arestas de T', dy(e) (resp. di(e)) é chamado
de vértice inicial (resp.final) de uma aresta e. Um morfismo é uma aplicagdo « : I' — A entre
grafos profinitos tal que djo = ad; para cada j € {0,1}. Se « é injetiva (resp. sobrejetiva),
dizemos que «(T") é um subgrafo de A (resp. um quociente de T').

Um grafo profinito I' é conexo se todos os seus quocientes finitos sdo grafos conexos no
sentido usual (i.e a realizagdo geométrica de cada um destes é conexa).

Seja I um grafo profinito. Denotamos por (E*(T"), ) o espago topologico quociente E*(T') =
I'/V(T') com ponto distinguido * = {V(I')}. Dizemos que I' é uma arvore profinita (resp.
pro-p) se:
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A1l. T é conexo

A2. para cada primo [ (resp. para | = p), temos a seguinte sequéncia exata de F;- modulos

profinitos livres

0 ——F[|(E*(T, »))|] ——F[|(V())|]] —F —0,

onde os F;- homomorfismos sdo dados por e(v) = 1 para cada v € V(T'), e, d(€) = di(e) — dp(e)
onde € é a imagem de uma aresta e € E(I') no quociente E*(I'), e d(x) = 0. (Cf. [48], Lema
1.16])

A interseccdo de uma familia de subarvores profinitas (resp. pro-p) de uma éarvore profinita
(resp. pro-p) é, ou vazia, ou uma arvore profinita (resp. pro-p). A menor (tnica) subarvore
profinita (resp. pro-p) contendo dois vértices v e w serad chamada de a geodésica conectando v
e w e sera denotada por [v,w] (Cf. pag. 83-84 em [32]).

Um grupo profinito G age sobre um grafo I" profinito, se a agao sobre o espago topoldgico
subjacente I' é continua e comuta com as aplicagbes dy e dq, (i.e., g(d;(m))) = d;(gm), para
quaisquer ¢ € G, m € I', j € {0,1}). Denotaremos o subgrupo dos estabilizadores de um
elemento m de T por stabg(m).

Colecionamos a seguir alguns resultados fundamentais da teoria de grupos profinitos agindo

sobre arvore pro-p.

Teorema 2.8.1. Seja G um grupo pro-p agindo sobre uma drvore pro-p T

1() (Prop. 3.5 em [32]) T/G é uma drvore pro-p, onde G = (stab,(v)|v € V(T)).

(2) (Cor. 3.6 em [32]) G/G é um grupo pro-p livre, onde G = (staby(v) [v € V(T)).

(8) (Cor. 8.8 em [32]) Se v e w sdo dois vértices distintos de T, entio E([v,w]) # 0 e
(stabg(v) N stabg(w)) < stabg(e) para cada e € [v, w).

(4) (Teor. 3.9 em [32]) Se G € finito, entdo G = stabg(v), para algum v € V(T).

Encerramos o presente capitulo com grupos fundamentais de grafos finitos de grupos pro-p,
0s quais aparecem apenas no Capitulo bl Estes grupos sao generalizagoes das duas importantes
construgdes por amalgamacoes que apresentamos anteriormente. Até o final da presente se¢ao I’
serd um grafo finito conexo diferente de um tunico vértice. Um grafo de grupos pro-p (G,I')
consiste de uma cole¢do de grupos pro-p {G(m)|m € I'} e uma colecdo de homomorfismos
continuos {0;. : G(e) = G(d;j(e))|e € E(T), j € {0,1}}. Dizemos que G(v), v € V(I') (resp.
G(e), e € E(T')) sao os grupos-vértices (resp. grupos-arestas).

Seja T uma subarvore maximal de I'. Uma T-especializagao (3, 5;) de (G,T") para um

grupo pro-p K consiste de duas aplicacoes 3 : U G(m) —» K e p1 : I' = K satisfazendo:
mel

(1) Big(m) : G(m) — K & um homomorfismo continuo, ¥Ym € V(I');
(2) fr(m) =1, Vm € T;

(3) Bi(€)  Bigdo(e)) (D0,e(9))B1(e) = Big(ay(e)) (O1,e(9)), Ve € E(T),Vg € G(e).
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O grupo pro-p fundamental de um grafo de grupos pro-p (G,I') com respeito a uma su-
barvore maximal 7', consiste de um grupo pro-p G = [[,(G,I',T) e uma T-especializagao
(v,11) : (G,T') — G satisfazendo a seguinte propriedade universal: para cada T-especializagdo

(8,51) : (G,T) —» K existe um tnico homomorfismo continuo w : G — K tal que wv = S e

wry = Bi.
G = Hl(g7 I, T)
(VyVl)T Flw
(g’ F) (8,81)

A existéncia de tal grupo pode ser realizada procedendo como anteriormente (Cf. [4§],
(3.3)): consideramos a construgdo abstrata correspondente; ignoramos a topologia de cada
G(m) e formamos o grupo fundamental abstrato (Cf. [10], Sec. I.4); e completamos este grupo
com respeito a uma certa topologia pro-p. Alternativamente, podemos verificar que o grupo
dado pela apresentacao pro-p

G=(X, Y |UV,W),

onde X = {gerG(v)lv e V(I)}, Y =t.|e € E(T), U = {relG(v) |[v € V(T')},

V = {t;100,e(9)te01.c(9) " g € Gle), e € E(T)}, e W = {t.|e € E(T)}, satisfaz a proprie-
dade universal.

A seguir, vamos também supor que cada uma das aplicagdes 0;. bem como cada uma
das aplicagoes canonicas G(m) — [[,(G,I',T) sejam injetivas. Com efeito, sempre podemos
substituir os grupos em (G,I") por suas imagens canonicas em 71(G,I", T); esta operagdo nao
altera o grupo m(G,I',T) e ficamos assim na situagdo desejada.

Para a T-especializacdo (v,v1) : (G,T') — [[,(G,T',T) definimos o grafo padrao do grupo
pro-p fundamental de grafos de grupos S = S(G,T',T) do seguinte modo:

S = UperG/v(G(m)) com a topologia da unido disjunta, V(S) = U,eym)G/v(G(v)),
do(gv(G(m))) = gv(G(do(m))) = gr1(m)r(G(di(m))). Notamos que E(S) é um subconjunto
compacto de S.

Analogamente ao que ocorre na Teoria de Bass-Serre, o grupo G = [[,(G,T',T) age natu-
ralmente sobre S = S(G,T',T) por ¢g1(g2v(G(m))) = (9192)v(G(m)), e de modo que G\S =T}
se Gs =m € I, entdo o estabilizador de um elemento s de S é conjugado a v(G(m)); e, o grafo
S =S5(G,T,T) é uma drvore (Cf. [48], Prop. 3.8).

Para conveniéncia do leitor, explicitamos a construcao da arvore profinita padrao sobre a
qual um dado produto profinito livre amalgamado préoprio G = A Il B age. Os vértices de S
sdo todas as classes laterais de G/A e G/B, e as arestas de S s@o todas as classes laterais de

G/C; cada aresta gC' conecta o vértice inicial gA ao vértice final gB.

gC

gAe ogB

Por ultimo como no caso abstrato, introduziremos a sequéncia exata longa de Mayer-Vietoris

para grupos profinitos (pro-p).

Teorema 2.8.2 (Sequéncia de Mayer-Vietoris em Homologia, Teorema 5.7 em [27]). Seja G

uwm grupo profinito (resp. pro-p) agindo sobre uma drvore profinita (resp. pro-p) T, onde
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{Gelecr(r) sG0 0s grupos de arestas e {Gy}ycv (1) sGo 0s grupos de vértices. Entdo para cada

[[ZG]]—mo’dulo profinito (resp. [[Z,G]|-mddulo profinito ) M temos a sequéncia longa ezata

= P HiG.M)—» P HiG,.M) = H(G.M)—» P Hi1(Ge. M) —

e€E(T)/G veV(T)/G e€E(T)/G

Proposicao 2.8.3 ([44], Proposi¢do 5.2.1). Seja G um grupo pro-p, entdo
Hy(G,Qy) = Q, ®z, G*.

Teorema 2.8.4 (Teorema 1.13 em [14]).

i) Considere o produto pro-p amalgamado préprio G = Gy g Gs dado pela apresentagio
(X1, X2 [R1,Ra, ¢ = §(c), c € C),

onde ¢ : C — G € um homomorfismo injetor, G; = (X, |R;), para i = {1,2}. Entdo existe

uma sequéncia exata longa da segquinte forma:
- Hi(C,Qp) = Hi(G1,Qp) ® Hi(G2,Qp) — Hi(G,Qp) = Ho(C, Q) —
ou equivalentemente, usando a proposi¢ao temos
= Qp 8z, O —> (Q, ¥, G*) © (Qy Bz, GF) — > Q, ¥z, G —>Q—> -,
it) Considere a HN N -extensdo pro-p propria G = HNN(G1,C,t) dado pela apresentacao
(X1,t| Ry, c=top(e)t™, ceC),

onde ¢ : G1 — G € um homomorfismo injetor, G; = (X1 |R1). Entdo ezxiste uma sequéncia

ezata longa da seguinte forma:
-— Hi(C,Q,) = Hi(G1,Q,) — Hi(G,Q,) — Ho(C,Q,) —
ou equivalentemente, usando a proposi¢cao temos
= Qp®z, Cab*a>Qp®zp G?bLQPQQZP G® —=Q, — -,
onde a(q® cC") = (@ cp(c)1G)), c € C e g € Q,.

Teorema 2.8.5 (Sequéncia De Mayer-Vietoris em cohomologia, Proposigao 9.2.13 e 9.4.2 em
[32]).
i) Seja G = G1 ¢ Gy um produto profinito livre amalgamado prdprio de grupos profinitos, entdo

para qualquer [[ZG]]—mo’dulo de esquerda discreto A existe uma sequéncia exata longa
0— = HOG, A) — > H(Gy, A) @ HO(Go, A) —= HO(C, A) - —= H™(G, A) —>

ii) Seja G = HNN(G1,C,t) uma HNN-extensdo profinita prdpria de grupos profinitos, entdo

para qualquer [[2G’]]—m6dulo a esquerda discreto A existe de sequéncia exata longa

0 —— H°(G,A) —— H°(G1,A) ——= H°(C,A) -+ ——= H"(G,A) —— - - -,
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Capitulo

Grupos Limites, Grupos Profinito limites

¢ Pro-p limites

3.1 Grupos limites

3.1.1 Introdugao, definicao e exemplos

Nos anos recentes grupos limites (ou w-grupos residualmente livres) tem muita atencdo (Cf.
[40], [31, [8], [17], [28]) primeiramente dado pelo excelente trabalho de Z. Sela (Cf. [34], [35] e
as referéncias anteriormente mencionadas).

Esta classe de grupos foi introduzida por Benjamin Baumslag in [2] com o nome tradi-
cional de grupos totalmente residualmente livres, e seguidamente estudado intensamente por
muitos autores (Cf. [II], [18], [22], [19], [20]). Diz-se G é um grupo limite se para qualquer
subconjunto T de G existe um homomorfismo de G a um grupo livre F' que é injetivo sobre T'.

Exemplos de grupos limites incluem todos os grupos livres finitamente gerados, grupos
abelianos livres finitamente gerados e todos os grupos fundamentais de superficies fechadas ori-
entaveis. Além disso, a classe de grupos limites é fechada com respeito a subgrupos finitamente
gerados e produto livre. Este fato poder ser usado para construir muitos exemplos. Exemplos

mais sofisticados podem ser encontrados nos artigos citados anteriormente.

Remark 3.1.1. O grupo G = {(a,b),2p2—c242(c,d) € o grupo fundamental de uma superficie
fechada ndo orientdvel, e é um grupo limite (Cf. [17, §3.1]). Além disso, G*® ~ 7> x Cy, onde
Co=17/22.

3.1.2 Extensao de Centralizador

Por N denotamos o conjunto de inteiros positivos e por Ny o conjunto de inteiros nao
negativos, i.e., Ngo = {0,1,2,...}.
Seja G um grupo limite. Existe um procedimento padrao para construir um grupo limite

G(C,m), onde C C G é um subgrupo ciclico maximal de G e m € N. Este procedimento é
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conhecido como extensdo de centralizador, i.e., se G € um grupo limite, entdao
G(C,m)=G*c (Cx2Z™) (3.1)

é novamente um grupo limite (Cf. [20, Lema 2 e Teo. 4]). Por facilidade chamaremos a um
grupo limite G de uma iterada extensao de centralizador de wm grupo livre(=i.e.c.l), se existe

uma sequéncia de grupos limites (Gg)o<r<n tal que
(EZ1) Go = F & um grupo livre finitamente gerado, e G,, ~ G;

(EZs) para k € {0,...,n — 1} existe um subgrupo ciclico maximal C;, C Gy e my € N tal que
Grr1 = Gr(Cr,my).

Se G é uma iterada extensdo de centralizador de um grupo livre, chamaremos o menor n € Ny
para qual existe uma sequéncia de grupos limites (Gy)o<k<n satisfazendo (EZ1) e (EZs) de
nivel de G. Este nimero é denotado por ¢(G). Por exemplo, um grupo livre finitamente gerado
é uma iterada extensao de centralizador de um grupo livre de nivel 0, e um grupo abeliano livre

finitamente gerado é uma iterada extensao de centralizador de um grupo livre de nivel 1.

3.1.3 Altura de um grupo limite

Pelo segundo Teorema de imersao (Cf. [22], §2.3, Thm. 2]), cada grupo limite G é isomérfico

a um subgrupo de uma i.e.c.l de um grupo H. A altura ht(G) de G é definida como
ht(G) = min{¢(H) | G C H, H ani.e.ct. group}. (3.2)
Por exemplo, um grupo livre G é de altura 0 se, e somente se, este é um grupo livre de posto

finito, e um grupo abeliano livre ndo ciclico finitamente gerado é de altura 1.

3.1.4 Propriedades e Teoremas sobre grupos limites

Resumiremos propriedades importantes de um grupo limite no seguinte Teorema, as quais

podem ser encontradas no artigo dado por E.Alibegovi¢ e M.Bestvina [I].
Teorema 3.1.2. Seja G um grupo limite. Entdo

(1) o grupo G € livre de torsdo.

(2) todo subgrupo abeliano de G é finitamente gerado.

(8) Se G for nao abeliano, entao seu centro é trivial.

(4) O grupo G € finitamente apresentado.

As seguintes trés proposi¢oes de grupos limites podem ser encontradas no artigo de D. Ko-

chloukova em [23].
Proposigao 3.1.3 (Corolario 4). A abelianizag¢iao de um grupo limite ndo trivial é infinito.
Proposigao 3.1.4 (Lema 5). Para um grupo limite G, a caracteristica de Euler x(G) € nao

positiva. Além disso, x(G) = 0 se, e somente se, G é abeliano.
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Proposigao 3.1.5 (Corolario 8). Todo grupo limite G é de tipo F Py, e cd(G) < co.

Grupos limites com a quantidade minima de geradores menor ou igual a 3 sdo conhecidos.

Em [11] o seguinte foi mostrado.
Teorema 3.1.6 ([11]). Seja G um grupo limite. Entdo
(a) d(G) =1 se, e s6 se, G € um grupo ciclico infinito;
(b) d(G) =2 se, e s6 se, G é um grupo livre de posto 2 ou abeliano livre de posto 2;

(c) d(G) =3 se, e sd se, G € um grupo livre de posto 3, um grupo abeliano livre de posto 3,

ou uma i.e.c.l de posto 2, i.e, G tem a apresentacdo
G = (x1,29,23 | 23 vz =0), (3.3)
onde v = v(x1,22) € F({x1,22}) € nao trivial.

Teorema 3.1.7 (Teorema 1 em [4]). Seja G um grupo limite nio abeliano e H um subgrupo

normal de G finitamente gerado, entao H tem indice finito em G.

3.2 Grupos Profinitos Limites e Pro-p limites

Seja C uma classe nao-vazia de grupos finitos fechada sob formagao de subgrupo quociente

e produto direto finito. Definimos indutivamente as seguintes classes de grupos pro-C :

Go € a classe de todos os grupos pro-C livres de posto finito.
Gn (N > 0) é a classe de todos os grupos G,,, onde G,, é o produto pro-C livre amalgamado

Gpn—1 e, , An—1 satisfazendo:

(i) Cp—1 € um subgrupo proéprio prociclico e um fator direto de um grupo pro-C abeliano

livre de posto finito qualquer A,,_1.

(ii) Cp—1 € um subgrupo do grupo G,_1 de G, tal que o normalizador em G,_; de cada

subgrupo prociclico nao trivial de C,,_; coincide com C,,_;.

Defini¢ao 3.2.1. Um grupo pro-C limite G é um subgrupo fechado topologicamente fini-
tamente gerado de algum grupo G,, de G, (n > 0). A altura de G ht(G) é o menor inteiro

n.

Observamos que, quando C consiste de todos os p-grupos finitos a nossa classe de grupos

pro-C coincide precisamente com a classe de grupos originalmente estudada em [23].

Exemplo 3.2.2. Consideremos o grupo pro-p G com a sequinte apresentacao

G= <a17b1’ T 7a97bg‘a117n [ahbl] T [agvbg]>’

onde p > 2 e n um nimero natural ou oo (este ultimo significa que a?’ = 1). Este grupo é
chamado grupo Demushkin.
Sen = oo, entdo G tem a apresentagdo pro-p {(x1,---xq|[x1,x2] - [X4—1,z4]) onde d € par.

Se d =2 entio G é um grupo pro-p abeliano livre de posto finito, logo um grupo pro-p limite.

37



Os grupos pro-p limites foram estudados por Pavel Zalesski e Dessislava Kochloukova em
seu artigo [25], seguidamente foram estudados por Pavel Zalesski e Ilir Snopche em seu artigo
[40].

A continuagao faremos um resumo das Propriedades e Teoremas sobre grupos pro-p limite
demonstradas no artigo [25] e [40]

No seguinte Teorema temos um conjunto de propriedades que satisfazem um grupo pro-p

limite.

Teorema 3.2.3 ( Dessislava Kochloukova e Pavel Zalesski). Seja G um grupo pro-p limite.
Entao

(1) G é livre-por-(poli-prociclico livre de torsao);

(2) G tem dimensdo cohomoldgica finita, logo G é livre de torsao;

(8) G é do tipo F Py, sobre Z, e tem caracteristica de Euler nao positiva;
(4) Se G é 2-gerado entdo G é pro-p livre ou pro-p abeliano livre.

Demonstra¢do. A demonstragdo do Teorema encontra-se em [25]. Para (1), (2), (3), observar

Lema 3.1, Proposigao 4.3, Corolério 4.4 e Teorema 8.1. A demonstragio de (4) esta incluida na
secao 7.

m

Agora temos um corolario do Teorema o qual n6s diz que a abelianizacao de um grupo

pro-p limite nao trivial ndao é um grupo de torsao.

Corolario 3.2.4 (Corolario 4.5 em [25]). Cada grupo pro-p limite ndo trivial tem abelianizagao

infinita.
O seguinte Teorema caracteriza o indice de um subgrupo normal de um grupo pro-p limite.

Teorema 3.2.5 (Teorema 6.7 em [25]). Seja G um grupo pro-p limite nio abeliano e H um

subgrupo normal ndo trivial finitamente gerado de G. Entdo |G : H] é finito.
O seguinte Teorema expressa um grupo pro-p limite num grafo finito de grupos.

Teorema 3.2.6 (Teorema B em [40]). Seja G uwm grupo pro-p limite. Se G tem altura n > 1,
entio G € o grupo fundamental de um grafo finito de grupos que tem grupos de arestas grupos
prociclicos e triviais e grupos de vértices finitamente gerados. Além disso, se G € ndo abelino,
entao existe ao menos um grupo de vértice que € pro-p nao abeliano e todos os grupos de vértices

nao abelianos de G sdo pro-p limite de altura no mdzrimo n — 1.

O seguinte Teorema fala sobre a caracteristica de Euler e deficiéncia de um grupo pro-p

limite
Teorema 3.2.7 (Teorema C em [40]). Seja G um grupo pro-p limite. Entdo

(1) O grupo G tem caracteristica de Euler nao positiva. Além disso, x(G) =0 se e s¢ se G

é abeliano;

(2) Se cada pro-p subgrupo abeliano de G ¢é prociclico e G € nao prociclico, entio def(G) > 2;
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(8) Eziste s6 uma quantidade finita de classes de conjugag¢ao de subgrupos abelianos mazimais

nao prociclico;

(4) [Propriedade Greenberg-Stallings] Se H e K sao subgrupos finitamente gerados de G com
a propriedade que H N K tem indice finito em H e K, entao H N K tem indice finito em
(H,K).

Lembre-se que para um grupo G pro-p define-se a deficiéncia def(G) de G como
def(G) = dime Hl(G,Fp) — dime HQ(G7FP)

O seguinte resultado mostra que para um subgrupo aberto U de G, a fungao d(U) é uma fungao

monotona.

Teorema 3.2.8 (Teorema 3.3 [26]). Seja G um grupo pro-p limite e U um subgrupo normal
aberto de G de indice primo p. Entio d(U) > d(G).

O seguinte Teorema ajuda a calcular o posto racional de um grupo pro-p limite.

Teorema 3.2.9 (Teorema 5.3 em [26]). Seja G um grupo pro-p limite e {U;};c; uma sequéncia
de subgrupos abertos de G tal que U; 1 < U; para todo i € I e cd((); U;) < 2. Entdo,

(1) lim dimg, H; (U, F,)/[G : U] = 0 para j > 3;
(2) Se {|G : U;]}icr converge para o infinito, entdo temos

lim dime, (H:1(U,Fp) = Hy(U,F))/[G: U] = =x(G),

K2

onde x(G) € a caracteristica de Euler de G.

(8) Se |G : U;] converge para o infinito e ﬂ U; =1, entdo temos
iel
li_r_>ndirn]pp HQ(U“IFP)/[G : Uz] =0 e 11_r>nd1m]pp (Hl(U“IE“p)/[G : Uz] = —X(G)

K3

Definigao 3.2.10. Seja G um grupo e G seu completamento profinito de G. O grupo G é

chamado bom se o homomorfismo de grupos cohomologicos
H™(G,M) — H"(G, M)

induzido pelo homomorfismo natural G — G de G a seu completamento profinito G é um

isomorfismo, para cada G-mo6dulo M finito.

Definicao 3.2.11. Seja G o grupo fundamental de um grafo de grupos (A, X), onde G, sdo os
grupos de arestas e G, sdo os grupos de vértices, para todo v € V(X), e € E(X). A topologia
profinita sobre G é eficiente se G é residualmente finito e a topologia profinita sobre G induz
a topologia profinita completa sobre G, e G, para todos os grupos de arestas e vértices, e G,

e G, sao fechados na topologia profinita sobre G.
O seguinte Teorema permite trabalhar com completamento profinito de um grupo limite.

Teorema 3.2.12 (Teorema 3.8 e 3.9 em [16] ). Seja G um grupo limite. Entdo, a topologia

profinita sobre G € eficiente e G é um grupo bom.
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As seguintes duas proposigoes sdo dadas por Theo Zapata na sua tese de doutorado (Cf.
[49])

Proposigao 3.2.13 (Proposi¢io 2.3.2 em [49]). Se G é um grupo limite, entdo o completamento

profinito de G € profinito limite.

Teorema 3.2.14 (Proposigdo 2.2.2 em [49]). Se G é um grupo profinito limite, entdo a p-

dimensao cohomoldgica de G € finita, para qualquer primo p, assim G € livre de torsao.
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Capitulo

Posto racional de um Grupo Limite

O proposito de esta secao é investigar a seguinte pergunta que foi dada por D.H. Koch-

loukova e P.A. Zalesski em [26], onde eles respondem a pergunta para pro-p grupos limites em

Teorema [3.2.8

Pergunta A. Seja G um grupo limite nao abeliano, e seja U um subgrupo normal de G de

indice primo p. Serd verdade que d(U) > d(G)?

Aqui d(G) denota o nimero minimo de geradores de um grupo finitamente gerado G.
Para um grupo abstrato G finitamente gerado, existem dois invariantes homologicos os quais

podem ser vistos como aproximagoes homologicas de d(G): O posto racional de G dado por
rko(G) = dimg(G* ®z Q) = dimg(H1 (G, Q)), (4.1)
onde G* = G/[G, G] denota a abelianizacio de G, e
d(G®) = 1kz(G*™) = rky(H1 (G, Z)). (4.2)

Em particular, tko(G) < d(G*") < d(G).
Um dos principais resultados de este capitulo é responder afirmativamente o analogo da
pergunta A para o posto racional. (Cf. Teorema. 4.3.3). Outro principal resultado, deste

capitulo é encontrar classes de grupos limites que respondem a Pergunta A positivamente (cf
Corolario [4.3.4) e Teorema [4.3.12).

Remark 4.0.15. Os resultados deste capitulo foram publicados em [{3].

4.1 Grupos limites como grupo fundamental de um grafo
de grupos

Nesta secao expressaremos um grupo limite como um grafo finito de grupos. Como con-
sequéncia, obtemos o seguinte Teorema, o qual é levemente mais preciso que o Teorema [20],

Teorema. 6].

Teorema 4.1.1. Seja G um grupo limite de altura n > 1. Entdo G € isomdrfico ao grupo

fundamental 7, (G', Ao, To) de um grafo de grupos G' satisfazendo
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(i) Ao € finito;

(ii) Para todo v € V(Ay), G., é um grupo abeliano livre ou um grupo limite de altura ao mais

n—1;
(#ii) Para todo e € E(Ag), G é um grupo ciclico infinito ou trivial.

Demonstracdo. Seja G um grupo limite de altura ht(G) =n > 1, e seja H uma iterada extensao
de centralizador de um grupo livre de nivel {(H) = n tal que G C H.

Pelo Teorema H age sobre um drvore I" sem inversao (de arestas) com 2 6rbitas sobre
V(') e 2 orbitas sobre E(T'), onde V(T') é o conjunto de vértices de T', e E(T') é o conjunto de
(orientadas) arestas de T’

Além disso, para v € V(I') seu estabilizador H, é um grupo abeliano livre ou um grupo
limite de altura n — 1.

Para e € E(T'), seu estabilizador H, é ciclico infinito ou trivial. Como G esta agindo sobre
I sem inversdo de arestas, o Teorema de Estrutura da Teoria de Bass-Serre (Cf. Teorema [1.1.6)
implica que G é isomorfico ao grupo fundamental 71 (G, A, 7) do grafo de grupos G sobre um
grafo conexo A e 7 é uma subarvore maximal de A. Além disso, para todo e € E(A), G, é um
grupo ciclico infinito ou trivial.

Por simplicidade assumimos que G = 71(G,A, 7). Ja que G ¢é finitamente gerado, F =
E(A)\ E(T) é finito. Caso contrario, G possui um grupo livre infinitamente gerado como uma
imagem homomorfica. Similarmente, como G é finitamente gerado, existe um conjunto finito
Q C V(A), tal que

G={(e,Gyle€ E,veQ). (4.3)
Seja To = spans(QU{ o(e), t(e) | e € E'}) a arvore dada pelo conjunto 2 e as origens e finais das
arestas em F, e seja Ay o subgrafo de A satisfazendo V(Ag) = V(Ty), e E(Ao) = E(To)UE. Pela
construgdo, Ay é um grafo conexo finito, e 7y é uma subarvore maximal de Ag. Seja G' = G|x,
a restricdo de G a Ag. Entdo, pela defini¢do nos temos um homomorfismo canénico de grupos

i7: (G, Ao, To) = m1(G, A, T). Para Py € V(Ag), temos o seguinte diagrama comutativo

m1(G’, Ao, o) LM(Q,A,PO) (4.4)

l |

(G, Mo, To) ——m1(G, A, T)
onde ip, ¢ uma aplica¢do canonica e pela Proposigao as aplicacoes verticais sao isomorfis-
mos. Como uma aplicagdo candnica é uma aplicagdo que leva palavras reduzidas generalizadas
em palavras reduzidas generalizadas temos que ip, € injetivo, logo iy é injetivo. Assim, por
, i € um isomorfismo, pois i,, é sobrejetora.
Pelo argumento anterior, é suficiente mostrar que G, é finitamente gerado para todo v €
V(Ao). Isto segue ao aplicarmos o Teoremauma quantidade finita de vezes, portanto para

todo v € V(Ag), G, é um grupo abeliano livre ou um grupo limite de altura ao mais n — 1.

4.2 Propriedades do posto racional

Lema 4.2.1. Seja G um grupo limite e tkg(G) =1, entao G ~7Z
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Demonstracdo. Supor que G é um grupo ndo abeliano, entdo existem a,b em G tais que
[a,b] # 1. Pela hipotese existe um grupo livre de posto finito F' e um epimorfismo ¢ tal que
¢:G — F e ¢(a,b]) # 1. Logo, existe um epimorfismo entre G** @7 Q e F*’ @7 Q, entdo
tko(G) > tko(F) e tko(F) = 1. J4 que rkg(F) = d(F*) = d(F) = 1, entdo F é um grupo
abeliano e G’ < Ker(¢), assim ¢([a,b]) = 1. Isto ¢ uma contradicdo. Logo G é um grupo
abeliano. Ja que G é livre de torsdo (Cf. Teorema item (1)) e rko(G) = 1, entdo nos

temos que G ~ Z. n

Lema 4.2.2. Seja G1 e G2 grupos finitamente gerados, e seja C = {(c¢) um subgrupo ciclico

infinito ou trivial.
(a) Se G = Gy x¢c Ga é um produto livre com amalgamagao em C, entdo
kg (G) = rkg(Gh) + rko(Ga) — p(G), (4.5)
onde p(G) € {0,1}. Além disso, se C =1, entdo p(G) = 0.

(b) Se G = HNN4(G1,C,t) = (G1,t | tet™ = ¢(c)) é uma HNN-extensio com subgrupo

associado em C C G, entdo
o(G) = thg(Gh) + p(G), (4.6
onde p(G) € {0,1}. Além disso, existe uma sequéncia exata
C®zQ— >0 ©2Q —> G © Q —>Q —0, (4.7)
onde a(c® q) = (C(b(c)_lG/l) ®q, q € Q. Além,
(1) p(G) =0 se, e somente se, o é injetivo;
(2) p(G) =1 se, e somente se, o é a aplica¢do nula.

Demonstracdo.

I) Seja G = G; *¢ G2. Pelo Teorema [1.2.20 item(i) temos a sequéncia exata longa de
Mayer-Vietoris associada a — ®z Q

CozQ% (GP2,Q) @ (G 2,Q B (G 2,0 5 Q- (QeQ) - Q—0, (4.8)

onde a(c; ® q) = (1G] ® ¢, —d(c1)Gy @ q), com ¢; € C.
Ja que 1 = dimg(C ®z Q) = dimg(ima) + dimg(kera), entdo temos os seguintes dois

casos:
1) Se « é uma aplicacdo injetiva, entdo nos temos a sequéncia exata

0 C2,Q% (GP2,Q 8 (G2,Q 5 (G 2,Q - Q— (QeQ) - Q — 0,
(4.9)

logo temos,

—er(C ®z Q) + I‘kQ(Gl) + er(GQ) — I‘kQ(G) + I‘k@(@) - QI‘kQ(Q) + er(@) =0
—1 +1rkg(G1) + tko(Gs) —1ko(G) +1—-2+1=0
tkg(G) = rkg(Gi1) + tko(Ge) — 1 (4.10)
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2) Se « é a aplicacdo nula, entdo noés temos a seguinte sequéncia exata
0 (G 22Q) 8 (G5 ©20Q) 5 ((P ©2Q) > Q- (QeQ) - Q—0, (411)

logo temos,

rko(G1) + rko(G2) — tko(G) + rkg(Q) — 2.1kg(Q) + rko(Q) =0
tko(G1) +rko(G2) —1ko(G)+1—-2+1=0
rko(G) = rkg(G1) + rko(G2) (4.12)
IT) Seja G = HNN(G1,C,1).
a) Pelo Teoremaitem(ii) temos a sequéncia exata longa de Mayer-Vietoris associada
a—®zQ

CozQ% (GPe;Q) L (G 9,0 > Q—Q—Q—0, (4.13)

onde a(c; ® q) = ((e10(e1) " 'G}) ® @), com ¢; € C.
Ja que 1 = dimg(C ®z Q) = dimg(Ima) + dimg(Kera) entdo temos os seguintes dois
casos:

Se « é uma aplicagao injetiva, entao temos uma sequéncia exata

050202 (G 2,Q) 2 (G ®,Q0) Q0 —Q— Q—0, (4.14)

Logo,

71‘1{@_)(0 Xz Q) + I‘kQ(Gl) — I‘kQ(G) + I‘k@(@) - I‘kQ(Q) + er(Q) =0
—1+41kg(G1) —tkg(G)+1-141=0
rko(G) = rkg(Gh) (4.15)

Se « é a aplicacdo nula, entdo temos uma sequéncia exata

0 (62,0 L (6™ 2,0 2 Q= Q- Q—0,
logo,
kg (G1) — rko(G) + ko (Q) — rko(Q) + ko (Q) = 0
tkg(G1) —rko(G)+1—-141=0
rko(G) = rko(G1) + 1 (4.16)

Por ultimo, os remarques (1) e (2) seguem do fato que dimg(im(«)) € {0,1}, que

dimg(im(a)) =1 se e 80 se, « € injetiva.
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4.3 Resultados Principais Do Capitulo

4.3.1 Teorema sobre Posto racional em grupos limites
Usando o Lema [£.2.2] nés provamos uns dos principais Teoremas deste capitulo.

Observagao 4.3.1. No sequinte Teorema por comodidade algumas vezes usaremos o sequinte
isomorfismo Hi(G,Q) 2 G/[G,G] ®z Q, onde Q é um G-mddulo trivial, dado pela observagio

item(c).
Lema 4.3.2. Seja G = HNN4(G1,C,t) = (Gy,t | tet™ = ¢(c)) uma HNN-extensio com

subgrupo base Gy e subgrupo ciclico infinito C = (c) # 1. Se U é um subgrupo normal de G de
indice primo p, tal que |G1 : UNG1| =p e |C: CNU| = p, entdo o sequinte diagrama comuta

C®zQ 2 ~G3Pe,Q (4.17)

trgl trll

CP @7 Q —= (UNG1)* @z Q

onde try é a aplicagio induzida do homomorfismo transfer 7 : G3* — (U N G1)*, try € a
aplica¢io injetiva induzida do homomorfismo injetivo v : C — CP,c; — o}, a(c; ® q) =
(10(e1) 7' G @ q) e an(f @ q) = (Fl(er) P(UNGL)) @), e1 € C.

Demonstracdo. Ja que |Gy : U N Gy| = p, entdo pelo Corolario [1.2.21| temos o homomorfismo

transfer 7 : G2> — (U N G1)2P dado por

9Gy = @ hghg (UNG),
heT

onde T é o conjunto de representantes para G1/G1 NU e hg é o representante da classe (U N

G1)hg. Além disso, 7 é independente de T e induz um homomorfismo
try : P @zQ = (UNGL)* ®zQ
dado por ¢gG ® q — T(9G,) ® q.
Como |[C' : CNU| = p, entdo C £ U e ¢(C U, pois U é normal. Logo UC = G e

) £
Up(C) =G, além disso UNC =CP e UN@(C) = ¢(C)P. Ja que

G CUNGY), $C)NUNG)
UNG, UnG, UnG,

p= | = = B

entdo T = {1,¢,c%,...cP"thou T = {1,¢(c),d(c)?, ... ¢(c)P~1} sdo conjuntos de representantes
para Gl/Uﬂ Gl.

Por outro lado, o homomorfismo injetivo
~v:C — CP,

dado por ¢; — ¢, induz um homomorfismo injetivo tro : C @z Q — CP ®z Q dado por

1 ®q+— ] ®q, pois — ®z Q é um functor exato.
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Agora nos provamos que tr; o a = ay o try, ou seja o seguinte diagrama comuta,

C®zQ -G Rz,Q (4.18)

tro l try l

CP @7 Q —= (UNG1)™ @z Q

Em efeito, seja ¢; ® ¢ um gerador de C ®@z Q, entio
(a1 0tra)(c1 ® q) = ar(f @ q) = (Fp(cr)P(UN Gl)l) ®q

(tri o @) (1 ® q) = tri(c1d(c1) "G @ q) = (T(c1G)T(B(c1)G) ™ H @ .
Usando 7 = {1,¢,¢2,...¢P" 1}, temos que 7(cGy) = ?(U N Gy)'. Similarmente usando 7 =

{1,6(c), #(c)?,... ¢(c)P~1}, temos que 7(¢(c)G) = d(c)?(UNG1) ', logo T(¢(c1)Gy) = b(cr)P(UN
G)'. Assim

(try 0 a)(c1 ® q) = (T(c1G)T(9(c1)G1) ) ® g = (Ed(c) P(UNGL)) @ q.
Portanto try oo = a1 o trg [ ]

Teorema 4.3.3. Seja G um grupo limite nao abeliano, e seja U um subgrupo normal de G de

indice primo p. Entdo rko(U) > rko(G).

Demonstracdo. Para demonstrar o Teorema procederemos pela inducao sobre a altura n =
ht(G) de G (Cf. §3.1.3). Se n =0, entdo G & um grupo livre finitamente gerado satisfazendo
d(G) > 2, e o Teorema de Nielsen-Schreier (Cf. Teorema [1.1.2)) produz

rko(U) = d(U) = p- (d(G) — 1) + 1 > d(G) = kg (G) (4.19)

e logo nés temos a veracidade do Teorema para n = 0.

Assumimos que G é um grupo limite de altura ht(G) = n > 1, e que o Teorema é valido
para todos os grupos limites de altura menor ou igual a n — 1.

Pelo Teorema, G é isomorfico ao grupo fundamental 7 (T, A, T) do grafo de grupos
T com grafo conexo finito A cujos grupos de arestas sdo grupos ciclicos infinitos ou triviais,
e cujos grupos de arestas sao grupos limites de altura no maximo n — 1 ou grupos abelianos
livres. Aplicamos inducdo também sobre s(A) = |[V(A)| + |E(A)|, logo é suficiente considerar

os seguintes dois casos:

(I) G = G1x¢ G2 e G; é um grupo limite de altura no maximo n — 1 ou grupo abeliano livre,

e C é grupo ciclico infinito ou trivial, ¢ € {1, 2};

(I) G = HNN,(G4,C,t), onde G7 é um grupo limite de altura no maximo n — 1 ou grupo

abeliano livre, e C é grupo ciclico infinito ou trivial.

Caso I: Seja G = G1 x¢ G2. Se C é ndo trivial, entdo G; ou G2 é ndo abeliano, caso contrario,
usando o Corolario um conclui que x(G) = x(G1) + x(G2) — x(C) = 0 e G seria um
grupo (Cf. Prop. o qual é uma contradicio & hipotese.

O grupo G age naturalmente sobre a arvore 7" sem inversao de arestas com duas 6rbitas V; e
Va sobre V(T e duas orbitas E; e Ey sobre E(T) satisfazendo E; = F. Nos pudemos assumir

que para e € E7 temos que o(e) € V; e t(e) € Vo, i.e. T/G tem uma aresta e dois vértices.
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Além disso, U age sobre T, e como [G : U] < oo, entdo pelo Teorema de Estrutura (Cf.
Teorema [[.1.6), U é isomoérfico ao grupo fundamental U =~ 71(A,T/U) de um grafo de gru-
pos (A,T/U) com grafo adjacente conexo T'/U e com grupo de vértices {staby(g9G1)}gen,
{staby (9G2)}4e7; € grupos de arestas {staby (gC)}qe7y, onde T1, T2 € T3 sdo os conjuntos de
representantes das classes duplas (U, G1), (U, G2) e (U, C), respectivamente. Entao os estabili-

zadores sao da forma,

{stabu (9G1)}ger = {U N staba(9G1) }gers = {UNgG19™ Jger-

{stabu (9G2)}ger; = {U N staba(9G2)}ger, = {U N 9G29™ " }yers-
{stabu (9C)}gers = {U N stab(9C)}yers = {UN9C9 Ygers-
Ja que U é um subgrupo normal em G e |G : U| = p, entdo,
p= ‘GU| = |GZG1UHG12G10U|
p=|G:U|=|G:GU||Gs : GaNU|
p=|G:U|=|G:CU||C:CnU|,
portanto nés temos as seguintes restricoes,
|G :UG;| € {1,p} and |G :UC| e{1,p}, (4.20)

e podemos distinguir os seguintes casos:
(I1) |G:UC| =1, 1ie., U tem uma orbita sobre E; e Es;
(I.2) |G:UC| =p,i.e., U tem p orbitas sobre E; e Es.

Caso I.1: A hipotese implica |Gy : G1 NU| = |G2 : Go NU| = p, assim G2, Gy £ U, entdo
|G1U : U] e |G2U : U] dividem |G : U|, portanto UGy = UG; = G. Além disso |C' : CNU| = p,
entdo C #1e C £ U, entdo |CU : U] divide a |G : U|, entdo UC = G.

Assim, UNC é o grupo de aresta do grafo (A, T/U), e UNG1, UNG4 sdo os grupos de vértices
do grafo de grupos (A, T/U). Entao U é o produto de amalgamagao (U N G1) xcnu (U N Ga).

Pelo Lema [4.2.2|a) temos

I‘kQ(U) > I‘kQ(U n Gl) + I‘kQ(U N GQ) -1 (421)

Pela simetria assumimos que, G ndo é um grupo abeliano, mas G5 poderia ser abeliano. Agora,
pela hipotese de inducdo, temos que rko(U N G1) > 1 + rkg(G1). Se G2 ndo é um grupo abe-
liano, entdo pela hipotese de inducdo, temos que rko(U N G2) > rkg(G2), assim pela equagdo

(E21) temos,

tko(U) > rko(U N G1) +tko(UNGy) — 1
> I'kQ(Gl) + 1+ I‘kQ(Gg) —1= I‘kQ(Gl) + er(GQ) > I‘k@(G)

Agora, se G5 é abeliano, entdo C' é um fator direto de G, ou seja Gy ~ C x B, onde B é um

grupo abeliano livre de posto d(G2) — 1. Assim G = Gy ¢ G2 ~ G1 ¢ (C x B). Além disso, a
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aplicacdo « em (|4.9) é injetiva e logo pela equacdo (4.10) temos rkg(G) = rkg(G1) +rkg(Ge) —1
e tko(U N G2) = rko(G2)
Assim pela equagdo (4.21) temos

rko(U) > rko((U N G1) +tko(U N Gy) — 1

> I‘kQ(Gl) + I“kQ(GQ) > I‘kQ(G).

Caso 1.2: Neste caso U tem p Orbitas sobre F; e p orbitas on Es. Além disso, |G : UG, €
{1, p}. Logo, por equagao |4.20, é suficiente considerar os seguintes trés casos

(a) |G:UG1| =|G:UGs| = p;
(b) G:UGleGQ;
(c) |IG:UG2|=peG=UGs.

Caso (a): Pela hipotese, UG; = UGy = U, i.e., U é o grupo fundamental do grafos de grupos
(A, T/U) com 2p vértices e p arestas, o qual é contradigdo pois T'/U é conexo. Portanto este
caso nao é valido.

Caso (b): Pela hipétese, |G; : G1 NU| = |Gy : GoaNU| = p, assim Go,Gy £ U, portanto
|G1U : U] e |GoU : U] dividem a |G : Ul, entdo UGy = UGy = G. Assim, UNG; e UN Gy
sdo os grupos de vértices do grafo de grupos (A, T/U). Fazer Uy = U NGy, Uy = U N G, logo

usando o Teorema [1.2.19| sobre U, obtemos uma sequéncia exata

P Hi(C",Q) —> H\(U1,Q) @ Hi(U5,Q) — H (U, Q) (4.22)
reER

0 Q QsQ QP

onde R C G é o conjunto de representantes de G/U. Logo da equagio temos a seguinte
igualdade
tko(U) =tko(UNG1) +tko(UNG2)+ (p—1)+46 (4.23)

onde ¢ = dim(im(S3)) < p. Agora nos distinguimos dois casos.
(1) Supor que C = 1. Entao § ¢é a 0-aplicacdo, e como rkg(UNG1) > rko(Gh) e rko(UNGs) >
rko(G2), entdo pela equagdo temos

tko(U) = rko(U N G1) +tko(U N G2) + (p — 1) > rko(G1) + rko(G2) + 1 > rko(G).
(2) Supor que C # 1. Entao, pela equagao e que 6 = dim(im(8)) < p, obtemos que,
I‘kQ(U) > I'kQ(U n Gl) —+ I‘kQ(U N Gg) —1. (424)

No caso em que uns dos grupos GG; ou G5 seja abeliano, entao ambos nao podem ser abelianos,
caso contrario, a caracteristica de Euler x(G) = x(G1)+x(G2)—x(C) éigual a 0, e G é abeliano,
qual foi excluido pela hipotese (Cf. Prop. |3.1.4). Sem perda de generalidade assumimos que

G1 é um grupo nao abeliano.
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Se G1 e G2 sdo grupos néo abelianos, entdo por indugédo temos que rkg(UNG1) > 1+1ko(Gh)
e tko(U N G2) > rkg(G2), entdo usando temos

er(U) > er(Uﬂ Gl) + I‘kQ(UO GQ) -1

> er(Gl) + 1+ er(Gz) —1= er(Gl) + er(Gg) > er(G)

Supor que Gy é um grupo nao abeliano e G3 é um grupo abeliano, entao Gy ~ C x B,
onde B é um grupo abeliano livre de posto rkg(G2) — 1, e G ~ Gy x¢ (C x B), assim
tko(G) = rkg(G1)+1ke(G2)—1. Além disso, pela hipotese de indugao temos que rko(UNG1) >
1+ 1ko(G1), e é claro que tkg(U N G2) = tkg(G2), entdo usando

tko(U) > rko(U N G1) +tko(UNGy) — 1

> er(Gl) + 1+ er(G2> —1= er(Gl) + er(Gz) > er(G)

Caso (c): Seja Uy = U N G;. Pela hipétese |Gy : Uyl = pe Gy £ U, assim p = |G1U : U]
divide a |G : U], logo UGy = G. Além, |Gy : GaNU| =1, assim G < U.

Escolhendo o conjunto de representastes R C Gy para G1/U, temos que Uy e {G§},er sdo
os grupos de veértices do grafo de grupo (A, T/U)

Logo usando o Teoremasobre U, obtemos uma sequéncia exata associada a Tor.U(f, Q)

P Hi(C",Q) — Hi(U1,Q) & €P H1(G5,Q) — Hy(U,Q) —=0. (4.25)

reR reR

Logo temos a seguinte igualdade
I‘kQ(U) =p- I‘kQ(Gz) + I'kQ(Ul) — (S, (426)

onde § = dim(im(«)). No6s distinguimos dois casos.
(1) Se C =1, entao 6 = 0. Assim, pela equacdo (4.25) temos que,

tko(U) = p - rko(G2) + rko(Un). (4.27)
Além disso, rkg(U1) > rkg(G1) e usando temos que
rko(U) = rkq(U1) + prke(G2) > rko(G1) + ko (G2) = tko(G).
(2) Se C # 1, entdo pela equagdo e que 0 = dim(im(«)) < p, obtemos que
g(U) > p- (rkg(Ga) — 1) + rko(Uh) (128)

Se d(G2) = 1, entao G4 é abeliano e G2 = C. Assim G = G1 ¢ C = G4, logo pela hipotese
de inducdo rkg(U) > rko(G1) = rko(G). Entdo, assumimos que d(Gz2) > 2, entdo pelo Lema
rkg(G2) > 2. Se G7 é um grupo ndo abeliano, entdo pela hipotese de inducdo, temos que
rkg(U1) > 1+ rkg(G1). Entdo usando a equagio temos que,

rko(U) > rkg(Uy) + prko(G2) — p

> er(Gl) +1 +p.rk@(G2) —p> I‘k@(Gl) + er(Gg) +1> er(G).
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Assumimos agora que G; é abeliano, entdo G = (B x C) ¢ G2, onde B é um grupo abeliano
livre de posto d(G1) — 1. Entdo rkg(G) = rkg(G2) + d(B), assim usando a equagdo temos
que,

rko(U) = rko(Us) + p-rko(G2) —p

> er(Gl) + 2.I‘kQ(G2) —2> er(Gl) + er(Gz) —1> I'kQ(G).

Caso II: Seja G = HNN,(G1,C,t) = (Gi,t | tet™! = ¢(c) ) uma HNN-extensdo com C = (c).
Pela equagdo (4.6), temos que

rko(G1) < tkg(G) < tko(Gy) + 1. (4.29)

Se C =1, entao G = G1x < t > é isomérfico a um produto livre. Logo o resultado segue do
caso (I). Entdo nos assumimos que C' # 1. Note que GG; é ndo abeliano. Caso contrério, usando
Coroléario temos que x(G) = x(G1) — x(C) = 0, e G seria abeliano (Cf. Proposigdo
, uma contradigao.

O grupo G age naturalmente sobre a arvore 7' sem inversao de arestas com uma 6rbita V3
sobre V(T) e duas 6rbitas E; e Fy sobre E(T) satisfazendo E; = E,. No6s pudemos assumir
que para e € E; temos que o(e) € Vi e t(e) € V, i.e. T/G tem uma aresta e um vértice.

Além disso, U age sobre T, e como [G : U] < oo, entdo pelo Teorema de Estrutura (Cf.
Teorema [1.1.6)), U é isomorfico ao grupo fundamental U ~ 71 (A, T/U) de um grafo de grupos
(A, T/U) com grafo adjacente conexo T'/U e com grupo de vértices {staby (9G1)}ger; € grupos
de arestas {staby (9C)}4eTy, onde 71, T2 s@o os conjuntos de representantes das classes duplas

(U,G1) e (U, C), respectivamente. Entéo os estabilizadores sdo da forma,
{stabu(9Gh)}gers = {U N staba(9G1)}gers = {U N gGig™ }yers-
{staby (9C)}gers = {U N staba(9C)}gers = {U N gCy ™" }ger.
Ja |G : U| = p, entdo,
p=|G:U|=|G:GU||Gy: Gy NU|
p=|G:U|=|G:CU||C:CNnU|,
portanto nés temos as seguintes restricoes,
|G : UGH| € {1, p}, and |G :UC| € {1,p}. (4.30)
Logo nés podemos distinguir os seguintes dois casos:
(I.1) G =UC;
(I.2) |G:UC| =p.

Caso I1.1: Temos que |G : GiNU| = p. Assim, UNG; é o grupo de vértices do grafo de grupos
(A, T/U). Agora, pela hipétese, |C : CNU| = p,logo C' & U e ¢(C) £ U, pois U é normal. Logo
UC=GeUp(C)=G,ealémdissoUNC =CP e UnNe¢(C) =¢(C)?. Entao, CP é o grupo de
arestas do grafo de grupos (A, T/U), entdao U = HNN(UNGy, CP,t) = (UNGy, t|(P)" = ¢(c)P),
com C = (c).
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Pelo Lema item(b) temos que
tko(U N G1) <tkg(U) <rko(UNGy)+ 1. (4.31)

Ja que G1 é um grupo ndo abeliano, entdo pela hipétese de indugdo temos que rko(G; NU) >
I‘kQ(Gl) + 1. Entao

I‘k@(U) > I‘kQ(Gl N U) > I‘k@(Gl) +1> I‘kQ(G). (432)

Supor que rkg(U) = rkg(G), entdo rkg(U) = rko(G1NU) = rkg(G1) + 1 = rkg(G). Pelo Lema
4.2.2|item (b), temos que p(U) =0 e p(G) = 1. Além disso, pelo Lema [4.2.2|item (b), temos as

seguintes sequéncias exatas
C2zQ% (G20 5 (G e,Q 2 Q—Q—Q—0, (4.33)
com a(c1 @ q) = ((c19(e1)"1GY) @ q), c1 € C e
C? @z Q25 (UNG)™ @2 Q) 25 (U™ ©2Q) » @+ Q= Q 0,

com a1 (£ ®q) = ((Ep(c1)P(UNG1) ) @q), ¢1 € C. Como p(G) ¢ igual 1, entéo o é a aplicacio
nula e o1 é uma aplicagdo injetiva pois p(U) = 0.

Pelo Lema [£:3.2] o seguinte diagrama comuta

C®zQ * > G ®z2Q (4.34)

tro J{ try i

CP@,Q —= (UNG)*™ @z Q

onde tr; é a aplicagdo induzida do homomorfismo transfer 7 : G2 — (U N G1)* e try é a
aplicagdo injetiva induzida do homomorfismo injetivo v: C — CP, ¢; — ¢}, ¢; € C.

Por ultimo, como «; otry é injetivo, entao « € injetivo. Isto é uma contradi¢ao. Logo temos
tko(U) > rko(G)

Caso I1.2: Neste caso U tem 2p orbitas sobre E(T) e novamente distinguimos 2 casos:
(a) U tem 1 érbita sobre V(T');
(b) U tem p orbitas sobre V(T).

Caso (a): Temos que |[C : CNU|=1e C < U, logo ¢(C) < U, pois U & normal. Assim,
{C9} 4e7, sdo os grupos de arestas do grafo de grupos (A, T/U). Neste caso |Gy : U NG| = p,
entdo U é o grupo fundamental do grafo de grupos (A, T/U) com grupos de vértices UNGy e p
grupos de arestas {C9}4e7,, onde Tz € o conjunto de representantes de G1/G1NU. Assumimos
T2 =A{g0,- -, gp—1}-

Logo usando o Teorema sobre U com o item(ii) do Teorema obtemos uma

sequéncia exata Mayer-Vietoris associada a — ®z Q

p—1 p—1

P 2.Q 5 (UNGH™ 22Q) By (U @,,Q) — Peo—-e-Q—o, (4.35)

=0 =0
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p—1
onde aq((¢7"); ® q) = @(gi0i¢(ci)7lg;1(U N Gl)l) ® g, com ¢; € C. Assim,
i=0
—dimQ(Im(al)) + I‘kQ(U n Gl) — I‘kQ(U) + p.rk@(Q) — I‘k@(@) + I‘k@(@) =0
—dimg(Im(ay)) +rko(UNG1) —tko(U)+p—-14+1=0
tko(U) + dimg(Im(an)) = rtkg(UNG1) +p

Pela hipotese de inducdo, temos que rko(U N G1) > rkg(G1) + 1. Entdo,

I‘kQ(U) > I'kQ(U n Gl) > I'kQ(Gl) +1> I‘kQ(G) (436)

Supor que rko(U) = rkg(G), entdo rkg(U) = rko(G1 NU) = rkg(G1) + 1 = rkg(G). Entéo

dimg(Im(a1)) = p, logo aq € injetivo.

Por outro lado, como rkg(G) = rkg(G1)+1 e pelo Lema item (b), temos que p(G) = 1.
Ademas, pelo Lema item (b), temos a sequéncia exata

CorQ% (G 2,0 5 (G 2,0 Q- Q- Q—0,

onde a(c; ® q) = ((c1¢(c1)'G}) ® q), com ¢; € C.
Como p(G) = 1, pelo Lemal4.2.2|item(b) entdo « é a aplica¢do nula. Ja que |Gy : UNG| = p,
entdo pelo Corolério [1.2.21] temos o homomorfismo transfer 7 : G — (U N G1)*" dado por
’ pra— ’
9G, = P hghg (UNGy),
heT
onde T ¢ o conjunto de representantes para G1/G1 N U e hg é o representante da classe (U N

G1)hg. Como 7 é independente de T, entdo 7 = Tz, além disso 7 induz um homomorfismo
tr1 G ®z,Q - (UNG1)™®®,Q

dado por ¢G} ® q — 7(9G}) ® q.

p—1
Por outro lado, o homomorfismo injetivo v : C' — @ CY%, dado por ¢; — (¢f');, induz um
i=0
p—1 '
homomorfismo injetivo tro de C ®7Q em @ CY% @7 Q dado por ¢1 @q — (¢]'); ®q, pois —®zQ
i=0

é um functor exato.

Agora provaremos que try o a = a1 o try, ou seja o seguinte diagrama comuta

C®rQ —2—=GP @z Q (4.37)

tmi try
p—1

P 2.Q— (UNG)™22Q

=0
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Em efeito, seja ¢; ® ¢ um gerador de C ®z Q. Ja que c1¢(c1)~! € U, entdo temos que

p—1
T(e1p(c1)71Gy) = @giC@(cl)*lgi_l(Uﬂ Gy)'. Assim
i=0

p—1
(tr10a)(e1 ® q) = T(e1(er) ' Gi) @ ¢ = (@ gicrd(e1) g, U NGh)) @ g.
=0
Além disso
p—1 ,
(a1 0 tra)(e1 @ q) = an((¢])s @ ¢) = (P gicrd(er) g ' (UNGY)) @ g.
1=0

Entao tr; o = ag o try

Ja que aj otry é injetivo, entdo « € injetivo. Assim temos uma contradigio e logo rkg(U) >

rko(G).
Caso (b): Neste caso temos |G1 : UNGy| =1e|C:UNC|=1,logo Gy CUeC CU.
Como G/U age transitivamente sobre A = U/T, entdo A é um grafo k-regular. Logo |E(A)| =
k- |[V(A)]|, forcando assim k& = 2. Entdo A é um grafo conexo 2-regular, e assim um circuito
com p vértices.

Como |G : U| = p, entdo {go,...,gp—1} € G & um conjunto de representante para G/U.
Assim 71 = T2 = {90, .-, gp—1}-

Portanto U é o grupo fundamental de um grafo de grupos (A, T/U) com grupos de vértices
CY% e p grupos de arestas G7' tal que o grafo de grupos (A,T/U) é um circuito com p arestas,
parai=0,...,p— 1.

Logo usando o Teorema sobre U com o item(i),(ii) do Teorema obtemos uma

sequéncia exata Mayer-Vietoris associada a — ®z Q

p—1 p—1 p—1 p—1
Por QPGP0 U0 PP —-Q—0,  (4.38)
im0 i=0 i=0 i=0

onde ax((¢}')i ® ¢) = (gicrd(c1)~1g; H(GT) )i @ ¢ com ey € C, logo,

—dimg(Ker(a1)) +p — prko(Gi) + rko(U) — p.rko(Q) + p.rke(Q) — rko(Q) =0
—dimg(Ker(ai)) +p —prke(Gi) +rko(U) —p+p—1=0
I‘kQ(U) = p.(er(G1) - 1) + 1+ dimQ(Ker(oq)) (439)

Portanto
tko(U) > 1 —p+prke(G1) > rkg(Gi) + 1 > rko(G) (4.40)

Supor que rkg(U) = rkg(G), entdo rko(U) = 1 — p + p.rke(G1) = rko(G1) + 1 = rko(G).
Pelo Lema[d.2.1] temos que rkg(G) > 2, assim (p—1)- (rkg(G1) — 1) > 1, portanto da equagdo
deduzimos dimg(Ker(a;)) =0 e p = 2, logo a; & injetivo.

Por outro lado, pelo Lemaitem (b), temos p(G) = 1. Além disso, pelo Lemaitem

(b), temos uma sequéncia exata

CerQ% (G 2,0 L (2,0 Q- Q- Q—0,

53



onde a(c; ® q) = ((c10(c1)7'G)) @ q), com ¢; € C.
Ja que rkg(G) =rkg(G1) + 1 e pelo Lema item(b), entdo « é a aplicagdo nula.

Por outro lado, o homomorfismo injetivo

p—1
v:C — @ c9,
i=0
p—1
dado por ¢; — (c]');, induz um homomorfismo injetivo tr; de C' ®z Q em EBC’W ®7 Q dado

i=0
por ¢; ® g — (¢]"); ® q, pois — ®z Q é um functor exato. Além disso, o homomorfismo injetivo

p—1
TGP — @ (G,
i=0
dado por 2G| — (29 (G¢")');, induz um homomorfismo injetivo try de G3* ®z Q em
p—1
@ (G4 @7 Q, dado por G| ® q — (29 (GY)'); ® ¢, pois — ®z Q é um functor exato.
i=0

Agora provaremos que trs o @ = 1 o try, ou seja, o seguinte diagrama comuta

CQ —2 G ®,0Q (4.41)

try l tro l

p—1 p—1

P @20 —>PE)* 0z Q.
i=0 i=0

Em efeito, seja ¢; ® ¢ ¢ um elemento de C' ®z Q. Assim

(trz 0 a)(c1 ® q) = F(erp(cr) 'G1' @ q) = (gicrd(cr) 2 (G )i @ q.

Além disso,

(a1 otr)(e1 ®q) = ar1((¢f); ® q) = (gicr(cr) g7 H(GT) )i @ g

Entao tro oo = o o try

Ja que aj otry é injetiva, entdo « € injetiva. Isto é uma contradigdo, logo rko(U) > rkg(G).

Corolario 4.3.4. Seja G um grupo limite nio abeliano tal que G* € livre de torsio e que
d(G) = d(G*). Se U é um subgrupo normal de G de indice primo p, entdo d(U) > d(Q).

Demonstracdo. Pelo Teorema temos que d(U) > rkg(U) > rkg(G) = d(G**) = d(G). =

Remark 4.3.5. Seja G um grupo limite. Ndao é conhecido se o completamento pro-p de um
grupo limite G € um grupo pro-p limite. Se isto fosse verdade o Coroldrio pode sequir
como consequéncia do Teorema ou seja para grupos limites cujo completamento pro-p é

um grupo pro-p limite o coroldrio é consequéncia do Teorema [3.2.8
Em efeito
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Demonstracdo. Usamos @p para denotar completamento pro-p de um grupo G. Seja U um
subgrupo normal do grupo limite G de indice primo, entio sobre as hipdteses do coroldrio[{.3.4,
temos que p = [G : U] = [@p . U], d(G*) = d(G#b,,) e pelo Teorema d((ﬁp) > d(ép).

Logo temos a sequinte cadeia de desigualdades,
d(U) > d(T,) > d(G,) > d(Gb,) = d(G™) = d(G) (4.42)
m

Para G um grupo livre, um grupo abeliano livre ou uma iterada extensdo de centralizador
de um grupo livre, tem-se que rkg(G) = d(G). Em particular, em conexdo com o Teorema

concluimos o seguinte corolério.

Corolario 4.3.6. Seja G um grupo limite ndao abeliano satisfazendo d(G) < 3,

e seja U um
subgrupo normal de G de indice primo p > 2. Entao d(U) > rkg(U) > rko(G) = d(G).

Outra consequeéncia do Teorema ¢ a seguinte

Corolario 4.3.7. Seja G um grupo limite nao abeliano, e N um subgrupo normal de G tal que
G/N € infinito e nilpotente. Entao rkg(N) = co. Em particular, d(N) = o0 e se a: G - Z é

um homomorfismo néao-trivial, entdo rkg(ker(a)) = co.

Demonstra¢do. Supor que rkg(/N) =n < co. Seja h = h(G/N) o namero de Hirsch do grupo
nilpotente finitamente gerado G/N. Entdo h(U/N) = h(G/N) para cada subgrupo de indice
finito U em G satisfazendo N C U. Em particular, rko(U/N) < h(U/N) = h, e portanto
rko(U) < rkg(N) + rkg(U/N) < n + h, contradizendo o Teorema [4.3.3} ]

Remark 4.3.8. A afirmacao do Coroldrio continua sendo valido se substituimos “nilpo-

tente” por “minimaz’”.

4.3.2 Incremento do posto racional em extensao de centralizador

A seguinte proposi¢do nos permite analisar o incremento do posto racional de um subgrupo

normal de indice primo p > 2 de uma iterada extensao de centralizador de um grupo livre.

Proposicao 4.3.9. Seja Go = F um grupo livre de posto finito. Seja Gi1+1 = Gi *¢c, B; a
iterada extensdo de centralizador de Gy, para i > 0. Supor que, para algum n > 0, G,, € nao
abeliano e U € um subgrupo normal de G,, de indice primo p > 2, entao

(p—1)
d(Go)’

P 1
d(Go) T d(Go)

2.- Sen >0, entdo rko(U) > f(p)d(G,), onde

1.- Sen =0, entdo rko(U) = d(Go) (p—

) = f(p)d(Go) com f(p) > 1+

(p—1)
d(Gy)

Demonstragdo. E claro que rko(G,) = d(G2*) = d(G,,), logo pelo Teorema rko(U) >
d(Gy), portanto d(U) > d(G,). A demonstracdo sera feita em passos.

e f(p) 21+
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e Passo 1: Supor que n > 1, entdo, pelo Lema [3.1.4] temos que G; é ndo abeliano para

0 <¢ < n. Provamos que
d(Gp) > d(B;) — (n—1) (4.43)

De fato: Prova-se que, para 1 < i < n,

i—1

d(G;) > d(By) - (i—1).

Jj=0

Usamos a inducéo sobre . Para i = 1, temos que que d(G1) = d(Gp) + d(By) — 1. Como
Go ndo é abeliano, entao d(G1) > d(By).

Supor que a equacio vale para n > i > 1. Provaremos que
i
d(Gi+1) > Zd(BJ) — 1.
§=0

i—1

Pela hipotese de indugao d(G;) > Zd(Bj) — (i —1). Logo, ja que d(Gi+1) = d(G;) +

d(B;) — 1, entao

Portanto

e Passo 2: Neste passo serdao usadas as equagoes dadas na demonstracao do Teorema

para o caso em que o grupo é um produto amalgamado.

Supor que n > 1. Prova-se que, para 1 < ¢ < n, e U um subgrupo normal de indice primo
p de G;

rko(U) > f(p)d(G;), onde

Usaremos indugao sobre 1.

2.1) Supor que i = 1, entdo temos, G; = Gg *x¢, By. Seja U um subgrupo normal de

indice primo p de G1, entao provamos que

pd(Bo)
d(Gy)  d(Gh)’

onde denotamos f(p) :=p—

Em efeito:

Sejam |T1| = |G1 : U Go|, |T2] = |G1 : U Bo| e | T3] = |G1 : U Cy|. Como Cy # 1 entao

temos os seguintes dois casos.

56



1.Seja | 71| = 1. Logo pela equacao [4.21] |4.24] e 4.28] temos que

rko(U) > [T1|d(U N Go) — |Ta| + [T2|d(U N Bo) — |T2| + 1.

Ja que |Gy : Go NU||T1| = p, entao pelo Teorema de Nielsen-Schreier temos que

dUNGo) — 1 = (d(Go) — 1)%'.

Por tanto,
rko(U) > |Thld(U N Go) — |Ta| + [T2|d(U N By) — |T2| + 1
= [Til(d(UNGo) = 1) + [T2|(d(U N By) — 1) +1

= |Til(d(Go) — 1)|%1| + T2 (d(U N By) —1) +1

=p(d(Go) = 1) +|T2|(d(UNBy) — 1) + 1
=p(d(Go) +d(Bo) — 1) = pd(Bo) + |T|(d(U N By) — 1) +1
> pd(G1) — pd(Bo) + d(Bo)

_ pd(Bo) | d(Bo)

=40~y *ae))

pd(Bo) , d(Bo)
d(G1)  d(G1)
2.- Se |T1| = p, entdo | 72| = 1, logo pela equagao

Neste caso f(p) =p —

rko(U) = d(Bo) + pd(Go) —p
= d(Bo) + p(d(Go) — 1)
= d(By) + p(d(Go) + d(Bo) — 1) — pd(By)
= pd(G1) — pd(Bo) + d(Bo)

pd(Bo) n d(Bo)

d(G1)  d(G1)

2.2) Supor que para todo subgrupo normal U de G; de indice primo p > 2 nés temos que
d(U) > f(p)d(G;), onde

Neste caso, f(p) =p —

para 1 < i < n...(hip6tese de indugao).

Seja Gi+1 = G, *¢;, B; e U um subgrupo normal de indice primo p de Gy, entdo nos
provamos que

rtko(U) > d(Git1)f(p)

onde




Em efeito:

Sejam |71| = |Gi+1 . UGZ|, |75‘ = |Gi+1 : UB1| € |7§,| = |Gi+1 . UCZ| COI’IIO Ci }é 1

entao temos os seguintes dois casos.

1.Seja |Ti| = 1. Logo pela equagao [4.21] 4.24] e 4.28] temos que

rko(U) = |Thld(U N Gi) — [Til + [T2|d(U N B;) — [T2| + 1.

Ja que |G; : G; NU||T1| = p, entdo pela hipotese de indugdo temos que

1—1
(U N Go) 2 A6 - BB (S asy) -~ - 1),

portanto,

i—1

Heo(U) 2 [Tl 6) (2~ 2T (3 d(,) = 6= 1)) = 73+ 7w 1 8) = 7] 1
i =0

— pd(Ch) — (p— [T d(By) — (i~ 1) — [Ti] + [Tald(U 1 B) — || +1
§j=0
> pd(G:) — (p— [T d(By) — (i — 1) — T3] +d(By)
§j=0
1—1 1—1
=pd(G;) —p Y _d(B;) +|Ti|>_ d(B;) — i) + d(B;) + p(i — 1)
§=0 §=0
1—1 i—1
>pd(G;) —p Y _d(B;)+ (D> _d(B;) — 1) +d(B;) + pli — 1)
7=0 =0
i—1 1—1
= p(d(Giy1) — d(B;i) + 1) —Pzd(Bj) + (Z d(Bj) — 1) +d(B;) +p(i — 1)
j=0 §=0

onde

_,_ p-1 AN
flp)=p d<Gm)(§od(Bj) ).

2.- Se |T1| = p, entdo |T2| = 1, logo pela equagao

tko(U) > d(B;) + pd(G;) — p
=d(B;) + p(d(Giy1) —d(B;) +1) —p

= pd(Git1) + d(B;) — pd(B;)
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onde

e Passo3:
Resumindo o Passo 2 temos o seguinte:

1) Se n = 0, entao pelo Teorema de Nielsen-Schreier temos que,

dU) = d(Go)(p— L+ — 1) = F(p)d(Go)

(r—1)
com f(p)>1+ A(Go) "
2) Se n > 0, entdo pelo Passo 2, tkg(U) > f(p)d(G,,), onde
f0)=p = 5 (X dB) - (n- 1)

Agora usando o Passo 1, n6s obtemos a seguinte desigualdade

(p—1)
d(G,)’

flp) > 1+

4.3.3 Grupos limites com s6 uma relagao

Para um grupo limite G' ndo é necessariamente verdade que, d(G) = d(G?®?) (Cf. Re-
mark |4.3.13). O seguinte Lema mostra que existe uma classe de grupos limites contendo grupos
G satisfazendo d(G) # d(G®) que responde afirmativamente a Pergunta A.

Lema 4.3.10. Seja G = G1 x¢ G2 um grupo limite nao abeliano, onde G1 e Gy sdo grupos
livres de posto finito r(G1) e r(G2), respectivamente, e seja C = (c) um grupo ciclico infinito ou
trivial. Entdo, se U é um subgrupo normal de indice primo p em G, temos que rko(U) > d(G).
In particular, d(U) > d(G).

Demonstracdo.
Se C' = 1, entdo G é um grupo livre finitamente gerado, e a prova segue do Teorema de

Nielsen-Schreier.
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Entdo nés podemos assumir que C' # 1. Como G é um grupo ndo abeliano, entdo G1 ou Ga
é um grupo néo abeliano. Caso contrario, x(G) = x(G1)+x(G2) —x(C) = 0, e pelo Lema[3.1.4]
G é um grupo abeliano.

Seja T a arvore sobre o qual G age naturalmente. Entao, como na demonstragao do Teo-

rema [£.3.3] Caso I, nés podemos distinguir dois casos:
(1) G=UC,ie., U tem uma orbita sobre F; e Fs;
(2) |G:UC|=p,ie., U tem p orbitas sobre F e Eo;

(b) G:UGl = UGQ;
(C) |GUG2| zperUGl.

Caso 1:

A hipotese implica |Gy : G1 NU| = |Gy : GoaNU| = p, assim G2,G1 £ U, entéo |G1U : U
e |GoU : U| dividem |G : U|, portanto UGy = UG; = G. Além disso |C : CNU| = p, entdo
C#1eC £U,entdo |CU :U| divide a |G : U, entao UC = G.

Assim, UNC é o grupo de aresta do grafo (A, T/U), e UNG1, UNG4 sdo os grupos de vértices
do grafo de grupos (A,T/U). Entdo U é o produto de amalgamacio (U N G1) xcnu (U N Ga).

Pela simetria escolhemos G; ndo abeliano. Supor que G2 é abeliano, entdo d(G2) = 1. Se
d(G1) = 2, entédo pelo corolario o Lema esta provado. Assim temos que d(G1) > 3. Pelo
Teorema de Nielsen-Schreier, temos que d(U NG1) > 1+ d(G;). Agora, ja que G é um grupo
abeliano, entdo d(U N G2) = d(G>), portanto pelo Lema [4.2.2]

I‘k@(U) > d(U N G1> + d(U n Gg) —1> d(Gl) + d(GQ) > d(G)

Se G2 nao é um grupo abeliano, entdo pelo Teorema de Nielsen-Schreier temos que d(U N
G1) > 1+d(G1) e d({UNG2) > 1+ d(Gz), portanto pelo Lema [£.2.2]

rko(U) > d(UNGy) +d(UNGa) — 1> d(Gy) + d(G2) + 1 > d(G).

Caso 2(b): Pela hipotese, |G1 : G1 NU| = |G2 : GoNU| = p, assim G2,Gy £ U, portanto
|G1U : Ul e |G2U : U| dividem a |G : U, entdo UGe = UGy = G. Assim, UNG; e UN Gy séo
os grupos de veértices do grafo de grupos (A, T/U).

Como C' # 1, entdo pela equagao temos que

er(U) > d(Uﬂ Gl) + d(U n GQ) — 1.

Pela simetria escolhemos que G seja nao abeliano.

Supor que G é abeliano, entdo d(Gs) = 1. Se d(G;) = 2, entdo pelo Corolario o Lema
esta provado.

Assim noés temos que d(G1) > 3, pelo Teorema de Nielsen-Schreier, nés temos que d(UNG1) >
1+ d(G1). Agora, ja que G é abeliano, entdo d(U N G2) = d(G>), portanto

rko(U) > d(U N G1) +d(U N Ga) — 1> d(Gy) + d(Ga) > d(G).

Por outro lado, se G2 nao é abeliano, entao pelo Teorema de Nielsen-Schreier, temos que
d(UNG1) > 1+d(Gh) e d(UNG2) > 1+ d(G2) portanto

tko(U) > d(U N G1) +d(U N Gs) — 1 > d(G1) + d(Go) +1 > d(G).
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Caso 2(c): Seja Uy = U N Gy. Pela hipotese |Gy : U] = pe Gy £ U, assim p = |G U : U]
divide a |G : U|, logo UGy = G. Além, |G2 : GoNU| =1, assim Gy < U.
Como C # 1, entao pela equacio

I‘kQ(U) > d(Gl N U) —|—pd(G2) —p.

Se G2 é abeliano, entdo d(G3) = 1. Logo G; é um grupo nao abeliano. Supor que d(G;) = 2,
entdo pelo Corolario 4.3.6] o lema esta demonstrado.
Entdo d(G;1) > 3, logo pelo Teorema de Nielsen-Schreier temos que d(G; NU) > d(Gy) + 1,

portanto
rko(U) > d(Gy NU) + pd(Ga) —p = d(G1 NU) > d(G1) + 1 = d(G1) + d(G2) > d(G)

Por outro lado, se Gy ndo é abeliano, entdo d(G2) > 2. Se G; é abeliano, entdo d(G;) =1 e
d(UNG1) =d(Gy). Se d(G2) = 2, entao pelo Corolério o lema fica provado.
Logo d(G2) > 2, portanto

tkg(U) 2 d(G1NU) +pd(Gs) —p 2 d(G1) + pd(Ga) — p > d(Gh) +d(Ga) > d(G).

Se 1 ndo é abeliano, entdo pelo Teorema de Nielsen-Schreier temos que d(U N Gy) >
14 d(G1). Entéo

tho(U) > d(Gy NU) + pd(Ga) — p > d(G1) + 1 + pd(Ga) — p > d(G1) + d(G2) + 1 > d(G).

Lema 4.3.11. Seja G = HNNy(G1,C,t) = (Gy,t | tet™ = ¢(c)) um grupo limite nio
abeliano, onde G1 € um grupo livre de posto r e C' é wm grupo ciclico ou trivial. Seja U um

subgrupo normal de G de indice primo p. Entdo rko(U) > d(G), e, em particular, d(U) > d(G).

Demonstracdo. Se C é trivial, entdo G = G1x < t > é um grupo livre de posto r+ 1, e portanto
pelo Teorema de Nielsen-Schreier o Lema esta provado. Além disso, se r = 1, entdo x(G) = 0,
e G & um grupo abeliano. (Cf. Prop.[3.1.4), o qual é excluido pela hipotese. Logo r > 2. Seja

T a arvore sobre qual G age naturalmente. Entao nés podemos distinguir trés casos:
(1) G=UC;
(2) |G:UC| = p;
(a) U tem 1 orbita sobre V(T);
(b) U tem p oOrbitas sobre V(T).

Caso 1: Temos que |G : G1NU| = p. Assim, U NG é o grupo de vértices do grafo de grupos
(A, T/U). Agora, pela hipotese, |C : CNU| = p,logo C £ U e ¢(C) £ U, pois U é normal. Logo
UC=GeUgp(C)=G,ealémdisso UNC = CP e UN¢(C) = ¢(C)P. Entéo, CP & o grupo de
arestas do grafo de grupos (A, T/U), entdo U = HNN(UNG1, CP,t) = (UNGy, t|(cP)t = ¢(c)P),
com C = {c).

Pelo Lema [1.2.2) item(b) temos que

er(Uﬂ Gl) < I‘kQ(U) < er(U N G1) +1
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Supor que d(G1) > 3. Ja que G; ndo é abeliano, entdo pelo Teorema de Nielsen-Schreier,
temos que d(G1 NU) > d(G1) + 1. Entao

tko(U) > d(GiNU) > d(G1) +1 > d(G).

Se d(G1) = 2, entao d(G) < 3, logo pelo Corolario o Lema fica provado.

Caso 2(a): Temos que |[C: CNU|=1e C < U, logo ¢(C) < U, pois U é normal. Assim,
{C9} 4e7, sdo os grupos de arestas do grafo de grupos (A, T/U). Entao U é o grupo fundamental
do grafo de grupos (A,T/U) com grupos de vértices U N Gy e p grupos de vértices {C9} e,
onde 73 é o conjunto de representantes de G1/G1 NU.

Supor que d(G1) > 3, jaque |G1 : G1NU| = p > 1 e G; é ndo abeliano, entdo pelo Teorema
de Nielsen-Schreier nés temos que d(U N G1) > d(G1) + 1. Portanto pela equacio {4.36] temos
que

tko(U) > d(UNGh) > d(G1) +1 > d(G).

Se d(G1) = 2, entdo d(G) < 3, logo pelo Corolario o Lema fica provado.

Caso 2(b): Neste caso temos G; C U e C C U. Como G/U age transitivamente sobre
A =U/T, entdo A é um k-regular. Logo |E(A)| = k- |[V(A)|, forcando assim k = 2. Entdo A é
um grafo conexo 2-regular, e assim um circuito com p vértices.

Seja {g1,...,9p} € G um conjunto de representante para G/U. Portanto U é o grupo
fundamental de um grafo de grupos (A, T/U) com grupos de vértices Cc e p grupos de arestas
Gﬁfi tal que o grafo de grupos (A, T/U) é um circuito com p arestas, para i =0,...,p — 1.

Supor que d(G1) > 3, logo pela equagao temos que

p—1

tho(U) > 1—p+ Y d(GY) =1—p+pd(G1) > d(G1) +1 > d(G)
=0

Se d(G;) = 2, entdo d(G) < 3, logo pelo Corolario o Lema fica provado.

Como uma consequéncia dos Lemas anteriores uno conclui o seguinte.

Teorema 4.3.12. Seja G um grupo limite nao abeliano de um relator ciclicamente pinchado ou

conjugado pinchado, e seja U um subgrupo normal de G de indice primo p. Entao d(U) > d(G).

Demonstracdo. Se G é um grupo de um relator ciclicamente pinchado, entao G ~ G x¢c G2 com
G1 e Gy grupos livres, e C' sendo um grupo ciclico infinito gerado por uma palavra ciclicamente
reduzida w € Gy e C é um subgrupo ciclico maximal em G; ou Gz(Vide [12]). Logo neste caso,
Lema, produz o resultado. Se G ¢ um grupo de um relator conjugado pinchado, entdo
G ~ HNNy (G4, C, t)-extensdo com G; um grupo livre, C' a subgrupo ciclico gerado por uma
palavra ciclicamente reduzida w € Gy, e C ou ¢(C) é um subgrupo ciclico maximal G; (Vide
[12]). Entao, pelo Lema temos que d(U) > d(G) completando a demonstragao. L]

Remark 4.3.13. Eriste um grupo limite G satisfazendo d(G*) < d(G). No blog de Matho-
verflow temos o sequinte exemplo dado por H. Wilton em [{6]. Seja G1 = G2 = Fy grupos
livres de posto 2, e seja C1 = Cy = (w), onde w = a?ba='b~'. Entdo w é uma palavra ci-
clicamente reduzida, e C; é um subgrupo ciclico mazimal de G; para i = 1,2, mas C; nao é

um fator livre. Por um resultado de B. Baumslag (Cf. [17, Cor. 3.6]), o correspondente doble
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G = Gyxc,=c, Ga é um grupo limite nao abeliano e tem abelianiza¢io G* isomdrfico a 73, i.e.,
d(G*) = 3. A projecdo candnica B: G — (Fy/{wf?)) x (Fy/(wT?)) is é um homomorfismo so-
brejetor. Assim, pela hipdtese e o Teorema de Grushko-Neumann, d(Fy/(w?)* Fy/(wf?)) = 4.
Logo d(G) = 4. Note que pelo Lema tkq(U) > 4 para qualquer subgrupo normal U de
G de indice primo p.
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Capitulo

Subgrupos Normais em Grupos profinitos

e pro-p limites

Um dos objetivos principais deste capitulo é encontrar aproximacoes homolégicas para um
grupo pro-p limite usando o corpo Q, e para o completamento profinito de um grupo limite
usando o corpo F,, (Cf. Teorema e Teorema . Além disso, dar solu¢ao ao analogo
do Teorema para o completamento profinito de um grupo limito (Cf. Teorema [5.1.5] e
Teorema e por ultimo resolver o analogo do Teorema para o caso pro-p limite (Cf.

Teorema [5.2.7)).

5.1 Aproximagoes homolégicas para um grupo pro-p (pro-
finito)

De aqui para frente, assumiremos p um ntmero primo maior o igual a 2.
Lema 5.1.1. Seja G um grupo pro-p do tipo F'P,, sobre Z,. Entdo
dimg, (Q, ®z, H;(G,Z,)) < dimg, H;(G,Fp)
para j > 0.

Demonstracdo.

Considere a sequéncia exata curta
0—2Z, 2> 2, >F, =0,
onde aplicagao Z, LA Zy, is a multiplicagdo por p.
Pelo Exemplo [2.3.12] temos a correspondente sequéncia exata longa

o Hy (G, 7)) 2 Hy(GL ) S Hi(GLF,) — - (5.1)

onde p* é a multiplicacdo por p.
Como G é um grupo pro-p, entdo pelo corolario [2.4.10| H; (G, F,,) é um espaco vetorial sobre
o corpo I, e dimg, H;(G,F,) é finita para cada j > 0. Logo H;(G,FF,) ¢ um grupo profinito

abeliano finitamente gerado, para j > 0.
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Da equacao [5.1] temos que

Hj(G7 Zp)/ij(G7 ZIJ) = Zm(¢) - Hj (G’ IFIJ)

logo
H;(G,Zy) :
—————) <dimy, H;(G,F,). 9.2
(ij(G,Zp)) F, Hi( p) (5.2)
Ja que G é de Tipo F P, sobre Z,, entdo H;(G,Z,) é um Z,-m6dulo finitamente gerado. Assim

H;(G,Z,) é um grupo pro-p abeliano finitamente gerado. Logo temos que,

. H,(G,Z,)
H. 7, —d(——2""P) i
dimo, (Qy @2, H(G.2y)) = (g ) 3
Por outro lado, temos que
Tor(H;(G,Zy))" — “pH;(G,Zy) '
Portanto, usando [5.4] e 5.2} obtemos o resultado.
u

Agora nés provaremos que acontece quando no Teorema [3.2.9|o corpo é Q,. Neste caso nos

temos o seguinte Teorema:

Teorema 5.1.2. Seja G um grupo pro-p limite e {U;};cr uma sequéncia de subgrupos abertos
de G tal que Uiy < U; para todo i € I e cd((),U;) < 2. Entao,

(1) limdimg, (Q, ®z, H; (Ui, Zy)) /|G : U] = 0 para j > 3;
(2) Se {[G : U;]}icr converge para o infinito, entio temos

lim (dimg, (Qp ®z, H1(U, Zp)) — dimg, (Qp ®z, H2(U,Z,))) /(G : Ui] = —x(G),

3

onde x(G) € a caracteristica de Euler de G.

(3) Se ﬂ U; = 1, entdo temos

icl

lim dimg, (Qp ®z, H2(Ui,Z))/[G : Ui] = 0

li_gndime (Qp ®Zp Hl(Uz,Zp))/[G : UIL] = li_I}nI'ka (Ul)/[G : Uz} = —X(G)

Demonstracdo.

1) Como G é pro-p limite, entdo G é do tipo F Py, sobre Z,. Logo pela observagio m
também U; é do tipo F sobre Z,, para cada i € I.

Usando lema [5.1.1] temos que

dime (Qp ®Zp HJ(UZ,Z[)))/[G : Uz} S dim]Fij(Ui,Fp)/[G : Uz],
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para j > 3.
Agora pelo Teorema [3.2.9] item (i), n6s temos que

lim dimg, H; (U;, F,) /|G : Ui] = 0.

?

Portanto segue que
lim dimg, (Q, ®z, H;(Us, Zy))/[G : U] = 0
para j > 3.

Pelo Teorema item(3) G é do tipo F P, sobre Z,, logo pelo Corolario
H;(G,Fp) ¢ um espaco vetorial sobre o corpo F, e dimg, H;(G,F,) é finita para cada
j > 0, assim a caracteristica de Euler de G estd bem definida (Cf. defini¢ao .
Usando a Proposicao temos que a caracteristica de Euler é equivalente & seguinte

expressao

X(G) =D (=) dimg, (Qy ®z, H;(G,Zy)).

0<y

Por outro lado, pela proposicao temos que x(G) = x(U;)/[G : U;], para cada i € I.
Logo,

X(G) = Z (—=1)! dimg, (Q, ®z, H;(Ui, Zy))/[G : Ui

Defina L(UZ) = dime (Qp ®ZP Hl(UZ‘, Zp)) — dim@p (Qp ®ZP HQ(UZ‘, Zp))

Assim, temos que

X(G) = Z (=1) dimg, (Qp ®z, Hj(Us,Zp))/[G : Us) = L(UL)/IG : U] + 1/[G : Uy
3<)

Fazendo lim e usando item (1), obtemos que
i

—X(@) = lim L(U)/[G : U]

Como G ¢é pro-p limite, entdo G é do tipo F'P,, sobre Z,. Logo também U; é do tipo
FP,, sobre Z,, para cada i € I.

Usando lema temos que

dime (Qp ®Zp HQ(UZ‘, Zp))/[G : UA < d'l:m]FpH2(UZ‘, Fp)/[G : Uz]
Agora pelo Teorema [3.2.9] item (iii), nds temos que
H_I.pdim]}?p HQ(U“FP)/[G : U,] =0.
Logo, segue que

li_I)Ildime(Qp ®Zp HQ(UZ', Zp))/[G : Uz] =0 (55)
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Portanto,
lin dima, (Q ©z, (Ui, Z,)) /G = Ui) = lim L(U)/[G + Ui] +

h_I)Il dime (Qp ®Zp HQ(UZ,ZP))/[G : Ul] (56)

Por tltimo, usando item (2) e temos

limrkg, (U;) = limdimg, (Qp ®z, H1(Us,Zy))/[G : U] = —x(G)

Logo temos o Corolario referente a parte de torsao de um grupo pro-p limite.

Corolario 5.1.3. Seja G um grupo pro-p limite e {U; }icr uma sequéncia de subgrupos abertos
de G tal que Ui <U; e();U; = 1. Entao
ImT(U,) /|G : U;] =0,

el
onde T(U;) é o posto do grupo de torsio de U?P.

Demonstracdo. Temos que d(U;) > d(U") = rkq,(U;) + T(U;). Pelo Teorema [5.1.2} temos
que lilen}d(Ui)/[G :U;] = —x(G) e pelo Teorema temos liIEHIlI"ka(Ui)/[G U] = —x(Q)
respectivamente. Logo

Agora analisaremos a p-deficiéncia de um grupo profinito particular.

Lema 5.1.4. Seja G um grupo limite nao abeliano tal que cada subgrupo abeliano tem posto
menor o igual a 2. Seja G o completamento profinito de G e p wm nimero primo, entio a
p-deficiéncia de Gé defp(é) > 2.

~

Demonstra¢do. Prova-se usando indugdo sobre a altura ht(G) de G que def,(G) > 2. De fato,
se h(G) = 0, entdo G é livre néo abeliano, logo G é um grupo profinito livre nao abeliano
finitamente gerado. Como cd,(G) = 1, entdo def,(G) = d(G) > 2 (Cf. Exemplo .

Supor que o fato vale para subgrupos limites de altura h(G) — 1. Pelo Teorema temos
que G é isomorfo ao grupo fundamental de um grafo finito de grupos (I', T), onde os grupos de
vértices sdo grupos limites ndo abelianos de altura ao mais h(G) — 1 e grupos abelianos livres
de posto finito, e os grupos de arestas sao grupos ciclicos infinitos ou triviais. Podemos fazer

indugao sobre o comprimento de I', entdo nés temos os seguintes casos

1 G = G1x¢ G2, onde G; é um grupo ndo abeliano de altura ao mais h(G) — 1 ou abeliano

livre de posto finito e C' é um grupo ciclico infinito o trivial, para i € {1,2}.

2 G = HNN(G1,C,t), onde G & um grupo ndo abeliano de altura ao mais h(G) — 1 ou

abeliano livre de posto finito e C' ¢ um grupo ciclico infinito o trivial.
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Caso [1]:

Seja G = G1 x¢ Ga. Se C # l,entdao G ou G4 é ndo abeliano pois G é nao abeliano. Além
disso usando o Teorema temos G = é\l s @ Sem perda de generalidade supor que
(1 é ndo abeliano, entdo pela hipétese de inducéo, defp(é\l) > 2. Se G4 é abeliano, entdo pela

Observagio [2.5.5]
def,(Ga) > def(Ga) > def(Ga) > 1.

Se G5 é ndo abeliano entdo, pela indugio defp(C/r'\g) > 2. Seja M um finito Zp[[@]]—module,
entdo pelo Teorema item(i) temos a seguinte sequéncia de Mayer-Vitories,

0 — H(G, M) — H*(Gy, M) ® H(Gy, M) — H(C, M) — (5.7)
— HY(G, M) — HY(G1, M) ® H' (G2, M) — H'(C, M) — H*(G, M) —
— H2(G1, M) & H2(Ga, M) — H*(C, M) — -+

Denotamos dim (H*(G, M)) o posto de H*(G, M) como Z-médulo, para i € {1,2,3}. Como C
é profinito livre de posto 1, entao HQ(a, M) =0, logo a equagao pode ser reescrita como

— dim H*(G, M) + dim H'(G, M) — dim H*(G, M) = — dim H*(G1, M) + dim H'(G1, M) — (5.8)
dim HO(Gy, M) — dim H*(G3, M) + dim H' (G, M) — dim H%(G3, M) —
(— dim H*(C, M) + dim H'(C, M) — dim H°(C, M)).
Ja que M é um finito Zp[[@]]—module, entdo M é um finito Zp[[é\i]]—module, para i € {1,2},

aléem disso M ¢é um finito Z,[[C]]-module.

Portanto da equacao [5.8 temos que,
X2(§7M):XQ((/;\MM)"_XQ(G\%M)_XQ(aﬂM) (5.9)

Como x2(G1, M) > def,(G1) —1 > 1, x2(Ga, M) > defy(Ga) — 1 > 0 e xo(C, M) =
d(C) —1 =0, temos que x2(G, M) > 1, logo defp(@) > 2.
Se C' =1, entéo da equacao 5.7 e temos que

X2(G, M) = xo (G, M) + x2(Ga, M) + 1 (5.10)

Se G e G4 sdo abelianos, entdo def(G;) > 1, assim 1 +X2(é\i, M) > defp(é\i) > def(é\i) >
1, para i € {1, 2}, logo Xg(@,M) > 1, portanto defp(a) > 2.

Entao suporemos sem perda de generalidade que G é nao abeliano, pela inducao de fp(é\l) >
2, além disso defp(é\z) > 1.

Como x2(G1, M) > def,(G1) =1 > 1 e x2(Ga, M) > def,(G2) —1 > 0, temos que
Xg(@, M) > 2, logo defp(é) > 3.

Caso [2]

Seja G = HNN(G1,C,t). Se C = 1, entdo G é um produto livre e o resultado segue
do caso [1]. Se C # 1, entdo G; ndo abeliano pois G é ndo abeliano. Além disso usando o
Teorema temos G = HNN(é\l,é\', t). Entao pela hipotese de indugao defp(é\l) > 2.
Seja M um finito Zp[[é]]—m()dulo, entdo pelo Teoremaitem(ii) temos a seguinte sequéncia
de Mayer-Vitories,
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0 — H(G, M) — H*(Gy, M) — H(C, M) — (5.11)
— HY(G,M) — HY(G{,M) — H'(C, M) — H%(G, M) —
— H2(G1, M) — H*(C, M) — -+

Como C é profinito livre de posto 1, entdo H? (6’, M) =0, logo temos que

— dim H*(G, M) + dim H'(G, M) — dim H*(G, M) = — dim H*(G1, M) + dim H'(G1, M) «5.12)
dim H*(Gy, M) — (- dim H*(C, M) + dim H*(C, M) — dim H°(C, M)).

Ja que M é um finito Zp[[é]]—module, entdo M é um finito Zp[[é\l]]—médulo, além disso M é

um finito Zp[[aﬂ—module. Portanto da equagdo temos que,

X2(G, M) = x2(G1, M) — x2(C, M) (5.13)

~

Como Xg(é\l,M) > defp(é’\l) —1>1ex2(C,M) =d(C)—1 =0, temos que x2(G, M) > 1,
logo defp(@) > 2. m

Teorema 5.1.5. Seja G um grupo limite ndo abeliano tal que cada subgrupo abeliano tem
posto menor o igual a 2. Seja G o completamento profinito de G e N um subgrupo fechado
normal de G tal que 0 < dimg, H'(N,F,) < oo, para todo primo p tal que p divide |N|. Entdo
|G : N| < .

Demonstracio.

Seja p um numero primo que divide |N|. Pelo Lema temos que defp(@) > 2.

Supor pela contradi¢do que \é : N| = oo. Usando a proposigao temos que H'(N,F,)
é infinito. o qual é uma contradicao. Portanto |§ : N| < o0. m

A seguinte Lema é o anélogo ao caso profinito dada no Teorema 5.1 em [26].

Lema 5.1.6. Dado p um nimero primo e G um grupo profinito tal que dimp, H;(G,F,) < oo
e p-dimensio cohomoldgica finita, agindo sobre uma drvore profinita T tal que T/G € finita e
cada estabilizador de aresta G. e vértice G, tem dimg, H;(G.,Fp) e dimg, H;(G,,F,) finitas,
Vi >1,Yv € V(T)/G,Ve € E(T)/G. Dado j > 1 um inteiro e {U;};>1 uma sequéncia de
subgrupos abertos normais de G tal que para cada i temos U; 1 < U; e para cada v € V(T)/G
eec E(T)/G:

lim dimg, H;(U; NGy, F,)/[Gy : (Ui NGY)] = p1(v) < o0 (5.14)
1—> 00
hm dim]p‘p Hj,1<Ui N Ge,Fp)/[Ge : (Ul N Ge)] = pg(e) <0 (515)
71— 00

onde p1(v), pa(e) sio fungdes continuas com dominio {vi,cv(ry/c € {e€}ecr(r)/a respectiva-

mente. Entdo

supdims, (U3, F,)/[G: U< D p(o)+ Y pale)
i veV(T)/G e€E(T)/G

Em particular, se p1(v) e pa(e) sao as aplicagées nulas, entio

lim dimg, H;(U;,F,)/[G: Uil =0

—00
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Demonstracdo. Ja que as seguintes dimensoes dimp, H;(G,F), dimp, H;(G,,F,) e dimg, H;(G.,F,)
sdo finitas, entdo as seguintes dimensoes dimg, H;(U;, Fy), dimg, H;(U;NG,, Fp) e dimg, H;(U;N
Ge,F,) sdo finitas para Vj > 1, Vi > 1, Vv € V(T), Ve € E(T).

Usando o Teorema temos a seguinte sequéncia longa exata Mayer-Vietoris sobre o

subgrupo U;

R H;(U;NnGY,F,) — H;(U;NnGI,F
@ @ ]( e P) @ @ J( v p)

e€E(T)/G geG\G/U; veV(T)/G geG,\G/U;
— H;(Ui,F,) » P P H (UNGLF,) -
e€E(T)/G geG.\G/U;

Assim obtemos a seguinte desigualdade,

dimg, (H;(U;,F,) < Y > dimp, H;(UiNGY,Fy) +
veV(T)/G geG,\G/U;
> > dimg, H; 1 (U; NG, F)) (5.16)

veEE(T)/G geG\G/U;

Como V(T)/G e E(T)/G sédo conjuntos finitos, entdo pela definicdo de limite de (5.14) e
(5.15), para um fixo € > 0, existe iy € N tal que, para i > ig, v € V(T)/G e e € E(T)/G temos

que

dimp, H;(U; N Gy, Fp) < €[G, : Ui NG| (5.17)
e
dimyp, Hj_1(U; NGe,Fp) <€lGe : Ui NG, (5.18)
Observamos que,
|G U;| = |G : G,Ui||GyU; - Uy = |G - G,Us||GIU; = Uy
e

|G : Ul| = |G : G6U¢||G6Ui : Ull = ‘G : GeUiHG‘ZUi : Ull,

logo obtemos

v
geG,\G/U; geG\G/U;

Y G UNG=[G:U] e > [GL:UNGY=[G: U] (5.19)
Como U; é normal em G, entao para todo g € G temos que

dimg, H;(U; N G4, Fp) = dimg, H; ((U; N G,)?,Fp)

dim]pp Hj_l(Ui N Gg, Fp) = dim]Fp Hj_l ((Uz n Ge)g, ]Fp)
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De [5.16] temos que

dimg, (H;(U,F,) < Y > dimp, H;(U;NGY,F,) +
veV(T)/G geG,\G/U;

> > dimg, H; 1(U; NG, Fy)

vEE(T)/G geG\G/U;
= > > dimp, H;(UiN G, Fy) +

veV(T)/G geG,\G/U;
Z Z dim[g‘p ijl(Ui N Gea Fp)

veEE(T)/G geG\G/U;

Usando temos que

dimg, H;(U;,Fy) < ) Y (e+p)[Gy: UiN G +
veV(T)/G geG,\G/U;

Yo Y (e40(0)Ge:UNG]

e€EE(A) geG\G/U;

= >3 (e+pW)IGY:UiNGY +

veV(T)/G geG,\G/U;

> ST (et p(e)GE: UiNGY]

ecE(T)/G geG\G/U;

Usando e temos que

dimg, H;(U;, Fp) < > (e+p()[G: U] +
veV(T)/G

S (e+ ()G U

c€E(T)/G

Portanto para i > ig (lembrando que ig depende de ¢)

dimp, H;(U;,Fp)/[G : Us] < Z (e+p(v)) +
VeV (T)/G

> (e+p(e),

e€E(T)/G

logo temos

supdimg, H; (U, F,)/[G : U] < Z (e+p(v)) +
7 veV(T)/G

> (e+ple)

e€cE(T)/G

Fazendo ¢ — 0, na equacgao temos que

sup dim, H; (Ui, Fp) /[G : Ui] < oo+ D ple)
i veV(T)/G ecE(T)/G
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Teorema 5.1.7. Seja G o completamento profinito de um grupo limite G de altura n € ZS‘ e
p um ndmero primo. Se {U;};>1 € uma sequéncia de subgrupos normais abertos de G tal que
Uir1 <U; para todoi>1 e cdp(m U;) < 2. Entdo,

i>1

(1) lim dimg, Hj(Ui,]Fp)/[@ :U;] =0 para j > 3;
(2) Se {[é 1 Us]}i>1 converge para o infinito, entdo temos

lim dimg, (Hy(Us, Fp) — Ha(U;, Fy)) /[G 2 Uil = =x,(G),

7

onde Xp(CAv') é a p-caracteristica de Euler de G.
(3) Se [\ Ui =1, entio lim dimg, Hy(U;,F,)/[G : Ui] = 0

i>1 g

e limdimg, Hy (Ui, F,)/[G : U;] = —x,(G).

Demonstracdo.

Como G tem a propriedade de ser bom (Cf. Proposicao , temos que a p-dimensao
cohomolégica cdp(é) de G ¢ igual & dimensdo cohomolégica de G, logo cdp(@) é finita, pois a
dimensao cohomologica de G é finita (Cf. Proposicao . Novamente usando a propriedade
de G de ser bom e que G é do Tipo FP, (Cf. Proposicio , temos dimp, Hj(@,Fp) =
dimg, H;(G,Fp) < oo para j > 0.

1) Fazemos a prova usando a indugdo sobre a altura de G. Primeiro, se a altura de G é 0,
entdo G é um grupo livre, logo Gé profinito livre, entdo U; é profinito livre e ¢d,(U;) = 1.
Portanto H,;(U;,F,) =0, para j > 2ei> 1.

Assumimos que o Teorema vale para grupos limites de altura menor que altura de G. Seja
n aalturade Ge G C G, =Gp1 %, , An_1, 0onde A, _1 = C,,_1 X B é abeliano livre
finitamente gerado. Logo G é isomorfo ao grupo fundamental 71 (®, A) de um grafo finito
de grupos ® com grafo conexo finito A cujos grupos de arestas {G.}ecp(a) 580 grupos
ciclicos infinitos ou triviais e cujos grupos de vértices {G, },ev () s30 grupos limites nao

abelianos de altura ao méaximo n — 1 ou abelianos livres de posto finito.

Como a topologia profinita sobre G é eficiente (Cf. Teorema|3.2.12)), entao G ¢ isomorfo ao
grupo fundamental de um grafo finito de grupos cujos grupos de arestas sao {@e}ee E(A)s
onde G, = 7 ou {1} e os grupos de vértices sdo {@U}UGV(A), ou seja, grupos profinito

limites.

Para j > 3, definimos a seguintes sucessoes de funcoes,

p1(i,v) = dimg, H;(U; N G, F,)/[Gy : U N G (5.27)

pa(iye) = dimg, H;—1(U; N G,,F,)/[G. : U;NG,] (5.28)

Para v € V(A), se G, nao é abeliano, entdo aplicamos inducdo sobre o grupo G,, logo

temos que p;(i,v) converge para 0 quando ¢ vai para o infinito. Se G, é abeliano, entéo
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3)

@v é profinito abeliano livre (isomorfo a Z", onde n é um numero natural finito), assim
U;NG, ~ G, para cada i > 1. Assim,

dimg, Hj(U; N Gy, Fp) = dimg, Hj (U1 N Gy, Fp),

para cada i > 1. Se {[G, : U; N Gy|}; vai para o infinito, entdo
lim dimg, H;(U; N G, F,)/[Gy : G, N U] = lim pi(4,v) = 0.

i—00 i—00

Caso contrario, se [@v :U; N (A?v] nao vai para o infinito entdo existe ig € N tal que

Uio N év = Ui0+1 n év = Ujp+2 n @v = .... Desta forma ﬂ (UvZ n év) = Ui1 n év para
iel
i1 € N. Assim cd, (U;, NG,) = cdy ( ﬂ U, n CA;U) < cdy( ﬂ U;) < 2, logo cdp(Utﬂ(A?v) <2
iel iel
parat > ij.

Entédo, H;(U: N @v,FP) =0, para t > i1, j > 3, portanto

lim dimg, H;(U; N Gy, F,) /Gy : G, N U] = lim py(i,v) = 0.
71— 00 11— 00

Observe que, se G, # 1 para e € E(A), entdo G, é isomorfo ao grupo profinito 7. Logo,
parai € I, U; NG, é trivial ou grupo livre profinito isomorfo a 7. Assim cdp(U; ﬂ@e) <1,
para cada i € I. Logo H;_1(U; ﬂ@e,lﬁ‘p) = 0, para j > 3. Portanto p2 (i, e) converge para

0 quando ¢ vai pra infinito.

Portanto usando Lema [5.1.6] temos o resultado para j > 3.

Lembramos que a p-caracteristica de Euler de G ¢ definida como

(G = > (-1)'dimg, Hi(G.F,)

0<i<cd,(G)

Logo

Xo(G) = xp(U)/[G : Ui] = Z (—1) dimg, H;(U3,F,)/[G : U;)
Define L(U) = dimg, H,(U,F,) — dimg, H;(U, F,), entdo temos
Xp(G) = dimg, H;(U3,F,)) /(G : Ui — L(U)/[G : Ui] + /(G : Ui,

Jj=3

Logo

xp(G) = lim dimg, H; (U3, F,) /G : Ui] = lim L(U:)/[G : U}) + lim 1/[G : U]

2 i—00 1—00
Jj=3

Assim, pelo item (1) do Teorema e que {[G : Ui]}i>1 converge para o infinito, temos que

~

Xp(G) = —lim L(U;) /(G + U]

Se ﬂ U; = 1, entdo [G : U;] converge para o infinito.
i>1
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Por argumento similar ao item (i) do Teorema, n6s provamos que
li_gndime HQ(U“FP)/[G : Ul] = O,
De fato, fazemos indugdo sobre o grupo G, no caso que G, nio é abeliano, onde v € V(A).
Assim noés temos
lim dimg, Ha(U; N Gy, Fp))/[Gy - U N Gy) =0,

No caso que G, ser abeliano procedemos do mesmo jeito que item (1).

Além disso, como U; N @e é trivial ou isomorfo a Z, temos que dimg, H1(U; N @e, F,) <C

é constante para todo ¢ € I. Portanto
lim dimz, Hy(U; 0 Ge, Fy)/[Ge : U; N Ge] <1im C/[Ge : G N U] =0,
Portanto pelo Lema [5.1.6] temos que
lim dime, Hy(U3,F,)/[G : Uj] =0,
Por outro lado, pelo item(2) do Teorema
lim dimg, Hy(U;,F,))/[G : U] = lim dimg, L(U3)/[G : Us] + lim dimg, Hy (U, F,)) /(G = U;]
i i

(3

= _Xp(é) +0= _Xp(é)~

O seguinte Teorema ¢ o anédlogo profinito do Teorema 2.7 em [38].

Teorema 5.1.8. Seja G um grupo profinito finitamente gerado livre de torsao e N um subgrupo

finitamente gerado de G tal que [G : N] = co. Se RG(G) > 0 (posto gradiente positivo), entio

a a¢do da esquerda por multiplicacao de G no espago de cosets G/N é fiel.

Note que a conclusdo é equivalente a dizer que o core de N em G é trivial.

Demonstracdo. Seja K o nucleo da acao. Queremos provar que K = 1. Pela contradi¢gao supor

que K é nao trivial. Temos que K <. G e K < N. Seja € > 0 arbitrario. Pela definicao de indice

do grupo profinito e que |K| = [G : N] = oo, existe V' <, G tal que

N)+1
|G NV|,|KV :V|> dN) +1 (5.29)
Agora temos,
1%
d(V) <d(NnV)+ d(m) ---usando Lema2.1.10] (5.30)
< d(N)IN:NNV|+d(KV) ... ysando Corolario BII (5.31)
d(N)|G : V|
= |G:NV| +d(G)|G: KV|+1...ysando corolario EIIT] (5.32)
d(N)|G: V| d(G)|G:V]|
= 1 .
G:.NV] VKV T (5.33)
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Logo temos,

d|((‘;/ ) 1;|1 = |Gd:(]JVv)V| * |VC.lf({Cf)V| (5.34)
B min{lg(fvlé;ﬁ(gf)( VY (5.35)
GW ---usando a equagao [5.29 (5.36)
Seja a constante C' = W, temos que
RG(G) <eC
Fazendo ¢ — 0, temos RG(G) = 0, o qual é uma contradicao.
m

Corolario 5.1.9. Seja G um grupo profinito livre de torsao e N um subgrupo finitamente
gerado de G. Se Ng(N) é finitamente gerado e RG(Ng(N)) > 0, entio [Ng(N) : N| < co.

Demonstracdo. Supor que [Ng(N) : N] = oo, entdo aplicando o Teorema [5.1.8 & acdo de
Ng(N) sob Ng(N)/N, temos que a acdo é fiel, ou seja, ﬂ gNg~' = 1. Por outro lado,
gENG(N)
temos que N = ﬂ gNg~1, logo N =1, o qual é uma contradico. [
gENG(N)

Corolario 5.1.10. Seja G um grupo profinito finitamente gerado livre de torsiao e N um
subgrupo normal finitamente gerado de G. Se RG(G) > 0 (posto gradiente positivo), entdo
|G : N| < 0.

Demonstra¢do. Se N é normal, entdo Ng(N) = G, logo usando o corolario temos que
[G: N] < . m
No seguinte Teorema usaremos homologia de um grupo, para caracterizar o indice de um

subgrupo normal.

Proposigao 5.1.11. Seja G um grupo profinito livre de torsao e N um subgrupo normal de

G. Dado p um ndmero primo e supor que existe {V;};>1 uma sequéncia de subgrupos normais

abertos de G tal que Viy1 < V; para todoi > 1 e ﬂ Vi = 1 satisfazendo as seguintes condigdes
i>1

i) Eziste k1 > 0, tal que dimg, Hy(V;N,F,) < ki[G : NV}], para todo i > 1.

it) Eziste ky > 0, tal que dimp, Hi (N NV;,Fy) < k[N : N NVi], para todo i > 1.

S 1 dimFP Hl(‘/i,Fp)
“ilinT GV

existe e € positivo, entdo |G : N| < oo.
Demonstracdo. Supor pela contradigdo que [G : N] = oo. Seja € > 0 arbitrario. Pela definigdo
de indice do grupo profinito e que |[N| =[G : N] = oo, existe V;, <, G tal que

ko +1
€

G- NV, |, [NV, : Viy| > (5.37)
Seja i > i tal que Hy(V;,F,) # 0. Pelo corolario [2.3.13| temos a seguinte sequéncia exata

Hi(N NV, Fpvi jviny — H1(Vi, Fp) =2 Hi(V;/V; N N,F,) — 0 (5.38)
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Seja A= Hl(N N V;aIFp)Vi/ViﬂNa B := Hl(‘/iy]Fp); C = Hl(‘/z/v; n N, IFP)
Temos que B/ker(as) ~ C. Temos que ker(as) = a1(A) ~ A/ ker(as). Logo

d(ker(az)) < d(A) < d(HL(N N Vi, F,)) < [N : NN Viks < oo.
Entdo, usando Lema [2.1.10] temos
d(B) < d(C) + d(ker(az)) < d(C) + [N : NN Vi]ks

Logo,

Vi
W,FP))
< ko|N : NN Vi| 4+ d(H,(NV;,Fp))

k‘glGV;‘
< 2= Yy
= |G NV
k|G Vi k|G VG
TGNV, " [ViN:Vj]

d(B) < [N : N N ViJks + d(H(

+ k|G NV

Logo temos,

d(B) < ka N ky
GV S G N K T
< k14 ko
~ min{|G: NV,|,|[VK : V;|}

k1 + ko ~
<€ ly + 1~ usando a equagao [5.29

(k1 + k2)

Sej tante L; = ————=
eja a constante L Ty 1 1

, temos que

) < (Vi F)

L
- G : V] < &h

Portanto para i > iy temos

d(Hy(V;, Fyp))
0 S W < G.Ll

Fazendo i — oo e € — 0, temos lim M

= 0 o que é uma contradicao.

(5.39)

(5.40)
(5.41)

(5.42)

(5.43)

(5.44)

(5.45)

(5.46)

Teorema 5.1.12. Seja G o completamento profinito de um grupo limite ndo abeliano G de

altura n > 0, e considere N um subgrupo fechado normal finitamente gerado em G. Entio

[G: N] < 0.

Demonstra¢do. Seja p um nimero primo. Existe em G uma familia {V;};>1 de abertos normais

em G tal que Vii1 C Ve ﬂ V; = 1. Como G tem a propriedade de ser bom (Cf. Proposicao

i>1

3.2.12), temos que, para todo primo ¢, a g-dimensao cohomolégica cdq(@) de G ¢ igual &
dimensao cohomolégica de G, logo pela proposigao cdq(@) é finita, assim G é livre de

torsao.
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Seja p um numero primo. Usando novamente que G tem a propriedade de ser bom (Cf. Pro-
posicao|3.2.12), temos que H’(@, F,) & H'(G,F,), logo usando o dual Pontryagin ((Hi(é7 Fp))* =
H;(G,F,) e (H(G,F,))* = H;(G,F,), portanto H;(G,F,) = H;(G,F,) para i > 0. Assim

(G = Y (=1)idimg, (Hi(G,F,))
0<i<cd, (G)
— > (=1)" dimg, (H;(G,Fy))
1=0

_ Z(fl)idim]pp (Hi(G,Fp))

1=0
_ Z (—1)idim]1vp (Hi(Ga Fp))
0<i<cd(Q)
- x(G) (547)

A caracteristica de Euler de um grupo limite ndo abeliano é negativa (Cf. Lema3.1.4)), entao
xp(@) = x(G) < 0. Logo, usando o Teorema item (3), temos que

dimg, H1(V;,Fp) .
lim L = —xp(G) > 0. 5.48
i =t o(G) (5.43)
Portanto usando a Proposi¢ao [5.1.11] obtemos o resultado. [

O seguinte corolario nés proporciona uma demonstragio distinta a feita no Teorema [3.2.5

Corolario 5.1.13. Se G um grupo pro-p limite ndo abeliano e considere N um subgrupo

fechado normal finitamente gerado em G. Entdo |G : N] < oc.

Demonstracdo. Pelo Teorema item[1], temos que x(G) < 0. Existe em G uma familia

{Vi}i>1 de abertos normais em G tal que V;11 C V; e ﬂ V; = 1. Logo, usando a Proposi¢io|3.2.9
i>1

dimp. H,(V;,TF
item[3], temos que lim r, H1(Vi, Fp)
i—00 [G . Vz]
de torsao, portanto usando o Teorema[5.1.11] obtemos o resultado. n

= —x(G) > 0. Pelo Teorema [3.2.3|item(ii), G & livre

5.2 Posto p-racional de um Grupo pro-p limite

Exemplo 5.2.1. O grupo pro-p G = F1l¢ F, onde F = F(x,y) é um grupo pro-p livre de
posto dois e C' é um subgrupo prociclico auto centralizado de F gerado por xP[x,y], é um grupo
pro-p limite cuja abelianizagao tem torsao. De fato, o grupo F g F esta imerso em F 1llg A,
onde A ~ 72 com A/C =~ (a), pois Fllc F ~ Fllg aFa™" é um subgrupo de F Ilg A gerado
por F e aFa™'. Assim F1lc F € um grupo pro-p limite. Além disso G*® tem um elemento de

ordem p, pois G* = (z,y, z,w| (227 1) = L, [w,y] = [z, 2] = [z, w] = [y, 2] = [y, w] = [z, w])

Pelo exemplo anterior e o corolério 3.2.4] faz sentido estudar o posto p-racional de um grupo
pro-p limite. Seja p um ntmero primo fixo, Z, o completamento pro-p de Z e Q, o corpo de
fracdes de Z,. Para um grupo pro-p finitamente gerado G, o posto p-racional rkg,(G) de G é

dado da forma:

rkg, (G) := dimg, (Q, ®z, Gy = dimq, H1(G,Q,), ( Cf. Proposi(;zio
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ab

ab
T(G™)’ onde T'(G*")

onde rkg, (G) é interpretado como o posto do grupo pro-p abeliano livre

é o grupo de torsdao de G?P.

Agora procuramos adaptar o Lema para o caso pro-p.

Lema 5.2.2. Sejam Gy e Ga pro-p grupos finitamente gerados, e seja C = (c) um subgrupo

prociclico infinito isomorfo a Z, ou trivial de G e GS.
(a) Se G = Gy 1lc Go é um produto pro-p livre com amalgamacao em C, entdo
rg, (G) = kg, (G1) + kg, (Ga) — p(G), (5.49)
onde p(GQ) € {0,1}. Além disso, se C =1, entdo p(G) = 0.

(b) Se G = HNN4(G1,C,t) = (Gy,t | tet™ = ¢(c)) é uma HNN-extensio pro-p com

subgrupo associado em C C G1, entdo
tk, (G) = tk, (G1) + p(G), (5.50)

onde p(G) € {0,1}. Além disso, existe uma sequéncia exata
B
Qp ®z, C —> Q, ®z, G{* —= Q, ®z, G*®> —= Q, — 0, (5.51)

onde o(q® c) = ¢ ® (cp(c)1GY), q € Q. Além,

(1) p(G) =0 se, e somente se, o é injetivo;

(2) p(G) =1 se, e somente se, a é a aplicag¢io nula.
Demonstracio.

I) Seja G = Gy *¢ Ga. Usando o Teorema item(i) temos a sequéncia exata longa de

Mayer-Vietoris associada a Q, ®z, —
Q @z, C % (Q, @z, G3°) @ (Qp ®z, G3*) D> (@) @2, G™) = Q, = (@, & Q) — Q, — 15.52)

Ja que 1 = dimg, (C ®z, Q,) = dimg, (#ma) + dimg, (kera), entdo temos 2 casos:

1) Se « é uma aplicacdo injetiva, entdo nos temos a sequéncia exata

0— Qp@ZpC — (Qp@ZpG?b)@(Qp@)Zpng) i (Qp@ZPGab) - Qp - (@p@Qp) - Qp —0,
(5.53)

logo temos,
—I‘k@p (Qp ®ZP C) =+ I‘ka (Gl) + rk(@p (Gg) — I‘ka (G) +1—-24+1=0

—1+r1kq, (G1) + kg, (G2) — 1k, (G) +1-2+1=0

erp(G) = I‘ka (Gl) + I‘kQP(Gg) -1
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2) Se « é a aplicacdo nula, entdo noés temos a seguinte sequéncia exata

0 (Qy @z, (G & (Qy 82, G3") D (@ &2, G™) = Q> (Q B Q) = Q, 0,
(5.54)
logo temos,
rkq, (G1) + ko, (G2) — kg, (G) +1—-2+1=0

erp (G) = I‘k@p (Gl) + I‘ka (GQ)

IT) Seja G = HNN(G4,C,t). Usando o Teorema item(ii) temos a sequéncia exata longa

de Mayer-Vietoris associada a Q, ®z, —

Q, @z, C % (Q, ®z, G) & (Q, @2, G*) = Q, —» Q, = Q, = 0, (5.55)

onde a(q @ ¢1) = (¢ @ (e16(c1) 1 G,)), com ¢; € C.

Ja que 1 = dimg, (C), ®z, Qp) = dimg, (Ima) + dimg, (Kera) entdo temos os seguintes
dois casos:

Se « é uma aplicagao injetiva, entao temos uma sequéncia exata

0 Q,®z, C % (Qaz, G L (Q, 0z, G*) 5 Q, > Q, > Q, >0,  (5.56)

Logo,
—1kq, (Qp ®z, C) +1kq, (G1) —1kg,(G)+1—-1+1=0

-1 +I‘ka(G1) - erP(G) +1—-141=0
tig, (G) = 1o, (G1)

Se « é a aplicagao nula, entdao temos uma sequéncia exata

0— (Qp ®z, G3P) EN (Qp ®z, G*) - Q, - Q, - Q, =0,

logo,
kg, (G1) — 1k, (G) +1—-1+1=0

rkg, (G) = rkg, (G1) + 1 (5.57)

Por tltimo, os remarques (1) e (2) seguem do fato que dimg, (im(a)) € {0,1} e que

dimg, (im(a)) = 1 se e s6 se, « ¢ injetiva.

Agora procuramos adaptar o Lema nesta vez para caso pro-p limite.
Lema 5.2.3. Se G ¢ um grupo pro-p limite nao prociclico, entio rkq,(G) > 2.

Demonstracdo. Nos procedemos pela indugdo sobre a altura ht(G) de G. Se n = 0, entdo G &

um grupo pro-p abeliano livre ou pro-p livre, logo é claro que

I‘k@p (G) > 2.
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Entao assumimos que G é um grupo pro-p limite de altura n > 1. Assumimos que o resultado

é valido para grupos pro-p limite de altura n — 1. Logo, pelo Teorema G é isomorfo

ao grupo fundamental 71(T,A) de um grafo de grupos T com grafo conexo finito A, cujos

grupos de arestas sao grupos prociclicos infinitos isomorfos a Z,, e grupos triviais e cujos grupos

de vértices sao grupos pro-p limite ndao abelianos de altura ao maximo n — 1 e grupos pro-p

abelianos livres de posto finito. Fazemos também inducdo sobre o comprimento de A, entdo é

suficiente considerar os seguintes dois casos:

I) G = G1*¢ Gy onde G; é um grupo pro-p limite ndo abeliano de altura no méximo n — 1

ou pro-p abeliano livre de posto finito e C' ¢ um grupo prociclico infinito isomorfo a Z,

ou trivial, ¢ € {1, 2}.

II) G=HNN(G,,C,t), onde G; é um grupo pro-p limite ndo abeliano de altura no maximo

n — 1 ou pro-p abeliano livre de posto finito e C' é prociclico infinito ou trivial.

Caso I

Caso I1

Seja G = G1 x¢ Ga, entdo, pelo Lemaitem (a) temos que
tig, (G) = kg, (G1) + kg, (G) — p(G), (5.58)
Se C =1, entao p(G) = 0, assim
v, (G) = kg, (G1) + kg, (Ga) > 141 =2 (5.59)

Agora supor que C # 1. Nao pode acontecer que G e G sejam prociclicos pois nesse
caso G seria prociclico. Sem perda de generalidade supor que GG; nao é prociclico.
Logo se G1 é abeliano entao rk,(G1) > 2, ou se G; é um grupo limite de altura ao
mais n — 1, entdo pela hipétese de indugdo rkg, (G1) > 2. Além disso rkq, (G2) > 1,
portanto usando equacao temos

rko, (G) = rkg, (G1) + kg, (G2) — p(G) > 2+1—1=2, (5.60)

Seja G = HNN(Gy,C,t). Se C =1, entdo o Lema segue do Caso (I). Entao supor
que C # 1. Entao, pelo Lema item(b) temos que

kg, (G) = rkg, (G1) + p(G), (5.61)

Agora Gy ndo é prociclico, pois caso contrario G seria prociclico. Assim se G é
abeliano entdo rk,(G1) > 2, ou se G; ¢ um grupo limite de altura no maximo n — 1,
entdo pela hipétese de inducao rkg,(G1) > 2. Portanto pela equagao m

rkq, (G) = rko, (G1) + p(G) > 2. (5.62)

Logo temos o seguinte Corolario

Corolario 5.2.4. Seja G um grupo pro-p limite e rkg,(G) = 1, entio G ~ 7Z,.

Na seguinte proposi¢do observamos que se no Teorema item (2) mudamos o corpo F,

para o corpo Q, obtemos um resultado similar.
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Proposigao 5.2.5. Seja G um grupo pro-p limite ndo pro-ciclico. Se cada pro-p subgrupo

abeliano de G € prociclico, entao
dimg, H1(G,Qp) = 1ke, (G) > 2 + dimg, H2(G, Q)

Demonstracdo. Nos procedemos pela indugao sobre a altura de G. Se n = 0, entao G é um
grupo pro-p abeliano livre ou pro-p livre nao abeliano. Logo pela hipétese G é pro-p livre nao
abeliano, assim ¢d(G) = 1 e Hy(G,Q)p) = 0. Logo

I‘ka (G) > 2.

Entao assumimos que G é um grupo pro-p limite de altura n > 1. Assumimos que o resultado
é valido para grupos pro-p limite de altura n — 1. Logo, pelo Teorema [3.2.6] G é isomorfo
ao grupo fundamental 71 (Y, A) de um grafo de grupos Y com grafo conexo finito A, cujos
grupos de arestas sdo grupos prociclicos infinitos isomorfos a Z,, e grupos triviais e cujos grupos
de vértices sao grupos pro-p limite ndo abelianos de altura ao maximo n — 1 e grupos pro-p
abelianos livres de posto finito. Fazemos também induc¢ao sobre o comprimento de A, entdo é

suficiente considerar os seguintes dois casos:

I) G = G1*c Gs (produto livre com amalgamagao pro-p propria) onde G; é um grupo pro-p
limite ndo abeliano de altura no maximo n — 1 ou abeliano pro-p de posto finito e C' é

um grupo prociclico infinito isomorfo a Z,, ou trivial, ¢ € {1,2}.

IT) G = HNN(G1,C,t) (HNN-extensdo pro-p propria), onde G é um grupo pro-p limite de
altura no maximo n — 1 ou pro-p abeliano livre de posto finito e C' é prociclico infinito ou

trivial.
Caso I Seja G = G1 x¢ G2. Se C =1, entao

dime (Hl(G7Qp) — HQ(G,QP)) = dime (Hl(Gth) - HQ(GQ,QP)) (563)
+dime (Hl(GQ, Qp) — HQ(GQ,QP)).

Observamos que, se GG; € um grupo pro-p limite nao abeliano, entao pela indugao temos
dimg, (Hl(Gi,Qp) — HQ(G»L‘,QP)) > 2. Se G; é um grupo pro-p abeliano livre, entao
Gi ~ Zy, assim dimg, (H1(G;,Q,) — H2(G;,Q,)) > 1, para i € {1,2}. Portanto pela
equacdo [5-63] temos

diIIlQp (Hl(G,Qp) — HQ(G, Qp)) = dime (Hl(GlyQp) - HQ(Gl,Qp)) (564)
+dimg, (H1(G2,Q,) — H2(G2,Qy))
>141=2.

Supor que C # 1, entdo H>(C,Q,) = 0. Logo, pela sequéncia Mayer-Vietoris (Cf. Teo-
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rema 2.8.4) item (i))

0 ——— H3(G1,Qp) ® Ha(G2,Q,) —— H2(G,Qy) (5.65)
J{v
Hl(G7 Qp) -~ Hl(Gla Qp) S Hl(G27Qp> -~ H]_(C, Qp)

|

Hy(C,Qp) —— Ho(G1,Qp) ® Ho(G2,Q,) — Ho(G,Q,) ——0,
temos que

dimg, (H:1(G,Qp) — H2(G,Qyp)) = dimg, (H1(G1,Q,) — Ha(G2,Qy)) (5.66)
+dimg, (H1(G2,Qp) — Ha(G2,Qp)) — 1.

Pela hipotese temos que nenhum dos G; sao prociclicos, pois sem perda de generalidade,
supor que Gy é prociclico, logo G ~ G2. Se G2 é abeliano entdo pela hipotese prociclico,
logo G prociclico, uma contradicdo. Se G2 é pro-p livre ndo abeliano temos contradi¢ao

com a altura de G. Assim, aplicamos inducdo sobre G e G, portanto temos que

dimg, (H1(G,Qp) — H2(G,Q,)) = dimg, (H1(G1,Q,) — H2(G1,Q,))  (5.67)
+ dimg, (H1(G2,Qp) — H2(G2,Q,)) — 1
>24+2-1=3 (5.68)

IT) Seja G = HNN(G1,C,t). Se C = 1, entdao Proposicdo segue do caso(I). Supor que C # 1,
entdo H(C,Q,) = 0. Logo, pela sequéncia Mayer-Vietoris (Cf. Teorema[2.8.4) item (ii))

Hy(G1,Qp) —— H2(G,Qp) (5.69)

l”

H(G,Qp) =<— H1(G1,Q,) =—— Hi(C,Qy)

|

HO(C7 Qp) - HO(Gla Qp) —_— HO(G7 Qp) - 07

temos que

dimg, (Hy(G,Q,) — H2(G,Q,)) = dimg, (Hi(G1,Q,) — Ha(G1,Q,)) (5.70)

Pela hipétese temos que, G'1 nao é prociclico, pois caso contrario Gy ~ Z,, logo G ~ Z,,

uma contradi¢do. Assim podemos aplicar indugao sobre G1, logo

dime (Hl(G,Qp) - HQ(G, Qp)) = dime (Hl(Gl,Qp) — HQ(Gth» (571)
> 2.

Observagao 5.2.6. A demonstragio da proposicio[2.3.10vale também se mudamos o corpo Q,

para o corpo Fp,, obtendo assim uma demonstragdo alternativa do item (2) do Teoremam
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5.2.1 Teorema sobre Posto p-racional em grupos pro-p limite

A demonstracdo do seguinte Teorema basicamente é a adaptacdo do Teorema [£.3.3] para
grupos pro-p limites, usando os fatos que sdo verdade tanto para grupos limites discretos e

grupos pro-p limites.

Teorema 5.2.7. Seja G um grupo pro-p limite nao abeliano, e seja U um subgrupo normal

aberto de G de indice primo p. Entio rkq,(U) > kg, (G).

Demonstracdo.
Procedemos a demonstragio pela inducdo sobre n = ht(G). Se n = 0, entdo G é um grupo

pro-p livre finitamente gerado satisfazendo d(G) > 2, e o Teorema de Nielsen-Schreier (Cf.

Proposicao produz
tkg,(U) =d(U) =p- (d(G) — 1) + 1> d(G) = rke, (G), (5.72)

logo o Teorema esta provado.

Assumimos que G é um grupo pro-p limite de altura ht(G) = n > 1, e que o Teorema vale
para todo grupo pro-p limite de altura no maximo n — 1. Pelo Teorema G é isomorfico
ao grupo fundamental 71 (Y, A, T) de um grafo de grupos Y com grafo conexo finito adjunto A
cujos grupos de arestas sao grupos prociclicos infinitos isomorfos a Z,, ou triviais, e cujos grupos
de vértices sdo grupos pro-p limites de altura no maximo n — 1. Aplicando indugao sobre o
comprimento do grafo A, s(A) = [V(A)|+]|E(A)], entdo é suficiente considerar os seguintes dois

Casos:

(I) G = Gy *¢ G2 e G; & um grupo pro-p limite de altura no méximo n — 1, e C' é um grupo

prociclico isomorfo a Z, ou trivial, ¢ € {1, 2};

(I) G = HNN,(G1,C,t) onde G; é um a grupo pro-p limite de altura no méximon —1, e C

¢ um grupo prociclico isomorfo a Z,, ou trivial.

Caso I: Seja G = G; x¢ G2. Se C é nao trivial, entao G; ou G é abeliano. Caso contrario

temos que x(G) = x(G1) + x(G2) — x(C) = 0, logo pelo Teorema |3.2.7, G é um grupo pro-p
limite abeliano o qual é uma contradi¢ao. Pelo Hipoteses, temos que

|G :UG;| € {1,p} and |G :UC| e {1,p}, (5.73)
e podemos distinguir os seguintes casos:
(I1) |G:UC| =1,
(12) |G:UC| =p,

Caso I.1: A hipétese implica que G = U G = U G, Assim, temos que U ~ (U N G1) *wnc)
(UNG3). A hipotese implica também que |C : CNU| = p, i.e., C # 1. Logo sem perda de
generalidade podemos assumir que G ndo é abeliano, e pela hipétese de indugdo, rkqg, (UNG1) >
1+1kq,(G1). Se G é também ndo abeliano, entdo, pela inducao, kg, (UNG2) > rkg, (G2)+1.

logo, aplicando Lema [5.2.2(a), concluimos que

erp(U) > erp (UNGyL) + I'k@p UNnGs)—1> rk@p (G1) + I‘k@p(Gg) > erp(G). (5.74)
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Por outro lado, se G2 é abeliano, C' é um fator direto em Gy, i.e., G2 ~ Z, x B, onde B é um
grupo pro-p abeliano livre de posto d(G2) — 1. Logo temos, kg, (G) = rkq, (G1) +1kg, (G2) — 1.
Além disso, rkg, (U N G2) = ke, (G2) e pelo Lema a) produz

rkg, (U) > rkg, (U N Gy) + tke, (U N Ga) — 1 > tkg, (Gy) + rko, (Ga) > tke, (G).  (5.75)

Caso I.2: Neste caso temos que |G : UG;| € {1,p}. Logo, pela (5.73), é suficiente considerar

os seguintes 3 casos,
(@) |G:UGL| = |G :UGs| = p;
(b) |G:UG1|=peG=UGqy;
(¢c) G=UG, =UGs,.

Caso (a): Pela hipotese, UG; = UGy = U, logo U = G, isto é impossivel.
Caso (b): Seja Uy = U N G4. Pela hipotese, |G : Us| = p e Gy C U. Escolhendo um conjunto
de representantes R C G para Go/Us, usando o Teorema [2.8.2| e a proposic¢do obtemos a

sequéncia Mayer-Vietoris

s ]_[ Qy ®z, C" —>~ H (Qp ®z, (G)™) ® (Qp ®z, Us®) — Q, ®z, U ——0.

reR reR
(5.76)
Isto produz
kg, (U) = p -1k, (G1) +1kq, (Uz2) — 4, (5.77)
onde § = dim(im(«)) < p. Logo distinguimos dois casos.
(1) Se C =1, entdao 6 = 0. Logo, por (5.76]),
kg, (U) = p -1k, (G1) +rko, (Uz). (5.78)

Como 1kq, (Us2) > rkg,(G2) (a igualdade é dada no caso que Go é abeliano), concluimos que
kg, (U) = p-rkq,(G1) +1ko, (Uz2) > rko, (G1) +1ko, (G2) > rke, (G).
(2) Se C # 1, entdo C = Z,, logo pela equacao (5.77),

I‘ka(U) >p- (I‘k@p(Gl) — 1) + I‘k@p(UQ) > 2. (erP(Gl) — 1) + I‘ka(UQ). (579)

Como d(G1) = 1 implica que G1 = Z, ¢ G = Zp*z, G2 ~ G2, o qual foi excluido por (I), assim
podemos assumir que d(G1) > 2. Logo usando o Lema [5.2.3} temos que rkg, (G1) > 2. Assim,
usando a equagio temos que

I‘k@p(U) > I‘k@p (Gl) + erp(UQ). (580)

Se G2 ndo ¢é abeliano, entdo pela hipétese de indugao, kg, (Uz) > 1+1kg, (G2). Logo rkg, (U) >
1 + 1ko, (G1) + 1kq, (G2) > rko,(G). Se Gy é abeliano, entdo Gy = (Z, x B) para algum
grupo pro-p abeliano livre B de posto d(Gz) —1 e G = Gy *z, (Z, x B). Em particular,
kg, (G) = 1kq,(G1) + d(B). Como rkg,(Uz2) = 1k, (G2) = d(B) + 1, entdo usando ([5.80)

temos

rkq, (U) >1kg, (G1) + ko, (U2)
ZI‘ka (Gl) + I‘k@p (B) +1> I‘k@p (G)
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Caso (c): Seja Uy = U NGy, Us = U N Gs. Pela hipotese, |Gy : Ur| = p e |Ga : Us| = p, logo

pelo mesmo argumento usando no caso (b) obtemos a sequéncia Mayer-Vietoris,

1@ ®C") 2+ (@, 87 U) & (Q, @z, U") —> Q, @, U™ (5.81)
reR

p—1

0 H(Qp ®z, Lp)

i=1

onde R C G é um conjunto de representantes de G/U. Novamente distinguimos dois casos.

(1) C = 1. Entao § é a O-aplicagdo, e como rko, (U;) > rkq, (G;) para i € {1,2}, temos que
I‘k@p(U) = I"ka(Ul) + I‘k@p(Ug) + (p — 1) > I‘k@p (Gl) + I‘ka (Gg) +1> I‘k@p (G) (582)

(2) C # 1. Entéo, por (5.81),
tkg, (U) > 1k, (U N Gy) + ko, (U N Ga) — 1. (5.83)

Se (i1 e G2 nao sao abelianos, entao pela hipotese de indugao, rkg, (U NG1) > 14 1ke, (G1) e
kg, (U N G2) > ke, (G2). Logo

I‘k@p (U) > I'ka (Gl) + 14+ I‘k(@]J (Gg) —1= I‘ka(Gl) + I‘k@p (Gg) > I‘k@p (G) (584)

Neste caso um dos grupos G1, G2 é nao abeliano, caso contrario a caracteristica de Euler de G
X(G) = x(G1) + x(G2) — x(C) é igual a 0 e G seria um grupo abeliano (Cf. Teorema [3.2.7), o
qual é uma contradigao.

Sem perda de generalidade podemos assumir que G; é nao abeliano e que G5 é abeliano.
Entdo Go ~ Z, x B, onde B é um grupo pro-p abeliano livre de posto d(Gz) — 1, e G =~
G1*z,(Zyx B). Logo tkg, (G) = rko, (G1)+1kg, (G2) —1. Além disso, rkg, (UNG2) = rke, (G2)
e por hipétese de indugdo, rkg, (U N G1) > 1 +1kg,(G1). Assim, pela equacdo (5.83) temos

que,
I'k@p ) > l"k@p (Gh)+1+ I'k@p (Ga)—1= erp(G1) + I'k@p (Ga) > I'ka (G). (5.85)

Caso II: Seja G = HNN(G1,C,t) = (Gy,t | tet™! = ¢(c)) com C = (c). Pelo Lema
item (b), temos que
I‘k@p (Gl) < I‘k@p (G) < erp(Gl) + 1. (586)

Se C =1, entdo G = G1x < t > é isomorfico a um produto pro-p livre. Logo o Teorema
segue do Caso (I). Assim, assumiremos que C' # 1. Note que G; ndo pode ser abeliano. Caso
contrario, temos x(G) = x(G1) — x(C) = 0, e G seria um grupo abeliano (Cf. Teorema. [3.2.7),
uma contradicao.

Como no Caso (I), temos que
|G : UGq| € {1,p}, and |G :UC| € {1,p}. (5.87)
Logo podemos distinguir os seguintes 2 casos:

(IL1) G = UC;
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(IL2) |G : UC| = p.

Caso II.1: Pela hipétese, G = UG1. Assim U ~ HNN(UNG1,CP,t) = (UNGy,t | t(cP)t7! =
@(c)?), e como na equagdo ([5.86)), concluimos que

rko, (UNGy) < tkg, (U) < rkg, (UNGy) + 1. (5.88)

Ja que G ndo é abeliano e |G, : UNG1| = p, a hipétese de indugao implica que rkq, (G1NU) >
kg, (G1) + 1. Logo

rkq, (U) > ko, (G1 NU) > 1ke, (G1) + 1 > rko, (G). (5.89)

Supor que rkq, (U) = rko, (G). Entdo rkq, (U) = rkg,(G1 NU) = rkg, (G1) + 1 = rke, (G).
Pelo Lema b), temos a sequéncia exata

5 Qp g, C 2 (Q, 8z, G) D (Qy @z, G™) » Q, — Qp — Q@ — 0,
onde a(g®c1) =(g® (clgb(cl)’lCT'l)), comc € Ce
o Q82 CP L (Q, @z, (UNGH™) L (Q @z, U™) - @, = Q, — Q, — 0,

onde a1 (q@ ) = (¢® (fp(h)"H(UNG1)")), com ¢; € C. Em particular, pelo Lema b),
p(U) =0e p(G) =1, i.e., a é a 0-aplicagdo, e a; é injetiva.
Similar ao caso (II.1) do Teorema [4.3.3] a ultima sequéncia produz um diagrama comutativo

= Qp®z, C ——— (Qy @z, G}

trll ter

L — Qp ®Zp (014 ;;1((@17 ®Zp (U N Gl)ab) _— ..

(5.90)

onde a aplicacdo try e a aplica¢do trp sdo dadas pelos homomorfismos transfer definido em 2.1.3]
Além, como a aplica¢do tr; no diagrama [5.90] ¢ um isomorfismo, entdo « ¢ injetiva o qual

produz uma contradi¢do. Assim rkg(U) > rko(G).

Caso I1.2: Novamente nés podemos distinguir dois casos:

Caso (a): Neste caso [G1: UNG1|=pe C CU. Logo, U é o grupo fundamental de um grafo

de grupos da forma de um buqué de p lagcos. Usando o Teorema @ sobre U e Q, com o

item(i),(ii) do Teorema obtemos a sequéncia longa exata Mayer-Vietoris

p—1
Q, ®z, P Cr —Q, @z, (UNG1)™ —Q, @z, U —=Q, —=0,  (5.91)
=0

p—1

onde a1 (g ® (¢f'):) = 4 ® Pgicid(ci) " g (U NG)), com ¢ € Ce {go,....gp-1} C G &
i=0

um conjunto de representantes para G1/U N Gj.

Além disso, pela Lema b), nés temos a sequéncia exata,

Qp ®Zp c — Qp ®Zp GTb —— Qp ®Zp Gab I Qp I 0, (592)

onde a(qg®c1) = (¢ ® (c19(c1)71GY)), com ¢; € C.
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Similar ao caso II.2 item(a) do Teorema [4.3.3] as equagoes e produzem o seguinte
diagrama comutativo

> Qp®y, C————>Q,®y, G ——— ... (5.93)

try \L tro

p—1
..4>Qp®zp @Cgl 4&; (Qp ®Zp (UﬂGl)ab) —_— ...,
=0
onde try é dada pelo homomorfismo transfer definido em e é similar ao caso I1.2 item(a)
do Teorema [4.3.3] e para c € C, ¢ € Q,, temos que tr1(g ® ¢) = ¢ ® (7).
Assim, pela equacao temos que

rko (U) 4 dimg(im(ay)) = rko(U N G1) + p, (5.94)
e pela inducdo temos rkq, (U N G1) > rkg,(G1) + 1. Logo
kg, (U) > rko, (U N G1) > 1k, (G1) + 1 > 1ke, (G). (5.95)

Supor que rkg, (U) = rkg, (G), entdo temos igualdade na equagao (5.95). Em particular,
implica que dimg, (im(a1)) = p, i.e., a; & injetiva. Logo, como tr; é injetivo, a; o try € injetivo,
assim « é injetiva. Do Lema b) concluimos que p(G) = 1 e @ = 0, uma contradigao.
Assim rkg, (U) > rko, (G).
Caso (b): Neste caso temos que G; C U e C C U. Assim, U é o grupo fundamental de um
grafo de grupos da forma de uma circuito com p vértices.

Usando o Teorema 2.8.2]sobre U e @), com o item(i),(ii) do Teorema [2.8.4 obtemos a sequén-

cia longa exata Mayer-Vietoris

p—1 p—1
L — Qp ®z, @ C9i e Qp ®z, @(G.Llh‘)ab . Qp ®z, Uab o Qp —0,
=0 =0

(5.96)
onde (g @ (c¢]');) = (¢ ® (giclqb(cl)*lgi_l(Gifi)')i) comc; € C,e {go,...,g9p—1} € G um
conjunto de representantes para G/U.

Além disso, pelo Lema[£.2.2(b), temos a sequéncia exata

Qp ®z, C —*> Q, ®z, G3* — Q, ®z, G*> —= Q, — 0, (5.97)

onde a(g®c1) =(g® (clgb(cl)’lCT'l)), com ¢y € C.
Similar ao caso I1.2 item(a) do Teorema as equagoes e produzem o seguinte

diagrama comutativo

Qp, ®z, C = Qp ®z, G3* (5.98)

try \L tro i

p—1 p—1
Qp ®z, @ i e Qp ®z, @(G!l]i)ab

i=0 =0
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onde tr; e trp sdo as aplicagoes diagonais definidas similarmente ao caso I1.2 item(b) do Teorema

Logo, pela equagao temos que
kg, (U) = 1+p- (tkg,(G1) — 1) + dimg, (ker(ay)). (5.99)
Pela Lematemos que rkog, (G1) > 1, assim (p — 1) - (rkg,(G1) — 1) > 1, logo
rkg, (U) > rkg, (G1) + 1 > 1k, (G). (5.100)
Supor que rkg, (U) = kg, (G). Entdo temos igualdade na equagao (5.100)), assim
1+ p- (tkg, (G1) — 1) + dimg, (ker(a1)) = ko, (G) + 1.

logo
0=(p—1)-(tkg,(G1) — 1) — 1 +dimg, (ker(a1)),

portanto dimg, (ker(a1)) = 0, p = 2 e rkg,(G1) = 2. Em particular, o; & injetiva, e pelo
Lema[4.2.2(b), p(G) =1, i.e., « = 0. Logo, como tr; é injetivo, entdo « é injetivo, o qual é uma

contradi¢do. Portanto rko,(U) > rkq, (G). "
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