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Resumo

Problemas de Riemann modelam escoamentos de fluidos trifásicos em meios porosos.

Estudamos as noções básicas de alguns tipos de problemasde Riemann e de suas soluções,

utilizando o critério de entropia de viscosidade.

Obtemos uma forma normal para o sistema2 × 2 de leis de conservação [14] e

examinamos o papel dos choques transicionais nas soluções de Riemann, verificando em que

circunstâncias estes choques possuem perfil reto [9].

Por fim, verificamos que o conjunto de soluções está associado a uma variedade que se

assemelha a um helicóide, para um exemplo de problema em quea matriz de viscosidade é a

identidade [1]. Em seguida, modificamos uma das entradas nulas da matriz de viscosidade iden-

tidade e comprovamos que o helicóide de soluções ainda existe. A maior parte desta dissertação

está baseada em [1], [9] and [14].

Palavras-chaves:problema de Riemann, critério de entropia, choques transicionais, helicóide.
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Abstract

Riemann Problems model three phase flow in porous media. We study the basic notions

of some type of Riemann problems and their solutions, using the viscous profile criterium.

We obtain a normal form to the2 × 2 system of conservation laws [14] and we examine

the role of the transicional shocks in Riemann solutions checking in which circunstances these

shocks posses straight line profiles [9].

Finally, we verify that the set of solutions is associated toa manifold that looks like an

helicoid, for an example in which the viscosity matrix is theidentity [1]. Next, we modify one

of the zero entries of the identity viscosity matrix and we confirm that the helicoid of solutions

still exists. The main part of this dissertation is based on [1], [9] and [14].

Key words: Riemann problem, profile criterium, transicional shocks, helicoid.
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SUMÁRIO

Introduç ão 1
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Introduç ão

Neste trabalho, consideraremosproblemas de Riemann, que é um caso particular de um

problema de Cauchy, para o sistema2 × 2 de leis de conservação

Ut + F (U)x = 0 ,

ondeU = U(x, t) ∈ R
2, F : R

2 −→ R
2, −∞ < x < ∞ e t > 0; e sujeito à condição inicial

U(x, 0) =







UL, parax < 0

UR, parax > 0
,

onde,UL, UR ∈ R
2, são constantes.

No decorrer do trabalho, faremos um estudo de sistemas com comportamento hiperbólico

e, também, consideraremos um exemplo de problema de Riemann para um sistema de leis de

conservação com comportamento misto, sendo elı́ptico para certos estados e hiperbólico para

outros. Tais sistemas têm origem no escoamento de fluidos trifásicos em meios porosos, como

ocorre na recuperação de petróleo.

Começaremos o trabalho descrevendo a origem das equações conhecidas como leis de

conservação e um pouco das ferramentas matemáticas usadas para estudá-las. Em seguida,

apresentaremos a teoria da solução para um problema de Riemann. Essa solução se compõe de
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Introdução

soluções contı́nuas ou clássicas (rarefações) e descontı́nuas (choques). Os choques satisfazem

a equação

F (UR) − F (UL) − s(UR − UL) = 0 ,

ondes é a velocidade de propagação da descontinuidade, conhecida comorelação de Rankine-

Hugoniot. Com UL fixo, esta relação tem como solução a equação de uma curva emR
3,

chamadacurva de Hugoniot.

Por surgir multiplicidade de soluções quando utiliza-sechoques para compor as soluções

é que consideramos restrições adicionais chamadascritérios de entropia, que objetiva selecionar

de modo único as soluções fisicamente relevantes. O primeiro critério introduzido por Lax, em

[11], para leis de conservação estritamente hiperbólicas e genuinamente não-lineares, conhecido

por critério de Lax, torna-se insuficiente para modelos em que falha a hiperbolicidade estrita.

Surge então, ocritério de viscosidade, introduzido por Gel’Fand em [6] e Courant e Friedrichs

em [5], que considera admissı́veis, os choques que são limites de ondas viajantes de um sistema

associado parabólico de equações diferenciais parciais.

Em [14], Schaeffer e Shearer mostraram como transformar um sistema de duas leis de

conservação com função fluxoF quadrática em um sistema com função fluxo com apenas dois

parâmetros livres. Para isto, eles demostraram, entre outras coisas, um teorema que afirma que

existe um polinômio cúbico da formaC(x, y) = 1
3
ax3 + bx2y + xy2, tal queC(x, y) é um

potencial da função de fluxo. Com isso, verificou-se, fazendo uma análise em torno do ponto

umbı́lico isolado (isto é, um ponto onde os autovalores da matriz jacobiana deF são iguais, com

DF (U) = λI), que podemos obter uma forma normal para o sistema de leis deconservação.

Esta forma é útil para a investigação do comportamento local da solução de um problema de

Riemann. No Capı́tulo 3 desta dissertação, daremos uma idéia do trabalho desenvolvido por

Schaeffer e Shearer em [14]. Com este modelo, estudaremos o papel das ondas transicionais na

resolução de problemas de Riemann, no Capı́tulo 4.

Soluções de problemas de Riemann contêm choques que podem ser associados a sis-

temas dinâmicos. Com o estudo do sistema dinâmico associado, sob o critério de perfis vis-
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Introdução

cosos, veremos, ainda no Capı́tulo 4, que as órbitas do sistema dinâmico ligando os estadosUL

eUR são segmentos de reta. Parametrizaremos a Hugoniot deU0 por coordenadas polares

centrada emU0 por um ânguloϕ. Escreveremos as equações da HugoniotHu0,v0
(u, v) e da

velocidade de propagação da descontinuidades nessas coordenadas e a partir daı́ faremos uma

análise de quando uma reta entre dois estadosUL eUR é uma órbita para o sistema autônomo

−s[U − U−] + F (U) − F (U−) = D(U)U̇ ,

ondeD(U) é amatriz de viscosidade.

Independente da classificação do ânguloϕ, sob certas hipóteses, qualquer estadoU0 é

ligado a algumU 6= U0 por um perfil reto. Surge então aregião transicionalpara o ânguloϕ,

que é o conjunto de estadosU0 para os quais temos choques transicionais.

No último capı́tulo deste trabalho, descreveremos um comportamento topológico para

soluções de Riemann para o sistema parabólico de um modelo particular de um sistema de

leis de conservação. Azevedo, em [1], mostrou que o conjunto de soluções para um modelo

particular cuja matriz de viscosidade é a identidade, podeser ilustrado por uma variedade que

se assemelha a um helicóide. Para isso, foi necessário agrupar soluções emclassesque mudam

de acordo com o número de choques transicionais contidas emcada uma.

Por fim, ainda no Capı́tulo 5, faremos uma pequena perturbação na matriz de viscosidade

e, com auxı́lio dos programasMaplee Riemann Solver[8] e a teoria apresentada nos capı́tulos

anteriores, mostraremos que ainda existe uma variedade de soluções que se assemelha a um

helicóide para esse novo modelo.
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CAPÍTULO 1

Modelagem e aplicaç̃oes

As equações básicas que descrevem fluidos mecânicos são derivadas das leis de

conservação da massa, momento e energia. Supondo os fluidos perfeitos, obteremos as formas

integral e diferencial da Lei de conservação da massa. Essas equações juntamente com a forma

diferencial e integral das leis de conservação do momentoe conservação de energia, ajudam

a descrever o movimento de fluidos em uma região bi ou tridimensional, [4]. Neste capı́tulo,

discutiremos apenas a conservação de massa usando a formulação Euleriana para especificar o

movimento de um fluido em uma dada região do espaço.

1.1 Conservaç̃ao da massa

DadosD ⊂ R
3 uma região delimitada por uma superfı́cie fechadaS; L, M , N funções

contı́nuas com derivadas primeiras contı́nuas emD e ~F um campo vetorial~F = L~i+M~j+N~k.

4
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Do Teorema da Divergência temos

∫∫∫

D

(

div ~F
)

dV =

∫∫

S

~F · ~n dS,

onde~n é o vetor normal unitário exterior à superfı́cieS = ∂D.

A integral de superfı́cie
∫∫

S

~F · ~n dS, representa o fluxo do campo vetorial~F através da

superfı́cieS na direção~n e o vetor~F é visto como a “medida do fluir”.

Imaginando uma partı́cula de poeira suspensa no fluido, ela descreve uma trajetória bem-

definida. Denotando por̄v (x̄, t) a velocidade da partı́cula em um pontox̄ = (x, y, z) deD no

tempot, então, para cada tempo fixo,v̄ é um campo vetorial emD. E, para cada tempo,

ρ (x̄, t), que é a densidade de massa do fluido, está bem-definida. Pelo teorema da divergência

e, tomando~F = ρ~v, tem-se

∫∫∫

D

div
(

ρ~̄v
)

dV =

∫∫

S

ρ~̄v · ~n dS ,

onde a integral do lado direito representa o fluxo do fluido.

A quantidade total de massa presente em uma regiãoD, que não depende det, é dada

por
∫∫∫

D

ρ dV e a variação de massa emD, por unidade de tempo, é dada pela derivada dessa

integral em relação ao tempo, ou seja,

−d

dt

∫∫∫

D

ρ dV = −

∫∫∫

D

∂ρ

∂t
dV.

Admitindo-se que não existem sumidouros de massa e nem tampouco criação de massa,

podemos escrever

−

∫∫∫

D

∂ρ

∂t
dV =

∫∫

S

ρ~̄v · ~n dS =

∫∫∫

D

div
(

ρ~̄v
)

dV

ou,
∫∫∫

D

[

div
(

ρ~̄v
)

+
∂ρ

∂t

]

dV = 0 , (1.1)
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que é a forma integral da Lei de Conservação da massa. Comoa equação (1.1) vale para

qualquer regiãoD, temos

∂

∂t
ρ + div

(

ρ~̄v
)

= 0,

que é a forma diferencial da Lei de Conservação da massa.

Uma forma mais geral de leis de conservação é

ut + div f = 0, (1.2)

ondeu representa a densidade de uma entidade fı́sica e o vetorf descreve seu fluxo em uma

certa região.

Neste trabalho vamos estudar sistemas de leis de conservação da forma

uj
t + div f j = 0 , j = 1, ..., n ,

onde cadaf j é uma função de todosu1, ...,un, que descreve o escoamento de fluidos trifásicos

em meios porosos. Estudaremos problemas de Cauchy com dadosiniciais constantes, exceto

em pontos de descontinuidade, para sistemas de leis de conservação. Tais problemas de valor

inicial são conhecidos comoproblemas de Riemann.

1.2 Modelo de fluido trifásico

Consideraremos o fluxo unidimensional horizontal de um fluido trifásico imiscı́vel, onde

as fases do fluido são água (w), óleo (o) e gás (g), em um meio poroso. Desconsideraremos

efeitos gravitacional, térmico e de compressibilidade. Assumiremos ainda que todo o espaço é

preenchido pelo fluido e que não existem fontes ou sumidouros dentro do meio. Denotando por

ϕ a porosidade do meio,si a saturação,ρi a densidade,µi a viscosidade evi a velocidade da

partı́cula na fasei, temos as equações da conservação de massa de água, óleo e gás:

∂

∂t
(ϕ si ρi) +

∂

∂x
(ρi vi) = 0 , (1.3)
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Capı́tulo 1. Modelagem e aplicações

parai = w, o, g, respectivamente.

A porosidadeϕ e a permeabilidade absoluta, denotada porK, estão associadas as rochas

e consideraremos constantes. Também consideraremos constantes as densidades e viscosidades

das fases.

Darcy [13] e [15], realizou um experimento unidimensional para fluidos monofásicos

em meios porosos e deduziu uma relação válida para tais escoamentos, conhecida comolei

de Darcy. Tentou-se utilizar esta lei para a mistura de fases imiscı́veis, mas verificou-se que

para escoamentos multifásicos essa lei só é válida paracada uma das fases onde, porém, a

permeabilidade de cada fase depende da saturação do meio poroso relativo à fase em questão,

ou seja, usaremos a seguinte forma da lei de Darcy:

vi = −K λi

∂

∂x
pi , (1.4)

ondepi denota a pressão na fasei eλi = ki/µi ≥ 0 a mobilidade da fasei, comki representando

a permeabilidade relativa da fasei.

Chamamos depress̃ao capilar a diferença de pressão entre duas fases quaisqueri e j

(i 6= j), pij = pi − pj , medida experimentalmente como função das saturações. Com isso e

definindo a mobilidade totalλ =
∑

j

λj, as funções fracionais de fluxofi =
λi

λ
e a velocidade

totalv =
∑

j

vj , temos, de (1.4),

∑

j

vj = −K
∑

j

λj

∂

∂x
pj

fiv = −Kfi

∑

j

λj

∂

∂x
pj

= −K
λi

λ

∑

j

λj

∂

∂x
pj

= −Kλi

∑

j

fj

∂

∂x
pj

7



Capı́tulo 1. Modelagem e aplicações

Somando e subtraindovi da expressão obtida anteriormente temos

fiv = vi − vi − Kλi

∑

j

fj

∂

∂x
pj

= vi + Kλi

∂

∂x
pi − Kλi

∑

j

fj

∂

∂x
pj

= vi − Kλi

{(

∑

j

fj

∂

∂x
pj

)

−
∂

∂x
pi

}

= vi − Kλi

{(

∑

j

fj

∂

∂x
pj

)

−

(

∑

j

fj

)

∂

∂x
pi

}

,

ou seja,

vi = vfi + Kλi

∑

j 6=i

fj

∂

∂x
pji . (1.5)

Substituindo (1.5) em (1.3) sem o termo da densidade, já queeste é constante, as equações

do fluxo são:

• i = w

∂

∂t
(ϕsw) +

∂

∂x
(vfw) +

∂

∂x

(

Kλwfo

∂

∂x
pow + Kλwfg

∂

∂x
pgw

)

= 0, (1.6)

• i = o

∂

∂t
(ϕso) +

∂

∂x
(vfo) +

∂

∂x

(

Kλofw

∂

∂x
pwo + Kλofg

∂

∂x
pgo

)

= 0, (1.7)

• i = g

∂

∂t
(ϕsg) +

∂

∂x
(vfg) +

∂

∂x

(

Kλgfw

∂

∂x
pwg + Kλgfo

∂

∂x
pog

)

= 0. (1.8)
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Capı́tulo 1. Modelagem e aplicações

Ainda temos que a velocidade totalv depende apenas det, pois dividindo (1.3) porρi e

somando emi, encontramos∂
∂x

v = 0. É possı́vel também mudar as variáveis, desde quev seja

diferente de zero, de forma que podemos removerv, K eϕ do sistema (1.6) - (1.7) - (1.8).

Considerandou1 e u2 duas saturações quaisquer, como
∑

i

si = 1, i = w, o, g, então

podemos escreveru3 = 1 − u1 − u2. E, ainda podemos escrever,p12 = p13 + p32, onde

pkl = pk − pl, k, l = 1, 2 ou3 (k 6= l). Desta forma, este sistema de três componentes pode ser

convenientemente escrito como um sistema de duas componentes apenas.

Se tomarmos dois eixos coordenados centrado em(0, 0), com um deles sendou1 e o

outro u2, a reta ligando os pontos(1, 0) e (0, 1) dos eixos, representa automaticamenteu3 e

forma um triângulo. Isto justifica chamarmos detri ângulo das saturaç̃oes, denotado por4, a

representação das saturações escolhidas para descrever o fluido.

Com essas modificações temos o novo sistema



























∂

∂t
u1 +

∂

∂x
f1 =

∂

∂x

(

λ1

[

−f2
∂

∂x
p23 + (1 − f1)

∂

∂x
p13

])

∂

∂t
u2 +

∂

∂x
f2 =

∂

∂x

(

λ2

[

−f1
∂

∂x
p13 + (1 − f2)

∂

∂x
p23

])

(1.9)

ou,

∂

∂t
U +

∂

∂x
F (U) =

∂

∂x

[

D(U)
∂

∂x
U

]

, (1.10)

ondeD(U) = Q(U)P
′

(U), com

Q(U) =





λ1(1 − f1) −λ1f2

−λ2f1 λ2(1 − f2)
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Capı́tulo 1. Modelagem e aplicações

e

P
′

(U) =













∂p13

∂u1

∂p13

∂u2

∂p23

∂u1

∂p23

∂u2













.

As matrizesD(U) e Q(U) são chamadasmatriz de difus̃ao e matriz balanço, respecti-

vamente. Já a matrizP
′

(U) é aJacobiana da press̃ao capilar.
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CAPÍTULO 2

O problema de Riemann

Neste capı́tulo, discutiremos a solução de um problema deRiemann para um sistema

escalar de leis de conservação, introduziremos as notações a serem utilizadas em capı́tulos

posteriores e apresentaremos alguns fatos básicos sobre oproblema de Riemann para sistemas

2 × 2 de leis de conservação. Discutiremos, também, a construção da solução do problema de

Riemann e algumas caracterı́sticas do mesmo. Grande parte deste capı́tulo foi baseada em [10].

2.1 Teoria para umaúnica lei de conservaç̃ao

Nesta seção vamos descrever a solução de um problema de Riemann não-linear (1.2)

e unidimensional para uma única lei de conservação. A quantidadeu varia apenas em uma

dimensão espacial e em relação ao tempo, isto é, vamos considerar (1.2) na forma

ut + fx = 0, (2.1)

ondef é uma função não-linear deu.

11



Capı́tulo 2. O problema de Riemann

Denotando-se
df

du
= a (u), podemos reescrever a equação acima como

ut + a (u)ux = 0. (2.2)

As soluções de (2.2) são obtidas pelo método das caracterı́sticas [10], o qual passamos

a descrever.

Denotando γ (t) = u (x (t) , t) temos γ′ (t) = uxẋ + ut. Se ẋ = a (u) , então (2.2)

implica queγ′ (t) = 0, ou seja, queγ (t) = u (x (t) , t) = constante. Logo,u é constante ao

longo de trajetóriasx = x (t) que se propagam com velocidadea(u), a qual é chamada de

velocidade do sinal (ou velocidade caracterı́stica). Comoẋ = a (u), vemos que tais trajetórias

são retas, ou seja,u é constante sobre as retas.

Essas trajetórias são chamadascurvas caracteŕısticasda equação diferencial parcial

(2.2) e a análise feita acima mostra que os sinais se propagam ao longo de caracterı́sticas.

Desse modo a construção geométrica da solução de um problema de valor inicial







ut + a (u)ux = 0

u (x, 0) = u0(x)
, (2.3)

pode ser obtida desenhando retas passando por pontosy do eixo-x com inclinação
1

a (u0 (y))
.

Usando o teorema da função implı́cita, pode-se mostrar que, seu0 é uma função de

classeC1, essas retas cobrem uma vizinhança do eixo-x eu (x, t) fica unicamente determinada

perto do eixo-x, já que o valor deu ao longo da reta saindo de um pontoy do eixo-x éu0 (y).

Usando o que foi feito acima, podemos obter uma forma da soluc¸ão de (2.3). Para tanto,

observe a Figura 2.1, onde(x, t) é um ponto ey a intersecção da caracterı́stica por(x, t) com o
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y

(x, t)

x

t

Figura 2.1: Reta caracterı́stica.

eixo-x. Assim,u = u (x, t) satisfaz











u = u0 (y)

t =
1

a (u0 (y))
(x − y) ⇐⇒ y = x − ta (u)

. (2.4)

Assumindou0 diferenciável e usando o teorema da função implı́cita, obtemosu, solução

de (2.4), como função diferenciável dex e t, para t suficientemente pequeno. Como

u = u0 (x − ta (u)), tem-se

ux =
u′

0

1 + u′
0aut

, ut =
−u′

0a

1 + u′
0aut

. (2.5)

Assim, pode-se ver, substituindo os resultados obtidos imediatamente acima em (2.2), queu

como definida em (2.4) satisfaz (2.2).

Assuma, agora, que a equaçãout + a (u)ux = 0 é genuinamente ñao-linear, ou seja,

au 6= 0 para todou. Sem perda de generalidade, suponhaau > 0. Assim, seu′
0 > 0, ∀x,

então (2.5) são funções limitadas para todot > 0. Sendoθ =
1

a (u0 (y))
, então a função da

inclinaçãoθ, ou seja, θ′ =
−1

[a (u0 (y))]2
auu

′
0 é decrescente quandou′

0 > 0, isto é, quando

u0 (x) é uma função crescente dex. Assim, as caracterı́sticas cobrem o semi-planot > 0.

13
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Agora, seu′
0 < 0 em algum ponto, tantout como ux tendem a ∞ quando

(1 + u′
0au (u0) t) se aproxima de0 e, além disso, existemy1, y2 tais que y1 < y2 , u1 =

u0 (y1) > u0 (y2) = u2 e a1 = a (u1) > a (u2) = a2, pois au > 0 . Assim, as caracterı́sticas

saindo dey1 e y2 se interceptam emt =
y2 − y1

a1 − a2

.

t

(x, t)

1

a2

y2y1

1

a1

x

Figura 2.2: Intersecção entre caracterı́sticas emt =
y2 − y1

a1 − a2
.

No ponto de intersecção na Figura 2.2,u = u0 (y1) = u1 e, também,u = u0 (y2) = u2,

que é uma impossibilidade, poisu1 > u2. Logo, se o valor inicialu0 não for uma função

crescente dex, tanto a forma geométrica quanto a analı́tica não garantem existência deu (x, t)

contı́nua,∀t > 0, com valor inicialu0 que seja solução de (2.2).

Se voltarmos o estudo a experimentos com fluidos compressı́veis poderemos responder

o que acontece depois que a solução contı́nua pára de existir. Esses experimentos mostram

claramente o aparecimento de soluções descontı́nuas. Vejamos o caso mais simples, o qual

satisfazut+fx = 0, em cada lado de uma curva suavex = y (t) através da qualu é descontı́nua.

Denotamos porul eur os valores deu à esquerda e à direita dex = y (t), respecti-

vamente. Escolhemosa e b tal que a curva intersecte o intervaloa 6 x 6 b em t (Figura

2.3).

14
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t

ul ur

b

x

t
a

x = y(t)

y

Figura 2.3: Descontinuidade.

Denotamos porI (t) a quantidade

I (t) =

∫ b

a

u (x, t) dx =

∫ y(t)

a

u (x, t) dx +

∫ b

y(t)

u (x, t) dx ,

chamamos deF (x, t) a função primitiva deu (x, t). Então,

I (t) =

∫ y(t)

a

∂F (x, t)

∂x
dx +

∫ b

y(t)

∂F (x, t)

∂x
dx

= F (y (t) , t) − F (a, t) + F (b, t) − F (y (t) , t)

e

dI (t)

dt
= Fx (y (t) , t) ẏ + Ft (y (t) , t) − Ft (a, t)

+ Ft (b, t) − Fx (y (t) , t) ẏ − Ft (y (t) , t)

= ul ẏ +

∫ y(t)

a

ut (x, t) dx +

∫ b

y(t)

ut (x, t) dx − ur ẏ .

Comout + fx = 0, temosut = −fx e substituindo:

dI (t)

dt
= ul ẏ − ur ẏ − f (ul) + f (u (a)) − f (u (b)) + f (ur) .

15
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Denotando poṙy = s a velocidade de propagação da descontinuidade, temos

dI (t)

dt
= f (u (a)) − f (ul) + ul s − f (u (b)) + f (ur) − ur s.

Combinando este resultado com a lei de conservação, onde

dI (t)

dt
=

∫ b

a

ut dx = −f
∣

∣

∣

b

a
= f (u (a)) − f (u (b)),

definimos a condição-salto

−f (ul) + ul s + f (ur) − ur s = 0

s (ul − ur) = f (ul) − f (ur)

s [u] = [f ] , (2.6)

em que[u] e [f ] denotam o salto deu ef através dey. Essa relação é também conhecida como

condiç̃ao de Rankine-Hugoniot.

Chamamos as descontinuidades do tipo salto que se propagam com velocidade “s” e

separam dois estadosul eur porchoque.

Vamos exemplificar a resolução de um problema de Cauchy onde descontinuidades

aparecem.

Exemplo 2.1.Tomef (u) =
1

2
u2 e

u0 (x) =







1, para x 6 0
1 − x, para 0 6 x 6 1
0, para x > 1

Observe que parat ≤ 1 a solução geométrica, Figura 2.4, é única.
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t

1

x10

Figura 2.4: Solução geométrica com multiplicidade.

O mesmo não acontece parat ≥ 1, onde definimos

u (x, t) =



















1, se x <
(1 + t)

2

0, se x >
(1 + t)

2

.

A descontinuidade separa o estado à esquerdaul = 1 do estado à direitaur = 0 e

satisfazendo a condição-salto (2.6) para af (u) deste exemplo, temos

s [u] = [f ]

s =
f (ur) − f (ul)

ur − ul

s =
−1/2

−1
=

1

2
.

Temos outro exemplo onde introduzindo soluções generalizadas é possı́vel resolver um

problema de Cauchy que não poderia ser solucionado com a classe de soluções contı́nuas.

Porém, deve-se tomar cuidado para que a classe de soluções não seja tão grande ao ponto que

exista multiplicidade de soluções generalizadas para o mesmo problema.

Exemplo 2.2.Tomef (u) =
1

2
u2 e

17
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u0 (x) =

{

0, para x < 0
1, para x > 0

Observe na Figura 2.5 a solução geométrica.

(x, t)

x

t

0

Figura 2.5: Solução geométrica.

Como essa solução não está determinada na cunha0 < x < t, definimos então,

u (x, t) =















0, se x <
t

2

1, se x >
t

2

, (2.7)

onde a velocidade de propagação da descontinuidade será

s =
[f ]

[u]
=

1/2 − 0

1
=

1

2
.

Porém,

u(x, t) =
x

t
, se 0 6 x 6 t , (2.8)

também satisfazut + a(u)ux = 0 e, além disso, preenche o espaço vazio da solução geométrica

acima. Mas devemos rejeitar a solução (2.7) acima por nãosatisfazer o seguinte critério intro-

duzido por Lax, [11]:
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as caracteŕısticas começando em qualquer lado da curva de descontinuidade, quando estendi-

das na direç̃ao positiva det, cruzam a linha de descontinuidade. Esteé o caso se

a(ul) > s > a(ur). (2.9)

A relaç̃ao (2.9) é chamada de condição de entropia de Lax.

Quandoa(u) > 0, tem-seul > ur, que não acontece para a solução (2.7).

A condição de entropia deixa cada ponto da descontinuidade ser alcançado por carac-

terı́sticas em ambos os lados, de tal forma que o choque é influenciado pelos valores iniciais da

solução.

2.2 Soluç̃oes Fracas

Esta seção trata do conceito de solução generalizada para leis de conservação.

Definição 2.1.Uma função limitada e mensurávelu (x, t) é chamada solução fraca do problema

de valor inicial
{

ut + f (u)x = 0
u (x, 0) = u0

, (2.10)

com valor inicialu0 limitado e mensurável, quando vale a relação

∫∫

t>0

(uφt + f (u)φx) dxdt +

∫

t=0

u0φ dx = 0, (2.11)

para todaφ ∈ C1
0 (conjunto das funções de classeC1 com suporte compacto emt > 0).

Daremos uma justificativa para a definição acima, obtendo arelação (2.11). Vamos

supor, por um momento, queu é uma solução clássica do problema de valor inicial citado

na definição. SendoC1
0 a classe de funçõesφ ∈ C1 tal como na definição anterior, isto é,

(supp φ) ∩ (t > 0) ⊆ D, ondesupp φ denota o suporte deφ e D é o retângulo0 6 t 6 T ,

a 6 x 6 b, escolhido de forma queφ = 0 fora deD e nas linhast = T , x = a, x = b.
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Multiplicandout + f (u)x = 0 porφ e integrando sobret > 0 obtemos

∫∫

t>0

(ut + f (u)x) φ dxdt =

∫∫

D

(ut + f (u)x)φ dxdt =

∫ b

a

∫ T

0

(ut + f (u)x) φ dtdx = 0

⇔

∫ b

a

∫ T

0

utφ dtdx +

∫ b

a

∫ T

0

f (u)x φ dtdx = 0.

Integrando por partes tem-se

∫ b

a

∫ T

0

utφ dtdx =

∫ b

a

[

uφ
∣

∣

∣

T

0
−

∫ T

0

uφt dt

]

dx

=

∫ b

a

[u (x, T )φ (x, T ) − u (x, 0)φ (x, 0)] dx−

−

∫ b

a

∫ T

0

uφt dtdx

=

∫ b

a

−u0 (x) φ (x, 0) dx −

∫ b

a

∫ T

0

uφt dtdx

e

∫ b

a

∫ T

0

f (u)x φ dtdx =

∫ T

0

[

f (u)φ
∣

∣

∣

b

a
−

∫ b

a

f (u)φx dx

]

dt =

=

∫ T

0

[f (u (b, t))φ (b, t) − f (u (a, t)) φ (a, t)] dt−

−

∫ T

0

∫ b

a

f (u)φx dxdt =

= −

∫ T

0

∫ b

a

f (u)φx dxdt.
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Portanto,

∫ b

a

−u0 (x) φ (x, 0) dx −

∫ b

a

∫ T

0

uφt dtdx −

∫ T

0

∫ b

a

f (u)φx dxdt = 0

⇔

∫ b

a

∫ T

0

(uφt + f (u)φx) dxdt +

∫

t=0

u0φ dx = 0.

Mostramos, assim, que seu é uma solução clássica de (2.10), então (2.11) vale para toda

φ ∈ C1
0 . Além disso, a condição (2.11) faz sentido se tivermosu eu0 limitadas e mensuráveis.

Com isso e os resultados da seção precedente temos que a função descontı́nua

u(x, t) =







ul, parax < st

ur, parax > st
,

com s ∈ R, é um choque (solução fraca) de (2.10) se, e somente se, satisfaz a condição de

Rankine-Hugoniot:

s [u] = [f ] ,

ondes é a velocidade de propagação da descontinuidade.

É bom salientar que todas as definições e conceitos apresentados anteriormente nestas

seções são análogos para sistemas de leis de conservação que serão vistos adiante.

2.3 Noç̃oes b́asicas sobre o problema de Riemann

Nesta seção, trabalharemos com o problema de Riemann, definido como um caso par-

ticular de um problema de Cauchy para o sistema2 × 2 de leis de conservação

Ut + F (U)x = 0 , (2.12)
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comU = U(x, t) ∈ R
2, F : R

2 −→ R
2, −∞ < x < ∞ e t > 0; e sujeito à condição inicial

U(x, 0) =







UL, parax < 0

UR, parax > 0
, (2.13)

onde,UL, UR ∈ R
2, são constantes.

A funçãoF é chamadafunç̃ao de fluxoe deve ser, pelo menos, de classeC2. Os pontos

do domı́nio daF são chamadosestados, o conjunto dos estados é chamadoespaço de estados

e o plano(x, t) é chamadoespaço f́ısico.

Determinar geometricamente uma solução para o problema de Riemann é, de certa

forma, fazer uma conexão entre os estados constantesUL eUR. Essa conexão deverá obedecer

a certas condições que veremos mais adiante.

O sistema (2.12) é ditohiperb́olico se os autovaloresλi(U), i = 1, 2, da matriz jacobiana

deF , denotada porDF (U), forem reais eλ1 ≤ λ2, ∀ U ∈ R
2. O mesmo sistema é chamado

estritamente hiperb́olico emU se os autovalores são reais eλ1(U) 6= λ2(U). EstadosU onde

λ1(U) = λ2(U), comDF (U) = λI, são chamadospontos umb́ılicos.

Uma funçãoU(x, t) é umasoluç̃ao fracade (2.12) - (2.13), analogamente ao caso escalar

visto anteriormente, seU eF são funções integráveis em todo conjunto compacto do semi-plano

t ≥ 0 e

∫ ∞

0

∫ ∞

−∞

[φt(x, t)U(x, t) + φx(x, t)F (U(x, t))] dxdt +

∫ ∞

−∞

φ(x, 0)U(x, 0) dx = 0

é satisfeita para toda função teste suaveφ de suporte compacto emt ≥ 0.

Observe que seU(x, t) é solução do sistema (2.12)-(2.13), entãoU(ax, at), paraa > 0,

também o é. Assim, faz sentido procurarmos soluções da formaU(x, t) = Ũ
(x

t

)

. Então, com

a mudança de variáveisξ =
x

t
, em (2.12), e supondoU suave, temos

−Ũ
′

(ξ)
x

t2
+ dF (Ũ(ξ))

1

t
Ũ

′

(ξ) =
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[

DF (Ũ(ξ)) − ξI
]

Ũ
′

(ξ) = 0 , (2.14)

ondeŨ
′

(ξ) denota a derivada dẽU em relação à variávelξ e I denota a matriz identidade.

De (2.14) tem-se quẽU
′

(ξ) é autovetor à direita deDF (Ũ(ξ)) associado ao autovalor

λ = ξ, o que implica que as soluções suaves do problema de Riemann estão sobre as curvas

integrais desses autovetores, logo satisfazem:

dŨ(ξ)

dξ
= ri(Ũ(ξ)) ,

onderi(Ũ(ξ)) denota o autovetor associado à velocidade caracterı́sticaλi, i = 1, 2.

Dizemos que o estadoUR éconect́avelaUL por umai-rarefação (ou onda de rarefaç̃ao

associada à famı́lia i) (i=1 ou 2), se esses estados estão na curva integral do autovetorri(Ũ(ξ))

eλi(U) cresce no sentido deUL paraUR. Assim, umai-curva de rarefaç̃ao (i=1 ou 2) porUL é

o conjunto de estadosU que podem ser conectados aUL por uma i-rarefação.

Fazer a exigência de queλi(U) cresce no sentido deUL paraUR quer dizer que, no

espaço fı́sico(x, t), a inclinação
x

t
deve ser estritamente crescente da esquerda para a direita,de

forma que asi-caracterı́sticas formam um leque de retas, passando pela origem, com inclinações

crescendo deλi(UL) aλi(UR) (Figura 2.6).

Continuando ainda com mais definições, dizemos que o sistema (2.12) égenuinamente

não-linearse a i-ésima velocidade caracterı́stica é uma função estritamente monótona sobre a

curva integral do campo de vetores associado, ou seja, se o produto interno∇λi(U) · ri(U) 6=

0, ∀ U ∈ Ω ⊂ R
2, para todo campo de vetores daDF (U).

Com isso, caracterizamos as soluções contı́nuas do problema de Riemann. Vamos,

agora, caracterizar as descontinuidades.

Analogamente a seção 2.1 deste capı́tulo, definimos porchoqueas descontinuidades do

23



Capı́tulo 2. O problema de Riemann

0

t

UL UR x

Figura 2.6: Rarefação no espaço fı́sico.

tipo salto que se propagam com velocidade “s” e separam dois estadosUL eUR. E para sistemas

2 × 2, como apresentado no inı́cio desta seção, a função descontı́nua

U(x, t) =







UL, parax < st

UR, parax > st
,

coms ∈ R, é um choque (solução fraca) do sistema (2.12)-(2.13) se, e somente se, satisfaz a

equaç̃ao de Rankine-Hugoniot:

H(UL, s, UR) = F (UR) − F (UL) − s(UR − UL) = 0 , (2.15)

ondes é a velocidade de propagação da descontinuidade.

Com UL fixo, a relação de Rankine-Hugoniot representa um sistemade 2 equações e

3 incógnitas, o que tem como solução a equação de uma curva emR
3, chamadacurva de

choqueoucurva de Hugoniot. Na abordagem clássica de problemas de Riemann consideramos

a projeção desta curva no espaço de estados.

Os choques e rarefações usados na construção da soluç˜ao de um problema de Riemann

são chamadosondas elementares.

Uma solução do problema de Riemann para o sistema (2.12)-(2.13) é constituı́da de uma

sequência de ondas elementares intercaladas por estados constantes conectandoUL aUR e com
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velocidade crescente no espaço(x, t).

Definimos aindagrupo de ondascomo uma sequência de ondas elementares conectando

UL a UR sem estados constantes separando as ondas. Umai-curva de onda(i=1 ou 2) por um

estadoUL é o conjunto de estadosU que podem ser conectados à direita deUL por um grupo

de ondas da i-famı́lia caracterı́stica (i=1 ou 2).

Na construção de uma solução para o problema de Riemann,a primeira condição que

a conexãoUL − UR deve obedecer, chamadacondiç̃ao de compatibilidade, é que a velocidade

final de cada onda usada deve ser menor que a velocidade inicial da onda seguinte.

A condição de compatibilidade faz com que conjuntos de estados onde a velocidade

caracterı́stica é crı́tica tornem-se importantes, pois asolução de problemas de Riemann podem

sofrer alterações quandoUL cruza algum desses conjuntos. Esses conjuntos são definidos como

conjuntos de bifurcaç̃ao.

Além da condição de compatibilidade, surgem, também, os critérios de entropia, os quais

explicaremos a seguir.

2.4 Critérios de entropia

As condições de entropia surgiram do fato de que o problemaestudado tem interesse

real, ou seja, por acontecerem fenômenos naturais que sãomodelados por esse problema. Com

isso, espera-se unicidade de solução e como soluções m´ultiplas do problema de Riemann são

originadas pelos choques, utiliza-se essas condições a fim de que apenas soluções únicas e

fisicamente relevantes sejam selecionadas.

• Critério de entropia de Lax

Em [11], Lax introduziu um critério de entropia para sistemas estritamente hiperbólicos

e genuinamente não-lineares. Segundo ele, um choque admissı́vel associado à i-ésima famı́lia
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caracterı́stica, é uma descontinuidade entre os estadosUL eUR, que se propaga com velocidade

s, e satisfaz

λi(UR) < s < λi(UL) ,

λi−1(UL) < s < λi+1(UR).

Um choque satisfazendoλ1(UL) > s > λ1(UR) e λ2(UR) > s é chamado1-choque de

Laxdenotado porS1 e um satisfazendoλ2(UL) > s > λ2(UR) eλ1(UL) < s é um2-choque de

Lax denotado porS2.

Para sistemas que não são estritamente hiperbólicos o critério de Lax é insuficiente para

garantir existência de solução. Por isto outros tipos dechoque são considerados, dentre os quais

destacamos oschoques de cruzamentoque satisfazem

λ1(UL) < s < λ2(UL) ,

λ1(UR) < s < λ2(UR) .
(2.16)

Um critério de entropia mais geral que o de Lax é o chamado critério de viscosidade.

• Critério de entropia de viscosidade

Introduzido por Gel’Fand em [6] e Courant e Friedrichs em [5], este critério considera

admissı́veis choques que são limites de ondas viajantes deum sistema parabólico associado,

obtido com o acréscimo de um pequeno termo difusivo no sistema (2.12), ou seja,

Ut + (F (U))x = ε[D(U)Ux]x , (2.17)

com ε > 0, ondeD(U) é uma matriz cujos autovalores têm parte real positiva e échamada

matriz de viscosidade.

As descontinuidades que são limites, quandoε → 0+, de soluções suaves de (2.17) da

forma U(x, t) = Ũ

(

x − st

ε

)

, satisfazendõU(−∞) = UL e Ũ(+∞) = UR são chamadas

ondas viajantes com velocidades.
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SubstituindoŨ em (2.17), temos

−Ũ
′

(ξ)
s

ε
+ F

′

(Ũ(ξ))Ũ
′

(ξ)
1

ε
= ε

[

D
′

(Ũ(ξ))Ũ
′

(ξ)
1

ε2
Ũ

′

(ξ) + D(Ũ(ξ))Ũ
′′

(ξ)
1

ε2

]

−sŨ
′

(ξ) + F
′

(Ũ(ξ)) = [D(Ũ(ξ))Ũ
′

(ξ)]
′

.

Integrando com relação àξ,

−sŨ(ξ) + F (Ũ(ξ)) = [D(Ũ(ξ))Ũ
′

(ξ)] + C.

ComoUL é solução,

−sUL + F (UL) = C.

Portanto, obtemos o sistema dinâmico

D−1(Ũ)
[

−s[Ũ − UL] + F (Ũ) − F (UL)
]

=
dŨ

dξ
, (2.18)

que depende dos parâmetrosul, vl e s, ondeUL e UR são singularidades que estão sobre uma

curva de Hugoniot.

Assim, um choque é admissı́vel segundo ocritério de viscosidadese existir uma órbita

do sistema dinâmico (2.18) conectandoUL eUR e tal que

lim
ξ→−∞

Ũ(ξ) = UL

e

lim
ξ→+∞

Ũ(ξ) = UR .

Choques satisfazendo a condição de viscosidade são ditos admisśıveis ou com perfil

viscoso.

Omitiremos, por simplicidade, à partir deste ponto do trabalho o “˜ ” da notação acima.
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2.5 Classificaç̃ao dos pontos cŕıticos

Para o sistema dinâmico (2.18), um ponto crı́tico é, como já foi dito, um estadoUc que

satisfaz a relação de Rankine-Hugoniot paraUL es fixados.

O comportamento das soluções na vizinhança de um ponto crı́tico Uc é refletido nas

caracterı́sticas qualitativas das soluções da linearização de (2.18) em torno deUc:

[−s + DF (Uc)](U − Uc) = D(Uc)U
′

.

Considerando o caso ondeD(Uc) é a matriz identidade e denotandodH =

−sI + DF (U), ondeH = −s[U − UL] + F (U) − F (UL), temos que

dŨ

dξ
= H . (2.19)

Assim, os autovalores dedH são dados por

µi(Uc) = λi(Uc) − s ,

ondeλi(Uc) são os autovalores deDF (Uc).

Neste caso, um 1-choque de Lax deve satisfazerµ1(UL) = λ1(UL) − s > 0, µ2(UL) =

λ2(UL) − s > 0, µ1(UR) = λ1(UR) − s < 0 e µ2(UR) = λ2(UR) − s > 0.

As duas primeiras desigualdades implicam queUL é um nó repulsor de (2.19), enquanto

as duas últimas implicam queUR é uma sela de (2.19).

Analogamente, um 2-choque de Lax deve satisfazerµ1(UL) = λ1(UL) − s < 0 ,

µ2(UL) = λ2(UL) − s > 0 , µ1(UR) = λ1(UR) − s < 0 e µ2(UR) = λ2(UR) − s < 0.

Neste caso, as duas primeiras desigualdades nos dá queUL é uma sela enquanto as outras

desigualdades implicam queUR é um nó atrator de (2.19). Assim, vemos que um choque de
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Lax que satisfaz o critério de viscosidade (S1 ou S2) está associado a uma ligação entre uma

sela e um nó.

No caso de uma descontinuidade de cruzamento, que satisfaz (2.16), temosµ1(UL) =

λ1(UL)−s < 0 , µ2(UL) = λ2(UL)−s > 0, µ1(UR) = λ1(UR)−s < 0 e µ2(UR) = λ2(UR)−

s > 0. Ou seja, um choque de cruzamento(UL, s, UR) satisfaz o critério de viscosidade se existir

uma órbita conectando as selasUL e UR. Choques de cruzamento admissı́veis são chamados

choques transicionais.

No caso em queD(Uc) não é múltiplo da identidade, o sinal deλi(Uc) − s nem sempre

determina a natureza do ponto crı́ticoUc.
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CAPÍTULO 3

A forma normal do sistema de leis de
conservaç̃ao

Neste capı́tulo, faremos um estudo do comportamento local da solução de um problema

de Riemann para um sistema hiperbólico através de uma análise em torno do ponto umbı́lico.

Schaeffer e Shearer, em [14], mostraram em detalhes que existe uma forma normal para o

sistema de leis de conservação. Aqui, daremos uma idéia do que foi feito por eles.

3.1 Alguns resultados para modelos quadŕaticos

Nesta seção faremos um estudo do sistema2 × 2 de leis de conservação

Ut + F (U)x = 0 ,

na vizinhança de um ponto umbı́lico,U = U∗, ondeU eF são dados como no capı́tulo anterior.

Para isso, consideramos a série de Taylor paraF (U) em torno deU∗:

F (U) = F (U∗) + dF (U∗)(U − U∗) + Q(U − U∗) + r , (3.1)
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onder representa o resto eQ : R
2 → R

2 é uma aplicação quadrática homogênea.

Denotamos a série truncada porFT (U) :

FT (U) = F (U∗) + dF (U∗)(U − U∗) + Q(U − U∗) .

Neste trabalho, estamos interessados em modelos que satisfazem as hipóteses

HIPÓTESES(H):

(H1) dF (U∗) é diagonalizável;

(H2) dFT (U) tem autovalores distintos∀U ∈ V − {U∗}, ondeV é uma vizinhança deU∗.

As proposições abaixo são úteis no estudo de modelos quesatisfazem(H1) e (H2).

Antes de enunciá-las, vamos introduzir a aplicaçãodev : Λ −→ Γ que associa a cada matriz do

espaço das matrizes (reais)2×2, denotado porΛ, uma matriz do espaço das matrizes sem traço

(tr = 0), denotado porΓ, que podemos escrever nas coordenadas





X Y + Z

Y − Z −X



 . (3.2)

Consideramos então,M uma matriz (real)2 × 2 e

dev M = M −
1

2
(trM)I ,

a projeção de M no espaço das matrizes sem traço. Assim, por dependerem de apenas três

coordenadas, essas matrizesdev M podem ser vistas como pontos emR
3.

Proposiç̃ao 3.1.M tem autovalores iguais ée diagonaliźavel se, e somente se,dev M = 0.

Demonstraç̃ao. SeM tem autovalores iguais e é diagonalizável, então existeuma baseβ de

autovetores deM tal que[M ]β é diagonal e a diagonal é formada pelos autovalores correspon-

dentes, então, suponhaM =

[

α 0
0 α

]

. Assim,dev M =

[

α 0
0 α

]

−
1

2
2 α

[

1 0
0 1

]

= 0.
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Agora, seM =

[

α β
γ θ

]

, comdev M = 0, então

M =
1

2
(trM)I ⇐⇒ M =

[

1
2
(α + θ) 0

0 1
2
(α + θ)

]

,

o que prova a afirmação.

Proposiç̃ao 3.2.M tem autovalores reais distintos, reais iguais ou complexosconjugados, se

dev M est́a fora, sobre, ou dentro do coneX2 + Y 2 = Z2, respectivamente.

Demonstraç̃ao. Seja M =

[

a b
c d

]

, uma matriz genérica. Assim, dev M =

[

(a − d)/2 b
c −(a − d)/2

]

e, denotandoa − d = X, b =
Y + Z

2
, c =

Y − Z

2
, temos a

forma (3.2). Então, calculando os autovalores deM e pensando nessas matrizesdev M como

pontos emR
3, temos

det(M − λI) =

λ2 − (a + d)λ + ad − bc = 0 .

E o discriminante

∆ = (a − d)2 + 4bc .

Logo,

• ∆ > 0 ⇔ (a − d)2 + 4bc > 0 ⇔ X2 + 4
(Y + Z)

2

(Y − Z)

2
> 0 ⇔ X2 + Y 2 > Z2, ou

seja, seM tem autovalores reais e distintos, entãodev M está fora do cone,

• ∆ = 0 ⇔ (a − d)2 + 4bc = 0 ⇔ X2 + Y 2 = Z2, ou seja, seM tem autovalores reais e

iguais, entãodev M está sobre o cone,

• ∆ < 0 ⇔ (a−d)2+4bc < 0 ⇔ X2+Y 2 < Z2, ou seja, seM tem autovalores complexos

conjugados, entãodev M está dentro do cone.
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Podemos, agora, fazer uma interpretação das hipóteses(H) usando as notações intro-

duzidas acima. Considere uma função de fluxoF satisfazendo(H) e a aplicação

dev dF : plano -U −→ Γ

(u, v) 7−→ {dev dF}
.

Esta aplicação define uma superfı́cie emR
3, denotada por{dev dF}, já que podemos

associar uma matriz sem traço a pontos deR
3 como já vimos anteriormente. SendoU∗ um

ponto umbı́lico, a condição(H1) implica queU∗ é levado pela aplicaçãodev dF na origem (no

vértice do coneX2 + Y 2 = Z2). Esta é uma implicação direta da proposição 3.1.

ParaDF estritamente hiperbólica em uma vizinhançaV ∗ = V −{U∗}, deU∗, a imagem

deV ∗ pordev dF deve estar fora do cone, de acordo com a proposição 3.2.

Supondo que esta superfı́cie{dev dF} é não-singular emU∗ (diferencial injetiva), segue-

se que o plano tangente está fora da região fechada{X2 + Y 2 ≥ Z2}, ou seja, temos a seguinte

proposição:

Proposiç̃ao 3.3. A condiç̃ao (H2) de(H) é satisfeita se, e somente se, a superfı́cie{dev dF} é

não-singular emU∗ e, exceto paraU∗, o plano tangente está na regĩao aberta{X2 + Y 2 > Z2}.

Demonstraç̃ao. Note quedev dFT , ondeFT é o polinômio de Taylor de grau 2 truncado, é

uma aplicação linear a qual define um plano tangente a{dev dF}. Essa aplicação deve ser não-

singular (injetiva), pois caso seu núcleo fosse diferentede zero,dFT teria autovalores iguais

neste subespaço, violando, portanto, a condição(H2). Agora,(H2) requer que uma vizinhança

furada deU∗ no plano tangente esteja na região aberta{X2 + Y 2 > Z2}, pela proposição 3.2.

Por homogeneidade pode-se estender essa conclusão para o plano tangente inteiro.

Observaç̃oes 3.4.A Figura 3.1 apresenta quatro configurações para a superf´ıcie {dev dF}. A

Figura 3.1(a) mostra essa superfı́cie intersectando o coneX2 + Y 2 = Z2 da maneira requerida
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pelas hipóteses(H). Em contraste, a Figura 3.1(b) mostra o caso em que a condiç˜ao(H1) falha,

porém(H2) não, ou seja,{dev dF} é não-singular. Ainda contrastando com a Figura 3.1(a),

a Figura 3.1(c) mostra o caso em que o ponto umbı́lico é levado na origem, ou seja,(H1) é

satisfeita, mas(H2) não. Já a Figura 3.1(d) difere da Figura 3.1(a) somente pela inclinação da

superfı́cie{dev dF}. Neste caso existe uma reta de pontos umbı́licos.

{devDF}

Z

Y

X

0

(a)

{devDF}

Z

Y

X

0

(b)

{devDF}

Z

Y

X

0

(c)

{devDF}

Z

Y

X

0

(d)

Figura 3.1: Configurações da superfı́cie{dev dF}.

Escreveremos estas informações nas coordenadasu ev, para prosseguir nosso estudo.
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SeU = (u, v) eF = (f, g), então a condição(H1) de(H) implica que, emU∗, fu−gv =

fv = gu = 0, poisdF (U) =





fu fv

gu gv



 =





λ 0

0 λ



 = λI = dF (U).

Com respeito à(H2) existe um polinômio quártico homogêneo na segunda derivada de

F no ponto umbı́lico,p(Q), tal quep(Q) é positivo se, e somente se,(H2) é satisfeita.

De fato, sejan = (n1, n2, n3) a normal ao plano tangente de{dev dFT}. Devido

à Proposição 3.3, basta mostrar que o plano tangente est´a fora do cone. Isto acontece se,

e somente se, a normal está dentro do cone, isto é, se, e só se, n1
2 + n2

2 < n3
2. Mas,

Q(u, v) =





1
2
fuuu

2 + fuvuv + 1
2
fvvv

2

1
2
guuu

2 + guvuv + 1
2
gvvv

2



, onde todas as derivadas segundas são avaliadas no

ponto umbı́lico.

Com os vetores do plano tangente de{dev dFT},

tu = (fuu − guv, fuv + guu, fuv − guu)

e

tv = (fuv − gvv, fvv + guv, fvv − guv),

calculamos o vetor normaln = tu × tv e obtemos, assim,p(Q) = n3
2 − n1

2 − n2
2, que é o

polinômio desejado. �

Podemos resumir essas informações no lema seguinte.

Lema 3.5. F satisfaz as hiṕoteses(H) se, e somente se, existe um pontoU∗ ondefu − gv =

fv = gu = 0 e ondep(Q) > 0.

Faremos agora reduções em (3.1) e introduziremos algumasdefinições e lemas a fim de

mostrar que existe uma forma normal para o sistema de leis de conservação.

Primeiro, podemos assumir que a expansão (3.1) começa comtermos lineares, já que

o sistema de leis de conservação não muda se trocarmosF (U) por F (U) − F (U∗). A seguir,
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comodF (U∗) é diagonalizável, temosdF (U∗) = λI, para algumλ ∈ R; por fim, a mudança

de variáveisx
′

= x−λt elimina os termos lineares e tomandoU∗ como a origem (renomeamos

U − U∗ comoU), obtendo

F (U) = Q(U) + r .

Assim nosso foco, à partir de agora, será sobre não-linearidades puramente quadráticas

Ut + Q(U)x = 0. (3.3)

Para o caso em que consideramos os termos de ordem mais alta,r, contanto queQ

satisfaça algumas hipóteses, o teorema 2.4 de [14] garante que existe uma correspondência

biunı́voca entre as curvas de onda deF através do ponto umbı́lico com as curvas de ondas de

Q através deste mesmo ponto. Mais ainda, toda tal curva de onda deF é tangente, no ponto

umbı́lico, à curva de onda deQ (cf. demonstração em [14]).

3.2 A forma normal

Iremos, nesta seção, concluir o objetivo principal destecapı́tulo mostrando o teorema

que nos dá condições para que a função de fluxo seja gradiente.

Duas aplicações quadráticasQ1 : R
2 → R

2 e Q2 : R
2 → R

2 sãoequivalentesse existe

uma matriz constante invertı́velS tal que

Q2(U) = S−1Q1(SU), ∀U em R
2.

SeQ(U) = dC(U) paraC : R
2 → R polinômio cúbico homogêneo, entãoC é chamado

depotencial.

E Q : R
2 → R

2 é fortemente hiperb́olico sedQ(u, v) tem autovalores reais e é diago-

nalizável para todo(u, v).
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O estudo da aplicaçãodev é útil nas demostrações (que podem ser encontradas em [14])

das duas observações seguintes. Assumiremos estas observações como resultados e as utilizare-

mos na demonstração do próximo teorema deste capı́tulo.

Observaç̃ao 3.6.Equivalência preserva a estrutura de curvas de onda. Isto ´e, a aplicaçãoU →

S−1U associa curvas de onda a curvas de onda.

Observaç̃ao 3.7. Q é fortemente hiperbólico se, e somente se, existe uma aplicação cúbica

homogêneaC : R
2 → R tal queQ é equivalente àdC.

Lema 3.8. SejaQ : R
2 → R

2 uma aplicaç̃ao quadŕatica com potencialC(U) e sejaQ̃(U) =

S−1Q(SU). SeS = αI, para algum escalarα 6= 0, ou seS é uma matriz ortogonal, então Q̃

tamb́em tem um potencial, especificadamenteQ̃ tem o potencial̃C(U) = αC(U) ou C̃(U) =

C(SU), respectivamente.

Demonstraç̃ao. ComoQ tem um potencial, entãodQ é simétrica, logodQ̃ é simétrica, portanto

Q̃ tem um potencial. SeS = αI, entãoQ(SU) = α2 Q(U) e temosQ̃ =
1

α
α2 Q(U) = α dC.

Assim, o potencial dẽQ é C̃ = αC(U). Agora, seS é ortogonal, temos̃Q = S−1Q(SU) =

STQ(SU) = STdC(SU) = SdC(SU), masdC̃ = d(C(SU)) = SdC(SU), o que prova o

lema.

Teorema 3.1.SeQ : R
2 → R

2 é uma aplicação quadrática tal que (3.3) é hiperbólico com um

ponto umbı́lico isolado emU = 0, então existema, b coma 6= 1 + b2 tal queQ é equivalente à

dC, onde

C(u, v) =
1

3
au3 + bu2v + uv2. (3.4)

Demonstraç̃ao. Como (3.3) é hiperbólico com um ponto umbı́lico isolado,Q é fortemente

hiperbólico e, pela Observação 3.7, podemos trocarQ por uma aplicação equivalente que tem

potencialC, polinômio cúbico, que denotaremos em sua forma geral por

C(x, y) = αx3 + βx2y + γxy2 + δy3.
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Dividindo C(x, y) pory3 temos

C1(x, y) = α

(

x

y

)3

+ β

(

x

y

)2

+ γ

(

x

y

)

+ δ.

Agora,
{

(x, y) ∈ R
2 : C1(x, y) = 0

}

(3.5)

consiste de uma, duas ou três retas através da origem no plano-xy.

Considere, primeiro, o caso em que pelo menos uma das retas éobtida de um zero

simples deC1(x, y) = 0. Pelo Lema 3.8 podemos rotacionar as coordenadas de forma que esta

reta de zero simples seja o eixo-y (ou seja,δ = 0), então,

C(x, y) = αx3 + βx2y + γxy2.

Mais ainda, pelo Lema 3.8, podemos reescalarQ de forma que o coeficienteγ seja igual

a 1, já que este deve ser diferente dezero pois o eixo-y é uma reta de zero simples. Assim,

convenientemente, temos a forma normal (3.4). Para que se verifiquem as hipóteses(H) é

necessárioa 6= 1 + b2.

Sempre é possı́vel essa construção já que o conjunto (3.5) sempre contém pelo menos

uma reta de zero simples. Caso (3.5) possua três zeros coincidentes podemos rotacionar as

coordenadas de forma queC(x, y) = αx3 e podemos ver que este potencial viola(H). Com isto

fica provado o teorema.

Com esse teorema, sendo a origem um ponto umbı́lico isolado,podemos escrever sis-

temas de duas leis de conservação comU = (u, v)T e função de fluxo quadrática como um

sistema da forma






ut + 1
2
(au2 + 2buv + v2)x = 0

vt + 1
2
(bu2 + 2uv)x = 0

,

ondea 6= 1 + b2 eF T se iguala ao gradiente de um polinômio cúbico, como acima.
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Observaç̃ao 3.9. Schaeffer e Shearer, ainda em [14], estudaram curvas de ondas originando

em pontos umbı́licos e identificaram quatro tipos de problemas que ficaram conhecidos, desde

então, por problemas do tipo I, II, III, IV, dependendo das regiões em que se encontram. Eles

mostraram que à medida em quea e b variam, existem quatro configurações diferentes para

as curvas de ondas através de pontos umbı́licos, correspondendo as quatro regiões no plano-ab

como na Figura 3.2.

0 1 2 a

b

I II
III IV

Figura 3.2: Regiões no plano-ab.
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CAPÍTULO 4

Ondas transicionais

Já estudamos em capı́tulos precedentes a estrutura das soluções de problemas

de Riemann. Para modelos com duas equações, estritamentehiperbólicos e estados iniciais

próximos, a solução consiste de dois grupos de onda, cadaum correspondendo a uma famı́lia

caracterı́stica [9]. Para modelos mais gerais, a soluçãopode conter ondas transicionais que

interpolam (são transições) entre as famı́lias.

Neste capı́tulo, vamos examinar choques transicionais para modelos quadráticos. Estes

choques correspondem a órbitas ligando selas do sistema dinâmico

−s[U(ξ) − U−] + F (U(ξ)) − F (U−) = D(U(ξ))U̇(ξ) , (4.1)

com a função de fluxoF quadrática, neste caso, dada por

F = (f, g)T ,

sendo

f(u, v) = 1
2
(a1u

2 + 2b1uv + c1v
2) + d1u + e1v ,

g(u, v) = 1
2
(a2u

2 + 2b2uv + c2v
2) + d2u + e2v .
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4.1 Modelos quadŕaticos

Considerando o sistema de leis de conservação2 × 2 com função de fluxo quadrática

como dada anteriormente, observamos que a introdução de uma perturbação linear na função

de fluxo pode fazer com que o modelo falhe em ser estritamente hiperbólico em algum lugar do

plano-uv, logo, regiões elı́pticas, onde as velocidades caracter´ısticas são complexas, ocorrem.

Um exemplo onde isto ocorre é no modelo de Stone, [3].

Vamos eliminar a velocidades da condição de Rankine-Hugoniot

−s[U+ − U−] + F (U+) − F (U−) = 0 .

Com U0 = U− fixo, temos uma única equação para os estadosU = U+ na Hugoniot deU0.

Então,

−s[U+ − U−] + F (U+) − F (U−) = 0

−s





u − u0

v − v0



+





f(u, v) − f(u0, v0)

g(u, v)− g(u0, v0)



 = 0 (4.2)

−s(u − u0) + f(u, v) − f(u0, v0) = 0 e

−s(v − v0) + g(u, v)− g(u0, v0) = 0.

Com isso,s =
f(u, v)− f(u0, v0)

(u − u0)
e s =

g(u, v)− g(u0, v0)

(v − v0)
.

Igualando esses resultados, temos

Hu0,v0
(u, v) = (u − u0)[g(u, v)− g(u0, v0)] − (v − v0)[f(u, v) − f(u0, v0)] = 0 (4.3)

De (4.2), temos

[

u − u0 v − v0

]

s





u − u0

v − v0



 =
[

u − u0 v − v0

]





f(u, v) − f(u0, v0)

g(u, v)− g(u0, v0)
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s[(u − u0)
2 + (v − v0)

2] = (u − u0)[f(u, v)− f(u0, v0)] + (v − v0)[g(u, v) − g(u0, v0)]

s =
(u − u0)[f(u, v) − f(u0, v0)] + (v − v0)[g(u, v)− g(u0, v0)]

(u − u0)2 + (v − v0)2
. (4.4)

Para modelos quadráticos, a curva de Hugoniot porU0 dada porHu0,v0
(u, v) é um

polinômio cúbico nas variáveisu ev, a qual podemos parametrizar por coordenadas polares cen-

trada emU0 por um ânguloϕ. Mais precisamente, escrevendoU = U0 +R





cos(ϕ)

sen(ϕ)



, onde

R ∈ R representa a distância entreU eU0, ou ainda,u = u0 + Rcos(ϕ) e v = v0 + Rsen(ϕ)

em (4.3) e (4.4), temos

Hu0,v0
(u, v) = R2

{

1

2
R[α(ϕ)cos(ϕ) + β(ϕ)sen(ϕ)] + α(ϕ)u0 + β(ϕ)v0 + γ(ϕ)

}

(4.5)

e

s =
1

2
R[α̃(ϕ)cos(ϕ) + β̃(ϕ)sen(ϕ)] + α̃(ϕ)u0 + β̃(ϕ)v0 + γ̃(ϕ) , (4.6)

respectivamente, onde

α(ϕ) = 1
2
{(a2 + b1)cos2ϕ + (b2 − a1)sen2ϕ + a2 − b1} ,

β(ϕ) = 1
2
{(b2 + c1)cos2ϕ + (c2 − b1)sen2ϕ + b2 − c1} ,

γ(ϕ) = 1
2
{(d2 + e1)cos2ϕ + (e2 − d1)sen2ϕ + d2 − e1} ,

α̃(ϕ) = 1
2
{(a1 − b2)cos2ϕ + (b1 + a2)sen2ϕ + a1 + b2} ,

β̃(ϕ) = 1
2
{(b1 − c2)cos2ϕ + (c1 + b2)sen2ϕ + b1 + c2} ,

γ̃(ϕ) = 1
2
{(d1 − e2)cos2ϕ + (e1 + d2)sen2ϕ + d1 + e2} .

Um ânguloϕ é chamadôangulo caracteŕısticopara um dado estadoU0 quando satisfaz

α(ϕ)u0 + β(ϕ)v0 + γ(ϕ) = 0. (4.7)
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O conjunto de estadosU0 satisfazendo (4.7) é chamadoreta caracteŕıstica denotada por

L(ϕ). Ângulos que satisfazem

α(ϕ)cos(ϕ) + β(ϕ)sen(ϕ) = 0 (4.8)

são chamadoŝangulos assint́oticos. L(ϕ) chama-sereta de bifurcaç̃aoseϕ é assintótico.́E bom

salientar que ângulos assintóticos e retas de bifurcaç˜ao dependem somente dos coeficientes do

modelo e não deU0.

Observe, também, que são válidas as seguintes igualdades

α(ϕ)cosϕ + β(ϕ)senϕ = (−senϕ, cosϕ)F
′′

(0)





cosϕ

senϕ





2

, (4.9)

α̃(ϕ)cosϕ + β̃(ϕ)senϕ = (cosϕ, senϕ)F
′′

(0)





cosϕ

senϕ





2

. (4.10)

Com elas podemos definirângulo de viscosidadecomo sendo o ângulo que satisfaz (4.9),

porém com a função de fluxo dada porD−1F . A reta caracterı́sticaL(ϕ) associada a um ângulo

de viscosidade é chamadareta de viscosidade.

Com isso, vale o resultado:

Proposiç̃ao 4.1. (a) Suponha queϕ não é ângulo assint́otico. Ent̃ao a reta porU0 comângulo

ϕ cruza a Hugoniot deU0 em um estadoU 6= U0 se, e somente se,ϕ não é um ângulo

caracteŕıstico paraU0.

(b) Suponha queϕ é ângulo assint́otico. Ent̃ao a reta porU0 comânguloϕ cruza a Hugoniot

deU0 em um estadoU 6= U0 se, e somente se,U0 est́a sobre a reta de bifurcação associada a

ϕ. Neste caso, a Hugoniot contém esta reta.

Demonstraç̃ao. (a) SeU está na Hugoniot deU0, então

Hu0,v0
(u, v) = R2

{

1

2
R[α(ϕ)cos(ϕ) + β(ϕ)sen(ϕ)] + α(ϕ)u0 + β(ϕ)v0 + γ(ϕ)

}

= 0.
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MasR 6= 0, poisU 6= U0 e α(ϕ)cos(ϕ) + β(ϕ)sen(ϕ) 6= 0, já queϕ não é assintótico.

Então,

R = −2
α(ϕ)u0 + β(ϕ)v0 + γ(ϕ)

α(ϕ)cos(ϕ) + β(ϕ)sen(ϕ)
.

Isso implica que

α(ϕ)u0 + β(ϕ)v0 + γ(ϕ) 6= 0.

Agora, supondo queϕ não é um ângulo caracterı́stico paraU0 e ângulo não assintótico,

temos que

R = −2
α(ϕ)u0 + β(ϕ)v0 + γ(ϕ)

α(ϕ)cos(ϕ) + β(ϕ)sen(ϕ)
6= 0 ,

é solução deHu0,v0
(u, v) = 0, logo a reta porU0 com ânguloϕ cruza a Hugoniot deU0 em um

estadoU 6= U0. �

(b) SeU está na Hugoniot deU0, então

Hu0,v0
(u, v) = R2

{

1

2
R[α(ϕ)cos(ϕ) + β(ϕ)sen(ϕ)] + α(ϕ)u0 + β(ϕ)v0 + γ(ϕ)

}

= 0.

Mas R 6= 0, poisU 6= U0 e α(ϕ)cos(ϕ) + β(ϕ)sen(ϕ) = 0, já queϕ é assintótico.

Então,

α(ϕ)u0 + β(ϕ)v0 + γ(ϕ) = 0 ,

ou seja,U0 está sobre a reta de bifurcação associada àϕ.

Agora, seU0 está sobre a reta de bifurcação eϕ é assintótico, entãoHu0,v0
(u, v) = 0.

4.2 Órbitas retas

Nesta seção, vamos voltar nossa atenção ao estudo de choques transicionais com perfil

reto. Daremos condições necessárias e suficientes para encontrar tais choques.
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Denotaremos porU = 1
2
(U+ + U−) , o ponto médio entre os estadosU+ e U− e por

∆U = U+ − U− , a diferença entre esses mesmos estados.

Lema 4.2. SuponhaQ : R
2 −→ R

2 uma funç̃ao quadŕatica tal queQ(U+) = Q(U−). Ent̃ao,

Q(U + ρ∆U) = Q(U) +
1

2
ρ2Q

′′

(U)(∆U)2 .

Demonstraç̃ao. Temos a aproximaçãoQ(U+ρ∆U) ∼= Q(U)+ρQ
′

(U)∆U+ 1
2
ρ2Q

′′

(U)(∆U)2.

Assim, comoQ
′

(U) é linear,Q
′

(U)∆U = Q(U+) − Q(U−) = 0.

Proposiç̃ao 4.3.SejaF quadŕatico,s, U−, U+ 6= U− satisfazendo Rankine-Hugoniot. Então o

segmento de reta entreU− eU+ é umaórbita para o sistema autônomo

−s[U(ξ) − U−] + F (U(ξ)) − F (U−) = D(U(ξ))U̇(ξ) (4.11)

se, e somente se, existe uma constanteµ 6= 0 tal que

µD∆U =
1

2
F

′′

(0)(∆U)2 . (4.12)

A órbita segue deU− paraU+ se, e somente se,µ < 0.

Demonstraç̃ao. Uma órbita para o sistema ligandoU− eU+ sobre uma reta é da formaU(ξ) =

U + ρ(ξ)∆U , com−1
2

< ρ(ξ) < 1
2
. SeQ(U) = −s(U − U−) + F (U) − F (U−) é uma função

quadrática satisfazendo as hipóteses do lema anterior, osistema dinâmico (4.11) torna-se

D(U(ξ))U̇(ξ) = −s[U(ξ) − U−] + F (U(ξ)) − F (U−) ,

D(U(ξ))U̇(ξ) = Q(U(ξ)) ,

comU(ξ) = U + ρ(ξ)∆U .

Do Lema 4.2, temos

ρ̇D∆U = Q(U) +
1

2
ρ2Q

′′

(U)(∆U)2. (4.13)
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Assim, paraρ = −1
2
, temos

0 = Q(U−) = Q(U) = Q(U) +
1

8
Q

′′

(U)(∆U)2 , por (4.13).

Então,

Q(U) = −
1

8
Q

′′

(U)(∆U)2 . (4.14)

Substituindo este resultado (4.14) eQ
′′

(U) = F
′′

(0) em (4.13), temos

ρ̇D∆U =
1

2

(

ρ2 −
1

4

)

F
′′

(0)(∆U)2 , (4.15)

ondeρ satisfaz

ρ̇

ρ2 − 1
4

= µ ⇐⇒ ρ̇ = µ

(

ρ2 −
1

4

)

. (4.16)

Com isso, sendoµ 6= 0, (4.16) tem uma solução comρ variando entre−1
2

e 1
2
.

Portanto, seµD∆U = 1
2
F

′′

(0)(∆U)2 e ρ̇ = µ
(

ρ2 − 1
4

)

, então (4.15) é satisfeita e temos que

o segmento é uma órbita.

Por outro lado, seρ parametriza uma órbita sobre uma reta, (4.15) mostra que (4.16)

deve valer para algumµ 6= 0 e, portanto,µD∆U = 1
2
F

′′

(0)(∆U)2 é satisfeita.

Para mostrar a última afirmação da proposição, basta observar que seρ cresce de−1
2

à

1
2
, entãoρ2 − 1

4
< 0. E ρ̇ > 0. Portanto,µ < 0, ou seja, a órbita segue deU− paraU+ se, e

somente se,µ < 0.

Mostraremos que a constanteµ está relacionada aos autovaloresµ± do sistema dinâmico

(4.1) linearizado, como na Seção 2.3 do Capı́tulo 2, em torno dos pontos crı́ticos. Temos

[−s + F
′

(U+)]∆U = µ+D∆U (4.17)

e

[−s + F
′

(U−)]∆U = µ−D∆U, (4.18)
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onde os autovalores correspondem aos autovetores∆U , comµ+ ≤ 0 ≤ µ−.

Subtraindo (4.18) de (4.17), temos

[F
′

(U+) − F
′

(U−)]∆U = (µ+ − µ−)D∆U.

E comoF é quadrática,

F
′′

(0)∆U∆U = (µ+ − µ−)D∆U.

Assim, dividindo por2 para obtermos (4.12), temos
1

2
F

′′

(0)(∆U)2 = µD∆U , com

µ =
1

2
(µ+ − µ−) ≤ 0.

Agora, somando (4.17) com (4.18), temos

[

−2s + F
′

(U+) + F
′

(U−)
]

∆U = (µ+ + µ−)D∆U.

ComoF
′

é linear,

[

−2s + 2F
′

(

U+ + U−

2

)]

∆U = (µ+ + µ−)D∆U,

[

−s + F
′

(U)
]

∆U =
1

2
(µ+ + µ−)D∆U.

Mas seU−, U+ es satisfazem Rankine-Hugoniot, então

s∆U = F (U+) − F (U−) =

∫ 1

2

− 1

2

F
′

(U + ρ∆U) dρ = F
′

(U)∆U .

Com este resultado, temos que o lado esquerdo da equação obtida somando-se (4.17)

com (4.18) se anula, o que nos dá, conseqüentemente,µ+ + µ− = 0 ⇐⇒ µ = µ+ = −µ−.

O próximo lema relaciona a Proposição 4.3 aos ângulos deviscosidade.
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Lema 4.4. Considere um estadoU+ sobre a reta que passa porU− com ângulo ϕ, com

U+ 6= U−. Ent̃ao,µD∆U = 1
2
F

′′

(0)(∆U)2 vale para algumµ se, e somente se,ϕ é umângulo

de viscosidade.

Demonstraç̃ao. Seja∆U = R(cosϕ, senϕ)T. Assim,

µD∆U =
1

2
F

′′

(0)(∆U)2,

µ∆U =
1

2
D−1F

′′

(0)(∆U)2,

µR

(

cosϕ
senϕ

)

=
1

2
D−1F

′′

(0)R2

(

cosϕ
senϕ

)2

.

Então, multiplicando-se ambos os lados da última igualdade por(−senϕ, cosϕ) temos

queµD∆U = 1
2
F

′′

(0)(∆U)2 vale para algumµ se, e somente se,

0 = (−senϕ, cosϕ)
1

2
D−1F

′′

(0)R2

(

cosϕ
senϕ

)2

,

isto é,ϕ é ângulo de viscosidade.

Supondoϕ ângulo de viscosidade eU+ sobre a reta de viscosidade, passando porU−, ou

seja,U+ = U− + R





cosϕ

senϕ



, de (4.12), temos

µ∆U =
1

2
D−1F

′′

(0)(∆U)2,

µR





cosϕ

senϕ



 =
1

2
D−1F

′′

(0)R2





cosϕ

senϕ





2

,

µ(cosϕ, senϕ)





cosϕ

senϕ



 =
1

2
R(cosϕ, senϕ)D−1F

′′

(0)





cosϕ

senϕ





2
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e

µ =
1

2
R(α̃D(ϕ)cosϕ + β̃D(ϕ)senϕ) ,

onde a última igualdade foi obtida da expressão (4.10) comα̃D e β̃D funções associadas à

D−1F .

Isto sugere a definição dêangulo de viscosidade excepcionalcomo sendo aquele que

satisfazα̃D(ϕ)cosϕ + β̃D(ϕ)senϕ = 0. Ou seja, de acordo com a Proposição 4.3, não é

possı́vel existir perfis retos com ângulos de viscosidade excepcionais, já queµ = 0.

Dizemos queU+ estácorretamente orientadocom respeito àU− sobre a reta de viscosi-

dade seµ < 0.

Com isso, traçando-se as retas de viscosidade e a Hugoniot por U0 podemos encontrar

sua intersecçãoU . Este procedimento nos permite construir descontinuidades com perfil reto

entreU0 e U (veja a Figura 4.1 dessa construção).É bom salientar que esta intersecção pode

não existir.

UU

U0

Figura 4.1: Perfil reto.

O teorema abaixo fornece condições precisas para garantir existência de perfis retos

e condições para que uma descontinuidade em um modelo quadrático tenha perfil reto. A
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demonstração do mesmo é consequência direta da Proposição 4.1 e dos resultados obtidos an-

teriormente neste mesmo capı́tulo.

Teorema 4.1.Suponha que a matriz de viscosidadeD é invertı́vel eϕ é ângulo de viscosidade

não excepcional. SejaL(ϕ) a reta de viscosidade associada àϕ.

(a) Suponhaϕ ângulo não-assintótico. EntãoU0 é ligado a algumU 6= U0 na Hugoniot deU0

por uma órbita sobre uma reta com ânguloϕ se, e somente se,U0 /∈ L(ϕ). Neste caso, o estado

correspondenteU é único.

(b) Suponhaϕ ângulo assintótico. EntãoU0 é ligado a algumU 6= U0 na Hugoniot deU0

por uma órbita sobre uma reta com ânguloϕ se, e somente se,U0 ∈ L(ϕ). Neste caso,U

compreende parte da reta de bifurcaçãoL(ϕ).

A órbita vai deU0 aU se, e somente se,U está corretamente orientado com relação aU0.

4.3 Regĩao transicional e soluç̃ao do problema de Riemann
contendo choques transicionais

Descreveremos, agora, o conjunto de descontinuidades de cruzamento com perfil reto.

Assuma que valem as hipóteses do Teorema 4.1. Então, qualquer pontoU0 é ligado a algum

U 6= U0 por um perfil reto. O conjunto de pontosU0 para os quais um choque transicional com

perfil reto é chamadoregião transicionalpara o ângulo de viscosidadeϕ.

Na situação (a) do Teorema 4.1, a região transicional é um subconjunto aberto do plano

no formato de uma cunha, onde para cada um de seus pontos corresponde um único choque tran-

sicional paraϕ. Por outro lado, na situação(b), essa região é parte da reta de bifurcaçãoL(ϕ) e

para cada pontoUL deste segmento de reta correspondem estadosUR’s para os quais a ligação

entreUL e UR é um choque transicional. A ilustração destes itens do Teorema 4.1 encontra-se

na Figura 4.2, onde o segmento em negrito da retaL1 representa a região transicional para um

ângulo assintótico enquanto as cunhas hachuradas entreL2 eL3 inferiormente e, também, entre

L4 eL5 superiormente, representam a região transicional para ângulos não-assintóticos.
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L2

L3 L4 L5

L1

Figura 4.2: Regiões transicionais para um ângulo assint´otico e dois ângulos não-assintóticos.

Considerando um ângulo de viscosidade particularϕ e deixandoU0 variar, o ponto cor-

respondenteU = U0 + R(cosϕ, senϕ)T é unido aU0 por um perfil reto. A fronteira da região

transicional é o lugar onde os pontos de sela deixam de ser sela, ou seja, consiste dos pontos

onde alguma das desigualdades

λ1(U0) < s < λ2(U0)

λ1(U) < s < λ2(U)

torna-se igualdade. Acontecendo isto, a velocidade do choque coincide com a velocidade

caracterı́stica no estado à direita ou no estado à esquerda, isto é,det[−s + F
′

(Uc)] = 0, comUc

sendoU ouU0.

Para fazer esse cálculo, precisamos da velocidades. Para isso, primeiramente encon-

tramos um ângulo de viscosidadeϕ por (4.9). Com ele, encontramos o valor deR pela ex-

pressão da Hugoniot (4.5). Assim, substituı́mos o valor deR na expressão da velocidade de

choque (4.6) e, podemos então, calcular o determinante acima. Obteremos assim, para o caso

em que o ângulo não é assintótico, duas retas cruzando-se para cada ângulo como na Figura 4.2.

Como estamos interessados em choques transicionais com órbita reta, um resultado im-

portante de Chicone [9] que fornece condições para que isso aconteça é o seguinte:

51



Capı́tulo 4. Ondas transicionais

Teorema 4.2.Para sistemas em que a função de fluxo é um gradiente e aindaé quadrática no

plano, uma órbita ligando duas selas é um segmento de reta.

Já discutimos, no Capı́tulo 2, em que consiste uma solução do problema de Riemann.

Agora, descreveremos o uso de choques transicionais nessa solução.

Com base na situação (a) do Teorema 4.1 para modelos quadr´aticos, a classe de choques

transicionais para funções fluxo genéricas é caracterizada por umaaplicaç̃ao transicionalX.

Esta aplicação é definida em um abertoT , a região transicional. Ela associa cada pontoU deT

um pontoU
′

= X(U) emT
′

= X(T ) tal queU e U
′

são ligados por um choque transicional.

Temos, como exemplo, na Figura 4.2, que o domı́noT da aplicação transicional corresponde

as regiões hachuradas e a parte em negrito da retaL1, enquanto que a imagemT
′

deste ma-

peamento corresponde as duas cunhas não-hachuradas e o segmento restante da retaL1. Mais

exatamente, estes choques são usados para resolver problemas de Riemann da seguinte maneira:

• para um dado estadoUL à esquerda, construı́mos a 1-curva de onda;

• se a 1-curva de onda passa pela regiãoT , então cada estado intermediárioUM sobre a

curva nesta região é ligado ao seu estado imagemU
′

= X(UM) por um choque transi-

cional;

• A velocidade desta onda transicional deve exceder a velocidade da 1-onda deUL àUM ;

• É gerada uma curva que é imagem da 1-curva de onda pelo mapeamentoX;

• Desenhamos as 2-curvas de onda (ou ondas transicionais) à partir dos pontos sobre essa

curva transicional, imagem da 1-curva de onda.
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O helicóide de soluç̃oes

Neste capı́tulo, inicialmente, vamos descrever o comportamento topológico de soluções

de Riemann para o sistema parabólico associado a um modelo particular de sistema2 × 2 de

leis de conservação, com matriz de viscosidade igual a identidade. O conjunto de soluções será

associado a uma variedade que se assemelha a um helicóide. Por fim, faremos uma pequena

perturbação em uma das entradas da matriz de viscosidade emostraremos que o helicóide de

soluções ainda está presente.

5.1 O modelo

Para obter o helicóide de soluções vamos considerar um modelo de sistema2 × 2 de

leis de conservação do tipo elı́ptico-hiperbólico e quesatisfaça, ao menos, as doze condições

que serão descritas mais adiante. Esse modelo é do tipo I deacordo com a classificação de

Schaeffer e Shearer, em [14], apresentada na última seção do Capı́tulo 3 deste trabalho. Assim,

consideraremos como exemplo o problema de Riemann
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ut +
(

1
2
(v2 − u2) + ρv

)

x
= 0

vt + (vu − ρu)x = 0

U(x, 0) =







UL, para x ≤ 0,

UR, para x ≥ 0.

, (5.1)

com o sistema parabólico associado tendo a matriz de viscosidade como sendo a identidade.

Observe que o modelo (5.1) tem comportamento elı́ptico dentro do cı́rculo

O = {(u, v) : u2 + v2 < ρ2} e hiperbólico fora deO, já que os autovaloresλi(UL) =

(−1)i
√

u2 + v2 − ρ2 , i = 1, 2, deDF (u, v), são complexos conjugados paraU dentro do

cı́rculo e reais e distintos paraU fora.

Neste exemplo, uma solução onda viajante é uma soluçãodo sistema de equações difer-

enciais dependendo deu−, v− es:







u̇ = −s(u − u−) + 1
2
(v2 − u2) + ρv − 1

2
(v2

− − u2
−) + ρv−

v̇ = −s(v − v−) + vu − ρu − v−u− − ρu−

(5.2)

O modelo considerado nesta seção é um exemplo de modelos que satisfazem as condições:

(C1) O problema de Riemann, no espaço de estados, tem uma regiãoelı́pticaO compacta

com fronteira fechadaC1, isto é, a matrizDF (U) tem autovalores complexos conjugados seU

está dentro deO e autovalores reais e distintos seU está fora deO.

(C2) As soluções de Riemann contém somente 1-choque de Lax, 2-choque de Lax e

choques transicionais.

(C3) O sistema dinâmico associado ao problema de Riemann tem no máximo quatro

singularidades. Se ele tem quatro singularidades, então elas devem ser três selas e uma não-

sela.

(C4) As órbitas ligando duas selas do sistema dinâmico associado são de dois tipos:
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linhas retas e curvas. Denotamos porTr choques transicionais associados a órbitas retas eTc

para transicionais com órbitas curvas. Neste trabalho utilizaremos o primeiro tipo de choques

transicionais.

(C5) O retrato de fase de (5.2) tem três retas invariantesRi, (i = 1, 2, 3), formando um

triângulo∇, tal que se duas selas estão sobreRi e são ligadas por órbitas, então pelo menos

uma órbitaγ está sobreRi. Cada reta é tangente a fronteira da região elı́ptica em exatamente

um ponto e não existe outra intersecção. Cada reta é composta de duas partes: a selaα-limite de

cadaγ está na primeira parteRiα e aω-limite de cadaγ está na segunda parteRiω . O ponto de

tangência entre a reta e a fronteira da região elı́ptica éa fronteira entre essas duas partes. Veja

essa condição ilustrada na Figura 5.1.

R3ω

R1α
R1ω

R2α

R2ω
R3α

O

Figura 5.1: Retas invariantes.

(C6) Para valores iguais des e valores apropriados deU−, o sistema (5.2) possui3-

ciclos, que são três selas conectadas por órbitas do mesmo sistema dinâmico (mesmosU− e s)

e seus cantos coincidem com com os cantos do∇ (então o∇ coincide com um 3-ciclo).

(C7) A partir de estados apropriados, as curvas de 1-choque de Laxintersectam transver-

salmente a parteRiα da reta invarianteRi e as curvas de 2-choques de Lax intersectam transver-

salmente a parteRiω da reta invarianteRi. Veja a Figura 5.2.
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Ua

Ub

Uc

Figura 5.2: Curvas de 1-choque.

(C8) SejaS−1
1 (Riα) o conjunto de todos os estadosUL tal que a 1-curva de choque a

partir deUL intersectaRiα e sejaS2(Riω) o conjunto de todos os estadosUR tal que a 2-curva

de onda para trás porUR (S−1
2 (UR)) intersectaRiω . Esses dois conjuntos são não vazios.

(C9) Em uma sequência de mais de dois choques transicionais, todos os choques têm a

mesma velocidade exceto, posssivelmente, o primeiro e o último choques.

(C10) Fixe um estado em cadaRiα (i = 1, 2, 3) que é uma sela. Variandos, existe um

intervaloIi contido emRiω tal que toda sela emIi é ligada a uma sela emRiα por uma ligação

reta.

(C11)Exceto em casos de bifurcação, o comprimento da órbita ligando dois estadosU−

eU+ depende continuamente deU− eU+.

(C12) Uma ligação, reta ou curva, entre duas selas pode desaparecer através de uma

não-sela colidindo com uma das selas. Em leis de conservação, essas colisões ocorrem sobre a

fronteira entre ramos da curva de Rankine-Hugoniot.

Com essas condições satisfeitas vamos, agora, introduzir a noção de classes de soluções.
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5.2 Classes de soluções

Um conjunto de soluções com a mesma sequência de ondas elementares chama-seclasse

de soluç̃ao. Em nosso caso, duas classes diferem-se pelo número de choques transicionais retos

presentes.

Denotaremos uma sequência de ondas usadas para descrever uma solução, fixado um

estadoUL, pela notação do primeiro tipo de onda utlizada, seguido de dois pontos, seguido da

notação para o segundo tipo de onda utilizada e assim sucessivamente até o último tipo de onda,

como por exemploS1 : Tr : Tr : Tr : S2, que significa uma sequência de ondas começando por

um 1-choque seguido de três transicionais retos e seguido de um 2-choque.

Apresentaremos as classes de soluções para nosso exemplona Tabela 5.1, onde3Cn de-

nota umn 3-ciclo (n = 1, 2, 3, ...) comn representando quantas vezes o 3-ciclo foi percorrido.

Classe Descriç̃ao da soluç̃ao
V S1 : Tr : Tr : Tr : S2.
V I S1 : Tr : Tr : Tr : Tr : S2.
XXn S1 : 3Cn : Tr : S2.
XXIn S1 : 3Cn : Tr : Tr : S2.
XXIIn S1 : 3Cn : Tr : Tr : Tr : S2.
XXIIIn S1 : Tr : 3Cn : Tr : S2.
XXIVn S1 : Tr : 3Cn : Tr : Tr : S2.
XXVn S1 : Tr : 3Cn : Tr : Tr : Tr : S2.

Tabela 5.1: Classes de soluções

As fronteiras das classes ocorrem através do aparecimentoou desaparecimento de

choques transicionais. Os dois mecanismos responsáveis pela mudança entre classes usados no

modelo considerado neste capı́tulo são:

(M1) Um choque transicional aparece ou desaparece após o 1-choque. Por exemplo,

uma sequência de ondas da formaS1 : Tr (ou UL
S1→ UM1

Tr→ UM2
), isto é, formada por um 1-

choque seguido de um choque transicional, muda para uma sequência com um 1-choqueS1 (ou
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U
′

L

S1→ U
′

M2
), apenas. A mudança ocorre quando o estado intermediárioUM2

cruza a fronteira

entre o ramo de choque transicional e o ramo de 1-choque de Laxna curva de Rankine-Hugoniot

deUM1
.

(M2) Um choque transicional aparece ou desaparece antes do 2-choque. Por exem-

plo, uma sequência de ondasTr : S2 (ou UM1

Tr→ UM2

S2→ UR), isto é, formada um choque

transicional seguido por um 2-choque, muda para uma sequência com um 2-choqueS2 (ou

U
′

M2

S2→ U
′

R), somente. A mudança ocorre quando o estado intermediário UM2
cruza a fronteira

entre o ramo de choque transicional e o ramo de 2-choque de Laxna curva de Rankine-Hugoniot

deUM1
.

Em (M1), usamos a notação(M1+) para o caso em queTr aparece e a notação(M1−)

o caso em queTr desaparece. Analogamente, usamos as notações(M2+) e (M2−) em(M2).

Mais detalhes sobre classes e fronteiras de classes em [1].

5.3 O helićoide

Já que a mudança de classes de solução é devida ao aparecimento ou desaparecimento de

choques transicionais, devemos nos concentrar na região transicional, onde podemos observar

tais mudanças.

Vimos no Capı́tulo 4 deste trabalho que para identificar os choques transicionais pode-

mos parametrizar a Hugoniot deU0 por coordenadas polares centrada emU0 por um ânguloϕ.

Em seguida, definimos ângulo de viscosidade usando essas coordenadas e vimos, na Seção 4.3,

como encontrar a região transicional.

Encontramos, com o auxı́lio do programaMaple, para o exemplo em que a matriz de

viscosidade é a identidade, usando a expressão (4.9), o polinômio

p1(ϕ) = 4sen(ϕ)cos2(ϕ) − sen(ϕ) . (5.3)
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Obtemos como solução dep1(ϕ) = 0 os ângulos de viscosidade0 e ±
π

3
. Substituindo estes

ângulos em (4.8), vemos que são ângulos assintóticos, logo pelo item (b) do Teorema 4.1, as

ligações retas estão todas sobre as retas de bifurcação. Mais especificamente, com o ângulo

π

3
, para cada pontoUL do segmentoR2α

da Figura 5.1 corresponde um segmento de estados

UR’s para os quais a ligação entreUL e UR é um choque transicional. Analogamente, para o

ângulo−
π

3
, a região transicional é o segmentoR3α

, enquanto que para o ângulo0 é o segmento

R1α
. Ou seja, neste exemplo, os choques transicionaisTr ocorrem sobre as bifurcações que

coincidem com as retas invariantes que formam o∇.

SejamUL fixo e UR variando dentro do∇. Em virtude das condições(C7) e (C9)

podemos construir uma solução na classeV da seguinte maneira,UL
S1→ UM1

Tr→ UM2

Tr→

UM3

Tr→ UM4

S2→ UR, onde o segundo choque transicional tem velocidade zero. Uma ilustração

deste caso encontra-se na Figura 5.3.

UM3

Tr

S2

Tr

UM2

Tr

UL

UR

UM4

UM1

S1

Figura 5.3: Solução classeV no plano-uv.

Ainda variandoUR, no sentido horário, dentro do∇ e aproximando-o da parte inferior

direita, temos que o estadoUM4
move-se para direita, fazendo com que a solução permaneça

na classeV até queUM4
alcance o canto superior direito do∇. Neste ponto a solução fica na
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fronteira das classesV eV I até que movendo-se um pouco maisUR, a solução entra na classe

V I, por(M2+).

Continuando esse processo, ainda por(M2+), a solução deixa a classeV I e entra na

classe dada porS1 : Tr : Tr : Tr : Tr : Tr : S2, que de acordo com as condições(C6) e (C9),

corresponde a classeXXIII1. As soluções então mudam para a classeXXIV1, em seguida

para aXXV1 e assim sucessivamente, sempre cruzando as fronteiras entre uma classe e outra.

Podemos descrever as soluções apresentadas acima atrav´es de uma variedade emR3.

Para tanto, adicionamos ao espaço de estados um parâmetroη dado pela soma do comprimento

do arco da 1-curva de choque entreUL e o primeiro estado intermediário, com o comprimento

das órbitas ligando as selas dos choques transicionais e com o comprimento da 2-curva de

choque do último estado intermediário ao estadoUR. Desta forma, à medida que o parâmetro

η aumenta as soluções mudam de classe e, tridimensionalmente, temos uma superfı́cie que

se assemelha a um helicóide, onde cada folha do helicóide corresponde a um estadoUL. O

helicóide de soluções no plano-ur vr está ilustrado na Figura 5.4(a). Já o helicóide no espaço-ur

vr η encontra-se ilustrado na Figura 5.4(b), que foi cedida por Azevedo, paraUL dado anterior-

mente.

5.4 Perturbação da matriz de viscosidade

No modelo estudado nas seções anteriores consideramos a matriz de viscosidade como

sendo a identidade. Vamos agora, mudar uma entrada da matrize mostrar que o comportamento

semelhante ao helicóide de soluções ainda está presente.

Seja a matriz de viscosidade denotada porD(U) =





1 d12

0 1



 . A princı́pio, deixamos

d12 genérico. O aparecimento de um 3-ciclo é indispensável para a construção do helicóide,
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vr

XXIIIn V

XXIVn

XXVn

ur

V I

(a) O helicóide no plano-urvr.

-

-

-

-

-

�

�

� VV I

XXIII1

XXIV1

XXV1

XXIII2

XXIV2

XXV2

ur

vr

η

(b) O helicóide no espaço-urvrη.

Figura 5.4: O helicóide de soluções.

como foi visto na seção anterior. Então, ainda com interesse nos choques transicionais retos

que formam o 3-ciclo, encontraremos a fronteira da região transicional, seguindo os passos do

Capı́tulo 4, para nosso modelo com a matriz de viscosidade perturbada.

Com a expressão (4.9), do Capı́tulo 4, porém com a funçãode fluxo dada porD−1F , en-

contramos um polinômio cúbico que nos fornece o valor dos ˆangulos de viscosidadeϕ. Fizemos

este cálculo com auxı́lio do programaMaplee obtivemos o polinômio

p2(ϕ) = −2d12cos
3(ϕ) + 2d12cos(ϕ) + 4sen(ϕ)cos2(ϕ) − sen(ϕ). (5.4)

Dividindo (5.4) porcos3(ϕ) podemos escrevê-lo em função detg(ϕ) da seguinte maneira:

−2d12 + 2d12
1

cos2(ϕ)
+ 4tg(ϕ) − tg(ϕ)

1

cos2(ϕ)
=

= −2d12 + 2d12 + 2d12tg
2(ϕ) + 4tg(ϕ) − tg(ϕ) − tg3(ϕ).

Denotandotg(ϕ) porT chegamos ao seguinte polinômio

−T 3 + 2d12T
2 + 3T ,
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que sempre tem como soluçãoT = 0. Isso implica que entre os ângulos de viscosidadeϕ,

encontra-se ozero, não importando o valor ded12. E com este ângulo, a região transicional é

apenas parte da retaL1, como já visto, que coincide com a reta de bifurcação.

Tomamos como exemplo, a partir de agora,d12 = 1/2 e encontramos os ângulos de

viscosidade dados pelo polinômio−T 3 + T 2 + 3T correspondente a este exemplo. Com isso,

temos como região transicional parte da retaL1 descrita acima correspondente ao ângulozero e

como fronteira da região transicional duas retas cruzando-se e formando cunhas, como previsto

na Seção 4.3 do Capı́tulo 4 deste trabalho, para os outros dois ângulos de viscosidade (Figura

5.5).

L2

L3 L4 L5

L1

UM

AB

CD

E

F

G

Figura 5.5: Regiões transicionais e imagem da aplicaçãotransicional.

Com o auxı́lio do programaRiemann Solver[8], verificamos que a imagem do segmento

AB da retaL1, pela aplicação transicional, nos dá uma curva na região hachurada entreL4

e L5 representada porEF na Figura 5.5. Traçando-se a Hugoniot para trás pelos pontos do

segmento de retaCD deL1, temos outra curva na região também hachurada entre as retasL2 e

L3 representada porGH, onde o pontoH não aparece na Figura 5.5, mas é imagem do pontoD

pela mesma aplicação transicional. Temos um ponto de intersecçãoUM entre estas duas curvas

e que está na intersecção dessas duas regiões. Esse ponto UM é um estado intermediário entre
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dois choques transicionais. Isso permite a formação de uma sequência de três transicionais,

consequentemente de 3-ciclos, que dão origem a um helicóide, de modo análogo ao que foi

feito em [1], usando os espaço de estados e o parâmetroη.

Com isso, podemos concluir que fazendo uma perturbação naentradad12 da matriz de

viscosidade, o comportamento topológico das soluções semelhante a um helicóide ainda está

presente.
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[2] Azevedo, A. V.; Marchesin, D.; Plohr, B. J.; Zumbrun, K.,Capillary instability in models

for three-phase flow, Z. angew. Math. Phys.,53 (2002), 713-746.

[3] Aziz, K.; Settari A.,Petroleum Reservoir Simulation, Elsevier Applied Science, New York

- London, 1990.

[4] Chorin, A. J.; Marsden J. E.,A Mathematical Introduction to Fluid Mechanics, Third

Edition, Springer-Verlag, New York, 1993.

[5] Courant, R.; Friedrichs, K. O.,Supersonic Flow and Shock Waves, Interscience Publishers,

New York, 1948.

[6] Gel’Fand, I. M.,Some Problems in Theory of Quasilinear Equations, English transl. in

Amer. Mat. Soc. Trans., Ser. 229 (1963), 295-381.

[7] Gomes, M. E. S.,Problema de Riemann singular para um modelo de quarta ordem em

escoamento multifásico, Tese de Doutorado, PUC - Rio de Janeiro, 1987.

[8] Isaacson, E. L.; Marchesin, D.; Plohr, B. J.,Riemann Solver, (2004).

64



Referências Bibliográficas
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Colóquio Brasileiro de Mateḿatica, IMPA, Rio de Janeiro, 2001.

[13] Peaceman, D.,Fundamentals of Numerical Reservoir Simulation, Elsevier, Amsterdam,

1977.

[14] Schaeffer, D. G.; Shearer, M.,The classification of2×2 systems of non-strictly hyperbolic

conservations laws, with application to oil recovery, Comm. Pure Appl. Math.,40 (1987),

141-178.

[15] Scheidegger, A. E.,The Physics of Flow Through Porous Media, Univ. of Toronto Press,

Toronto, 1963.

[16] Smoller, J.,Shock Waves and Reaction-Diffusion Equations, Second Edition, Springer-

Verlag, New York-Heidelberg-Berlin, 1994.

[17] Souza, A. J.,Sistemas singulares de três leis de conservação em escoamento multifásico,

Tese de Doutorado, PUC - Rio de Janeiro, 1989.

[18] Wenstrom, J. H.; Plohr, B. J.,Classification of homogeneous quadratic conservation laws

with viscous terms, Computational and Applied Mathematics ,26, n. 2, ISSN 0101-8205,

2007.

65


