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Resumo

Os grupos de Bianchi I'y = PSLy(O4) com d > 0 inteiro livre de quadrados, onde
Q4 € o anel de inteiros do corpo Q(v/—d), sao importantes devido as suas aplicagoes em
Geometria e Teoria dos Numeros.

A propriedade de separabilidade sob conjugacao é importante pois foi notado por
Mal “cev em 1958 que o problema da conjugacao para grupos finitamente apresentados
separéaveis sob conjugacao ¢é solivel.

Em 1998, Wilson e Zalesski demonstraram que [’y é separavel sob conjugacao para
d=1,2,7,11 e conjecturaram que todos ['y sao separaveis sob conjugacao.

Nesta tese foi provado que I'3 é separavel sob conjugacao. Combinando com o resultado
acima, fica mostrado que todos os grupos de Bianchi Euclideanos sao separaveis sob
conjugacao.

Palavras-chave: Grupos de Bianchi, Separabilidade sob conjugacao, topologia profinita,
GAP.



Abstract

The Bianchi groups I'y = PSLy(O,) with d > 0 square-free integer, where Oy is the
ring of integers of the field Q(1/—d), are important because their applications in Geometry
and Number Theory.

The conjugacy separability property is important because as noted by Mal cev in
1958, the conjugacy problem for finitely presented conjugacy separable groups is soluble.

In 1998, Wilson and Zalesski showed that I'y is conjugacy separable for d = 1,2,7,11
and they conjectured that all I'y are conjugacy separable.

In the thesis was proved that I's is conjugacy separable. Combining with previous
results this shows that all Euclidean Bianchi groups are conjugacy separable.

Key words Bianchi groups, Conjugacy separability, Profinite topology, GAP.
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Introducao

Os grupos de Bianchi sao os grupos da forma
I'y= PSLQ(Od) = SLQ(Od)/ < -1 >,

onde d é um inteiro positivo livre de quadrados e Oy é o anel de inteiros algébricos do
corpo imaginario quadratico Q(v/—d). Eles tém atraido bastante atencdo, sendo uma das
causas principais as aplicagoes em geometria hiperboélica, topologia e teoria dos ntimeros.
Os grupos de Bianchi recebem esse nome em homenagem a Luigi Bianchi (1856 — 1928)
que os estudou inicialmente em 1892 como uma extensao natural do estudo do grupo
modular PSLy(7Z). Tais grupos sao ditos Euclideanos nos casos em que d = 1,2,3,7 e 11,
pois sao os Unicos casos em que Oy possui o algoritmo de Euclides.

Recordamos que um grupo G é dito separédvel sob conjugacgao se para todo par de
elementos z,y € G nao-conjugados em G, existir algum quociente finito de G, onde as
imagens de x e y nao sao conjugadas. Equivalentemente, na versao profinita dizemos
que um grupo residualmente finito G ¢ separdvel sob conjugagao se, e somente se, a
conjugacao de cada par de elementos de G no completamento profinito G de G implicar
na conjugacao de tais pares de elementos em G se, e somente se, a classe de conjugagao
de todo elemento de G for fechada na topologia profinita de GG. Segue que todo grupo
separéavel sob conjugacao é necessariamente residualmente finito. Em particular, o grupo
de Bausmlag-Solitar G' =< a, b|b® = b> > ¢ um exemplo de um grupo que nio é separavel
sob conjugacao, pois nao é residualmente finito. Entretanto a condi¢ao nao é suficiente,
pois Remeslennikov em [30] mostrou que SL3(Z) é residualmente finito, porém nao é
separavel sob conjugacao.

Em 1912, M. Dehn formulou em particular o seguinte problema de decisao também
conhecido como Problema da Conjugagao ou Segundo Problema de Dehn: "Existe um
algoritmo que decida se duas palavras quaisquer em um grupo finitamente apresentado
sao conjugadas?".

A importancia da propriedade de separabilidade sob conjugacao foi observada por
Mal“cev em 1958, [26], que mostrou que grupos finitamente apresentados separaveis sob
conjugagao sao soluveis para o Problema da Conjugacao. A seguir, daremos uma idéia
desse tal algoritmo também descrito por Dan Segal em [37].

O algoritmo consiste de dois procedimentos executados simultaneamente. O primeiro



Introducao

deles lista todas as consequéncias das relagoes em uma dada apresentacao de G, enquanto o
sequndo procedimento enumera todos os homomorfismos w de G para grupos finitos e lista,
para cada T, 0s finitos pares de elementos nao-conjugados em w(G). Agora dados x,y € G,
ambos procedimentos serao executados até o primeiro deles fornecer uma igualdade 9 =y
ou o sequndo procedimento fornecer um par (w(x),7(y)). No primeiro caso, concluimos
que x ey sao conjugados e no sequndo, que eles ndo o sao. A hipdtese de que G € separdvel
sob conjugacao garante que um dos dois casos ocorrerd.

A seguir alguns aspectos historicos de grupos separaveis sob conjugacao.

Foi mostrado por Blackburn em [5] que grupos nilpotentes finitamente gerados livres
de torcao sao separaveis sob conjugacao. O resultado de Blackburn foi estendido por
Remeslennikov em [29] para grupos policiclicos por finito. E G. Baumslag em [1| mostrou
a propriedade em questao para grupos livres. Em [13] Dyer provou que grupos livres por
finito sdo separaveis sob conjugagdo. Em [38] Stebe e em [30] Remeslennikov mostraram
que produto livre de grupos separaveis sob conjugacao é separavel sob conjugacao. Em
[14] Dyer mostrou que o produto livre de grupos ou ambos livres ou ambos nilpotentes
finitamente gerados com amalgamacao ciclica é separavel sob conjugacao. Este resultado
de Dyer foi generalizado por Tang em [39] e posteriormente, com técnicas diferentes, por
Ribes-Zalesski em [31] que mostraram que o produto livre de grupos ou livres por finito ou
nilpotentes por finito com amalgamacao ciclica é separavel sob conjugacao. O resultado
mais geral sobre a separabilidade sob conjugagao de produto livre com amalgamagao
ciclica foi obtido por Ribes-Segal-Zalesski em [32] que mostraram a propriedade para
grupos que podem ser obtidos fazendo-se sucessivos produtos livres com amalgamagao
ciclica a partir de grupos policiclicos por finito e/ou livres por finito.

Outros exemplos de grupos separaveis sob conjugagao sao os grupos GLs(O4) com
d=2,7,11 e os grupos SLy(Oy) com d = 1,2,7,11, em todos esses casos a propriedade
de separabilidade sob conjugacao foi mostrada por S. C. Chagas em |[8|.

Ressaltamos que Goryaga em [20] mostrou que a propriedade de separabilidade sob
conjugacao nao é preservada por extensoes finitas. Mais recentemente, Chagas-Zalesski
mostraram em [11| que subgrupos de indice finito ndo herdam a separabilidade sob con-
jugacao e deram uma condigao suficiente para que a propriedade seja preservada para
subgrupos de indice finito.

Em 1998, Wilson e Zalesski mostraram em [41] a separabilidade sob conjugagao para
os grupos de Bianchi Euclideanos T'y = PSLy(Q4) com d = 1,2,7 e 11. Foi usada
essencialmente na demonstracgao deste fato a decomposicao nao-ficticia desses grupos dada
por B. Fine [16] em produto livre com amalgamagao para d = 1,2,7,11 e HNN-extensao
para d = 2,7 e 11. De fato, eles mostraram que sob certas condigoes, produto livre com
amalgamacao nao-ciclica e HNN-extensao sao separédveis sob conjugacao e que os grupos
[y, d=1,2,7,11, satisfazem essas tais condi¢oes. Essa técnica nao pode ser aplicada para
o caso d = 3, pois PSLy(0O3) ndo possui decomposi¢ao nao-ficticia como produto livre
com amalgamacao ou HNN-extensao. Eles conjecturaram que PSLy(Oy), d # 1,2,7,11
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é separavel sob conjugacao. Neste trabalho foi provada a conjectura de Wilson-Zalesski
para o caso d = 3, fechando a questao para os grupos de Bianchi Euclideanos. Mais
precisamente, o Teorema principal desta tese é

Teorema 1. O grupo de Bianchi I's = PSLy(O3) € separdvel sob conjugagao.

A seguir descreveremos a estrutura desta tese.

O primeiro capitulo contém uma secao sobre espagos topologicos, onde foram selecio-
nados alguns resultados bésicos e definigoes como: a definigao de espago profinito. Na
se¢ao seguinte, falamos sobre grupos topologicos visando o entendimento da terceira se¢ao
sobre grupos profinitos e completamento profinito. Para isso demonstramos diversos re-
sultados basicos que serao tteis no caso da separabilidade sob conjugacao dos elementos
de ordem infinita. E foi encerrado o primeiro capitulo com a definicao da propriedade de
separabilidade sob conjugacao e a equivalente versao profinita da mesma da qual faremos
uso na demostragao do Teorema principal.

No segundo capitulo, na primeira secao, decorremos sobre os grupos de Bianchi Eu-
clideanos e com intuito de tratarmos da estrutura desses grupos, recordamos o que vem a
ser produto livre amalgamado e HNN-extensao. Na se¢ao seguinte, falamos sobre a estru-
tura de um determinado subgrupo de indice finito de PSLy(O3) e usamos a decomposicao
como HNN-extensao de tal subgrupo para mostrar um caso do resultado principal, que
¢ a separabilidade sob conjugacao dos elementos de ordem 2 em PSL,(O3). Na segao 3,
descrevemos os centralizadores de GLs(C), SLy(C) e usamos este resultado para descr-
ever os centralizadores de PSLy(Oy), d = 1,2,3,7,11, conforme [8] e [9]. O capitulo foi
encerrado com uma secao sobre as propriedades do grupo alternado As, que faremos uso
no capitulo seguinte.

E no capitulo 3 estao os resultados principais desta tese, a saber, decorremos sobre o
programa GAP (Groups, Algorithms and Programming) que sera usado para demonstrar
a separabilidade sob conjugacao dos elementos de ordem 3 em PSLy(Q3). Em seguida,
demonstramos o Teorema principal desta tese, onde fizemos uso de resultados discutidos
ao longo da mesma, como os resultados de Berkove e outros em |[2], [3] e [4] da total
complementagao e corregao da classificagao dada por B. Fine em [16], dos subgrupos
abelianos dos grupos de Bianchi Euclideanos I'y, d = 1,2,7,11; e mostramos a separabi-
lidade sob conjugagao para os elementos de ordem infinita em PSLo(Q3) onde foi usado
essencialmente o resultado devido a Chagas-Zalesski em [9] enunciado a seguir:

Teorema 2 (Chagas-Zalesski-2006). Seja H um subgrupo de Ty = PSLy(Oy),
d = 1,2,3,7,11, de indice finito e livre de tor¢cao. Entao H é separdvel sob conjuga-
¢ao.



Capitulo 1

Topologia Profinita

1.1 Sobre Espacos Topolbogicos

Recordemos algumas defini¢goes e propriedades bésicas sobre espacos topolodgicos, con-
forme [42|, para em seguida falarmos sobre grupos topolégicos.

Uma topologia em um conjunto nao-vazio X é uma familia de subconjuntos de X
(ditos abertos). Um subconjunto ¥ C X é dito fechado em X se o complementar X\Y
de Y em relacio a X for aberto. O fecho Y de Y ¢é a intersecdo de todos os subconjuntos
fechados de X que contém Y. No caso em que Y = X, diz-se que Y é denso em X.

Agora iremos estabelecer a definicao de espago topologico.
Defini¢ao 1.1.1. Dizemos que X (juntamente com uma topologia em X ) é um espago
topoldgico se satisfaz as sequintes propriedades:
(1) X e sao conjuntos abertos;
(2) A intersecao de dois subconjuntos abertos de X é um aberto;

(3) A unido arbitrdria de subconjuntos abertos de X € um aberto.

Uma base para uma topologia em X é uma cole¢ao {Uy|\ € A} tal que cada subcon-
junto aberto de X pode ser escrito como uniao de alguns conjuntos Uy, isto é, se Y C X

é um aberto de X, entao Y = U Uy, onde A* C A.
AEA*

Destacamos a seguir alguns tipos de topologia:

(1) A topologia formada pelo conjunto das partes de X é dita topologia discreta.

4
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(77) Uma topologia em um subconjunto ¥ C X é dita induzida se consiste de todos os
subconjuntos de Y da forma Y NU, onde U é algum aberto de X.

(791) Se X e Y sao espagos topologicos e f: X — Y é uma aplicagdo sobrejetora, entao a
topologia quociente em Y consiste da topologia mais fraca tal que f é continua, isto
é, consiste de todos os subconjuntos abertos V' C Y tais que f~*(V) é um aberto
em X.

(1v) Seja

HXA:{x:AH UXA|J;()\)€XA,V)\6A}

AEA AEA
o produto cartesiano da familia {X,|\ € A}, onde cada X, é um espago topologico.

Seja Ty : H X — X, a projecao definida por my((xy)) = .
AEA

A topologia produto em H X, € a topologia mais fraca tal que m, é continua para

AEA
cada A € A. Os abertos na topologia produto sao uniao de conjuntos da forma

w;f(Ul) NN (U,

onde n € N e para cadai=1,--- ,n, temos que \; € A e U; € um aberto em X,,.

Recordamos que um espaco topolégico X é compacto se para cada familia dada de

subconjuntos abertos {Uy|]A € A} tal que X = U U,, existir uma subfamilia finita
A€A

n
U, Uyyy ..., Uy, com X = U U,,. Equivalentemente, X é dito compacto se cada familia

=1
{Cy\|\ € A} de subconjuntos fechados cuja intersegao de finitos C' quaisquer for nao-vazia,

implicar que m Cy # 0.

AEA

Dizemos que X é Hausdorff se para cada par de elementos x,y € X, existirem abertos
(ditos vizinhangas abertas) z € U, y € V em X tais que U NV = (). Dizemos que X
é conexo se X nao puder ser representado como uniao disjunta de subconjuntos abertos.
E ainda X é dito totalmente desconexo se cada componente conexa tem somente um
elemento.

Definicao 1.1.2. Um espaco topologico compacto, Hausdorff e totalmente desconexo é

dito um espago profinito.

Propriedades bésicas sobre espacgos topologicos compactos, Hausdorffianos e total-
mente desconexos serao selecionadas nos resultados a seguir. Demonstraremos o primeiro
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resultado e comentaremos algumas idéias envolvidas nas demais demonstracoes que po-
dem ser vistas em J. Wilson [42]|. Tais propriedades serao livremente usadas nas segoes
seguintes.

Afirmacao 1.1.3. Cada subconjunto de cardinalidade 1 em um espagco Hausdorff € fechado.
Demonstrag¢ao: Seja X um espago Hausdorff. Se X = () ou |X| = 1, ndo ha nada a
mostrar. Suponha que X tenha pelo menos 2 elementos. Entao para cada y € X\ {z},

existem abertos A, ¢ B, em X tais que x € A,, y € B, e A, N B, = (. Em particular,
B, C X\ {z}, logo {z} é fechado.

O
Lema 1.1.4. (a) Cada subconjunto fechado de um espago compacto é compacto;
(b) Cada subconjunto compacto de um espa¢o Hausdorff é fechado;
(c) Se f: X =Y € continua e X compacto, entao f(X) € compacto;

(d) Se f: X —Y € continua e bijetiva, X compacto e Y Hausdorff, entao f € homeo-
morfismo;

(e) Se f,g: X — Y sao continuas e Y é Hausdorff, entao {x € X|f(x) = g(z)} €
fechado.

Lema 1.1.5. Seja (X \|A € A) uma familia de espagos topoldgicos e seja C' = HX,\ 0

AEA
seu produto cartesiano.

(a) Se cada X é Hausdorff, entao C' também o é;
(b) Se cada X € totalmente desconexo, entao C' também o é;

(¢) Se cada X é compacto, entao C' também o é.

O item (c) do Lema 1.1.5 é conhecido como Teorema de Tychonoff s e a demonstracgao
que envolve o conceito de filtro sera omitida.

E encerramos esta secao com o seguinte

Lema 1.1.6. Seja X um espago totalmente desconexo. Entao {x} € fechado para cada
reX.

A idéia da demonstragao do Lema acima é bem simples, pois ¢ suficiente mostrar
que o fecho C' de {z} é conexo, pois como X é um espago totalmente desconexo cada
componente conexa tem no maximo um elemento e portanto o conjunto fechado C' = {z}.
Como a conexidade de C segue diretamente da definigao de conjunto conexo e da definigao
de fecho de um conjunto, omitiremos a demonstracao.

6
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1.2 Sobre Grupos Topolbgicos

Vamos definir o que vem a ser um grupo profinito, mas antes iremos relembrar a
definigao de de grupo topologico, conforme [42].

Definicao 1.2.1. Um grupo topologico é um conjunto G que é, ao mesmo tempo, um
espaco topologico e um grupo tal que as sequintes aplicagoes

m:GxG—G,i:G—G

-1

definidas por m(z,y) = xy e i(x) = x~", respectivamente, sao continuas.

Definicao 1.2.2. Um grupo topologico compacto, Hausdorff e totalmente desconezo é dito
um grupo profinito.

Mostraremos a seguir alguns resultados basicos, contudo, importantes que envolvem
as propriedades: compacto, Haussdorff e totalmente desconexo, conforme [42|. Demons-
traremos a maior parte desses resultados que podem ser encontrados também em outras
referéncias como [33] e [6].

Lema 1.2.3. Seja G um grupo topologico.

(a) A aplicagio i é um homeomorfismo. Para cada g € G, as aplicagées x — g e
x — gx sao homeomorfismos;

(b) Se H <, G ¢é um subgrupo aberto de G (respectivamente, H <. G é um subgrupo
fechado de G ), entao cada classe lateral Hg ou gH em G ¢é aberta (respectivamente,

fechada);

(¢) Cada subgrupo aberto de G ¢é fechado e cada subgrupo fechado de indice finito €
aberto. Se G € compacto, cada subgrupo aberto tem indice finito.

(d) Se H< G e H contém um subconjunto aberto U # 0, entao H <, G;

(e) Se H <@, entdo H € um grupo topoldgico com topologia induzida. Se K <G, entao
G/K € um grupo topoldgico com topologia quociente. Além disso, o homomorfismo
quociente q : G — G /K envia abertos em abertos (aplicagao aberta);

(f) G € Hausdorff se, e somente se, {1} € fechado em G. Se K <G, entio G/K é
Hausdorff se, e somente se, K € fechado em G. Se G € totalmente desconezo, entdao

G € Hausdorff;

(9) Se G é compacto e Hausdorff e C, D sao subconjuntos fechados, entao C'D é fechado.
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Demonstragao: Iremos demonstrar alguns dos itens e o restante sugerimos ao leitor
consultar [42].

(a) Como i? ¢ a aplicacao identidade z — z e a aplicagio i é continua por definicao,

segue que ¢ é um homeomorfismo. Seja X um espago topolégico. Uma aplicacao
X — G x G é continua se, e somente se, a composi¢ao com cada projecao é continua, pois
G x G tem topologia produto. Portanto, se 0, ¢ : G — G sao aplica¢oes continuas, entao
também o ¢ a composicao z — (0(z), p(x)) de G para G x G. Em particular, § = idg
a aplicacao identidade x —— = de G e ¢ a aplicagao constante x —— ¢ sao continuas,
logo também o é a aplicacdo x — (x,g). E a composi¢do com m (que é continua por
defini¢ao) r — xg também é continua. A sua inversa z —— zg~! também é continua,
basta tomar § = idg como antes e ¢ a aplicacdo constante o — ¢~!. Portanto, x —— x¢g
¢ um homeomorfismo. O caso x — gx é anélogo.

(b) E consequéncia de (a).

(¢) Como H <, G, entao G\H = U gH o complementar de H em G ¢é aberto, pois
geG\H
gH é aberto por (b) e sendo a unido de abertos um aberto, logo segue que H <. G. Agora

no caso em que H <. G tem indice finito, entdo G\ H = U grH & fechado, pois cada g, H
k=1
é fechado por (b) e sendo a uniao finita de fechados um fechado, logo H é aberto.

Suponha que G seja compacto e H <, G. Entao G = U gH e por compacidade
geG

existem {g1,...,g,} tais que G = U grH, logo H tem indice finito em G.
k=1

(d) Como U # 0, existe u € U tal que se h € H, entao h € Uu~*h = Uh, portanto

segue que H = U Uh é aberto, pois é uniao de abertos.
heH

(e) A afirmagao acerca de H é 6bvia. Mostraremos que ¢ ¢ uma aplica¢do aberta e
usaremos este fato para mostrar que GG/ K é um grupo topolégico com topologia quociente.

Seja V' C G aberto. Entao por (a), temos que kV é aberto, logo KV = U {kV'}
keK
também é aberto.

Mas q(V) = q(K'V) dai ¢ 'q(V) = KV e portanto como G/K tem topologia quociente
por hipotese segue que ¢(V') é um aberto em G/K.

Agora basta mostrar que as aplicagoes
mg:G/K xG/K - G/K,i:G/K — G/K

definidas por m(zK,yK) = zyK e i(xK) = 27! K, respectivamente, sao continuas. Para

8
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isso, considere os seguintes diagramas comutativos:

G———=@
|

GxG—" G
4
G/K x G/K"™—~G/K
Seja U um aberto em G/ K. Entaoix (U) = q(i ¢ 1 (U)) emg Y (U) = gxq(m~1q*(U))

sao abertos, pois ¢ ¢ homeomorfismo e m é continua, respectivamente, e além disso ¢ é
uma aplicacao aberta.

(f) J& demonstramos em 1.1.3 que os conjuntos com um s6 elemento em espagos
Hausdorffianos sao fechados. Vamos mostrar a reciproca.

Suponha que {1} é fechado em G.

Sejam a,b € G tais que a # b. Por (a), o conjunto {a~'b} é fechado, logo existe
U C G\{a 'b} aberto em G tal que 1 € U (por exemplo, tome U = G\ {a"'b}). A
aplicacao (x,y) — xy ' é continua, pois é composi¢ao de m e i que sao continuas por
definicao. Portanto, pela topologia produto de GG x G existem abertos 1 € V C, GG e
1 € W C, G tais que a imagem inversa de U pela aplicagao (z,y) — xy~' é um aberto
VxWem GxGcomath#VW!CU. Isto implica que aV NbW = (), pois de av = bw
segue que a'b € VW1 C U, uma contradigao. Mas por (a), segue que aV e bW sao
abertos em G, logo G é Hausdorff por definicao. As outras afirmagdes sao consequéncia
da primeira, da definicao de topologia quociente e do Lema 1.1.6.

(9) A demonstragao seguira dos Lemas 1.1.4, 1.1.5. De fato, como G é compacto,
segue do Lema 1.1.4 item (a) que os subconjuntos fechados C, D C. G sdo compactos.
Logo, pelo Lema 1.1.5 item (c), o produto cartesiano (finito) C' x D também é compacto.
Pelo Lema 1.1.4 item (c), segue que a imagem C'D de C' x D pela aplicagdo continua
m : G X G — G definida por m(z,y) = xy é compacto. Portanto, como G é Hausdorff
segue do Lema 1.1.4 item (b) que C'D é fechado.

g

Ainda dentro desta linha dos resultados béasicos e importantes sobre grupos topolégicos
compacto, Hausdorffianos e totalmente desconexos, vamos mostrar a seguinte

Proposicao 1.2.4. Seja G um grupo topoldgico compacto, Hausdorff e totalmente desco-
nexo. Entao

(a) Todo aberto U C, G é unido de classes laterais de subgrupos normais abertos.

9
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(b) Um subconjunto P C,. G € aberto-fechado se, e somente se, P é unido finita de
classes laterais de subgrupos normais abertos.

(c) Se X C. G € um subconjunto fechado, entio X = ﬂ NX. Em particular, a
N<,G
intersecao de todos os subgrupos normais abertos € trivial.

Demonstragao: (a) Na demonstracao usaremos o fato de que em um grupo topolégico
compacto, um subconjunto aberto-fechado que contém 1, também contém um subgrupo
normal aberto, vide [42].

Como G é totalmente desconexo, segue do item (f) do Lema 1.2.3 que G é Hausdorff
e sendo G compacto por hipotese, temos que se x € U C, GG, entao pelo Lema 1.2.3 item
(a), o subconjunto Uz~ C, G é aberto. Segue que Uz~! contém 1 e portanto contém um

subgrupo normal aberto, digamos K,. Assim, temos que U = U K,x.
zelU

(b) Suponha que P C,. G. Entdao P C. G é compacto, pois pelo Lema 1.1.4 item
(a), temos que fechado em compacto é compacto. E pelo item anterior e a defini¢ao de

compacidade, segue obviamente que P = UKZE% A reciproca segue obviamente do
i=1
Lema 1.2.3.

(¢) Vamos fazer apenas uma inclusdo, a outra é consequéncia do item (a) aplicado
no complementar G\X. Suponha que y € NX,VN <, G. Se y ¢ X, entdao y esta no
aberto U = G\ X e por (a), existe um subgrupo normal aberto N <, G que contém y e
cuja interse¢ao com X é vazia, ou seja, Ny N X = (), logo y ¢ NX pois y = nz implica
x € Ny, uma contradi¢ao. Portanto, X = ﬂ NX. Em particular, como GG é Hausdorff,

NG

temos pelo Lema 1.2.3 item (f) que X = {1} é fechado, logo ﬂ N =1.
N<,G

Seja x uma classe de grupos. Recordemos a defini¢ao de residualmente-y.

Definigao 1.2.5. Dizemos que um grupo G ¢é residualmente-xy seV 1 # g € G existir um
subgrupo normal N <G tal que g ¢ N e G/N € x.

Equivalentemente, temos também a seguinte defini¢ao

Definicao 1.2.6. Um grupo G € residualmente-y se a intersecdo de todos os subgrupos
normais N <G tal que G/N € x € trivial.

Por exemplo, é facil verificar que Z é residualmente finito.

10
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Observacao 1.2.7. Pelo item (f) do Lema 1.2.3 e pelo item (¢) da Proposi¢ao 1.2.4,
temos que G € Hausdorffiano se, e somente se, G € residualmente finito.

Usaremos livremente as definigoes acima no caso em que x € a classe dos grupos finitos
e neste contexto diremos que G € x é residualmente finito.

Encerramos esta secao com uma observacao sobre o produto cartesiano de grupos
topologicos. Tal observagao seré usada livremente na proxima segao.

Observagao 1.2.8. Sejam (Gx|\ € A) uma familia de grupos topoldgicos e C' = H Gi.

A€A
Defina a multiplicagao em C' coordenada-a-coordenada, isto é,

(22)(y2) = (zayn), V(z2), (yp) € C.

Entao com a topologia produto, C serd um grupo topoldgico.

1.3 Grupos Profinitos e Completamento Profinito

Esta secao objetiva estabelecer requisitos suficientes para demonstrarmos o resultado
abaixo e a equivalente versao profinita da propriedade de separabilidade sob conjugacao
que sera dada na proxima segao.

Lema 1.3.1. Seja G o completamento profinito de um grupo residualmente finito G.
Suponha que H <; G € um subgrupo de G de indice finito. Entao G = GH.

O Lema 1.3.1 sera essencialmente usado na demonstracao do Teorema principal. Esse
Lema pode ser visto também em [33].

A seguir, vamos fazer algumas defini¢oes e estabelecer alguns resultados importantes,
conforme [42], [33] ¢ [6].

Recordamos que um conjunto / (juntamente com uma relagao de ordem parcial <) é
dito dirigido se para quaisquer ¢, 7 € I, existir k € I tal que k > 4, .

Definicao 1.3.2. Um sistema projetivo inverso (X, ¢; ;) de espagos topoldgicos (grupos
topoldgicos), indexados por um conjunto dirigido I, consiste de uma familia (X;|i € I) de
espagos  topoldgicos — (grupos  topoldgicos) — juntamente com  uma  familia
(pij + Xi — Xjli,j € I,i > j) de aplicagbes continuas (homomorfismos continuos)
tais que p;; € a aplicacao identidade idx, para cada i € I e pjrp;; = @i sempre que
1> 7 >k, isto €, o sequinte diagrama

Pi,k

X —= X

Pi,j
”J, Af,k

X

J

11
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comuta sempre que v > j > k.

Considere { X;, ¢; j} um sistema projetivo de espacos topolégicos (grupos topologicos) e
Y um espago topologico (grupo topologico). Dizemos que uma familia (¢; : Y — X;|i € 1)
de aplicagoes continuas (homomorfismos continuos) sdo compativeis se ¢; j1; = 1); sempre
que ¢ > j, isto €, o diagrama abaixo é comutativo sempre que 7 > j

I

Xiﬂ) J
Definicao 1.3.3. O limite projetivo (ou inverso) do sistema projetivo {X;,@;;} € um
espago topoldgico X (grupo topoldgico) juntamente com as aplicag¢oes (homomorfismos)
compativeis ¢; : X — X; (ditas projecoes) se satisfaz a sequinte propriedade universal:
dado Y um espago topoldgico (grupo topoldgico) e 1; : Y — X; aplicagoes continuas (ho-
momorfismos) compativeis, existe uma unica aplicagao (inico homomorfismo continuo)
continua 1 1 Y — X tal que p;1p = 1);, isto €, o sequinte diagrama € comutativo

vy Yo x
“ 4
X,

1

O limite inverso assim definido existe e é tinico. Mais precisamente

Proposigao 1.3.4. (a) Se (X, ;) e (Y, ;) sao limites projetivos de um sistema proje-
tivo (X, i), entao existe um tinico homeomorfismo (isomorfismo) p : X — 'Y de
maneira que ;Y = p; para cada i € 1.

(b) Seja
X = {(%’) e [[ Xilwis () = wjpi > J}
i€l
e i = (m)x (m HXZ' — X, € a projecao). Entao (X, ;) € um limite projetivo

el
de {X,“ QOZJ} .

Demonstragao: Vamos demonstrar aqui apenas a unicidade, para a existéncia sugerimos
[33]. Como as aplicagoes 1; : Y — X, i € I, sdo compativeis por hipotese, a propriedade
universal para o limite projetivo (X, ;) nos garante a existéncia de uma tnica aplicagao
continua (homomorfismo continuo) ¢ : ¥ — X tal que para cada i € I, tem-se que
p;v = ;. Analogamente, p; : X — X; sao compativeis e pela propriedade universal,

12
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limite inverso (Y, 1);) nos garante uma tnica aplicagdo continua (homomorfismo continuo)
p: X =Y tal que Y0 = ¢;,Vi € I. Mas ¢ : X — X faz o diagrama abaixo comutar
para cada 1 € 1

X&X

goil /
Pi
X,L'

logo pela unicidade da propriedade universal, segue que ¢ = idy e analogamente, segue
que 1) = idy. Portanto, ¢ : X — Y é um homeomorfismo (isomorfismo).

g

Nesse contexto, adota-se a seguinte notacao: X = li_rzl X;.
iel
O proximo resultado coleta propriedades importantes envolvendo limites projetivos e
os conceitos ja definidos aqui: Compacto, Hausdorff e totalmente desconexo.

Proposicao 1.3.5. Seja {X;, ;i ;} wm sistema projetivo de espagos topoldgicos e

i€l
(a) Se cada X; € Hausdorff, X também o é.

(b) Se cada X; é totalmente desconexo, X também o é.

(c) Se X; é Hausdorff, entao X ¢é fechado em HXi

i€l
(d) Se cada X; é compacto e Hausdorff, entao X também o é.

(e) Se cada X; € nao-vazio, compacto e Hausdorff, entao X também o é.

Os itens (a), (b), (¢) e (d) seguem dos Lemas 1.1.4,1.1.5 observando que subespagos e
produtos de espagos com as propriedades acima também possuem estas propriedades. E
para o item (e), sugerimos [42]. Em particular, observando que

X = {(l’i) e [[ Xilpijm(ai) = w(x)),i > J} <[[x

i>j iel iel

o item (c) segue diretamente do Lema 1.1.4 item (e) com f = ; ;7x, € g = 7x;-

Observacao 1.3.6. Nesse contexto, temos que X = lim X; € um espago topoldgico pro-
iel

finito se cada X; € um quociente finito e discreto de X. A reciproca seque da proposi¢ao

anterior juntamente com os Lemas 1.1.4 e 1.1.5.
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A observagao acima, nos permite fazer a seguinte defini¢ao

Definicao 1.3.7. Um grupo profinito € limite inverso de um sistema projetivo de grupos
finitos. O limite inverso de um sistema projetivo de grupos finitos ciclicos, soluveis,
nilpotentes, p-grupos, etc é dito, respectivamente, um grupo prociclico, pronilpotente,
pro-p, etc.

A seguir, veremos o que vem a ser o completamento profinito de um grupo G qualquer.

Considere um grupo G qualquer. Seja X = {N <; G} a cole¢dao de todos os sub-
grupos normais de G de indice finito. Como G € N, segue que N # (). Naturalmente,
N é um conjunto dirigido, pois se N,M € N com N < M, entao existe V' € N com
V < NN M e além disso fica definido o epimorfismo natural pyy @ G/N — G/M.
Portanto, {G/N, ¢} € um sistema inverso de grupos finitos.

Definicao 1.3.8. O limite inverso do sistema projetivo pny : G/N — G/M definido
acima € dito o completamento profinito de G e é denotado por G. Ressaltamos que se a
familia dos quocientes G /N € de grupos finitos ciclicos, soliveis, nilpotentes, p-grupos, etc
entao o completamento G ¢ dito, respectivamente, um completamento prociclico, pronilpotente,
pro-p, etc.

Note que pela propriedade universal para limites projetivos existe um homomorfismo

L G — G definido por 1(g) = (¢)nex. Observe que Ker(s ﬂ N =1 se, e somente se,

NeX
G é residualmente finito. E neste caso, diremos que G = ¢(G) é denso no completamento

G.

Conforme [33], dizemos que a topologia profinita sobre um grupo G ¢é a topologia cuja
base é a familia {gH|H <; G} de todas as classes de subgrupos de indice finito em G.
E imediato verificar que um subgrupo K <; G é fechado nessa topologia se, e somente

se, K = ﬂ NK, isto é, K é a intersegao de subgrupos abertos de G, vide item (c) da

N<,G
Proposicao 1.2.4. E a topologia profinita de G induz uma topologia sobre um subgrupo

L < G (em geral mais fraca do que a topologia profinita de L (dita completa), vide [33]).
Encerramos esta segdo com

Demonstragao: (Lema 1.3.1) Como H ¢ de indice finito em G, segue que H é residual-
mente finito e portanto esta imerso em seu completamento H. Logo, segue que

n n n
HG = I/i\'UHgi = Uﬁng‘ = Uﬁgl
i=1 i=1 i=1
onde a primeira igualdade segue do fato que H <; G, segunda igualdade segue pois a uniao
é finita e a terceira igualdade segue do fato de que H estd imerso no seu completamento.
Portanto, HG € fechado em G. Mas como G C GH C G logo HG & também denso em
Ge portanto G = HG. O
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1.4 Separabilidade sob Conjugagao: Versao Profinita

A seguir, vamos recordar a definicao da propriedade de separabilidade sob conjugacao
e, com as ferramentas estabelecidas até aqui, a equivalente versao profinita da mesma sera
demonstrada na proxima Proposicao.

Definigao 1.4.1 (Separabilidade sob conjugagao). Um grupo G € dito separdvel sob con-
Jugacao se para todo par de elementos x,y € G nao-conjugados em G, existir algum
quociente finito de G, onde as imagens de x e y nao sao conjugadas.

Proposicao 1.4.2. Seja G um grupo, entao as sequintes condi¢oes sao equivalentes:

(1) G é separdvel sob conjugagao;

(ii) Para todo x € G, a classe de conjugagdo ¢ de x ¢ fechada na topologia profinita.
Em particular, G € residualmente finito;

(7ii) Para todo par de elementos x,y € G tal que y = 7, para algum v € @, existir
g € G tal que y = 29.

Demonstracao: (i) < (ii). Seja y € G\z®, isto significa que y nao é conjugado de z em
G. Sendo G separavel sob conjugacao, existe um subgrupo normal N <y G de indice finito
em G tal que xN e yN nio sdo conjugados em G/N, portanto temos que yN Nz = ),
pois do contrario existiriam n € N e g € G tal yn = 29 contrariando o fato de xN e yN
nao serem conjugados em G/N. Desta forma, y ¢ 19N e segue que para todo y ¢ z¢
temos que y ¢ N para algum N <y G. Portanto, m z¢N < 2% e ¢ é fechado na
NayG
topologia profinita.

Reciprocamente, para todo x € G temos que z¢ é fechado na topologia profinita, isto
é, v¢ = ﬂ 2°N. Assim, para todo x,y € G nio-conjugados, temos que y ¢ z¢ =
NayG
ﬂ %N, logo existe algum N 4y G tal que y ¢ 29N e dai segue que yN Nz = 0,
NayG
portanto N e y N nao sao conjugados em G/N.

Em particular, qualquer grupo G separéavel sob conjugacao ¢é residualmente finito, pois
a classe de conjugacgao do elemento identidade é fechada na topologia profinita de G, isto
¢, Nyq;aN = 1.

(1) & (4i1). Sejam z,y € G quaisquer tal que y = 27 para algum v € G. Suponhamos
que z e y nao sao conjugados em G. Mas pela condigao (i) temos que as imagens de x
e y nao sao conjugadas em algum quociente finito e isto contraria o fato de x e y serem
conjugados no completamento (G, portanto x e y sao conjugados em G.
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Reciprocamente, sejam x,y € G tal que x e y nao sao conjugados em (. Suponhamos
que para todo subgrupo normal de indice finito N <y G, as imagens de z e y sejam

conjugadas em G/N. Entdo, x e y sdo conjugados em G e pela condigao (iii), x e y sado
conjugados em (G, uma contradicao.

4
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Grupos de Bianchi

2.1 Grupos de Bianchi Euclideanos

Os grupos de Bianchi sao os grupos da forma
[y = PSLy(O4) = SLy(Oq)/ < —1 >,

onde Oy = Z+wZ é o anel de inteiros algébricos do corpo imaginario quadrético Q(v/—d),
para d inteiro positivo livre de quadrados e

vV —d, se d=1,2 mod 4
w =
%‘7, se d = 3 mod 4,

veja [27], [16].

O anel de inteiros algébricos Oy é um Z-modulo, por isso I'y é uma generalizacao
6bvia do grupo modular PSLsy(Z). Como Z C Oy e PSLy(Z) C PSLy(Oy), os grupos de
Bianchi sao grupos infinitos, além disso, sdo subgrupos discretos de PSLy(C), pois O, é
um subanel discretamente normado de C. Os grupos de Bianchi recebem esse nome em
homenagem a Luigi Bianchi (1856 — 1928) que os estudou inicialmente em 1892 como uma
extensao natural do estudo de PSLy(Z).

a

Um elemento de I'y, digamos g = < c ) com entradas em Oy, pode ser identificado

d

como uma transformacao linear fracional ‘;jis Desse modo, g age por isometria sobre o

plano complexo extendido CU{oco}. Bianchi mostrou que cada I'y atua descontinuamente
sobre o 3-espago hiperbolico H* = {(z,{) € C x R* | ¢ > 0} e desenvolveu uma técnica
para determinar dominios fundamentais F = I';\H?, F C H3, de I'y. Isto ¢, para deter-
minar um conjunto de representantes das érbitas I';P, P € H?, o que permite computar
apresentacoes para os grupos de Bianchi, vide [16] e [15].
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O anel de inteiros algébricos Oy do corpo Q(v/—d), d>0 livre de quadrados, possue
um algoritmo Euclideano se, e somente se, d = 1,2,3,7,11. E para esses valores de d,
os grupos I'y sao ditos grupos de Bianchi Euclideanos. O caso d = 1 foi primeiramente
estudado por Charles Emile Picard (1856 —1941), que determinou o dominio fundamental

em H? e geradores para I'y, vide [16]. Por esse motivo, I'; é conhecido como o grupo de
Picard.

Recordamos agora as defini¢oes de produto livre com amalgamagao e de HNN-extensao.

Definicao 2.1.1. Sejam G; e Ga grupos com um subgrupo comum H. E para cada
1=1,2, seja 0; : H— G; um monomorfismo. O produto livre de G e G5 amalgamado o
subgrupo H ¢ o grupo G = G1 g G5 com apresentacao

G =< G1,Gs|b1(h) = 05(h),h € H >,

onde G e Gy sao ditos fatores de G e H o subgrupo amalgamado. E similarmente, uma
HNN-extensao de Gy € o grupo G = HNN (G4, H,t) com apresenta¢ao

G =<1, G1|tht_1 = 91(]1)7 he H>
e dizemos que G1 € o grupo base, t € a letra estdvel e H € o subgrupo associado.

O produto livre amalgamado (respectivamente, HNN-extensao) é dito trivial se H = G
ou H = Gy (respectivamente, H = G1). Outro nome equivalente ao termo trivial, nesse
contexto de construgoes livres, € ficticio.

Proposigao 2.1.2. Um elemento de ordem finita em G = Gy xy Gy (respectivamente,
G = HNN(Gy,H,t)) € conjugado a um elemento de ordem finita em um dos fatores (res-
pectivamente, no grupo base G1). Um subgrupo finito de G = G xg Go (respectivamente,
G = HNN(G4,H,t)) € conjugado a um subgrupo finito em um dos fatores (respectiva-
mente, no grupo base G1).

Para a demonstracao da Proposicao acima, também conhecida como Teorema de
Torgao, sugerimos 25| pagina 187 Corolarios 4.1.4 e 4.1.5.

Adotaremos a notagao: A4 é o grupo alternado de ordem 12; S3 é o grupo de permu-
tacao de 3 simbolos; Dy é o grupo diedral de ordem 4; C;, © = 2,3, é o grupo ciclico de
ordem 2; M = Cy % C3 é o grupo modular.

Quanto a estrutura, segue por [16| que, com excegao de I's, todos os grupos de Bianchi
se decompoem, de forma nao trivial, como um produto livre amalgamado e além disso para
d # 1,3 tem-se que I'y admite decomposi¢gao como HNN-extensao. Nos casos Euclideanos,
d # 3, temos que

I'y = Gy xg G4 com

G1=S3*03A4,G2=S3*02 Dy, H = M;
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I'y = G xg G5 com

G1 = HNN(DQ,CQ,t),GQ :HNN(A4,Cg,t),H :Z*CQ,

I'y = Gy g G5 com

G1:Z*CQ,GQ:HNN(K,Cg,t),K253*02 Sg,H:Z*CQ*CQ;

I'y1 = Gy xg Gy com
Gl:Z*Cg,GQ:HNN(K,Cg,t>,K:A4*CS A4,H:Z*Cg*03;

E para d # 1,3, temos especificamente que I'y = HNN (K5, M,t), I'; = HNN (K7, M,t)
c Fll = HNN(KH,M,t) onde

Ky = Ay xc, Do, K7 = S5 %¢, S3, K11 = Ay *¢y Ay

Apesar de I's nao se decompor como um produto livre amalgamado ou HNN-extensao, se-
gue de [36] que 'y é virtualmente uma HNN-extensao (respectivamente virtualmente pro-
duto livre amalgamado), isto ¢, I'; possui um subgrupo de indice finito I'; 5 = PSLy(Os3.2)
que se decompoe, de forma nao-trivial, como uma HNN-extensao (respectivamente pro-
duto livre amalgamado), onde O35 = Z + 2wZ é um subanel de O3;. Mostraremos na
proxima segao esse resultado devido a R.M. Scarth: I'so ¢ uma HNN-extensao de K3
com o grupo modular M associado, onde K35 = S35 *¢, D(3,3,3) e D(3,3,3) =

< z,ylz3, 93, (xy)® > ¢ um grupo de Von Dyck’s, vide [23]. Tal resultado, juntamente com
a Proposicao 2.1.2, seré essencial na demonstracao do Teorema Principal em relagao a se-
parabilidade sob conjugacao dos elementos de ordem 2, independentemente do resultado
de E. Berkove e Juan-Pineda, [2], que afirma haver somente uma classe de conjugagao de
ordem 2 em I's e cuja demonstracao usa argumentos da teoria da geometria hiperbolica.

2.2 O subgrupo I'ss = PSLy(O32) e o Problema do Sub-
grupo de Congruéncia

Para p primo, é conhecido que todo ideal primo é da forma pO, e é um ideal maximal
de Od.

O Lema seguinte caracteriza a decomposicao de p em O, e consequentemente o quoci-
ente 2%”3 que sera usado na demonstracao do resultado principal desta tese, para maiores
detalhes sobre tal Lema, sugerimos [27], pagina 130, exemplo 4.13(a). Antes de enuncia-
lo, vamos definir para K = Q(v/—d) o que vem a ser o discriminante D = Dy e a
caracteristica quadratica xk(p), vide [27].
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Definicao 2.2.1. O discriminante D de K = Q(v/—d) € dado por

D —d, sed=3 mod4
| —4d, caso contrdrio

Definigao 2.2.2. Seja p um primo. Se p|D, entao a caracteristica quadrdtica X (p)
de K = Q(V/—d) € definida como sendo xx(p) = 0 e nos outros caso a caracteristica
quadrdtica € dada por

(2) = 1, seD =1 mod8
XK\S) = —1, se D=5 mod8

e para p # 2, tem-se que

(p) = 1, se D = x? mod p
XK\P) = —1, caso contrdrio

Lema 2.2.3. [27], [35], [36] Sejam p € Z um primo e i = |04 : pOy| o indice de pO4 em
O4. Entao

P1P2, i = p, se XK(p) = 17
pOd = P, i = p27 se XK(p) = _17
p27 1= b, se XK(p) = 07

onde p e p; sao ideais de Oq4. Em particular, seque que se xx(p) = —1, entao o ideal
primo pOy (que € mazimal) tem indice p* em Oy, portanto

@)

T~ F,,

POy

onde F2 € o corpo com p* elementos.

Definicao 2.2.4. Se A ¢ um ideal em Og4, entdao o subgrupo de congruéncia principal mod
A € dado por

PSLQ(Od, A) = Fd(A) = {:l:TlT € SLQ(Od),T = ImodA} .

E ainda, I';(A) pode ser descrito como o nucleo da aplicagdo SLy(Oy) — SLy(O4/A)
modulo 1. Assim cada subgrupo de congruéncia principal é normal e de indice finito.

Definigao 2.2.5. (Subgrupo de Congruéncia) Um subgrupo € dito de congruéncia se
0 mesmo contém um subgrupo de congruéncia principal, caso contrdrio € dito de nao-
congruéncia.

O Problema do Subgrupo de Congruéncia (CSP) para PSLs(Q4) pergunta se todo
subgrupo de indice finito de I'y € um subgrupo de congruéncia. Segue de [22] que os grupos
de Bianchi tem resposta negativa para CSP. E sobre o indice minimo dos subgrupos de
nao-congruéncia de I'y, denotado por nes(d), tem-se o seguinte resultado em [36]
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Teorema 2.2.6.

5, sed=1
4,  se d=2
nes(d) = ¢ 22, se d=3
3, sed=7
2, caso contrdrio.

Devido a Britto [7], uma maneira de obter uma construcao de infinitos subgrupos (nor-
mais) de nao-congruéncia de I'y, para d = 1,2,3,7,11,5,6, 15, é considerar o epimorfismo

PSLy(04) A,

onde n > 7. De fato, para um primo p tal que pO; é um ideal maximal de Oy, vide Lema
2.2.3, tem-se que

PSL2(O1) o pgr,Ya,

PSLy(O4,p04) POy

mas PSLy(F,) =2 A, & n=4,5,6,ondeF, ¢ o corpo finito com ¢ = 3,4, 5 ou 9 elementos.
Mais precisamente, tem-se que

Lema 2.2.7.
PSLy(F3) = Ay

PSLy(Fy) & As = PSLy(Fs)
PSLy(Fy) = Asg.

Pois de [35] pagina 292

g+ 1)g(g—1), se gq=p", n €N, epéum primo fmpar

e, pelo Teorema de Jordan-Moore, [35], PSLy(F,) é simples para todas as poténcias de
primo q > 4.

Sejam d,m € N, d > 0 livre de quadrados, e Oy, = Z + mwZ, onde

w_{\/—d, se d=1,2 mod 4

_HT V_d, caso contrario.

Agora observe que |Og @ Ogm| = m e mOy C Ogpm, portanto PSLy(O4,mOy) <
PSLy(Oum) e dai [I'g: T'yp) € finito. Em particular, I's » ¢ um subgrupo de congruéncia
de I's, vide [36].
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R. M. Scarth computou algebricamente em [36] que [I's : I's5] = 10. Além disso,
obteve uma apresentagao para SLq(Z[v/—3|) e portanto uma apresentacao para

D39 = PSLy(Z[V=3]) =< A, T,W|A? (AT)*, (W YAW A)? [T, W] >,

()=o)

1 2w
0 1

Teorema 2.2.8 (Scarth, R.M.). I'so é uma HNN-extensao de K35 com o grupo modular
M associado, onde Kso = S3%c, D(3,3,3) e D(3,3,3) =< z,y|23, 43, (xy)® > € um grupo
de Von Dyck’s.

onde

eW =T7" com U = ( ) e mostrou

Demonstracao: Considere a apresentacao de I's o
< a,t,w|a® (at)?, (w™awa)?, [t,w] > .
Seja v = wlaw, entdo por transformacoes de Tietze segue que
< a,t,v,wla? (at)?, (av)? v?, (tv)* t = wlaw,v = wlaw > .

Seja K32 =< a,t,v|a?, (at)?, (av)?, v?, (tv)* >. Primeiramente, afirmamos que PSLy(O3 )
¢ uma HNN-extensao de K35 com < a,t >= M =< v,t > o subgrupo associado e letra
estavel w.

De fato, considere a aplicacao ¢ : M —< a,t > definida por
¢:M=<uzylz* > — <at>
T— a
y+— at.
Como (¢(z))? =1 = (¢(y))?, temos que ¢(z) e ¢(y) satisfazem as relagdes em M, logo
pelo Teorema de Von Dyck s segue que ¢ se extende para um epimorfismo M —< a,t >.
Mas como < a,t >< K3, a restricao a < a,t > do epimorfismo
VY Kz — M=<uxylz*y’ >
ar—
t— xy
v .
implica que < a,t >— M, logo < a,t >= M. De maneira anéloga, < v,t >= M. Agora
seja 0 : K39 — K34 0 automorfismo dado por
0: Kzo— Kso
ar— v
v a

t— t.
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Basta mostrar agora que §(< a,t >) =< v,t > eaafirmacdode que ['s o = HNN (K359, M, w)
seguird da Definicao 2.1.1 de HNN-extensao.

Pela defini¢ao de 0, temos que 0(a) = v, 0(t) =t €< v,t >, logo 0(< a,t >) << v,t >.
De modo anélogo, 0(< v,t >) << a,t >. Mas < v,t >= 0(0(< v,t >)) < (< a,t >),
portanto 0(< a,t >) =< v,t > .

Agora falta mostrar apenas que K39 = S3 *¢, D(3,3,3).

Considere K35 =< a,t,v|d?, (at)?, (av)?,v? (tv)® > e faga s = at e m = av, logo
t = as e v = am. Portanto,

3 3

K3,2 =<a, S, m|a27 s,m-, (am)37 (Sm2)3

> .
Mas observe que
< a,m|a*,m?, (am)* >= Sy

e denotando y = m e tomando = = s na defini¢do dada na hipotese de D(3, 3, 3), teremos
que
< s,mls*,m?, (sm 1) > D(3,3,3)

portanto segue da Defini¢ao 2.1.1 que K35 = S3 *p—m D(3,3,3), onde m = m denota é o
subgrupo amalgamado ciclico < m >=< m > em comum de S3 e D(3,3,3).

g

Com a demonstragao do Corolario a seguir sobre conjugacao dos subgrupos ciclicos
finitos de ordem 2 de I's 5, encerraremos esta segao.

Corolario 2.2.9. Os subgrupos ciclicos finitos de ordem 2 em I's 5 sao conjugados entre
St

Demonstragao: Pelo Teorema 2.2.8 tem-se que I'so = HNN (K35, M,t) onde M é o
grupo modular associado, K39 = S3*c, D(3,3,3) e D(3,3,3) =< z,yla*, y*, (xy)* > é um
grupo de Von Dyck’s. Logo, pela Proposicao 2.1.2 os subgrupos ciclicos finitos de ordem
2 de I' 5 sao conjugados no grupo base K34 e tem-se também que os subgrupos ciclicos
finitos de ordem 2 de K332 sdo conjugados nos fatores S ou D(3,3, 3).

Segue que quaisquer subgrupos ciclicos de ordem 2 em I's 5 sao conjugados em Ss, pois
D(3,3,3) s6 possui elementos finitos de ordem 3 e todos os 2-subgrupos de Sylow de S5
sao conjugados entre si. Ou seja, os elementos de ordem 2 de I's 5 sdao conjugados entre
si.

g
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2.3 Centralizadores em SLy(C)

Os dois Lemas que seguem sobre centralizadores de elementos em GLo(C), SLy(C) e
em 'y tém como referéncias principais [8], [16] e [2].

Lema 2.3.1. Se g € G = GLy(C),SLy(C) tal que g ¢ Z(G), entio C = Cg(g) € abeliano.

Demonstragao: Seja g = ( ) € GLy(C), ad — bc # 0. Pela forma canonica de

b
d
Jordan podemos supor que g = ( 8 Z ), ad # 0. Calcularemos agora o centralizador

de g, temos dois casos a considerar.
o e . _ - a 0
Se os autovalores de g sao distintos, temos que g ¢ diagonalizavel e entao g = ,

0 d

vejamos os elementos ( z i ) de GLy(C) que comutam com g.
Ty a 0\ (a0 Ty
z w 0d) \0d z w
ar yd \ [ ar ay
az wd )\ dz dw )’

2(a—d)=0 e y=(a—d) =0,

Logo temos que,

o que implica y = z = 0. E desta forma o centralizador de g corresponde a:

oot~ {( £ )

Agora se a = d, isto é, se os autovalores sao iguais, temos:
a b r y\ [z y a b
0 a z w ) \z w 0 a

ar +bz ay+bw \ ([ ar br+ay
az aw N\ az bz+aw )’

De onde obtemos bz =0 e b(z —w) =0, como g ¢ Z(G) e b # 0 o centralizador de g é:
_ Ty
cuio-{(3 2)] 1)
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Portanto, em qualquer um dos casos acima temos que o centralizador de um elemento
g € GLy(C) ¢é abeliano. Agora observando que Ceyr,c)(g) N SLa(C) = Csr,(c)(g), segue
entdao que o centralizador de um elemento g € SLy(C) é abeliano. g

Conforme [16], temos que os elementos de ordem finita em I'y; sdo de ordem 2 ou 3.
E os tnicos subgrupos finitos de I'y sao isomorfos a Cy, C3, Do, S5 ou Ay. Porém, essas
possibilidades dependem de cada d e conforme a Proposi¢ao 6 de [2], temos

Teorema 2.3.2. (Berkove-Juan-Pineda)

’d‘ Ggfd,]G|<oo ‘
1 | Oy, Cs, Dy, S3, Ay
2 Cy, Cs, Do, Ay
3 Cy, Cs, Ss, Ay

7 Cy, Cs, S3

11 Csy, C5, Ay.

Em B. Fine [16], pagina 107, foi afirmado que os tnicos subgrupos abelianos de Ty,
para todo d, sao Cy, C3, Do, Z e 7Z x Z. Além disso, Fine listou os subgrupos abelianos
nos casos, d = 2,7,11. Porém, Berkove e Juan-Pineda, [2]|, mostraram que a lista de
Fine era parcial e apresentaram a lista completa de subgrupos abelianos, a menos de
isomorfismos, para os casos d = 1,2,7,11. Tal lista completa foi obtida essencialmente
da decomposi¢ao nao-trivial em produto livre com amalgamacao e, para d # 1, HNN-
extensao. Especificamente

Teorema 2.3.3 (Berkove-Juan-Pineda). Para d = 1,2,7,11 os subgrupos abelianos de I'y
sao isomorfos a um dos sequintes

Cg,Cg,DQ,Z,Z X Z,Z X CQ,Z X 03.

Observagao 2.3.4. Além disso, para d = 3, foi mostrado em [2] que o centralizador de

um elemento de ordem 2 ou 3 € isomorfo a Z. x Cy =< M = ( \/2_—3 B '2_3 ) N =

(%2 2

9 \/_—3> > ou C3, respectivamente, onde, por inspe¢ao, < M >=Z< N >= 7,
(MN)? =1, M'N7 = MG-IMINI = MO (MN)¢, e=0 ou 1.

Em [4], Teorema 14, foram classificadas todas as possibilidades, a menos de isomorfis-
mos, para os subgrupos virtualmente ciclicos infinitos, G, de todos os grupos de Bianchi
Euclideanos I'y;
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Teorema 2.3.5. (Berkove-Farrell-Juan-Pineda-Person)

| d | G<Tq |
1 Z,Z X Cg,DOO,GQ
2 Z,ZX Cg,ZXCg,DOO,Gl
3 7.7 x Cy, Doy

7 L, x Cy, 7 x C3, Dy
11 2,7 x Cy, 7 x Cs, Dy

onde G = Dy, x Cy e Gy = S5 %¢, Ss.

Em particular, para d = 3 tem-se, consequentemente, que Z x C5 nao é um subgrupo
(abeliano) de T's.

Também foi demonstrado em [4], pagina 13, Lema 11, que PSLy(C) nao contém
subgrupos isomorfos a Z x D,. Logo, a mesma conclusao vale para I',.

O Lema a seguir seré essencial na demonstracao do Teorema Principal.

Lema 2.3.6. [9] Seja g € I'y = PSLy(O,4) um elemento de ordem infinita, onde Oy € o
anel de inteiros do corpo Q(v/—d), para d =1,2,3,7,11. Entao o centralizador Cr,(g) de
g em 'y € abeliano.

Demonstragao: Considere a projegao ¢ : GLy(C) — PGLy(C) = GLy(C)/Z, onde
Z = Z(GLy(C)) = {( 8 2 ) | a # O} é o centro de GLy(C), que associa a cada g €

GLy(C)asuaclasseg = gZ. Sejag € PGLy(C) com g ¢ Z. Um elemento hZ € PG Ly(C)
centraliza gZ se, e somente se, hZ(gZ)h™'Z = gZ. Escrevamos entao a imagem inversa
do centralizador do elemento g € PG Ly(C):

¢ (Cpary)(9)) = {h € GLsC| hgh™" = gz, para algumz € Z} .

0 aw
Como matrizes conjugadas tém os mesmos autovalores, estas matrizes s6 podem ser con-
jugadas em G'Ly(C) se a =1 ou se aw = x e w = ax. No segundo caso temos a? = 1 e
z Yy
0 —x
dela é —2? que tem que ser uma unidade no anel @;. Como ¢ tem ordem infinita por
hipotese, a = 1.

Pela férmula candnica de Jordan podemos supor que g = ( :8 g} ) e gz = ( ar ay )

logo a = —1. Mas a matriz g = tem ordem finita em I'y, pois o determinante

Assim temos que
¢~ (Crary©)(@) = Cary(c)(9)-

Como Z C Cgryc)(g) temos que Cpar,c)(g) € o quociente do centralizador de g em
G Ly(C) pelo centro, isto é, Cpar,c)(9) = Caryc)(9)/Z. Pelo Lema 2.3.1 o centralizador
de g em GLy(C) ¢ abeliano, logo em PG Ly(C) também. O
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Mencionamos a seguir alguns fatos sobre o grupo alternado As que serao necessarios
na demonstracao do Teorema Principal

2.4 Propriedades de A;

Lema 2.4.1. As sequintes afirmagoes sao verdadeiras:

(1) O grupo As € um grupo simples de ordem 60.
(2) O grupo As possui exatamente:

um elemento de ordem 1;
quinze elementos de 2;
vinte elementos de ordem 3;

vinte e quatro elementos de ordem 5.
(3) O grupo As possui exatamente:

quinze subgrupos de ordem 2, todos eles conjugados entre si;
dez subgrupos de ordem 3, todos eles conjugados entre si;

cinco subgrupos de ordem 4, todos eles conjugados entre si e isomorfos a Cy X

Cy;

seis subgrupos de ordem 5,todos eles conjugados entre si;

dez subgrupos de ordem 6, todos eles conjugados entre si e isomorfos a Ss;
seis subgrupos de ordem 10, todos eles conjugados entre si e isomorfos a Ds;
cinco subgrupos de ordem 12, todos eles conjugados entre si e isomorfos a Ay;

nenhum subgrupo de ordem 15, 20, 30.

A demonstragao dos fatos acima acerca de As pode ser consultada em [19], pagina
258.
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Resultado Principal

3.1 GAP

Agora faremos uso do programa GAP, [18|, para computador quocientes finitos de
['s com o intuito de mostrarmos a propriedade de separabilidade sob conjugacao para os
elementos de ordem 3 em I's.

Sejam

onde w = =

Nos calculos que seguem, usaremos a apresentagao de
Lema 3.1.1.
I3 =< A, LT U|A? (AT)* L* (AL)*,(UAL)*, TUT'U Y, T 'L 'UL,UTL'TL >

dada em Fine, [16], e o resultado de Berkove e Juan-Pineda, [2]|, que diz que tnicos
representantes das classes de conjugacao de ordem 3 de I'3 sao

Lema 3.1.2.
0 —1
b (07 ) -0
By = By* = (AT)?
w? 0
Be ()
com w = =HV=3
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Proposicao 3.1.3. Os elementos de ordem 3 em I's sao separdveis sob conjugacao.

Demonstragao: Para tal, primeiro criamos um grupo livre, com n = 4 geradores, por
meio da fungao

FreeGroup(n)

gap> f:=FreeGroup(4);
<free group on the generators [ f1, f2, £f3, f4 1>

Em seguida, para obtermos a apresentacao de I's no GAP, criamos um grupo g que é
quociente do grupo livre f pelas relagoes de I's dadas em termos dos geradores livres de

f.

gap> g:=f/[f.1°2, (£.1%£.3)"°3, £.273, (f.1*£.2)"2, (f.4*f.1xf.2)"3,
f.3%f . 4xf . 37-1*xf . 4~-1, £.37-1+f.2"-1*f . 4*f .2, f.4*xf 3*f.2"-1+f.3*f.2];
<fp group on the generators [ f1, f2, £3, f4 ]>

logo a apresentacao de g coincide com a apresentacao de I's.

Agora fazemos uso da fungao
GQuotients
que computard um epimorfismo de g para o grupo alternado Ay

gap> quo:=GQuotients(g, AlternatingGroup(4));
[ [£1, £2, £3, 41 -> [ (1,2)3,4), O, (1,2,3), (1,2,3) 1]

Observe que o resultado foi dado em forma de uma lista com apenas uma posicao e o
epimorfismo ¢ : g — A4 é o seguinte

gap> phi:=quo[1];

[ £f1, £2, £3, 4] > [ (1,2)(3,4, O, (1,2,3), (1,2,3) ]
gap> IsSurjective(phi);

true

gap> a4:=Image(phi);

AltC [ 1 .. 41)

29



Capitulo 3. Resultado Principal

%ortanto G(AT) = (1,2)(3,4)(1,2,3) = (1,3,4), d((AT)?) = (1,3,4)? = (1,4,3) e ¢(L) =

E claro que (1,3,4) e (1,4,3) ndo sio conjugados em A,. E as computacdes a seguir
mostrarao que ¢(AT) = (1,3,4), ¢(AT)* = (1,4,3) e ¢(L) = () nao sao conjugados
dois-a~dois em A4, logo vale a Proposicao 3.1.3, isto é, os elementos de ordem 3 de I'3 sao
separaveis sob conjugacao. Para tal, fizemos uso da funcao

IsConjugate(A_4,x,y)

que computa se x e y sao conjugados em A,. De outra maneira, também computamos as
classes de conjugacao de Ay e verificamos o mesmo resultado.

gap> (1,2)%(3,4)*(1,2,3);

(1,3,4)

gap> (1,3,4)°2;

(1,4,3)

gap> IsConjugate(a4, (1,3,4), (1,4,3));
false

gap> list:=ConjugacyClasses(a4);

[ O-G, (1,2)(3,4)°G, (1,2,3)"G, (1,2,4)°G ]
gap> (1,3,4) in Elements(list[3]);
true

gap> (1,4,3) in Elements(list[3]);
false

gap> (1,4,3) in Elements(list[4]);
true

gap> (1,3,4) in Elements(list[4]);
false

E para encerrar essa se(;ao mostraremos que

Lema 3.1.4. Ezistem exatamente 10 subgrupos de indice 10 em I's e todos eles sdo con-
Jugados entre si. Em particular, I's o € um deles.

Demonstragao: Usaremos a fungao
LowIndexSubgroupsFpGroup(G,H,index)

que computa os representantes das classes de conjugacao de subgrupos de G que contém
os subgrupos H < GG e que tem indice menor ou igual a index. Tomaremos H trivial,
equivalentemente, H pode ser omitido dos parametros da funcao.

30



Capitulo 3. Resultado Principal

gap> S:=LowIndexSubgroupsFpGroup(g,10);;L:=List(S,K->Index(g,K));
(1 3,6,9,7,7,7,7, 10, 6, 5, 4, 8, 81

Observe que S[9] corresponde a nona posigao da lista que tem o tnico representante dos
subgrupos de indice 10 em g. Vamos determinar quantos subgrupos estao na lista de
conjugados de S[9] em ¢

gap> Generators0fGroup(S[9]);

[ f1, £2, £37-2, f3*f1xf4~-2%xf1~-1*£f3~-1 ]

gap> h:=S[9];

Group([ f1, £2, £37-2, f3*xf1*f4~-2xf1~-1x£f3~-1 ])
gap> Index(g,h);

10

gap> cch:=ConjugateSubgroups(g,h);

[ Group([ f1, f2, £3~-2, £3xf1xf4~-2%f1~-1*x£f3"-1 ]),

Group([ £3~-1xf1%f3, £3~-1%f2%f3, £3~-2, f1xf4~-2xf1~-1 ]),

Group([ f4~-1xf1xfd, f4~-1xf2*xfd4, f4~-1*x£3~-2xf4,
f4~-1xf3xf1xf4~-2%xf1~-1xf3~-1%f4 ]),

Group([ f1~-1%f3~-1*f1*f3*f1, f1~-1*f3~-1*xf2xf3xf1, f1~-1xf3~-2xf1, f4~-2
1), Group([ £27-1%£3~-1xf1*f3*f2, £2°-1*f3~-1*xf2*xf3*%f2, £f2°-1*f3~-2%f2,
f27-1*f1xf4~-2%f1~-1%f2 ]),

Group([ f1~-1xfd4~-1*f1*xfd*xf1l, f1~-1*f4~-1*xf2xf4*f1,
f1-1xf4~-1%xf3~-2%f4xf1, f1--1xf4~-1xf3*f1*xf4~-2xf1~-1*xf3"-1*xfdxf1 ]),

Group([ f2*f1~-1%f3~-1*xf1*xf3%xf1%xf27-1, f2xf1~-1%£3~-1xf2+f3*xf1*xf2"-1,
foxf1~-1x£3~-2*%f1xf2~-1, f2xf4~-2xf2~-1 ]),

Group([ f4~-1%f1~-1*f3~-1*xf1xf3xf1xf4, f4~-1xf17-1x£3"-1+f2+f3*xf1*f4,
f4~-1%f1~-1%f3~-2xf1xf4, f4~-2 ]),

Group([ £3~-1*xf1~-1*f4~-1*f1xf4xf1*xf3, £3~-1*kf1~-1*f4~-1*f2xf4xf1*£f3,
£37-1%f17-1%f4"-1%£37-2%xf4*f1%x£3, £37-1*f17-1*f4"-1*f3*f1xf4~-2%f1~

-1%f37-1xf4xf1x£f3 ]),

Group([ £3~-1#f2%f1~-1*f3~-1*xf1*f3*xf1xf2~-1%£f3,
£37-1%f2%xf17-1%£37-1*xf2%xf3%xf1%x£f2"-1%f3,
£37-1xf2xf1"-1%f3~-2%xf1*f2~-1%f3, £3"-1%f2*xf4~-2%f2~-1%f3 ]) ]

gap> Length(cch);
10

0 que completa a demonstracao.
O

A proposicao a seguir é essencial para a demonstragao do resultado principal desta
tese pois implicara na separabilidade sob conjugacao dos elementos de ordem 2 em I's.

Proposigao 3.1.5. Todos os subgrupos ciclicos finitos de mesma ordem de I's sao conju-
gados para I's 5.
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Demonstragao: Seja O3 = Z + wZ o anel de inteiros algébricos do corpo Q(+/—3), onde

w = —_1+2V =3

Do Teorema 2.3.2 tem-se que os unicos subgrupos finitos ciclicos finitos de I's =
PSLy(0Os) sao isomorfos a Cy ou Cs.

Considere o epimorfismo

¢ : PSLQ(Og)—»PSLQ(Og/203>

induzido pelo epimorfismo de anéis O3 — O3/20;.
Do Lema 2.2.3, segue que O3/203 = F, e do Lema 2.2.7 tem-se que PSLy(F,) = As.

Como 2053 C O35 = Z+2wZ tem-se que I's 5 contém o Ker(¢) = {+A € SLy(0s5)|A =
I'mod 205} mod +1, isto é, contém o subgrupo de congruéncia principal P.SLs(O3,205)
e por [36] segue que o indice de I'so em I's é 10. Portanto, ¢(I's2) = S5 a menos de
conjugacao, pois do Lema 2.4.1 todos os 10 subgrupos de ordem 6 em As sao conjugados
entre si e isomorfos a Ss.

Agora um dado subgrupo ciclico C,, de ordem n, n = 2 ou 3, de I';\I'3 2, ele ¢ levado
por ¢ em um subgrupo ciclico de mesma ordem n em A5 com n = 2 ou 3, respectivamente.
Ou seja, temos que ¢(C,) = C,, C As, onde C,, corresponde a imagem de C, por ¢ em
As, além disso, |C,| = n,n = 20u3. Mas como em Aj todos os subgrupos de mesma
ordem séo conjugados entre si, vide Lema 2.4.1, logo 31 # § € As tal que C,,° C T3,
E por sobrejetividade, 3 1 # g € I's tal que ¢(g9) = ge C,,Y C I'so, pois do contrario
d(C,9) = C," & I'sy/Ker(¢) = Ty, uma contradigio. E isto demonstra a Proposicio
em questao.

i

Corolario 3.1.6. Todos os elementos de ordem 2 em I's sdo separdveis sob conjugacao.

Demonstracao: Consequéncia imediata do resultado acima e do Corolario 2.2.9. U

3.2 Teorema Principal

A demonstragao do Teorema a seguir é baseada na idéia da demonstracao do Teorema
2.2.2 da Tese de Doutorado de S.C. Chagas [8] e no resultado (preprint) de Chagas-
Zalesski, |9

Teorema 3.2.1 (Chagas-Zalesski-2006). Seja H um subgrupo de I'q = PSLy(Oy), d =
1,2,3,7,11, de indice finito e livre de tor¢ao. Entao H € separdvel sob conjugagao.

Teorema 3.2.2. '3 € separdvel sob conjugacao.
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Demonstragao: Conforme o Teorema 2.3.2, as ordens finitas dos elementos de I's sao
apenas 2 ou 3. Ja mostramos a separabilidade sob conjugacao para tais ordens finitas,
logo basta mostrar a propriedade em questao para elementos de ordem infinita em I's.

Dados g1, g2 € I'3 elementos de ordem infinita com g; = ¢5” para v € f‘;, suponha por
absurdo que g; e g» nao sao conjugados em I';.

Seja H < T's livre de torgao tal que [['s : H] = m € N. Segue por [9] que H é separavel
sob conjugacao.

Temos que ¢;™, 9" € H, pois [I'3 : H = m. Mas pelo Lema 1.3.1, temos que
f} = Fgﬁ, logo existem 79 € I's e d € H tais que v = vod. Assim, tem-se que
g™ = (g27)™ = (92™)° € H e daf substituindo, se necessario, go por um conjugado em
I3, a saber g2 ", podemos supor sem perda de generalidade que ¢;™ e o™ sdo conjugados
em H. Mas H é separavel sob conjugacao, logo g1 e go™ sao conjugados em H e portanto
podemos supor sem perda de generalidade que g = ¢2™.

Defina N =< ¢, > e K =< g1, g»>. E claro que K centraliza N. Mas o centralizador
de um elemento de ordem infinita em I's é abeliano, vide Lema 2.3.6 e sendo K 2-gerado,
segue que as Unicas possibilidades sao Z,7Z x Z caso K seja livre de tor¢ao e a outra
possibilidade, caso K tenha torgao, segue por Berkove-Farrell-Juan-Pineda-Pearson em
2.3.5 que K serd isomorfo a Z x Cs, pois K ¢é virtualmente ciclico infinito. Portanto K
s6 pode ser isomorfo a um dos seguintes 3 casos:

Z,7 X 7,7 x Cy

onde Z x C5 corresponde ao centralizador de um elemento de ordem 2.

No primeiro caso, K = Z, logo g1 = g, pois ¢;™ = ¢.™. De fato, K = Z =<t >
implica que existem inteiros k e 7 tais que ¢; = t* e go = " e portanto

gin — tmk — tmr — gén

logo m(k —r) =0, dai k = r e g; = g2, uma contradicao.

No segundo caso, K = 7Z x 7Z e de maneira analoga ao primeiro caso segue que g; = ¢a,
uma contradigao.

E no tultimo caso, segue que da Observagao 2.3.4 que K = Z x Cy =< M, N >,

ondeM:<\/2_—3 _\é__?’),zv:(\/;_i)’ \/__13)>,(MN)2:1,MN:NMe

MiNI = MEIMINI = MED(MN) e =0 ou 1. Logo existem inteiros k e r tais que
g1 = MF(MN) e ggp=M"(MN)® com ¢; =0 ou 1. Como (g;™)% = (g2™)? por hipétese,
tem-se que £ = r. E se ¢, = €y, entao g, = g9, uma contradi¢ao. Portanto, podemos
supor €, =1 e €5 = 0.

Agora, basta mostrar que M" e M"(MN) (ou N"(M N)) nao sao conjugadas em algum
quociente finito de PSLy(O3), pois isso sera uma contradigdo com a hipdtese de que g; e

g2 sao conjugados no completamento PSLy(O3).
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0

SejaAzMNz(1

_01 > Denote por tr(X) o trago de uma matriz X.
Primeiramente, observe que tr(M) = 4 # 2y/—3 = tr(N), logo M e N nao sao
conjugadas em PSLy(Os) e como o ideal 403 contém 4 = tr(M), mas nao contém
2y/—3 = tr(N), segue que no quociente O3/403, tr(M) # tr(N) sdo diferentes. Logo,
M e N nao sao conjugadas modulo 405, ou seja, nao sao conjugadas no quociente finito

PSL(2,05/405).

Observe que M? = ( 4\/7_—3 _47_3 ) e para pi,p2 € Z tem-se que

(i ) ()= (s s

Indutivamente, temos que M" é uma matriz da forma

com a e b inteiros. Segue que

logo tr(M") # tr(M"A), portanto M" e M"A nao sao conjugadas em PSLy(Os3). Mas

também tr(M") # tr(M"A) em algum quociente finito de PSLy(Os), pois o anel O3 é
residualmente finito.

Portanto, nos 3 casos temos que g; = ¢o e esta contradi¢ao mostra que I's é separavel
sob conjugacao.

g
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