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Resumo

Neste trabalho, comeca-se um estudo sisteméatico de emaranhamento em teorias de
gauge. Adota-se a teoria de Yang-Mills no cilindro como modelo principal. Parte-se da
Lagrangiana de Yang-Mills e obtém-se que, resolvendo o vinculo da lei de Gauss, a
dinamica do sistema pode ser reduzida aquela de uma particula livre movendo-se ao
longo da variedade do grupo de gauge. Isso significa que o sistema apresenta somente
um grau de liberdade fisico. Portanto, ndo é possivel que haja emaranhamento. Acopla-
se entao a teoria de Yang-Mills a uma particula livre nao-relativistica. Uma primeira
abordagem é feita considerando o caso abeliano. Obtém-se que o sistema apresenta
nao s6 emaranhamento, mas também degenerescéncia e anomalia axial. Com respeito
a anomalia, calculos analiticos sao feitos e sua dependéncia com relagao a outros para-
metros, como energia e degenerescéncia, é analisada. Com relacdo ao emaranhamento,
calculos numéricos de entropia de emaranhamento sao feitos considerando o estado
fundamental. Guiado pelo projeto acima delineado, essa dissertacao tem também um
objetivo pedagodgico, no sentido de introduzir os conceitos de teoria de gauge, teoria de

vinculo e teoria de grupos de Lie.






Abstract

In this work a systematic study of entanglement in gauge theories is started. The
Yang-Mills theory on a cylinder is adopted as the main model. Starting from the
Yang-Mills Lagrangian one obtains that, by solving the Gauss law constraint, the
dynamics of the system can be reduced to that of a free particle moving along the
gauge group manifold. This means that the system has only one physical degree of
freedom. Therefore, the system does not present entanglement. The Yang-Mills theory
is then coupled to a non-relativistic free particle. A first approach is made considering
the abelian case. One obtains that the system presents not only entanglement, but also
degeneracy and axial anomaly. With respect to anomaly, analytical calculations are
carried out and its dependence on other parameters, such as energy and degeneracy, is
analysed. Concerning entanglement, numerical calculations of entanglement entropy
are made considering the ground-state. Guided by the project outlined above, this
dissertation also has a pedagogical purpose, in the sense that it introduces concepts of

gauge theory, constrained systems and Lie group theory.






Notacoes e convencoes

Durante o desenvolvimento deste trabalho, as seguintes convengoes serao adotadas:

 As unidades adotadas serao as chamadas unidades naturais, onde ¢ (velocidade da

luz)= h (constante de Planck dividida por 27)= kp(constante de Bolztmann)= 1;

o A convencao de soma sob indices de Einstein serd usada, tal que se o indice
aparecer duas vezes, uma em cima e outra embaixo, entao o indice estd sendo

somado sob todas as possibilidades. Se o indice ¢ corre de 1 a N, entao

=1

« A métrica de Minkowski, denotada por g,,, serd dada por

-1 0 0 0
B 0O +1 0 0
e 0 0 +1 0
0O 0 0 +1
A assinatura (+, —, —, —) sera utilizada somente quando explicitamente men-

cionado;

» A seguinte notagdo para derivadas sera utilizada:

0

@ € 3“

0
aﬂ 87%7

onde 0" = g"d,.
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Introducao

O estudo de teorias de calibre (ou teorias de gauge) nao-abelianas foi desenvolvido por
C. Yang e R. Mills em 1954, como uma extensao da teoria de calibre abeliana, isto
é, da eletrodinamica. Baseada em grupos de Lie semi-simples, a teoria de Yang-Mills
trouxe grandes avancos na compreensao das interagoes fundamentais da natureza e ¢ a
base do Modelo Padrao de particulas.

A extensao feita por Yang-Mills ganhou maior reconhecimento em 1960, quando,
em conjunto com o mecanismo de quebra espontanea de simetria, introduzido por J.
Goldstone, Y. Nambu e G. Jona-Lasinio, a teoria de S. Glashow, A. Salam e S. Weinberg
foi capaz de descrever as interagoes eletromagnética e fraca como resultantes de uma
s6, a interagao eletro-fraca. A interacao eletro-fraca, descrita pelo grupo SU(2) x U(1),
resulta nas interacoes eletromagnética e fraca a partir do processo de quebra esponténea
de simetria, produzindo o f6ton (que media a interagao eletromagnética) e os bdsons
massivos W e Z° (que mediam a interagao fraca).

No que diz respeito a interagoes fortes, a teoria de Yang-Mills é o inico modelo
dindmico cujas forcas de interagdo diminuem suficientemente rapido com o aumento da
distancia, respeitando a chamada liberdade assintotica, caracteristica dessas interacoes.
A descricao da liberdade assintotica foi feita por G. 't Hooft em 1972, porém nao
foi publicada pelo autor. Em 1973, D. Gross e F. Wilczek e, independentemente, D.
Politzer observaram o efeito. Os trés receberam o prémio Nobel de fisica em 2004.

Apesar do evidente sucesso da teoria de Yang-Mills, alguns de seus aspectos
permanecem nao esclarecidos. Um deles é fato das solugoes exatas dos campos nao
terem sido obtidas, tanto no contexto classico quanto quantico. Essa dificuldade se deve,
entre outros fatores, a natureza nao-abeliana da teoria, que introduz aspectos bastante
nao intuitivos, como por exemplo a nao-linearidade das equacgoes diferenciais. Outro
aspecto ainda em aberto diz respeito ao problema de confinamento em cromodinamica
quantica que, apesar de confirmado experimentalmente, nao foi provado definitivamente

do ponto de vista tedrico. Isso se deve principalmente a dificuldade de se trabalhar
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com baixas energias em uma teoria com acoplamento forte, uma vez que, nesse caso,
métodos perturbativos nao podem ser aplicados. Além disso, a propria quantizagao
completa da teoria ainda nao foi feita.

O conceito de emaranhamento, por outro lado, ganhou for¢ca em 1935 com a
publicacao do paper de Einstein, Podolsky e Rosen [11]. Nesse mesmo ano, o termo
emaranhamento foi introduzido por Schrédinger, que publicou um artigo [27] reconhe-
cendo a importancia do emaranhamento como o aspecto caracteristico e definidor da
mecanica quantica.

Emaranhamento e correlagoes quanticas sao conceitos equivalentes. O conhecimento
dessas correlagoes é essencial para a compreensao de uma teoria e, em especial, de
seus aspectos quanticos. Por esse motivo, estudar emaranhamento em teoria de calibre
nao-abeliana pode fornecer novas informacoes e novos entendimentos a respeito da
teoria que, por motivos citados anteriormente, ainda nao estao claros.

Em termos praticos, estados emaranhados apresentam diversas aplica¢oes, como
criptografia e computacao quantica, por exemplo. Essas aplicagoes pressupoem a
capacidade de se controlar partes ou subsistemas de um sistema quantico e esse controle
depende diretamente do conhecimento de suas correlacoes. Estudar emaranhamento
apresenta ainda aplicacoes relacionadas a fisica estatistica, uma vez que a propria
definicao de ensemble pressupoe um sistema fisico inserido em outro maior. Outra
aplicacao esta relacionada a fisica de buracos negros, onde é possivel estudar a correlacao
entre partes acessiveis ou nao do espago-tempo, i.e., correlagoes entre regioes fora e
dentro do horizonte de eventos.

Independentemente de qual seja a aplicagao, uma forma de medir o quao emaranhado
estd um sistema é dada pela entropia de emaranhamento.

Nessa dissertacao, a intengao é explorar como a presenca de simetrias de gauge em
teorias de calibre nao-abelianas afeta o emaranhamento. Tendo isso por meta, serao
discutidos diversos aspectos relacionados a teorias de calibre, como teoria de vinculos,
geometria diferencial e loops de Wilson. Por isso, a dissertacdo como um todo tem um
carater pedagogico, introduzindo varios assuntos que formam a base para se trabalhar
com teorias de calibre.

As dificuldades citadas anteriormente e, em especial a dificuldade de se encontrar
uma solucao exata para as equagoes diferenciais de Yang-Mills, motivam o desenvolvi-
mento do trabalho em sistemas mais simples. Uma forma de se fazer essa simplificacao
consiste em diminuir as dimensoes do sistema, por exemplo. Dessa maneira, solugoes

exatas podem ser obtidas e com isso pode-se ganhar alguma intuicao e entendimento



que podem ser estendidos para sistemas mais complexos. Essa é a abordagem adotada
durante o desenvolvimento desse trabalho.

Uma vez exposta a intencao desse projeto, cabe introduzir os elementos necessarios
para desenvolvé-lo. O ponto de partida consiste em entender o que sao transformacoes
de gauge e isso remete ao estudo de teoria de vinculos. Nesse sentido, um outro passo
consiste em entender como se da o processo de quantizacao na presenca de vinculos.

Uma vez estabelecido o significado de uma transformacao de calibre, cabe entender
como ela se implementa como simetria em uma teoria. Esse aspecto esclarece o que sao
teorias de gauge, tanto abelianas quanto nao-abelianas. Nesse ponto, faz-se necessario
uma introducao formal de teoria de calibre e teoria de grupos. Por fim, cabe ainda
introduzir a relacao entre teoria de grupos de Lie e geometria diferencial.

Depois de introduzidos esses elementos, um estudo é feito considerando-se a teoria
de Yang-Mills no cilindro. Isso significa restringir a tinica coordenada espacial a um
circulo e, nesse caso, o tnico observavel invariante sob transformagoes de calibre é o
loop de Wilson ao longo do circulo.

Resolvendo o vinculo da lei de Gauss, é possivel reduzir o problema a um sistema
mecanico com um sé6 grau de liberdade. Mais especificamente, a dindmica ¢é reduzida a
de uma particula livre movendo-se ao longo do grupo de gauge. Como essa redugao
resulta em somente um grau de liberdade, ndo ha emaranhamento nesse sistema. Em
particular, ndao é possivel associar um espago de Hilbert a um intervalo do circulo.
Portanto, nao é possivel tomar tragos parciais, por exemplo.

[sso motiva uma préxima tentativa para se analisar emaranhamento na presenca de
simetrias de gauge, que ¢ acoplar a teoria a matéria. Uma maneira simples de fazé-lo
consiste em acoplar Yang-Mills a uma particula livre nao-relativistica. Nesse sentido, a
primeira abordagem consiste em considerar o caso abeliano. A interacao entre os dois
sistemas, campo eletromagnético e particula livre carregada, é dada via acoplamento
minimo e pelo termo de Coulomb que surge a partir da lei de Gauss.

A Hamiltoniana classica do sistema composto é equivalente ao problema de Lan-
dau em um torus. Para quantiza-la, as varidveis candnicas sdo entao promovidas a
operadores e as condi¢des de contorno sao cuidadosamente definidas. Um aspecto
interessante ¢ que, uma vez impostas as condi¢oes de contorno, obtém-se que a carga
deve ser quantizada.

As solugoes quénticas sao encontradas e é possivel ver que o sistema apresenta
tanto degenerescéncia quanto anomalia axial. Calculos dessa anomalia sao feitos

analiticamente e é possivel ver como ela depende de outros parametros, como energia e
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degenerescéncia. Um dos resultados obtidos é que a anomalia s6 estd presente quando
a funcao de onda é formada pela superposicao de estados com diferentes energias.

Com relagdo a emaranhamento, cédlculos numéricos podem ser feitos considerando
estados puros do estado fundamental. E possivel ver como a entropia de emaranhamento
depende da degenerescéncia. Em especial, um dos estados degenerados apresenta
entropia maxima, isto é, S = log 2.

Um préximo passo seria acoplar a teoria de Yang-Mills ndo-abeliana a uma particula
livre nao-relativistica. Esse problema permanece em aberto e pode ser explorado em

uma oportunidade futura.



Capitulo 1

Teoria de Vinculos

As referéncias pertinentes a esse capitulo sao [4], [7], [10], [15], [25].

1.1 Formalismo Lagrangiano e método dos multi-

plicadores de Lagrange

Suponha um sistema fisico descrito por uma Lagrangiana nao singular L, que é funcao

das coordenadas generalizadas ¢; e das respectivas velocidades generalizadas ¢;, isto é,
A dindmica desse sistema fica determinada pela minimizacao da acao S correspondente,
D
= [dq Lig:.d), d”q =] da; (1.2)
i=1

que fornece as equacgoes de Euler-Lagrange,

d (0L oL
— — = 0. 1.

Suponha agora que se deseja restringir de alguma forma a dindmica desse sistema,
ou seja, se deseja impor vinculos. Uma forma de introduzi-los é via método dos
multiplicadores de Lagrange.

O método consiste em adicionar a Lagrangiana cada vinculo ¢;, j =1, ..., K, que

se deseja impor multiplicado por um respectivo multiplicador de Lagrange A;. Assim,
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deve-se levar a Lagrangiana inicial, L(g;, ¢;), a uma nova Lagrangiana, dada por

A notacdo utilizada para nova Lagrangiana, L(¢;, ¢i, Aj, )\j), sugere que se deve tratar
os multiplicadores de Lagrange \; introduzidos como novas coordenadas generalizadas
do sistema com respectivas velocidades generalizadas )\] De fato, além das D equacgoes

fornecidas por (1.3), deve-se considerar também as K equacoes envolvendo A;:

d (OL\ 0L
R (e Y 1.
dt (aA) o (1)

Considere, por exemplo, uma particula livre de massa m movendo-se no espaco
tridimensional. Suponha agora que essa particula s6 podera mover-se na superficie de
uma esfera de raio r. De acordo com o descrito, parte-se de
=

L(w,y, 28,9, 5, 8) = 5 (& + 97+ 2%) (1.6)

e impoe-se que 2% + y? + 22 = r2. Isso significa introduzir um vinculo ¢ = 22 + y* +

22 — 1?2 = 0 e considerar agora

L(z,y, 2, \, @, 9, 5, 0 1) = %(:t%y'Q +2%) 4 Ao (1.7)

O exemplo acima ilustra o método, mas a resolucao completa de problemas como

esse sera apresentada com mais detalhes no Capitulo 3.

1.2 Formalismo Hamiltoniano e vinculos primarios

A Secao 1.1 diz respeito a casos nos quais os vinculos sao originados por imposi¢oes
externas, isto é, tem-se um sistema inicial bem definido e deseja-se considerar o seu
comportamento quando impostas certas condigoes sob suas posi¢oes e/ou velocidades.

Por outro lado, existem vinculos que aparecem ja no sistema inicial. Ou seja,
eles estao presentes na teoria sem que sejam introduzidos a mao via multiplicador de
Lagrange. Esses vinculos tem sua origem na singularidade da Lagrangiana e estao
relacionados justamente ao fato do sistema inicial ndo ser bem definido. Esta secao ¢é

dedicada a esse aspecto.
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Para entender o que significa um sistema nao ser bem definido, parte-se da conexao
entre os formalismos Lagrangiano e Hamiltoniano. No formalismo Lagrangiano,
trabalha-se com as coordenadas ¢; e velocidades generalizadas ¢;. No formalismo
Hamiltoniano, trabalha-se com as coordenadas ¢; e momentos canonicamente conjuga-
dos p; definidos no espaco de fase.

Os dois formalismos sao conectados por uma transformada de Legendre:
H{(qi, pi) = pigi — L(qi, @), (1.8)

onde os momentos canonicamente conjugados sao definidos como

_ L(Qu%‘)

pj = oq, (1.9)

ei,j=1,....D.

Partindo da Lagrangiana de um sistema, obter a Hamiltoniana correspondente
passa por escrever cada ¢; que aparece do lado direito da equacao (1.8) em termos
das coordenadas e dos momentos canonicamente conjugados e para tanto precisa-se
inverter a equacao (1.9). Isso porque se espera que a Hamiltoniana H seja escrita
somente em termos das coordenadas e momentos. Porém, escrever ¢; em termos de p’s
e ¢’s nem sempre € possivel.

Essa impossibilidade origina-se no teorema da funcao inversa e esta ligada a matriz

Jacobiana da transformacao:

o @pi . 82L
Y04 04;04;

(M) (1.10)

Se o determinante de M for diferente de zero, cada p; é linearmente independente
e pode ser escrito como func¢ao de ¢; e das coordenadas ¢’s. Essa funcao pode ser
invertida, tal que cada ¢; pode ser escrito em termos de p; e dos ¢’s e substituido na
equagao (1.8) para se obter H(g;, p;). Nesse caso, existe uma correspondéncia um a
um entre cada p; e ¢; e pode-se ir e vir de um formalismo ao outro livremente. E isso
que se quer dizer por sistema bem definido.

Por outro lado, se det M = 0, isto é, se M é degenerada (ou singular), os momentos
nao sao linearmente independentes e existe ao menos um ¢, que nao pode ser escrito
em termos de p,. Como consequéncia, o processo descrito em (1.8) nao fica definido,

uma vez que ¢; nao fica definido em termos de p’s e ¢’s.
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Nesse caso, a Lagrangiana é dita singular e a conexao entre um formalismo e outro
deve ser feita com maior cautela. De antemao, vale salientar que essa singularidade
da origem aos chamados vinculos primarios e a cautela mencionada é contemplada na
teoria de vinculos.

Observe que quando det M = 0, coloca-se que existe ao menos um ¢; que nao esta
relacionado a p;. O fato de se colocar "ao menos um", significa que podem existir
outros ¢;, ¢ # j, que estdao sim conectados a p;. Isso quer dizer que a matriz Jacobiana
M pode ser escrita na forma de uma submatriz nao degenerada e outra degenerada.
Esta ultima é, portanto, a responsavel pelo aparecimento dos vinculos primarios.

Os momentos pertencentes a parte degenerada da matriz M nao sdo fungoes
independentes das velocidades, tal que ¢; nao pode ser escrito como funcao de py .
Nesse caso, existem relagdes do tipo ¢(q,p) = 0 conectando os momentos. Pode existir
mais de uma relagdo desse tipo e essas relagoes estabelecem os vinculos primarios. Para

uma teoria com M vinculos priméarios, tem-se

¢r(g,p) =0, (1.11)

comk=1,...M.
Os vinculos primarios tém origem, portanto, na propria estrutura da Lagrangiana.
Eles nao sdo postos a mao como descrito na Se¢ao 1.1. Alguns exemplos de sistemas

que apresentam esse tipo de vinculo serao trabalhados na Secao 3.

1.3 Hamiltoniana canénica e Hamiltoniana primaria

De acordo com a Secao 1.2, a transicao entre formalismo Lagrangiano e Hamiltoniano
pode levar ao aparecimento de vinculos. De maneira geral, parte-se de uma Lagrangiana
L e dela extrai-se tanto as relacoes entre p; e ¢; quanto os vinculos primarios ¢g. As
relacoes entre p; e ¢; sao obtidas da parte nao degenerada de M, enquanto os vinculos
sao obtidos da parte degenerada.

Uma vez extraidos esses dados, a transformada de Legendre, dada por (1.8), é
feita substituindo todos ¢’s da parte nao degenerada. Obtém-se entao a Hamiltoniana
candnica

H.., = pig;i — L. (1.12)

Suponha que a teoria contenha M vinculos primarios, isto é, que a submatriz

degenerada da matriz Jacobiana tenha dimensdes M x M. Fisicamente, a presencga
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desses vinculos significa que, além das solugoes encontradas a partir de H.,,, deve-se
considerar ainda as condigbes impostas pelos M vinculos da teoria. Isso significa que
as solugoes fisicas obtidas a partir de H,.,, s6 tem validade no subespaco onde ¢, = 0,
k=1,...,M. Uma forma de se restringir o espaco das solugoes ao espago onde todos
os vinculos primarios sao respeitados consiste em adicionar cada um deles a H.,, a
partir da sua multiplicacao por um multiplicador de Lagrange \g.

Obtém-se assim a Hamiltoniana priméria
Hl = Hcan+)\k¢k7 (113)

onde k=1,..., M. A dindmica do sistema fica invariante pela adi¢do dos vinculos ¢, e
as solugoes obtidas a partir de H' sdo tais que ¢, = 0,V k. Além disso, estas devem
ser tais que os vinculos sao respeitados durante toda sua evolucao temporal, ou seja,

deve-se ter ¢p = 0 em toda a superficie de solugoes.

1.4 Vinculos secundarios

Exigir que cada vinculo seja respeitado na superficie das solugoes significa impor que
nela se tenha (bk = 0. A essa imposicao da-se o nome de condicao de consisténcia.
Por outro lado, tem-se que a derivada temporal de uma fungao qualquer F(q,p)

definida no espaco de fase é dada por

dF(q,p) OF . & OF .  OF
_9F_  or . oF 114
dt a0l Pt o (1.14)

Além disso, no subespaco das solugoes, tem-se
e p=—— (1.15)

tal que (1.14) pode ser reescrita como

dF(¢,p) OFOH OFOH OF OF

& "9 e 7 = {FH}+ (1.16)
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Aplicando esse resultado para os vinculos primarios e lembrando que a dinamica é

descrita por H’', tem-se

0; = {05, H'}
= {¢j7Hcan}+)\k{¢ja¢k}- (117)

O resultado acima nem sempre é identicamente nulo. Pode acontecer que (ﬁj seja
ainda alguma fungao das varidveis (¢, p) ou que éj imponha condi¢oes aos multipli-
cadores de Lagrange \;. O segundo caso sera tratado na Segao 1.6.

No primeiro caso, deve-se impor que essa fungao de (g, p) seja nula no subespaco
das solugoes. As fungoes assim originadas recebem o nome de vinculos secundarios e
sao também denotadas como ¢y.

A condicao de consisténcia deve ser respeitada também pelos vinculos secundérios.
Isso significa que se deve reinserir cada vinculo secundario em (1.17). Assim como no
caso dos vinculos primarios, esse processo pode resultar em uma func¢ao identicamente
nula na superficie das solu¢oes ou nao. Caso essa funcao nao seja identicamente nula,
define-se novamente outro vinculo ¢y.

O processo descrito deve ser repetido até que (1.17) nao dé origem a mais nenhum
vinculo novo.

Por simplicidade, todos os N vinculos originados a partir da condi¢ao de consisténcia
gbk = 0 serdo chamados de vinculos secundarios.

Os vinculos secundarios diferem dos priméarios porque sao obtidos a partir das
relagoes de consisténcia, enquanto os primarios sao obtidos a partir da préopria defini¢ao

do momento canonicamente conjugado.

1.5 Igualdade fraca

Foi mencionado anteriormente que em geral os vinculos nao sdo nulos em todo o espago
de fase, mas somente na superficie das solucoes das equagoes ¢, = 0. Por isso, é
interessante definir a igualdade fraca, denotada por "~".

Suponha que se tenha duas funcoes, F' e G, definidas no espaco de fase. Se a
diferenca entre elas é dada somente por uma combinagao linear dos vinculos, ambas
sao iguais no subespaco das solucgoes. Isso significa que F' e G sao diferentes no espaco

de fase completo, mas iguais no subespaco das solugoes. Nesse caso, F' e GG sao ditas
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fracamente iguais:
F(q,p) = Glq,p) <= F -G = ardy. (1.18)

Assim, denota-se também ¢ =~ 0, ja que ¢, é nulo no subespacgo das solucgoes e nao
no espaco de fase completo.
Por outro lado, F' e G sao ditas fortemente iguais (F = G) se a igualdade é valida

em todo o espaco de fase.

1.6 Determinacao dos multiplicadores de Lagrange

De acordo com o visto na Secao 1.4, as relagoes de consisténcia podem resultar na
imposicao de restrigoes aos multiplicadores de Lagrange .
De fato, para um teoria com M vinculos primarios e N secundarios, as condi¢oes

de consisténcia para todos os M + N vinculos fornece um sistema,

{055 Hean} + Me{ @5, Ox} = 0, (1.19)

de 7 =1,...,M + N equagodes lineares com k = 1, ..., M variaveis desconhecidas.
Os coeficientes A\ que satisfazem (1.19) podem ser escritos como a soma da solugao

particular A} com a solucdo A} da equacdo homogénea associada,

N 65, 6} = 0. (1.20)

Porém, a solugdao mais geral da equagao homogénea associada pode ser escrita como
combinacio linear de A solugdes linearmente independentes A%, a = 1,..., A. Isso

significa que a solucio A pode ser escrita como
M o=c A\ a=1,.., A (1.21)

Tem-se entao
A = A 4 e\ (1.22)

onde os coeficientes ¢, sao completamente arbitrarios e podem, inclusive, depender do
tempo. A consequéncia da presenca dos coeficientes ¢, sera explorada na Secao 1.8.

Entretanto, cabe antes introduzir uma nova forma de classificar os vinculos.
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1.7 Vinculos de primeira e segunda classe

Uma funcao F' é dita de primeira classe se o seu parénteses de Poisson com todos os

vinculos é fracamente nulo
{F,¢pr} =0, k=1,..,.M+ N. (1.23)

Caso contrario, a funcao é dita de segunda classe.

Essa mesma classificacdo pode ser aplicada aos vinculos, tal que sao ditos de
primeira classe aqueles cujos parénteses de Poisson com todos os outros vinculos se
anulam fracamente. Caso isso nao acontega, o vinculo é dito de segunda classe.

Os vinculos podem entao ser classificamos como primarios ou secundarios e de
primeira ou segunda classe.

A classificacdo como primario ou secundario é de pouca relevancia, pois esta
ligada somente a como o vinculo é obtido a partir da Lagrangiana - o priméario sendo
consequéncia da prépria definicdo do momento e o secundario da relagdo de consisténcia.

Por outro lado, um vinculo ser de primeira ou segunda classe tem consequéncias
completamente diferentes para a construcao da teoria. Isso sera explorado mais adiante.

Antes de encerrar esta secdo, é interessante mostrar que o parénteses de Poisson
entre fungoes de primeira classe é também uma fun¢do de primeira classe. Para tanto,

considere duas fungdes de primeira classe F' e G:

{F, o} =0 = {F o} = fil ¢5, (1.24)
{G,or} =0 = {G, ¢} = g’ 05 (1.25)

Pela identidade de Jacobi,
{FAG H}} +{G {H,F}} +{H {F,G}} =0, (1.26)
tem-se

{{F.GYoon = {FAG ¢} —{GAF, d1}}
= {F,9/0;} —{G, fi’6;}
= {F.9}o; +{F, 05}’ —{G, i’ }o; — {G, o5} /¥’
0 (1.27)

Q
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1.8 Vinculos de primeira classe e transformacoes

de calibre

Uma vez introduzida a definicado de vinculos de primeira e segunda classe, é possivel

notar que a equacgao (1.20) pode ser escrita como

{6, Nin} ~ 0, (1.28)

Dessa maneira fica mais simples ver que, como j = 1,..., M + N, cada Al¢, é um
vinculo de primeira classe, ja que seus parénteses de Poisson com todos os vinculos da
teoria é fracamente nulo.
Uma forma interessante de reescrever a Hamiltoniana primaria da equagao (1.13)
fica entao dada por
H = H* + c,¢q, (1.29)

onde H* = H,y + Ny, € ¢ = Nigy..

Segundo a equagao (1.28), Mgy é de primeira classe. Mas Mg, é combinagio linar
de ¢, com coeficientes c,. Segue portanto que cada ¢, também é de primeira classe.
Além disso, cada ¢, é vinculo primario e, como ¢, é combinacao linear de ¢, ¢, é
vinculo primaério.

Tem-se, portanto, a dindmica descrita por F ~ {F,H'} com H' contendo A
coeficientes arbitrarios ¢,. Cada ¢, aparece multiplicando um vinculo primario de
primeira classe ¢, e, portanto, o nimero A de coeficientes arbitrarios é igual ao ntimero
de vinculos primarios de primeira classe.

Como mencionado anteriormente, nao existem restricoes com relacao aos coeficientes
arbitrarios ¢,. Eles podem, inclusive, depender do tempo e, nesse caso, ¢, = ¢4(t).

Para entender as consequéncias fisicas dessa possivel dependéncia temporal, suponha
que num instante ¢ = 0 um sistema esteja numa configuragao inicial com ¢’s e p’s
definidos. Considere agora uma variavel dindmica qualquer f(t) com valor f(t = 0) = fo.

Apéds um curto intervalo de tempo t = dt, tem-se

f6t) = fo+ fot (1.30)
= f0+ ({f7 H*}—l_ca{fv ¢a}) at. (131)

A equagao (1.31) mostra que o valor de f(dt) depende da escolha de ¢,. Suponha

entao duas escolhas distintas ¢, e ¢,. A diferenga entre os resultados de f(dt) seria
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entao dada por

Af(0t) = (ca = c){f, @a}t = €a{f, da}, (1.32)

onde €, = (¢, — ,)dt.

Fisicamente, a diferenga dada pela equacao (1.32) ndo deve alterar a configuracao
final no instante dt. Isso significa que alterar qualquer variavel dindmica f(¢) por uma
quantidade Af = €,{f, ¢,} ndo altera a fisica descrita. E isso que se entende por
transformagao de calibre. Fica claro, portanto, que variagoes dadas por (1.32) sao
transformacoes de calibre e sdo geradas pelos vinculos primarios de primeira classe.

Entretanto, cabe ainda explorar um outro aspecto. Sabe-se que cada ¢, ¢ vinculo
primério de primeira classe e que, sob uma transformacao de calibre gerada por €,¢,,

uma variavel dinamica f varia de acordo com

f - f+Af - f+€a{f7¢a}' (133)

Considere entao duas transformacoes de calibre geradas por €,¢, € €,¢p, onde ¢, e
¢p sao vinculos primérios de primeira classe. Aplicando primeiramente €,¢, e depois

€y, tem-se

f - f/ = f + Ea{f7 ¢a} + Eb{fv ¢b} + eaeb{{fa ¢a}> ¢b} (134)

Por outro lado, aplicando primeiramente €,¢;, e depois €,¢,, tem-se

f — f// = f + 6b{f> ¢b} + Ea{f> ¢a} + eaeb{{fa ¢b}> ¢a}' (135)

Subtraindo esses dois resultados, tem-se

f' = 1" = caeo({{f. da}, 0} = {{f, &}, da})- (1.36)

Usando a identidade de Jacobi, esse resultado pode ser escrito como

Af = f - f” = eaeb{fa {¢a7 ¢b}} (137)

Essa transformagcao deve também corresponder a uma transformacao de calibre que,
nesse caso, é gerada por €,6,{q, dp}.
Como os vinculos ¢, € ¢y, sao de primeira classe, o parénteses de Poisson {¢q, ¢}

deve ser combinagao linear de vinculos de primeira classe. Porém, nada impede que
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essa combinagao linear contenha vinculos secundarios de primeira classe, ou seja, apesar
de ¢, e ¢, serem primdrio de primeira classe, {d,, ¢»} pode ser secundario de primeira
classe. Isso indica que, a principio, tanto os vinculos primarios quanto secundarios de
primeira classe podem gerar transformacoes de calibre.

Existem contraexemplos, nos quais vinculos secundarios de primeira classe nao sao
geradores de transformagoes de calibre. Entretanto, neste trabalho, sera considerado
que todos os vinculos de primeira classe, primérios e secundarios, geram transformacoes

de calibre.

1.9 Hamiltoniana total

Para uma teoria com M e N vinculos primarios e secundarios, respectivamente, a
Hamiltoniana total Hr é construida via adi¢do de todos os vinculos a Hamiltoniana

canonica, isto é,

M+N
HT - Hcan + Z >\k¢k7 (138)
k=1
onde M + N é o numero total de vinculos.
A dindmica do sistema fica dada por
dF
o ~ {F,Hr}. (1.39)

As equacoes de movimento assim obtidas sao equivalentes aquelas derivadas via for-

malismo Lagrangiano, i.e., via (1.3).






Capitulo 2
Quantizacao

As referéncias pertinentes a esse capitulo sao [4], [10] e [25].
Usualmente, a quantizacao de uma teoria classica é feita segundo a prescricao de

Dirac:
(i) Escrever a Hamiltoniana H do sistema;

(ii) Elevar as coordenadas e momentos conjugados a operadores atuando num espago
de Hilbert satisfazendo a seguinte correspondéncia entre o parénteses de Poisson
classico e o comutador quantico,

{g,pi} — i[qi,pi]; (2.1)

(iii) Aplicar o resultado na equacao de Schrodinger,

A

com as devidas condigoes de contorno impostas a .

Porém, quando a teoria apresenta vinculos, a prescricao de Dirac precisa ser
incrementada. Na presenca de vinculos, as solugoes ¢ devem satisfazer, além de (2.2),

as condigoes
o =0 i=1,...,M+ N, (2.3)

ou seja, os vinculos devem ser promovidos a operadores que aniquilam as solugoes. Isso
traduz o fato do espaco das solugoes fisicas ser restrito ao espago onde os vinculos sao

respeitados.
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2.1 Vinculos de segunda classe e parénteses de Dirac

Quando uma teoria apresenta vinculos de segunda classe, entretanto, o procedimento
descrito acima pode levar a inconsisténcias.

Suponha que em um dado sistema tem-se, por exemplo, g1 = 0 e p; = 0. O
parénteses de Poisson cléssico é dado por {¢i,p1} = 1 e os vinculos sdo de segunda
classe. Seguindo a prescri¢ao de Dirac, a versao quantica do sistema deve ser tal que

[q1,p1] = 7. Mas isso significaria que

[, ]y =i =0, (2.4)
uma vez que
ay = 0
my = 0.

Assim, a quantizacdo levaria a uma solucéo v identicamente nula. E necessério entéo
contornar essa dificuldade.

Nesse exemplo simples, os dois vinculos ¢; =~ 0 e p; ~ 0 acarretam na simples
eliminacao do grau de liberdade (¢,p1). Uma forma de lidar com o problema seria
entdo eliminar esse grau de liberdade da prépria definicao do parénteses de Poisson e
seguir com o método de quantizagdo usual para os graus de liberdade remanescentes.

Isso sugere que uma forma de contornar a dificuldade de lidar com vinculos de
segunda classe seria modificar o parénteses de Poisson classico antes de fazer sua
associagao com o comutador quantico.

Fisicamente, esse parénteses de Poisson modificado deve eliminar das solugoes os
graus de liberdade que nao sao fisicos. Isso eliminaria problemas como o encontrado
em (2.4), por exemplo. Este parénteses modificado recebe o nome de parénteses de

Dirac e é definido como

{A,B}p ={A,B} = > {A ¢:}A;{¢;. B}, (2.5)

i?j
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onde o elemento de matriz A;; é dado pelo parénteses de Poisson {¢;, ¢;}, isto é,

{01,01} -+ {d1, 0m}
A e

({oi, ¢5}) = (2.6)

{¢m> ¢1} T {(bm? ¢m}

Como a teoria apresenta vinculos de segunda classe, a existéncia da matriz inversa
A~ fica garantida, uma vez que A ¢ uma matriz simplética, isto é, anti-simétrica e
nao degenerada (det A # 0).

Para se quantizar uma teoria com vinculos de segunda classe, deve-se substituir a

correspondéncia entre parénteses de Poisson usual e comutador por

1
{gi,pitp — ;[Qi,pz’]. (2.7)
De maneira geral, vinculos de segunda classe sao resolvidos via parénteses de Dirac,

enquanto vinculos de primeira classe permitem que posturas diferentes sejam adotadas.

Este aspecto sera explorado na proxima segao.

2.2 Vinculos de primeira classe

Vinculos de primeira classe nao levam a contradigbes da forma vista em (2.4). Uma
maneira de lidar com eles no processo de quantizagao consiste, portanto, em seguir a
prescri¢ado mostrada em (2.3), isto é, deve-se promové-los a operadores atuando num
espago de Hilbert de modo que o espaco de Hilbert fisico é composto somente por
estados aniquilados por esses operadores.

Porém, existe outra maneira de lidar com esses vinculos de primeira classe. Esta
consiste em promové-los a vinculos de segunda classe a partir da fixacdo de um calibre.
Fixar um calibre significa definir um novo vinculo cujo parénteses de Poisson com o
vinculo de primeira classe original seja nao nulo. Nesse caso, pode-se construir a matriz
A e os parénteses de Dirac e proceder como em (2.7).

No primeiro caso, mantém-se as relagoes de comutacao originais entre os operadores,
mas deve-se restringir os espaco de Hilbert ao espago de Hilbert fisico. J& no segundo,
nao é necessario fazer essa restricdo, mas em contrapartida deve-se alterar as relagoes
de comutagao originais de acordo com os parénteses de Dirac.

Esses dois procedimentos podem ser combinados livremente. Por exemplo, dados

dois vinculos de primeira classe, pode-se proceder das seguintes maneiras:
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(i) Fixando dois calibres, tal que ambos sejam promovidos a vinculos de segunda
classe, e construindo os parénteses de Dirac englobando os dois vinculos. Nesse
caso nao existem restrigoes da forma (2.3), mas as relagoes de comutagao entre

os operadores é modificada de acordo com (2.7);

(ii) Fixando um calibre, tal que somente um dos vinculos seja promovido a vinculo
de segunda classe, e construindo os parénteses de Dirac referente somente a este
vinculo. Nesse caso, um vinculo é resolvido via (2.7), enquanto o outro é mantido
como restrigao da forma (2.3). Esse é o procedimento adotado na quantizacao de

Gupta-Blueler do eletromagnetismo, por exemplo;

(iii) Nao fixando nenhum calibre e promovendo os dois vinculos a operadores aniqui-
lando as fungoes do espago de Hilbert fisico. Nesse caso, os dois vinculos sao

mantidos como restrigdo da forma (2.3).

Exemplos abrangendo essas possibilidades serao trabalhados no Capitulo 3.

2.3 Generalizacao para teorias de campo

Até o momento, foram considerados sistemas com um ntmero de graus de liberdade
finito. Em teorias de campo, porém, este ntimero é infinto e continuo. Nesse caso,
¢é possivel estender o método descrito substituindo as somas em D dimensoes por
integracoes sobre todo o espaco e definindo os momentos como derivadas variacionais
de L com relagao as velocidades generalizadas.

Primeiramente, deve-se fazer a distin¢ao entre as grandezas e suas densidades. Por

exemplo, entre a densidade Lagrangiana £ e a Lagrangiana L:
L= / dx L, (2.8)

onde dx representa o volume espacial infinitesimal.
Usualmente, trabalha-se com as densidades, tal que se £ depende de um campo

a(x), por exemplo, sua densidade de momento p,(x) fica dada por

oL

Pa(X) = m- (2.9)

A densidade Hamiltoniana pode entao ser construida via transformada de Legendre.

J& o parénteses de Poisson entre dois funcionais A e B de a e p,, tomado no mesmo
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instante de tempo, é dado por

0A(x,t) OB(y,t)  0A(x,t) 0B(y,t)
{AGe1), By, )} _/d <8ax ) Opa(x/,t)  Opa(x/,t) 8a(x’,t)>' (2.10)

O parénteses de Dirac é dado por

{A(x,t), B(y,t)}p :={A(x,t), B(y,t)} — Z/dx’dx"{A(x,t),Qﬁi(x',t)}
x {o(x', 1), o(x", 1) };;' {6, (x",1), B(y. 1)}

Um exemplo de aplicagdo do método para uma teoria de campo é a quantizacao da

eletrodinamica. Este serd explorado na Secao 3.3.






Capitulo 3

Exemplos de quantizacao de

sistemas classicos

3.1 Particula no circulo

Suponha uma particula de massa m confinada a se mover em um circulo de raio unitario
de equacao v/x? + y? = r = 1. Pelo método dos multiplicadores de Lagrange, deve-se
adicionar o vinculo ¢ =r — 1 = 0 a Lagrangiana da particula livre via multiplicador

de Lagrange A\. A Lagrangiana do sistema, em coordenadas polares, fica dada por

. 1 . 1
L(r,0,\;7,0,\) = §m(7’9)2 + 5m(r)Q + A(r —1). (3.1)
Para fazer a transformada de Legendre, calcula-se o momento conjugado associado
a cada coordenada generalizada (r, 6, \):

oL oL . oL

r = — = M7} = — =mr; =—=0.
p oF Do a0 P X

Os momentos p, e py sdo usados para obter a Hamiltoniana canoénica

2

2

. j D Py
Hopp = poi +pof — L = 2 A\ —1), 3.2
el Do 2m  2mr? (r=1) (32)

enquanto o momento conjugado p, estabelece o tinico vinculo primario do sistema.
Este é definido como ¢; = py &~ 0 e deve ser adicionado a H.,, via multiplicador de

Lagrange. Tem-se entao
H' = can T )\1¢1- (33)
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A condigao de consisténcia para ¢; fornece

0y OH'

H) = -——"— =r—1 3.4
tal que se estabelece o vinculo secundario ¢ = r — 1 ~ 0. Sua condi¢ao de consisténcia
fornece Doy O

¢2 {¢27 } 87” apr m 9 ( )
tal que se deve definir ¢3 = p, ~ 0.
Impoe-se entao gbg ~ 0, ou seja,
; g3 OH' s
¢3 {¢3’ } apT or mr3 + A, ( )
P2
tal que se define o vinculo ¢4 = A + 793 =0.
. mr
Calcula-se entao ¢y,
. 06, OH' 0y OH'  Oby OH' 3pspr
1= {00 H'} O\ Opy  Opy 00 or Op, ot (3.7)

Como ¢3 ja estabelece que p, =~ 0, a condi¢ao acima determina portanto o multiplicador
de Lagrange Ay, i.e., A\ & 0. Com isso, o processo de obtenc¢ao dos vinculos do sistema

termina. Em resumo, obteve-se os seguintes vinculos:

D3

Pr=px; p2=r—1 P3=py; 1=+ —3. (3.8)
mr
Os parénteses de Poisson entre os vinculos sao dados por
{¢17¢2} = 07 {¢17 ¢3} = 07 {¢17¢4} = _17
3 2
(o005t = 1, oo} =0 e {0501} = 2 (3.9)

)
mrd

onde foram usados os parénteses de Poisson canoénicos {r,p,} = {0,ps} = 1 e os demais

ZEeros.
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A partir de (3.9) pode-se construir a matriz A, onde A;; = {¢;, ¢},

0 0 0 -1
0 0 1 0
A= o wm | (3.10)
- mr
10 X
Sua inversa, A™!, é dada por
0 o9 1
_ 30 _
At | T 2 01 8 (3.11)
-1 0 0

Com os elementos da matriz A~! calcula-se os seguintes parénteses de Dirac

{T’, pT}D = {T7p7"} - Z{Tv ¢i}Az’_jl{¢j>pT}
= 1- {T7 ¢3}A§21{¢27p7«} - {7’, ¢3}A541{¢47pr}

= 0 (3.12)
{0.po}p = {97299}—2{97@}Afj1{¢j7p9}

Y N (3.13)
Apdo = (A} =2 {0 0bAG {65, pa)

- 0. ’ (3.14)

O resultado (3.12) indica que (r, p,.) s@o fixos e nao sdo mais variaveis dindmicas. De
fato, isso equivale a dizer que a particula estd restrita a uma superficie de r constante.

Usando a prescricao de Dirac, a quantizacao do sistema é feita fazendo-se

1
[Tapr] = Oa [)\7p/\] - 07 € ; [eapo] = 17 (315)

com todos os outros comutadores resultando em zero.
Esse resultado é o que de fato se espera, visto que ha somente um grau de liberdade,
o angulo 6, com momento angular canonicamente conjugado py. Isso conclui portanto

a analise de vinculos da teoria.
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3.2 Lagrangiana de Chern-Simons em 1 dimensao

Nesse exemplo, a lagrangiana dada por

m1:t2 m2y2
+

2 2

I —

+ C(dy — zy)

sera estudada e a andlise de vinculos para os casos com m; # 0 e mg #0, m; =0 e
mo # 0, e my = mo = 0 serd feita. Quando m; = my = 0, 0 inico termo da Lagrangiana
¢ de primeira ordem nas derivadas de = e y. Esse termo ¢ do tipo momento angular e

¢é alternativamente chamado de Chern-Simons em 1d.
e m #0emy#0

Os momentos canonicos sao dados por

oL oL
pr=—o-=mi+Cy e pr=——=mey—Cux.
ot 9y

Essas relagoes podem ser invertidas, de modo a se obter

Q'U:M e y:M (3.16)
my ma

A Hamiltoniana correspondente ndo contém nenhum vinculo, pois a Lagrangiana
nesse caso nao ¢ singular. Ela é dada por
(m —Cy)*  (p2+Ca)®

H=pi&+py— L= + ;
le 2?712

-

onde I} = p; — Cy e Il = py + Cx definem os momentos mecanicos. E
interessante observar que os parénteses de Poisson entre as coordenadas e os

momentos candnicos sao os usuais, dados por
{zi, 2} ={pi,pi} =0 e {zi,p;} = .
Por outro lado, os parénteses entre os momentos mecanicos sao
(I, T} = —2C,

o que evidencia a nao comutatividade dos momentos mecénicos.

e my=0emg#0



3.2 Lagrangiana de Chern-Simons em 1 dimensao 29

Nesse caso, a Lagrangiana fica dada por

-9
moy

L= + C(iy — xy),
tal que
plzgé:Cy e p2:g§=m29—cx-
Os momentos canonicos calculados fornecem um vinculo, o1 =p; — Cy =~ 0, e a
relagdo y = pZ:r_ch O célculo da Hamiltoniana correspondente deixa evidente

2
a presenca do vinculo ¢q:

H = pio+py—L

- . (pz + C'x)Q
= (- Cy)t+ T om,
C 2
= MN¢1+ 7@2 ) )
2m2

onde \; = z faz, portanto, o papel do multiplicador de Lagrange correspondente

ao vinculo ¢;. A relagdo de consisténcia para ¢; fornece,

¢.1:{¢1,H} o %aﬂ_%aﬂ+%aﬂ_%aﬂ

dr Op1 Op1 Oz Oy Opa  Op2 Oy
_ _oH _9oH
ox Opa
2C (py + Cx)
ST
20(])2 + CSL’)

e determina o vinculo secundério ¢ = — . Sua relagdo de consistén-
ma

cia é tal que,

: by OH Oy OH 402\,
— H = - e
¢z ={¢2, H} Ops Oy * e op; my

e determina o multiplicador de Lagrange A\; como sendo A\; &~ 0. Assim, nao sao
gerados novos vinculos e tem-se
2C(py + Cx
pr=p—Cy e ¢2=—y- (3.17)

mao
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O parénteses de Poisson entre os vinculos é dado por

2072 2072 4C?
{01, 02} = —E{Pl,x} + E{y7p2} = —

mg'

A matriz de vinculos, A, é

4c?
(A)ij:({m,qbl} {¢1,¢2}):< 0 - )
{g2,01} {2, 92} ~ w0

e a matriz inversa correspondente é
_my
( A_l) — 0 4C?
1) mo O .
4C?
O parénteses de Dirac fica escrito como

{Av B}D = {A>B}_Z{Av¢i}(Ail)iJ{¢j’B}

ma

402

ma

= {A’B}+TC’2

{Aa ¢l}{¢27B} - {A7 ¢2}{¢173}

Tem-se entao,

1 1 C
{ﬂf,y}D = %, {$,p1}D = {y,p2}D = 5 € {p17p2}D = 5-

mp = Mo = 0
Nesse caso, a Lagrangiana é simplesmente

e os momentos conjugados sao

plza—lf:C’y e —@:—C’x.
ox
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Estes definem dois vinculos, ¢;1 = p1 — Cy = 0 e ¢ = po + Cx = 0. A

Hamiltoniana correspondente é obtida fazendo-se

H = pii+py—L
= mi+p2y — C(iy — z9)
= (p1—Cy)i+ (p2+ Ca)y
= O1A1 + P2y,

onde foi definido \y = & e Ay = y como os multiplicadores de Lagrange cor-
respondentes a ¢; e ¢, respectivamente. A relacdo de consisténcia para ¢,
é
. 0y OH  0¢py OH
= H)=——— 4+ —— = =20\,
A = 0t oy e :

tal que \; fica determinado como Ay =~ 0. A relagao de consisténcia para ¢y é

oy ) 0 0001

tal que \; também fica determinado como A\; = 0.

O parénteses de Poisson entre os vinculos fica dado por

0910y | 01 ¢
Op1 Ox dy Opa

(A), = ( o ) - (3.18)

{¢1,¢2} =

= 20,

tal que a matriz A é

A matriz inversa correspondente é

e os paréntesis de Dirac ficam escritos como

(A, BYo = {4, B} — {401} {62, BY + 52 (A, 02} (61, B,
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Com isso, tem-se

1 1 C
{%?J}D = %7 {ajapl}D = {yapQ}D = 5 € {p17p2}D = 5

3.3 Eletromagnetismo em 341 dimensoes

3.3.1 Sem correntes externas

A densidade Lagrangiana £ do campo eletromagnético na auséncia de cargas e correntes
externas é dada por
1 17
L= _ZFWFH (3.19)
onde F,, = 0,A, — 90, A, e n,v=20,1,2,3.

A minimizacao da acdo S correspondente,
5= /dt L. onde L= /d% L (3.20)

fornece 0, F'" = 0. Esta pode ser separada em dois casos, um para p = 0 e outro para
p=1i=123,

OF" =0, (3.21)
O F™ + 0;F7 = 0. (3.22)

O campo elétrico é escrito em termos do tensor F'*” como E* = F%. J4 o campo
magnético é definido como B® = ¢7*F};.. A densidade Lagrangiana (3.19) fica escrita

em termos de E e B como

= L(FYFY 4 FyF) (3.24)
_ —§<—(F°z‘)2+(ekijmj)2) (3.25)
_ lm_p (3.26)

2



3.3 Eletromagnetismo em 341 dimensoes 33

As equagoes (3.21) e (3.22) sao duas das leis de Maxwell na auséncia de cargas e

correntes externas:

V-E=0, (3.27)
VxB-E = 0. (3.28)

A ultima equacao é a lei de Ampere, enquanto a primeira é a lei de Gauss. Esta
ultima define um vinculo. Este fato fica claro ao descrever a teoria via formalismo
Hamiltoniano. Para tanto, convém reescrever a densidade Lagrangiana da equacao

(3.19) em termos dos campos A,
1 no VA UM vo
L=—50,4.0,A(9"9" = ¢""9"). (3.29)

O momento conjugado I1¥(x) é obtido fazendo-se

oL

T = 540

— _8JA>\<goagV>\ o g())\guo) — _aOAl/ + 8VAO‘ (330)
Separando as coordenadas espaciais da coordenada temporal, tem-se

M'(x) = —0"A"+9'A°=—-F" = —F", (3.31)
M°(x) = —0"A°+0°4° =0. (3.32)

A equacgao (3.31) pode ser usada para escrever A =TI + VA4, ¢ obter a densidade

Hamiltoniana canonica:
Hean = II'A; — L = TIIT + IT°0, Ay + ;(BQ — E?)
— H2+H.VA0+;(B2—H2)
= ;(BQ +T1%) + IT- VAp. (3.33)

A equagio (3.32) define um vinculo primério ¢y = I1° &~ 0, que deve ser adicionado a
Hean, tal que
H' = Hean + Moo (3.34)
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A relagao de consisténcia para ¢ fornece

B oo S¢po(x)  OH' Spo(x)  SH' ,
0= A0 1} = / <5A (x") 6IIA(x")  SII#(x") 5Au(x”)>dx
sH' .,
=~ [otx- X)X
)
T 5 A(x)
= —9,E(x,1), (3.35)

definindo o vinculo secundario ¢, = V - E = 0. Este vinculo corresponde justamente
a equagao (3.27) e é satisfeito pelo sistema durante toda sua evoluc¢ao temporal, i.e.,
¢1 = {¢1, H'} = 0.

Os dois tnicos vinculos sao portanto ¢g = Ilp =0 e ¢ =V -E = 0 e eles sao de

primeira classe, i.e.,

{¢0, 1} = 0. (3.36)

Existe entao a liberdade de fixar dois, um ou nenhum calibre para quantizar essa teoria.
A quantizagdo de Gupta-Bleuler consiste em fixar somente um calibre, de modo a
resolver o vinculo ¢g, e promover o vinculo ¢; a um operador restringindo o espago de
Hilbert fisico. Sera feita a quantizacao de Gupta-Bleuler a seguir.
Fixa-se entdo o calibre xo = Ap =~ 0, tal que {¢o(x), xo(x')} = —0(x — x'). A

matriz A envolvendo somente os vinculos ¢q e xo fica dada por

A ( {d0, %0} {0, X0} ) _ ( 0 —6(x — x') ) ' (3.37)
{x0, %0} {Xo0: X0} 6(x —x') 0

A matriz inversa A1,

1 0 d(x —x')
Al = ( i ) : (3.38)

x —X/) 0

¢ usada na construgao do parénteses de Dirac. Este é tal que

{600, xo)}p = {60(x) x0(¥)}
{0000, XX} = %) {B0(x"), xo(y) bx'dx"
= —d(x—y)+dix—-y)
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Esse procedimento resolve, portanto, o vinculo ¢, e elimina o grau de liberdade
(A, I1°). Permanecem ainda os graus de liberdade (A;,I1%), i = 1,2,3. Suas versoes

quanticas podem entao satisfazer as relacoes de comutagao usuais
[4;(x), TT'(x)] = i6(x — x'), (3.39)

desde que o vinculo ¢; seja promovido a operador

—

$1=V - E=¢ =V -E (3.40)
aniquilando as fungoes do espago de Hilbert fisico:

V- E[) = 0. (3.41)

3.3.2 Com correntes externas

Na presenca de cargas e correntes externas, a densidade Lagrangiana do campo

eletromagnético fica dada por

1
L= FuF" + A" (3.42)

Nesse caso, as equagoes de Euler-Lagrange, obtidas a partir da minimizagao da

acao correspondente, fornecem 9, F* = j*. Separando os casos i = 0 e © = i, tem-se
) )

O F" = 4° (3.43)
DF"+0;F7 = j. (3.44)

Em termos dos campos E, B e j* = (p,J), tem-se

V-E = p, (3.45)
VxB-E = J. (3.46)

Essas sao, novamente, as lei de Gauss e Ampere, porém agora na presenga de cargas
(p) e correntes (J) externas.
Os momentos canonicamente conjugados sao os mesmos obtidos para o caso sem

correntes, uma vez que o termo A,j* nao introduz nenhum fator do tipo A,,. Portanto,
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tem-se novamente

Além disso, Hqn € dada por

.. 1
Hean = I'A; — L = §(B2 +1I1%) + I1- VA, — A, 5" (3.48)

Adicionando o vinculo primério ¢y = IT° ~ 0, obtém-se
7‘[, - Hcan -+ )\0(?0. (349)

A relagao de consisténcia para ¢, fornece

o , - (S(b()(X) (5HI (5(250(X) 5HI 1
bo = {0, H'} = / <(5A (x) 6TIH(x")  OTIH(x") 5AM(X”)>dX
0H' y
- / R wente
OH'
0 A(x)
= OIl'(x,t) + 7°(x, 1)
= —0;FE'(x,t) + p(x,1), (3.50)

tal que se define o vinculo secundario ¢, = V- E — p = 0. Novamente, este corresponde
justamente a lei de Gauss e ¢é satisfeito durante toda a evolucao temporal do sistema.
Os vinculos ¢g e ¢ sao de primeira classe e a quantizacao pode ser feita fixando
ambos, apenas um ou nenhum calibre.
A quantizacao de Gupta-Bleuler segue como no caso sem cargas e correntes externas
e, portanto, nao sera repetido. A unica diferenca fica restrita a definicao do operador

gﬁl, que nesse caso deve ser dado por (ﬁl =V-E—-).

3.4 Particula livre relativistica

Considere uma particula livre movendo-se numa variedade M (ou espago) com métrica

guv, tal que a distancia entre dois pontos fica dada por

ds® = g, dz"dz”. (3.51)
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Dados dois pontos quaisquer nesse espaco, a trajetéria que essa particula segue é
dada pela curva que define a menor distancia entre esses dois pontos. Por ser uma
particula livre, sua trajetoria corresponde a uma geodésica no espaco.

Encontrar a equacao de movimento da particula corresponde, portanto, a minimizar

a distancia entre dois pontos, i.e., a minimizar

S = /Sl ds = /\/guydx“dx”. (3.52)

Por outro lado, uma curva nessa variedade pode ser parametrizada como z(7), tal que

T
Sy = /d NPT 3.53
0 ao T \/ G THE ( )

= 3.54
i == (3.54)

A motivagao para definir a agdo Sy contendo o parametro a consiste em considerar

se pode definir

onde

uma Lagranginana andloga a de uma particula livre cldssica L = mov?/2, tal que o
valor de o dependera da assinatura da métrica g,,.
Considere, por exemplo, uma variedade de 3 dimensoes espaciais. Nesse caso,

quando g,,, é a métrica de Minkowski com assinatura (+, —, —, —)', tem-se

Sy = a/dT V(@02 — (#1)2 — (42)2 — (49)? (3.55)

_ a/dT i \ll _ @ Eii;j * (@)’ (3.56)
o o g a0 (1 LEDH(E) 4 (57)

~ /d (1 > o ) (3.57)
— afa= % [ (o) ¥ EZiO;; (do)” (3.58)

O primeiro termo é um termo de fronteira que pode ser desconsiderado. O segundo

termo indica que se deve ter & = —m.

!Se a asssinatura for (—, +,+, +), entdo ds = \/—g,, dxidz”.
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Por outro lado, para baixas velocidades e g, com assinatura Euclidiana (+, +,+),

tem-se

Sy = a/dT VG2 + (32)2 + (3%)2 (3.59)
— a/dT JI— (1= (@) = (@) — (%)2) (3.60)
a/dT (1 _ 1o @ @ @) (3.61)

12

2
= & fared far (@ @+ @), (3.62)

Desconsiderando o termo de fronteira, esse resultado indica que, nesse caso, se deve ter
a=m.

Apesar da andlise feita ser baseada em uma variedade com 3 dimensoes espaciais,
ela é valida para quaisquer dimensoes.

Cabe notar que Sy dada em (3.53) é invariante sob reparametrizacao, i.e., fazendo-se

f(r) dx* dxv
df \[gu T .
SO—>a/0 i (3.63)

dar _dordf
dr  df dr’

A acgdo Sy pode ser dificil de se manusear por conter um termo com raiz quadrada.

T — f(7) tem-se

uma vez que

(3.64)

Por esse motivo, é interessante introduzir uma outra acao,

) e
S, = i§/d7\/g (g””zx + m2> : (3.65)

contendo um grau de liberdade extra e. Por consisténcia, deve-se adotar o sinal — em
S1 quando a métrica for de Minkowski. O sinal + deve ser usado quando a métrica for
Euclidiana. A variagdo de S; com relagdo a e fornece

e
GupT"T
o — It T

) 3.66
< (3.66)
tal que substituindo-se esse resultado em S; obtém-se Sy. Isso significa que S; é
equivalente a Sy e ambas levam as mesmas equagoes de movimento.

A acdo S; nao contém o termo com raiz quadrada, sendo que o preco dessa

simplificacdo consiste na introdugao do grau de liberdade extra e. Existe ainda a
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vantagem de se poder tomar o limite m — 0 em Lq, tal que seja possivel obter as
equacoes de movimento de uma particula do tipo luz, i.e., com ds? = 0. Além disso, o
grau de liberdade extra e nao ¢ fisico e por isso pode ser pensado como um calibre que
pode ser ajustado convenientemente. Uma escolha possivel para esse calibre é tal que
e = 1. Nesse caso, desconsiderando ainda o termo constante contendo m?, obtém-se

uma nova agao So a partir de 57,
1 "
Sy = j:§/d7' G BHa". (3.67)

Novamente, para métrica de Minkowski, deve-se adotar o sinal — e, para métrica
Fuclidiana, o sinal +.

Para manter o estudo do caso geral, isto é, sem fixar nenhum calibre, deve-se usar
S1 para quantizar a teoria. Considere entao g,, como a métrica de Minkowski, tal
que S deve ter conter um sinal global negativo. Nesse caso, deve-se primeiramente

calcular os momentos canonicamente conjugados:

Oby _ &y

= — = 3.68
pli axu \/Ea ( )
0Ly
e = — =0. 3.69
p 5% (3.69)
A Hamiltoniana canodnica fica dada por
Hewn = p,ujj'u —L (370)

= n—ver)+ Ve (B v v +n?) )

= Y m), (3.72)

A partir da adigao do vinculo ¢; = p. ~ 0 obtém-se H' = H.+ A¢;. A condigao de

consisténcia para ¢; fornece

. 1
¢ ={¢1, H'} = 5(292 —m?) (3.73)
¢ define-se um novo vinculo ¢o = £ (p? — m?) = 0. Tem-se entdo

0o = {02, H'} =0, (3.74)

tal que nao sao definidos novos vinculos.
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Os vinculos ¢ e ¢9 sao de primeira classe, isto €,

{61, 02} = 0. (3.75)

A seguir serao exploradas entao duas formas de quantizar esse sistema. Uma consiste
em fixar dois calibres e efetuar a quantizacao somente via parénteses de Dirac. A outra
consiste em fixar apenas um calibre e manter um dos vinculos restringindo o espaco de
Hilbert fisico.

3.4.1 Quantizacao via parénteses de Dirac

Nesse caso, fixam-se dois calibres

1
X1 = e- ~ 0, (3.76)
xo = B—a"=~0, (3.77)

onde 3 é uma constante. O calibre y» fixa a coordenada temporal, ou seja, toda analise
que segue sera feita para uma folha temporal definida.

Tem-se entao que

{or,xa} = -1, (3.78)
{¢2,x2} = po, (3.79)

e que os demais parénteses de Poisson sao nulos.

Constroéi-se entao a matriz A,

0 0 -1 0
0
A= Po (3.80)
1
0 —po
e obtém-se sua inversa,
0 1 0
0 0 —L1
Al = po | (3.81)
-1 0 0 0
0 L 0
Ppo
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Com isso, os parénteses de Dirac ficam dados por

(o = (o) — o langh + ]jo{f,@}{m,gw{f,xl}{m,g}
- Zjo{f,xQ}{cbz,g}

Tem-se portanto

{e;pe}p = 0 (3.82)

M —  SK 0 p”
{z* p,}p = o, —0",—. (3.83)
Do

A quantizacao é feita promovendo as fungoes no espaco de fase a operadores auto-
adjuntos atuando num espacgo de Hilbert e substituindo os parénteses de Dirac por

comutadores,
[‘li‘uaﬁu] = Z.(SMV - iﬁalﬁuéow (384)

Uma realizacao dessa algebra consiste em definir # como operador multiplicativo
a* para todo p, p; = —i0; para todo j # 0, e Py = v/—0;0° — m? onde ¢ # 0. Para
checar que essa realizagio satisfaz (3.84), basta notar que

(i) [, pi] = id"s,
(ii) i6%o — Py P = —iPo ' Diduis

e usar a relagao

[z, F(p)] =i I (3.85)
Portanto,
e, ; i 0 Di

Al =i (] —.0F — m2) = L (—HD —m2) = s

[Z#, Po| = Zap#(\/ 0;0" —m?) = 2%s (9p“( pipi —m°) = zﬁoém. (3.86)
3.4.2 Quantizacao a la Gupta-Bleuler
Nesse caso, fixa-se somente o calibre

1

m2
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e constroi-se a matriz A referente somente a ¢; e xi:
0 —1
A= {(/51; ¢1} {¢1;X1} _ . (3.88)
Ixuob {xasxat 10

L (01
A _(_1 o)’ (3.89)

é entdo usada para construir os parénteses de Dirac referente somente as variaveis e e

Pe:

A matriz A7,

{e7p€}D = {67]73} - {6, ¢1}{X1;pe} + {67 Xl}{¢17pe} =1-1+0=0. (390)

O parénteses entre x* e p, permanecem iguais ao parénteses de Poisson usuais e

sua quantizacao fornece
[##,p,] = id". (3.91)

Uma realizacao dessa algebra é tal que 2# é operador multiplicativo e p, = —i0,.
Resta por fim promover o vinculo ¢5 a operador agindo no espago de Hilbert. Segundo o
procedimento de Gupta-Bleuler, o espago de Hilbert fisico é entao formado por estados
1) aniquilados por ¢s:

~ 1,
Bk} = S —m)l) =0 (3.92)



Capitulo 4
Teorias de calibre

As referéncias pertinentes a esse capitulo sao [17], [24] e [29].

Transformacgoes de calibre sao transformagoes feitas nos campos fundamentais de
uma teoria que nao representam mudancas fisicas efetivas, i.e., mudangas mensuraveis
em laboratoério, por exemplo.

O exemplo mais simples de teoria de calibre é a eletrodindmica. Esta é completa-
mente descrita pelas equagoes de Maxwell: dada uma distribuicao de cargas p(x,t) e

correntes externas J(x,t) satisfazendo a equagdo de continuidade

Ip(x,1)
ot

+V-J(x,t) =0, (4.1)

os campos elétrico E(x,t) e magnético B(x, t) satisfazem

V-E = p, (4.2)
OE
B-—— = 4.
V x T J, (4.3)
V-B = 0, (4.4)
0B
VxE+ 5 = 0 (4.5)

Portanto, dado p(x,t), J(x,t) e condi¢oes de contorno do sistema, é possivel, a
principio, encontrar as solugdes dos campos E(x,t) e B(x,t). Como tanto o rotacional
do gradiente quanto o divergente do rotacional de um campo escalar sao identicamente

nulos, as equagoes (4.4) e (4.5) podem ser resolvidas escrevendo-se E e B como

E = —Vyp-—A, (4.6)
B = VxA. (4.7)
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Porém, vale notar que transformacoes de ¢ e A da forma

e = p+T1, (4.8)
A A — A—VI, (4.9)

onde I' é uma funcao arbitraria, preservam E e B. Isso significa que toda familia de
(v, A) conectados via (4.8) e (4.9) levam ao mesmos campos E e B. Essa transformacao
nos campos (¢, A), que nao altera os campos fisicos E e B, é chamada de transformagao
de calibre. A teoria eletromagnética é, portanto, uma teoria de calibre, i.e., uma teoria
com campos que se transformam de acordo com (4.8) e (4.9).

Na analise feita acima, utiliza-se a notacao classica, onde as equagoes sao escritas em
termos dos campos E e B. Porém, a teoria eletromagnética pode ser equivalentemente
escrita em notacao relativistica (ou covariante), onde as equagoes ficam escritas em
termos do campo A,. Ambas as notacoes foram usadas na Secao 3.3. Cabe aqui,
portanto, introduzir formalmente a correspondéncia entre elas.

Primeiramente, o potencial A* fica definido como A* = (p, A), a quadri-corrente
j* como j* = (p,J) e o tensor F* como F* = o' A” — 9” A*. Os campos E e B ficam

definidos em termos de F*” como
FY=F' ¢ FU=¢ikp,. (4.10)
A equagao de continuidade, eq. (4.1), fica escrita como
O — 0, (4.11)
O conjunto de transformagoes descritas por (4.8) e (4.9) fica descrito por uma s6

equagao,
A:L =A,-0,lI. (4.12)

As duas primeiras equagoes de Maxwell, egs. (4.2) e (4.3), ficam reescritas como
0, F" = jv. (4.13)
Enquanto as duas tltimas equagoes, (4.4) e (4.5), sdo reescritas como

€po 0P F1 = 0, (4.14)
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onde €,,,, ¢ 0 tensor de Levi-Civita, totalmente anti-simétrico com €gi93 = 1.
Vale notar que o tensor [, ¢ invariante sob transformagoes de calibre, uma vez
que, dada (4.12), tem-se

Fl, = 0,A, 09,4,
= 0u(A, — 9,1) — 8,(A, — 9,
— 0,A, —0,A, = F,,. (4.15)

As duas tltimas equagoes de Maxwell, (4.4) e (4.5), seguem diretamente da definigao
do tensor F,,. As equacoes (4.2) e (4.3), por outro lado, podem ser derivadas a partir
da minimizacdo de uma acao. Essa acao é justamente a utilizada na Secao 3.3, dada
por

1
g — / (_4FWFW + Aﬂj“> dx. (4.16)

O termo F),, F*” é invariante sob transformagoes de calibre, visto que F),, o é. O

termo A, j*, por outro lado, ¢ tal que

(A,,LL - Au>ju = (Au - aur - Au)ju
= —9,Ij"
= (auju)r - au(j“F). (4.17)

O primeiro termo, (9,7")I', é nulo devido a equagao de continuidade (4.11). Ja o
segundo termo, d,(j*I"), é uma divergéncia total e pode ser desprezado quando sob
integracao desde que I'(x,t) X2E% ), Com isso, a agao proposta é invariante por
transformacoes de calibre, como esperado.

O campo fundamental da eletrodinamica é, portanto, o campo A,. A nogao de
transformacao de calibre fica definida em termos de A, de acordo com (4.12). Porém,
essa nocao deve ser estendida para abranger também transformacoes de outros campos,
sejam eles escalares ou fermionicos.

A necessidade dessa extensao é justificada por argumentos de preservacao de
simetrias e, consequentemente, conservagao de correntes de Noether. Para exemplificar
esse argumento, o exemplo de um campo escalar complexo seréd tratado a seguir. Nele
serd possivel ver como a noc¢ao de transformagao de calibre é estendida.

Considere um campo escalar complexo ¢(x,t). Informagoes fisicas a respeito de
¢(x,t) sdo obtidas a partir de interpretagoes probabilisticas da forma ¢*(x,t)p(x,t).

Estas sado invariantes por transformagoes da fase de ¢(x,t) que podem, inclusive,
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depender da posicao e do tempo. Por isso, é natural esperar que a teoria descrevendo

esse campo escalar seja invariante sob transformacoes da forma
B(x,t) = e AN p(x 1), (4.18)
A densidade Lagrangiana de um campo escalar complexo livre qualquer é dada por
£ = (0,0)(9"6") — m*6"6. (4.19)

Porém, esta nao é invariante por transformacgoes da forma dada em (4.18). Isso pode

ser visto considerando-se transformagoes infinitesimais, tais que ¢ — (1 — iA(x,t))o.

Nesse caso,
0o = —iA(x,t)p (4.20)
e
6(@@) = 8#(&;5) = _i(auA>¢ - iA(au¢)- (4.21)
Analogamente,
o™ = 1A(x,t)p" (4.22)
e
5(au¢*) = i(auA)¢* + iA(auﬁb*)- (4-23)

Sob essa transformacao, a variagao de L fica dada por,

0L = 0[(0.0)(0"¢")] — m*d(d¢") (4.24)
= [6(0u0))(0"¢") + (9,0)[0(0"¢")] — m* (366" + $0¢") (4.25)
= [Zi(0uN)d — iM0u9)](0"97) + (9ud)[H(TpN)§" + iA(0,07)]
= (0uA)[-ig0" " +i¢"0"g].

O termo entre colchetes nessa equagao corresponde justamente a corrente de Noether

J" associada a L:

oL oL

— i(§" 0" — 90"4"). (4.27)
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Portanto, a variacao de L fica dada por
0L = (0,N)j". (4.28)

Para que se tenha uma densidade Lagrangiana invariante sob transformacoes da

forma (4.18), adiciona-se um termo £; a L:
Ly =j"A,. (4.29)

A densidade Lagrangiana £; contém um campo A, extra. Impondo que este se

transforme de acordo com

A, — A, — O, (4.30)

m

entao

5L = (07" A+ 51 (5A,) = (67) A, — (D). (4.31)

Nesse caso, o dltimo termo de d£; cancela a variacao 6L obtida na equagao (4.28).

Resta ainda o primeiro termo, que ¢ dado por
(6) Ay, = i8(8" 06 — 606" Ay = (267 60" N) A, (4.32)
Para cancela-lo, adiciona-se uma segunda densidade Lagrangiana
Ly = A,A "¢ (4.33)
Sua variacao é dada por
0Ly = 2A,(0A")p*p = 2A,(—0,N) "¢ (4.34)

e cancela, portanto, o fator obtido em (4.32).

O campo A, introduzido corresponde justamente ao campo fundamental da eletrod-
indmica. A regra de transformacao (4.30) corresponde portanto a transformacao desse
campo sob transformagoes de calibre, introduzida em (4.12).

Antes de considerar a densidade Lagrangiana total do problema, deve-se adicionar
ainda uma terceira densidade Lagrangiana a £. Esta deve conter a contribuicao do
campo A, e deve ser invariante por transformagoes de calibre, uma vez que £+ L4 + Lo

ja o é por si s6. Como visto anteriormente, essa corresponde justamente a densidade
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Lagrangiana do campo eletromagnético livre

1 14
Lo=—1F"F,,. (4.35)

Assim, a densidade Lagrangiana total do sistema fica dada por

['total == »C + [»1 + £2 + £3
= (0u0)(0"¢") —m?¢* 6 +i(6"0" ) — 90" ¢") A,

* 1 v
+ A AR — ZFM E,,

= (0,0 —iA0) (0" +iA,P") — mPP g — iF’“’FW. (4.36)

Com essa analise é possivel ver que, quando o campo ¢ se transforma de maneira

covariante, i.e., de acordo com
B(x,t) — e D p(x, 1), (4.37)
o campo A, se transforma como
A (x,t) = Au(x,t) — 0,A(x,1). (4.38)

Isso estende o entendimento de transformacao de calibre como sendo transformagoes
nao s6 dos campos A,, mas também dos campos ¢.
De (4.36) é possivel ver que o acoplamento do campo ¢ com o campo eletromagnético

se d& via 0, — 0, — 1A, Isso define a derivada covariante,

D, = (9, —iA,). (4.39)

=
Esta recebe esse nome porque, assim como ¢, se transforma como
Dup = (O —i[Ay = 0uA]) (e ) (4.40)

= e_iA(OMCb — (0, A)¢ — i[A, — OuA]|9) ( )

= e ™0, —iA,)e (4.42)

= eiiADuqﬁ- (4.43)
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De maneira mais abstrata, a transformacao de D, pode ser escrita como
D, — e D, et (4.44)

onde fica subentendido que D, age em qualquer campo que se transforma de acordo
com (4.37).

Vale notar que o tensor F),, pode ser escrito em termos das derivadas covariantes
como

F# = i[D*, D], (4.45)

uma vez que

(D" D" = (0" — iAM)(0” —iA")p — (0¥ — i) (9" — iAM)p  (4.46)
= i(0MAY — 9V AN (4.47)
= —iF™, (4.48)

Em termos de derivadas covariantes, a densidade Lagrangiana total do sistema fica
escrita como

1
‘Ctotal = Du(lﬁDu(lﬁ* - m2¢¢* - ZFW’F

ns

(4.49)

onde DHF¢* = (0" +1iA,)¢* é a derivada covariante de ¢*. Ela recebe esse nome nao
por ser obtida via conjugagao de D,¢, mas por se transformar da mesma maneira que
¢* se transforma sob transformagoes de calibre.

Fica estabelecida, portanto, outra maneira de interpretar o campo eletromagnético.
Esta consiste em considera-lo como o campo que deve ser introduzido para garantir a
invariancia da teoria sob transformacgoes do tipo (4.18).

As transformagoes definidas em (4.18) podem ser escritas como
6%, 1) = Ulx, o(x, 1), (4.50)

onde U(x,t) = e "™ A regra de transformagio dos campos A, dada em (4.30) pode

ser escrita em termos de U(x,t) como

Au(x,t) = Ux, 1) A (x, ) UT(x, 1) + iU (x,)0,U " (x,1). (4.51)



50 Teorias de calibre

Os elementos U(x,t) podem ser pensados como matrizes unitarias 1 x 1 que formam
um grupo U(1). O grupo U(1) é aquele cujos geradores da dlgebra sdo apenas nimeros.
Como os geradores comutam, o grupo é Abeliano.

Conforme mencionado no inicio dessa secao, o eletromagnetismo é o exemplo
mais simples de teoria de calibre. Isso se deve ao fato das transformacoes de calibre
pertencerem ao grupo U(1). Porém, uma vez entendidos os conceitos explicados até
aqui, a generalizagdo para outras teorias (ndo-Abelianas) segue de maneira direta.

Teorias nao-Abelianas foram estudas por Yang e Mills em 1954. Elas consistem na
generalizacao da teoria de calibre Abeliana para os casos em que as fungoes de onda

sao compostas por varias componentes, i.e., podem ser expressas como

¢1(X>t)
D(x, 1) = Wf‘j” | (4.52)
Yy (x,t)

Nesse caso, a transformacao (4.50) é substituida por

Vo (x,t) = Uap(x,)1hp(%, 1), (4.53)

onde 1, (x,t) denota a componente a de ¥(x,t) e a matriz U(x,t) é uma matriz unitaria
N x N.

O campo A, agora age numa fungao 1 de N componentes e por isso deve ser
substituido por uma matriz hermitiana N x N de campos AZ‘[’) . A regra de transformagao
(4.51) continua sendo valida, mas agora com o entendimento de que U(x,t) é uma
matriz unitaria e A,(x,t) uma matriz hermitiana.

Da mesma maneira, a derivada covariante, definida em (4.39), deve agora agir num

campo 1 de N componentes e por isso fica definida como
DoP = 679, —iAS”. (4.54)

Estendendo a definicao (4.45), o tensor Fj, também passa a ter componentes

matriciais, dadas por

F) = ilD,, D) (4.55)
= 9,AY —9,AY —i[A, A (4.56)
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Como os campos A, agora sao matrizes, o comutador [A,, A,] ndo se anula, como no
caso U(1).

As matrizes unitarias U(x,t) formam um grupo U(N). Em particular, quando
detU =1, o grupo é SU(N). Nesse caso, as matrizes U(x,t) podem ser escritas em

termos dos geradores T, do grupo como
U(x,t) = e A0et)Ta, (4.57)

As matrizes geradoras T, sdo hermitianas e de trago nulo. Isso segue do fato que U(x, t)
¢é unitaria e de determinante 1.

Em termos das matrizes geradoras T,, tem-se

Ay = AT, (4.58)
F, = F.T, (4.59)
(D)™ = 6°P8, —iAg(T,)*. (4.60)

Os elementos Aj e Fj, sao numeros e podem ser pensados como componentes de

um vetor decomposto na base T;,. Usualmente, se escreve somente A, ou F),,, com

uvs

o entendimento de que esses sao campos e tensores que tomam valores na algebra

de Lie do grupo SU(N), isto é, sao escritos em termos das matrizes geradoras como
— a a

A, = ANT, e FT,.

A densidade Lagrangiana para teorias nao-Abelianas é obtida via generalizacao de

1 4
L= F"F,, (4.61)
COmo 1
Lyy =~ Te(F"F). (4.62)

Dessa maneira, as equagoes de movimento passam também a ser generalizagoes de
o, F" =0, (4.63)

e ficam dadas por

D,F* = 3,F* —i|A,, F*] = 0. (4.64)

A seguir serao discutidas algumas propriedades de campos vetoriais e tensoriais

introduzidos nesse capitulo.
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4.1 Propriedades

Propriedade 1: Considere uma transformacao de coordenadas infinitesimal

x# — 7# definida em termos de um campo vetorial f*(z) como ## = x* + f*(x).

Sob essa transformacao de coordenadas, um campo vetorial qualquer A,(z) se

transforma como

A, (%) = S A (@). (4.65)
Em primeira ordem em f(z) tem-se
Au(#) = Au(2) + 20, Au(x) + O(f2). (4.66)
Invertendo a equacio (4.65),
) = O A, (3), (167)
e substituindo (4.66), obtém-se
A = 2T 4,a) (169)
_ ai< + @) (Au(@) + 20 Au(2)) (4.69)
= A () + 'O A, (x) + (D,f")Au(). (4.70)

Com isso, a transformacao do campo A, (z) fica escrita como a sua derivada de

Lie com relagdo ao campo vetorial f#(x):

0A,(x) = Ay (2) — A (x) = =10, A (@) = (Ouf*)Apu(z). (4.71)

Se o campo A, (x) for um potencial vetor, ele se transforma sob transformacoes

de calibre de acordo com (4.38), ou seja, A, nao é invariante de gauge. Por outro
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lado, sob essa transformacao, 64, se transforma como

0A, = —f0,(A, — 8A) — 9. f* (A, — D, A)

— Y0, Ay + [L0,0,M — (3, f*) Ay + (B f") DA
— Y0, A+ [Y0,0,A — Bu(fAL) + [0, A,

+ Ou(f"0N) = [7(8,0.0)

= —fF,, —0.(f"(A, — d,A)), (4.72)

onde o ultimo termo pode ser desprezado quando sob integracao por ser uma
derivada total. Tem-se entdo que a variagao de A, sob transformacoes arbitrarias
de coordenadas x* — z* 4 f# e transformacoes de calibre A, = A, — 0, A fica
dada por

0A, = —f"F,,. (4.73)

Propriedade 2: Considere novamente uma transformacao infinitesimal de coor-
denadas z# — 7# = 2 + f*(x), sob a qual um campo tensorial qualquer ¢, (z)
se transforma como

. OxP 0x°
twj(ﬂf) = @%tmj(l’). (474)

Em primeira ordem em f*(z), tem-se

b (T) = fW(:L‘) + faaoaf/w(x) +O(f?). (4.75)

Analogamente ao feito para o campo vetorial A, (x), escreve-se (4.74) como

T+ 0T -
tpo(z) = %a—;tw(i) (4.76)
de modo a obter
by (2) = 0 (&) + F*ulpo (@) + (D0 i (@) + DpfNla). (477)

Isso significa que a variacao do campo tensorial fica dada por

Oty (1) = = Datps (1) = (O f* Vo (x) = (Opf" ) (), (4.78)

que ¢é justamente a derivada de Lie do campo tensorial com respeito ao campo
vetorial f*(x).
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Em especial, o tensor g, (x), que define a métrica do espago-tempo, se transforma
dessa maneira. Entretanto, quando o espaco-tempo é munido de certas simetrias,
a variacdo da métrica pode ser nula. Por exemplo, a métrica de Minkowski
¢ invariante por transformagoes de Lorentz infinitesimais. Isso pode ser visto

aplicando (4.78) para g,,(x) e obtendo

09 (%) = = OrGuw() — (Ouf")gaw (%) = (0 f) gy (). (4.79)

O termo 0)g,.() ¢ nulo no espago plano, que ¢ o caso do espaco de Minkowski!.
Isso significa que a transformacao a# — z* + f#(x) é uma simetria de g,,(z)

desde que f,(z) = g, f"(x) satisfaca
0ufol) + () = O, (430)

que é chamada de equacao de Killing. De fato, as transformacgoes de Lorentz
infinitesimais, descritas por A*, = 0¥ 4+ w”, onde w,, = —w,,, sdo solugdes de
(4.80). Na realidade, a solugdo geral para a equagao (4.80) inclui, além das
transformacoes de Lorentz infinitesimais, as translagoes infinitesimais, descritas
por zt — x* + a*. O grupo gerado por esses transformacoes é o grupo de

Poincaré.

Propriedade 3: Considere que o campo vetorial A,(z) se transforme de acordo

com (4.73). Nesse caso, a variagio de F? = F,, F* fica dada por

§F* =2F"§F,, = 2F"(9,0A, —0,0A,) (4.81)
= 2P (9,(f*Fu) — 0,(F°Fy,)) (4.82)
= —2F"0,(f"Fa) + 2F"0,(f Fs,) (4.83)
= —2F"0,(f*Fay) = 2F"0,(f"Fp.) (4.84)
= —4F"0,(f" Faw). (4.85)

Assim, a variacao da densidade Lagrangiana

1
L=~ FuF" (4.86)

1Se o espaco for curvo, deve-se tomar a derivada covariante Dygu(x) = (O — I‘A)gw(x), onde I'y

¢ o simbolo de Christoffel associado a g, .
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fica dada por

5L = F™9,(fFay)
= F"(0uf) Fou + F* f*(0,F o)
1 1
= PO L) F" 5P [ (0, Fus) + 3P[0 Fuy)

1
= —F"(0,fa)F" + 5W”fa(aﬂﬂ,, +0,F,0)

= PO L)ES — G F [0, (4.87)
= PO, F + (0u(F Fy)
L+ 00+ ) L,
= SFE (Bt Ot — BLO17) + L 0uFu P ),
onde na quarta igualdade foi usada a identidade de Bianchi,
oy + 0, Fuq + 0o F,, = 0. (4.88)

O resultado obtido implica que a transformagao (4.73) é, a menos de uma derivada

total, uma simetria da Lagrangiana desde que
o
Oufo + Oty — T“apfp =0. (4.89)

Essa equacao corresponde a equacgao de Killing conforme,

2
8ufo¢ + aozfu - Bgauapfp = 07 (490)

para o caso de 3 4+ 1 dimensoes. Ou seja, a tranformacao z* — z* + f* é uma

simetria de £ em 3 + 1 dimensoes se f* satisfizer (4.89).

A equagdo (4.89) apresenta quatro tipos de solugoes:

1. Translagoes, com 4 geradores f*, onde cada um deles é constante. Nesse

caso, a equacao é trivialmente satisfeita;



56

Teorias de calibre

2. Transformagdes de Lorentz, onde f* = w*’zs com w*’ = —wf*. Os

pardmetros w*? formam um conjunto de 6 geradores e, nesse caso,
au(wocﬁxﬁ) + Oa(wpya?) = Wozﬁguﬂ + Winga” = Wap + Wya =0 (4.91)
e, da mesma maneira,
%ap(wpﬁxﬁ) = %Wﬂﬂgpﬁ = %Wﬂp = 0; (4.92)

3. Dilatagoes, com somente um gerador A constante tal que f* = Az®. Nesse

caso,

0u(Aza) + 0a(A2)) = MGpa + Jau) = 2AGpa (4.93)
(&

1 P\ gau P __ ga,u _ .

igauap()\x ) = TAGPZE = 7)\4 = 2)\gﬂa7 (494)

4. Transformagoes conformes especiais, onde f@ = 2bga’z® — b*2’x4, com 4

geradores 0" constantes. Nesse caso,

0,(22°bg 0, — bot’15) + 0a(20°bsx, — ba’15) = 427 bsg,, (4.95)

%8p(2mﬂbﬁxp — bPaPag) = %(2%%5) = 4Gau 7" bgs. (4.96)

Propriedade 4: Suponha uma generalizacao da densidade Lagrangiana do
campo eletromagnético
1
Lpy = _ZFWFW (4.97)
para 2 + 1 dimensoes. Nesse caso, esta pode ser adicionada de um termo de

Chern-Simons

Les = %GHV)‘AuaVA)\. (4.98)

Este termo nao ¢ invariante por transformagoes de calibre, mas se transforma

como uma derivada total. Isso pode ser visto considerando A, — A, — J,A e
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fazendo

0Les = e (§A,0, AN+ Au0,04,) (4.99

S

= M0, (04,A5) — (0,04,) Ay + A,0,04,]

oS

_ %,m{ L(0A,A) +24,0,0 45
_ %EW [0, (—0,AA) — 24,(0,0,0)]
_ _%eway(auAAA).

Para obter as equagoes de movimento referentes a £L = Lgy + Log, basta

substituir £ nas equacoes de FEuler-Lagrange

aa< oL )— oLy (4.104)

00, A, 0A,

Como visto na Sec¢ao 3.3, o termo referente a Lg), fornece
8, F"" = 0. (4.105)

Ja o termo referente a Log € tal que

oL oL m
3( CS>_ o5 _ Ee“”[aa(fl#gu“gx”)—QJ@AA} (4.106)

0.4y ) 0A,
m
= e 104,07 = 970,43 (4.107)
= Do, A, — 9, A, (4.108)
- %EUWFW. (4.109)

Portanto, as equagoes de movimento ficam dadas por
g Fr 4 ey~ 4.110
1 + 9 ¢ p = Y- (4.110)

Estas correspondem a propagacao de um campo massivo cuja massa esta rela-

cionada com o parametro m.
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E interessante notar que o termo de Chern-Simons pode ser reescrito como

Los = %AM(EWA@AAJFEMV@A,,) (4.111)
_ %Auew’\(&,A,\—&\A,,) (4.112)
- %e“”AAMFM. (4.113)

Escrito dessa maneira, é mais simples ver que a densidade Lagrangiana £ =
Lry + Los é andloga ao exemplo trabalhado na Secao 3.2, sendo este em 0 + 1

dimensoes. Esse fato justifica o titulo daquela secao.

Propriedade 5: Em 2 4 1 dimensoes, o termo de Chern-Simons
Los = %E#M#@AA (4.114)

se transforma como uma derivada total sob transformacoes arbitrarias de coorde-

nadas. Isso pode ser visto fazendo
SLog — %gw ((5,4,@14A + Aua,,(éAA)) (4.115)

- %EW[M#@VAA—(a,,Au)aAﬁa,,(AuaAA)} (4.116)

= %EW [204,0,A5 + 0,(A,0A,)] (4.117)

e usando (4.71), tal que

0A, = = 0,A, — AOuf" = —["0,A,— 0u(f"A) + [7(0,A,)(4.118)
= fYFu —0.(f"A). (4.119)

Com isso,

SLos = %EW 2(f* P — 0,(f°A0) )00 Ax + 0,(A,045)). (4.120)
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O tultimo termo entre colchetes corresponde a uma derivada total. O primeiro

termo, por outro lado, ¢é tal que

1
@ FualpAy = S [ FuaFn (4.121)

1
_ §Euy>‘(f0Fu0Fy>\~|»f1FM1F,,,\+f2FM2FV>\). (4.122)

Cada um dos termos entre parénteses é nulo. Isso pode ser visto considerando,
por exemplo, o primeiro deles. Este é tal que

1

5" FuoFoa €2 O Py Fys + € f2 Fag F (4.123)

4.124

N =D =

S {6102f0F10F02 + 6120f0F10F20

4.125
4.126
4.127

+ Oy Fy + 621Ofoll‘ﬂzoFlo}
e fOF o Fog + €% fO Ry Fyg
(6102 + 6201)f0F10F02 = 0

(4.124)
(4.125)
(4.126)
(4.127)

Ja o segundo termo de (4.120) é tal que

0, (f*Aa)0, AN = [ 0u(f*Aad, Ay) — € 7 40,0, A, (4.128)
= " 0,(f*An0,AY). (4.129)

Com isso, a variacao da densidade Lagrangiana de Chern-Simons sob transfor-

macoes arbitrarias de coordenadas fica dada por

m

6Les = TW [—20,(f*An0,AN) + 0, (A0A)))]. (4.130)

Reescrevendo esse resultado como

m

§Los = E{G“VA(—Qau(f“Aa&,AA))+e”"A8u(A,,5AA)} (4.131)

m

= —56“”% (2f*An0, AN + A0A)Y) (4.132)

fica mais claro que a essa variacao corresponde, de fato, a uma derivada total.
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Propriedade 6: Dada uma funcao matricial N x N qualquer, denotada por

M (x), tem-se
[Dy, M(z)]Y = Dy(M(x)¢) — M(z) Dy (4.133)
= (0, —id,)(My) — M(9, — 1A, )¢ (4.134)
= (0,M —i[A,, M) (4.135)

[Dy, [Dy, M ()] (Op — i4,) (0, MY — i[A,, M]Y)
= (O.M —i[A,, M])(0ut — iA))

(0,0, M — i(9,A, + A,0,M — 9,MA,)

+ «Mo,A, — 1AM — AAM+AMA,
+ W0,MA,+AMA, — MA,A, Y.
Com isso, obtém-se que
[Dyy; [Dy, M(x)]] = [Dy, [Dy, M(2)]] = —il(0uAy — 0, Au)M

— M(3,A, —38,A,)
— 1A, AJM +iM[A,, A
= —i[F,,, M(z)]. (4.136)

na

Propriedade 7: No caso nao-abeliano, o campo tensorial F},, (z) fica definido

em termos do campo vetorial A, (z) como

F(x) =0,A,(x) — 0,A,(x) —i[A,(x), A, (x)]. (4.137)

Se o campo A, (x) variar infinitesimalmente como A, (z) 4+ 0A,(z), a variagao de

F,,(x) fica dada, em primeira ordem, por

Fu = 0u(A, 4 04,)0,(A, + 0A,) —i[A, + 0A,, A, + 6A,]
= 0,4, — 0,A, —i[A,, A) + 0,04, — i[A,,5A,]
— 0,04, +i[A,,5A,]
— F,, +[D,,0A,) — [D,,5A,). (4.138)
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Assim,
0F,, =[D,,0A,] —[D,,04,]. (4.139)

Propriedade 8: Considere uma transformacao do campo A,(z), A,(x) —
A, (z)+00A,(x), onde 6oA,(x) = [D,,(z)]. Segundo as propriedades derivadas

em (4.136) e (4.138), o campo tensorial F),, () se transformara de acordo com

50Fu = [Du Dy, Q)] = [Dy. [Dy Q)] (4.140)
= —i[F., Q). (4.141)

uvs
Essa variacao de F,,(x) é tal que

Tr(F F™) = Tr((Fluy + 0F,) (F™ + §F*™)) (4.142)
= Te(F,F"™ + F,,6F" + §F,, ™) (4.143)

A variagao do trago é dada, portanto, por

o Tr(F,, F™)

Tr(F,, 6 F*™ + 6F,, F*)
= —ATE(Fu[F", Q) + [FL, QF™)
= —ATr((Fu[F™, Q) + ([Fu, QF™)).  (4.144)

Devido a ciclicidade do trago, i.e.,
Tr(ABC) = Tr(CAB) = Tr(BCA), (4.145)

obtém-se entao
0 Tr(F),, F*) = 0. (4.146)

Propriedade 9: De acordo com as propriedades derivadas até aqui, pode-se
concluir que a transformacao dgA,(z) = [D,, ()] é uma simetria da acao de
Yang-Mills,
1
SYM = /d4xEYM = _Z /d4$TI'(FMVFlW). (4147)

Quando () é constante, a transformagao é dita global e, nesse caso, doA,(z) =

[D,, ] =i[Q, A,(z)]. A corrente de Noether associada a essa simetria ¢ obtida a
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partir da definicao
- OLyy

j° = 7@(8UAPC)6A’) )

Para calcula-la explicitamente, parte-se de

(4.148)

1
EYM = = ZTI‘(F/WF“V)
1
= =504 =0, A" —i[Ay, A (0" AV — 97 ARY — [ AF AV T (T, Th)

1
4

(0,A,% — 0,A, —i[A,, A)") (0" AP — 3 AFY — i[A*, AY]") (8ap)

1
= A = B A — AL AJ)(O AN — A — (A, A)%), (4.149)

e toma-se entao

OLy \ 9%

(0, Ac) 1
+(BuA% — DAY —i[A,, A7) (54767 — 5”"(5“”)>

= (0,4, = 9pA; —i[As, A1)
— (PP

Por outro lado, a transformacao global 6o A, pode ser escrita como
0oA, = 6 AT, = QAL [T,, Ty) = Q" Ab (i fu T.),

tal que 6QA‘Z = —QGAZfabC.

Com isso, tem-se

jcr — Fpac(_QaAl;fabc) = (jo)aQa'
Cada corrente de Noether,

oa __ opc Ab
J - fach P Ap7

= - <(5u"5f — 8,70,P) (" A" — Q¥ AM — [AF, AY]%)

(4.150)

(4.151)

(4.152)

(4.153)
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deve ser conservada. Isso significa que deve-se ter

0,(3")* = fapeOu(F*™ )AL (4.154)
abe[ (D, F*7°) A} + F1(8,AD)] (4.155)
= 0 (4.156)

De fato, as equagoes de movimento sao dadas por

O™ +i[A, F*™] = 0 (4.157)
OuF"* +iACF*T, T,] = 0 (4.158)
OuFH* — ASFM [T, = 0, (4.159)

tal que derivando-as com relacao a v tem-se
0,0, F'* = (0, AL F'™° + A0, F°) fape. (4.160)

O lado esquerdo da equacao é nulo, uma vez que as derivadas sao simétricas e o
tensor F* anti-simétrico com relacao a p e v. Manipulando os indices do lado

direito da equacao e usando F* = —F"* obtém-se
(0, AL Fre 4+ ALD, FM) fope = 0. (4.161)
Substituindo esse resultado em (4.155), obtém-se o resultado desejado:

0u(5")" = fapeOu(F* ) AL — ALD, (F")] = 0. (4.162)

Propriedade 10: O resultado obtido em (4.73) pode ser estendido para o caso
nao-abeliano, tal que sob transformacoes de coordenadas e de calibre, a variacao
do campo A,, A, = (A,)"T,, fica dada por

0A,(x) = —f"(x)Fou(x). (4.163)
Por outro lado, a densidade Lagrangiana de Yang-Mills Ly, varia como

1
5Ly as = _ZTr(cs(FWFW)). (4.164)
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Essa variacao ¢é tal que

Te(3(F™F,,)) = 2Te(F"5F,,)

(
= 2Tx(F"(D,0A, — D,0A,)) (
= —2Te(F™(Du(f*Fu) = Du(f*Fup))) (4167
= —ATe(F"™D,(f*Fu)), (

onde foi usada a equagao (4.139).

Com isso, tem-se um célculo anédlogo ao feito em (4.87), porém agora estendido

para o caso nao abeliano:

0Ly

Tr

Tr

Tr

Tr

Tr

Tr

(D, f*) Fuy + Ff*(DyFu)]

[ 1

F (D, fo)F*, + §Fuufa(pﬂpw + D,,F#a)l
[ 1

F* (D, fo)F*, — 2F‘“’J““DOJ«LH]

[ 1
PR DA+ {DuP )]

v (Dypfa+ Da 1 L

FHv <,u,f2fp,> Fau— ZFMVFMVDafa_I'ZDa(FNV NVfa)]
_FMVFya
2

(Dufoct Duf = 222Daf) + {DF™ By

Nesse caso, na terceira igualdade foi usada a identidade de Bianchi em termos de

derivadas coraviantes

DyFoy + DyFuo + DoF,, = 0. (4.169)

Se f(x) satisfizer a equacao de Killing covariante

Dyfa+ Daf. — %Dafa —0, (4.170)

a variacao da Lagrangiana de Yang-Mills fica dada por

1
5Ly = Tr<4Da(FW » fa)>, (4.171)
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tal que a acao de Yang-Mills,

SYM = /d4.1' EYM; (4172)

fica invariante. Isso significa que, quando f(x) satisfaz a equacao de Killing

covariante, a transformacao A, () = —f¥(z)F,,(z) é uma simetria da agao.

A essa simetria esta associada, portanto, uma corrente de Noether. Esta fica

definida como

0Ly u
JH=—"-0A, — K", 4.173
3(0,A,) ( )
onde K* é o termo de divergéncia que aparece em 0Ly, dado pela equacao
(4.171).
Explicitamente, tem-se
1
Jr = Trl — FMfF,, — 4(F’”ch,f“)] (4.174)
o v gOé‘u o
= —f*Tr (F“ Foo+ TF’”F/) ) (4.175)
= forT*H,. (4.176)

O tensor T),, ¢ o tensor energia-momento e fica definido como

T =Tr <FM”FW + gZ“FpUFﬂff). (4.177)
Propriedade 11: Por fim, cabe derivar algumas propriedades do tensor energia
momento 7}, obtido no item anterior. Primeiramente, ele é tal que 9,7"" = 0.

Isso pode ser visto considerando simetria por translacao, i.e., tomando f¢ = ¢* =

constante. Nesse caso, tem-se JV* = f,TH = ¢,/ T e

90" = 0 (4.178)
= (9ue,)T" + 6,(0,T") = 0 (4.179)
= ,(9,T") = 0. (4.180)

Como ¢, ¢é arbitrario, segue que 9, 7" = 0.

Além disso, o tensor energia momento é simétrico, isto é, T* = T"*. Isso segue

considerando simetria por transformacoes de Lorentz, i.e., tomando f, = wa\2?,
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COM Wy = —Wya- A corrente de Noether fica dada entao por J* = f,TH =
W TH e

D" = wn6, T + w0, T = w,, T . (4.181)
Como J* ¢ tal que 9,J" = 0 e w,,, ¢ arbitrario e antissimétrico, T"" é simétrico.

Por tltimo, o trago do tensor energia momento ¢ nulo, ou seja, T, = g, T*" =
Isso segue da simetria por transformacoes conformes, descritas por f, = Az,

onde A é constante. Nesse caso JV = f,TH = \x,T" e
OuJ* = N0px,))TH + A2, 0,TH = Ag, T . (4.182)

Como A é arbitrario, segue que g, 7" =T," = 0.



Capitulo 5

Cinematica em uma variedade de

Grupo de Lie

As referéncias pertinentes a esse capitulo sao [6], [16], [23] e [29].

5.1 Algebra de Lie

Uma élgebra de Lie g é um espago vetorial de dimensao |g| dotado de um produto,
o comutador [-,-], chamado também de parénteses de Lie. Seus elementos sdo os
geradores T,, a = 1,...,|g|. Estes podem ser escolhidos hermitianos, i.e., T = T,, e,

nesse caso, devem satisfazer a relagdo de comutacao
[Tm Tb] - ifabcTc, (51)

onde f,,° é a constante de estrutura da algebra de Lie. Uma algebra de Lie é comple-
tamente caracterizada por sua constante de estrutura. Ela é abeliana quando f,;,° =0
e ndo-abeliana quando f,;,° # 0. Para g = su(2), por exemplo, possiveis geradores sdo
dados por T, = 0,/2 tal que fu,° = €x°, a,b,c = 1,2,3.

A algebra de Lie é munida de uma métrica de Killing 7., definida em termos da

representacao adjuntal como

N = (To, Th) = ¢ Te(TITy) = ¢ Te(T,Ty), (5.2)

LA nocdo de representacdo e a definicio de representacio adjunta seré contruida a seguir.
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onde ¢ é uma constante de normalizacao. Para algebras que dao origem a grupos
compactos, como o su(N), por exemplo, esta é escolhida tal que se tenha 7., = dap. A
definicao de grupo compacto sera introduzida mais adiante.

Um elemento A € g é escrito como
A = AT, (5.3)

onde A = (T,, A), ou seja, um elemento A da élgebra de Lie pode ser escrito como uma
combinacao linear dos elementos da base T, com respectivas componentes A®. Nesse
sentido, A* = (T,, A) seria justamente a projecao (a la produto escalar) do elemento
A em cada uma das componentes T, da base. De fato, o produto (.,.) é chamado de
produto de Killing e define o produto escalar entre elementos da algebra.

Se a algebra for semi-simples, i.e., for dada pela soma direta de dlgebras simples?,

Nab apresenta inversa n% e pode-se usé-las para subir e descer os indices:
A =n%Ny; e Ay = Al (5.4)

Para descrever essa algebra em termos de uma representacao, é necessario especificar
em que espaco vetorial ela deve atuar. Por exemplo, se este é tridimensional, tal que
cada vetor fica descrito por um vetor coluna de trés componentes, i.e., uma matriz
3 x 1, cada gerador T, deve ser entao escrito como uma matriz hermitiana 3 x 3. De
maneira geral, se o espago vetorial é finito-dimensional, existem duas maneiras comuns

de se representar uma algebra de Lie atuando nesse espaco:

(i) Representagao regular: a dimensao do espago vetorial ¢ a mesma da ordem |g|
da &lgebra. Se g = su(N), por exemplo, tem-se |g| = N? — 1. O exemplo mais
comum desse tipo de representacao é a representacao adjunta, na qual cada

gerador é escrito em termos da constante de estrutura de acordo com
(T) = —i(f.)*, a,bc=1,..,1g| (5.5)

(ii) Representagao fundamental: esta é definida como a menor representacao irre-
dutivel nao trivial. Todas as outras representacoes sao obtidas a partir dela via

produto tensorial. Para g = su(/N), a dimensao da representagdo é N.

2Uma algebra de Lie ndo-abeliana é dita simples se seus tinicos subespacos invariantes sio 0 e g.
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5.2 Grupo de Lie e geometria

Dada uma algebra de Lie g, o grupo de Lie G correspondente é construido via mapa

exponencial de acordo com
A=AT,eg — g=eD=cMNcg (5.6)

Serao considerados aqui apenas grupos unitarios. Assim, todo elemento g do grupo
de Lie deve ser unitério, isto é, deve ser tal que ¢' = g~'. Como as matrizes T, sdo
hermitianas, essa condicao implica que cada elemento A® é real.

Usa-se letras mintsculas para denotar a algebra e maitsculas para o grupo. O
grupo SU(N) é o grupo gerado via exponenciagao de elementos da algebra de Lie
su(N), por exemplo.

A classificagdo como abeliana ou nao e semi-simples ou nao, introduzida com relacao
a algebra, fica naturalmente estendida a classificacao do grupo.

Um grupo de Lie é uma variedade diferenciavel. Assim, pode-se considerar uma
classificacao dos grupos de Lie quanto a sua topologia, ou seja, como conexo ou nao-
conexo, simplesmente conexo ou nao-simplesmente conexo e compacto ou nao compacto.

Cabe aqui introduzir uma explicagao intuitiva de cada classificacao:

(i) Conexo: um grupo é classificado como conexo quando pode-se ir de um ponto a
outro qualquer do grupo via transformacgao continua de algum parametro. Caso
contrario, o grupo ¢ dito nao-conexo. O grupo de Lorentz ilustra bem o que
seria um grupo nao-conexo. Suas transformagoes sao denotadas por A e existem
quatro cépias, classificadas de acordo com det A = +1 ou det A = —1 e A% > +1
ou A% < —1. Para passar de det A = +1 a det A = —1, é necessario fazer uma
transformacao discreta de paridade. J4 para passar de A% > +1 ou A% < —1, ¢

necessario fazer uma transformacao discreta de inversao temporal;

(ii) Simplesmente conexo: classifica-se um grupo como simplesmente conexo se
qualquer curva fechada pode ser continuamente encolhida até conter apenas um
ponto sem que se saia do dominio do grupo. Caso isso nao seja possivel, o grupo
¢ dito nao simplesmente conexo. Visualmente, um grupo simplesmente conexo
nao contém nenhuma singularidade (ou "buraco"). O grupo U(1), por exemplo,
define um circulo de raio 1 no plano complexo. Uma volta fechada no circulo nao

pode ser levada a um ponto e por isso o grupo U(1) é ndo simplesmente conexo;
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(iii) Compacto: um grupo é dito compacto quando seus pardmetros variam dentro
de uma intervalo fechado. Caso contrario, o grupo é dito nao-compacto. Um
exemplo de grupo nao-compacto é o grupo de Lorentz O(1,3), cujos pardmetros

nao pertencem a um intervalo fechado.

Os grupos do tipo SU(N), que sao considerados no desenvolvimento desse trabalho,
sdo conexos, simplesmente conexos e compactos. J& os grupos U(N) sdo conexos, nao
simplesmente conexos e compactos.

Como um grupo de Lie é uma variedade diferenciavel, ele pode ser visto como
um espaco. A nocao geométrica associada a esse espaco se baseia nas 1-formas e nos
campos vetoriais associados.

Dado um elemento g de um grupo de Lie G, a 1-forma invariante a esquerda (ou

corrente) J é construida via

J =ig~tdg = JT,. (5.7)
De g = exp(—iA®T,) segue-se que

dg = —ig(0,A")T,dx", (5.8)

tal que
g 'dg = —i(9,A")T,dz". (5.9)

Como A® é real e T, é hermitiana, segue-se que (g~ 'dg)! = i(9,A,)Tdx" = —(g~'dg).

Consequentemente, a corrente J é hermitiana, pois
It = (ig~tdg)" = —i(g~dg)" = i(g~'dg) = J. (5.10)

Cada componente J* de J ¢é escrita em coordenadas locais z# como J* = (J%),dz*.

Comparando (5.7) com (5.9), tem-se que J* é real e
J* = (0,A)dx" = (J*),da*. (5.11)

A corrente J é dita invariante a esquerda porque dada um transformacao de g pela

esquerda, g — hg, h € G, tem-se

J =ig 'dg — i(hg)~'d(hg) = ig 'h 'hdg = ig~'dy. (5.12)
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O mesmo procedimento pode ser considerado na construcao de 1-formas invariantes
pela direita. Nesse caso, define-se J = idgg~.

Os campos vetoriais invariantes a esquerda X, associados a J, sao definidos em
coordenadas locais como X, = (X,)"*0,. A componente J* = (J*),dz" da corrente e o

campo X, = (X})”0, sao duais entre si, tal que
JUXp) = (J)u(Xp)"da"(0,) = (J)u(X0)" 9", = (J))u(Xp)" = 1", (5.13)

Como cada elemento J* é real, a propriedade acima implica que as componentes (Xj)"
de X, sdo reais.

Os campos invariantes a esquerda X, satisfazem
[Xaa Xb] = fachc- (514)

Como cada componente (X,)* é real e d,, é um operador anti-hermitiano, tem-se que
X, = (X,)"9, é anti-hermitiano, ou seja, X! = —X,. Com isso, é possivel checar a

consisténcia de (5.14) fazendo

([XaaXb])T = (fabc)('c)]L ( )
= {XILXH = fachj ( )
= [_Xb> _Xa] = _fachc (5.17)
= [Xavxb] = faXe. ( )

Em coordenadas locais, a equagao (5.14) fica escrita como
((Xa) 0,(X0)" — (X0) 0y (X)), = fur (X)) (5.19)

Uma vez construidas as correntes .J, a distdncia infinitesimal (ou elemento de linha)

nesse espaco fica definida como

ds* = (J,J) =cTe(J'J) = ¢Tr(J?)
= JJ’c Tx(T,Ty)
= JJ
= (Ju(S")uapd" da”, (5.20)
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tal que, comparando-se com ds* = g, dz"dx”, tem-se

Guv = (Ja);t(‘]b)unab' (521)

Essa equagao relaciona, portanto, a métrica plana 7, a métrica curva g,,.

Para exemplificar os conceitos introduzidos até aqui, a dindmica de uma particula
livre movendo-se na variedade de um grupo de Lie sera trabalhada. Posteriormente,
serd desenvolvido o caso no qual o grupo de Lie correspondente é o grupo SU(2). Serao
construidas as medidas invariantes ds? a partir de duas parametrizacoes diferentes
desse grupo. Uma sera a parametrizacao via angulos de Euler e a outra via coordenadas

esféricas.

5.3 Particula livre na variedade de um grupo de
Lie

A trajetoria de uma particula livre movendo-se em uma variedade M pode ser obtida a
partir da agao
1
S =45 / dr guiti”, (5.22)

onde o sinal positivo deve ser adotado quando o espago tem métrica Euclidiana e o
sinal negativo para métrica com assinatura de Minkowski. A construcao dessa agao foi
feita em detalhes na Secao 3.4, onde foi argumentado que sua minimizagao descreve
uma geodésica na variedade M.

Um exemplo de espago curvo é aquele descrito por um grupo de Lie G. A interpre-
tacao geométrica associada a esse grupo é construida em termos de formas diferenciais.
Aqui sera feito uso dessas defini¢oes, com o objetivo de definir a acao S, dada pela
equagao (5.22), na variedade do grupo.

Para grupos de Lie compactos, como o SU(N), o espago associado é FEuclidiano.

Portanto, uma geodésica nesse espaco fica definida a partir de
1 i
S = §/d7— G’ (5.23)

Segundo a equacao (5.20), a distancia ds* = g, dz"dz” fica definida na variedade do

grupo como

ds* = (J,J) = cTr(J?) = cTr ((ig’ldg)Q) : (5.24)
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Aplicando esse resultado em (5.23), obtém-se
_¢ S 182
So = §/dt Tr ((zg 9) ) , (5.25)

d
onde ¢(t) é uma curva no grupo GG parametrizada por ¢t e § = d—i

Para checar a equivaléncia entre Sy e S, cabe introduzir o campo de velocidade

. d
X = d—f = ©"0,. Em termos desse campo, o termo ig~1g pode ser reescrito como
1. . 4dg . ) Og da* . 1 09 .
lg=ig' = =ig ' 22— = 12 g 5.26
WOITYW gy T et v Oxh (526)
= J(X) (5.27)
= (J9, T3 dz"(D,) (5.28)
= (J9),T,a"o", (5.29)
= (J), 3" (5.30)
Com isso, a acao Sy pode ser reescrita como
. E . 172
So = Q/dt Tr ((zg 9) ) (5.31)
1
- 3 / dt (J°),.(J?), "5 e Te(T,Ty) (5.32)
1
= 3 / dt 7ap(J%) . (JP), 5" (5.33)
1
- 3 / dt g i"i". (5.34)
Ou seja, as agoes Sy e S sao de fato equivalentes.
Introduz-se entao a acao Si,
.. 1 2
S = /dt cTr [g(zg g—x)+ X |- (5.35)

Esta é tal que, quando feita a variacdo com respeito a &, obtém-se y = ig~'g. Substi-
tuindo esse resultado em S; reobtém-se (5.25). A acao S é, portanto, equivalente a
So.
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Por outro lado, a variagao de S; com respeito a y fornece y = £. Substituindo esse

resultado em S; obtém-se
R 1 2
Sy = /dt ¢Tr [g(zg §) - 5¢ ] (5.36)

Essa estrutura que aparece dentro da acao pode ser associada a transformada de
Legendre L = p,¢" — H. A 1-forma simplética, ou potencial simplético, 6 = p,dg" fica

entdo associada a
0 = cTr(E(ig~'dg)) = cTr(E°T, I Ty) = nup€®(J°) uda* = p,da*, (5.37)

tal que os momentos canonicamente conjugados p, sao dados por p, = 7u&*(J°),. J4

a Hamiltoniana H fica dada por
c 2 c a b 1 a¢b 1 a
H = STH(E) = STHET.ET,) = Jns'e = 5%, (539)

A aplicacao da 1-forma 6 no campo vetorial X, é tal que

0(Xa) = el (J)u(Xa) da(8,) = E(J)u(Xa) 0", (5.39)
= &N’y (5.40)
= &, (5.41)

Isso significa que
€a = el (J)u(Xa)" = pu(Xa)", (5.42)

tal que o momento definido na algebra de Lie &, fica dado por &, = p,(X,)".

Os parénteses de Poisson entre as variaveis canonicas sao os usuais, i.e.,

{z",p,} =", e {2, 2"} ={p,,p} =0. (5.43)
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O parénteses de Poisson entre os momentos &, fica dado por

{€a, &} {pu(Xa)", pu(Xp)"}

Puf (Xa)", 2o (X)"} + {pp, P (X5)" }(Xa)"
Pupu{(Xa)", (Xb)"} + pp{(Xa)", o HX5)"
+ pu{pu,(Xb)”}(Xa) + {20 HXp)" (Xa)"
= Pu0u(Xa)"(Xp)" — pu0u(Xp)" (Xa)"

_ _[( Xo) Oy (Xo)" = (X0) 0y (X0)"| .

Segundo a equagao (5.19), este resultado fornece

{favfb} = _fabc(XC)Mpu = _fabcgc' (544)

J& o parénteses de Poisson entre g e £ fica dado por

(0.6} = ond (X = LX) = —ig(P) Xy (649
= —ighy’, (5.46)
= —igT,, (5.47)

onde foi usado que J = ig~'dg = J°T, = dg = —ig(J*), T,dz".
Uma vez construidos os parénteses {&,, &} e {g,£}, é possivel derivar as equagoes

de movimento a partir da Hamiltoniana (5.38) fazendo-se

b = {6 HY = {6086} = €16, 6) = ~fu68 =0, (549
g = {gvH} = ;{g7£a€a} = ga{g’ga} = ga(_igTa) = —ng (549)

Em (5.48) foi usado o fato que a constante de estrutura fu,. é completamente anti-
simétrica com respeito aos indices.

Fazendo a correspondéncia g — q e £* — p®, tal que £4T, = p*T, = p, as equacoes

acima correspondem a

g = —igp. (5.51)
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5.4 O grupo SU(2)

O grupo SU(2) é formado pelas matrizes g de dimensdo 2 x 2 satisfazendo detg =1 e

g'g = gg' = 1. Devido a essas condi¢des, a forma geral de g pode ser dada por

g= ( oo ) , (5.52)

onde 21,23 € C e |12 + |2|* = 1.

Em especial, a parametrizagao

2y = '+ 332, 5 53)
z = ® 4zt (5.54)
leva ao isomorfismo entre o S?,
r = (2f,2% 2% 2t) € RY, 5.55
1 = (2?2 + (@2 + ()2 + ()2, (5.56)
eo SU(2),
« 1 ;.2 3, .4
21— 2 T Faxt -7 Fax
= = , detg=1. 5.57
g (zQ 2t ) (:1:3+i:1:4 ot —ix? ) g (5:57)

3

Ainda em termos de z!, 2% 23 e z*, tem-se

1 -2 3 4
R A x3 —ix

izt al 4+ ia?
d 1 id 2 —d 3 id 4
dg = T +Z.£L‘ T —14—235 ‘ (5.59)
dx® +idz*  do' — idx?
De (5.56) segue que
gldat + 22da® + 2 da® + 2tdxt = 0, (5.60)
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tal que as componentes da matriz J, J = ig~'dg, ficam dadas por

Jin = —ztda® + 2?dat — 23dat + 2t da?,
Jio = (tdat — 2tdat — 22da® + 23 da?) — i(2tde® — 2?dat — Pidat + 2tda?),
Jo1 = (ztdat — 2'dat — 22da® + 23da?) + i(xtde® — 2?dat — p3dat + 2tda?),

Joy = xtda® — 22dxt + 23dxt — 2tdad.

(5.61)

Cabe agora explorar essas construcoes explicitamente fazendo uso de parametriza-

coes.

5.4.1 Angulos de Euler

A parametrizacao de g via angulos de Euler é feita de acordo com
g = exp (iaag> exp (iﬁaz) exp <2'fy(73>. (5.62)
2 2 2
Os parametros «, 3, sao tais que
0<a<2r, 0<pB<4m, 0<y<m, (5.63)

e as matrizes o, sao as matrizes de Pauli, dadas por

01:<0 1), 02:(9 _i), ng(l ! ) (5.64)
10 ¢ 0 0 —1

Estas satisfazem as seguintes relagoes:

[Jau Ub] = 2i€ab00-0) (565)
{Jaa Ub} = 25@17]127 (566)
a0 = Oaplo + i€apeoe, (5.67)
ol = o, (5.68)
deto, = -—1. (5.69)
Fazendo as defini¢oes
u_oz—;’y’ U_oz;'y e 955, (5.70)
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a matriz g em (5.57) fica escrita como

e cosh  esind
g= | . . (5.71)

—e Wgsinf e ™cosl

Comparando (5.71) com (5.53) e (5.54), tem-se

z! = cosucosb,

x? = sinu cos b,
(5.72)

3 = —cosvsinb,

z* = sinwvsin 6.

A corrente J, cujas componentes sao dadas por (5.61), deve entao ser decomposta

como J = JT, = J “%, tal que cada componente J* fica dada por

J' = 2(—atdxt — 2?dx® + 2Pda® + 2tdat),
J? = 2(xtde® — 2?dat — 23dat + 2tda?), (5.73)
J? = 2(—atda® + 2%dat — 2Pdat + 2Mda?).
Em termos de z', 22, 23 e 2 definidos em (5.72), tem-se
J' = — cosysin fda + sinvdf3,

J? = —sin vy sin Bda — cos vdp, (5.74)
J3 = —cos Bda — dry.

O campo vetorial X, que deve ser tal que J*(X}) = 0%, tem as seguintes componentes:

X, = — C,OS Vﬁa + sin yd3 + cot 3 cos 0,
sin 3

X, = — s%n”yaa — cos Y0z + cot siny0,, (5.75)
sin 3

X3 — —(97.

O parénteses de Lie entre os campos vetoriais X, e X, satisfaz

[Xaa Xb] - Eacho (576)
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A métrica de Killing para o su(2) nessa representagao é obtida fazendo

Tab = cTr (O;O;) = gTI‘(]b)(Sab = 5ab = C= 2, (577)

onde foi usada a relac¢ao (5.67) e o fato que Tr(o,) = 0.

A distancia invariante ds® fica dada por

ds® = 2Te(J?) = 2Tr[<Jaa2“> (J”U;)]

1
= §Tr(aaab)J“Jb
, (5.78)
= 0SS
=JJ,

= do® 4 df* + dy? + 2 cos Bdadry.
Comparando (5.78) com ds* = g, dz*dx”, obtém-se

1 0 cosp
cosp 0 1

A partir da métrica obtida em (5.79) pode-se calcular, por exemplo, o elemento de

volume nesse espaco, dado por

dV = \/det(g,)dadfdy = sin BdadSdy. (5.80)
Em um espago curvo descrito por g,,, o laplaciano de uma funcao f ¢é obtido
fazendo-se
Of = —0,(,/59"0,f) (5.81)
= = g9 v .
\/g H
1 1 17 174 1%
= \/g(wﬁugg“ Ouf + v/G0ug" 0 f + /39" 00, f ) (5.82)
1
= 5(0.9)9" 0] + (99"") 00 f + 9" 0,0, f, (5.83)

29

onde g = det(gu).
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A partir de (5.79), pode-se obter a matriz inversa g"”. Esta fica dada por

1
0 cos 8

sin® 3 sin?
g = 0 1 0 : (5.84)
cos f3 1
sin? 8 sin? 3

A partir de (5.79) e (5.84), o laplaciano [J de uma fungao f em termos dos angulos de

Euler fica entdo dado por

cos f3

in 3

Df231 (82f+02f—2cosﬁaaf)+8ﬁf+

7 dsf- (5.85)

De acordo com (5.42), os momentos &, definidos na dlgebra su(2) podem ser escritos
em termos das componentes X, obtidas em (5.75). Lembrando que X, = (X,)"0,,
tem-se entdao &, = (X,)*pa + (Xa2)’ps + (Xu)'p, €

cos _

€1 =~ po +siny ps + cot feosy p,
sin 3
S

& = 1n7 — cosy pg + cot Bsiny p,, (5.86)
smﬁ

53 = —Dy-.

As componentes de £ obtidas acima se combinam de acordo com

. 00a 1 £ & —i&
§=8Ta=85 =5 , : (5.87)
& +i& —&3
tal que
e ,
1 Py sin 51)@ + ie”"pg + cot fe~p,
5 - 5 ei’y

o — @y t iy
smﬁp ie"'pg + cot BeTp,, Dy
(5.88)
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Com isso, o invariante de Casimir &2 do su(2) fica dado por

2
1
2 2 _
, 1| st + <Cot Bp~y s 5%) 0
Tr(&%) = Tr |- 2
2 2 1
0 ps +p;+ cotﬂpw—ism GPa
_ 14 24 pt—2 2 5.89
= 3 szﬁ(pwrpv— c0 Bpapy) + P | - (5.89)

Fazendo uma substitui¢ao ingénua dos momentos canonicamente conjugados pq, p,
e pg que aparecem em (5.89) por operadores diferenciais d,, 0, e 0g, é possivel notar

que as equagoes (5.85) e (5.89) sdo bastante semelhantes. Entretanto, (5.85) contém

Ccos
um termo de derivada de primeira ordem, _7585, que nao aparece em (5.89). Essa
S

in 3
diferenca surge devido ao ordenamento que deve ser feito ao se promover os momentos
e posigoes a operadores. H4 uma ambiguidade em determinar o ordenamento correto
em (5.86). O problema de ordenamento e quantizagao da particula livre numa esfera é

discutido em [18].

5.4.2 Coordenadas esféricas

Outra maneira de se obter ds? consiste em usar a matriz J com componentes dadas
por (5.61), obtendo-se

ds® = 2Tr(J?)
= (1= 2(z"))(dz")? + (1 = 2(2")*)(dz")* + (1 - 2(2%)*)(dz")*

(5.90)
+ (1 = 2(z*)?)(dz*)* — 4(a'2?dz'd2® + 2' 2 dotda® + o't do' da
+ 2223datde® + 22atdeidet + 2Patdadat),
onde foi usado
(") + (%) + (2°)* + (2*)? = 1. (5.91)
Aplicando a parametrizagao via coordenadas esféricas, na qual
x' = sin 1) sin fsin o,
2 . .

x° = siny sin 0 cos p,

v i (5.92)

23 = sin1) cos b,

zt = cos 1y,
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com 0 <¢,0 <mel<p<2m, obtém-se
ds* = dip? + sin®ydh* + sin® 1 sin® Odp?. (5.93)
Comparando (5.93) com ds? = g, dz*dz”, obtém-se

1 0 0
G = | 0 sin?y 0 . (5.94)
0 0 sin%¢sin?0

O elemento de volume dV ¢ obtido a partir de (5.94) como
AV = /det(g,,)didody = sin® ¥ sin Odypdodep. (5.95)

A matriz inversa g"” nesse caso fica dada por

1 0 0
0 ! 0

G = sin? ) : (5.96)
0 0

sin? ¢ sin?
O laplaciano U] de uma fungao f fica entao dado por

1
Of+0,f+—5—0f +

sin? 1)

cos ¢ cos 6 1 9
sng ¥t Snasn?e Opf- (597)

sin? ¢ sin? 0 ¥

Of =2

Para obter as componentes da corrente J em coordenadas esféricas, basta substituir

(5.92) na decomposicao feita em (5.73). Obtém-se entdo

J' = 2sin 0sin pdi) + QSinw(COSGCOSwsingo + coswsinw)dQ
+ 2sinesinw<cosgocos¢ — cos@singosinz,b)dgo,

J? = 2sin 0 cos pdyp + (Cosﬁsin(Q@b) cos ¢ — 2sin @ sin’ ’l/))d@ (5.98)
— QSinesinQb(singocoszb-|—cos€cos<psin@/z>,

J? = 2 cos Odi — 2 cos 1) sin 0 sin df + 2 sin? 0 sin® Ydep.
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O campo vetorial X,, dual a J, fica dado por
sin 6 sin cos  + cos 0 cot ¢ sin
X, = (P g, 4 (22 vsing) o,
2 2
t 0 — cot 0 si
n (cos pcot 0802 cot # sin go) 9,

X, — <cosgosin6> Do+ <cos€cosgocot1p — singp) 9% (5.99)

2 2

(Coscpcote + cot ¢ csc f sin <,0>
_ 5 Dy,

cos cot 1) sin 6 1
X, = ( : >a¢— <2>ag+(2>a¢.

Por fim, as componentes £, do momento definido na &lgebra, definidas em (5.42),

ficam dadas por

sin # sin ¢ cos p + cosf cot ) sin
SG=|—%—|ps+ Do
2 2
(cos pcot 1 csch — cot @ sin gp)
2
cos wsin cos 6 cos ¢ cot 1) — sin
£ = (9"2 >p¢+< peoy *p)pe (5.100)
cos p cot 8 + cot i cscfsin
_ ; o
cos cot ¢ sin @ 1
§3 = ( 9 )pw— <2>p9+ (2)29@7
tal que o momento &,
a 1 —1
§ — gaTa — 50-7 - 53. §1 252 7 (5101)
2 2\ & +i& —&3
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tem componentes matriciais

cos 6 cot ¢ sin 6 1
S = 5 Dy — 5 Do + <2> Do

ie'¥ sin 0 i€ (cos f cot b + 1)
§12 = — 9 Dy — 9 Do

e cscf(cot ) + i cos b
(ot i),
ie" sin 0 (1 + i cosf cot
521 =|\—F=—|py+ ( ¢> Do

2 2
e~ cscO(cot ) — icosh
N ( (cot ¥ )) -

(5.102)

2
cos 6 cot 1 sin 6 1
522=—< 5 >p¢+<2>p9—<2>p<p'

Nesse caso, o invariante de Casimir &2 fica dado por

oy _ Lo o e 1o I I R
(@) = e+ &+ =3 o+ o+ () 6109

Assim como em angulos de Euler, em coordenadas esféricas também é possivel notar
a semelhanga entre (5.97) e (5.103). Novamente, a correspondéncia entre momentos e

operadores diferenciais esta restrita a termos de segunda ordem.



Capitulo 6
Teoria de Yang-Mills no cilindro

As referéncias pertinentes a esse capitulo sao [9], [13], [14], [19], [20] e [26].

Nessa secao, um espago-tempo bidimensional serd considerado, tal que a coordenada
espacial esteja restrita a um circulo de raio r com coordenada = € (0,27r] e t € R.
Isso significa que a variedade M ¢ dada por M = S* x R.

Considere agora um grupo de Lie simplesmente conexo e compacto G e sua algebra
de Lie g correspondente. Um campo de calibre A ¢ definido como A = A{T,dx", ie., Aé
uma 1-forma em M assumindo valores em g. Analogamente, o tensor F' = I T,dx*dx”
¢ uma 2-forma em M assumindo valores em g. Isso significa que ambos sao escritos em
termos das matrizes de uma representacao de g, no caso, a adjunta (regular).

A teoria de Yang-Mills é descrita pela densidade Lagrangiana £ dada por

1 1
L= = Te(F ") = =S Fp, P T (T,Ty), (6.1)

onde F,, = 8,4, — 0,4, —i[A,, A,).

A minimizacao da a¢do S correspondente,
s=[ £ (6.2)
M
fornece as equacoes de movimento

D, F*™ = 3,F* —i[A,, F*] = 0. (6.3)
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Uma vez que M = S x R, (6.3) resulta em duas equagoes:

O F'"Y —i[Ag, F1°] = 0; (6.4)
81F01 - i[Al,F01] - O (65)
Segundo o visto no Capitulo 4, o campo elétrico fica definido em termos de F' como
0
E = F%. Usando a notacao A; = A, 9y = g 0, = o duas equacoes de
movimento acima ficam escritas como
oE .
a - Z[Ao, E] = 0, (66)
oF
— —ilAE] = 0 6.7
o7 A B = 0, (67
o 9A A
E=F"=3A" —9'4° —i[A° A" = ——— + =2 +i[A,, A]. (6.8)

ot ox
Para resolver as equagoes (6.6)-(6.8), é conveniente eliminar a varidvel Ay do
problema. Isso pode ser feito escolhendo-se um calibre no qual Aj = 0, tal que o

sistema de equacoes fica escrito como

0A’
E = -2 .
OFE'
= 1
OF'
—i[A,E] = 0. A1
AL E] = 0 (6.11)

Sabe-se que os campos A, e £ se transformam sob transformagoes de calibre de

acordo com

A, = UA U +iUd U, (6.12)

i

E' = UEU. (6.13)

E preciso, portanto, encontrar U tal que Aj = 0. Explicitamente, deve-se ter

-1

ou
Ay = UAU 44U

o
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Portanto, para eliminar Ay, basta encontrar U que satisfaca

ou
o = U4, (6.14)

com condi¢ao de contorno U(0) = 1.

Cabe comentar que o espacgo de configuragoes do campo A’ é denotado por @,
Q={A :S!'— g}. A varidvel E’ é canonicamente conjugada a A’, tal que os dois
formam um sistema de coordenadas no espago de fase I'.

A equagao (6.11) é um vinculo de primeira classe, correspondente a lei de Gauss.
Os pares (A’, E') satisfazendo esse vinculo formam um subespaco T’ de I'. Além disso,

pares conectados por transformacoes de calibre sao fisicamente equivalentes, ou seja,

-1

dg
or ’

(A E) ~ (gA'g™ +ig gE'g™h). (6.15)
Isso significa que uma vez encontrados os pares satisfazendo o vinculo, ainda é preciso
levar em consideracao a equivaléncia fisica entre eles. Em termos formais, o espaco
de fase fisico ' do sistema é definido como o conjunto de classes de equivaléncia de
(A, E') contidos em T, i.e., I' =T/ ~.

Uma vez eliminada a variavel Ay via fixacdo de calibre, o sistema de equagoes
que deve ser resolvido passa entao a ser dado por (6.9)-(6.11). Para resolver (6.11),

suponha que E’(z) possa ser escrito como
E'(z) = S(z)E'(0)S™!(x). (6.16)

Entao, se E'(x) satisfizer (6.11), S(z) deve satisfazer

Zi —iA'S =0, (6.17)

com condigao de contorno S(0) = 1. A solugao dessa equagao fica dada por

S(z) = Plexpi/om A'(y) dy]. (6.18)

Geometricamente, S(z) corresponde ao transporte paralelo de z = 0 a x ao longo do

circulo, tal que S(27r) é o loop de Wilson ao longo do circulo:

2mr

S(QW):P[expi /0 A()dz) . (6.19)
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Uma vez obtido E’(0), a partir de (6.16), um mapa bijetivo ¢ de ['a G x g pode

ser construido, isto é,

o : r — Gxg
(A E")Y — (S(27r), E'(0)).

O mapa ¢ leva (A'(z), E'(x)) & (S(27r), E'(0)), ambos contendo um ntimero finito
de graus de liberdade. Como ¢ é um mapa bijetivo, nenhuma informacao é perdida ao
considerar S(27r) e E'(0) ao invés de A’(x) e E'(x). Isso significa que, construindo ¢, o
problema que comeca baseado numa teoria de campo passa a ser escrito simplesmente
como um sistema mecanico.

Sob uma transformacgao de calibre g(z), S(z) se transforma bilocalmente como
S(x) = g(0)S(z)g(x)~".

Entao S(27r) — ¢(0)S(27r)g(2mr)~! = ¢(0)S(27r)g(0)~, pois ¢g(0) = g(27r). Por

outro lado, sabe-se que E’(x) se transforma por conjugacao de g(x), i.e.,
E'(z) = g(2)E'(x)g(x) .

Portanto, tem-se que

-1

dg
!/ —1
P(gA g™ + g o

gE'g™") = (9(0)S(2m)g(0)~", g(0) E'(0)g(0)~"). (6.20)

Assim, o mapa ¢ é invariante sob transformacoes de calibre.

Diferenciando (6.17) com rela¢ao ao tempo, obtém-se

d (oS ., _0S . e d _
dt((‘)x_ZAS>_8:E+ZES_ZAS_O’ dt(S(O))_O.

Usando (6.17) e (6.16) pode-se reescrever a equagao acima como,

S‘lgi+z‘S‘1E’(x)S—iS‘1A’SS‘1S =0
a8 S ..
192 1YY o _
=95 aIJrzE(O) S 8955 S 0
—1¢
:>LS S)+2'E’(O) = 0.

ox
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Integrando este ltimo resultado, obtém-se
SIS = —iE'(0)x.
Tomando entao x = 27r,
S7Y(2rr)S(2nr) = —27ri E'(0).

Definindo as variaveis (g, p) = (S(27r), £(0)), o resultado obtido fica escrito como

d

*1d—;’ — —2rrip (6.21)
dp
dp - _ 22

onde (6.22) segue diretamente de (6.10) e (6.16) e do fato que S(x) nao depende do

tempo. Em especial, para r = 70 tem-se
70

g = —igp (6.23)
p = 0. (6.24)

Como mencionado anteriormente, a andlise feita reduz o problema, que partiu de
uma teoria de campo, a um problema mecanico com um s6 grau de liberdade (g, p)
no espago de fase. De fato, as equagoes de movimento (6.23) e (6.24) equivalem as
equacoes (5.50) e (5.51). Isso significa que a teoria de Yang-Mills no cilindro pode ser
reduzida a um sistema mecanico constituido por uma particula livre movendo-se na
variedade do grupo de gauge G.

Para exemplificar esse resultado, a seguir sera considerado o caso mais simples da
teoria de Yang-Mills, a teoria eletromagnética, em 1 4+ 1 dimensoes. Nesse caso, o

grupo de Lie correspondente é o grupo U(1).

6.1 Eletromagnetismo em 141 dimensoes

Em 1+1 dimensoes, a densidade Lagrangiana £ do campo eletromagnético na presenca

de correntes externas, introduzida na Secao 3.3.2, fica dada por

(0o A1 — 91 Ag)?
2

L= + Agj° + Arjt. (6.25)
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Nesse caso, as equacoes de movimento, 9, F* = j#, fornecem

00, A1 — 02Ay = Jo, (6.26)

OPA| — 0,0, A0 = 71 (6.27)

Estas sdo reescritas em termos do campo elétrico, F = F°' = —Fy = —(9; A1 — 0, Ap),
como

LE = —j (6.28)

OE = —j. (6.29)

Fixando o calibre de Coulomb, x; = 0, A; =~ 0, a equacao (6.26) fica escrita como
82 Ay = —jo. (6.30)
Encontrar Ag(z,t) se resume, portanto, a encontrar a funcao de Green G(z,z’),
Aol 1) = — /_’; dr'G(z, ') jo(', 1), (6.31)
onde
0:G(z,2") = 0(x — o). (6.32)

A solugao desta equagao depende das condigbes de contorno impostas sob G(z,z’).
Algumas solugoes possiveis sao exploradas no Anexo A. A seguir, serao considerados

dois casos: condigoes de contorno periddicas e quase-periddicas.

6.1.1 Condicoes de contorno peridédicas

O caso com condig¢oes de contorno periddicas é o terceiro caso explorado no Anexo A.

Nele conclui-se que G(x — 2’) deve satisfazer

2G(z,2') = 6(x —2') — i,

or (6.33)
G(—m,2') = G(m,2').

onde o dominio [0, 27) foi levado a [—m, 7) para explicitar a simetria de G(x,z’) por

paridade.
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A remogao do modo zero na solugao de G(x,z') ndo impede que esta satisfaca

(6.31). Isso pode ser visto fazendo-se

o Ao

I
|
—

Q.
E%\
=2,
Q
—~
g%%
a\
SN—r
o
o

)
=

e notando que este ultimo termo se anula. Isso porque o campo elétrico também deve

satisfazer as condigoes F(x — m,t) = E(x + 7,t), tal que

T+ T+
Qt) = / dzjo(z,t) = —/ dz0,E = E(x — m,t) — E(x + m,t) = 0.
Isso mostra que G(z,2’) dada em (6.33) de fato é a solugao procurada e, além disso,
que a carga total no circulo é nula.
Para encontrar A;(x,t), basta substituir (6.31) em (6.27) e usar G(x,z’) dada em
(6.33):

+m
DPA, = jl—/_ da'0,G (x, ") O jo (2, t)

+m
= ji— dx'0,G(x, ") 0y jr1 (2, 1)

—T

+m
= jl + dl],a$a$/G(l', x,)jl (xlﬂ t)

+7
= = | A OG(w )i 1)

—T

= j— /+7r dx’ (5(m —a') — 1> Ji(@', 1)

- 27T

I
= %/_F dxj1<x7t)

onde foi usada a equacao de continuidade, 0,jo = 0,71, € 0.G(z,2') = =0 G(z, 2).

Para simplificar o resultado acima, convém introduzir a definicdo da carga axial Q)s,

+m
0s = / da'jy (', 1). (6.34)
Em termos da carga axial tem-se

Qs

2
A = .
at ! 2

(6.35)
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O resultado obtido é facilmente integravel e encerra a andlise das solugoes dos
campos Ag(z,t) e Aj(x,t). As condigoes de contorno periddicas implicam, portanto,
em uma carga total nula e no aparecimento de uma carga quiral.

E interessante notar ainda que, como Ay (z,t) ndo depende da posigao, devido ao
calibre de Coulomb fixado, tem-se A;(x,t) = a(t). Isso significa que (6.35) é equivalente
a segunda lei de Newton com forga constante. Tem-se ainda que a fungao a(t) pode
ser vista como a coordenada no circulo, tal que o problema analisado é equivalente a
particula no circulo sob acao de uma forca constante.

Em particular, se @5 = 0, tem-se uma particula livre no circulo. Esse resultado é
um exemplo simples do fato que a teoria de Yang-Mills no cilindro é equivalente a uma

particula livre na variedade do grupo de Lie. No caso U(1) ~ S, ou seja, um circulo.

6.1.2 Condicoes de contorno quase-periédicas

Sob condigoes de contorno quase-periddicas, os campos A, (z,t) devem satisfazer:
Au(z+2m,t) = A, (2,1), 00, (6.36)

Em geral, uma funcao quase-periédica f(x) é expandida em série de Fourier como

fx) = i foe'n 02T, (6.37)

n=—oo

A fungao delta dy(z) correspondente fica definida como

1 A )
dg(x) = by Z el nt0/2mz — oi0/2m 5 (1) (6.38)
™ n
e é tal que
/ 5p(2)dz = 1. (6.39)

A fungao de Green Gy(x — y) correspondente deve satisfazer
02Go(r —y) = do(z — y). (6.40)

Se as condig¢oes de contorno quase-peridédicas com 6 # 0 forem consideradas, nao

¢é necessario remover o modo zero na solucao da funcao de Green. Isso porque sua
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expansao fica dada por
Go(z) =D Go(n)e'"t0/2me, (6.41)

tal que sua derivada segunda com relacao a x nao desaparece quando n = 0.

De fato, tem-se

Z Gy (n>a§<ei(n+9/2w)m) _ Z Gg(n) (n + 9/27T)26i(n+9/27r):):
1 A
- i(n+0/2m)x
27 zn: °
1
- = 42
= Gﬁ(n) 27T(n + 0/271_)27 (6 )
e portanto,

Ao, t) = = [~ Gala)jole, 1)’ (6.43)

Para encontrar a solugdo de Aj(z,t), basta entdo substituir (6.43) em (6.27).

Primeiramente, convém reescrever (6.27) como
7 A1 = j1 + 0,0, Ao. (6.44)

O 1ultimo termo dessa equagao pode ser simplificado fazendo-se

0,0, Ag = —/_7;8xG9(x,x’)8th(x’,t)dx’ (6.45)
_ /7;8xG9(x,x’)8$/j1(x’,t)d$' (6.46)
_ /_ 7; 0,00 G, 2" Vj1 (', 1) d’ (6.47)
— —/:82x’G(az,x’)j1(:r’,t)das’ (6.48)
S / " 8(a — ), )da’ (6.49)
_ i), (6.50)

onde foi usada a equagao de continuidade dyjp = 0,71 e 0,G(x,2") = =0 G(x,2').
Portanto, tem-se 9?A; = j; — j; = 0. Isso implica numa carga axial nula, de acordo
com o resultado obtido em (6.35). Pode-se dizer que o desaparecimento da carga quiral

é compensado pela introducao da nova variavel #. A carga total no circulo, por outro
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lado, nao necessariamente é nula, pois

Qt) = /’; jol, t)da = — /7; 0, Edz = —(E(r) — E(—7)) (6.51)

e este ultimo fator ndo é necessariamente zero quando E(z) respeita condigoes quase-
periodicas.

A escolha do calibre de Coulomb implica que A;(z,t) = a(t). Uma vez que fungao
a(t) pode ser vista como a coordenada no circulo, o resultado 92 A; = d(t) = 0 equivale
a equacao da particula livre no circulo. Esse resultado esta de acordo com o esperado,
uma vez que o circulo é a variedade correspondente ao grupo de Lie U(1), que é o

grupo de gauge do campo eletromagnético.



Capitulo 7

Eletromagnetismo acoplado a uma

particula livre nao-relativistica

As referéncias pertinentes a esse capitulo sao [12] e [22].
Em 1+1 dimensoes, acoplar uma particula nao relativistica a teoria eletromagnética

significa considerar a Lagrangiana

L= Lom+ L, (7.1)
onde BoA1 — D1 Ag)?
Lem:/ﬁemdx:/l( Ll 0 | A0 + Auj| de (7.2)
(S
.2
x

Como visto no Capitulo 6, a escolha do calibre de Coulomb implica em A;(z,t) =
a(t). Com isso, tem-se

80A1 - 81A0 =a— 81140. (74)

Consequentemente,

(80141 - 01140)2 - a2 - 20,61140 ‘l— (81A0)2
- a2 + 281@140 - (8%140)140
= a2 + jvo, (75)

onde foi usado que d1a(t) = 0 e a equagao 97 Ay = —Jjo, derivada em (6.30).
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Esse resultado, juntamente com a solugao

Aol 1) = — / " Gola, )jol@ £)da, (7.6)

—Tr

pode ser usado para reescrever L, como

T (a®  jodo
Lw = [ (% - A
- ( 5 2 +7 dx

T 22 1 /7 g
— / (C; —|—jA> dx + 5/ / Jo(x, t)Go(z, 2")jo (2, t)dxdx’.

—Tr

Considerando que a corrente externa é contribuicao somente da carga da particula

livre nao-relativistica em movimento, tem-se jo(z,t) = ed(z) e j(z,t) = exd(zr). Entao,

L = Lem+Lm
T a2 2
= /_7r (2—1—6:1:6( )da:—l—z/ / )Gz, 2" )dxda' +%

2

.9 . € 12
- ‘a L
Ta© + eta + 5 9(0) + v
_ 1. e*a*m €
= ma®+ %(x + ema)? — 5 + EGg(O). (7.7)

O termo %G(;(O) ¢ constante e pode ser desconsiderado.

Assim, a Hamiltoniana correspondente é obtida calculando-se

oL ) oL T+ eam

= =2 = — = 7.8
b oa ma-ep oz m (78)
tal que
H = pa 4 pat — L= —p2 + 7 k (7.9)
= Pal L — = —D, —(p —ea)”. .
p p 47Tp B p
Fazendo as definicoes m = 1/27, e = —2m e a = y & x, esta fica escrita como

1 1 102 1[0 2
H=—p2+— 2mx)? — — 2 : 7.10
4o + 47 (py +2m)” = 47 a2 <8y + mx) ( )
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7.1 O modelo de Manton

Nessa secao, sera explorado o modelo de uma particula com massa e carga unitarias
acoplada ao campo eletromagnético e movendo-se em um 2-torus de dimensoes também
unitarias. Esse modelo foi explorado em [22].

O 2-torus pode ser parametrizado como {(z,y) : 0 < x,y < 1}. A identificagdo
y =0 com y = 1 forma um cilindro. J& a identificagdo x com 1+ x une os extremos do
cilindro, formando o torus.

Para que se tenha um campo magnético constante B = 27 na dire¢ao z, uma
possivel escolha de calibre para o campo A,(z,y) é dada por A, = 0 e A, = 27z.

Nesse caso, tem-se que a Hamiltoniana da particula livre,

1 1
H=_p>+-p’ 7.11
5Pz T 5Py (7.11)
¢é levada a ) )
H = 2+ 5(py + 270, (7.12)
via acoplamento minimo.
Fazendo a substituicao p, = —z'a% e py = —ia%, obtém-se
19> 1[0 ?
H=—————| —+2mix| . 7.13
s~ ey ) 713

Esta é equivalente a (7.10), a menos de um fator de 1/27, cuja origem esta em se
considerar x,y € [0,1) ao invés de z,y € [0,27). Os dois modelos sdo, portanto,
equivalentes.

As solugbes desse modelo sao obtidas a partir da equacao de Schrodinger correspon-

dente

2
ot

As condigbes de contorno de ¥(z,y,t) devem ser tais que

= Hip. (7.14)

D(0,y,t) = Y(1,y,1), (7.15)
Outp(, Y, t)|omo = ™Y (2, Y, 1)] 4z, (7.16)
U(z,0,t) = P(z,1,t), (7.17)
(@, y, t)|y=0 = Oy(z,y,1)]y=1, (7.18)
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pois somente sob essas condi¢oes a Hamiltoniana é auto-adjunta. O aparecimento do
fator €™ quando se d4 uma volta completa ao longo de x vem da necessidade de
inserir uma transformagao de calibre g(z,y) = e ?™¥ conectando as extremidades do
cilindro uma vez que o fluxo total de B através do cilindro é nao-nulo.

Escrevendo-se 1(z,y,t) como

U(z,y,t) = i o, 1), (7.19)

n=—oo

as variaveis = e y sao separadas na equagao de Schrodinger e obtém-se

Opn 1000 2
o = T3 a2 + 27 (n 4 )%pn, (7.20)
com
Spn—i—l(ou t) = @n(la t)7 (721)
axson—‘rl('xa t)|a::0 = 8z90n(xa t)|a::1- (722)

Denominando-se por u os estados estacionarios do oscilador harmonico de frequéncia
2m, i.e., u € solugao de
1 d*u
— ——— 4 21%2% = Bu, —o0o <z < 00, 7.23
2 dz? (7.23)
as fungoes de onda satisfazendo (7.20) sdo entdo obtidas como @, (z,t) = e~ Emty,, (n+
x). O espectro de energia fica dado por {E,, = 2n(m + 1/2) : m > 0} e a fungdo u ¢é
dada por u,,(z) = NH,,(v/27rz), onde N é uma constante de normalizagao e H,, é o
polinémio de Hermite de grau m.
Alguns aspectos desse modelo, como o aparecimento de anomalia axial, sdo ex-
plorados em [22]. Esses serao trabalhados na préxima se¢ao, porém como um caso

especifico (f = 1) da versdo do modelo com degenerescéncia.
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7.2 O modelo de Manton com degenerescéncia

Nessa secao sera introduzido um fator 8 no modelo de Manton, tal que a Hamiltoniana

considerada seja dada por

1 1
H = §p§ +5(py+ 210z)?. (7.24)

Assim como na Segao (6.1.2), o fator 6 esta relacionado com o fluxo de campo magnético
através do 2-torus. De fato, tomando # = 1 retoma-se o modelo original. A seguir serd
visto que 6 # 1 implica no aparecimento de degenerescéncia.

Primeiramente, a equacao dos estados estacionarios fica dada por

Hy(z,y) = E(z,y), (7.25)

com condigoes de contorno

(0,y) = (1), (7.26)
Dth(,Y)|am0 = € MOp(x,y)|a=1, (7.27)
U(x,0) = P(a,1), (7.28)
Oy(z,y)ly=0 = OyU(x,y)ly=1- (7.29)

Duas formas possiveis de se partir de (z,y) = (0,0) e chegar em (x,y) = (1,1)
sao dadas por (0,0) — (0,1) — (1,1) e (0,0) — (1,0) — (1,1). Usando (7.26) e
(7.28), o primeiro caminho fornece (0, 0) = €2™*)(1,1) enquanto o segundo fornece
¥(0,0) = 9(1,1). Como o resultado final deve ser o mesmo independente do caminho,
segue que 0 € Z, ou seja, 6 deve ser quantizado.

As solugoes satisfazendo (7.25) podem ser escritas como

Qﬁk@a y) = Z gpkn<x)€2ﬂi(n+k/e)0yv k= 07 U ,0 - L (730)

n=—0oo

Assim, as fungoes ¢y (x, y) representam um conjunto de 6 solugoes parametrizadas por

k. Além disso, devido a (7.26), as fungoes ¢, (x) devem ser tais que

Pr(n+1)(0) = ra(l). (7.31)
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Substituindo (7.30) na equacao de Schrodinger estaciondria, obtém-se

L o + & (n PEy ) on() = Epun(@). (7.82)

A condigdo (7.31) sugere @, () na forma ¢y, (z) = u(n+ £+ ). De fato, substituindo
essa sugestao em (7.25), obtém-se a equagao de Schrodinger para o oscilador harménico

de frequéncia 276. Os autovalores de energia, parametrizados por A, ficam dados por
1
E) = 2n6 ()\ + 2) : (7.33)

As respectivas solugoes 1y, (x, y) formam um conjunto de # solugdes com mesma energia

E)\ associada, i.e., o espectro de energia é degenerado. Estas sao dadas por

Ve = > @Akn(ﬂﬁ)e%i(mg)ey, (7.34)
com By
Oakn = Uy (n tgt $> (7.35)
e
ur(z) = Ne ™% H,(v/2702), (7.36)

onde N é uma constante de normalizacao e Hy é o polindmio de Hermite de grau \.

As fungoes v, () sdo tais que

Oakm+1)(0) = ©xrn(1), (7.37)
8x<10/\k(n+1)’x:0 = axso)\knlx:L (738)

O estado fundamental, por exemplo, fica dado por

o

77Z) ( ) ¢Ok T y Z e w0 (x+n-+k/0)> 27rz(n+/€/9)0y (739)

n=—oo

7.2.1 Anomalia axial

Um sistema quantico é dito anémalo quando uma das simetrias presentes no seu sistema
classico correspondente é perdida mediante quantizacao.
Esse é o caso no sistema considerado. Classicamente, ha conservacao do momento

na direcao y, uma vez que a Hamiltoniana do sistema, eq. (7.24), ndo contém nenhuma
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OH
dependéncia em y e as equagoes de Hamilton sao tais que p, = ——— = 0. Por outro

dy
lado, as solucoes do sistema quantico nao garantem que %<py> = 0.
Considere, primeiramente, solugoes da forma (7.34), tal que o valor esperado

parcialmente integrado (p,), é obtido fazendo-se

1 ) a
(Py)e = /0 dy ¥ <_Zay> Uk (7.40)
1 . k, )
= D PhkmPrin /0 ¢ 2milm+5)0y <27r <n + 9) 9) X0y gy (7.41)
k * ! 2mi(n—m)0
= Y. 270 (n+ ) ‘P,\km%\kn/O e”mTm dy (7.42)
k: *
= > 2nf <n + 0) OrkmPrkn0(n —m) (7.43)
k *
= 22270 | n+ 5 | SunPrin: (7.44)

Sua derivada temporal é dada por

a<py>z o k agp;kn * 8SDA]€’VL
at Enjzwe ") T P T Ty |

Usando a equagao de Schrodinger, é possivel reescrever esse resultado como
O(py)a ol k i %P, 12707 (kN
8t = 227'(' n—i-? —5 8(132 + 9 n—l—é—i—x @rkn | Prkn
. [ 0% i(270)? k 2
+ ©Oyin (2 O - B n -+ 5 + 2| ©xin

k i * aQQOAkn 82(10;]@"!1
= zn:QWG (n + 6) [2 (@Aknaxg — PAkn O
0

, k . 00k 03 en
= ZT{'QXT; <n+0> a_ <(P,\kn8;k_§0)\kn a;k )7

T

tal que se obtém

opy)e . kN O [ . Opxin OP%kn | _
o —mﬁzn: nt o) o \Pun g, ~ Py | =0 (7.45)
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A taxa de variagao do valor esperado (p,) fica entdo dada por

d(p,) d /1
dt — dt Jo (py)wde,

e, usando (7.45), obtém-se

d<py> _ k * 890)\/671 agp;kn !
p7 ZWQ; n+ 7 @Aknw - @Aknw . (7.46)

=0

Fazendo uso das condigoes de contorno (7.37) e (7.38), tem-se

d(py) k . OV xkn I3 kn

IPrkn 03,
— (0,1 0,t (0,1 (0,t 7.47
0, Z2220,) g (0,8) 2222 (0,1 (7.47)
. k . OPrk(nt1 OO k(1
- 0 (m+5) (e 252 - e
OPxkn I3,
_ " n 7.48
Prkn 8:1: + Pk ax o ( )
Finalmente, rearranjando os indices mudos,
d{py) _ O3, Oxkn
= im0 n — o) . 7.49
dt 20 ; Pk 81: Prkn ax o ( )
d(py)

Para fungoes de onda da forma (7.34), a taxa 7 obtida em (7.49) é nula, uma

vez que @y, € tal que ¢y, = @an. Porém, estados formados pela superposicao

d{py)
dt

de funcoes da forma 1), podem ser tais que # 0, isto é, existem estados que
apresentam anomalia.

A seguir serao considerados dois casos de estados formados por superposicoes de
k. O mesmo procedimento feito de (7.40) a (7.49) serd repetido de modo a obter a

anomalia axial correspondente.

(i) Energia fixa: Considere o estado x(x,y) formado pela superposi¢ao de todos os

estados degenerados do estado com energia A, isto é,

6—-1

X(@,y) = > ek, (7.50)

k=0
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onde Y |ex|* = 1.
Reescrevendo-o como
o—1 o—1 o0 orilne k)
X(z,y) =D e =Y cr ( Y Pamne mi(n+5) y) ; (7.51)
k=0 k=0 n=-—00
o valor esperado de p, parcialmente integrado ¢ obtido fazendo-se
1 dy x* 0 7.52
x — — U= .
e = [ dyx*(—ig | x (7.52)

1 -1 & —2mi| m L
= [l S S owne )
k'=0

m=—0oQ

X 92—10 ( EOO 2 0( k) 2“(”+k)99>
k n n+ 0 PAkn€ 0
k=0

n=—oo

0—1 0o 1 i e k—k/
= Z Z 270 (n + Z) gojk/m(pxkncz/ck/ d’y 62 Gy( R )
0

k,k'=0n,m=—00

0—1 00
k
= > > 2nf (n + 9> Ok PN Cry CO (n —m+

k,k'=0n,m=—o0

Sua derivada temporal fica entao dada por,

a<py>z = = ( k) (a@ik'
= > Y 2r0(n+ )| 20 + Pawm
a1 B 6)\ o

X CrCE (n—m—i— (k;k)> :

(k—ek/)>'

0P rkn
ot
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e pode ser reescrita, fazendo-se uso da equacao de Schrodinger, como

a%i)m _ ef i 276 (n + Z) cherd <n B kl)) (7.53)

k,k'=0n,m=—o0

0
i PPl | 1(270)°
X K 5 g2 + m+ —|—x Orirm | Pen (7.54)

2

% 0ren 1(210
+ @;k’m (Z L - Z( i ) <’I’L+ +3§'> @Akn)

2 02? 2
0—1 00 k ( )
= 35w (nrg) e (n-me B o)

k,k’'=0n,m=—o0

i Py . POarn
X [— 5 (%kn 922 = SOAk/mW

2

i(27m0)> K ? k A,
+ 5 m+§—|—x — n‘|’5—|—l’ Ork'mPrkn | -

O termo originado a partir da derivagdo com respeito a vy,

((m+’;’+x)2_(n+’;+x>2),

se anula quando faz-se uso da funcao delta. Isso significa que se tem

a<§i>z S ef 3 [(n"i_l;;)CZ/Ck(S(n—m—l—(k_ek/))

k,k'=0 n,m=—o0

g agpik/m * 5’@,\;m
or (kan “or Prk'm o . (7.56)

X

A taxa de variacao do valor esperado fica dada, portanto, por

d<d}1y> _ jt/Dldx<py>x (7.57)

_ —melef 3 <n+’;>cz,ck5<n_m+(k;k’)>

kk'=0 n,m=—00

oot . Oonm ]
X <90/\lcn%_¢)\k/mg;k>] : (7.58)

ox 0
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Fazendo uso das propriedades

Oxkmt1)(0) = Oarn(1) € Ox@rrns1)(0) = pparn(1), (7.59)

o resultado obtido pode ser reescrito como

dpy) = imf eil i Cr/C0 <n —m+ (k— kl))

dt k,k'=0n,m=—00 0

O3 m . OPrn
X (@Alm O PAm ™ 5 ) (7.60)
Usando o fato que
7ﬁ0(n+ﬁ+m)2 k
Pxkn = € o7 Hy (V270 (n+ gte (7.61)

Ouprin = € HEH) [ — 216 <n T x) H, (V 270 (n T x>)

+ 2V2rOAH,_, (W (n + ]; + :v)) ] : (7.62)

obtém-se que (7.60) é nula. Isso significa que solugoes formadas pela superposigao

de estados de mesma energia nao apresentam anomalia.

Por exemplo, considere o estado formado pela superposicdo de k =0e k =1
para A = 0, isto é,
Xx = Cothoo + 1901 (7.63)

Primeiramente, vale reescrevé-lo como

Xr = Cotoo + c1or (7.64)
= > oo + ey 8001n€2m(n+%)9y (7.65)

= ¢ Ze—wﬁ(z+n)2627rin0y + ¢ Ze*ﬁ0(1+n+%)262wi(n+%)9y. (766)
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Nesse caso, (7.60) fornece

d(iy) = inf > [|Co|25(n—m)<¢00n89000m_§0* 39000n>
x

n,Mm=—00

* 1 &p* m * 8@0171
+ coc1(5<n —m + ‘9> (9001n a(;] - SOOOmW
* 1 890* m * 8900071
+ cjcod (n —m — 0) (SOOOna(:)El — gpmmW

o lton dpoin
2 _ 00m
+ |e]?d(n —m) <S001n . SDOOmiax >L:0. (7.67)

O primeiro e tltimo termos se anulam, uma vez que ¢ = ¢*. Tem-se entao

d(p,) = inf> [0861(5<n —m+ ;) <9001n68000m - <,000m&p01n>

dt = ox ox
+ cjcod <n -—m — ;) <<P00nasg(;m - S001m(9gox%ﬂ . (7.68)
= imf(cher — cico) %5 (n —m+ ;) (gpmn@gg(;)m - SDOOmag?;n) -
Substituindo a solugdes ¢gg, = e~ m0(@tm)? o ©o1n = e_ﬁe(m+n+%)2, obtém-se

—_

d 2
<dpty> = 7h Z l(cgcl — CTCO (n —m + ) O(x+m)? —7r6(x+n+%)

>

X (27r0(:1: +m) — 27r0 ZU +n+ - )] (7.69)

= w0 (G e <n—m+ )t o
n,m

x (%0 (m - ;) )] B (7.70)

A equagado (7.70) resulta em zero quando faz-se o uso da fungao delta. Isso

| =

significa que, de fato,

d{py)
dt

— 0. (7.71)
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(ii) Degenerescéncia fixa: Considere um estado formado pela superposi¢ao de estados

com mesma degenerescéncia k e diferentes energias A, isto é,

oo

Ur(r,y) = Y extha. (7.72)

A=0

Primeiramente, vale reescrever esse estado como

oo

Ve, y) = ) (i CA@Akn) mi(nt5)y, (7.73)
A=0

n=—oo

A taxa de variagao do valor esperado de p, pode ser obtida diretamente a partir

de (7.49) mediante substituicdo Yxgn — Do) Pakn:

d . * dpy n %
<C§€y> — MQZ [(ZC,\@,\M> (Zc/\,gg““> — <Zc/\,<p,\/,m>
n ) Y x Y
IPxkn

A

X

. 8@;% agp)xk:n
= Zﬂ'e Z Z C)\C#;\/ [@Akn o @ilkn (775)
WY Ox oz 0

. 7 ~ /!
O resultado acima é nao-nulo somente quando A # X', uma vez que Yk, = @

Portanto, pode-se reescrevé-lo como

d(py) , OO\ kn 0Pk
= im0 Y enh [ N P 7.76

. * * N n
= im0 > (excy —eney) [np,\kn%’\k] (7.77)
AN S P
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Pode-se entao usar (7.61) e (7.62) para reescrever (7.77):

d 2
<py> — inb Z Z (C)\C;/ . Cic)\/)e—%ra(n—i-%-‘rx)
dt st

[HA (—271’9 <7”L + ]; + 35) Hy +2v 27T9)\/H>\/_1> ] (778)

X

=0

k
= imf) > (excy — Gew) [@Alm( — 276 (n +gt x) Oxkn

noA£N

+ 2V 27T9)\/Q0(A/1)kn>] . (779)

=0
Portanto, quando o estado é formado pela superposicao de estados com diferentes
energias, a anomalia axial é, a principio, nao-nula.

Por exemplo, considere o estado formado pela superposicao de estados com

energia A =0 e A =1, tal que

VY = cothor + 1. (7.80)
Nesse caso,
Y = cotor + bk (7.81)
= 0> Qornc® )Y 4 o) 37 oy P 5)0 (7.82)
= > (coporn + C1601kn) 250y (7.83)

n

Substituindo (7.83) em (7.74), tem-se

d 0§ 0p]
By) iy KCOSOOIm + Cl@lkn> (CS g;k" + ¢ gj:”)

dt
(COSDOkn"‘CMlkn) (Co 8(9]; +a a;k )] : (7.84)
=0
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Usando o fato que

Prxkn = Qpikzn? (7-85)
forn = e T TETE) (7.86)
k 2
Pikn = 2V 270 (n g+ a:) e O(mtite) (7.87)
k 2
Orpokn = —2ml (n +ot x) em(nrite) (7.88)
k 2 0 k 2
Oprin = 2V270 [ 1— 270 <n +5+ x> et Gre) (7.89)
obtém-se
d{p : . . « .
<dty> = ”THZ [‘CO|2(¢0knax¢0kn — PornOzPokn) + 01 (Lokn Oz P11y
—  Pren0zPorn) + c16(P1rn 02 Pokn — PoknIrP1kn)
+ e (@1en0u i — ¢Tknaz¢1kn)1 (7.90)
x=0

=iwzﬂwﬂ%m@ﬁm—ﬁm@%m

+cwawm@%m—w%ﬂwMﬂ (7.91)

=0

De (7.90) para (7.91), foi usado (7.85). Usando agora (7.86)- (7.89), tem-se

d 2 Eoo\’
i]{jgy> = im0y [COCT€2ﬂ9(n+§+I) <2\/ 27r6’<1 — 276 (n ot x) )

n

/o= koo .
+ 2V27m0270 (n + 5 + $> ) + C10;€_27ﬂ9(n+§+w)

X

(—2@2779 <n+];+:c>2 —2@(1 — 270 <n+g+x>2>>Lo

2
iy [2\/ 270 (coc; — 6801)672”9(”+§“’) 1 (7.92)

=0

O resultado é dado, portanto, por

difty) = i(2m0)"(coc] — cher) e (E) (7.93)

n
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Este nao é necessariamente nulo, a depender das escolhas de ¢j e ¢;.



Capitulo 8

Emaranhamento em teorias de

calibre

As referéncias pertinentes a esse capitulo sdo [2], [3], [8], [21] e [28].

O emaranhamento quantico é caracterizado pela correlagao entre diferentes partes
de um sistema que constituem um estado global. Essa correlacao é uma propriedade
de natureza exclusivamente quantica e por isso é considerada chave na distin¢ao entre
sistemas quanticos e classicos.

Considere dois sistemas fisicos, a principio completamente independentes. Um
deles é descrito por funcoes definidas em um espaco de Hilbert de dimensao N, HY,
enquanto o outro por funcoes definidas no espago de Hilbert de dimensao M, HA.

Considere agora o sistema composto por esses dois espacos de estados. O espaco
de Hilbert correspondente, denotado por H, tera dimensao N x M e serd formado
a partir do produto tensorial entre HY e H ie., H = HY @ HY. Como os dois
sistemas constituintes sdo independentes, um estado do sistema global |¢)) € H fica
completamente definido uma vez definidos os estados |¢) € HY e |€) € HI.

Escolhendo uma base ortonormal |n) para Hi¥ e |m) para H2!, é possivel decompor

os estados |¢) e |£) como

|¢)=§_:10n|n> e |€>=§_:1dm|m). (8.1)

Uma base para H fica entdo denotada como |[n ® m) (ou |n) ® |m)), tal que

(n" @m'|n@m) = (n'In)(m'|m) = dpndmm. (8.2)
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Um estado |¢) € H, dado por |[¢) = |¢®&), é chamado de estado produto e fica escrito

nessa base como
N M
:ZZ | @ m). (8.3)

Por outro lado, se os dois sistemas fisicos constituintes forem interagentes, a forma

mais geral de se escrever um estado do sistema global fica dada por

= Z_: 2_: bum|n @ m). (8.4)

O elemento b,,,, em geral, ndo pode ser fatorizado na forma c¢,d,,, como em (8.3). Se
fosse possivel fatoriza-lo dessa maneira, o estado global |¢)) seria dado pelo produto
tensorial entre |¢) e |€) e os sistemas constituintes seriam entdo nao correlacionados,
isto é, completamente independentes.

Estados que s6 podem ser escritos na forma (8.4), independentemente da base
escolhida, sao ditos emaranhados, enquanto aqueles que, em pelo menos uma base,
podem ser escritos como em (8.3) sdo nao-emaranhados ou puros.

Saber se um vetor de estado global |¢)) pode ou nao ser escrito como produto direto
de outros vetores de estado nem sempre é simples. E possivel que um estado global |1)
nao possa ser escrito como produto direto de outros dois devido a escolha das bases
In) e |m), podendo existir bases |p) e |¢) nas quais o estado |1)) pode sim ser escrito
como (8.3). Assim, uma escolha "inapropriada" de base pode dificultar a decomposicao
do estado global como produto direto de estados e com isso levar a uma classificacao
equivocada de um estado nao-emaranhado como emaranhado.

A necessidade de se encontrar uma base "ideal" é dispensada quando se descreve o
sistema em termos da sua matriz densidade, ao invés dos seus vetores de estado. Por
isso vale a pena construir um procedimento capaz de distinguir estados emaranhados
de nao-emaranhados em termos de matrizes densidade.

Uma matriz densidade, denotada como p, é um mapa p : H — H que satisfaz as
propriedades p! = p, Tr(p) = 1 e p > 0, isto ¢, todos seus autovalores sdo nio negativos.
Se um sistema é descrito por um estado vetorial |¢), a matriz densidade correspondente

¢ dada por
p=)l. (8.5)
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Se um sistema é descrito pela soma de N estados vetoriais [i,), n = 1,...N, sua matriz

densidade é dada por
N
P = Z W |[Vn) (n, (8.6)
n=1

onde >, o, =1 e a,, > 0. O caso (8.5) é um caso especial de (8.6) onde N = 1. Se
N =1, o estado é puro e, se N > 1, o estado é misto.

Como visto anteriormente, a classificacdo de um estado como emaranhado ou nao
diz respeito a possibilidade de se escrever o espago H como produto tensorial H; ® Hs.
Em termos da matriz densidade p, p : H — H, toma-se o trago parcial de p somando
somente sob os graus de liberdade relativos a H; ou Hs, por exemplo, tal que a notagao

adotada ¢ a seguinte:
p1="Tra(p) ou po=Tri(p). (8.7)

Se a matriz reduzida p; puder ser escrita na forma (8.5), isto é, se existir uma base na

qual ela é escrita como

0 0

p; descreve um estado puro e os dois subsistemas sao nao correlacionados e, portanto,
nao emaranhados. Por outro lado, se a matriz reduzida p; sé puder ser escrita na
forma (8.6), p; descreve um estado misto e os dois subsistemas sdo correlacionados e
h& emaranhamento.

Um caso simples que permite explorar os conceitos introduzidos até aqui é o
sistema global composto por dois subsistemas de dois niveis. Um sistema de dois niveis
pode ser formado pelas duas polarizagoes possiveis de um féton, por exemplo. Nesse
caso, o sistema global conteria os graus de liberdade de 2 fétons, cada um com duas
polarizagoes.

Em um sistema de dois niveis, um estado qualquer fica dado pela superposicao de

seus dois estados base, |+),|—) € H; = C?, tal que pode ser escrito como

[¥1) = al+) + 8]-), (8.9)

onde a, B € Ce |a]* +|8]* = 1.
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O sistema global é descrito por um espaco de Hilbert dado por H = H; ® Hs. Nesse
espaco, um estado global fica dado pela superposicio dos estados base |++), |[+—), |—+)
e|——),ie.

) =al++)+ B8+ =)+ —+) +6] ——), (8.10)

onde o, 3,7,0 € Ce |af + B> + [y + 6> = 1.

Diferentes valores de «, 3, e 0 formam estados emaranhados ou nao. Por exemplo:

1
= ———, o estado fica dado por

(i)SeazézO,B:ﬁev— 7

\w:jgw—ww—ﬂ» (8.11)

A matriz densidade é obtida fazendo

p =)l = ;(I+—>—\—+>)(<+—|—<—+D

— ;(|+_><+_y_\+—><——|—]—\—+><+—|+|—+><—+’)-

Tomando o traco parcial com relagao ao segundo grau de liberdade, isto é,

calculando p;, obtém-se

p=To(p) = (e {+del ) +Ae(-Diiel-) 612
= S+, (813)

Com isso p; fica escrita na base |+), |—) como

O que significa que ela apresenta dois autovalores nao nulos, % e %, e por isso o

O =
o= D

estado do sistema global (8.11) é emaranhado.

E interessante explorar ainda outro aspecto desse caso. Para o estado (8.11),
medidas da primeira polarizagao determinam a medida da segunda polarizacao.
Assim, se a primeira polarizacao for +, a segunda obrigatoriamente serd — e
vice-versa. Isso significa que, apesar de a principio as duas polarizacoes nao serem
correlacionadas, quando o estado considerado é dado por (8.11), aparece uma

correlacao entre elas. Esse caso exemplifica, portanto, de maneira bastante clara, o
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aparecimento da correlacao mencionada no inicio desse capitulo. Entretanto, deve-
se tomar cuidado ao fazer analises como essa, porque nem sempre as conclusoes
tiradas dessa maneira sao verdadeiras. Um caso no qual essa analise nao se aplica

é o explorado em (8.24), por exemplo.

1 1
Quando av = 8 = 3 ey=409= —5 tem-se

|¢>=;(\++>+|+—>—\—+>—\——>)- (8.15)

Nesse caso, a matriz densidade fica dada por

p= 1)l = (4 +)+ |+ =) = [ =+ = | = =D+ G == (=] = =)
(8.16)

Tomando o trago parcial com relacao ao segundo grau de liberdade, tem-se

pr=Tra(p) = (L& (+)p(1®4+)) + (L& (~)p(1 & |-)) (8.17)
- iﬂﬂ—wﬁxH%%—D+WH—%%GH—%%¢&B)
1:
- zww—w»ww—eﬂ (319)
- iuwﬂ—kw@rwww4+wx4] (8.20)

Na base |4),|—), p1 fica entdo escrita como

1 _1
m=1{ 2% 2 (8.21)
2 2

Seus autovalores \; sao calculados como raizes da equagao obtida tomando
det(p; — A1) = 0:

1 1
:(§—A)2—Z:0:>A:0 ou \=1. (8.22)

L1
2 2

Isso significa que existe uma base, diferente de |+), |—), na qual p; é escrita como

(8.5) e, portanto, o sistema é ndo-emaranhado.
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De fato, é possivel escrever o estado (8.15) como

¥) = \}5(!+> —1=)) ®\}§(!+> +1=)); (8.23)

ou seja, como o produto direto de dois estados puros.

1 1
(iii) Sea=0=0 = ge1=-50 estado fica dado por

1
) =5+ H++=) ==+ +[==)). (8.24)
A matriz densidade correspondente é obtida fazendo-se

p= )] = (4 +)+ |+ =) == +)+| = =D+ G = = (= (= )
(8.25)

Tomando o trago parcial com relagao ao segundo grau de liberdade, obtém-se

p=Tra(p) = 1@ H)p(1e+)+ (1@ (=)ol ]|-)) (8.26)
= H(H)—|—>)(<+|—<—|)+(|+>+|—>)(<+|+<—|)(8.27)
= ;<I+><+|+|—><—|>. (8.28)

Os autovalores de p; sao portanto degenerados e iguais a % Isso significa que o
subsistema se encontra em um estado misto e o estado global (8.24) é um estado

emaranhado.
A esses estados globais constituidos de mais de um subsistema é possivel associar
varios tipos de entropia. Essas defini¢des de entropia podem ser usadas, inclusive, para
distinguir estados emaranhados e nao-emaranhados.

8.1 Entropia de emaranhamento

A entropia de Renyi é definida como

log Z’i,’ﬂ’ (829)
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onde
Zin =Tr(p}) (8.30)

define a funcao particao associada ao grau de liberdade ¢. Essa funcdo particao pode

ser escrita simplesmente como a soma dos autovalores \; , de p; elevados a n, isto é,
Zin="Te(p}) =Y Na (8.31)
(0%

Se Sin = 0, p; pode ser escrita na forma (8.5) para algum |¢)) € H; e o sistema
constituinte é puro. Nesse caso os dois subsistemas nao sao correlacionados e nao ha
emaranhamento. Por outro lado, se S;,, # 0, a matriz reduzida p; é mista, isto €, s6
pode ser escrita na forma (8.6) com N > 1. Nesse caso, os dois subsistemas estao
correlacionados e, consequentemente, emaranhados.

Tomando o limite n — 1 na definicdo da entropia de Renyi, obtém-se a entropia de

von Neumann:

S; = —Tr(p; log p;). (8.32)
De fato,
}qu Sin = }gq 1—n log [Tr(Pi )1 = }gq 1—n log (2&: )‘i,a> (8.33)
. 1 n
= }ll_)rnl — Za )\Za (; )‘i,ﬂ log )\5) (834)
= — Z )\i,ﬂ 10g )\i,ﬁ (835)
B
= —Tr(pilogp;) = S;. (8.36)

De (8.33) para (8.34), foi usada a regra de I'Hopital. De (8.34) para (8.35), foi usada a
propriedade do traco unitario das matrizes densidade, i.e., Tr(p;) = Yo Aia = L.
Assim como a entropia de Renyi, a entropia de von Neumann é tal que, se S; = 0,
nao ha emaranhamento e, se S; # 0, ha emaranhamento. Para ilustrar esse fato,
considere novamente o sistema composto considerados anteriormente, cujo estado

global fica descrito por (8.10). No caso (i), os autovalores de p; sdo degenerados e

iguais a 2 tal que a entropia de von Neumann fica dada por

1 1 1 1
S1=-Tr(pr1logp) == <)\1,a log()\l,a)> = — (2 log 3 + 5 log 2) =log2. (8.37)
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Como S; # 0, hd emaranhamento. No caso (ii), os autovalores de p; sdo 0 e 1. A

entropia de von Neumann fica entao dada por

S = ~Tr(prlogpn) = =3 (A 1og<A1,a>) - —(bg 1) —0 (839)

(e}

tal que nao hd emaranhamento. Por fim, no caso (iii), tem-se novamente autovalores

1
degenerados e iguais a 5 A entropia de von Neumann, assim como em (i), é dada por

S1 =log2 e o estado é emaranhado.

8.1.1 O modelo de Manton com degenerescéncia

Na Secao 7.2 foi apresentado o modelo de Manton com degenerescéncia. Foram
encontradas as fungdes de onda que satisfazem a equagao de Schrodinger correspondente,
dadas por (7.34). E possivel aplicar as ferramentas introduzidas nesse capitulo para
analisar a presenca de emaranhamento nesse sistema.

Para tanto, considere primeiramente que o sistema encontra-se no estado funda-

mental com degenerescéncia k fixa, dado por

Ur(,y) = dor(z, y) Z Pokn (T 2m(n+%)9y. (8.39)

n=—oo

A matriz densidade do sistema corresponde a

pr(@ y; ' y) = du(z,y)vp(a’y) (8.40)
= (Z o ()2t ) (Z o ()25 )Gy/> (8.41)
— Z QOOkn SOOk:m )627r19(ny my )627rzk(y y') (842)

Tomando o trago parcial com relagao a y, obtém-se a matriz densidade reduzida

pr(z, x"), dada por

pr(x, ') = /dy pr(, v 7', y) (8.43)
= Z@om(x)soakm(:v’) / dy >0 (8.44)
= Z Pokn (£) P ()3 (1 = m) (8.45)

- Z Poren () P51 (). (8.46)

n
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Uma vez obtida a matriz reduzida, o calculo da entropia de emaranhamento ¢ feito
a partir dos seus autovalores. Para encontrar os autovalores de pi(z,z'), promove-se a

matriz a um operador integral g, tal que

(huf) (@) = [ da’ pul,a') F(a). (8.47)

A matriz pg(z, 2") corresponde ao kernel do operador py e seus autovalores A sao aqueles

que satisfazem
(prw, ) ))(@) = [ da’ pula ) () = M (@), (8.48)

Como o dominio de z estd restrito ao circulo, as fungdes f(z) sdo escritas em termos
da sua série de Fourier, i.e.,
o0
fl@)= > fre™. (8.49)
k=—00
Isso significa que k, que é o momento conjugado a x, é um inteiro. Por esse motivo, é
mais simples encontrar os autovalores A de (8.48) via sua transformada de Fourier, isto
é, via

ﬁk(p, q) — /dl‘dl'/pk(l',$,)€2ﬂpx€72qu/' (850)

A matriz pg(p, q) é uma matriz da forma

pr="1 - p(0,=1)  p(0,0)  pr(0,1) - (8.51)

com dimensao infinita.
E possivel encontrar os seus autovalores numericamente truncando j,. Suponha
que isso seja feito de modo a obter uma matriz pgy de dimensoes (2N + 1) x (2N + 1),

ou seja,

ﬁkN = /dl'dx/ pk('r? x,)e%-ipxei2qu/7 b, q € Za D, q c [_Na N] (852)
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Nesse caso, pgy fica dada por
ﬁk(_la_l) p~k<_170> ﬁk(_lvl)

Prn = 3 o pe(0,-1)  pe(0,0)  pk(0,1)
‘ ﬁk(L_l) ﬁk(:l?o) ﬁk(lal)

pe(N,=N) - pp(N,—=1)  pe(N,0)  pe(N,1) -+ pe(N,N)
(8.53)
A diagonalizacao dessa matriz fornece os autovalores de py. Cada autovalor A deve
ser entao divido pela soma de todos eles, de modo a garantir que Tr(pxy) = 1. Isso
elimina a necessidade de se considerar o fator de normalizacdo de @yi,, introduzido
em (7.36).
Uma aproximacao para os autovalores de pp pode entao ser obtida considerando
N suficientemente grande, isto é, tomando o limite N — oo. Uma vez obtidos os
autovalores de jgn, pode-se calcular a entropia de Renyi correspondente usando (8.31).
Para que o resultado se aproxime da entropia de von Neumann, o niimero n que aparece
no expoente de (8.31) deve ser préximo de 1. Nos célculos feitos numericamente, o
valor considerado foi 1.1. Uma vez estabelecido esse fato, na anélise dos resultados
obtidos, nao é feita distin¢ao entre entropia de Renyi e de von Neumann e denota-se

entropia simplesmente por S.

8.1.2 Resultados

Primeiramente, cabe checar se os valores da entropia encontrados numericamente
convergem quando N aumenta. Caso isso ocorra, truncar a matriz pp € um proced-
imento coerente. A Figura 8.1 relaciona entropia S em funcao de N, para 8 = 10 e
degenerescéncias fixas k = 0,1 e 2. Nela é possivel ver que, de fato, os valores de S

convergem a medida que N cresce.
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Fig. 8.1 Entropia S versus N para§ =10e (a) k=0, (b) k=1¢e (c) k= 2.
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Em especial, para k = 0, S parece convergir para In(2) =~ 0.693147. Essa convergén-
cia ndo é exata, uma vez que para N > 47, a entropia S obtida numericamente se
mantém constante. Uma possivel fonte de erros que justifica esse fato é a precisao
usada pelo programa durante o calculo numérico. Alguns valores de S e os respectivos

valores de N estao relacionados na Tabela &.1.

N

10

20

30

40

20

60

S

0.692007

0.692865

0.693022

0.693077

0.693096

0.693096

Tabela 8.1 Dependéncia de S com N para k = 0.

Outro aspecto que pode ser explorado é a dependéncia entre S e k. Sabe-se que,
uma vez definido 6, a degenerescéncia k varia entre k =0 e k=6 — 1. Para 6§ = 10,
a entropia varia com k de acordo com os graficos da Figura 8.2. Os valores de S da
Figura 8.5a foram obtidos somando os modos n = —2, —1, 0 que aparecem na equacao
(8.46). Esse resultado ndo muda quando se soma sobre mais valores de n. Por outro
lado, somar sobre menos valores de n, como por exemplo n = —1, 0, altera o resultado
e obtém-se o grafico da Figura 8.5c. Portanto, pode-se concluir que, nesse caso, os

modos que contribuem para a entropia sao n = —2, —1,0.

n=-2,-1,0

07¢

06|

04}
03}
02

0.1}




8.1 Entropia de emaranhamento 123

n=-1,0

0.7¢
06
05F
04f
03F
02F

0.1}

Fig. 8.2 Entropia S versus degenerescéncia k para @ =10 ¢ N = 10. Em (a) a soma foi
feita sobre os modos n = —2,—1,0. Em (b) a soma foi feita sobre os modos n = —1,0.

De maneira geral, para qualquer €, o intervalo minino de modos n que deve-se
considerar é n = —2, —1,0, 1. Esse aspecto fica evidenciado considerando a distribuigao
da matriz densidade reduzida pg(x,z’), dada por (8.46), em termos de n.

Para 6 = 3 e k variando entre 0 e 2, por exemplo, a Figura 8.3a representa o grafico
da matriz densidade reduzida correspondente, distinguindo as contribuigoes de cada
k. A Figura 8.3b mostra a distribuicao da densidade para cada k, ou seja, o primeiro
gréafico corresponde a Y-, Yoon ()50, (2'), 0 segundo a >, @o1n(x)@h,(2') € o terceiro
a Y, Yoon()@s, (2'). Nos graficos estd delimitado o intervalo z, 2" € (0,1], que é o
dominio das varidveis z e 2/. E possivel ver que, a medida que k aumenta, os pontos de
pico se deslocam para baixo. Esse deslocamento ¢é inversamente proporcional a 6, de

modo que, ao ir de k a k + 1, os picos sao deslocados por uma distancia proporcional a

1/6.
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Fig. 8.3 (a) Matriz densidade reduzida py(x,2’) para § = 3. (b) Distribuigdo da matriz
densidade reduzida para k =0, k=1e k = 2.

Ainda para 6 = 3, a contribuigdo dos modos n = 0, —1, —2 é ilustrada pelos graficos
da Figura 8.4. Neles é possivel ver que, de fato, os inicos modos que aparecem contidos
no dominio 0 < z, 2’ < 1 correspondem a n = 0, —1, —2. Entretanto, quanto menor o
valor de 6, menos localizados sdao os picos da matriz densidade reduzida, tal que para

0 = 1, por exemplo, é necessario considerar ainda o modo n = 1.
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Fig. 8.4 Distribuigdo da matriz densidade reduzida para § = 3, (a) k=0, (b) k =1,
(c)k=2en=0,—-1,-2.

Vale ressaltar que, segundo os graficos da Figura 8.2, a entropia muda para cada
valor de k dentro do espaco de degenerescéncia. Isso significa que a superposicao de

estados degenerados do estado fundamental pode levar a valores diferentes de entropia.
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Mais especificamente, aparece uma nova simetria no subespaco de estados degenerados,
tal que eles podem ser combinados formando estados com entropias distintas.

Cabe, portanto, questionar se é possivel associar mais de uma entropia a um
estado. Os resultados obtidos mostram que existe uma ambiguidade na determinacao
da entropia associada ao estado fundamental. Essa ambiguidade estd de acordo com
aspectos ja explorados anteriormente na literatura, como em [1] e [5].

Por fim, é possivel explorar a dependéncia entre S e 6, uma vez fixado um valor
para k. Os graficos da Figura 8.5 ilustram os casos k = 0,1 e 2, para N = 100 e soma
nos modos n = 2, —1,0,1,2. Neles é possivel ver que a entropia parece convergir com
o aumento de ¢. Em particular, para k£ = 0, os valores de entropia obtidos condizem

com o discutido anteriormente, isto é, S de fato parece convergir para In(2).

k=0, N=100, n=-2,-1,0,1,2

0.68 |-
0.66 |-
0.64 -

0.62
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Fig. 8.5 Relagdo entre S e 0 para (a) k=0, (b) k=1e (c) k= 2.






Anexo A

Solugées de G(z, ')

Deseja-se encontrar a funcao G(x,z’) que satisfaga
%G (z,2") = §(x — o). (A.1)

Para tanto, é necessario impor certas condi¢oes de contorno para as solugoes. A

seguir alguns casos possiveis sao explorados.

A.1 Dominio de z na reta real

Nesse caso, as fungoes G(z,2') e §(z — ') sao escritas em termos das suas respectivas

transformadas de Fourier,

G(z,2/) = L / @) G (k) dk
oz —a)= -+ /OO R @=a") ;.
o < . 1
Substituindo-as na equagao (A.1), obtém-se G(k) = ——, tal que

k%’

1 0o pik(z—x')
G(z,x') = 5 /_Oo € 12 dk,

cuja solugdo é G(z,2') = |x — 2|.
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A.2 Dominio de z no intervalo [0, L) e condicao de
Dirichlet

Nesse caso, impoe-se a condi¢ao de contorno de Dirichlet G(z = 0,2") = G(x = L,2') =
0. O intervalo [0, L) deve ser dividido em duas regides. A primeira delas, regiao I, é
o intervalo no qual z < 2/. A segunda, regiao II, o intervalo no qual z > z’. Tem-se

entao

r<a, PGi(zx,x)=0,
x>, 0*Gr(x,2") =0,
com G;(0,2") = Gr;(L,2") = 0.

Além disso, deve-se ter que G(z',2") = Grr(2/,2') e

‘ 0*G(z, 2" )dx = /6 §(x — 2')dx = 0,G(x,2)

—€

ou seja,

0.Grr(z,2) — 0,Gr(z, 7))

/

T=T

As fungoes Gr(z,2') e G(x,x') que satisfazem essas condigoes sao

/
Gz, 2") = <i—1> x, 0<z<2a,
GII(w,ﬁl):(;—l)xl, ¥ <ax<L

A.3 Dominio de x no circulo e condicao periédica

Para resolver o problema com z € [0, 27) e condigoes de contorno periddicas G(0,z') =

G(2m,2'), é interessante reescrevé-lo como

{ 032G () = b(x),
G(0) = G(2m).
A solugao G(x) e a fungao §(x) sdo entdo escritas em termos de suas respectivas
séries de Fourier,
G(z) =ap+ i aie™®

k=—o00

k40
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1 1 &
) _ - 'ka.
(z) 2m i 2m k:_ooe
k#0

Substituindo as séries acima na equagao 9°G(x) = §(x), obtém-se

> (ik)ae™ = — i Z
k=—00 2 2 k=—
k40 kA0

e é possivel ver que o problema nao tem solucao. Isso porque cada modo, caracterizado
por k, é linearmente independente, tal que a equacao obtida significaria 0 = or para
k=0.

Para lidar com esse problema, o modo zero é considerado separadamente. Isso

significa buscar G(z) somente para k # 0, satisfazendo

Z (ik)Qakeikx - Z ikx
k=—00 k=—o00
k#0 k#0
T ta L tal
em-se entao ap — ————5, tal que
F 2mk? d
[e's) eikz
xr) = — —
) k; o2mk?’
=—00
k#0

e o problema se reduz a calcular a soma infinita.

Para tanto, nota-se que as seguintes manipulagoes podem ser feitas

-1 _ezkz 00 _elkac

C@) = X g Tl e

k=—
B 1 > <€—ik‘x N 6ik’x>
2m =\ k2 k2

- _217T (Lia(e™™) + Liz(e™))

onde Liy(e*™®) é a fungao polilogaritimica Liy(2) com s = 2 e z = €@ ¢ a seguinte

identidade foi usada:

Lia(2) = —Lip() ;ln2(z) -

z z—1
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Cabe ressaltar que o problema original estava escrito como 0% G (2/, 2") = §(a’ —2"),
evidenciando que G(a2’,2") deve ser simétrica com relagdo a 2’ e z”, assim como

d(z" — 2"). Porém, a solugao

nao é simétrica por paridade. Tal caracteristica se deve ao fato de, ao solucionar
o problema, o intervalo de dominio considerado, z € [0,2r), nao ser ele préprio
simétrico. Isso significa que a solugao que deve ser considerada é a mesma encontrada

anteriormente, porém transladada por um fator de 7, ou seja,

Glz) = —; (W—@wﬁ@)

Em termos de x e 2/, tem-se

para k #0ex € [—m, ).
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