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RESUMO

O conhecimento profundo do fluxo nao saturado pode ajudar bastante na
otimizacao de projetos e na acurdcia de resultados em diversos problemas da engenharia
geotécnica. Entretanto, as complexas leis que o regem, juntamente com a dificuldade
de obtencao das propriedades hidraulicas para alguns tipos de solo, tornam a sua
modelagem um processo desafiador, laborioso e, algumas vezes, com dados de saida do
modelo um tanto questiondveis. Em geral, sao necessdrias duas curvas que refletem as
propriedades hidraulicas de um solo nao saturado: curva caracteristica e curva de
condutividade hidrdulica nao saturada. O longo tempo de obtencao dessas curvas para
determinados tipos de solo utilizando técnicas tradicionais pode dificultar a utilizacao
da andlise nao saturada e levar ao uso frequente de relacbes empiricas ou mesmo a
considerar o solo sempre em saturacao plena. Desta forma, o permedmetro de centrifuga
surge como alternativa de aceleragao da obtencao das propriedades hidraulicas. O
objetivo do trabalho foi desenvolver um modelo, caracterizado por uma equacao
diferencial parcial capaz de representar o ensaio de centrifuga considerando o fluxo nao
saturado, transiente e com aceleragao centrifuga varidvel ao longo da amostra de solo.
O modelo tinha como caracteristica principal a possibilidade de utilizagao de dados de
um unico sensor de umidade para obter a curva caracteristica e a curva de
condutividade hidraulica nao saturada, utilizando como partida os estudos
desenvolvidos por Cavalcante & Zornberg (2017). O desenvolvimento analitico da
solucao e a solucao numérica foi feita utilizando o método das diferencas finitas e o
método das linhas. As solugdes numéricas permitiram a visualizacao qualitativa com a
andlise paramétrica e de sensibilidade do fendmeno a frequéncia de rotacao. O modelo
proposto foi validado pela utilizagdo de dados reportados em McCartney (2007). A
solucao do modelo, juntamente com o método dos minimos quadrados, se revelaram
adequados na obtencao das propriedades hidraulicas de solos, com excelente precisao e
rapidez comparado as técnicas tradicionais. Por meio da andlise das condicoes de
contorno relativas ao experimento e & modelagem, foi possivel definir uma regiao mais
favoravel para instalacao do sensor de umidade. Em geral, o modelo foi capaz de
representar o fendmeno em suas peculiaridades e foi criada uma metodologia de
interpretacao de dados transientes e estaciondrios que permitiram a obtencao das

propriedades hidraulicas requeridas.

vii



ABSTRACT

The unsaturated flow can be a great ally to design optimization and to results
accuracy in several problems to be solved in geotechnical engineering, but the complex
laws governing it, along with the difficulty of obtaining the hydraulic properties for
some soil types, make its modeling a challenging and laborious process with some
questionable output data. In general, two curves that reflect the hydraulic properties
of unsaturated soil are necessary: Soil Water Retention Curve and k-function. The
testing time requirement of these curves, for certain soil types, using traditional
techniques, can be long and costly, making the use of unsaturated analysis difficult and
leading researchers to use, frequently, empirical relationships or considering the even
considering the soil always in the saturated case. In this way, the centrifuge
permeameter was developed as an alternative to accelerate the acquisition of the
hydraulic properties. The object of this study was to develop a model, characterized
by a partial differential equation, capable of representing the centrifuge test considering
the unsaturated and transient flow and variable centrifuge acceleration along the soil
sample. The model’s proposal was to obtain the SWRC and the k-function based on
only one TDR data and the model of Cavalcante & Zornberg (2017). The analytical
development and its numerical solution was made using the finite difference method
and the method of lines. The numerical solutions allowed the qualitative visualization
with the parametric and frequency of the rotation’s sensitivity analysis. The proposed
model was validated by a soil studied at McCartney (2007). The model’s solution, along
with the least square minimum method, proved to be adequate in obtaining the
hydraulic properties of the soil, with excellent accuracy and celerity compared to
traditional techniques. A more favorable sensor installation position was defined
through the analysis of the boundary conditions concerning the experiment and the
modelling. In general, the model was able to represent the phenomenon in its
peculiarities and a methodology for transient and stationary data interpretation was

created, allowing the acquisition of the wanted hydraulic properties.

viil



1.

11
1.2

2.

2.1
2.2
2.3
2.4
2.5

|

3.1
3.2
33
3.4

4.

4.1
4.2

5.

5.1

SUMARIO

INTRODUCAO 1
OBIJETIVOS 3
ESTRUTURA DA DISSERTACAO 4

METODOS MATEMATICOS 6
EQUACOES DIFERENCIAIS PARCIAIS 6
METODO DE SEPARACAO DE VARIAVEIS 9
IMETODO DAS DIFERENCAS FINITAS 10
METODO DAS LINHAS 14
METODO DE AJUSTE: MiNIMOS QUADRADOS 15

FLUXO EM MEIO POROSO 17
FLUXO NAO SATURADO 17
MODELO CONSTITUTIVO DE CAVALCANTE & ZORNBERG (2017A) 23
FLUXO NAO SATURADO SOB CENTRIFUGACAO 25
EQUACOES DE CAVALCANTE & ZORNBERG (20178, IN PRESS) PARA A CENTRIFUGA 29

METODOLOGIA 31
MATERIAL 31
METODOS 34

4.2.1 DESENVOLVIMENTO DA EDP REGENTE DO FENOMENO 34
4.2.2 VALIDACAO DA FERRAMENTA NDSOLVEVALUE POR MEIO DO MDF 34
4.2.3 ANALISE PARAMETRICA E DE SENSIBILIDADE A FREQUENCIA DE ROTACAO 35
4.2.4 VALIDACAO DO MODELO POR DADOS EXPERIMENTAIS 36

DESENVOLVIMENTO MATEMATICO E SOLUCOES 39
DEDUCAO DO MODELO PARA CENTRIFUGAGAO 39
DESENVOLVIMENTO ANALITICO DA SOLUCAO 41

5.2

ix



5.3 SOLUCAO NUMERICA com 0 MDF 44
5.4 CONDICOES DE CONTORNO 48
5.4.1 CONTORNO COM UMIDADE CONSTANTE 48
5.4.2 CONTORNO COM INFILTRAGCAO COM VELOCIDADE CONSTANTE 48
6. ANALISE E DISCUSSAO DE RESULTADOS 50
6.1 ANALISE PARAMETRICA E DE SENSIBILIDADE 50
6.2 VALIDACAO DO MODELO PARA OBTENGCAO DAS PROPRIEDADES HIDRAULICAS 57
6.2.1. OBTENCAO DA CURVA CARACTERISTICA 57
6.2.2. VALIDACAO DO MODELO PARA O SENSOR Al (R =0,055M) 59
6.2.3. VALIDACAO DO MODELO PARA O SENSOR A2 (R=0,105M) 62
6.2.4. VALIDACAO DO MODELO PARA O SENSOR A3 (R=0,155M) 64
6.2.5. VALIDACAO DO MODELO PARA O SENSOR A4 (R=0,205M) 65
6.2.6. RESUMO DOS RESULTADOS ENCONTRADOS PARA OS SENSORES A1, A2, A3 EA4 67
6.2.7. CURVA DE CONDUTIVIDADE HIDRAULICA NAO SATURADA (K-FUNCTION) DO SOLO 68
7. CONCLUSOES 70
7.1 SUGESTOES PARA PESQUISAS FUTURAS 72
REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS 73




Lista de Figuras
Figura 2.1 - Tlustracao do esquema de discretizacao do MDF .............ccoooviiiiiiinn. 11
Figura 2.2 - Gréfico da equacgao da equagao da difusao resolvida pelo método das linhas
(modificado de Schiesser & Griffiths, 2009) ........ccooiiiiiiiiiiiiiiiieeee 15
Figura 3.1 - Diagrama de fases do solo com as indicagdes dos volumes (& esquerda) e
das massas (& direita) de um S0lo GENETICO. ....oovuuriiiiiiiiiiiiiiiiiie e 18
Figura 3.2 - Curva caracteristica do solo obtida a partir de diferentes técnicas
experimentais (modificado de McCartney, 2007). .....cooovreiiiiiiiiiiiniiien e 20
Figura 3.3 - Exemplo de funcao de condutividade hidraulica nao saturada em funcao
da succao matrica (modificado de Lu & Likos, 2004). ..c..ooeeerviiiiiiniiiiiiiniiiiiieceiiee. 22
Figura 3.4 - Aparecimento de vazios preenchidos por ar & medida que a sucgao no solo
RN A0 TC) 011 TP PP PP PP PPPPPON 22
Figura 3.5 — Permeametro de centrifuga: (a) Imagem externa da centrifuga (cedida pela
Universidade do Texas em Austin); (b) Imagem dos componentes internos da centrifuga
(cedida pela Universidade do Texas em Austin); (c) Secao transversal ilustrativa da

centrifuga desenvolvida na Universidade de Texas em Austin (Zornberg & McCartney,

Figura 3.6 - Esquematizacao das principais varidveis do modelo apresentado em
Zornberg & McCartney (2010) (modificado de Zornberg & McCartney, 2010).......... 27
Figura 3.7 - Sistema de eixos da centrifuga com origem no inicio do fluxo................ 28
Figura 4.1 - Avanco da frente de umidade ao longo do tempo e do comprimento de solo

(modificado de McCartney, 2007) ......cccueiiiiiiiiiiieiie et 33

x1



Figura 4.2 - Tlustracao das posicoes dos sensores quantificados em termos de r e de z,

Figura 4.3 - Curva caracteristica do solo estudado obtida por meio dos ensaios de papel
filtro e placa de pressao (modificado de McCartney, 2007) .......cceeeeeeriiiiiriiieeeenneeennnn. 34
Figura 4.4 — Ilustragao dos procedimentos de validagao da ferramenta NDSolveValue
que Utiliza MIOL.....oooi e 35
Figura 4.5 - Tlustracao de como foi desenvolvida a andlise paramétrica e a anédlise de
SENSIDIIAAAE ...t e 36
Figura 4.6 - Ilustracao demonstrativa de como foi realizada a validagao do modelo para
05 dados EXPETIMENEALS .eivvvtiieiiiiii e et e e 38
Figura 6.1 - Anélise da estabilidade de Von Neumann para determinacao do At que
torna a discretizagao eStAVEl ........oii i 50
Figura 6.2 - Valida¢ao do método das linhas (MOL) por meio do método das diferencas
finitas (IMDE) oo e 51
Figura 6.3 - Simulacao do fenémeno com as condicoes de contorno reais para pontos
distintos no solo para uma frequéncia de rotagao f= 150 7P ..ceeeeiiiiiiieeiiiiiiiineeee. 52
Figura 6.4 - Avango da frente de umidade ao longo da amostra para f= 150 rpm ...54
Figura 6.5 - Simulacao do fenémeno com as condicoes de contorno reais para pontos
distintos no solo para uma frequéncia de rotagao f= 200 rpm....cccevvreiiiiiiiiiiinneinnnn.. 55

Figura 6.6 - Anédlise de sensibilidade & frequéncia para um sensor localizado em r = 10

xii



Figura 6.8 - Modelagem da curva caracteristica do solo estudado utilizando o modelo
de Cavalcante & Zornberg (2017a) ....c.cooviiiiiiiiiiiiieiit et 59

Figura 6.9 - Dados do sensor de umidade Al no ensaio do permeametro de centrifuga

Figura 6.10 - Variacao do valor dos residuos quadraticos com 6.............cceevvueieeeennnnn. 60
Figura 6.11 - Comparacao entre curva experimental obtida por técnicas tradicionais e
a curva obtida pelo modelo proposto para o Sensor Al .........coooiiieeiiiiiiiniiiiiineeeinnn, 61

Figura 6.12 - Dados do sensor de umidade A2 no ensaio do permeametro de centrifuga

Figura 6.13 - Comparacao entre curva experimental obtida por técnicas tradicionais e
a curva obtida pelo modelo proposto para 0 Sensor A2 .........ccoveeeeeiiiiiiirieiiieeeeeeien. 63

Figura 6.14 - Dados do sensor de umidade A3 no ensaio do permeametro de centrifuga

Figura 6.15 - Comparacao entre curva experimental obtida por técnicas tradicionais e
a curva obtida pelo modelo proposto para o Sensor A3 ........ccoooviiieiiiiiiiiniiiiieeeeennn, 65

Figura 6.16 - Dados do sensor de umidade A4 no ensaio do permeametro de centrifuga

Figura 6.17 - Comparacao entre curva experimental obtida por técnicas tradicionais e
a curva obtida pelo modelo proposto para 0 Sensor A4 ..........coeeieieiiiiiiinieiiiineeen, 66
Figura 6.18 - Curva de condutividade hidrdulica obtida por meio do delta advindo do

MOAEIO PTOPOSTO...u ettt et e e e eeans 68

xiil



Lista de Tabelas
Tabela 4.1 - Parametros utilizados para a simulagao paramétrica do fenémeno........ 31

Tabela 4.2 - Dados para validagao do modelo (Teste IA) (modificado de McCartney,

Xiv



Lista de Abreviagoes e de Simbolos

Abreviacao

Significado

EDO
EDP
MDF

MMQ
MOL
PVI
TDR

Equacao Diferencial Ordindria
Equacao Diferencial Parcial
Método das Diferencas Finitas
Método dos Minimos Quadrados
Method of Lines (Método das Linhas)
Problema de Valor Inicial

Time Domain Reflectometer

Simbolo

Significado

a/cf

erf

R e Q =

> N~

Aceleragao centrifuga
Nimero de Euler
Funcao erro de Gauss
Frequéncia de rotacao da centrifuga
Fator de amplificacao
Aceleragao gravitacional
Polinémio de Hermite
Ntmero imagindrio
Residuos no MMQ
Constante de separacao
Funcao de condutividade hidraulica nao
saturada em funcao de 6
Funcao de condutividade hidraulica nao
saturada em funcao de 1
Condutividade hidraulica saturada
Comprimento da amostra de solo
utilizada na centrifuga
Porosidade

Nivel de gravidade na centrifuga

XV



Simbolo Significado
Q Numero de onda das séries de Fourier
Distancia de um ponto do solo ao inicio
' da amostra
Distancia do inicio da amostra ao eixo de
T, rotagao para o sistema de eixos usado no
trabalho
S Grau de saturagao do solo
U, Pressao de ar no solo
ut Valor de u(z,t,) para o MDF
Amplitude do erro no instante k
U, Pressao de dgua no solo
V Volume total do solo
Velocidade de infiltracao da dgua no solo
v, durante o ensaio do permeametro de
centrifuga
V, Volume de particulas sélidas do solo
V., Volume de dgua presente no solo
Velocidade de percolacao da dgua no eixo
v, .
w Umidade gravimétrica
z Carga altimétrica
Vetor que define o sistema de
2 coordenadas utilizado em Zornberg &
Mccartney (2010)
A Discriminante da EDP
0 Parametro de ajuste hidrdulico
Ar Espagamento dos pontos da malha em r
At Espagamento dos pontos da malha em ¢

xvi



Simbolo

Significado

Atl

Az

¢
P

centrifugo

Y

T

Valor de At que torna a discretizacao
estdvel segundo & expressao de Von
Neumann desenvolvida

Espacamento dos pontos da malha em z

Carga hidraulica da dgua no solo

Potencial centrifugo
Peso especifico da dgua
Succao osmética
Teor de umidade volumétrica

Valor de umidade constante em alguma

fronteira do solo no ensaio de centrifuga

Teor de umidade volumétrica inicial
Teor de umidade residual

Teor de umidade volumétrica saturado

Velocidade angular do eixo de rotacao da
centrifuga
Parametro constante real positivo de

transformagao e ajuste usado na solucao
da EDP

Succao total

xXVvil



1. INTRODUCAO

Ao analisar um fenémeno, deve-se compreender como o sistema observado
funciona e, para uma compreensao razoavel, criam-se modelos capazes de representd-lo
de maneira aproximada. Na elaboracao de um modelo, sao determinadas quais
grandezas fisicas que fazem parte do ambiente estudado e as leis de conservacao ou
modelos constitutivos adequados sao aplicados. Os resultados sao equagoes que
relacionam as grandezas entre si para um continuo de espago e de tempo (Fortuna,
2012).

As equagoes resultantes sao, em sua maioria, equagoes diferenciais cujas solucoes
podem ser utilizadas para explicar ou prever fendémenos. Essas solugoes podem ser do
tipo analiticas, que sao de dificil obtencao e, geralmente, encontradas sob condigoes
simplificadas, ou numéricas, que sao solugoes obtidas para um conjunto finito de pontos
de uma determinada malha de discretizacdo para o espago e/ou para o tempo (Fortuna,
2012).

Com presenca constante em obras de engenharia geotécnica, o fluxo de dgua em
meio poroso necessita ser estudado de forma que os modelos desenvolvidos possam
representar, de forma pratica, as situagoes nas quais ele é presente. Este estudo, porém,
se torna laborioso, pois as equacoes desse fendmeno apresentam elevada complexidade
matematica e dificilmente apresentam solugoes analiticas explicitas (Fletcher, 1991).

O problema de fluxo de dgua em um solo, muitas vezes, considera o solo na
situagao de saturagao total, assumindo um sistema bifdsico na modelagem, ou seja,
constituido apenas de particulas sélidas e de dgua. Essa simplificacao, apesar de, na

maioria das vezes, conduzir o resultado aos cendrios de pior caso e apresentar uma



maior simplicidade matemadtica, acaba por impedir a otimizacao de projetos e a
obtengdo de resultados mais precisos (Fredlund & Rahardjo, 1993; Zornberg &
McCartney, 2010).

Para uma melhor representacao da realidade de comportamento de alguns solos,
nos ultimos anos, intensificaram-se os estudos sobre a mecénica dos solos nao saturados
(Lu & Likos, 2004). O conhecimento e a simulacao do fendmeno, além da exigéncia
matemdtica e de modelos constitutivos especificos, torna necessirio, também, a
aquisicao de propriedades hidraulicas do solo que dirao como ele se comportara quando
submetido ao fluxo nao saturado.

Essas propriedades, entretanto, apresentam limitacoes para alguns tipos de solos,
devido ao seu longo tempo de obtencgao experimental (McCartney, 2007), gerando
atrasos no desenvolvimento de projetos e/ou altos custos, e, muitas vezes, obrigando
os engenheiros projetistas a utilizarem abordagens empiricas, ao invés de uma
abordagem experimental especifica para o tipo de solo a ser estudado (Zornberg &
McCartney, 2010).

A centrifuga, ja utilizada hd décadas em outras dreas, como a médica, apresenta-
se como uma alternativa vidvel para obtencao das caracteristicas hidraulicas do solo.
Por meio do aumento do campo gravitacional localizado, o permeametro de centrifuga
possui a vantagem da otimizacao dos tempos de ensaio, especialmente quando o solo
apresenta baixas permeabilidades (Nimmo et al., 1987).

Devido ao seu curto tempo de ensaio e também & transiéncia do evento ocorrido,
os dados recebidos da centrifuga apresentam elevada dispersao e wuma dificil

interpretacao para obtencao das caracteristicas hidraulicas. Além disso, devido ao fato



de que as particulas de solo apresentam diferentes distdncias ao eixo de rotacao, um
gradiente de energia é formado ao longo da amostra de solo ensaiada. Como uma
simplificagao para os modelos, todas as abordagens da literatura consultadas
consideraram tal gradiente de energia desprezivel devido ao tamanho da amostra de
solo (Alemi et al., 1976; Dell’Avanzi et al., 2004; McCartney, 2007; Nimmo, 1990).
Este estudo dedica-se, entao, a compreender o fenémeno de fluxo por
centrifugacao em solos nao saturados para tornar a andlise transiente dos dados
recebidos palpédvel, facilitando a sua interpretagao por meio de um modelo matematico
preciso que considera a variagao de energia rotacional ao longo da amostra de solo, de
forma a obter uma simulagao correta do fendmeno e permitir a aquisicao de
propriedades hidraulicas do solo por meio desse ensaio.
1.1 Objetivos
O objetivo desta dissertacao é desenvolver um modelo numérico capaz de simular
o fenébmeno de fluxo nao saturado e transiente sob a agao de uma forga gravitacional
gerada pelo permedmetro de centrifuga considerando uma aceleracao centrifuga
varidavel ao longo do solo.
O trabalho conta com os seguintes objetivos especificos:
v' Fazer o desenvolvimento analitico e resolu¢do numérica das equacgoes diferenciais
parciais regentes do fluxo nao saturado e transiente na centrifuga quando se utiliza
o modelo constitutivo de Cavalcante & Zornberg (2017a);
v' Realizar a analise paramétrica e de sensibilidade & frequéncia de rotacao do modelo
desenvolvido, assim como a validacao qualitativa conforme o fenémeno fisico e

ensaios previamente visualizados;



v" Desenvolver uma metodologia de interpretacao de dados transientes recebidos por
um unico sensor de umidade capaz de fornecer a curva caracteristica e a curva de
condutividade hidraulica nao saturada do solo;

v" Validar o modelo numérico desenvolvido a partir da utilizacao de dados reportados
em McCartney (2007);

v Propor a posi¢ao ideal de instalacao de um sensor de umidade para a centrifuga.

1.2 Estrutura da dissertagao

O Capitulo 1 trata da introdugao e definicao dos objetivos da pesquisa.

No Capitulo 2 sao contemplados os métodos matemdticos que serao utilizados
para realizacio dos objetivos propostos. E discutido, de forma sucinta, o tépico de
equacoes diferenciais parciais e de como se encontra sua solucao analitica usando o
método de separacao de varidveis. Apresentam-se, também, dois métodos para solugao
numérica, o método das diferencas finitas e o método das linhas, discutindo-se sobre
quando ha a necessidade de uma solugao numeérica. Por fim, discute-se como funciona
o ajuste numérico de funcoes com base em dados experimentais.

Os conceitos base para o entendimento do fluxo nao saturado, com os parametros
normalmente utilizados e os gréficos que sao, geralmente, obtidos em laboratério sao
abordados no Capitulo 3. Mostram-se as equagoes que regem o fluxo gravimétrico e sob
acao de centrifugacao, bem como os modelos constitutivos e leis de conservagao que
podem ser utilizados para relacionar as propriedades hidraulicas do solo entre si.

A metodologia da pesquisa é apresentada no Capitulo 4.

O Capitulo 5 trata do embasamento matemédtico do que serd utilizado na andlise

de resultados. Faz-se a deducao do modelo com aceleragao centrifuga varidvel e o



desenvolvimento analitico e numérico das solucoes. Apresenta-se, também, como serao
tratadas matematicamente as condigoes de contorno e o método a ser utilizado de
ajuste de parametros no recebimento e interpretacao de dados de ensaio.

O Capitulo 6 apresenta a andlise e discussao dos resultados. Inicia-se com a
simulacao do fendémeno com a andlise paramétrica e de sensibilidade a frequéncia de
rotacao. Em seguida, é realizado um estudo de caso dos ensaios executados previamente
com uma sugestio de posicao ideal para o sensor de umidade instalado. E plotada a
curva de condutividade hidraulica nao saturada para o solo estudado e justifica-se, com
os resultados, a relevancia e a necessidade de retratar o fendémeno com uma aceleragao
centrifuga varidvel.

Por fim, as conclusoes do trabalho e as sugestoes para trabalhos posteriores sao

tratadas no Capitulo 7.



2. METODOS MATEMATICOS

E provido, neste capitulo, o embasamento matematico a ser utilizado nos capitulos
seguintes para o desenvolvimento do modelo.
2.1 Equagoes diferenciais parciais

A partir da modelagem, que relaciona as grandezas envolvidas com os seus
modelos constitutivos respectivos, obtém-se as equacoes do modelo que sao, em geral,
equagoes com um operador diferencial (equagoes diferenciais). Quando existem
derivadas parciais em termos de duas ou mais varidveis independentes, a equagao se
torna uma Equagao Diferencial Parcial (EDP).

A ordem de uma equagao representa a ordem da maior derivada parcial presente.
As EDPs lineares de segunda ordem para fenémenos transientes sao equacoes da fisica
matemadtica de especial relevancia para os problemas de engenharia em geral. Elas
apresentam a seguinte forma:

2 2 2
Ou_ pdu +082‘+D@+E%+Fu:0 (2.1)
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onde A, B, C, D, E, F, G representam fungoes de x e/ou de t.

O fen6meno nao precisa, obrigatoriamente, ter a varidvel temporal. No caso, a
EDP de segunda ordem apresentaria, em vez de uma varidvel temporal ¢, uma varidvel
espacial y. As equagoes como a Eq. (2.1) apresentam uma singular classificacao,
fundamentada no discriminante A. Este pode ser calculado por:

A= B> —4AC (2.2)

Por meio da Eq. (2.2), as EDPs de segunda ordem podem ser classificadas como

elipticas, parabdlicas ou hiperbdlicas, conforme seu discriminante seja, respectivamente,



negativo, nulo ou positivo. Essa classificagao nao é meramente académica, uma vez que
cada classe de equacoes estd associada a uma categoria diferente de fenomenos fisicos
e também a resolutividades numéricas e analiticas diferentes (Oliveira & Tygel, 2010;
Fortuna, 2012). Além disso, uma mesma equagao pode apresentar classificagoes
diferentes para determinadas regides, pois as varidveis A, B, e C podem nao ser
constantes, o que pode vir a aumentar a complexidade do problema.

Em especial, os fenémenos de fluxo unidimensional transiente apresentaram uma
componente de 1* ordem em t e componentes de 1* ou 2* ordem em z, permitindo que
as suas equagoes sejam classificadas em parabdlicas ou hiperbdlicas. Conforme a
natureza dos fendmenos, quando se manifestam mecanismos de dissipacao de energia,
os modelos sao descritos por equacoes parabdlicas, caso contrario, sao representados
por equagoes hiperbdlicas (Fortuna, 2012).

Solucionar a EDP apresentada na Eq. (2.1) significa encontrar uma fungao u(z,t)
que obedeca & equacao e também as condigoes impostas do problema que, para um
problema transiente, sao as condigoes iniciais e de contorno, o que permite chamar esse
problema de Problema de Valor Inicial (PVI). A condigao inicial é o valor da varidvel
u quando t = 0 e as condigoes de contorno representam equacoes matemaéticas a serem
obedecidas nos contornos do problema para t > 0.

As condigoes de contorno sao classificadas, em geral, em trés tipos: condicao de
Dirichlet, de Robin e de Neumann. A condicao de Robin unidimensional apresenta a

seguinte formulacao:

au+6% = (2.3)

onde,



a,(, e y = fungoes de z e de t;
n = normal ao contorno.

As condigoes de Dirichlet e de Neumann sao casos particulares derivados da
condicao de Robin. Quando a =0, a condicao descrita é de Neumann e, quando
6 = 0, de Dirichlet.

Fisicamente, as condi¢oes de Neumann e de Robin podem apresentar significados
diferentes a depender do fendmeno descrito e a condicao de Dirichlet estabelece o valor
da varidvel em determinados pontos do contorno. Uma descricao detalhada e
matemadtica das condigbes de contorno, em geral, pode ser vista em Borges (2016) e, do
ponto de vista histérico, Cheng & Cheng (2005) apresentam as contribui¢oes e a
evolugao matemaética nesse tema.

Estabelecidas a modelagem, a equacao e as condigoes iniciais e de contorno, parte-
se para encontrar a solucao. A solugao de uma EDP pode ser analitica, que é quando
encontra-se uma fungao explicita continua u(z,t) das varidveis independentes para todo
o dominio espago-temporal, ou numérica, em que os valores u(z,t) sdo determinados de
forma aproximada apenas para pontos da malha discretizadora do dominio espaco-
temporal.

Em geral, as solugoes analiticas, embora fornecam uma maior flexibilidade de
parametros e apresentem resultados exatos de acordo com o modelo proposto, sao de
dificil obtencao e, em geral, os cendrios em que elas sao obtidas sao quando o fenémeno
sofre simplificagdes (Fletcher, 1991; Fortuna, 2012), seja na sua formulagao ou nas
condicoes de contorno. Elas sao, também, um meio de verificacao da validade da

solucao numérica.



Quando nao é possivel a resolucao analitica para o cendrio requerido, procura-se
uma solucao numeérica, que pode ser validada com uma solugao analitica simplificada e
também com a experimentacao. Comparando os resultados numéricos e experimentais,
a solucao pode ser recalibrada até que haja uma harmonia entre o modelo matematico
e o fendmeno fisico, gerando uma maior confiabilidade e, posteriormente, a otimizacao
de quantidades e formas de conduzir um procedimento laboratorial.
2.2 Método de separagao de varidveis

Ha&, na literatura, uma variedade de métodos analiticos para resolucao de EDPs.
Como exemplos, podem ser citados os métodos de separacao de varidveis, de
transformadas integrais, de mudanca de coordenadas e de expansao por séries de
autovalores.

O método de separacao de varidveis, também chamado de método de Fourier, é
o método mais amplamente utilizado para a resolucao de EDPs quando aplicdvel
(Farlow, 1993). Ele é uma tipica solu¢do para o caso de dominios espaciais finitos
(Oliveira & Tygel, 2010), possibilitando a resolugao de cldssicas e importantes equagdes
da fisica matemdtica, como as equagoes da onda, da difusao e do adensamento de
Terzaghi.

Nesse método, se for aplicado em uma EDP como a apresentada na Eq. (2.1), a
funcao u(z,t) é escrita da seguinte forma:

u(x,t) = X(:z:)T(t) (2.4)

onde X(z) e T(t) sao fungoes unicamente dependentes de z e de t, respectivamente.

A ideia geral é que sejam encontradas infinitas fungoes u,(z,t) que satisfacam a

equagao e as condigoes de contorno. Essas fungbes wu(z,t) = X,(z)T,(t) (solugoes



fundamentais) irdao compor a solugao final por uma combinagdo linear da seguinte

forma:

o0

u(z,t) =Y AX, (2)T (¢ (2.5)

k=1

onde A, sdo constantes que compoem cada termo da combinagao linear.

A linearidade da EDP garante que a combinacao linear das solugoes fundamentais
também serd solugao. Apds esse processo, aplicam-se as condigoes iniciais e de contorno
estabelecidas no problema e tem-se a solucao final. Garantindo a unicidade da solucao,
essa serd a solugao analitica do problema estudado. Outros métodos analiticos também
podem ser utilizados para encontrar a solucao analitica, cabendo ao pesquisador
escolher o método que trard maior simplicidade de resolucao.

2.3 Método das diferencas finitas

As solucoes analiticas sao, em geral, dificeis de serem obtidas e, por isso, pode-se
optar por uma solucao numeérica da equacao estudada. A esséncia geral dos métodos
numeéricos é a discretizagao do continuo e, no caso do Método das Diferencas Finitas
(MDF), sua ideia geral ¢ a discretizagdo dos dominios e a substituicdo das derivadas
presentes na equagao diferencial por aproximagoes envolvendo somente valores
numéricos da func¢do (Cuminato & Meneguette Junior, 2013).

A metodologia tem como base a expansao em séries de Taylor de uma funcgao. A

expansao de Taylor de uma funcao de uma varidvel é uma expansao infinita dada por:

d h d? B d"
florn)=s)+n s 20y B2

+... (2.6)

Para uma aproximacgao da primeira derivada, pode-se utilizar a expansao até n =

1 obtendo-se:
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a o, +h)—f(=,)

. ., (2.7)

onde z; representa a coordenada de um ponto no dominio da fungao onde se quer
calcular a derivada.

A Eq. (2.7) representa uma aproximacgao da primeira derivada de primeira ordem
em avanco. Quando h tende a zero, a derivada se torna uma funcao exata e, para um
h > 0, a derivada é uma funcdo aproximada. Caso a fungao seja do tipo u(z,t),
representando um fendémeno unidimensional transiente, a aproximacao da primeira
derivada de primeira ordem em avango se torna:

8u<x,t> N u(mi—i—Al’,tk)—U(%tk) 2.8
) - . (2.8)

onde z; e t, representam pontos no dominio discretizado da funcao u(z,?).

O termo Az pode ser visto como um espagamento entre os pontos que discretizam
o dominio. A partir dele é que a malha é criada, juntamente com o espacamento At.
Para uma EDP de regime transiente, definem-se os espacamentos e uma visualizagao
geométrica pode ser feita da solugdo numérica, pois o termo wu(z,t,) pode ser

simplificado, usualmente, pelo termo u," e cada ponto deste se visualiza na Fig. 2.1.

Az
k41 0 @@ 0>At
ko @ e e @)
fe1 Q@ Qo Q@

i1 i i+1

Figura 2.1 - Tlustracao do esquema de discretizacao do MDF
H4 infinitas aproximagoes que podem ser feitas para as derivadas de uma fungao

pelo MDF, a depender da quantidade de pontos utilizados e da ordem da aproximacgao.
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Existem, entretanto, formulagoes cldssicas e de maior utilizacao préatica para
determinado tipo de derivagdo. Para a segunda derivada da fungao wu(z,t), pode-se
utilizar a seguinte equacao:

0*u (x,t) N u(xl + Aa:,tk> — 2u(:v7./,tk) + u(% — AI,tk)
ox? Az

(2.9)

Em teoria, caso se utilize uma discretizacao cada vez menor, a solugao pelo MDF
deveria se aproximar da solucao analitica. Esse fato, entretanto, somente ocorre se a
discretizacao utilizada for consistente, convergente e estavel.

A consisténcia é a propriedade que une a discretizacao numérica utilizada a
equagao diferencial parcial original. Uma discretizagao é consistente quando, ao utilizar
Az e At tendendo a zero, ela volta a equagao diferencial original (Fortuna, 2012). Isso
pode ser verificado a partir da reexpansao dos termos do tipo v, pela série de Taylor
e, se a equacao original for encontrada, existe uma correspondéncia biunivoca entre a
equacao original e a sua formulacao por diferencas finitas.

A estabilidade estd relacionada & propagacao dos erros de truncamento & medida
que o processo de cdlculo numérico vai se perpetuando. Define-se o método numérico
como estavel quando o conjunto de erros acumulados nos cédlculos seja desprezivel
(Noye, 1984).

Além de estdvel, um método numeérico deve ser convergente, que é a correlagao
entre a solucao numérica aproximada e a solugao analitica exata. Em geral, nao é
possivel encontrar a convergéncia e, para isso, adota-se um método alternativo: o

Teorema de equivaléncia de Lax que diz que, para uma solucao numérica de um
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problema linear de valor inicial bem posto, com uma discretizacao consistente, a
estabilidade ¢ a condigao necessdria e suficiente para a convergéncia (Fortuna, 2012).

O método mais amplamente utilizado para a determinacao das condigoes de
estabilidade de uma EDP linear é a andlise da estabilidade de Von Neumann. Ela se
baseia no fato de que os erros de arredondamento do método numérico também devem
obedecer & EDP estudada e eles ndo devem aumentar sem limites (Noye, 1984; Fortuna,
2012). Nesse método, faz-se a substituigdo da func¢ado na equagao original por uma
componente da série harmonica de Fourier, da seguinte forma:

ul = Uke'® (2.10)

onde,

U* = amplitude do erro no instante k;

I = nidmero imaginério, de valor numérico \/jl :
() = nimero de onda na série de Fourier.

Essa substitui¢ao pode ser feita porque a EDP ¢é linear. A decomposi¢ao do erro
propagado em uma série de Fourier foi feita e apenas um dos termos da série foi
analisado. Caso em um dos termos a solucao seja estavel, pelo principio da superposicao
dos termos lineares, a série por inteira serd estdvel e, por conseguinte, o erro propagado
serd controlado e nao se amplificard infinitamente.

Ao final, com a substituicao, encontra-se uma equacao do seguinte tipo:

Ut = Gu”* (2.11)
onde G é o fator de amplificacao que controla a amplificacao ou a atenuagao do erro

para o passo de tempo seguinte.
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Este termo G serd funcao de diversas varidveis e, dentre elas, os pardmetros de
discretizacao. Deve-se buscar uma combinacao de parametros de forma a obedecer &
inequacao |G| < 1, para que o erro nao seja amplificado ao longo do processo de célculo
e, assim, o método de Von Neumann garante a estabilidade da equacao a ser resolvida.
2.4 Método das linhas

O Método das Linhas (Method of Lines, ou MOL) se baseia no conceito de semi-
discretizacao: a varidvel espacial é discretizada, enquanto a varidvel temporal é mantida
continua. Com isso, reduz-se o problema, numericamente, a resolucao de uma Equagao
Diferencial Ordinédria (EDO) para os diversos pontos da malha espacial. Nesse caso,
um conjunto de equacgoes é gerado e apresentado da seguinte forma:

{“1 (t),u2 (t),...,un (t)} (2.12)
onde cada fungao w,(t) representa uma aproximagao nos pontos da malha em que i =
1, 2, 8,..., n.

Esse método é uma poderosa ferramenta, também, para resolucao de equagoes
nao lineares. O nome método das linhas se deve & sua aparéncia: para um problema
transiente, a resolucao da EDP geram varias EDOs cujas solugoes sao funcoes lineares
e os seus gréficos, plotados em u(x,t) em z e ¢, geram um conjunto de linhas paralelas
entre si no espago (Schiesser & Griffiths, 2009). A Fig. 2.2 ilustra uma solugao

utilizando esse método para a equacao da difusao.
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Figura 2.2 - Gréfico da equacao da equagao da difusao resolvida pelo método das

linhas (modificado de Schiesser & Griffiths, 2009)
2.5 Método de ajuste: minimos quadrados

Frequentemente, para as equagoes regentes dos fendmenos fisicos, existem
parametros de ajuste que sao encontrados a partir de dados experimentais especificos
para o tipo de solo ou de material a ser ensaiado. Existem ensaios, entao, realizados
prioritariamente e, com eles, pardmetros sao calculados por retroandlise e, apds isso,
diversos fenomenos podem ser simulados para aquele tipo de material com os
parametros calibrados para determinada equacao.

As curvas caracteristicas e curvas de condutividade hidraulica do solo, em seus
diversos modelos encontrados na literatura, apresentam pardmetros de ajuste que
podem ser encontrados a partir de ensaios de fluxo de dgua no solo. Para isso,
entretanto, necessita-se de um modelo fisico consolidado e coerente com o tipo de ensaio
a ser utilizado, fazendo-se a equivaléncia de fen6meno, condicoes de contorno e

condicoes iniciais.
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Tanto para equacoes analiticas ou numéricas que regem o fené6meno, é necessério
a definicao de um método para o melhor ajuste do fendmeno a ser considerado e, para
a verificacao se o ajuste foi feito coerentemente, pode-se usar a estratégia de otimizacao
com o auxilio do Método dos Minimos Quadrados (MMQ).

Como premissa para abordagem do MMQ), o conceito de residuo é estabelecido.
Trata-se do critério para a determinacao de quao bom foi o ajuste com base na diferenca
entre os valores observados e os valores previstos pelo fenomeno (Triola, 2015).
Equacionando, obtém-se:

J, =y, —f(z) (2.13)
onde,
J; = residuos observados;
y; = valor numérico de um dado medido;
f(x;) = valor numérico de um dado calculado pelo modelo tedrico.

O MMQ define que o melhor ajuste a ser utilizado é aquele que minimiza a soma
dos quadrados dos residuos, segundo a equagao abaixo:

K=Y J? (2.14)

O objetivo é, portanto, minimizar o valor de K. Quando os dados observados sao
exatamente iguais aos tedricos previstos, esse é o melhor ajuste e igual a zero. A
metodologia permite um ajuste de curvas para dados onde nao ha ponderagao de
residuos e permite que até mesmo a solugao numérica também seja utilizada para ajuste
de pardmetros em um experimento, apesar de possivelmente requerer um maior custo

e um maior desenvolvimento computacional se comparado com uma solugao analitica.
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3. FLUXO EM MEIO POROSO

Apresentam-se, neste capitulo, os conceitos inerentes e fundamentais para a
compreensao da modelagem do fluxo nao saturado gravimétrico e também sob a acao
de centrifugacao, mostrando os principais modelos constitutivos das propriedades
hidrdulicas do solo e as equagoes diferenciais parciais regentes do fluxo para diferentes
situacoes experimentais.

3.1 Fluxo nao saturado

As propriedades inerentes ao solo influenciam diretamente os seus mecanismos de
atuacao e a sua andlise, a depender da quantidade de fenémenos considerados, pode se
tornar mais complexa e, possivelmente, mais realista. Considerar a saturacao total e
permanente no solo pode ser, em uma grande diversidade de situacoes praticas, uma
andlise simplista, podendo levar a erros de superdimensionamento em obras geotécnicas
por uma impossibilidade de otimizac¢ao do projeto (Zornberg & McCartney, 2010).

Surge, entao, a necessidade de estudar o fen6meno em um maior grau de
complexidade: em vez de o solo ser modelado em saturagao plena, ou seja, como uma
estrutura bifdsica constituida de, somente, particulas sélidas e dgua, ele apresentard
uma estrutura, no minimo, trifasica, constituida por particulas sélidas, dgua e ar. A

Fig. 3.1 apresenta, de forma esquemadtica, o diagrama de fases de um solo.
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Figura 3.1 - Diagrama de fases do solo com as indicagdes dos volumes (& esquerda) e

das massas (a direita) de um solo genérico.

E necessdrio obter, a partir do diagrama mostrado, varidveis quantitativas de
caracterizagao do solo em relagoes de volume e de massa. A literatura aborda diversos
parametros a serem obtidos e, em especial, cita-se os que medem a quantidade de dgua
contida no solo. Esses sdo, principalmente, trés: grau de saturagdo (S), umidade
gravimétrica (w) e teor de umidade volumétrica (). O teor de umidade volumétrica é
um parametro tipicamente utilizado para quantificar a dgua presente no solo,

especialmente para solos com baixa compressibilidade (McCartney, 2007). Ele é dado

por:
V
0=—" 3.1
= (3.1)
onde,
V, = volume de dgua presente no solo [L(”];

V = volume total do solo, incluindo particulas sélidas, dgua e ar [L7].
Os vazios do solo estarao, entao, preenchidos por dgua e por ar. Se o solo estiver

saturado, isto é, todo o volume de ar for ocupado por dgua, o teor de umidade
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volumétrica serd igual a 6, indicando saturacao total, e este serd igual a porosidade

total do solo, isto é:

s V + Vg

onde,
V, = volume total de particulas sélidas no solo [L7];
n = porosidade do solo [L’L".

Matematicamente, uma das diferencas na modelagem do solo nao saturado é que
haverd, em contabilizacao, o valor da pressao de ar nos poros juntamente com a pressao
da dgua (Fredlund & Rahardjo, 1993). A varidvel sucgao, que representa a energia livre
do solo, ¢ utilizada para contabilizar a contribuicao do ar e da d4gua em sua constituicao,
em vez de considerar somente a poropressao, como ¢é feito no caso saturado. A sucgao
total ¢ é dada por:

Y=(u,—u)+n (3.3)
onde,
u,-u, = sucgao métrica do solo [ML'T7;
u, = pressao de ar no solo [ML'T7;
u,, = pressao da dgua no solo, ou poropressao [ML'T7;
T = sucgao osmética do solo [ML'T.

Em geral, a succao osmética nao é contabilizada. Isso se deve ao fato dela estar
relacionada com a concentracao de sais no solo e as suas variacoes ao longo do espaco,
de forma geral, nao sao significativas, fazendo com que seu gradiente seja considerado

como aproximadamente zero.
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Fisicamente, também, é aceitdavel considerar a pressao de ar como sendo zero.

Essa situagao ocorre quando o solo estd aberto para a atmosfera e a pressao

contabilizada é a pressao relativa. Neste caso, a sucgao se torna, de forma simplificada:

v =—u,

(3.4)

Quanto mais o teor de umidade volumétrica se aproxima do seu valor na

saturagao, menor serd a suc¢ao (em médulo), pois a pressdo da dgua vai se tornando

cada vez maior (menos negativa). Espera-se, entao, que exista uma relagdo matematica,

entre a quantidade de dgua no solo e a sua succao. Essa relacao gréfica é denominada

curva caracterfstica, ou curva de retencao, do solo, sendo mostrado, um exemplo, na

Fig. 3.2.
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Figura 3.2 - Curva caracteristica do solo obtida a partir de diferentes técnicas

experimentais (modificado de McCartney, 2007).

McCartney (2007) descreve a curva caracteristica como sendo a demonstragao da

energia requerida para remover dgua do solo. Ele divide as técnicas de obtengao da

curva em duas categorias: técnicas fisicas, que envolvem a expulsao de dgua do solo a
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partir da imposi¢cao de um valor conhecido de sucgao em sua fronteira, ou técnicas
termodindmicas, que envolvem a evaporacao de &dgua do solo em um ambiente
controlado com umidade relativa conhecida. Como exemplo de técnicas fisicas usuais
pode-se citar o ensaio de placa de pressao ou ensaio em coluna e, de técnicas
termodinamicas, o ensaio de papel filtro.

Na andlise saturada, um dos pardmetros de grande relevancia pratica que controla
o fluxo de dgua em um solo é a condutividade hidraulica ou coeficiente de
permeabilidade k, (Harr, 1991; Das & Sobhan, 2013). Ela indica a facilidade com a qual
um fluido Newtoniano percola através de um meio poroso e o seu valor depende tanto
das propriedades da matriz sélida como da fase liquida, ou seja, propriedades como a
porosidade do solo, densidade e viscosidade do fluido que o percola influenciam no valor
de k, (Harr, 1991; Camapum de Carvalho et al., 2015).

Na regiao nao saturada, além da influéncia do esqueleto sélido e do liquido, a
condutividade hidrdulica depende, também, da quantidade de dgua presente nos vazios
do solo que pode ser medida, por exemplo, por meio do teor de umidade volumétrica
0. Neste momento, nao mais existe um valor de permeabilidade saturada, mas sim uma
fungao de condutividade hidrdulica nao saturada, ou k-function (Lu & Likos, 2004).

A medida que o solo se dessatura, o volume de dgua ocupado diminui e o ar que
ocupa os vazios do solo forma canais que podem ser considerados canais de nao
condutividade da dgua. O acréscimo do médulo da succao gera um maior volume de ar
nos vazios do meio, uma menor quantidade de dgua e, por conseguinte, uma menor
quantidade de caminhos preferenciais para o fluxo e, entao, uma menor condutividade

hidraulica da dgua (Fredlund & Rahardjo, 1993).
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A funcao de condutividade hidraulica nao saturada pode ser plotada com o eixo
horizontal na varidvel suc¢ao maétrica ou teor de umidade volumétrica representando,
respectivamente, k(1)) e k(6). Um exemplo de funcdo de condutividade hidrdulica pode

ser visualizado na Fig. 3.3.

102 E

ks=2 X100 cm/s

2

x‘:‘ecngem

Condutividade hidrdulica k,, cm/s
2 ?

0G4 1 10 100 1000

Sucgao Matrica, kPa

Figura 3.3 - Exemplo de fungao de condutividade hidrdulica nao saturada em fungao

da succ@o matrica (modificado de Lu & Likos, 2004).
A Fig. 3.4 demonstra, ilustrativamente, o aparecimento do volume de ar & medida

que a sucgao aumenta.

Solo Solo
Saturado Nao Saturado

Figura 3.4 - Aparecimento de vazios preenchidos por ar & medida que a succ¢ao no

solo aumenta.
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Devido & dificuldade de obtencao experimental, diversos pesquisadores tém
trabalhado em relacoes empiricas, modelos estatisticos e modelos tedricos para a
obtencao da funcao de condutividade hidraulica nao saturada (Fredlund et al., 1994).
Na pratica, apesar de existirem técnicas experimentais que se baseiam na aplicagao de
fluxo de dgua ou gradientes de succao, devido a dificuldade de execugao e imprecisao
nos resultados para toda a faixa de succao, o tnico valor calculado na curva de
condutividade hidrdulica nao saturada é o coeficiente de permeabilidade saturado k..
Os outros pontos sado determinados a partir de relagoes matemédticas (McCartney,
2007).

3.2 Modelo constitutivo de Cavalcante & Zornberg (2017a)

Ao longo do tempo surgiram diversos estudos que buscaram encontrar uma funcao
matemadtica capaz de representar a curva de retencao e de condutividade hidraulica do
solo. Dois exemplos de modelos comumente usados sao os modelos de van Genuchten
(1980) e de Fredlund & Xing (1994).

Cavalcante & Zornberg (2017a), entretanto, inovaram ao propor modelos
constitutivos que fossem capazes de resolver, analiticamente, a equacao diferencial
parcial que rege o fluxo nao saturado gravimétrico do solo: a equacao de Richards.

Para fluidos incompressiveis e homogéneos, a equacao da continuidade da dgua

unidimensional estabelece que:

o0  Ov,

a = E (3.5)

onde v, ¢ a velocidade de percolagao da dgua no eixo z [LT].

A velocidade v, também obedece a lei de Darcy-Buckingham (Buckingham, 1907):
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onde ¢ é a carga hidrdulica da dgua no solo [L].
E a carga hidrdulica pode ser obtida a partir da equacao de Bernoulli,

considerando que a parcela cinética é desprezivel:

b=zt L (3.7)

Vo
onde,
z = carga altimétrica [L];
Y., = peso especifico da dgua [ML*T7.
Substituindo as Egs. (3.6) e (3.7) na Eq. (3.5), obtém-se a equacdo de Richards,
escrita em termos de 6:

ok, (0)
- (3.8)

k. (6) oy 00
v, 00 0z

_ 0

ot 0z

Poucos estudos haviam apresentado soluc¢oes analiticas para a Eq. (3.8) e todos
eles apresentaram a solugao em formas integrais que necessitavam de aproximacoes
numéricas para seu uso. Cavalcante & Zornberg (2017a) apresentaram, em seu
trabalho, um modelo constitutivo capaz de resolver analiticamente a equacao de
Richards explicitamente para quatro condicoes de contorno diferentes. O modelo

constitutivo para a curva caracteristica do solo é dado por:

0—0
W)—%hl[@ 5] (39)

onde,

& = parametro de ajuste hidraulico [M'LT;
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0, = teor de umidade residual [L’L”).

E para a curva de condutividade nao saturada:

0—0
k(0)=F [95 @] (3.10)

Os modelos constitutivos apresentados nas Eqgs. (3.9) e (3.10) permitiram a escrita

da equagao de Richards como:

o ___k 80 kK & 3.1
ot (0.6, )y, 02 (0,—0)0z (3.11)

3.3 Fluxo nao saturado sob centrifugacao

O permeametro de centrifuga é uma alternativa vidvel e eficiente para a simulacao
de um fluxo em uma amostra de solo por sua répida operacdo e precisao (Nimmo,
1990). Por ser uma técnica que permite o controle do fluxo, com um principio fisico
parecido com o do ensaio em coluna, ela pode ser utilizada para a obtencao das
propriedades hidraulicas do solo na condi¢do nao saturada (McCartney & Zornberg,
2010). As Figs. 3.5 (a) e (b) mostram uma centrifuga localizada na Universidade do
Texas em Austin e a Fig. 3.5 (¢) mostra uma ilustragdo do sistema interno de uma

centrifuga.
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(a)

TDR cable
testerand
multiplexer

Prototype
permeameter
Beming
i bly - Vibration
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Central access —— Base
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Electrical — Belt-driven
slipring motor
stack High pressure
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Figura 3.5 — Permeametro de centrifuga: (a) Imagem externa da centrifuga (cedida
pela Universidade do Texas em Austin); (b) Imagem dos componentes internos da
centrifuga (cedida pela Universidade do Texas em Austin); (c) Sec@o transversal
ilustrativa da centrifuga desenvolvida na Universidade de Texas em Austin (Zornberg

& McCartney, 2010)

Para a correta interpretacao dos dados, é necessario o desenvolvimento do modelo
matemdtico que rege o fendémeno e este se baseia na validade da Lei de Darcy no
ambiente de centrifugacdo. Para o fluxo estaciondrio e saturado, Nimmo et al. (1987)
mostraram consistentes resultados de que a Lei de Darcy funcionou coerentemente para
as diferentes gravidades utilizadas nos testes da centrifuga por eles utilizada. Assume-
se, por consequéncia, que a lei de Darcy-Buckingham e a equacgao de Richards sao

vélidas para o fluxo nao saturado sob a agao de centrifugagao.
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O inicio do desenvolvimento do modelo para a centrifuga é a adocao do sistema
de eixos. Dell’Avanzi et al. (2004) e Zornberg & McCartney (2010) optaram por adotar
o0 mesmo sistema de eixos: um sistema unidimensional, em que a origem do sistema se
localiza na face de saida da dgua e tem o sentido apontado em direcao ao eixo de
rotagao da centrifuga. A Fig. 3.6 apresenta uma representagao esquemadtica do modelo
proposto em Zornberg & McCartney (2010). A extremidade do vetor z,, corresponde a
coordenada espacial de um ponto qualquer no solo e a sua origem corresponde & origem

do sistema de eixos.

Reservatorio de
é) Saida de Agua

Velocidade angular, w Zm : ¥

Solo
Vazao de

Infiltracao, Q

Tt P

|

A—r >

r Saida

A 4 ¢£¢¢LV

i

Figura 3.6 - Esquematizacao das principais varidveis do modelo apresentado em

Zornberg & McCartney (2010) (modificado de Zornberg & McCartney, 2010).
Cavalcante & Zornberg (2017a), entretanto, optaram por utilizar outro sistema
de eixos na coluna de solo analisada no fluxo gravimétrico: a origem do sistema se
localiza na origem do fluxo (topo da coluna), e ndo na base. Fazendo uma analogia a
coluna de solo, pode-se adotar o mesmo sistema de eixos para a centrifuga, como é

visualizado na Fig. 3.7, e esse foi o mesmo sistema de eixos adotado por Cavalcante &
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Zornberg (2017b, In Press), em seu posterior modelo que retrata o fluxo nao saturado

na centrifuga sob a ag¢ao de uma aceleracao constante.

m
=
S
£
=
o

N

\
=

Solo

00000000
TIXIT11]

r . Saida

A
A4

Figura 3.7 - Sistema de eixos da centrifuga com origem no inicio do fluxo.

A diferenciacao no ensaio do permeametro de centrifuga é que existe um acréscimo
na energia das moléculas de dgua devido & rotagao angular do eixo central. Esse
acréscimo serd, matematicamente, devido ao potencial centrifugo que, utilizando o

sistema de eixos indicado na Fig. 3.7, é dado pela seguinte equacao:

:_lwqﬁ+rf (3.12)

centrifugo 9
onde,
w = velocidade angular do eixo de rotagao da centrifuga [T];
r, = distancia do inicio da amostra ao eixo de rotagao [L];
r = distancia de um ponto do solo ao inicio da amostra [L].
Dessa forma, desconsiderando a carga altimétrica, pois o problema pode ser
considerado unidimensional analisando o fluxo no eixo que passa pelo centro da amostra

de solo, a Eq. de Bernoulli se torna, para o fluxo na centrifuga:

=¥ W + ) (3.13)
Vo 29
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onde,
g = aceleracao gravitacional [LT].

A Eq. (3.13) é a mesma apresentada por Nimmo (1990), indicando que ele utilizou
o mesmo sistema de eixos. Esse termo de carga hidrdulica pode ser substituido nas Eqs.
(3.5) e (3.6) para encontrar a equacao diferencial parcial geral que rege o fendomeno do
fluxo nao saturado sob centrifugacao. A equacao da continuidade apresentada na Eq.
(3.5) pode ser utilizada devido a ser um fendmeno igualmente unidimensional.
3.4 [Equagoes de Cavalcante & Zornberg (2017b, in press) para a centrifuga

Cavalcante & Zornberg (2017b, In Press) apresentaram um modelo para o fluxo
nao saturado sob a acao de centrifugacao a partir da insercao das equacoes do modelo
constitutivo de Cavalcante & Zornberg (2017a) nas Equagcoes (3.5), (3.6) e (3.13), com
o mesmo sistema de eixos apresentado na Fig. 3.7.

Utiliza-se, no artigo, a varidvel N, que representa o nivel de gravidade da
centrifuga. Matematicamente, por ser definida como a divisao da aceleracao centrifuga
no solo pela gravidade local, ela representa quantas vezes a centrifuga serd acelerada

com relagao a um fluxo gravitacional vertical. Equacionando, obtém-se:
N =1 (3.14)

onde a, ¢ a aceleragao centrifuga a qual um ponto do solo estd submetido [LT];
A aceleragao centrifuga serd, entao (Walker et al., 2013):
a, =w (r + 7") (3.15)
cf 1
Em teoria, cada ponto do solo, ao longo do eixo r, deveria ter um N, diferente.

No trabalho de Cavalcante & Zornberg (2017b, In Press), entretanto, os pesquisadores
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optaram por considerar que, ao longo de todo o comprimento L, o solo deve ser
submetido a uma aceleracao constante e, como padronizagao, utilizaram o ponto médio
da amostra de solo.

Unindo as Egs. (3.14) e (3.15) e considerando a aceleracao centrifuga unificada

pelo ponto médio do solo, tem-se:

(3.16)

onde L é o comprimento da amostra de solo [L].
A velocidade angular de rotagao w pode ser facilmente convertida em frequéncia
angular de rotacao fsegundo & equacao:
w=2rf (3.17)
Com essas consideracoes, ao final, a seguinte EDP é apresentada como regente do

fluxo nao saturado na centrifuga sob a acao de uma aceleragao centrifuga constante:

00 k. o0 k. 00

== = 3.18
o 5(6,-6,)p,gor ' (6,-6,)or (3.18)

A Eq. (3.18) assemelha-se a Eq. (3.11) por também conter os termos advectivos
e dispersivos, sendo que a diferenca é que na coluna de solo o fluxo é devido a aceleracao
gravitacional e, na centrifuga, devido & aceleracao centrifuga. Foram apresentadas,
também, no trabalho de Cavalcante & Zornberg (2017b, In Press) as solugdes analiticas

da Eq. (3.18) para quatro condigoes de contorno diferentes.
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4. METODOLOGIA
4.1 Material

Os dados a serem utilizados na andlise paramétrica inicial foram retirados da
literatura e caracterizam um solo tipicamente argiloso. A Tab. 4.1 mostra esses dados.

Tabela 4.1 - Parametros utilizados para a simulagao paramétrica do fenémeno

Parametros Valor Unidade
g 9,8 m/s?
Ve 10,0 kN /m?

T 0,700 m
L 0,150 m
f 150 rpm
v, 8,00E-08 m/s
0 0,030 kN
0, 0,410 ;
0, 0,040 -
0, 0,250 -
k, 8,20E-09 m/s

Para a validagao do modelo, foram utilizados os dados do trabalho de McCartney
(2007). O solo estudado tem o nome de RMA Tipo II. Ele foi coletado e armazenado
em 2001 proximo a cidade de Denver, no estado do colorado.

Esse solo tem diversas caracteristicas que o tornaram ideal para estuda-lo e
analisé-lo no permeametro de centrifuga. E uma argila de baixa plasticidade, com
aproximadamente 60% passante na peneira #200 e com baixa deformabilidade quando

submetida as tensoes advindas da gravidade na centrifuga.
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Os dados utilizados foram os do permeametro tipo protétipo, no Teste TA. A
partir da leitura do trabalho, os dados do solo e da geometria da centrifuga foram
resumidos na Tab. 4.2. Eles ja foram ajustados ao sistema de eixos a ser utilizado.

Tabela 4.2 - Dados para valida¢ao do modelo (Teste IA) (modificado de McCartney,

2007)

Parametros Valor Unidade
g 9,8 m /s>
Ve 10,0 kN/m?

T 0,319 m
L 0,305 m
f 138 rpm
vy 1,55E-07 m/s
0, 0,44 -
0. 6,90E-04 -
0, 0,1583 ;
k, 4,70E-06 m/s

O parametro k, da Tab. 4.2, foi obtido a partir da curva caracteristica do mesmo
solo estudado para uma porosidade de 0,47. Para esta mesma porosidade, foi obtido 6,
pelo ajuste de sua curva caracterfstica com o modelo de Cavalcante & Zornberg
(2017a). Esses dois procedimentos foram feitos pois nao foram encontrados os dados no
trabalho de McCartney (2007) para o solo com porosidade de 0,44.

O resultado do ensaio do permeametro de centrifuga, para o solo com dados da
Tab. 4.2, pode ser visualizado na Fig. 4.1. Este gréfico representa o avango da frente
de umidade a partir de uma infiltracao constante no inicio da amostra. A umidade foi

medida por meio de um sensor de umidade do tipo TDR.
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Figura 4.1 - Avanco da frente de umidade ao longo do tempo e do comprimento de

solo (modificado de McCartney, 2007)
Um desenho esquemético da posi¢ao dos sensores no ensaio de McCartney (2007)
pode ser visualizado na Fig. 4.2. Este desenho considera tanto os valores de r quanto

de z para a posicao dos sensores.

Al A2 A3 A4 A5

r Zm
r (mm) = 99 105 155 205 255
Zy, (mm) = 250 200 150 100 50

Figura 4.2 - Tlustracao das posicoes dos sensores quantificados em termos de r e de z,
Para o mesmo solo, com diferentes porosidades, McCartney (2007) também
apresenta dados de curvas caracteristicas. A Fig. 4.3 mostra as curvas caracteristicas

obtidas a pelas técnicas de papel filtro e de placa de pressao.
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Figura 4.3 - Curva caracteristica do solo estudado obtida por meio dos ensaios de

papel filtro e placa de pressao (modificado de McCartney, 2007)

4.2 Meétodos
4.2.1 Desenvolvimento da EDP regente do fenomeno

O trabalho iniciou-se com o desenvolvimento da EDP regente do fenémeno
considerando o fluxo de dgua nao saturado, transiente, sob a agao de centrifugagao e
considerando uma aceleragao centrifuga varidvel da amostra de solo. Foi feito o
desenvolvimento analitico da solugao e também a solucao numérica utilizando o MDF,
bem como os critérios de estabilidade para este método. Também foi feito o
desenvolvimento matemaético das condicoes de contorno que foram utilizadas, sendo
todos estes procedimentos descritos apresentados no Cap. 5.
4.2.2 Validagao da ferramenta NDSolveValue por meio do MDF

Todos os cédigos confeccionados foram programados utilizando o software

Mathematica. Particularmente, este programa apresenta uma ferramenta chamada
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NdSolveValue, sendo esta capaz de resolver a EDP do problema utilizando o método
das linhas (MOL).

Foi confeccionado um c6digo manual, utilizando o MDF, para a validacao da
ferramenta NdSolveValue, que utiliza o MOL. Para essa validacao, utilizou-se a EDP
do problema com condigoes de Dirichlet nas extremidades, considerando ambas
saturadas. O desenvolvimento matemadtico necessdrio foi feito no Cap. 5 e uma

ilustracao que representa a etapa de validacao é vista na Fig. 4.3.

EDP Modelo
Parametros Tab. 4.1 Cédigo em MDF —
(Manual) Validagao
@ cb Cb por comparagao
Cédigo em MOL
Dirichlet nas extremidades (NDSolveValue)

Figura 4.4 — Tlustracao dos procedimentos de validagao da ferramenta NDSolve Value

que utiliza MOL
4.2.8 Andlise paramétrica e de sensibilidade a frequéncia de rotacdo
A anilise paramétrica foi feita com os dados da Tab. 4.1. O objetivo nessa andlise
foi verificar as tendéncias do comportamento da funcao 6(r,t), solu¢do da EDP regente
do fenémeno. As condigoes de contorno consideravam uma infiltragdo constante no
inicio da amostra (r = 0) e, no final da amostra (r = L), uma umidade constante e

igual a 6..
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Foi realizada, também, uma andlise de sensibilidade & frequéncia de rotacao da
centrifuga. Para isso, aumentou-se a frequéncia de rotacao e foram validadas as
tendéncias esperadas: diminui¢ao da umidade do solo e do tempo de convergéncia para
o estado estaciondrio. A Fig. 4.4 mostra um fluxograma das andlises paramétrica e de

sensibilidade.

EDP Modelo

@ Andlise Paramétrica

Parametros Tab. 4.1

@ = ®

Infiltragao constante em r» = 0

Umidade constante em r» = L

0, |ﬁ 0.

Figura 4.5 - Ilustragao de como foi desenvolvida a andlise paramétrica e a andlise de

Anadlise de Sensibilidade
a Frequéncia de Rotacgao

Uy

(XTI XYY

sensibilidade

4.2.4 Validag¢ao do modelo por dados experimentais

A Fig. 4.1 ilustra os dados que foram coletados dos sensores de umidade ao longo
do comprimento da amostra de solo durante a realizagao do ensaio do permeametro de
centrifuga. Esses dados foram extraidos e colocados em formato de matriz utilizando o
programa WebPlotDigitizer. Apés isso, as informacoes foram importadas ao
Mathematica.

Os dados da curva caracteristica da Fig. 4.2, ja extraidos e importados, foram

plotados e o modelo de Cavalcante & Zornberg (2017a) foi utilizado para encontrar o
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parametro hidraulico 6 que melhor se ajusta a curva caracteristica. Esse 6 pode ser
chamado de ¢ original ou real do solo.

Com as informacoes dos ensaios e os paradmetros da Tab. 4.2, o pardmetro ¢ pode
ser encontrado utilizando a solucao numérica do modelo para cada sensor de umidade
no ensaio de centrifuga. Esse ajuste numérico foi feito por meio do método dos minimos
quadrados (MMQ), onde o ¢ encontrado foi aquele que minimizou a soma dos quadrados
dos residuos.

Com os pardmetros 0,60,60. e k, obtidos para o solo em questao, a curva
caracteristica foi construida utilizando o modelo de Cavalcante & Zornberg (2017a).
Para a verificacao de que essa curva caracteristica realmente corresponde ao solo em
estudo, fez-se uma comparacao com a curva caracteristica obtida para o mesmo solo,
porém com as técnicas convencionais de papel filtro e de placa de pressao, para uma
porosidade semelhante de valor 0,47. A comparagao feita foi tanto visual quanto a
partir da diferenga entre os valores de ¢ obtidos. A Fig. 4.5 mostra o procedimento

descrito.

37



Solugao EDP (#1)
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Dados Curva d Real
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(Fig. 4.2) Zornberg (2017a)]
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(#1)
] Curva Caracteristica
d obtido @ 6,,0,.,k, cb [Cavalcante &
Zornberg (2017a)]

Figura 4.6 - Ilustragao demonstrativa de como foi realizada a validacao do modelo

para os dados experimentais
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5. DESENVOLVIMENTO MATEMATICO E SOLUCOES

Um novo modelo, que determina o comportamento do avanco da frente de
umidade no solo quando submetido ao fluxo por centrifugacao, foi desenvolvido. Ele
considera o fenémeno transiente e com uma aceleragao centrifuga varidvel ao longo da
amostra de solo. Apresenta-se abaixo o desenvolvimento matemé&tico e uma EDP foi
gerada a partir dos modelos constitutivos caracteristicos. Apresentam-se, também, o
desenvolvimento analitico da solucao e a solucao numeérica pelo MDF.
5.1 Dedugao do modelo para centrifugagao

A carga hidraulica foi equacionada na Eq. (3.13), em que o sistema de eixos
utilizado é o mesmo da Fig. 3.7. Derivando a carga hidrdulica com relagao a varidvel

espacial r, obtém-se:

9 _ 10w <547
(97”_7 or g

w

(5.1)

Como pontua Nimmo (1990), as equagoes de Darcy-Buckingham e, por
conseguinte, a de Richards sao equagoes consolidadas e aceitas que definem o fluxo

transiente e nao saturado. Substituindo a Eq. (5.1) na Eq. (3.6):

v=——"t g (5.2)

Considerando também a Eq. (3.5), que considera a propriedade de continuidade

da dgua num fluxo unidimensional, e substituindo a Eq. (5.2) nela, equaciona-se:

koY

20 __w_Qﬁ[k<7,1 ”ﬂ*i o

ot g Or or (53)

O termo O /Or pode ser escrito em termos de 0 utilizando a regra da cadeia:
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o0 _ 0000

=— A4
or 00 or (5:4)
Com o mesmo raciocinio, escreve-se:

ok _okow y
or 00 0r (5:5)

Substituindo as Eqs. (5.4) e (5.5) na Eq. (5.3), o resultado sera:

00 W’ Ok 00 Ok 00 0|k ool
—=——lktr——+n—— |t |— = (5.6)

ot g 00 Or 90 or) Or|v, 00 Or

Nesse momento, foi obtida uma equacao diferencial parcial com trés varidveis
dependentes. Para resolvé-la, deve-se reduzir essa equacao a uma s6 varidvel
dependente. Para isso, recorre-se aos modelos constitutivos e, no presente trabalho,
escolheu-se 0 modelo de Cavalcante & Zornberg (2017a), cujas equagoes sao (3.9) e

(3.10). Construindo a derivada parcial da permeabilidade:

ok k

— = 5.7
20 0 —0 (5.7)
E a derivada parcial da succao:
oY 1
— = 5.8
06 s(0—0) (58)
Substituindo as Egs. (5.7) e (5.8) na Eq. (5.6), tem-se:
00 W’ 0—0 rk 00 rk 00 0 k. 00
-7 _ _ = k T S - 1 s _- 7 - |- s (59)
Y g "6,—6 660 6-609r] orsy (0 -0)0r
Desenvolvendo a Eq. (5.9):
00 k| 0% wkr 90  Wwkr 090 w’k, p
= ~— e — s
ot ywé(is —0)or* g(0.—0)0r g(0,—0)0r g(0 —0) (510)
N wko
o=
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Sejam:

k.
ok (5.12)
g0, -0 '
kr
po_ k8 (5.14)
0] |

Substituindo as constantes das Egs. (5.11), (5.12), (5.13), (5.14) na Eq.(5.10),

encontra-se:

2
D _ 090 59 09 _pyip (5.15)
ot or’ or or

A Eq. (5.15) foi a EDP linear parabdlica de 2* ordem desenvolvida. Ela rege o
fluxo nao saturado e transiente na centrifuga utilizando-se do modelo constitutivo de
Cavalcante & Zornberg (2017a). Ela considera, também, a variagdo da aceleragao
centrifuga em cada ponto da amostra de solo.

5.2 Desenvolvimento analitico da solugao

Resolver a Eq. (5.15), analiticamente, significa encontrar uma fungao explicita
9(r,t) que obedeca a equacao e as condigoes iniciais e de contorno estabelecidas de
acordo com o fendmeno fisico. O método de separacao de varidveis, explicado no
Subcapitulo 2.2, permite que a solugao seja desenvolvida, até certo momento, sem a

imposi¢ao das condi¢oes de contorno e da condigao inicial.
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Inicialmente, faz-se uma translagao linear a partir da fungao 6(r,t) para fazer a

homogeneizacao da EDP original aplicando o método de separacao de varidveis:

0(r,t) —% = R(r)- T(t (5.16)

Substituindo a Eq. (5.16) na Eq. (5.15), esta serd reescrita em termos de R e de

d’R
dr®

A

- Blr+ S| _prr - 4L (5.17)
Bdr dt

Dividindo a Eq. (5.17) por RT:

(5.18)

A
R dr* R

r+ — =
B dr T dt

d'R B[ C]d_R_B_id_T
Nesse momento, como s6 existem funcoes de r de um lado da equacao e de ¢ do
outro, essa equacao pode ser igualada a uma constante k, que pode ser real ou

imagindria. Fazendo esse procedimento para a equacao no tempo:

ld—T =k (5.19)
T dt '
A Eq. (5.19) pode ser resolvida e é uma EDO de segunda ordem, com solugao:

T = ce (5.20)

Agora, é necessério resolver a equacao em r. Tem-se a seguinte EDO:

d’R
dr?

AdR _B| CldR 5 (5.21)
R R B dr

Multiplicando a Eq. (5.21) por R/A:

f_R_E[r+g]ﬁ—(B+k>R:O (5.22)

dr* A B dr A

Fazendo, agora, a seguinte mudanca de varidvel:
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n:§P+%J (5.23)

onde £ é um parametro constante real positivo de transformacao e ajuste.
De forma que:

Substituindo as Eqgs. (5.23) e (5.24) na Eq. (5.22):

=0 (5.25)

Impondo, agora, o valor de ¢ de forma que obedega & condicao B/(A&)=2, tem-

B
|z -

E fazendo (B+k)/(AE°) = -\, a equagao resulta em:

se:

2
dR—Qnﬁ—i—)\R:O (5.27)
an dn

A Eq. (5.27) é uma conhecida EDO chamada de Equagao Diferencial de Hermite,
cuja solucao, para valores de A inteiros nao negativos, sao os polindbmios de Hermite,
de sorte que:

R=H,(n) (5.28)
onde,
H, = polinémio de Hermite.
E a féormula do polinémio de Hermite pode ser apresentada de diversas formas.

Uma delas é descrita por:

H,(n) = 5 (1) " Vr S ert () (5.29)



onde erf é a funcao erro de Gauss, definida por:

erf(n) = %]eIde (5.30)
™ o

Porém, X pode ou nao ser um inteiro nao negativo, pois depende da constante de
separacao k. As condigOes iniciais e de contorno é que estabelecerao os valores de A, de
k e das constantes que constituem o polinémio de Hermite, quando este for substituido
na Eq. (5.16). Esse desenvolvimento foi um importante marco para a solu¢ao analitica
da equacao buscada.

O préximo passo é a imposicao das condicoes iniciais e de contorno, possivelmente
utilizando a ferramenta de cdlculo fracionario, ou fazendo a decomposicao de cada um
dos polindmios em séries de poténcia infinitas.

Esse problema deverd ser estudado em um momento posterior e os passos
desenvolvidos no presente trabalho permanecem de relevante contribuicao para o
estudo e também como justificativa do porqué da necessidade de se utilizar, no presente
momento, uma solu¢gado numérica.

5.3 Solugao numérica com o MDF
Para a varidvel 0(r,t) e as discretizagoes em Are em At , a aproximacao explicita

em avanco para a derivada de primeira ordem espacial pode ser dada por:

00 0 0
T s

A notacao 0 foi explicada no Subcapitulo 2.3. A aproximacdo para a derivada de
primeira ordem temporal pode ser dada por:

00 0 —¢

— = 5.32
ot At ( )
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A aproximacao da derivada de segunda ordem explicita e espacial também pode
ser dada por:

90 0" —20" + 0",

i+1
5,2 + INE (5.33)
Substituindo as Egs. (5.31), (5.32) e (5.33) na Eq. (5.15), obtém-se:
o gt 05— 20" +0°, 00 0 0
= e — BAr(i—1) v s (5.34)
— BOf + D
Desenvolvendo e evidenciando os termos de fator comum:
6+ = [‘iAf ~B(i—1)At - CAt]ej;l
;AAt TOAt ANt (5-35)
+|- +B(i—2) At + == 410 + ==10" + DAt
A?”Q r 7 7,,2 1

Optou-se, na Eq. (5.35), por iniciar a discretiza¢do nos pontos (i,k) = (1,1) e,
também, foi utilizada a transformagao:
r=Ar(i-1) (5.36)
E, ao final, com a Eq. (5.35) é possivel obter a solu¢do numeérica com os valores
das condigoes iniciais e de contorno estabelecidas. A discretizagao foi consistente com
o polindbmio de Taylor e deve-se encontrar os valores que testifiquem sua estabilidade
e sua convergéncia.
A estabilidade da Eq. (5.35) dependera dos coeficientes que a compoem e também
da discretizacao utilizada e, entao, devem ser determinadas as condicoes em que ela é
convergente com a solucao analitica, fornecendo resultados coerentes. Deve-se
determinar a estabilidade e, pelo teorema de equivaléncia de Lax, ela automaticamente

serd convergente.

45



Utiliza-se a estabilidade de von Neumann para determinar as condicoes de
estabilidade. Transformando a Eq. (5.15) em homogénea por meio da seguinte

transformagao:
u(r,t) = Q(r,t)—% (5.37)

A Eq. (5.15) se torna:

2
Ou_ 40U _pou_o0u_p, (5.38)
ot or’ or or

Nesse momento, pode-se aplicar a andlise de estabilidade, considerando que a
estabilidade da equagdo original estd condicionada a estabilidade da Eq. (5.38).
Fazendo a seguinte substituicao, por uma componente da série harmonica de Fourier:

ut = Ut (5.39)

A discretizacao explicita em diferengas finitas da Eq. (5.38) é dada por:

k+1 k k k k & k
u o —u u.  —2u +u U . —Uu

L= A — L (Br+4 C)]——-—Bu! 5.40

At Ar? < ) Ar i ( )

Optou-se por nao discretizar o termo r para que se escolha a opg¢ao, ao final, mais
conservadora (com maior instabilidade) a fim de obter a discretizagao temporal minima,

para a estabilidade. Substituindo a Eq. (5.39) na Eq. (5.40):

Uk+1eIQ7} _ UkefQ7} _ 4 UkelQTieIQAr . 2Uk€IQ7; + Ukele;eilQAT
At a A 2
UL:@]Q'I‘LGIQA,- r_ UkeIQr’ (541)
—(BT‘+C> X _ BUY
r

Dividindo a Eq. (5.41) por ™"

U/H—l . Uk B A UkefQAT _ 2Uk + Uk‘e—IQAT

k
N e — BU" (5.42)

) [Tkefar _ 7k

—(Br—i—C’
r

Rearranjando os termos:
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10ar _ o 4 ,-1QAr A |
¢ —l_ ¢ — (B’I“ + O)eA— —B

Ar r

Uttt =0t +1

(5.43)

At[A

I1QAT

Com o intuito de eliminar o termo e, a identidade de Euler é apresentada:

Iy

e :cos(y)—i—fsen(y) (5.44)
Com a substituicao da Eq. (5.44) na Eq. (5.43), uma equacgio do tipo U"'=GU*
é obtida. Esse termo G é o fator de amplificacao, de forma que o erro nao serd

amplificado quando |G| < 1. Este termo é dado por:

. 2cos (QAT) -2 Ccos (QA’I“) + Isen (QAT) -1

G = AA e —(Br+C)At < (5.45)

— BAt+1

O G é, entao, um niimero complexo com parte imagindria nao nula. Separando a

sua parte real de sua parte imaginaria, obtém-se:

G = |AA 2COS<iAT) 2 (Br+ C)At%ir)_l _BAt+1
i \ (5.46)
—|(Br+ C)AtM I
r
O conjugado de G é dado pela férmula:
G =|AAt 2COS(ZA2T) 2 (Br+ (J)At% — BAt+1
' . ' (5.47)
+|(Br+ (J)AtM i
r
Sabendo que:
GG =|d| (5.48)

O erro nao sera amplificado, como explicitado, quando |G| < 1. Unindo as Egs.

(5.46), (5.47) e (5.48), o seguinte critério de estabilidade deve ser atendido:
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2

NSRS R
Ar Ar
2 (5.49)
4 (Br+C)AtM <1
r

Este é o critério estabelecido para que a solucao pelo método das diferencgas finitas
explicito seja estavel.
5.4 Condigoes de contorno
5.4.1 Contorno com umidade constante

A equacao diferencial parcial que rege o fluxo na centrifuga estd escrito em termos
da varidvel 6. A condigdo de contorno que denota um valor de umidade constante é
uma condicao de Dirichlet, podendo ser escrita da seguinte forma:

0(r,t) =0

(5.50)

1

onde 6, é a umidade constante em alguma fronteira, quando r =0 ou r = L.
Particularmente, se o desejo for fixar que, na regiao da saida de dgua, ou final da
amostra, a amostra estd saturada (valor de sucgao 1 = 0), entdo:
0(Lt)=0, (5.51)
Para a discretizacao, basta fixar o valor numérico de uma das células em um dos
extremos.
5.4.2 Contorno com infiltracao com velocidade constante
A condigao de contorno do modelo fisico deve ser estabelecida a partir dos modelos
constitutivos aplicados. A velocidade surge na equacao diferencial da centrifuga a partir

da lei de Darcy-Buckingham. A Eq. (3.6) relaciona a velocidade do fluxo de Darcy-
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Buckingham e, utilizando a coordenada espacial r com o modelo constitutivo de

Cavalcante & Zornberg (2017a) nessa equagao, obtém-se:

6—6
v=—k |—2"
10 -0

2 2
1000 _wn _wr (5.52)

Fazendo as substituigdes do modelo de Cavalcante & Zornberg (2017a) na Eq.
(5.52) e, no caso em que se queira impor uma condicao de contorno que estabeleca que
a velocidade de infiltragdo no inicio da amostra (r = 0) seja constante, basta fixa-la em

um valor v,. O resultado é a seguinte condicao de Robin:

kwr k 00 <0,t) B kw6
—g(ﬁs _19) 0(0,t)— 36 a) o v, + —9(95 —19,-) (5.53)

Substituindo as Egs. (5.11) e (5.13) na Eq. (5.53):

r

Co(0,t)— A =, + 00, (5.54)

A Eq. (5.54) é a equagao regente caso se queira impor uma infiltragdo constante
no inicio da amostra de solo na centrifuga. No modelo de MDF, deve-se ter uma
formulagdo matemédtica para essa condigao e, neste caso, o ponto 6(0,t) é equivalente &
célula 6,* e a derivada espacial dele pode ser expressa por aproximacoes do polinémio

de Taylor, como as citadas anteriormente ou variacoes destas.
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6. ANALISE E DISCUSSAO DE RESULTADOS
6.1 Andlise paramétrica e de sensibilidade

Inicialmente, fez-se uma validacdo do método das linhas (MOL) por meio do
método das diferengas finitas (MDF'). Para que o MDF convirja para a solu¢ao analitica
da equagao ele necessita ser consistente, convergente e estdvel. A verificacao da
consisténcia foi feita no Subcapitulo 5.3 e a formulagao da anédlise da estabilidade de
Von Neumann também foi apresentada.

No Cap. 4 foram apresentados os dados para a validagao inicial, que baseou-se
em condigoes de contorno saturadas nas extremidades das amostras e uma umidade
inicial 6. de 0,25. Foi escolhida uma discretizacao de 300 pontos em r, resultando em
um Ar de 0,000501672.

Executou-se um cédigo de estabilidade de Von Neumann a partir da Eq. (5.49)
variando o angulo QAr e o r. O angulo QAr pode variar no intervalo de [0,27] e o 7
pode variar no intervalo de [0,7]. A Fig. 6.1 mostra como foram feitas as manipulagoes
dos parametros. O valor Atl mostrado é o valor de At que torna a expressao da Eq.
(5.49) igual a 1. Executando a variacao dos valores, percebe-se que uma discretizagao

de At = 1.5 atinge os critérios de estabilidade para todos os valores do intervalo.

Qér I
r I

[ {At1 =+ 1.78692} )

Figura 6.1 - Anélise da estabilidade de Von Neumann para determinagao do At que

torna a discretizagao estavel
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Partiu-se, entao, para a simulacao do fen6meno em ambos os métodos, para um
sensor localizado a 1,5 cm do inicio da amostra. A Fig. 6.2 mostra os resultados para
ambos os métodos, com o fator de conversao de unidades em ¢ que permita a
equivaléncia de instantes de medida, comprovando a validagao do MOL, ja contido na
biblioteca de funcoes do Mathematica por meio da funcao NDSolveValue, e a
possibilidade de utilizé-lo nas futuras anédlises por sua eficiéncia computacional e

rapidez de convergéncia.

0.38f

0.36¢

0341

0.32¢

0.30+

0.28¢

Teor de Umidade Volumeétrica 6

0.26} * MDF ]

— MOL
0.24t, ‘ . . . .
0 2000 4000 6000 8000 10000

Tempo t (1,5s)

Figura 6.2 - Validagao do método das linhas (MOL) por meio do método das
diferencas finitas (MDF)

Com a validacao da ferramenta e do método, pode-se partir para a andlise
paramétrica com as condigoes de contorno reais do experimento. Buscou-se uma
condicao de contorno que mais se aproximasse do experimento na realidade.

A partir da anélise do fendmeno e de como o experimento é conduzido, decidiu-
se pelas seguintes condigoes de fronteira: uma infiltracao de velocidade constante v, em

r = 0 e, no final da amostra (r = L), a fixagdo de uma umidade saturada 6 = 6,. Pelo
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desenvolvimento numérico do modelo a primeira condicao se transformou,
matematicamente, em uma condicao de Robin e a segunda, em uma condicao de
Dirichlet.

Com os dados da Tab. 4.1, o fen6meno pode ser simulado. A Fig. 6.3 mostra como
seria o gréfico dos sensores de umidade localizados as distancias r = 0, 2, 4, 8 e 13 cm

em uma amostra de tamanho L = 15 em.

0.40¢

0.35¢

Teor de Umidade Volumétrica @

0.30
! —— Oecm
025 L o e 2 cm
,,,,,,,,,, 4em
e S em
——= 13 cm
0.20
0 50 100 150 200 250

Tempo t (horas)

Figura 6.3 - Simulacao do fen6meno com as condig¢oes de contorno reais para pontos

distintos no solo para uma frequéncia de rotacao f= 150 rpm

Inicialmente, observando o grafico da Fig. 6.3, percebe-se que hé dois momentos
distintos no comportamento do solo: a regiao transiente e a regiao estaciondria. Isso se
traduz em que o teor de umidade volumétrica estd variando com o tempo e, em um
dado momento, ele estabiliza e passa a nao variar mais.

Na literatura pesquisada, observa-se uma tendéncia dos pesquisadores que j&
estudaram o fendmeno de fluxo sob centrifugacao de utilizar somente a regiao
estaciondria para a obtencao de dados buscados. Isso se deve ao fato de, na regiao

transiente, haver uma quantidade muito grande de dados em um curto espago de tempo
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e nao existir uma solucao matemadtica transiente para o fenémeno estudado,
dificultando a sua anélise. Isso, entretanto, gera um prejuizo pois, devido & perda de
grande parte dos dados, em geral, necessitam-se de que sejam feitos diversos
experimentos semelhantes, para o solo em diversas condicoes diferentes, de forma obter
dados procurados.

No presente trabalho, entretanto, optou-se por utilizar, por meio da solucao
transiente, os dados das duas regioes. O fenémeno fisico é bem posto: a infiltracao de
dgua por meio do inicio da amostra (r = 0) faz o umedecimento do solo ao longo de
seu comprimento. O fendémeno se tornou estaciondrio, para a frequéncia aplicada em,
aproximadamente, 100 horas.

Outra informagao a ser extraida desse grafico é algo que ja vinha sendo observado
nos resultados dos experimentos: o solo fica longe da saturacdo (que seria quando
0 =0.41) e, além disso, hd a formagao de patamares de umidades diferentes ao longo
da amostra. Essas duas tendéncias podem ser comprovadas, também, na Fig. 4.1.

A formacao de patamares se deve ao modelo considerar que, em cada ponto do
solo, hd uma energia rotacional diferente. Matematicamente, sabe-se que a energia
rotacional tem, em sua constituicao, uma componente r que varia ao longo do solo:
quanto mais distante o ponto estd do eixo de rotacao da centrifuga, maior a energia
rotacional. Essa ¢ a explicagao do porqué desse modelo ser chamado de modelo de
aceleracao centrifuga varidavel. Por ter uma diferenca energética entre os pontos, ha,
também, diferentes teores de umidade volumétrica em cada ponto, originando os

patamares.
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Caso a equagao de Cavalcante & Zornberg (2017b, in press), que considera uma
aceleragao centrifuga constante, fosse plotada com as mesmas condi¢oes de contorno
do presente trabalho (infiltragdo em r = 0 e umidade constante e saturada em r = L),
nao haveria uma diferenca de energia rotacional entre os pontos da amostra, fazendo
com que os patamares nao fossem gerados. Isso pode ser visualizado também em
Cavalcante & Zornberg (2017a), pois a equacao é a mesma gerada, a ser diferenciada
apenas pelo valor dos coeficientes dos termos diferenciais e 14 os patamares nao sao
observados.

Pode-se plotar o mesmo grafico sob um angulo de visao diferente: no eixo
horizontal, o comprimento da amostra, e, no eixo vertical, o teor de umidade
volumétrica (Fig. 6.4). Plotou-se o grafico para tempos diferentes, confirmando que o

tempo de convergéncia se dard em torno de ¢ = 100 horas.

0.40f

Teor de Umidade Volumétrica @

------------------- —— 1 Hora
ooal . 10 Horas
- 50 Horas
——— 100 Horas
——= 150 Horas
0.20

0.00 0.02 0.04 0.06 0.08 0.10 0.12 0.14

Distancia r (m)
Figura 6.4 - Avango da frente de umidade ao longo da amostra para f= 150 rpm
O gréfico da Fig. 6.4 confirma o fendmeno previamente observado: o avancgo de

uma frente de umidade por meio da infiltracao em r = 0 de forma que, em um dado
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momento, por volta de ¢ = 100 horas, o fené6meno se torna estaciondrio e converge para
uma determinada curva de umidade.

Essa curva, assim como observada, mostra que os pontos ao longo da amostra de
solo apresentam teores de umidades volumétrica diferentes durante ao final do ensaio,
fendmeno que nao seria observado se o modelo considerasse uma aceleracao centrifuga
constante. Considerando a aceleracao varidvel para cada ponto do solo, observa-se essa
diferenca entre os teores de umidade ao longo do comprimento r da amostra.

Caso a frequéncia de rotagao seja aumentada para f= 200 rpm, sendo os outros

pardmetros mantidos, o resultado pode ser observado na Fig. 6.5.

0.40f
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Figura 6.5 - Simulacao do fen6meno com as condi¢oes de contorno reais para pontos

distintos no solo para uma frequéncia de rotagao f= 200 rpm
Pode-se perceber, nesse momento, as tendéncias esperadas para o aumento de
frequéncia: o solo se distancia mais da saturacao, devido & maior energia rotacional, e
o tempo de convergéncia ao estado estaciondrio é mais réapido. Nesse caso, o tempo de

convergéncia aproximado é de 60 horas.
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Para uma melhor visualizacao de como a frequéncia de rotacao pode alterar o
comportamento da frente de umidade, o gréfico da Fig. 6.6 mostra como se configuraria
um fenémeno em um ponto do solo a uma distancia r de 10 cm. Percebe-se que a
frequéncia de rotacao diminui o tempo de convergéncia ao estado estaciondrio e também

reduz a umidade do solo devido ao acréscimo de energia rotacional.

0.40¢

0.35¢

Teor de Umidade Volumétrica @

030_ ",' ............................................
' — f =150 1rpm
----- f = 200 rpm
0.25
----- - =250 1rpm
““““ f =300 1pm
020
0 50 100 150 200 250

Tempo t (horas)

Figura 6.6 - Andlise de sensibilidade & frequéncia para um sensor localizado em r =

10 em

Obteve-se sucesso, entao, na simulacao fisica do fenomeno e as tendéncias
esperadas foram alcancadas. Essa simulacao, entretanto, ja considerou o pardmetro 9,
que é o pardmetro a ser obtido e para a construcao das curvas caracteristica e de
condutividade hidraulica no modelo de Cavalcante & Zornberg (2017a).

Em uma situacao real, esse parametro 6 é o pardmetro que necessita ser obtido e
o modelo aqui proposto fornece uma metodologia para obtencao desse parametro a
partir de um tunico experimento no permedmetro de centrifuga com um sensor de

umidade (um TDR, por exemplo).
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6.2 Validacao do modelo para obtencao das propriedades hidriulicas

McCartney (2007) desenvolveu uma série de ensaios com um permeametro de
centrifuga para a obtencao das propriedades hidraulicas do solo. Especificamente, em
seu trabalho, o permeametro de centrifuga do tipo protétipo serviu para a validagao do
presente estudo.

As propriedades geométricas e de funcionamento do equipamento, bem como as
propriedades hidrdulicas preliminares necessdrias para a modelagem, foram extraidas
do trabalho e estao apresentadas na Tab. 4.2. Os dados necessarios foram: o perfil de
avanco da frente de umidade por meio dos sensores e uma curva caracteristica para a
comparagao, com parametros hidraulicos semelhantes, para o mesmo tipo de solo. Esses
dados estao apresentados nas Fig. 4.1 e Fig. 4.2.

Como bem pode ser observado na Fig. 4.1, os dados do sensor A5 nao foram
apresentados de forma discretizada, tornando sua andlise nao proveitosa. Como o
modelo sé precisa dos dados de um tnico sensor para a validacao, os outros quatro
sensores foram suficientes. Para considerar a posicao do sensor com relagao ao inicio
da amostra, deve-se subtrair do comprimento da amostra o valor de z,. As distancias
dos sensores A1, A2, A3 e A4 ao inicio da amostra serao, respectivamente, r = 0,055,
0,105, 0,155 e 0,205m.

6.2.1. Obtencao da curva caracteristica

A curva caracteristica para verificacao de resultados escolhida foi a de porosidade
n = 0,47, que é a que mais se aproxima da porosidade do solo estudado na centrifuga.
Os dados foram extraidos do gréficos e inseridos no Mathematica para a plotagem dos

mesmos. O resultado da plotagem dos dados pode ser visualizado na Fig. 6.7. Optou-
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se por nao ligar os pontos de forma a fazer uma andlise real e comparativa com o

modelo proposto.

T T T T T T T T
. o  Curva obtida por téenicas tradicionais (n = 0_47)

04+

0.3r

0.2+

0.1r

Teor de Umidade Volumétrica 6

U—U_wl il | | L | | L |
0.1 1 10 100 1000 10* 10°

Succao ¥ (kPa)

Figura 6.7 - Curva caracteristica do solo estudado com porosidade n = 0,47

A situagao ideal seria a comparacao entre o mesmo solo com a mesma porosidade,
porém esperou-se que uma mudanca de 3% na porosidade nao representasse
significativas mudangas na curva caracteristica, sendo essa possivel de ser utilizada
para a verificacao do modelo.

Com os dados da curva caracteristica, pode-se aplicar o modelo constitutivo de
Cavalcante & Zornberg (2017a), encontrando o éreal do solo cujo valor é 0,046. O

ajuste da curva pode ser visualizado na Fig. 6.8.
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* Curva obtida por técnicas tradicionais (n = 0.47)

—— Ajuste pelo modelo de Cavalcante & Zornberg (& = 0.046)
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Figura 6.8 - Modelagem da curva caracteristica do solo estudado utilizando o modelo

de Cavalcante & Zornberg (2017a)

6.2.2. Valida¢ao do modelo para o sensor A1 (r = 0,055m)

Foram extraidos, inicialmente, os dados do Sensor Al. O resultado do ensaio pode

ser visualizado na Fig. 6.9.
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Figura 6.9 - Dados do sensor de umidade A1l no ensaio do permeametro de centrifuga
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A porosidade desse solo é n = 0,44 e esse é o teor de umidade volumétrica do solo
quando saturado. Percebe-se, na Fig. 6.9, que o solo fica distante da saturacao quando
chega a regiao estaciondria, estabilizando-se por volta de 6§ = 0,27.

O ajuste numérico foi feito, entao, por meio de um ¢ que minimizasse o quadrado
dos residuos. Fez-se uma solugdo numérica paramétrica da Eq. (5.15), utilizando o
método das linhas, com uma condi¢ao de contorno de infiltragao constante em = 0 e,
em r = L, considerou-se 6 =60, O gréfico do somatério dos residuos para diferentes
valores de ¢ pode ser visualizado na Fig. 6.10. O método dos minimos quadrados

estabelece que o 6 que melhor se ajusta ao solo é aquele que minimiza o residuo.

2.0¢
1.5¢
NU)
S
=
=
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2
0.5
o~ — Valor de XResiduos” para cada &
0.0 0.1 02 03 0.4 0.5 0.6

6 (kPa™)
Figura 6.10 - Variagao do valor dos residuos quadraticos com ¢
Como a plotagem foi discreta, necessitou-se uma manipulacao manual dos valores
de 6 de forma a verificar qual é exatamente o seu valor. O 6 que minimizou os residuos
quadréticos foi 6 = 0,035.
Basta agora, entao, aplicar a fungao inversa da Eq. (3.9), que representa o modelo

constitutivo de Cavalcante & Zornberg (2017a). Ela permite a construcao da curva
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caracterfstica do solo. De forma comparativa, plota-se a curva caracteristica obtida a
partir do modelo e também os valores reais obtidos por outras técnicas. O resultado

encontra-se na Fig. 6.11.
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Figura 6.11 - Comparagao entre curva experimental obtida por técnicas tradicionais e

a curva obtida pelo modelo proposto para o Sensor Al

E de se esperar que os resultados mais precisos sejam aqueles nos quais os sensores
estao mais distantes da fronteira em r = L, haja vista que essa fronteira apresenta uma
condi¢ao de contorno dificil de ser simulada e a fronteira em r = 0 estd coerente com
o desenvolvimento do fenémeno fisico e do modelo constitutivo. O resultado do sensor
A1 foi bastante favordvel comprovando a eficdcia do modelo proposto e em como ele
foi capaz de representar a realidade do solo estudado.

Vale destacar, novamente, que os dados de curvas caracteristicas para o solo
estudado utilizando técnicas tradicionais podem demorar até 6 meses para serem
obtidos e, com o dado de um tnico sensor no ensaio do permeametro de centrifuga, ela

pode ser obtida com um bom resultado.
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A eficdcia do resultado se deveu também ao solo ser considerado ideal para utilizar
na centrifuga: ele apresenta baixas taxas de deformabilidade quando submetido as
tensoes advindas da energia rotacional da centrifuga. Isso favoreceu ao modelo que,
pelo fato de nao considerar um mecanismo hidromecénico acoplando fluxo e
deformacao, torna-se eficaz com baixas taxas de deformacao do solo durante o ensaio.

Nesse quesito, um modelo matema&tico preciso, que utilize as regioes transiente e
estaciondria do fenémeno, abrange o horizonte de atuacao do ensaio de centrifuga,
devido a nao serem necessarios grandes tempos de ensaios nem altas taxas de frequéncia
para a obtencao das propriedades hidraulicas, gerando um menor custo de aquisicao,
um menor gasto energético e menores quantidades de experimentos para um solo a ser
estudado.

6.2.3. Valida¢ao do modelo para o sensor A2 (r = 0,105m)

Os procedimentos para a obtencao das propriedades hidraulicas a partir dos dados

dos sensores A2 em diante foram andlogos ao do sensor Al. Os dados da umidade ao

longo do tempo desse sensor foram extraidos e estao mostrados na Fig. 6.12.
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Figura 6.12 - Dados do sensor de umidade A2 no ensaio do permeametro de

centrifuga
A solucao do modelo foi, entao, aplicada aos dados do sensor A2 obtendo-se um

0 ideal de ajuste para o solo que, com procedimentos andlogos ao do sensor Al,

encontrou-se 6 = 0,042. O resultado comparativo entre o modelo proposto e a curva

caracteristica real encontra-se na Fig. 6.13.
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Figura 6.13 - Comparagao entre curva experimental obtida por técnicas tradicionais e

a curva obtida pelo modelo proposto para o Sensor A2
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O 6 encontrado no sensor A2 foi bastante préximo ao ¢ original do solo, sendo

esta pequena diferenga podendo ser explicada devido a pequena diferenca de porosidade

entre os solos testados. Este sensor apresentou um excelente resultado quanto a curva

caracterfstica, mostrando a potencialidade da utilizacao do modelo para a obtencao

dessa propriedade hidrdulica. As mesmas conclusoes de eficdcia do sensor Al podem

ser tomadas para o sensor A2.

6.2.4. Validag¢io do modelo para o sensor A3 (r = 0,155m)

Os dados do sensor A3 foram extraidos e estao apresentados na Fig. 6.14.
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Figura 6.14 - Dados do sensor de umidade A3 no ensaio do permeametro de

centrifuga

O ajuste pela solucao da equagao proposta, com as mesmas condigoes de contorno,

foi feito e o ¢ encontrado foi de 0,052. A comparacao entre o modelo proposto com os

dados do sensor A3 e a curva caracteristica original pode ser visualizada na Fig. 6.15.
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Figura 6.15 - Comparagao entre curva experimental obtida por técnicas tradicionais e

a curva obtida pelo modelo proposto para o Sensor A3

A curva obtida pelo sensor A3 obteve um ajuste satisfatério, chegando a cruzar
com exatidao dois pontos da curva caracteristica original. O ¢ encontrado foi bastante
préximo ao da curva caracteristica original, porém um pouco maior. Esse sensor foi
instalado aproximadamente no meio da amostra, livrando-o parcialmente dos efeitos
negativos de estar perto das fronteiras, cujas condicoes matemdticas sao dificeis de
simular e manter experimentalmente. Com isso, seu resultado foi satisfatério e com boa
proximidade na curva caracteristica original.
6.2.5. Validag¢io do modelo para o sensor A4 (r = 0,205m)

Os dados do sensor A4 foram extraidos e estao mostrados na Fig. 6.16.
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Figura 6.16 - Dados do sensor de umidade A4 no ensaio do permeametro de

centrifuga
Por dltimo, foi aplicado o ajuste no sensor A4 obtendo-se um ¢ de 0,072. O

resultado comparativo do modelo com a curva original pode ser visualizado na Fig.

6.17.
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Figura 6.17 - Comparagao entre curva experimental obtida por técnicas tradicionais e

a curva obtida pelo modelo proposto para o Sensor A4
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O resultado obtido para o sensor A4 nao foi tao satisfatério como para os sensores
anteriores. Isso se deveu ao fato de que ele estd mais & direita, préoximo a fronteira em
r = L, que apresenta uma condigao de contorno dificil de ser simulada. Os sensores Al
e A2 apresentaram resultados satisfatérios devido a condicao de fronteira em r = L ser
melhor definida para o experimento estudado e o sensor A3 estava localizado,
aproximadamente, no meio da amostra, ficando distante das duas condicoes de
fronteira, atenuando seus efeitos.

Entende-se que as posicoes A2 e A3 foram as que obtiveram os melhores
resultados, tornando essas posigoes mais favordveis a colocacao dos sensores de
umidade.

6.2.6. Resumo dos resultados encontrados para os sensores A1, A2, A3 e A

Os resultados encontrados foram considerados bastante satisfatérios,
principalmente para os sensores A2 e A3. Estes sensores caracterizaram-se por estarem
o mais longe possivel das fronteiras e, no caso do sensor A2, estava mais préoximo da
fronteira em que a condicao de contorno foi matematicamente melhor desenvolvida e
ajustada ao fenémeno.

Os resultados dos 6 encontrados pode ser visualizado na Tab. 6.1. Percebe-se que,
se for feita a média aritmética dos ¢ encontrados nos sensores A2 e A3, obtém-se um
0 de 0,047, que é quase exatamente o ¢ original do solo.

Percebe-se, por essa andlise, que a posicao ideal de instalacao, para o presente

caso em estudo, se encontra entre a posicao do sensor A2 e A3.
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Tabela 6.1 - Relacao dos ¢ encontrados e comparacao com o 6 real

d encontrado

d encontrado -

Sensor r (m) dreal (kPa")
(kPa™) d real (kPa")
Al 0,055 0,035 0,046 -0,011
A2 0,105 0,042 0,046 20,004
A3 0,155 0,052 0,046 0,006
Ay 0,205 0,072 0,046 0,026

6.2.7. Curva de condutividade hidrdulica nao saturada (k-function) do solo

Devido aos resultados mais favoraveis, para

condutividade

hidraulica nao saturada do solo,

a simulacao da curva de

escolheu-se um 6 = 0,042, que

corresponde aos dados do sensor A2. A curva de condutividade hidrdulica pode ser

devidamente simulada também por meio da equacao do modelo constitutivo de

Cavalcante & Zornberg (2017a). A Fig. 6.18 mostra essa curva.
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Figura 6.18 - Curva de condutividade hidraulica obtida por meio do delta advindo do

modelo proposto

68



E elevada tanto a importancia quanto a dificuldade de obtencio dessa curva e,
por meio do modelo e da solucao desenvolvidas, ela pdde ser obtida por meio dos dados

de um unico sensor de umidade no ensaio de centrifuga.
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7.  CONCLUSOES

A modelagem numérico-analitica tem o intuito de fornecer ferramentas de forma
a otimizar a experimentagao, seja reduzindo o nimero de experimentos, facilitando a
sua execucao, ou fornecendo uma melhor interpretacao de dados. A otimizacao do
procedimento para obtencao das propriedades hidraulicas do solo por meio do ensaio
do permeametro de centrifuga foi conseguida com sucesso no presente trabalho. Essas
propriedades hidraulicas sao essenciais ao desenvolvimento de uma precisa e correta
utilizacao do conceito de fluxo nao saturado na engenharia geotécnica em geral,
permitindo uma maior precisao e otimizacao dos projetos a serem desenvolvidos.

Foi proposta uma EDP para o fenémeno de fluxo nao saturado, transiente, sob
acao de centrifugacao e considerando uma aceleracao centrifuga varidvel ao longo do
solo, como também foi feito o desenvolvimento matematico das condigoes de contorno.
A EDP contempla diversos parametros do solo que podem ser obtidos por meio de
outros ensaios mais simples e ela foi desenvolvida a partir de modelos constitutivos
tipicos do fendmeno com a relagao entre varidveis do fluxo nao saturado obedecendo as
equagoes de Cavalcante & Zornberg (2017a).

O modelo foi desenvolvido e solucionado numericamente, contando também com
uma importante contribuicao para o desenvolvimento de uma solucao analitica,
contudo, novos estudos sao requeridos para a finalizagao da solugao. Para isso,
desenvolvimentos em célculo fraciondrio podem ser necessdrios de forma a encontrar
uma solugao analitica fechada, sendo esta capaz de prover uma maior flexibilidade de
parametros e uma maior eficiéncia computacional. Pretende-se que isto seja feito com

base no desenvolvimento analitico realizado no presente trabalho.
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O método das diferencas finitas foi utilizado na solucao numérica com as condicoes
de consisténcia, estabilidade e convergéncia atendidas, confirmando que ele converge
para a solucao analitica original. Devido a ter uma maior eficiéncia computacional, o
método das linhas foi validado pelo MDF e utilizado nas andlises paramétricas e na
validagao do modelo.

Obteve-se éxito na andlise paramétrica para a simulagao do fenémeno de ensaio.
Os gradientes de energia esperados puderam ser visualizados com a consideracao da
aceleragao centrifuga varidvel e o avanco da frente de umidade por meio da infiltracao
no inicio da amostra. Os gréaficos observados foram semelhantes aos gréaficos esperados
por meio da visualizagao de ensaios anteriores.

Uma metodologia de interpretacao de dados que utiliza as regioes transiente e
estaciondria visualizadas no ensaio foi obtida com sucesso. Essa metodologia foi capaz
de, com os dados de um tnico sensor de umidade, obter a curva caracteristica e a curva
de condutividade hidrdulica do solo. Os resultados de curva caracteristica foram
comparados com a curva caracteristica do solo original, obtida por meio das técnicas
de papel filtro e placa de pressao, fornecendo resultados precisos e condizentes com o
ensaio buscado.

Devido a condigao de contorno no inicio da amostra ser condizente, deduzida
matematicamente e compativel com o fendmeno fisico da condicao de infiltracao, os
dados dos sensores A2 e A3, que estiveram mais préximos ao inicio da amostra, porém
ainda longe da fronteira, forneceram um melhor resultado de curva caracteristica.
Adicionalmente, além da andlise grédfica visual comparativa realizada comprovar a

eficacia do modelo com os dados coletados destes sensores, o ¢ calculado a partir dos
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sensores A2 e A3 se aproximou bastante do ¢ original do solo, sendo o erro considerado

desprezivel. Assim, a média aritmética de ambos os valores atingiu, com quase exatidao,

o valor real.

Propos-se, entao, que, se o modelo do presente trabalho for utilizado para a
obtencao das propriedades hidrdulicas nao saturadas do solo, os sensores devem ser
instalados mais préximos a fronteira inicial, para uma maior precisao de resultados, em
uma posigao relativa entre os sensores A2 e A3.

7.1 Sugestoes para pesquisas futuras

Faz-se as seguintes sugestoes para aprimoramento da pesquisa ja desenvolvida:
v' Elaborar uma solucdo analitica explicita da equacgao proposta com as condic¢oes de

contorno utilizadas no modelo numérico para uma melhor otimizacao computacional
e facilitacao no ajuste do valor de 6.

v' Fazer um estudo experimental aprofundado sobre a condicao de contorno em r = L
de forma a se obter uma expressao matematica que represente melhor sua realidade.
Dessa forma, espera-se que os resultados de sensores mais préximos a essa fronteira
sejam mais condizentes com os resultados reais de curva caracteristica.

v Elaborar um modelo que contemple os fendmenos de tensao, deformacao e fluxo de
forma a contemplar, para andlise, solos com alto indice de expansao ou
compressibilidade, expandindo o horizonte de atuacao do ensaio do permeadmetro de

centrifuga.
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