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Resumo

Davenport e Lewis provaram uma versao da Conjectura de Artin que diz que, denotando
por I'*(k, p) o menor nimero de varidveis para o qual uma forma aditiva com coeficientes
inteiros e grau k possui solugao p—adica nao trivial, onde p é um numero primo, entao
I'*(k,p) < k*+1 e a igualdade acontece quando p = k + 1. Sabe-se que, em geral, quando
k + 1 é composto essa cota ¢é suficiente, mas nao é necessaria. Nessa tese obtemos uma
melhora para essa cota, nos casos em que k + 1 nao é primo e, além disso, obtemos o
valor exato de I'*(k, p) quando p — 1 divide k. Mais precisamente, escrevendo k = yq +r
onde v depende do grau k e 0 < r < v — 1, provamos que I'*(k,p) < (p” —1)g+p" e a
igualdade vale quando p — 1 divide k. Como aplicacao desse resultado, mostramos que, se
k = 54, entao 1049 variaveis sao suficientes para garantir a solubilidade p-adica nao trivial
para todo p. Para k = 24, M. P. Knapp mostrou que sao necessarias 289 variaveis para
garantir a solubilidade p-adica nao trivial para todo p, entretanto, ainda como aplicacao
do resultado citado acima, provamos que, se p # 13, entao 140 varidveis sao suficientes
para garantir a solubilidade desejada. Além disso encontramos o valor exato de ['*(10, p)

para cada p primo.

Palavras-chave: Conjectura de Artin; Solubilidade p-adica; Formas Aditivas



Abstract

Davenport and Lewis have proved a version of Artin’s Conjecture which states that,
denoting by I'*(k,p) the smallest number of variables for which an additive form with
integer coefficients and degree k has a nontrivial p-adic solution, where p is a prime
number, then T*(k,p) < k? + 1 and with equality when p = k + 1. It is known that in
general when k + 1 is composite this bound is sufficient but it is not necessary. In this
work we improve this bound when k + 1 is not prime and we obtain the exact value of
[*(k,p) when p — 1 divide k. More precisely, writing k = vq + r with v depending on the
degree k and 0 < r < y—1, we prove that I'*(k, p) < (p” —1)q+r with equality when p—1
divides k. As an application of this result we show that, if & = 54, then 1049 variables
are sufficient to ensure the nontrivial p-adic solubility for all p. For k = 24, M. P. Knapp
has proved that 289 variables are necessary to ensure the nontrivial p-adic solution for all
p. However, still as an application of the previous result, we show that, if p # 13, then
140 variables are sufficient to ensure the desired solubility. Moreover, we give the exact

value of I'*(10, p) for each prime p.

Keywords: Artin’s Conjecture, p-adic Solubility, Additive Forms
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Introducao

Existe uma conexao entre congruéncias e equagoes que ¢ baseada no seguinte argu-

mento: se para F(z1,...,2z,) € Z[z1, ..., z,) a equagao
F(zy,...;x,) =0 (1)
tem solugao nos inteiros, entao a congruéncia
F(z1,...,x,) = 0 mod(m) (2)

tem solugao para todo m.

Como a solubilidade de (1) implica na solubilidade de (2) e esta sempre pode ser
decidida, ja que existe uma quantidade finita de classes de residuos médulo m, obtemos
entao uma sequéncia de condigoes que sao necessarias para garantir a solubilidade da
equagao (1) nos inteiros. Entretanto, obter condigoes suficientes é uma tarefa mais dificil
ja que, em geral, nao podemos afirmar que uma equagao tem solugao se, e somente se, tem
solucao como congruéncia médulo m para todo m € Z. Um exemplo disso é o polinomio
F(z) = (#* —13)(2® — 17)(2* — 221). A congruéncia F(z) = 0 (mod m) tem solugao para
todo m como pode-se ver em [2], mas claramente F'(z) = 0 ndo tem solucdo inteira . Por
solubilidade da equacao F' = 0 entendemos a existéncia de uma solug¢ao nao nula.

Da teoria elementar dos nimeros sabe-se que se a congruéncia

F(xy,...,2,) = 0(mod pf")
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ko
T

tem solucao para todo ¢ = 1,...,r, onde cada p; é primo e m = plfl ...pYr. entao a
congruéncia (2) tem solu¢do. Assim, a solubilidade de (2) para todo m € Z é equivalente
a solubilidade dessa congruéncia médulo todas as poténcias de p, para todo primo p.

Em conexao com o problema de encontrar condigoes suficientes para garantir a solubi-
lidade da equacao a partir da solubilidade de certas congruéncias Hensel construiu, para
cada p, um novo tipo de nimero chamado p-adico. Ele mostrou que a solubilidade de um
sistema de congruéncias médulo m para todo inteiro m era equivalente a solubilidade nos
p-adicos para todo p primo.

A primeira grande aplicacao dessa teoria foi apresentada por Hasse que, baseado nos

trabalhos de Minkowski, demonstrou o seguinte teorema (ver [2]):

Teorema 0.1 (Hasse-Minkowski) Uma forma quadrdtica com coeficientes racionais

POSSUL ZEros Tacionals se e somente se possuir zeros reais e p-ddicos para todo primo p.

Esse resultado estabeleceu um principio de atuagao conhecido como principio de Hasse,
que consiste na busca de solugoes inteiras através de informacoes p-addicas e reais.

Sendo @, o corpo dos nimeros p-adicos, era natural perguntar-se sob quais condicoes
um polindomio admitia solugoes p-adicas nao triviais. Nessa direcao, em 1920, Emil Artin
conjecturou que qualquer polindmio homogéneo de grau k em n variaveis tem zeros p-
adicos desde que n > k% + 1.

Em 1924 os resultados de H. Hasse confirmaram a conjectura para formas quadréticas
e em 1957, Lewis confirmou a validade da conjectura para formas de grau trés, mas em
1966, Terjanian apresentou um exemplo de uma forma de grau 4 com 18 variaveis sem
zeros 2-adicos nao trivais. Mais tarde, em 1963 Davenport e Lewis [5] provaram a validade
da conjectura para formas aditivas. Eles mostraram ainda que quando k£ + 1 é um primo
g entao a cota da conjectura é a melhor possivel para garantir a solubilidade g-adica nao

trivial, exibindo uma forma de grau k em k? varidveis sem zeros g-adicos nao triviais.

Definigao 0.1 Denotamos por T*(k,p) o menor nimero de varidveis para o qual uma
forma aditiva de grau k tem solu¢ao p-ddica nao trivial, onde p € um primo fizado, e
I'*(k) o menor nimero de varidveis para o qual uma forma aditiva de grau k tem solugao

p-ddica nao trivial para todo primo p.
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Uma grande contribuic@o a respeito das fungoes I'*(k) e I'*(k, p) foi dada por Dodson
em [6]. Ele mostrou, entre outros resultados, que
k

{;J (P —1)+1<T*k,p) < E(p” —~ 1)J +1, (3)

mas, como veremos, a diferenca entre essas cotas pode ser muito grande dependendo dos
valores de k.

Em termos da fungao I'*(k, p) a conjectura nos diz que I'*(k, p) < k?+1 e, apesar dessa
cota ser a melhor possivel quando k+1 é primo, em geral quando k+1 é composto sabe-se
que o numero de varidveis necessarias para garantir a solubilidade p-ddica nao trivial é
bem menor do que a que ¢ dada pela conjectura. Lewis [13] mostrou que I'*(3) = 7.
Gray [8] mostrou que formas aditivas de grau 5 em 16 varidveis tem zeros p-adicos nao
triviais, exceto em Q5, e deu um exemplo de uma forma aditiva de grau 5 em 15 varidveis
sem zeros 11-ddicos. Mais tarde, Chowla [4] mostrou que 16 varidveis sao suficientes para
garantir também a solubilidade nao trivial em Q5. Juntos esses resultados mostram que
I'*(5) = 16. Bierstedt [1] e Norton [14] mostraram independentemente que I'*(7) = 22
e I'"(11) = 45. Bovey [3] mostrou que I'*(8) = 39. Em [9] M. Knapp determinou os
valores exatos da funcao I'*(k) para k = 14, 20,24, 26, 27,29 e 31 e mostrou ainda que
['*(32) =1%(32,2).

Recentemente, M. Knapp [10] mostrou também o seguinte resultado:

Teorema 0.2 FEscreva k = 27ky onde ko € um inteiro impar e defina o niumero v por

T+2 seT>0;
v(k) =

1 seT=0.

Além disso, escreva k = vyq+r, onde q e r sao inteiros e 0 < r <~ — 1. Entdo

5 se k= 2;
I'(k,2) =

(2" —=1)g+2" caso contrdrio.

A maioria dos resultados citados acima foram obtidos fixando-se o primo p e encon-

trando um limite superior para I'*(k, p), através da relagao

(k) = max I (k,p). (4)
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Em vista desse método e com base nos resultados de M. P. Knapp e M. Dodson, é
natural questionar-se sobre o estudo da fungao I'*(k, p) para valores especificos de p. Além
disso, é conhecido que I'*(k) = k% + 1 quando k + 1 é primo, mas isso decorre do contra
exemplo que é dado para o primo p = k + 1. Portanto é natural também investigar se
a cota é de fato necessaria para os demais primos. Nessa direcao, essa tese consiste em
um estudo detalhado da fungao I'*(k,p), e como consequéncia desse estudo, daremos o
valor exato de I'*(54) e uma estimativa para os valores de I'*(24, p), para todo primo p.
Além disso, daremos também o valor exato de I'*(10, p) para todo primo p. Em todos
esses casos em que o grau € fixado, os calculos sao feitos separando-se em dois casos: 0s
primos que dividem o grau, e fixando esses primos utilizamos os resultados obtidos para
a fungao I'*(k, p) além de alguns resultados especificos para cada primo em questao; e os
primos que nao dividem o grau, e para esses casos utilizamos fortemente o MAPLE com
o auxilio de algumas técnicas, como a de somas exponenciais. O contetido dessa tese foi
divido em quatro capitulos e um apéndice, onde apresentamos tabelas com os resultados
obtidos através de célculos efetuados no MAPLE, e também as rotinas utilizadas para
efetuar esses calculos. Os quatro capitulos serao detalhados seguir.

No 1° capitulo vamos introduzir algumas defini¢des e resultados preliminares que
serao fundamentais para o entendimento do trabalho e sera dividido em quatro segoes.
Na primeira secao apresentaremos alguns resultados relacionados a solubilidade de con-
gruéncias modulo um primo p, dando algumas definicoes importantes e deduzindo resul-
tados classicos como os Teoremas de Chevalley e Warning. A segunda secao trata de
somas exponenciais, método muito utilizado para obter estimativas para o nimero de
solucoes de congruéncias médulo p. Os resultados apresentados nas secoes 3 e 4 foram da-
dos por Davenport e Lewis [5] e dizem respeito as técnicas de p-normalizagao e contragao
de variaveis, respectivamente.

No 2° capitulo apresentamos uma melhora na cota (3) de Dodson e obtemos o valor
exato de I'*(k, p) quando p — 1 divide k. Este resultado foi obtido com base nas técnicas

usadas por M. P. Knapp em [10], generalizando os lemas para um primo qualquer. Mais
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precisamente, definindo

1 se T =0;

y(k)=47+1 se 7T>0ep>2, (5)

T+2 seT7>0ep=2.
\

provaremos o seguinte resultado:

Teorema 0.3 Seja k = p"ko, com mdc(ko,p) =1 ey como na defini¢do acima. Escreva

k=~q+r, onde q e r sao inteiros e 0 < r <~y — 1. Entdo

I*(k,p) < (p" = L)g+p",
e a iqualdade ocorre quando p — 1 divide k.

O 3° capitulo é destinado a dar duas aplicacoes do teorema acima, e o faremos em duas
segoes. Na primeira delas daremos o valor exato para I'*(54). Vamos provar o seguinte

corolario
Corolario 0.1 Seja I'*(k) como na Definicao 0.1. Entao I'*(54) = 1049.

Na segunda segdo vamos obter algumas estimativas para os valores de I'*(24,p). Em
9], M. Knapp mostrou que ['*(24) = 289. Entretanto, vamos ver que, para os primos tais
que p — 1 nao divide o grau, I'*(24, p) < 289. Mais precisamente mostraremos o seguinte

resultado
Corolario 0.2 Seja p um primo, p # 13. Entdo T*(24,p) < 140.

No 4° capitulo nosso objetivo é dar os valores exatos de ['*(10, p) para todo primo p.
Dividiremos esse capitulo em trés segoes, sendo as duas primeiras dedicadas aos primos
que dividem o grau e a ultima aos primos que nao dividem o grau. Ao final do capitulo

ficara provado o seguinte resultado:
Teorema 0.4 . Seja P o sequinte conjunto de primos
P ={41,61,71,101,131, 151,181,191, 211, 251, 271, 281, 311, 331, 431,491,911}

e p um primo, p # 11. Entao os sequintes valores sao obtidos:
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o I'(10,p) =23 e 41, se p =2, e 31, respectivamente;
e ['*(10,p) =31, se p € P;

e ['"(10,p) =21, se p="5 e nos casos restantes.

Quando p = 2 o resultado é uma consequéncia do Teorema 3.1 de [10], porém faremos
algumas consideracoes adicionais a respeito desse caso, mostrando que quase sempre o
nimero de variaveis para garantir a solubilidade 2-ddica nao trivial pode ser ainda menor
do que o dado no Teorema 0.4. Como consequéncia dos resultados de Davenport e Lewis e
da relagao (4) temos que I'*(10) = 101, ja que I'*(10,11) = 101. Entretanto, o Teorema 0.4
nos mostra que, mesmo em um caso onde k+ 1 é primo, o nimero de variaveis necessarias
para garantir a solubilidade p-adica nao trivial para todo p # k 4+ 1 é bem menor do que

o dado pela conjectura.



CAPITULO 1

Preliminares

1.1 Congruéncias moédulo primo

As classes de residuos moédulo p formam um corpo finito com p elementos, denotado
por IF,,. Neste corpo, uma congruéncia médulo p pode ser vista como uma equacao. Assim,
nossos estudos serao direcionados para resolucao de equacoes sobre corpos finitos. Um
fato relevante é que polinomios que satisfazem F'(z1, ..., z,) = G(z1, ..., z,) Vz; € F, nem

sempre tém coeficientes iguais.
Definicao 1.1 Sejam F e G polinomios em n varidveis, com coeficientes inteiros.
e Dizemos que F' e G sao congruentes, e escrevemos
F(z1,...,x,) = G(xq, ..., x,) (mod p),

se os coeficientes dos termos correspondentes nos lados direito e esquerdo sao con-

gruentes modulo p.
e Se para qualquer n-upla de inteiros (c1, ...,c,) temos que

F(c1,..yen) = Gley, ..y ) (mod p),
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entao dizemos que F' e G sdo equivalentes, e escrevemos F ~ G.

Definicao 1.2 O grau total de um polinomio f é o maior grau dentre os graus de seus

monomios, onde o grau de um monomio € iqual a soma dos graus de suas varidveis.

Uma vez que, se F' ~ G, as congruéncias F' = 0(mod p) e G = 0(mod p) tém as
mesmas solucoes, podemos substituir um polinomio F' por um equivalente a ele e que
tenha uma forma mais simples. Dado um polinomio F', podemos reduzir o grau de suas
varidveis através de sucessivas aplica¢oes do Teorema de Fermat, fazendo ;¥ = x;(mod p).
Desse modo encontramos um polinomio equivalente a F', de grau menor do que p em cada

variavel x;, que denotaremos polinomio reduzido. Temos portanto o seguinte resultado.

Teorema 1.1 Todo polinomio F ¢é equivalente a um polinomio reduzido F*, cujo grau

total € sempre menor ou igual ao grau total de F.
Teorema 1.2 Se dois polinomios reduzidos sao equivalentes, entao eles sao congruentes.

Prova. E suficiente mostrar que, se F' é um polindémio reduzido e F' ~ 0, entao temos
F = 0(mod p). A demonstracdo segue por inducao sobre o nimero de variaveis.

Para n = 1, se deg(F(z)) < p e F(c) = 0(mod p) para todo ¢, entdo F tem mais
raizes que seu grau, o que sé é possivel se todos os coeficientes de F' sao congruentes a
zero médulo p, isto é, F' = 0(mod p).

Vamos agora supor que o teorema seja verdadeiro quando o ntimero de varidveis é

igual a n — 1, e mostrar que é valido também para n. Para n > 2, escrevemos I’ na forma

F(ZL‘l, ceey l’n) = A()(I'l, ...7.I'n_1) + Al(l‘l, ceey xn—l)xn —+ -4 Ap_l(l’l, ...,xn_l)xfl_l.

Tome um conjunto de valores arbitrarios x; = ¢y, ..., 2,1 = ¢,_1 e faga Ag(cq, ..., Ch1) =
ao, ..., Ap_1(c1, ..., ¢n—1) = ap,—1. Obtemos um polindémio em uma unica variavel, z,,, dado
por

1
F(er, . yna1,Tp) = ap + a1y + - - - + ap_12b)

e portanto voltamos ao caso n = 1. Como F' ~ 0, temos que F'(cy, ..., cy—1,%,) = 0(mod
p). Entao,

Ao(cty ..y cn1) = 0(mod p)
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A, ey cym1) = 0(mod p)

isto é, Ag ~ 0,...,A4,_1 ~ 0, pois ¢i,...,c,—1 foram tomados arbitrariamente. E claro
que esses polindmios sao reduzidos (ja que F' é reduzido) e dependem de n — 1 varidveis.
Logo, por hipétese de inducao, o teorema é verdadeiro para esses polinomios e, portanto,

Ay = 0(mod p), ..., A,_1 = 0(mod p), ou seja, F' = 0(mod p).
0

Dos teoremas anteriores podemos deduzir alguns resultados sobre o niimero de solugoes

de congruéncias.

Teorema 1.3 Se a congruéncia F(xy,...,x,) = 0(mod p) tem pelo menos uma solugado,
e o grau total do polinomio F' é menor do que o numero de varidveis, entao a congruéncia

tem pelo menos duas solucoes.

Teorema 1.4 (Teorema de Chevalley) Se F(z1,...,z,) € uma forma de grau inferior

amn, entio a congruéncia F(xq,...,x,) = 0(mod p) tem solu¢ao nao nula.
Os Teoremas 1.3 e 1.4 sao consequéncias imediatas do teorema a seguir.

Teorema 1.5 (Teorema de Warning) Se o grau do polinomio F(x1,...,x,) € menor
que n, entao o numero de solugoes da congruéncia F(zy,...,x,) = 0(mod p) é divisivel
por p.
Prova. Suponhamos que a congruéncia tenha s solugoes A; = (agi), e agf)), 1=1,...,8s.
Definindo H =1 — FP~!, entao H satisfaz:

1, para X = A;(modp),i =1, ...;s

0, caso contrario.

onde X = (zy...,2,). Para qualquer A = (ay, ..., a,), defina

Da(xy,.own) = [J(1 = (5 — a7,

J=1
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E facil ver que

1, para X = A(modp),
Dy(X) = (1.1)

0, caso contrario.
Seja
H*(x1,...;xy) = Da, (21, ..., xpn) + -+ + Da (x1, ..., Tp).
Da equagao (1.1) resulta que H* tem a mesma solu¢ao de H V1, ..., x,, isto é, H ~ H*.
Logo, o grau de H* nao excede o grau de H que é menor que n(p — 1).
Em cada D4, existe um termo de grau n(p — 1), a saber, o termo (—1)"(zy ... z,)P"".
Como o grau de H* é estritamente menor que n(p — 1) necessariamante devemos ter

s = 0(mod p), que é exatamenta o que diz o Teorema de Warning.
OJ

Observe que o Teorema de Warning nos fornece um resultado mais forte que o do
Teorema 1.3, j& que nos garante que se a congruéncia F'(xy,...,z,) = 0(mod p) tem pelo
menos uma solucao, e o grau total do polinémio F' é menor do que o nimero de variaveis,

entao a congruéncia tem pelo menos p solugoes.

1.2 Somas Exponenciais

Até agora os resultados apresentados investigam o niimero de solugoes de congruéncias
através do numero de varidveis do polinomio envolvido. Os resultados apresentados a
seguir utilizam somas exponenciais para estimar o numero de solugoes, incongruentes

modulo p, dessas congruéncias através do primo p.

Defini¢ao 1.3 Um polinémio F(x1,...,x,) com coeficientes racionais € dito absoluta-
mente irredutivel se nao € possivel obter uma fatoracao nao-trivial em qualquer extensao

do corpo dos niumeros racionais.

Observe que para polinomios com coeficientes racionais de grau 2 com uma ou mais
variaveis sempre € possivel obter uma fatoragao nao trivial no corpo dos niimeros comple-
xos C. Portanto, neste caso apenas os polinomios constantes podem ser absolutamente

irredutiveis.
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Teorema 1.6 Se F(x1,...,x,) € um polinémio absolutamente irredutivel com coeficientes

inteiros, entao a congruéncia

F(xq,...,z,) = 0(mod p)

tem solugao para todo nimero primo p maior que algum limite que depende somente do

polinomio F'.
Teorema 1.7 O nimero N(F,p) de solugoes da congruéncia
F(z1,...,x,) = 0(modp) (1.2)

satisfaz a desigualdade

IN(F,p) —p" | < C(F)pr =172

onde a constante C'(F') nao depende de p.

As demonstragoes dos Teoremas 1.6 e 1.7 utilizam alguns resultados de geometria
algébrica, e podem ser encontradas em [11] para n = 2, e em [12] para o caso geral. Neste
trabalho apresentaremos apenas a demonstracao de um caso particular do Teorema 1.7 em
que o polinomio F' é diagonal, sem o termo constante e n > 3. Neste caso, apresentaremos
uma fémula explicita para o nimero de solugoes da congruéncia (1.2).

Seja ¢ uma das raizes p-ésimas da unidade. Entao,

P, para y = 0(mod p)
> 13
x 0, para y #Z 0(mod p).
Usando (1.3) vamos explicitar uma férmula para o nimero de solugoes da congruéncia
(1.2).

Considere a soma

S= 3 D e,

L1,y T

Se (x1,...x,) é uma solugao de (1.2), entao

ZC:&F(:ch...,xn) = p,

T
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se F(z1,...x,) # 0(mod p)
Z CwF(zl,...,xn) — 0.

Assim, S = Np onde N é o nimero de solugoes da congruéncia (1.2). Desse modo fica
provado o seguinte resultado:

O numero de solugdes da congruéncia (1.2) é dado por

1
N=~ D ), (1.4)

Ty TLyeesTm

Podemos ainda reescrever (1.4) na forma
1
N = pn—l + 2_9 Z/ Z CzF(a:l,...,xn) (15)

onde )’ denota o somatério com x percorrendo um sistema reduzido de residuos.

Vamos agora aplicar o método anterior ao caso em que o polinémio F' ¢ dado por
F(xy,...,z,) = ay2]* + -+ apzlr,  a; Z 0(mod p)

e assumindo que n > 3. De (1.5) temos que o niumero N de solugdes para a congruéncia

a1zt + -+ + ayxlr = 0(mod p) pode ser reescrito na forma
n— 1 - a;za,t
N=pte ST e (16)
T i=1

Vamos portanto investigar somas da forma Zy (%" onde a #Z 0(mod p). Claramente,
se m(z) é o nimero de solugoes da congruéncia y" = xz(mod p), entdo

> = m(x)¢ (1.7)

T

Podemos encontrar uma férmula explicita para m(z) quando x #Z 0(mod p). Se g é uma
raiz primitiva médulo p, entao

z = ¢gF(mod p), (1.8)

onde o expoente k é determinado de maneria tnica médulo p — 1. Seja y = g“(mod p), a

congruéncia y” = x(mod p) é entao equivalente a congruéncia

ru = k(mod p — 1) (1.9)
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pois

ur—=k

= ¢"(mod p) = ¢ = 1(mod p).

T

y" = x(mod p) = ¢

Pelo pequeno Teorema de Fermat,
2P~! = 1(mod p) desde que z # 0(mod p),

e dal ur —k =0(mod p—1.)
Da teoria de congruéncias lineares sabemos que a congruéncia (1.9) tem d = (r,p — 1)
solucoes em u se, e somente se, d divide k, caso contrario nao tem solucao. Portanto,

d se k = 0(mod d
m(z) = ( ) (1.10)

0 se k # 0(mod d).
Podemos ainda encontrar uma férmula mais conveniente para m(x). Seja € uma raiz

d-ésima primitiva da unidade, e defina as fungoes

Xs(2) = €, (1.11)

s=0,..,d—1, Vo€ Ztal que (z,p) =1 e k é determindado por (1.8).

As fungoes x; que satisfazem ys(zy) = xs(x)xs(y) sdo chamadas de caracter médulo
p. Para extendermos a todos os valores de = definimos xs(z) = 0 se x = 0(mod p). O
cardter xo(z) é chamado cardter trivial, ou carater unidade, e assume valor 1 para todo
x # 0(mod p).

Observe que se k = 0(mod d), entao €* = 1,Vs € {0,1,...,d — 1} e portanto
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Podemos agora reescrever (1.7) na forma

d—1
ST 143 e
s=0

Yy xT

Como

1+Z/Cax:Z<a$:O’

d—1

D=0 X (1.12)

Ss=

temos

onde z percorre um sistema completo de residuos médulo p, ja que para x = 0(mod p)

definimos x(z) = 0.

Definicao 1.4 Sejam x um dos caracteres xs e a € Z. A expressao

> x(@)e

¢ chamada Soma Gaussiana, que denotamos por T,(x). Quando a = 1 denotamos T,(x)

simplesmente por T(x).
De (1.6), (1.12) e da definigao acima podemos formular o seguinte teorema:

Teorema 1.8 Seja N o numero de solucoes da congruéncia

a1zt + -+ + apxr = 0(mod p), a; Z 0(mod p). (1.13)

n

Entao,
n d;—1

N=p"'+ ;1) ST i) (1.14)

T i=1 s=1

onde d; = (r;,p — 1) e o caracter x; s € definido por (1.11) com d = d;.

Teorema 1.9 Sejam x um caracter multiplicativo mddulo p, x # xo e mdc(a,p) = 1.

Entao

7 (0] = VP
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Prova. Primeiramente vamos mostrar que x(a)7,(x) = 7(x). Da defini¢ao (1.4) temos

X)) = x(@) 3 x(@)* = Zx C”—Zxafc o = 3w = 7(x)

Além disso, |x(a)| = x(a)x(a) = (*¢* = 1. Assim,

I
=
S
S
—
-

|
=

S
=
S
s

|
s
>
=

Ee9]

Portanto é suficiente mostrar que |7(x)|° = p. Considere a soma

Temos que

j4 que [x(a)] = 1 = x(a) = (x(a)) "

Assim,

Note que se x # xo, para algum a € F,, temos x(a) # 1 e assim

)Y x(x) =) xlaz) =) x(@) = (x(a) = 1) x(@x)=0=> x(z) =

pois ax percorre F, quando x percorre IF,. Logo,

To(x) = ) x(x) =0,
portanto
D 7)) =) T =Y Ir0 = (-1 IrI (1.15)

Por outro lado,

onde
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p, se x = y(modp)

p—1
Ca(x—y) —
%

Como z,y € {0,1,...,p — 1}, x = y(modp) = = = y. Assim

0, caso contrario.

000 = 3 S X =0 S W) = plp - 1),

De (1.15) e (1.16) temos (p — 1) |[7(x)|* = p(p — 1) = |7(\)|* = p.

Dos Teoremas 1.8 e 1.9 obtemos o teorema a seguir.

Teorema 1.10 Seja N o numero de solugoes da congruéncia
arzyt + - -+ azz;t = 0(modp).
Entao para cada nimero primo p que nao divide aq, ..., a, temos
[N =p" 7 < Clp—1)p™P7,
onde C = (dy—1)---(d, = 1), ed;=(ri,p—1).

Prova. De (1.14) temos

n d;—1
[N —p] = ZHZMXM < —Z [T et
x =1 s=1 T =1 s=1

n d;—1

S| DT

r i=1 s=1

= pgﬁd—l

= (p—1p"*! H(di —1).

(1.16)

(1.17)
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Quando n > 3, o Teorema 1.10 implica no Teorema 1.7 para polinomios do tipo
P(z) = a1a* + -+ - + apa)".

De fato,
[N —p | < Clp— )p™At < opr),

Além disso, sabemos que se d; = mdc(r;,p — 1) entdo, quanto ao nimero de solugoes,
a congruéncia ayzi* + -+ + a,xl" = 0(mod p) é equivalente a alw‘fl + oo+ aprde
0(mod p). Assim podemos considerar que j& estamos tomando o grau do polinémio como
sendo o maximo divisor comum entre o grau e p — 1, desse modo d; = r; e, portanto,
C =[1—,(d; — 1) depende somente do polinémio a;zi* + - - - + a,x)*, que ¢ o que afirma
o Teorema 1.7.

Se consideramos o caso particular em que o polinémio F'(zy,...,z,) em (1.2) é uma

forma de grau k, podemos dar uma estimativa mais refinada para o nimero N de solugoes

dessa congruéncia. Para isso, seja ( uma raiz primitiva p-ésima da unidade. Definimos

p—1

T(u)=> ¢

y=0

Lema 1.2.1 Seja x um cardter ndo trivial e d = mdc(k,p —1). Se u # 0(mod p), entdo

~ Y nlw)

Prova. Temos que

uk uxr ux
T(u)=7) ¢ =) m@)¢ =m0)+ Y > x(z)
y=0 =0 z=1 s=0
Como
d—1
m(0) =Y xs(0) =1,
s=0
entao
p—1 d-1 p—1 d—1
Tw) = 14> > xilo cux—1+ZC“x+ Xs()¢™
z=1 s=0 z=1 s=1
p—1 d—1 p—1 d—1
= Zcum+z Xs _ Xs Cuz
r=1 s=1 =1 s
p—1 d—1

= Xs Cux Z Tu(Xs)a
s=1

s=1 z=1
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ja que mde(u,p) = 1 e portanto Z;(l) ¢ =0.

Considere o polinomio F(z1,...,7,) = a12¥ + - - - + a,z* e defina

p—1
Sp=) |T(u)"
u=1
onde T'(u) = -7~} ¢***. De (1.6) temos que
13-
N=p"14 . ZT(alu) L Tagu).
u=1

Pela desigualdade de Holder, temos

> [T (aru) .. T(ayu)| < (Z |T(a1u)|") . (Z |T(anu)|”)
Mas - -
> T(aw)[* = > |IT(w)|", se a# 0(modp),

o que implica que
p—1

Z T (ayu) ... T(ayu)| < S,.

u=1

Assim, o nimero de solugoes da congruéncia (1.2) satisfaz

N > pn_l - p_lsn-

3=

Note que o nimero M de solugdes da congruéncia 2* = y*(mod p) é dado por M =

(p— 1)k + 1, pois para cada x # 0(mod p) temos k solugdes em y, e mais a solugao nula.

Por outro lado, o nimero M de solugoes pode ser dado por

M=p 'Y 3 ¢ = p ' Y T ()P =p! (i T ()" + !T(p)|2>

T,y v=1

=M=p ' (S24p") = Se=p((p—Dk+1)—p’=(k—1)p(p —1).

Além disso, do Lema 1.2.1 e Teorema 1.9

k—1

T(w)| <> |7ulxs)l = (k= 1)p2

s=1

(1.18)
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para u # 0(mod p). Segue portanto que

p—1 p—1
Sy =Y _[T(@)|" =D |T@)["*|T()* < (k—1)"""p"* 'p(p—1),
u=1 u=1
e finalmente,
N>pt— (k—=1)""1p2 7 (p—1). (1.19)

Observe que os resultados acima nos fornecem uma condicao suficiente para garantir
a solubilidade nao trivial de uma congruéncia do tipo F(xy,...,z,) = 0(mod p), onde
F(zq,...,x,) é uma forma aditiva de grau k em n variaveis. Basta mostrar que para esses
valores de k,n e p tem-se N > 1. O proximo resultado segue da prova do Lema 2.4.1 de

6] e serd uma ferramenta muito 1til nos capitulos seguintes.

Lema 1.2.2 Considere a congruéncia

a ¥ + - a2f = 0(modp). (1.20)
Se p ndao divide k e mde(a;,p) =1 para todoi = 1,--- |t, entdo a congruéncia (1.20) tem

solucao primitiva, sempre que
p > (d . 1)(21‘/72)/(1‘/72)7

onde d = mde(k,p — 1).

1.3 p-Normalizacao

Nesta secao descreveremos o método de p-normalizacao, bem como apresentaremos
alguns resultados sobre a solubilidade p-adica de uma equacao aditiva. O Lema a seguir

pode ser encontrado em [5] Lema 2.

Lema 1.3.1 Sejam vy, vy, -+ , 01 € R en =vg+- - -4vp_1. Vamos assumir que vy; = v;

para todo i € NU{0}. Entao existe r € N tal que

tn
vr+vr+1+---+vr,1+t2? parat=1,2,... k.



1.3 p-Normalizacao 20

Dizemos que duas formas aditivas em n variaveis sao equivalentes se uma pode
ser obtida da outra através de uma substituicao xz; = l,-;z:;, onde [y, ...,[, sao inteiros nao
nulos. E facil ver que essa relacao é simétrica, transitiva e reflexiva. A equivaléncia é
tal que, se duas formas sao equivalentes e uma representa zeros p-adicos, entao o mesmo
ocorre com a outra. Como veremos a seguir, uma forma aditiva é sempre equivalente a uma
cujos coeficientes se encontram em niveis menores do que o grau k e que tem propriedades
especiais, dadas no resultado a seguir. Uma forma satisfazendo tais propriedades é dita

p-normalizada.

Lema 1.3.2 Seja F = a12f + -+ + a,x¥ uma forma aditiva de grau k em n varidveis.

Entao F' pode ser escrita como

F=F+pF+-+p"'F,

onde F; € uma subforma em v; varidveis, para j = 0,1,...,k—1, com todos os coeficientes
nao divisiveis por p e com vy, vy, . .., Uk_1 Satisfazendo
tn

v0+vl+---+vt_12? parat=1,2,... k.

Prova. Escreva

> P'E,

i>0
onde F; sao formas nas varidveis x; de I’ e ¢ é a maior poténcia de p que divide o
coeficiente a; de x;. Observe que todas as subformas Fj’s possuem unidades p-adicas

como coeficientes. Podemos entao assumir que
F=Fy+pFi+ - +p""F,

pois, para os indices ¢ > k—1, digamos ¢ = kt+r com r < k, podemos fazer a substituicao
das varidveis x; de F; por p'x; e entdo as incluimos & subforma F,., e estas novas varidveis
ainda possuem unidades p-adicas como coeficientes.

Seja v; o nunero de variaveis de F;. Assim, vg + vy + -+ + v,_1 = n e pelo Lema

anterior existe um r tal que v, + -+ + v, 1.4 > % para t = 1,2,..., k. Vamos fazer uma
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permutacao ciclica das varidveis de I, substituindo todas as varidveis das subformas F}’s,

com j < r, por z = px_ e depois dividindo F por p", obtendo
F'=p ' F=F+pFu+ +p R 0 R+ p  E

Assim, reindexando as subformas obtemos

F' = FEy4+pF +--+p"'F_,, e
/ ’ tn
UO+"'+Ut—IZ?

/ . ;1. ~ e
parat = 1,2, ..., k. Claramente se a forma F' possuir zeros p-adicos nao triviais, o mesmo

ocorre com F'. Portanto, podemos supor que F' tem a forma descrita acima e assim

t
U0+v1—|—---+vt_12£, parat=1,2, ..., k.

O

Devido a essa equivaléncia, podemos sempre supor que estamos trabalhando com uma
forma p-normalizada e utilizar as propriedades descritas no Lema ?7. Dizemos que uma
variavel estd no nivel j se seu coeficiente é divisivel por p’ mas nao é divisivel por pi*!,
isto €, as varidveis das subformas F; descritas no Lema 7?7 estao no nivel j. O préximo
resultado é uma condigao necesséria e suficiente para garantir a solubilidade p-adica nao

trivial de uma forma aditiva.
Lema 1.3.3 Seja F(xy,...,x,) € Z]xy,...,x,]. A congruéncia
F(x1,...,2,) = 0(mod p*)
tem solucao para todo s > 1 se, e somente se, a equacao
F(zy,...,z,) =0,
tem solugao em Z,, onde Z, denota o anel dos inteiros p-ddicos.

Definicao 1.5 Seja k um numero natural e p um nimero primo. Escreva k = p"ky com

mdc(ko,p) = 1. Vamos definir o nimero ~y como
(

T+1 sep>2

Y=37T+2 se p=2

1 serT=0.
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Lema 1.3.4 Se a congruéncia

¥ = m (mod p")

tem solugao, onde mdc(m,p) =1, entdo a congruéncia

y* = m (mod p¥)

tem solucao para todo v > .

O resultado acima encontra-se em [7]. Sejam F uma forma aditiva como no Lema
1.3.2 e v como na Definicao 1.5. Denotaremos por solu¢ao primitiva uma solugao da

congruéncia F' = 0(mod p”) com pelo menos uma das varidveis em Fy nao divisivel por
p.

A seguir veremos que para garantir a solubilidade nao trivial de uma forma aditiva
em Q,, basta estabelecer uma cota n que garanta a existéncia de uma solu¢ao primitiva

para a congruéncia médulo uma poténcia especifica de p.
Lema 1.3.5 Suponha que a congruéncia
F(x1,...,2,) = 0(mod p”)
tenha solucao primitiva. Entao a equacao
F(xy,...,2,) =0

tem solucao p-adica nao trivial.

1.4 Contracao de variaveis

Nesta secao vamos apresentar a operacao de contragcao de varidveis, que consiste
basicamente em substituir uma soma de um determinado ntimero de termos de F' por
um unico termo. O resultado a seguir é uma ferramenta fundamental para esse método e

pode ser encontrado em [5].

Lema 1.4.1 Seja § = (k,p — 1) e suponha que cics ... cs41 Z 0(mod p).
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Entao a congruéncia
aah + -+ csrhy, = 0(mod p) (1.21)

tem solugao com x1 Z 0(mod p).

k=

Prova. Desde que x m( mod p) tem solu¢do em x se, e somente se, 0 mesmMo ocorre

para 2° = m(mod p), podemos substituir k por § em (1.21). Suponha, por absurdo, que

a conclusdo do Lema nao é verdadeira. Entao
P b
c1+ ey + -+ cspxy,, # 0(mod p),

para todo g, ..., Tsy1. Assim,

(er + o+ + C6+1«'Eg+1)p = 1(mod p)

para todo xa, ..., X511, 0 que significa que o produto do lado esquerdo da congruéncia é o
polinémio identicamente 1.
Expandindo esse produto e substituindo x? por z; para cada j, obtemos termos com

expoentes no maximo p — 1. Entretanto, na expansao aparece um termo

)

a(ajg o e x5+1)(p_1)/6 — axp_l [P ajp_l

o+

com a # 0( mod p), que nao é afetado por tal substiui¢ao e todos os outros termos contém
pelo menos uma das variaveis g, ..., T511 com uma poténcia menor do que p—1. Portanto,

esse polinomio nao pode ser reduzido ao polinomio identicamente 1, o que é um absurdo.
OJ

Para 7 > 0, nds definimos a operagao de contracao como sendo a substituicao de
um conjunto de J + 1 termos em algum Fj por um unico termo em algum Fj, onde @ > j.
Considere uma soma

dlylf +oe d6+1?/§+1

onde dj ...dsy1 Z 0(mod p).
Uma das variaveis i, ..., ys+1 € distinta das outras, e tomamos essa variavel distinta

como sendo ;.
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Pelo Lema 1.4.1, existe uma solucao
diaf + -+ + dspral., = 0(mod p)

com a; # 0(mod p).

Escolhendo a solucao de maneira conveniente, podemos supor que
k k
diay + -+ d5+1a5+1 =p’e,

onde 0 > 1, e e # 0(mod p).
A substituicao 1y; = a;z transforma a soma dlyi‘C 4+ 4 d5+1y§ 41 em um tnico termo

ezt

Note que z # 0(mod p) implica em y; Z 0(mod p).

Operacoes de contragao de variaveis serao primeiramente aplicadas a conjuntos de 6+1
termos de Fj, e aqui qualquer uma das variaveis pode ser tomada como sendo a variavel
distinta.

O restante das varidveis de F{y que nao estao nesses conjuntos sao igualadas a zero, e

isso resulta numa forma do tipo
pG1+p* G+ .. .,

onde a forma G contém os v; termos originais de [; mais os possiveis termos adicionais
resultantes do processo de contracao.

As variaveis obtidas pelo processo de contracao sao chamadas variaveis primarias.
Além disso, a congruéncia dyz¥+- - -+d,x* = 0( mod p) possui sempre solucao, mesmo que
seja a solucao trivial. Isso também gera novas varidveis em niveis superiores. Denotamos
por variaveis secundarias as variaveis obtidas através de solugoes triviais de somas de
um determinado nimero de termos de F. Aplicamos novamente o processo de contracao,
agora a grupos de d + 1 termos de G, sujeitos a condi¢ao de que cada grupo contém pelo
menos uma variavel primaria. Tal variavel é escolhida como sendo a variavel distinta na
contracao.

Suponha que apdés um numero permissivel de contragoes obtemos uma forma H tal
que

H = 0(mod p”)
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tem solucao com pelo menos uma das varidaveis primarias nao nulas médulo p. Esse é o

caso se obtemos a forma

H:puHH+pu+lHM+1+...

onde as subformas H.,, H,;; contém uma varidvel primaria. Podemos tomar essa varidvel
priméria igual a 1 e as outras variaveis iguais a zero. Como a variavel priméria foi obtida

de sucessivas contracoes a partir de variaveis de Fp, isto implica em uma solucao de
F =0(mod p")

com pelo menos uma das variaveis em Fy nao divisivel por p. Como ja vimos na secao
anterior, isso é suficiente para garantir a solubilidade p-adica nao trivial de F' = 0 e esse

¢ chamado o caso soluvel.



CAPITULO 2

Valor exato de ['*(k, p) quando p — 1 divide &

Neste capitulo vamos considerar
Fxy,...,1,) = a2h + -+ a,2” (2.1)

com coeficientes inteiros e determinar o menor nimero de variaveis, em fungao do grau
k, que garantem a solubilidade p-adica nao trivial de F' = 0 quando p — 1 divide k. Os
resultados apresentados aqui sdo baseados em [10], onde M. Knapp apresenta o menor
numero de variaveis para garantir que uma forma aditiva com coeficientes inteiros tem
zeros p-adicos nao triviais, no caso em que p = 2.

Em 1966 Dodson mostrou que

EJ (P =1 +1<T7(k,p) < E(pV — 1)J + 1. (2.2)

Observe que quando v divide k os limitantes acima coincidem. Por outro lado, quando &

cresce, a diferenca entre eles tende ao infinito.

Lema 2.0.2 Sejam p um nimero primo, k = p'ky onde p 1 ko, € v = 7 + 1. Defina
Ay = {%J (P'—1)+1eBy= L%(p” — 1)J + 1, entao klim (B, — Ay) = .
—00
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Prova. Escreva k =~vq+7r, (p7 — 1) =~vl+sers=~yu+w,onde 0 < r,s,w < 7.

Assim,

v

4 - { pV—lJ {7(]4—1“ 7l+s)J_{72ql+7qs+ylr+mJ
L = —
= ’yql—irqs—l—l'r—l—{

J =vql+qs+Ilr+u

A (e[

de onde obtemos que A — B =1Ir +u, com 0 <1 < 7.

J (vl +s) =gl + gs

Observe que yu +w =15 < (y—1)% Se u > v — 1, entao

u>y(y=1) = qutw>(y—1) > (y-1)%

absurdo. Logo, u <~ —1. Assim, desde que r e u estao limitados, é suficiente mostrarmos
que [ = [(y) nao é limitado, e Ir +u — oo quando | — 0.

Suponha que exista um M > 0 tal que [ < M, para todo 7. Entao

Y 1
(p’Y—1):7l+s§M%Ls:spVSMy+s+1:»%<M+7+7 < M+2,
contrariando o fato de que lim p% = 00. O absurdo surgiu do fato de supormos que [ é

Y—00

limitado por um inteiro M. Portanto, [ nao é limitado e quando [ — oo o resultado segue.
O

Do lema acima podemos ver que, para valores grandes de k, nem sempre é possivel
obter uma boa estimativa para I'*(k,p) usando (2.2) j4 que a diferenca entre as cotas
superior e inferior pode ser significativamente grande.

O préximo resultado nos fornece o valor exato de I'*(k, p) dependendo de k, para os

primos tais que p — 1 | k, que é o objetivo principal deste capitulo.

Teorema 2.1 Seja k = pTky, com mdc(ky,p) = 1 e v como na Defini¢ao 1.5. Escreva

k=~q+r, onde q er sao inteiros e 0 < r <~ —1. Entao

[*(k,p) < (p" = L)g+p",

e a 1qualdade ocorre quando p — 1 divide k.
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A seguir apresentamos alguns lemas que serao pecas fundamentais na demonstracao

do Teorema 2.1.

2.1 Lemas preliminares

O préximo lema pode ser encontrado em [9] e é uma generaliza¢do do Lema 1 de [3].

Lema 2.1.1 Seja n um inteiro positivo e suponha que para i = 0,...,n tem-se
m;
F, = Zaijxij com pfa;; Vi, j
j=1
-1

e com v; satisfazendo S v; > p', para cada l =1,...,n.
i=0

Entdo para todo inteiro positivo N > n, a forma > p'F; representa pelo menos
i=0

n
min(Y_ v;, pV) classes de residuos (mod p"), onde os z;; sio 0 ou 1 e com pelo menos
i=0

um dos xg; = 1.

Lema 2.1.2 Sejam (3, a inteiros positivos tais que § > p — 1 e af > p* — 1. Entao

t3 > pt —1 sempre que 2 <t < a— 1.

Prova. Defina f(t) =t — p' + 1. O lema é equivalente & afirmagao de que f(t) > 0
para todo 1 <t < a e, por hipdtese, isso é verdadeiro parat =1e¢t = a. Como f é uma
fungao de uma varidvel real ¢, entao f'(t) = 8 — p' Inp.

Desde que

f’(t):Oﬁﬁ—ptlnpzoﬁtzlogp(%>,

existe um tnico ponto critico, digamos ty = log, (%) tal que f'(tp) = 0. Além disso,
f'(t) > 0 parat < tyge f'(t) <0 parat > ty. Isto significa que ¢y é um ponto de maximo
local e f é uma funcao decrescente a partir de ty. Suponha por absurdo que exista um
ndmero ¢; entre 1 e a tal que f(¢;) < 0. Por hipdtese temos f(1) > 0 e f(a) > 0, e
portanto f decresce antes de t; e cresce depois de ty, isto é, f'(t) < 0 para t < t; e

f'(t) > 0 para t > t;. Mas isso nos diz que ¢; é ponto de minimo local, contrariando

existéncia de um tnico ponto critico.
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Lema 2.1.3 Suponha que r,v e ¢ € N, com v > 2 e p um primo impar, 0 < r <y —1,
e seja k = yq+r. Além disso, suponha que vy, ..., Vy_o G0 inteiros tais que

(p” —L)g+p

’U0+“‘+’Ut712t 2 s 1§t§”}/—1

Entao temos que

Vot >ph—1, 1<t<y—1.

Prova. Do Lema 2.1.2 é suficiente mostrar que, parat =1et =y — 1 tem-se

v r
(p )q+p S

t -1
k
Suponhamos inicialmente que £ = 1. Queremos provar que
T 1)g+ "
(p k)q P,

Note que a desigualdade acima equivale a

(" =Dg+p" >@—1)vg+(p—-1)r

e isso ocorre desde que p” > (p — 1)r. Se r = 0 ou r = 1 o resultado vale. Suponha como
hipétese de indugao que o resultado seja valido para um r fixado, vamos mostrar que vale

para r + 1. De fato,
pPHl=p p" >plp—)r=p-Dr+@p@-Dp-1)r>@-1r+p-1)=@E-1)r+1).

Agora suponha que t = v — 1 e, neste caso, podemos considerar v > 3. Queremos

provar que

(v — 1)% >ph =1 (2.3)

Note que isso é verdade se, e somente se,
(y=D(("=Dg+p") > @' -Dke
(V=" =Dg+p") > @' =1Dg+r) e

(v=D((" =)g+p") > p"'(yg+r)—vg—r
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onde a ultima desigualdade equivale a mostrar que

(v=1(@"=Dg+p")—p" yg+r)+vqg+r > 0&
(v=1(@" = Dg+(y=1p") = p" (yg+7r)+yq+r > 0&
(v —y=p + g+ (y=1p —p '(vg+7r)+yq+r > 0

P vglp—1) —pg—r)+ (v =1)p" +q+71) > 0. (2.4)

Desde que (v —1)p" 4+ ¢+ r > 0, para mostrar que (2.4) vale, é suficiente mostrar que
vq(p — 1) — pg —r > 0 e isso ocorre sempre que r < yq(p — 1) — pg. Observe que, como
r <~ —1, entdao (2.4) falha se

vq(p—1) —pg<r <~y—1,

o que implica que

v-1 _, 2@-p+p-l
Yp—1)—p Yp-1)-p
Por outro lado,
72—p)+p—1
Yp—1)—p
para p > 3 ey > 3. Assim, o Unico problema seria quando ¢ = 1 e , neste caso, mostrar

<1

Y

que (2.3) vale é equivalente a mostrar que

(=D +p" —1)
(y+r) 1)
Note que a desigualdade acima ¢ verdadeira, pois

=D +p =1 _ =@ +p" 1)
(y+r)p'=-1) = 2y-DE'-1)
2p74+p" —1

5 prl—1

> 1.

> 1,

desde que p é um primo impar e y > 3.

Agora temos todas as ferramentas necesséarias para demonstrar o Teorema 2.1.
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2.2 Prova do Teorema 2.1

O caso p = 2 foi provado por M. Knapp em [10], entdo podemos assumir que p é
um primo fmpar. Além disso, quando « | k, o resultado segue de (2.2). Assim, podemos

também asumir que 7 t k e portanto 7 > 0. Observe que neste caso temos HJ > () pois,

se {%J =0, como k = L%J v+ r terfamos k = p"kg =r <y =7+ 1, 0 que é impossivel
para p > 3.
Como ja vimos, se F' é uma forma aditiva de grau k com coeficientes inteiros, entao

podemos escrever I’ separando suas variaveis em k niveis, e obtemos
k—1
F=F+pFi+-+p" Fp.

Suponha que o nimero de varidveis de F' seja n = (p” — 1)q + p". Pelo Lema 1.3.2 temos

(p" —1)g+p

Vot v >t . L 1<t<y—1=m,

e o Lema 2.1.3 nos garante que
vo+-tu =p 1<t< T

Se além disso tivermos vy + --- + v, > p"T! = p7, o resultado segue do Lema 2.1.1.

Portanto, sem perda de generalidade, podemos supor que
vo+ o <p’ -1

Desde que k = vg +7r e 0 < r < 7, se separarmos os indices das subformas [} em
conjuntos de 7+ 1 = ~ elementos, entao ¢ é o nimero maximo de conjuntos que podemos
formar.

Suponha que exista um nimero h, com 1 < h < ¢— 1, para o qual podemos encontrar

h conjuntos Sy, -+, S, C {0,1,---  k — 1} satisfazendo:
1. |S;| = 7+ 1 para cada i;
2. Si:{si,Si—i‘l,"' ,Si—i‘T};

3. v, + 0+ Vs 441 > P, para todo 1 < ¢ < 7 e para cada conjunto S;;
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4. vg, + 4 vs4, < p"t — 1, para cada conjunto S;.

Note que S; = {0,1,...,7} satisfaz as propriedades (1) — (4). Portanto existe pelo

menos um conjunto satisfazendo tais propriedades.

Lema 2.2.1 Nas notacoes acima, ou F tem zeros p-ddicos nao trivais ou podemos obter

um congunto Spyq disjunto de Sy U ---U Sy satisfazendo as propriedades (1) — (4).

Prova. Sejam F} as subformas como no Lema 1.3.2, onde j ¢ US;. Como existem h
subconjuntos S; de indices, cada |S;| = 7+ 1 e existem k = g+ r subformas F; no total,
entao existem pelo menos a = yq+1r — h(1 + 1) = (1 +1)(¢ — h) + r subformas F}, onde
J € US;. Além disso, como v, + -+ +vs.4r < p"' — 1, e temos um total de (p? — 1)q + p"

variaveis, entdo o nimero de varidveis nas subformas F; com j ¢ US; é pelo menos

(P =Dg+p — @ =Dh=(p " =1)(g—h)+p".

Sejam Fj , F;,,---, F; , tais subformas, onde 1 < iy < i3 < -+ < iq1 < k — 1.
Observe que vy, vy, - -, vx—1 satisfazem v(j1r) = v;, Vj. Além disso,
votv e = T —=1)g+p"

Vig + Vi + 0+ V4 > (pT+1 - 1)(q - h) +pT~

Pelo Lema 1.3.1, existe um numero r tal que

(P =Dlg—h)+p
(r+1)(g—h)+r

Up ot U 2t

Y

para cadat com 1 <t < a,onder,..,r+t—1¢€ {ig, -+ ,iq_1}-
Seja (wo, wy, -+ ,ws_1) uma permutagao ciclica de (i, - ,i4_1) tal que, para cada t,
com 1 <t <« vale

(™ = Dlg=h)+p"

e b vy, >t
Vo 00 Vuny (t+1)(qg—h)+r

9

Pelo Lema 2.1.3 temos que

Vug + V=P, 1<t T
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Suponha primeiramente que os indices wy, ..., w, nao sao consecutivos. Este seria o
caso, por exemplo, se S; = {0, ..., 7} e existe um conjunto Se, mas 7+ 1 ndo seja o primeiro

elemento desse conjunto, e assim sucessivamente, onde F' é escrita da forma
Fot o+ p Bt p oy o 4 p™ Fy + ™ Fgn 4 p™ T Fgr 49

Entao existe um menor nimero z < 7 tal que w, = wy + 2z, mas w,4, # w, +1 =
wo+ 2+ 1ew,+1éo menor elemento de um dos conjuntos .S; definidos anteriormente.
Por exemplo, se w, =k — 1, w11 #k (ouw,;1 #0 ) e w, + 1 =k, entdo w,,; > 7+ 1,
pois S; = {0,...,7} e portanto, se s, # 7+ 1, entdo w,41 = 7+ 1, se s, = 7 + 1, entdo
w,y1 = 27+1, etc. Nesse caso, podemos fazer uma mudanca de variaveis x = yp nos niveis
0,1,...,7, levando as varidveis desses niveis para os niveis k,k + 1, ...,k + 7 e considerar
s1=keS ={kk+1,....k+ 7}, isto é, de fato w, + 1 = s; para algum 7, mas wy, ..., w,

sao consecutivos, 1 < z < 7. Pelo Lema 2.1.1, temos que

z+1)

Fyo +pFy, + - +p°F,, =0(mod p

z

tem solucao com alguma variavel de F,, impar, o que implica que

pr(Fwo +pFw1 + - —|—pZsz) = O(mod pw0+z+1)

0(mod p*=*h)

tem solucao com uma variavel em F,, coprima com p.

Se essa solucao é de fato uma solucao médulo p*°*7+! isto é, se estamos no caso em
que z = 7, o Lema 1.3.5 nos garante a solubilidade p-adica nao trivial.

Caso contrério, podemos contrair as variaveis utilizadas nessa solugao para gerar uma

wo—+2z+1

variavel primaria em algum nivel p , 2+ 1 < z+1 < 7. Digamos que a variavel

. . . — wz+1
primaria seja y com coeficiente a,, onde a, = 0(mod p*=*').
Vamos agora considerar a forma

pSiFsi + .-+ p8i+7—_1Fsi+T—1'

Das propriedades de .S;, temos que

T—1

v

Vs, +oe 4+ Vs;+1-2

+ e +Usi+7'—l 2 pT

Us,

k3
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T—1 T—1
e novamente o Lema 2.1.1 nos garante que ) p’ F§,; representa min ( Vg;45 pT> =p
; —

Jj=0 J

classes de residuos médulo p™. Portanto a forma p* (Fy, + -+ + p™ ' Fi. ., 1) representa
todos os multiplos de p* mddulo psitT.
Como w,+1 = s; para algum 7, e p= ' | ay, se fizermos y = 1, desde que a, é miltiplo

de p*, podemos resolver nao trivialmente a congruéncia
ay +p i F, + - +p T = 0(mod p¥TT).

Isso nos fornece uma solucao para F' = 0(mod p**7) com uma varidvel coprima com
p no nivel wy. Desde que s; +7 > wo+ 1+ 7 =wo + (7 + 1), 0 Lema 1.3.5 nos garante a
solubilidade p-adica nao trivial para F' = 0.

Portanto, no caso em que os ntimeros wy, ..., w, nao sao consecutivos temos a solubi-
lidade desejada.

Suponha agora que os indices wy, ..., w, sd@o consecutivos e defina S, 1 = {wo, ..., w, }.
J& vimos que este conjunto satisfaz as propriedades (1) — (3) anteriores. Se além disso

tivermos vy, + -+ -+ + vy, > p* T, 0 Lema 2.1.1 nos garante que podemos resolver
P Fy, + -+ p“"F,, = 0(mod p*otTH)

com pelo menos uma variavel impar em Fpy, e isto nos fornece uma solucao p-adica nao
trivial pelo Lema 1.3.5.

T+

Portanto, podemos assumir que vy, + -+ + v,, < p’7' — 1 e daf S, satisfaz as

propriedades (1) — (4).
U

Lema 2.2.2 Se existirem Sy, ..., S, conjuntos disjuntos satisfazendo as propriedades (1),

(2), (3) e (4) acima, entdo a forma F tem zeros p-ddicos ndo triviais.

Prova. Suponha que existam ¢ conjuntos disjuntos S, ...,S, com as propriedades

listadas anteriormente. Entao existem exatamente r indices j das subformas Fj tais que

J &S

Suponhamos que essas formas sejam £ ,--- , F; com 0 <ig <ty <+ 0 <lpq <

r—17

k — 1. Pelo Lema 1.3.1, podemos reescrever essas subformas como F,,, -, F,,, ,, de
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modo que (mg, -+ ,m,_1) é uma permutagao ciclica de ig,--- ,i,_1 e para cada ¢t com

1 <t <r, temos

Umo + "+ Uy, = T—.

Observe que
° paratzl,vmoz”%Zp;

‘s

e parat =7, Uy, + "+ Un_, =P

Logo, pelo Lema 2.1.2, temos que

‘s

p

t—>p—1, 1<t<r
T

Em particular,

Umo+"'+vmt712pta 1§t§r

Seja z o menor inteiro tal que m, = mg+ z, mas m,,1 # m, +1 = myg + z + 1.
Entao m, 4+ 1 é o menor elemento de um dos conjuntos .S; e temos que m, + 1 = s; para
algum indice ¢. Novamente, se m, = k — 1, entao por uma mudanca de variaveis podemos
considerar S; como sendo o conjunto {k,k+ 1,--- ,k+ 7} e s; = k. Observe que nao h4
problema se todos os mg, mq,--- ,m,_1 forem consecutivos, pois voltariamos ao caso em
que m, =k — 1.

Pelo Lema 2.1.1, como vy, 4+« + Upy,_, > p', 1 <t < r, entao
Epy + pFy + -+ p°F, = 0(mod p**)

tem solucao com pelo menos uma variavel coprima com p em F),, , o que implica em uma

solugao primitiva para
D" (Fing + pFoy -+ 7 ) = 0(mod 1)
e portanto podemos resolver
PO F, +p" M E, 4+ p™ T F, = 0(mod p™= Tt

com alguma variavel de F,,, coprima com p.

0
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mot7T+1l 4590 nos fornece uma

Se a solucao acima for de fato uma solugao médulo p
solucao p-adica nao trivial pelo Lema 1.3.5.

Caso contrario, podemos fazer uma contragao com as variaveis usadas nessa solucao e
gerar uma variavel y, com coeficiente a,, em algum nfvel p™ ™ onde z +1 < 241 <7

e a, = 0(mod pmot=t1)

ou ainda, a, = 0(mod p*) para algum .
Considere a forma

psz‘Fi 44 pSi+T71Fs¢+T71'

Da definicao dos conjuntos 5;, temos que

US‘+"'+USi+j—1 ija ]-SjSTa

3

e do Lema 2.1.1 isso implica que
psi (E + e+ pT_lFsi—i-‘r—l)

representa todos os multiplos de p* médulo p**7. Como p* divide a,, fazendo y = 1,

podemos resolver a congruéncia
ay +piF, +-+p T R, = 0(mod p¥tT).

Essa solucao leva a uma solugao de F' = 0(mod p**7) que envolve uma varidvel no nivel
mg que € coprima com p. Desde que s; + 7 > mg+1-+ 7, pelo Lema 1.3.5 isso nos fornece

uma solucao p-adica nao trivial.
OJ

Pelo Lema 2.2.1 vimos que, ou F' = 0 tem solucao p-adica nao trivial, ou podemos obter
q subconjuntos disjuntos Sy, ..., .S,, e nesse caso o Lema 2.2.2 nos garante a solubilidade
desejada.

Como de costume, a solubilidade p-adica nao trivial foi garantida via Lema 1.3.5. Ficou
provado que I'*(k,p) < (p?¥ — 1)g + p". Para concluirmos a prova do Teorema precisamos
ainda mostrar que a cota apresentada é a melhor possivel quando p — 1 divide k. Para

isso, nas condicoes anteriores, observe que se x é um multiplo de p, entao

2% = 2" = 0(mod p").
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Se p nao divide z, desde que ¢(p?) = p?~}(p — 1), entdo 27" ?~Y = 1(mod p?). Como
k=pTkoep—1]|ko, segue que kg = (p— 1)k e

2% = (PP~ = 1(mod p7).

Considere a forma aditiva

p7—1 2(p7—1) q(p7-1) q(p?—1)+p"—1
F= Z x; +p7 Z ok 4o 4 plam Z zF 4 p? Z aF. (2.5)
i=p7 i=(¢—1)(p7—1)+1 i=q(p7—1)+1

O proximo lema ¢ trivial, e omitiremos a prova.

pt—1
Lema 2.2.3 Sejo H = Z xk onde p— 1| k. Entio H = 0(mod p') ndo possui solugdo

nao trivial, ¥V t < 7.

Agora, suponha que F(§) = 0 em Z,. Como é homogéneo, podemos supor que alguma
entrada de £ ¢ uma unidade em Z,, em particular, essa entrada ¢ coprima com p. Seja

m =p7’ — 1 e escreva

Fy = Fj(ay,--  amg), para j=0,---,q—1

§ = (510," s &moy fq 1) '7§m(q—1)77717"'77]p7—1)

e suponha que a primeira entrada de § coprima com p corresponda a uma variavel de Fj,
para algum j fixado. Sem perda de generalidade podemos supor que a primeira unidade

¢ &;. Assim, temos que &,, = p&;,, Vv < j — 1. Logo,

j—1
FE =7 (Zp”Fi(ff)> + 7 F(&) +pVTIG =0
1=0
pF(E) =Fi(&) +p'G+p"H =0,

-1
onde H = > pF;(&). Em particular,
i=0

pF(€) = Fj(&;) = 0(mod p”),
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o que é impossivel.

Suponha entao que a primeira unidade esteja entre os 7y, ..., 7,r—1. De maneira intei-

ramente analoga obtemos

p'—1

ERAGED SR Y

i=1
e em particular, como k —yqg =1

pr—1

pUEE) = Z nf = 0(mod p")

o que também é impossivel. Dali, segue que, se p — 1 divide k, entao

I*(k,p) > (p" = Dg+p".



CAPITULO 3

Aplicacdes do Teorema 2.1

Neste capitulo daremos duas aplicagoes do Teorema 2.1, que serao apresentadas em
duas se¢oes. Mas antes faremos algumas consideragoes.

Seja d = mdc(k,p — 1). Sabe-se que a congruéncia z¢ = a(mod p) tem solucio se,
e somente se, 0 mesmo ocorre para x® = a(mod p). Isto implica que o conjunto das k-
ésimas poteéncias e o conjunto das d-ésimas poténcias em IF,, coincidem. Desde que estamos

asumindo que k£ é um nimero natural, sem perda de generalidade podemos trocar k por

d nas congruéncias do tipo

a2 4 - 4 a2 = 0(mod p),

e assim, de agora em diante vamos assumir que p = 1(mod k).
Seja IF;, o grupo dos elementos nao nulos de [F,,, e seja K o subgrupo de F;, de todas as

k-ésimas poténcias. Existe um § € (]F;‘7 — K) tal que
F, =KUJ/KU §*KU---U 'K (unido disjunta). (3.1)
Vamos denotar por S o seguinte conjunto de representantes das k classes acima

S ={1,6,...,6"'}. (3.2)
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Segue portanto que qualquer elemento a € Fy pode ser escrito da forma o = dia® para

algum a € F} e 8" € S.

Defini¢ao 3.1 Definimos v*(k,p) como sendo o menor inteiro positivo s para o qual a
congruéncia

arh + -+ a2 = 0(mod p)

tem solucao primitiva, onde ay, ..., as $ao inteiros nao divisiveis por p.
A seguir apresentamos uma série resultados sobre a fungao v*(k,p), que podem ser

encontrados em [6], e serdo ferramentas importantes nas segdes que seguem. Denotaremos

por d o mdc(k,p —1).
Lema 3.0.4 Se %(p — 1) é maltiplo de d, entao

log p
“(d < 1.
Y (d,p) < Log2J +

Se d = %(p—1) vale a igualdade.
Lema 3.0.5 Temos que v*(d,p) <d+1e~vy*(p—1,p) =p.
Lema 3.0.6 Se d satisfaz d < 1(p — 1), entdo
. 1
7(dip) < |5d+4)

Lema 3.0.7 Se p > d*, entdo v*(d,p) < 3 e se p > 2d?, entdo

Das consideragoes feitas no inicio do capitulo, é facil ver que v*(k,p) = v*(d,p), e
portanto podemos trocar v*(k, d) por v*(k, p) nos lemas acima. O lema a seguir relaciona

as fungoes v*(k,p) e I'*(k, p) e também pode ser encontrado em [6].

Lema 3.0.8 Sejam I'*(k,p) e v*(k,p) como nas defini¢oes anteriores. Entao

I (k,p) < k(" (k,p") = 1) + L.
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3.1 Valor exato de I'*(54)

Nosso objetivo nessa secao ¢ provar o seguinte corolério do Teorema 2.1:
Corolario 3.1 Seja I'*(k) como na Definicao 0.1. Entao I'*(54) = 1049.

Prova. Vamos utilizar a relacdo entre as fungoes I'*(k) e I'*(k,p) dada em (4) e
investigar os valores de I'*(k, p) para cada p primo.

Primeiramente considere p = 2. Desde que 54 = 33 - 2, temos que que v = 3 e do
Teorema 2.1 (ou de (2.2), ja que nesse caso v divide 54) segue que I'*(54,2) = 127.

Agora considere p = 3. Entao v = 4, e desde que 2 divide o grau, estamos nas hipdteses
do Teorema 2.1. Escrevendo 54 = 4 - 13 + 2 segue que I'*(54, 3) = (3* — 1)13 + 3% = 1049.
Assim, é suficiente mostrar que I'*(k, p) < 1049 para todos os outros primos.

Devido as consideracoes no inicio do capitulo, para os primos p que nao dividem 54,
podemos assumir p = 1(mod 54) e analisar cada d = mdec(54, p—1). Note que os divisores
de 54 sao 2,3,6,9,18,27 e 54. Como p é um primo impar, entao 2 sempre divide p — 1.
Assim, se 3| p—1,entdo 6 | p—1,se 9 | p— 1 entdo 18 | p— 1 e se 27 | p — 1, entdo
54 | p — 1. Portanto, d € {2, 6, 18,54}.

Pelo Teorema de Chevalley, se d = 2,6 ou 18 para garantir a solubilidade desejada
sao suficientes 3,7 e 19 variaveis no nivel zero. Mas, pelo Lema 1.3.2 isso ocorre desde
que o numero total de variaveis seja 109,379 e 1027, respectivamente. Portanto temos os

seguintes valores:
o [(54,p) <109, se mde(54,p — 1) = 2;
e I'(54,p) <379, se mde(54,p — 1) = 6;
e I'"(54,p) <1027, se mde(54,p — 1) = 18.

Vamos agora analisar os primos tais que mde(54,p — 1) = 54.
Assumindo que o nimero total de variaveis é 1049, do Lema 1.3.2 temos que existem
pelo menos vinte variaveis na subforma do nivel zero. Assim, tomando ¢t = 20 e d = 54

no Lema 1.2.2, a solugdo primitiva é garantida para todo primo p > (53)3%/1%, Portanto,
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para os primos p > 6215 temos que
(54, p) < 1049.

Resta agora analisar o que ocorre com os primos p < 6215. Para isso vamos utilizar
um resultado devido a Bovey. Esse resultado é essencialmente o Lema 5 de [3], e o

detalharemos aqui com o intuito de deixar o trabalho mais autossuficiente.

Lema 3.1.1 Sejam N um inteiro positivo e f uma funcdo real, positiva, definida sobre

o0s inteiros (mod N), e ¢y, ..., cs inteiros relativamente primos com N. Entao,

Zf ney) - f(neg) < Zf(n)s.

A demonstragao desse lema segue basicamente da desigualdade de Holder e de indugao

sobre s.

Suponha que c;2% + -+ + ¢,z = 0(mod p) tem somente a solucio trivial. Entao,

ep(crzit) - ey(csait) = p,

isto é,
> S(at)---S(est) =p—p°,

p—1
onde e,(z) = exp(2miz/p) e S(b) = Y. e,(z*b). Tomando médulo e aplicando o Lema

(3.1.1) obtemos:

=0

ZIS (" — D).

Defina, para s > 1 a seguinte funcao

Q(k,p, s Z 1S(®)]°/(p° = p)-
Fica portanto provado o seguinte resultado:

Lema 3.1.2 (Bovey) Se Q(k,p,s) <1, entdo v*(k,p) < s
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Do Lema acima, com o auxilio do MAPLE, calculamos o valor da fungao (54, p, 20)

para os primos p < 6215 tais que mdc(54,p — 1) = 54 e obtemos
Q(54,p,20) <1 V p # 109, 163.

Os valores de Q(54, p, 20) para cada primo p podem ser encontrados na tabela 4.3 do
Apeéndice.

Lema 3.1.3 Sed = %(p — 1), entdo v*(d,p) = Hﬁ_gj + 1.

O resultado acima é o Lema 2.2.1 de [6]. Desde que estamos considerando os casos
em que d = 54, e 54 = (109 — 1)/2, segue dos Lemas 3.1.3 e 3.0.8 que v*(54,109) = 7 e
portanto,

['*(54,109) < 325.

Finalmente vamos investigar o valor de I'*(54, 163). Com auxilio de um computador, é
facil verificar que z°* = 0, 1,58 ou 104(mod 163) e utilizando o MAPLE verificamos que
ax + by + cz = 0(mod 163) tem sempre solu¢do nao trivial, com z,y,z € {1,58,104}.
Além disso, seja K como nas consideragoes do inicio do capitulo, tomando k£ = 54. Desde
que az® — by>* = 0(mod 163), com a e b nio divisiveis por 163 e a € K, nao tem solugao

nao trivial, segue que v*(54,163) = 3 e portanto,
*(54,163) = 109,

o que completa a prova do corolario.

3.2 Um estudo da fungao I'*(k,p) com k = pi(p—1) e
p >3

Da secao anterior ficou provado que T'™*(p*(p — 1), q) < T*(p3(p — 1), p) para todo primo ¢
e p = 3. A seguir veremos que, de um modo mais geral, quando p > 3 e k pode ser escrito
da forma k = p3(p — 1), quase sempre temos I'*(k,q) < I'*(k,p), onde p e g sao primos

distintos.
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Lema 3.2.1 Sejap > 5 um primo tal que k = p*(p—1), k Z 0( mod 4) e k+1 € composto.
Se q # p € um primo tal que g1k, d = mdc(k,q—1) <k/2 ed# q— 1. Entdo

I (k,q) < T*(k,p).

Prova. Suponha inicialmente que d < (¢ — 1)/2. Do Lema 3.0.6, da hipétese de que
d < k/2 e do Lema 3.0.8, segue que v*(k,q) < % + 2 e portanto
2

F*(k,q)§k<§+2—1>+1:%+k+1.

Por outro lado, do Teorema 2.1 temos que

* k A
k) = -0+
3
p\p— r
= (p4—1){ (4 )J+p
6 2
pp—1
> (4 -
pois, para p > 3 vale
1 p3(p—1)J P 1 1
+ > =+
pG(p—l){ 4 Polp—=12" 4 pp-1)

Suponha agora que d = %. Do Lema 3.0.4 segue que

v*(d,q) = [logyq]+1

= |logy(2d+1)| +1
d
< log,d+2< 27

para d > 11. Portanto, do Lema 3.0.8

: d k 2 *
D'(kg) Sk(5—1)+1<k(7—1)+1="—k+1<I"(kp).

Finalmente, se d < 10, desde que v*(d,q) < d+ 1 < 11, segue que

* 3 4 p3<p_1> r *
[*(k,q) <10k +1=10p°(p =) +1 < (p" = 1) | —=—— | +1" =T"(k;p).



3.3 Um estudo da funcao I'*(24, p) 45

O

O préximo Lema melhora o resultado do Lema 1.2.2 quando k é da forma k = p*(p — 1)

com p > 3.
Lema 3.2.2 Nas notacoes do Lema 3.2.1, sejam q e p primos distintos, ¢ > 2d*. Entao
I (k,q) < T*(k,p).
Prova. Suponha inicialmente que d > 20. Como

d
logo, d+ 2 < T

segue do Lema 3.0.7 que
d
7'(d,q) < [2logy2d| +1 < >
e nesse caso ja vimos que I'*(k, q) < T'(k, p).

Se d < 20, do Lema 3.0.5 temos 7*(d, q) < d+1 < 21. Assim, pelo Lema 3.0.8 obtemos

(k) < 206412 (6= 1) |20 4y~ (),

para p > 5.

3.3 Um estudo da fungao I'*(24, p)

Nesta secao estamos interessados em encontrar, para cada p, o nimero minimo de

variaveis para o qual a equacao F' = 0 tem zeros p-adicos nao triviais, onde
24 24
F=ayz] 4+ +a,x, . (3.3)

Mais uma vez, isso sera feito via Lema 1.3.5, garantindo-se uma solucao primitiva para
a congruencia
F=a2+ - +a,2*" = 0(mod p7). (3.4)
Em [9], Michael Knapp mostrou que I'*(24) = 289. Por outro lado, vamos mostrar que
se p # 13 é um primo, entao I'*(24,p) < 289. Mais precisamente, nosso objetivo aqui é

provar o seguinte resultado:
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Coroldario 3.2 Seja p um primo, p # 13. Entao I'*(24,p) < 140.

Prova. Os valores exatos de ['*(24, p) quando p divide o grau, isto é, quando p =2 e
p = 3, seguem diretamente do Teorema 2.1.
Considere inicialmente p = 2. Desde que k = 24 = 23 .3, entdao v = 5 e podemos

escrever k =5 -4 + 4 como na notagao do Teorema 2.1 onde r = 4 e ¢ = 4 para obter
[*(24,2) = (2° — 1) - 4 + 2* = 140.

Agora considere p = 3, e nesse caso temos v = 2. Podemos escrever k = 2-12 4+ 0

como na notacao do Teorema 2.1 onde ¢ = 12 e r = 0. Segue que
I*(24,3) = (3° = 1) - 12+ 32 = 97.

Para os primos que nao dividem o grau, como v = 1, o Lema 1.3.5 nos garante que é
suficiente encontrar solugoes primitvas médulo p. Como vimos nas consideracoes no inicio
desse capitulo, podemos substituir 24 por d na congruéncia (3.4) com v = 1, e de agora
em diante vamos assumir que p = 1(mod 24). Aqui, K denota o subgrupo das vigésimas
quartas poténcias de Iy = I, \ {0}. Para concluir a demonstracdo, vamos dividir nas

préximas subsegoes cada um dos casos de d, onde d € {2,4,6,8,12,24}.

3.3.1 mdc(24,p—1) =2

Primeiramente, suponha d = 2. Pelo Teorema 1.4, se vy = 3, entao a solubilidade
desejada é garantida, e isso decorre do Lema 1.3.2 quando o nimero n de varidveis em
(3.3) é n = 49. Disso segue que ['*(24,p) < 49. Considere agora a forma aditiva em 48
variaveis

F = (axg' — byp") + plaat’ — byi") + -+ + p™(aads — byis),
onde a-b # 0(mod p) e a ¢ K. E f4cil ver que a equacao ' = 0 nao possui zeros p-adicos

nao triviais, e portanto I'*(24, p) = 49.

3.3.2 mdc(24,p—1) =14

Como estamos no caso em que d = 4, as hipéteses do Lema 3.0.6 sao satisfeitas e

7 (4,p) < 4.
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Do Lema 1.3.2 temos que, quando o nuimero de variaveis é n = 49, entao vy > 3.
Assim, podemos usar o Lema 1.2.2 com t = 3 e d = 4, e entao a solucao desejada é
garantida para todo p > 3* = 81.

Vamos analisar o que ocorre com os primos menores que 81 e mdc(24,p — 1) = 4, isto
é, os primos no conjunto {5, 29, 53}.

Suponha p = 5. Desde que p — 1 = 4 divide 24, podemos utilizar o Teorema 2.1 e
obtemos I'*(24,5) = 97.

Suponha agora que p = 29. Neste caso, pelas consideracoes feitas anteriormente, temos
que cada elemento a € F, pode ser escrito na forma a = dia®t, para algum o € Fy.
Portanto, podemos considerar que os coeficientes da forma aditiva variam no conjunto S
dos representantes das 24 classes, como na notacao do inicio do capitulo.

Para p = 29 temos ¢ = 2 e com auxilio do MAPLE verifica-se que
2 + y** + 2% = 0(mod 29)
nao tem solugao nao trivial. Portanto,
P (a4 g+ ) 420 () o+ 29 (o a3

¢ uma forma em 72 variaveis com coeficientes inteiros e nao possui zeros 29—adicos nao
triviais, o que implica que I'*(24,29) > 73.
Considere agora a forma (3.3) com n = 73. Pelo Lema 1.3.2 temos que vy > 4. Com

as consideragoes acima e com auxilio do MAPLE, verifica-se que
24 24 24 24 _
a1y + agry + azrs” + agxy = 0(mod 29)

tem solugao nao trivial, para todo ay, as, as, ay nao divisiveis por 29 e obtemos '*(24, 29) =
73.
Finalmente, suponha p = 53. De maneira inteiramente analoga ao caso anterior, com

o auxilio do MAPLE verificamos que
az** + by** + c2** = 0(mod 53)

tem solucao nao trivial para todo a, b, ¢ nao divisiveis por 53.
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Logo, se considerarmos em (3.3) o ndmero n de varidveis igual a 49, do Lema 1.3.2
segue que vy > 3 e portanto ['*(24,53) < 49. Desde que ar®* —by?* = 0(mod 53) nao tem

solucao nao trivial onde 53 nao divide a e b, e a € K, segue que
F = (am%4 — byg4) +53 (cwc%4 — byf4) 44 537 (ax%qu — by§§)

¢ uma forma em 48 varidveis sem zeros 53-adicos nao triviais, dai I'*(24,53) > 49. Das

duas desigualdades segue que I'*(24, 53) = 49.

3.3.3 mdc(24,p—1)=6

Mais uma vez vamos utilizar o Lema 1.2.2, dessa vez com d = 6. Fazendo t = 3 temos
que a congruéncia

az® + by** + c2** = 0(mod p) (3.5)

tem solucdo nao trivial para todos a, b, c nao divisiveis por p, desde que p > 5% = 625.
Resta analisar o que ocorre com os primos menores que 625 tais que mdc(24,p—1) = 6.

Denotando por P o conjunto desses primos, segue que

P = {7,19,31,43,67,79, 103,127,139, 151, 163, 199, 211, 223, 271, 283, 307, 331, 367, 379, 439,

463,487,499, 523,547,571,607,619, 631, 643}
Com o auxilio do MAPLE verifica-se que, com excecao dos primos
P = {19, 31,43,67,79, 139, 223},

sempre é possivel resolver a congruéncia (3.5) nao trivialmente. Se a € K e p nao divide

b, entdao ax* — by** = 0(mod p) nao tem solugio nao trivial e portanto
P (0t = ) ot (- by :6)
nao possui zeros p-adicos nao triviais. Dali,
I'*(24,p) =49, para todo p & P

. / o1 <7 . 7z
Para os primos em [P, utilizamos o MAPLE, dessa vez com quatro variaveis no nivel

zero e, com excecao de p = 31, verifica-se que sempre é possivel resolver

24 24 24 24 _
a1y + agry + azrs” + agxy” = 0(mod p)
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com os coeficientes ay, as, ag, a4 nao divisiveis por p. Para p = 31 sao necessarias cinco
variaveis no nivel zero, e portanto obtemos a seguinte tabela de valores e contra exemplos.
As formas apresentadas na tabela abaixo, assim como nas demais tabelas daqui em diante,

representam apenas os coeficientes que aparecem na subforma do nivel zero.

Primo p | ['*(24,p) | Contra exemplo

19 73 o3 4 23t + 2202

31 97 3 4 23 + 23 + 23
43 73 o+ g2 + 322

67 73 e

79 73 3 4 23t + 22

139 73 o3+ 22t 4 22

223 73 o3+ 22t 4 22

Tabela 3.1:  Valores de I'*(24, p) e contra exemplos.

3.3.4 mdc(24,p—1) =38

Usando o Lema 1.2.2 com t = 3 e d = 8 segue que a congruéncia (3.5) tem solugao nao
trivial para todo p > 7* = 2401. De maneira inteiramente aniloga aos casos anteriores,
vamos analisar o que acontece com os primos menores que 2401 cujo mdc(24,p — 1) = 8.

Denotando por P o conjunto desses primos, temos:

P = {17,41,89,113,137,233,257,281,353,401, 449, 521, 569, 593, 617, 641, 761, 809, 857,
881,929, 953,977, 1049, 1097, 1193, 1217, 1289, 1361, 1409, 1433, 1481, 1553, 1601, 1967,

1721,1889, 1913, 2081, 2129, 2153, 2273, 2297, 2393 }.
Usando o MAPLE podemos verificar que, com exce¢ao dos primos

peP ={17,41,89,137,233,761}
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é possivel resolver a congruéncia (3.5) nao trivialmente, e utilizando o contra exemplo
(3.6), para p € P’ obtemos
(24, p) = 49.
Para os primos p € P’, como na secao anterior utilizamos mais uma vez o MAPLE,
dessa vez verificando com quatro varidveis no nivel zero, e obtemos os seguintes valores e

contra exemplos:

Primo p || I'*(24,p) | Contra exemplo
17 97 3 4 9231 4 1323 + 1523
41 97 e+ a3t 4 a3t + 2!
89 73 R
137 73 o3+ g2 4 22
233 73 o3+ 22t 4 22
761 73 o3+ 22t 4 22

Tabela 3.2: Valores de I'*(24, p), com p € P e contra exemplos.

3.3.5 mdc(24,p—1) =12

Nas notagoes do Lema 1.2.2 considere ¢ = 3 e d = 12, e entao a solubilidade nao
trivial de (3.5) é garantida para todo primo p > 11* = 14641. Usando o contra exemplo
(3.6) segue que, para esses primos, ['*(24, p) = 49. Vamos avaliar I'*(24, p) para os primos
menores que 14641 satisfazendo mdc(24,p — 1) = 12.

Quando p = 13, entéo (p — 1) | 24 e do Teorema 2.1 segue que (24, 13) = 289.

Para todos os outros primos satisfazendo mdc(24,p — 1) = 12 | temos que p > 37 e
portanto (p — 1) 1 24. Além disso, d = 12 < % < (”2;1) e podemos mais uma vez utilizar
o Lema 3.0.6 para nos dar uma cota superior para o nimero de variaveis no nivel zero.
Nas notagoes desse Lema, v*(24,p) < 8, e dessa vez a cota superior nao se mostrou muito
eficiente. Por outro lado, utilizando o Lema 4.2.1 com t = 4 e d = 12, entao temos que

7v*(24,p) < 4, para todo primo p > 113 = 1331. Com o auxilio do MAPLE, vamos analisar

0 que ocorre com os primos 13 < p < 1331 e 1331 < p < 14641, respectivamente.
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e 13 < p< 1331

Vamos denotar por P o conjunto desses primos. Entao

P = {37,61,109,157,181,229,277,349, 373,397,421, 541,613, 661, 709, 733, 757,

829,853, 877,997, 1021, 1069, 1093, 1117, 1213, 1237}.

Novamente utilizaremos o fato ja descrito anteriormente de que para cada p podemos
encontrar uma raiz primitiva ¢ e entao F; pode ser escrito como a uniao disjunta de
24 classes laterais

Fr=KUJKU--- UK.

Isto nos garante que todo elemento de F; pode ser escrito da forma d'ar, para algum
1 =0,...,23 e a € K, e portanto podemos considerar os coeficientes das formas

percorrem o seguinte conjunto de representantes das classes acima S = {1,4, ..., §23}.

Dessas consideragoes e com auxilio do MAPLE concluimos que, com excecao dos

primos
IP’ll = {37,61,109,157,181,277,349, 373,397,421, 541,661, 733, 877,1069},

tem-se ['*(24, p) = 49. Para os primos p € IP"I temos os seguintes valores e respectivos

contra exemplos:

Primo p | T*(24,p) | Contra exemplo
37 97 o3 4 o2 4 202 + 42!
61 97 ot + a3t 4 a3t + 4ot
109 73 o3 4 22t + 622
157 73 o3 4 g2t 4 22
181 73 R R
229 97 ot 4 a3t + 23t + 2
277 73 o 4 g2 4 g2
349 73 3+ 23t + 22t
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373 73 3+ 23 + 3223
397 73 3 + 23 + 53t
421 73 ¥ 4 g2 4 2
541 73 o3 4 g2t 4 222
661 73 R
733 73 3 4 g2t 4 22
877 73 o3 4 22t + 22
1069 73 o3 4 23t + 22

Tabela 3.3: Valores de (24, p) e contra exemplos.

e 1331 < p < 14641.

Para os primos nesse intervalo, vamos utilizar o resultado do Lema 3.1.2.

Com o auxilio do MAPLE verificamos os valores da funcao Q(k,p,s). Para k = 24,
s =3 e 1331 < p < 14641, com p # 1453,1669 e 1741 | verifica-se que Q(24,p,3) < 1.
Para cada um dos primos nesse intervalo, os valores de (24, p, 3) encontram-se na Tabela
4.4 do Apéndice. Para todos os primos p # 1453, 1669 e 1741, considerando-se o contra
exemplo (3.6), vale que I'*(24, p) = 49.

Para p = 1453, 1669 e 1741 verificamos mais uma vez, como o auxilio do MAPLE, o
valor da fungao @Q(24,p,s), agora com s = 4. A tabela a seguir contém os respectivos

valores e contra exemplos.

Primo p || Q(24,p,4) | T*(24,p) | Contra exemplo
1453 0,136 73| 4 a2 4 o
1669 0,121 73| a2 4 a2t 4o
1741 0,159 73 | a2 4ot 4ot

Tabela 3.4: Valores ['*(24, p) e contra exemplos.
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3.3.6 mdc(24,p—1) =24

Vamos proceder de maneira inteiramente andloga a se¢ao anterior para estimar os valores
de I'*(24, p), agora para os primos cujo mdc(24, p—1) = 24. Primeiramente, vamos utilizar
o Lema 1.2.2 para estabelecer cotas superiores para o valor de v*(24, p), e juntamente com

o Lema 3.0.8, estimar os valores de ['*(24, p) para intervalos de primos.

e Inicialmente, considere s = 3. Entao temos que v*(24,p) < 3 para os primos satis-

fazendo p > (23)* = 279841. Disso e do contra exemplo (3.6) segue que

(24, p) = 49, para todo primo p > 279841.

e Tome agora s = 4, entao v*(24, p) < 4 para todo primo p > (23) = 12167. Portanto,

['*(24,p) < 73, para os primos 12167 < p < 279841.

e Para s = 5 temos que 7*(24,p) < 5 para todo primo satisfazendo p*? > (23)%, e

portanto isso é verdade para os primos p > 4279. Assim,

(24, p) < 97 para os primos 4279 < p < 12167.

Para os primos p < 4279, vamos utilizar mais uma vez o Lema 3.1.2 e calcular o valor
de Q(24,p,5). Com o auxilio do MAPLE calculamos Q)(24, p, 5) para os primos em questao
e, com excecao dos primos no conjunto P = {73,97,193,241, 313, 337,433,457}, obtemos
Q(24,p,5) < 1 [ver tabela 4.5 do Apéndice]. Assim, se p € P temos que 7*(24,p) < 5 e
portanto, ['*(24, p) < 97. Para p € P mais uma vez com o auxilio do MAPLE obtemos os

seguintes valores e contra exemplos:

Primo p | ['*(24,p) | Contra exemplo

73 121 ot + 23t + 53t + bait + 1023
97 97 22t + 5221 + 25224 + 4022
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193 97 3 + 5231 + 15323 + 5623
241 73 o 4 T2t + 4922

313 97 ot + a3t 4 a3t + 2P

337 73 o 4+ 1023* + 10022*

433 73 o3 + 53t + 2523

457 73 ot + 23t + 1323

Tabela 3.5:  Valores de I'*(24, p) e contra exemplos.

Desse modo, fica provado que, apesar de I'*(24) = 289 ( ja que ['*(24,13) = 289), para

todos os demais primos vale que I'*(24, p) < 140, que era o resultado desejado.



CAPITULO 4

Valores exatos da fun¢do ['*(10, p)

Neste capitulo faremos um estudo detalhado da funcao I'*(k,p) no caso em que

k = 10. Usando as técnicas introduzidas no Capitulo 1 vamos provar o seguinte resultado:

Teorema 4.1 . Sejam p um primo diferente de 11 e P o sequinte conjunto de primos:
P ={41,61,71,101,131, 151,181,191, 211,251,271, 281, 311, 331, 431,491, 911}.
Entdao os sequintes valores sao obtidos:
1. T*(10,p) = 23 e 41, se p =2, e 31, respectivamente;
2. I'*(10,p) = 31, se p € P;
3. T'*(10,p) = 21, para p =5 e para os primos restantes.

A demonstracao desse teorema sera dividida em trés casos que serao detalhados nas

préximas segoes. Em todas elas F' é uma forma aditiva do tipo F' = a;2{® + - -+ + a,z°

n *
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4.1 Uma observacao sobre o caso p =2

Pela defini¢ao 1.5 segue que 7 = 1 e v = 3. Portanto, nosso objetivo nesta secao é

encontrar um numero n de varidveis para o qual a congruéncia

a1 21’ + -+ + apr’ = 0(mod 8)

tenha solugao primitiva. Segue do Teorema 2.1 que I'*(10,2) = 23. Entretanto veremos a
seguir que, a menos de alguns casos particulares, o nimero de variaveis necessarias para
garantir a solubilidade 2-adica é menor que 23. Mais precisamente mostraremos que, para
quase toda forma aditiva de grau 10, a solubilidade 2-adica é garantida com apenas 21

variaveis.

Lema 4.1.1 Seja F = ayz}° + - -+ + an 2l uma forma aditiva equivalente a uma do tipo
F=Fy+2F +22F, + .-+ 29F,. Entao F possui zeros 2-ddicos, a menos que tenhamos

simultaneamente
1. Fy=ari®+ -+ axi® coma=1,3,5 ouT;
2. v9+1v1+vy=7T7.
Prova. Como F' é uma forma em 21 varidveis, segue do Lema 1.3.2 que
Vg >3, Ug+v1>5H e vg+uv +vy > 7. (4.1)

Além disso, como mdc(10,1) = 1, do Lema 1.4.1, sempre podemos resolver ax'® +
by'® = 0(mod 2) com x # 0(mod 2), onde a - b # 0(mod 2). Portanto, podemos iniciar
o método de contracao agrupando duas a duas as variaveis da subforma Fy para tentar
chegar ao caso soluvel.

Denote por m o ntmero total de variaveis primérias geradas através do processo de
contracao de variaveis do nivel zero, e por m; a quantidade de variaveis primérias que
alcancam o nivel ¢ > 0. Vamos analisar separadamente os casos em que vy = 3, vg = 4,
V9=09,U=6euvy=7T.

Caso 1 - vg = 3.
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Neste caso m = 1, e de (4.1) temos que v; > 2. Se vy = 2, entdo vy > 2 e se v; = 3,
temos v, > 1. Em todo caso temos pelo menos duas variaveis no nivel 1 e uma variavel
no nivel 2. Assim, se 11 = lem = 0 ou m; = 0 e my = 1 a quantidade de varidveis é
suficiente para garantir que chegamos ao caso soluvel.

Se v; > 4, entao vy > 0. Sem perda de generalidade podemos supor v; = 4 e vy = 0.
Se m; = 1 e my = 0, repetimos o processo de contragao utilizando a varidavel primaria
proveniente do processo de contracao das variaveis do nivel zero e mais uma das quatro
variaveis do nivel 1 para gerar uma nova varidavel priméria no nivel superior. Se essa
nova variavel alcancar exatamente o nivel 2, utilizamos duas das trés variaveis restantes
no nivel 1 para produzir uma variavel secundéria no nivel 2 e repetir mais uma vez o
processo de contracao, chegando ao caso solivel. Se m; = 0 e my = 1, basta utilizar as
variaveis do nivel 1 para gerar uma variavel secundéria no nivel 2. Com essa variavel e a
variavel primaria podemos repetir o processo de contracao chegando ao caso solivel.

Caso 2 - vy = 4.

Neste caso v; > 1 e m = 2. A tabela a seguir mostra o nimero minimo de variaveis

nos niveis 1 e 2 quando vy = 4 :

vy | V1 | Uy
4 |11 2
4 121
4 1310

Temos trés possibilidades para a distribuicao das duas variaveis primarias geradas pelo
processo de contracao: m =2em =0; 1 =71 =1; e m =0 e m = 2. De acordo com
a tabela acima é facil ver que em todos os casos o nimero de variaveis nos niveis 1 e 2 é
suficiente para chegar ao caso soluvel.

Caso 3 - vg = b.

Temos m = 2 e por (4.1) vy > 0. Se my = 2 o resultado é imediato. Assim, podemos
supor que m; > 1. Temos duas possibilidades: my =1lem =1oum =2 e m = 0.

Como ja vimos anteriormente, uma vez iniciado o processo de contracao, cada nivel
1 contém as v; variaveis iniciais, mais as possiveis variaveis primarias resultantes da con-

tracao. Suponhamos m = 1 e my = 1. A tabela a seguir nos fornece o niimero minimo de
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o8

variaveis contidas inicialmente em cada um dos niveis, e o nimero de variaveis ja contando

as possiveis variaveis primarias.

Vg | V1 | Vo || V1 + T | Vo + T2
51012 0+1 2+1
5111 1+1 1+1
51210 2+1 0+1

Se v, > 1 o resultado é imediato. Se v, = 0, a tabela acima nos mostra que temos
pelo menos duas variaveis no nivel 1, logo é possivel agrupar uma variavel com a variavel
primaria e repetir o processo de contragao gerando uma nova variavel primaria em um
nivel superior. Se essa variavel sobe exatamente um nivel, como 7 = 1, podemos repetir
mais uma vez o processo de contracao e chegamos ao caso soluvel.

Analogamente, no caso em que m = 2 e my = 0 temos a seguinte tabela:

Vo | V1 | Vg V1 + T | Vg + T2

51012 0+2 2
5o | 1|1 1+2 1
51210 242 0

Como m, = 2, sempre é possivel gerar pelo menos uma varidavel priméaria em um
nivel superior. Assim, se vo > 1 o resultado é imediato. Quando vy = 0 temos v; = 2,
portanto podemos gerar duas variaveis primarias em niveis superiores. Se ambas alcangam
exatamente o nivel 2, basta repetir o processo de contracao e chegamos ao caso soluvel.

Caso 4 - vy = 6.

Neste caso, agrupando duas a duas as variaveis do nivel zero, podemos gerar trés
variaveis primarias em niveis superiores. Se mo > 2 basta realizar a contragao utilizando
essas variaveis e o resultado segue. Assim, sem perda de generalidade podemos supor
Ty < 1 e portanto temos duas possibilidades para a distribuicao das variaveis primarias:
7T1:2€7T2:10117T1:367TQ:0.

Primeiramente suponha m = 2 e my = 1. Nesse caso, é suficiente considerar somente

as variaveis primérias. Como m; = 2, podemos gerar uma variavel primaria no nivel 2
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ou acima. Se essa variavel alcanca exatamente o nivel 2, como 7w = 1 temos variaveis
suficientes para repetir mais uma vez o processo de contracao e chegamos ao caso solivel.

Na tabela a seguir temos o niimero minimo de varidveis contidas inicialmente nos
niveis 0, 1 e 2, e o nimero de varidveis nesses niveis com as possiveis variaveis primarias

provenientes das contracoes das variaveis do nivel zero no caso em que m; = 3 e M = 0.

Vo | V1 | U2 V1 + T | Vg + o

601 0+3 1
610 1+3 0

Se m; = 3 e v; = 0, entao produzimos uma variavel priméria em algum nivel superior.
Suponhamos que essa variavel alcance exatamente o nivel 2. Como vy = 1, podemos
repetir o processo de contragao e chegamos ao caso soluvel.

Se v; = 1, como m; = 3, ficamos com quatro variaveis no nivel um, das quais trés sao
variaveis primadrias. Assim, podemos gerar duas variaveis primérias em niveis superiores.
Se alguma delas alcanga um nivel superior ao nivel 2, nada temos a fazer. Se ambas
alcangam o nivel 2, repetimos o processo de contragao e chegamos ao caso solivel.

Caso 5 -v9g="1.

Finalmente vamos supor vy = 7, e mais uma vez temos 7 = 3. De (4.1) segue que
vy > 0 e vy > 0. Sem perda de generalidade podemos supor m < 1, v; =0 e vy = 0. Esse
¢é exatamente o caso em que temos vy + v1 + vy = 7.

Se my = 1 e m; = 2, de maneira analoga ao caso vy = 6, é suficiente considerar as
variaveis primarias para garantir que chegamos ao caso solivel. Assim, o inico problema
seria m; = 3 e my = 0, com v; = v, = (. Vamos analisar o que acontece nesse caso.

Observe que, como ¢(8) = 4, entdo '° = z%(mod 8). Disso segue que z'° = 1(mod
8), para todo x impar. Caso contrédrio, x!° = 0(mod 8). Vamos separar em casos consi-
derando os coeficientes da subforma Fj,.

Caso 5.1 - F{ possui todos os coeficientes iguais.

E facil ver que se F, = 210 + ... + 21° entdo F, = 0(mod 8) ndo tem solucdo nio
trivial e portanto o mesmo ocorre para Fy = a-F, = 0(mod 8), onde a = 3,5 ou 7. Como

os unicos coeficientes que podem aparecer em Fy(mod 8) sdao 1,3,5 e 7, se a subforma Fj
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possui todos os coeficientes iguais, entao F' = 0(mod 8) nao possui zeros 2-adicos nao
triviais.

Caso 5.2 - Iy possui quatro coeficientes distintos.

Quando Fy possui exatamente quatro coeficientes distintos, entao esses coeficientes sao
{1,3,5,7}. Os coeficientes 1 e 7, 3 e 5 estao em classes opostas médulo 8. Portanto é facil
ver que Iy = 0(mod 8) tem soluc¢do nao trivial. Basta fazer as entradas correspondentes
aos coeficientes nas classes opostas como sendo 1 e o restante igualamos a zero.

Caso 5.3 - Iy possui trés coeficientes distintos.

Neste caso as tnicas possibilidades para os coeficientes distintos sao {1, 3,5}, {1,3,7},
{1,5,7} ou {3,5,7}. Note que, em todos os casos, dois dos coeficientes estao em classes
opostas mddulo 8 e novamente Fy = 0(mod 8) tem solugao nao trivial.

Caso 5.4 - Fj possui dois coeficientes distintos.

Finalmente, se Fy possui apenas dois coeficientes distintos e eles estao em classes
opostas, a solubilidade nao trivial da congruéncia Fy = 0(mod 8) segue de maneira intei-
ramente andloga aos casos anteriores. Vamos entao considerar os casos em que aparecem
os seguintes pares de coeficientes: {1,3}, {1,5}, {3,7} e {5,7}. Observe que os pares
{1,3} e {5, 7} geram varidveis primdarias no nivel 2, o que nos daria m > 1, ¢ nesse caso
ja vimos que existe solugao. Portanto, basta analisar os casos em que aparecem os pares

de coeficientes {1,5} e {3,7}:

e Se os coeficientes distintos sao 1 e 5, e Iy possui pelo menos um coeficiente igual a
5 e pelo menos trés coeficientes iguais a 1, suponhamos a; = 5,a, = a3 = a4 = 1,
entao (1,1,1,1,0,0,0) é uma solugdo nao trivial. Caso Fj possua no méximo dois
coeficientes iguais a 1, entao temos pelo menos cinco coeficientes iguais a 5, e é facil
ver que existe solugao nao trivial. Basta tomar trés entradas x; com coeficiente
cinco e uma entrada z; com coeficiente um como sendo x; = z; = 1, e o restante

das entradas igualamos a zero.

e Se os coeficientes distintos sao 3 e 7, e Fj possui pelo menos trés coeficientes iguais
a 3 e um coeficiente igual a 7, basta tomar as entradas correspondentes a esses

coeficientes como sendo 1 e o restante igualamos a zero para obter a solucao de-
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sejada. Mais precisamente, suponhamos que sejam a; = 7 e ay = a3 = a4 = 3,
entao (1,1,1,1,0,0,0) é uma solucdo nao trivial. Se Fj possui, no maximo, dois
coeficientes iguais a 3, entao F' tem pelo menos cinco coeficientes iguais e 7. Logo,
basta tomar trés das entradas correspondentes aos coeficientes 7 e uma entrada

correspondente ao coeficiente 3 como sendo 1 e obtemos a solugao desejada.

Portanto, a menos que tenhamos Fy = az}’ 4+ -+ 4+ axl’ onde a = 1,3,50u7 e

vo + v1 + v = 7 simultaneamente, Fy = 0(mod 8) tem solugdo nao trivial, o que pelo

Lema 1.3.5 é suficiente para garantir que F' = 0 tem zeros 2-adicos.
O

Do Lema anterior fica provado que, apesar de termos I'*(10,2) = 23, a menos de
alguns casos particulares, 21 varidveis sao suficientes para garantir a solubilidade 2-adica

nao trivial de uma forma aditiva de grau 10.

4.2 Casop=>5

Nesta secao vamos investigar a solubilidade 5-ddica de uma forma aditiva de grau
10. Da Definigao 1.5 segue que 7 = 1 e portanto v = 2. Assim, do Lema 1.3.5 temos que,

para garantir que F' possui zeros 5-adicos nao triviais, é suficiente provar que
F = 0(mod 25)

tem solugao primitiva.

E facil ver que, se 5 divide z, entdo z'° = O(mod 5). Caso contrdrio, desde que

©(5) = 4, entdo z* = 1(mod 5). Dalf,
z* = 1(mod 5) = 2® = 1(mod 5) = 2'° = 2*(mod 5).
Portanto, as décimas poténcias médulo 5 sao os residuos quadraticos modulo 5, isto é,
2" = —1,0 ou 1(mod 5).

E fAcil verificar que esse também é o conjunto das décimas poténcias modulo 25.
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Lema 4.2.1 A congruéncia F = axi® + bz’ = 0(mod 5) tem solugdo nao trivial se, e

somente se, a +b = 0(mod 5) ou a—b=0(mod 5), onde a-b % 0(mod 5).

Prova. De fato, como z'® = —1,0 ou 1(mod 5), entdao azi’ + bzl’ = 0(mod 5) &
ari® = —bzl’(mod 5) & az'® =0,b ou — b(mod 5) tem solugao.
A solucao existe sempre que a = b( mod 5) oua = —b( mod 5), a menos que tenhamos

a solugao trivial 21 = xs = 0(mod 5).

Corolario 4.1 Considere a forma aditiva
F = (21" + 323") + 5(x3° + 323°) + - - + 5 (x5 + 3z39).
Entao F' nao possui zeros 5-adicos nao triviais.

Prova. De fato, como 1 # +3(mod 5), entdo z;° + 3z;?, = 0(mod 5) ndo tem solugao
nao trivial, para todo i = 1,...,19. Pelo Lema 1.3.3 isso é suficiente para garantir que

F' = 0 nao possui solugao 5-adica nao trivial.
OJ

Dos resultados acima podemos deduzir que I'*(10,5) > 21. O préximo resultado

nos fornece uma cota superior.

Lema 4.2.2 Seja F' uma forma aditiva de grau 10 em 21 wvaridveis com coeficientes in-

teiros. Entao F' possui zeros 5-ddicos nao triviais.

Prova. Pelo Lema 1.3.5 é suficiente provar que F' = 0(mod 25) tem solugao primitiva.

Como F possui 21 variaveis, do Lema 1.3.2 temos
vy > 3 evg+ v > 5. (4.2)

Vamos analisar separadamente os casos em que vg = 3, vp = 4 € vy = 5, € mais uma

vez a contracao de variaveis serd a ferramenta principal da demonstragao.
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Como mdc(10,4)=2, o Lema 1.4.1 nos garante que trés varidveis sao suficientes para
gerar variaveis primarias. No entanto veremos que, em alguns casos, essa quantidade nao
¢é necessaria.

Desde que —1 é uma décima poténcia mdédulo 25, sem perda de generalidade podemos
supor que todos os coeficientes no nivel zero sao distintos moédulo 25.

Caso A - vy =3

Nesse caso podemos gerar uma variavel primaria através da contracao das variaveis
do nivel zero. Se essa nova variavel alcangar exatamente o nivel seguinte, como por (4.2)
temos vy > 2, podemos repetir o processo de contragao e chegamos ao caso soluvel.

Caso B - vy =4

Novamente, por (4.2) temos v; > 1. Como temos variaveis suficientes no nivel zero
para produzir uma variavel primaéria, se v; > 2 podemos repetir o processo de contracao
e chegamos ao caso soluvel. Logo, sem perda de generalidade podemos supor v; = 1. Vale
ressaltar que os coeficientes das variaveis do nivel zero sao distintos médulo 25, mas nao
necessariamente distintos médulo 5.

B.1 - Os coeficientes estao em classes distintas médulo 5

Como existem apenas quatro classes nao nulas e estamos considerando vy = 4 entao,
nesse caso, duas variaveis sao suficientes para produzir uma variavel primaria em algum
nivel superior. De fato, se a; e as sao dois coeficientes em classes opostas médulo 5
entao a; + a; = 0(mod 5), e portanto a congruéncia a;z1° + axz’ = 0(mod 5) sempre
tem solucao nao trivial, basta tomar r; = x5 = 1. Assim, podemos gerar duas variaveis
primarias e, sem perda de generalidade, supor que ambas alcancam o nivel 1. Como
vy = 1, pelo Lema 1.4.1, com trés varidaveis sempre podemos gerar uma nova variavel
primaria, e chegamos ao caso soluvel.

B.2 - Nem todos os coeficientes estao em classes distintas médulo 5.

Na tabela a seguir temos todos os residuos moédulo 25 que sao nao nulos médulo 5.
Cada coluna contém os elementos que estao na mesma classe moédulo 5. Note que o

elemento a;; que estd na linha 7 e coluna j satisfaz a relacdo a;; = j + 5(i — 1).
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Tabela 4.1: Residuos médulo 25 coprimos com 5.

112 3|4
1) 1(2]3 |4
2106|7819
J(11]12]13 |24
416 |17 | 18 | 19
521 ]22]23 |24

Existem trés possibilidades para a distribuicao coeficientes nas classes modulo 5, de

modo que em alguma classe tenha sempre pelo menos dois coeficientes:

1. Pelo menos trés coeficientes estao numa mesma classe j;
2. Dois coeficientes estao na classe j e dois na classe i # 7J;

3. Dois coeficientes estao na classe j, um coeficiente na classe 7 e o outro na classe k,

com i # j # k.

Vamos analisar cada uma das possibilidades acima.

B.2.1 - Pelo menos trés coeficientes estao na mesma coluna.

Vamos mostrar que, com trés coeficientes em uma mesma coluna j, podemos gerar
qualquer classe de residuo médulo 5 no nivel um, isto é, se a; é o coeficiente da variavel
no nivel 1, mostraremos que, com trés variaveis do nivel zero cujos coeficientes estao na
mesma classe médulo 5, podemos gerar uma variavel priméria no nivel 1 cujo coeficiente
estd em uma classe oposta a classe de a; modulo 5. Nesse caso, essas duas varidveis sao
suficientes para repetir o processo de contracao e, uma vez que vy = 2, chegamos ao caso

soluvel.
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De fato, considere o conjunto de coeficientes {a;;, ax;, atj}, onde i # k # t e defina

= CLtj — aij = 5(t — Z),
= Q¢ — Qkj = 5(t — ]i]),

= Qpj — Q4 = 5(]{7 — Z)

Como —1 é uma décima poténcia mdédulo 25, podemos fazer contracoes desse tipo e

essas contragoes nos permitem gerar varidveis no nivel 1 cujos coeficientes sao

A =({t—14),B =({t—-k), eC = (k—1i).
Vamos mostrar que esses coeficientes representam pelo menos duas classes distintas e nao
opostas modulo 5.

Note que A" = B'(mod 5) < i = k(mod 5), e A" = C'(mod 5) < t = k(mod 5), o
que é um absurdo. Logo, A" # B'(mod 5) e A" # C'(mod 5). Além disso,

A+ B = 0(mod5) < t—i=k—t(mod 5),

A +C = 0(mod 5) & t—i=i—k(mod 5).

Suponha que tenhamos simultaneamente A"+ B" = 0(mod 5) e A"+ C" = 0(mod 5).

Entao,
A4+B =A4+C =0(mod 5) < i—k=Fk—t(mod5)

& 2k =t+i(mod 5).

Desde que 4,t, k € {1,2,3,4,5}, onde i # t # k, as Unicas solugdes para a congruéncia

2k =t +i(mod 5) seriam
(1,t,k) € {(1,3,2),(1,5,3),(2,4,3),(3,5,4),(3,1,2),(5,1,3), (4,2,3),(5,3,4) }
Em todos os casos essas solugoes nos dariam, respectivamente

/

+2(mod 5) e B = " = +1(mod 5), ou

+4(mod 5) e B' = " = +2(mod 5)

o que contradiz o fato de que A"+ B'= A" + C' = 0(mod 5).
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Portanto, se A"+ B" = 0(mod 5), entdo A"+ C" # 0(mod 5) e isso é suficiente para
garantirmos que podemos representar todas as classes nao nulas modulo 5 no nivel um.

De fato, se A"+ B" # 0(mod 5), como A" # B'(mod 5) entdo podemos representar
quatro classes distintas médulo 5, a saber, {A, B',—A', —B'}.

Caso contrario, se A+ B" = 0(mod 5), entdo A" + C" # 0(mod 5). Desde que

A" # C'(mod 5), podemos representar as quatro classes distintas {4, C", —A", —C"}.

B.2.2 - Dois coeficientes em uma coluna j e os outros dois em uma coluna 7 # j.

Observando a tabela (2.1) é facil ver que se os coeficientes estao dois a dois na mesma
coluna, duas variaveis sao suficientes para gerar uma variavel primdaria no nivel um, ja que
se a e b s@o coeficientes em uma mesma coluna, entdao a — b = 0(mod 5). Portanto, com
as variaveis do nivel zero podemos gerar duas variaveis priméarias. Se essas varidveis vao
para o nivel 1, como v; = 1, repetimos mais uma vez o processo de contragao e chegamos

a0 caso soluvel.

B.2.3 - Dois coeficientes em uma coluna j, um coeficiente em uma coluna ¢ e outro
na coluna k, com j # i # k.

Nesse caso, temos trés colunas que contém os coeficientes. Como existem apenas
quatro classes nao nulas médulo 5, entao duas colunas estao em classes opostas. Ja vimos
que, com duas variaveis na mesma coluna, podemos gerar uma variavel primaria no nivel
um. Vimos também que, se as colunas ¢ e k representam classes opostas modulo 5, entao
duas variaveis sao suficientes para gerar uma variavel primaria no nivel um. Supondo que
essas variaveis alcancam exatamente o nivel 1, desde que v; = 1, com essas trés variaveis
podemos repetir mais uma vez o processo de contracao e chegamos ao caso soluvel.

Suponha agora que 7+ k # 5, isto é, que i e k nao representam classes opostas modulo
5. Entao 1+ j =5 ou k+7 = 5. Sem perda de generalidade, podemos supor que i+ j = 5.

Considere os seguintes coeficientes: ayj, an; € a,;, onde n # k. De maneira interiamente

andloga ao que fizemos no caso B.2.1, vamos mostrar que com esses trés coeficientes
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podemos representar qualquer classe modulo 5 no nivel um. De fato, defina

= agj — ap; = 5k —n)
= ag+a,;=5k+r—1)

C = apj+a,;=5Mn+r—1).
Entao podemos gerar, no nivel um, os seguintes coeficientes
A=k-nB=k+r—1eC =n+r—1.
Note que B' = C'(mod 5) < k = n(mod 5), o que é um absurdo. Além disso,
A =B en+r—1=0(mod 5) < C = 0(mod 25)

e nesse caso ja terfamos uma solucao primitiva médulo 25. Portanto, sem perda de

generalidade podemos supor que
A # B'(mod 5) e B # C'(mod 5).

Note também que A"+ B" = 0(mod 5) < n = 2k +r — 1(mod 5). Se além disso

tivermos A = C’'(mod 5), desde que
A" =(C'(mod 5) & k = 2n+r — 1(mod 5)

en = 2k +r — 1(mod 5), segue que n = 2(2n +r — 1) + r — 1(mod 5), e isso ocorre
se, e somente se, n +r — 1 = 0(mod 5), o que equivale a dizer que C' = 0(mod 25) e
novamente ja teriamos uma solucao primitiva modulo 25. Podemos entao, sem perda de
generalidade, assumir que se A"+ B = 0(mod 5), entdo A" # C'(mod 5).

Veja que isso é suficiente para garantir que conseguimos representar todas as classes
nao nulas médulo 5 no nivel um.

De fato, se A"+ B’ # 0(mod 5), como A" # B'(mod 5), entdo podemos representar
quatro classes distinas, a saber {A", B',—A', =B'}.

Se A'+B" = 0(mod 5), entao A" # C'(mod 5) e A'+C" # 0(mod 5), ou do contrério
terfamos B’ = C”(mod 5), o que é um absurdo. Portanto, nesse caso também podemos
representar quatro classes distintas, {A',C", —A", —C}, e com isso fechamos o caso em

que vg = 4.
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Caso C-1v9>5
Nesse caso, de (4.2) temos que v; > 0. Sem perda de generalidade podemos supor

v; = 0. O resultado a seguir é uma consequéncia do Lema 3.2.1 de [6] e pode ser encontrado

em [9].

Lema 4.2.3 Considere a congruéncia

aprh + -+ a2¥ = 0(mod p7).

Se —1 € uma k-ésima poténcia modulo p¥ e p nao divide nenhum dos coeficientes a;,

entdo a congruéncia acima tem solucdao primitiva sempre que 2t > p7.

No nosso caso temos &k = 10, v = 2 e p = 5. Além disso, como vyp = 5 e v; = 0,
entao t = 5 e nenhum dos coeficientes aq, ..., a5 é divisivel por 5. Como —1 é uma décima
poténcia médulo 25, todas as hipdteses do lema acima sao satisfeitas, o que nos garante

a solubilidade desejada, j& que 20+t > 25 > 52,

4.3 Primos que nao dividem o grau
Considere agora os primos que nao dividem o grau. Nesse caso v = 1 e portanto é
suficiente encontrar solugoes primitivas para a congruéncia

F =a1r9+ -+ a,z’ = 0(modp), (4.3)

onde p # 2,5, e 11.

Como ji mencionamos anteriormente, se d = mdc(10,p — 1), entdo a congruéncia
r? = a(mod p) tem solucdo se, e somente se, o mesmo ocorre para z'° = a(mod p), o
que significa que o conjunto das d-ésimas poténcias e o conjunto das décimas poténcias
de F, ¢ o mesmo. Portanto, sem perda de generalidade, vamos substituir 10 por d na
congruéncia (4.3), e de agora em diante vamos assumir que p = 1(mod 10).

Observe que, como p — 1 é par, se 5 | (p — 1), entdo mdc(10,p — 1) = 10. Assim, os

unicos valores possiveis para d sao 2 ou 10.
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Primeiramente, suponha que d = 2. Se n = 21, pelo Lema 1.3.2 temos que vy > 3,
e pelo Teorema 1.4 a congruéncia (4.3) tem solugao primitiva. Isso nos garante que
['*(10,p) < 21. Por outro lado, como f; = az!’ — by!° = 0(mod p) nao tem solugao nao

trivial sempre que a ¢ K, onde K denota o subgrupo das décimas poténcias de Iy, entao

F=fo+pfi+-+pf (4.4)

¢ uma forma aditiva com coeficientes inteiros em 20 varidveis sem zeros p-adicos nao
triviais. Segue que I'*(10, p) = 21 para os primos p que satisfazem mdc(10,p — 1) = 2.

Suponha de agora que d = 10. Seja N o nimero de solugoes da congruéncia
k k
a1xy + - - + apxy = 0(mod p),

onde mdc(a;,p) = 1 para i =1, ..., .

Dos resultados da secao 1.2 sabe-se que
N>p=t = (k=1 (p - 1),
e a congruéncia acima tem solucao nao trivial desde que
prt > (k= 1)

Fazendo k = 10 e t = vy = 3 segue que, se n = 21, entdo a congruéncia (4.3) tem solucao
nao trivial para todo primo p > 812, e novamente usando (4.4) temos I'*(10,p) = 21.
Resta agora analisar o que ocorre com os primos menores que 812. Como j& vimos,

existe ¢ € (I, — K) tal que
Fr=KUJKU---UdK (unido disjunta).
Denote por S o seguinte conjunto de representantes das 10 classes anteriores:
S ={1,0,0%,...,0°}. (4.5)

Segue dessas consideragoes que para cada p = 1(mod 10) podemos determinar uma

raiz primitiva ¢ de F} e através da mudanga de varidveis z;° <+ o;%z;° considerar que os

coeficientes a; da forma F' na congruéncia (4.3) sdo elementos de S.
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Feito isso, com auxilio do MAPLE, obtemos os valores exatos de I'*(10,p) para os
primos menores que 81% com mdc(10, p—1) = 10. Verifica-se que nesse caso, I'*(10, p) < 21,

exceto para o seguinte conjunto de primos
P ={31,42,61,71,101,131,151, 181,191, 211, 251, 271, 281, 311, 331,431,491, 911}.

Para p € P, com p # 31 temos que ['*(10, p) = 31, e ['*(10,31) = 41.

A tabela 4.2 contém os valores de I'*(10, p) para p € P e os respectivos contra exem-
plos. Para os primos que nao estao na tabela abaixo, podemos utilizar mais uma vez o
contra exemplo dado por (4.4) para afirmar que I'*(10, p) = 21. Na tabela, f representa a
subforma que aparece no nivel zero, isto ¢, o contra exemplo propriamente dito é a forma

dada por
fotpfi+--+p0fo

Primo p | I'*(10,p) | Contra exemplo
31 41 fi=aR + 19z + 1729 + 172})
41 31 fi = xl) + 629 + 62}
61 31 fi=aR + 6z} + 12z}
71 31 fi=zl+ 2l 4z
101 31 fi=axl) + 27z} + Tz
131 31 fi=al+ald+x
151 31 fi =zl +x1) + 62}
181 31 fi =zl + 22l + 32z
191 31 fi=all + 2l + 1742
211 31 fi=al) + x4+ 2z}
251 31 fi=al) + ay + 41x))
271 31 fi=xl) + x5 + 2642
281 31 fi=aR 4+ 9z} + 13z}
311 31 fi=al) +x)y + xjf
331 31 fi=xl) + 2+ 9z}
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431 31 fi=al) + iy + }§
491 31 fi=xf +al) + 8
911 31 | fi=al) + 2l +xlf

Tabela 4.3:  Valores da fungao I'*(10, p) para p € P.
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Tabelas de valores da funcao Q(k,p, s)

e Valores de Q(54, p,20) para os primos p < 6215 com p = 1(mod 54).

Primo p 109 163 271 379 433
Q(54,p,20) | 15,246914 4,839553 0,210817 0,013238 0,163891
Primo p 487 541 757 811 919
Q(54,p,20) | 0,000753 0,024424 0,000560 1,70-107% | 6,52-107°
Primo p 1297 1459 1567 1621 1783
Q(54,p,20) | 2,17-107° | 1,03-107% | 2,08-10"" | 3,40-1075 | 9,83 .10
Primo p 1999 2053 2161 2269 2377
Q(54,p,20) | 1,14-107% | 2,36-107° | 2,01-107° | 3,17-107* | 1,57-107%
Primo p 2539 2593 2647 2917 2971
Q(54,p,20) | 9,60-1071° | 2,19-1078 | 1,30-1071° | 1,54-107% | 7,49-1010
Primo p 3079 3187 3457 3511 3673
Q(54,p,20) | 1,81-107% | 8,98-107 | 7,30-107° | 6,11-10712 | 6,09-107°
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Primo p 3727 3889 3943 4051 4159
Q(54,p,20) | 3,83-1071 | 3,74-10"" | 3,58 - 10710 | 3,86-10711 | 1,35-10"1

Primo p 4483 4591 4861 4969 5023
Q(54,p,20) | 5,10-107'2 | 7,22-1071 | 7,82-107'2 | 2,56 - 107! | 8,99 - 1072

Primo p 5077 5347 5563 5779 6211
Q(54,p,20) | 4,77-10710 | 1,01-1073 | 2,45-10713 | 7,08 - 10712 | 5,71 - 1014

Tabela 4.4: Valores da fungao (54, p, 20).

e Valores de (Q(24, p, 3) para os primos 1331 < p < 14641 tais que mdc(24,p—1) = 12.

Primo p 1381 1429 1453 1549 1597 1621
Q(54,p,20) | 1,168704 | 1,079652 | 1,189131 | 1,278479 | 1,353699 | 1,001930

Primo p 1669 1693 1741 1789 1861 1933
Q(54,p,20) | 1,134802 | 1,361682 | 1,236107 | 1,393699 | 1,223988 | 1,025771

Primo p 2029 2053 2221 2269 2293 2341
Q(54,p,20) | 0,908686 | 0,936806 | 0,870568 | 1,132039 | 0,878164 | 1,156145

Primo p 2389 2437 2557 2677 2749 2797
Q(54,p,20) | 0,874374 | 0,912778 | 0,906612 | 0,823078 | 1,134643 | 0,834566

Primo p 2917 3037 3061 3109 3181 3229
Q(54,p,20) | 0,855282 | 0,819732 | 1,185364 | 0,777529 | 0,727160 | 0,897403

Primo p 3253 3301 3373 3469 3517 3541
Q(54,p,20) | 0,721154 | 0,712027 | 1,005670 | 0,704565 | 0,880999 | 0,709586

Primo p 3613 3637 3709 3733 3853 3877
Q(54,p,20) | 0,881751 | 0,659784 | 0,806446 | 0,745588 | 0,763950 | 0,790618

Primop | 4021 4093 4261 4357 4549 4597
Q(54,p,20) | 0,704596 | 0,625141 | 0,892970 | 0,616605 | 0,746403 | 0,727035




Apéndice

74

Primo p | 4621 4789 4813 4861 4909 4933
Q(54,p,20) | 0,758888 | 0,761537 | 0,756351 | 0,593607 | 0,614458 | 0,609454
Primo p | 4957 5077 5101 5197 5413 5437
Q(54,p,20) | 0,588418 | 0,777498 | 0,577099 | 0,881455 | 0,630921 | 0,679860
Primop | 5557 5581 5653 5701 5749 5821
Q(54,p,20) | 0,540145 | 0,574757 | 0,659833 | 0,515653 | 0,574889 | 0,614798
Primop | 5869 6037 6133 6229 6277 6301
Q(54,p,20) | 0,599331 | 0,868885 | 0,686615 | 0,694991 | 0,552033 | 0,532641
Primop | 6373 6397 6421 6469 6637 6661
Q(54, p,20) | 0,565258 | 0,596767 | 0,681156 | 0,541468 | 0,524802 | 0,587919
Primop | 6709 6733 6781 6829 6949 6997
Q(54,p,20) | 0,488161 | 0,542410 | 0,50057 | 0,568212 | 0,498797 | 0,730042
Primop | 7069 7213 7237 7309 7333 TATT
Q(54,p,20) | 0,518066 | 0,578421 | 0,536701 | 0,527514 | 0,631498 | 0,506334
Primop | 7549 7573 7621 7669 7717 7741
Q(54,p,20) | 0,578684 | 0,482922 | 0,444008 | 0,432922 | 0,452310 | 0,541524
Primop | 7789 7933 8053 8101 8221 8269
Q(54, p, 20) | 0,484530 | 0,528887 | 0,426600 | 0,472238 | 0,470741 | 0,460259
Primop | 8293 8317 8389 8461 8581 8629
Q(54,p,20) | 0,537487 | 0,778157 | 0,592613 | 0,490062 | 0,529233 | 0,496030
Primop | 8677 8821 8893 8941 9013 9109
Q(54,p,20) | 0,475819 | 0,465658 | 0,716265 | 0,554894 | 0,443537 | 0,604699
Primo p | 9133 9157 9181 9277 9349 9397
Q(54,p,20) | 0,450661 | 0,442645 | 0,575023 | 0,463569 | 0,493958 | 0,446124
Primo p | 9421 9613 9661 9733 9781 9829
Q(54,p,20) | 0,477373 | 0,451009 | 0,459485 | 0,433517 | 0,522802 | 0,453618
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Primo p 9901 9949 9973 10069 10093 10141
Q(54,p,20) | 0,376236 | 0,485263 | 0,430868 | 0,431411 | 0,395413 | 0,419938
Primo p 10333 10357 10429 10453 10477 10501
Q(54,p,20) | 0,551747 | 0,424119 | 0,535587 | 0,426764 | 0,440688 | 0,466952
Primo p 10597 10789 10837 10861 10909 10957
Q(54,p,20) | 0,612942 | 0,410819 | 0,511198 | 0,425831 | 0,457851 | 0,446067
Primo p 11149 11173 11197 11317 11437 11677
Q(54,p,20) | 0,439635 | 0,458912 | 0,522949 | 0,364925 | 0,401430 | 0,385263
Primo p 11701 11821 11941 12037 12109 12157
Q(54,p,20) | 0,376299 | 0,420910 | 0,478454 | 0,382098 | 0,383891 | 0,36501
Primo p 12253 12277 12301 12373 12421 12517
Q(54,p,20) | 0,436246 | 0,488480 | 0,390761 | 0,493637 | 0,465395 | 0,389229
Primo p 12541 12589 12613 12637 12757 12781
Q(54,p,20) | 0,366963 | 4,0,420895 | 0,395920 | 0,485542 | 0,401577 | 0,605134
Primo p 12829 12853 12973 13093 13309 13381
Q(54,p,20) | 0,349506 | 0,400369 | 0,425450 | 0,525312 | 0,455705 | 0,386230
Primo p 13477 13597 13669 13693 13789 13933
Q(54,p,20) | 0,390672 | 0,378344 | 0,493235 | 0,393135 | 0,372313 | 0,3774109
Primo p 14029 14149 14173 14197 14221 14293
Q(54,p,20) | 0,452746 | 0,361351 | 0,345112 | 0,416700 | 0,352063 | 0,384585
Primo p 14341 14389 14437 14461 14533 14557
Q(54,p,20) | 0,423550 | 0,361028 | 0,384178 | 0,381699 | 0,434259 | 0,349571
Primo p 14629
Q(54,p,20) | 0,408768

Tabela 4.5:  Valores da fungao Q(24,p, 3).
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e Valores de (24, p,5) para os primos p < 4279 com mdc(24,p — 1) = 24.

Primo p 73 97 193 241 313 337

Q(54,p,20) | 9,311379 | 9,635629 | 4,137281 | 2,926953 | 1,607933 | 1,685126

Primo p 409 433 457 577 601 673

Q(54,p,20) | 0,846525 | 1,038054 | 1,465216 | 0,880781 | 0,287312 | 0,595368

Primo p 769 937 1009 1033 1129 1153

Q(54,p,20) | 0,289392 | 0,214829 | 0,437653 | 0,211357 | 0,157440 | 0,363106

Primo p 1201 1249 1297 1321 1489 1609

Q(54,p,20) | 0,330636 | 0,374836 | 0,323911 | 0,148426 | 0,272803 | 0,106982

Primo p 1657 1753 1777 1801 1873 1993

Q(54,p,20) | 0,094653 | 0,070370 | 0,119343 | 0,096470 | 0,117971 | 0,064525

Primo p 2017 2089 2113 2137 2161 2281

Q(54,p,20) | 0,141232 | 0,061149 | 0,173414 | 0,091854 | 0,150028 | 0,087963

Primo p 2377 2473 2521 2593 26617 2689

Q(54,p,20) | 0,114354 | 0,040805 | 0,063243 | 0,076074 | 0,0485361 | 0,076641

Primo p 2713 2833 2857 2953 3001 3049

Q(54,p,20) | 0,059636 | 0,083748 | 0,035718 | 0,064884 | 0,051677 | 0,064697

Primo p 3121 3169 3217 3313 3361 3433

Q(54,p,20) | 0,143931 | 0,083652 | 0,081932 | 0,100121 | 0,126128 | 0,033945

Primo p 3457 3529 3673 3697 3769 3793

Q(54,p,20) | 0,083957 | 0,033945 | 0,040457 | 0,047168 | 0,044149 | 0,068628

Primo p 3889 4057 4129 4153 4177 4201

Q(54,p,20) | 0,143931 | 0,083652 | 0,081932 | 0,100121 | 0,126128 | 0,033945

Primo p 4273

Q(54,p,20) | 0,041331

Tabela 4.6:  Valores da fungao Q(24, p,5).
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Rotina 1

Para calcular os valores da funcao Q(k, p, s) do Lema 3.1.2, utilizamos a seguinte rotina no
MAPLE, que serd dividida em trés partes detalhadas a seguir. Primeiramente declaramos

a fungao S(b) da Segao 3.1 como ‘bigess’.

maple> bigess:= proc(k,p,t)

S:=0;

for x from 0 to p-1 do

S:= S+evalf (exp(2*Pi*sqrt(-1)*x~d*t/p));
end do;

S;

end proc

bigess:=proc(k,p,t)

local S,x:

S:=0;

for x from 0 to p-1 do

S:=S+evalf (exp(2*Pi*sqrt(-1)*x~d*t/p))
end do;

S

end proc

Em seguida declaramos a funcao Q(k,p, s) do Lema 3.1.2 como ‘bigq’:

maple>bigq:=proc(k,p,s)
Q:=0;

for t from 1 to p-1 do
Q:=Q+abs(bigess(k,p,t))"s;
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end do;

Q:=Q/(p~s-p);

end proc
bigq:=proc(k,p,s)

local Q,t;

Q:=0;

for t to p-1 do
Q:=Q+abs(bigess(k,p,t)) s
end do;

Q:=Q/(p~s-p)

end proc

Por 1ltimo encontramos os valores de Q(k, p, s) fixando-se k = kg e s = so para os casos
especificos, deixando apenas que o primo p percorra um intervalo conveniente de primos
satisfazendo p = 1(mod k), e dai Q(ko, p, so) = Q(p). Em particular, na Tabela 4.3 foram
obtidos os valores da funcao quando £ = 54 e s = 20 com p um primo satisfazendo

p = 1(mod 54) e p < 6215. Nesse caso a rotina fica:

maple> for p from 55 by 54 to 6215 do
if isprime(p)=true then
m:=bigq(54,p,20);
print("p=",p,"Q(54,p,20)=",m);

end if;

end do

Ao final, o programa retorna para cada valor de p o respectivo Q(54, p,20) = m.

Rotina 2

A seguir detalharemos a rotina utilizada para verificar se uma forma aditiva

a4 - 4 a2 = 0(mod p) (4.6)
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tem solugao nao trivial ou gerar os contra-exemplos (mod p). A estratégia é utilizar as
consideragoes feitas no inicio do Capitulo 3, onde vimos que para cada p primo podemos
encontrar uma raiz primitiva 4 de modo que todo elemento de F, pode ser escrito na
forma a = §’a” para algum a € F e i € {0,1,...,k — 1}. Assim, podemos considerar que
os coeficientes das formas aditivas percorrem o conjunto S = {1,6,...,6*"'}. Mais ainda,
como estamos resolvendo congruéncias modulo p, podemos sempre considerar que a; = 1.

Primeiramente carregamos o pacote de teoria dos nimeros e, em seguida, definimos
um conjunto P como uma sequéncia de primos satisfazendo p = 1(mod k). Para os
primos nesse conjunto encontramos a raiz primitiva J, consideramos a; = 1 e os demais
coeficientes no conjunto S. Ao final, o programa nos retorna “FIM, p” se a congruéncia
(4.6) tem soluc@o nao trivial médulo p, para todos os coeficientes 1, ay, ..., a,. Se existem
coeficientes para os quais a congruéncia (4.6) nao tem solu¢do nao trivial, o programa
nos retorna a frase “nao tem solug¢ao nao trivial” e em seguida os coeficientes [1, as, ..., a,]
para os quais isso acontece, gerando os contra exemplos

A rotina a seguir verifica a solubilidade nao trivial da forma (4.6) com &k =10en =3

para os primos 41, ...,541 com p = 1(mod 10):

maple> with(numtheory);

maple> Primos := {seq(ithprime(n), n = 12 ..100 )};
P = {};

for q in Primos do

if g-1 mod 10 = O then

P := P union{q}:

fi: od:

P := P;

for p in P do

t := primroot(p);
K := {seq(x”10 mod p, x = 0 .. p-1))};
T := {seq(t™ m mod p, m = 0 .. 9)};

for i from 0 to 9 do

for k from i to 9 do
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N[i, k] := O:

for x in K do

for y in K do

for z in K do

if 0 = x+t7ixy+t"k*z mod p then
N[i, k] := N[i, k]+1;

fi: od: od: od:

if N[i, k] = 1 then print("nao tem solucao nao-trivial"):
print([1, t~i mod p, t"k mod pl);
fi: od: od:

print ("FIM", p);

od:
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