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Resumo

Neste trabalho mostramos a conjetura proposta por Tosio Kato em 1961 para
operadores elipticos de segunda ordem na forma divergente em R"™. Mais precisa-
mente, estabelecemos que o dominio da raiz quadrada de um operador uniforme-
mente eliptico L = —div(AV) com coeficientes limitados sobre R" é o espago de
Sobolev H'(R") com a estimativa ||v/Lf||z2 < C||Vf]|2, para alguma constante
C > 0 que depende apenas de n e das constantes de “elipticidade”de A.

Palavras-chave: Operador eliptico, potencias fracionarias, estimativa de

medida Carleson, Teorema T(b).
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Abstract

In this work, we prove the conjecture proposed by Tosio Kato in 1961, for
second order elliptic operators in divergence form on R™. More precisely, we
establish that the domain of the square root of a uniformly elliptic operator
L = —div(AV) with bounded coefficents in R" is the Sobolev space H'(R™) with
the estimate |V Lf||z2 < C||V ||z, for some constant C' > 0 which depends only
of n and the constants of “ellipticity” of A.

Key-words: Elliptic operator, fractionary powers, Carleson measure estimate,
T(b) Theorem.
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Introducao

O problema da raiz quadrada de Kato foi um problema em aberto por muito
tempo. Originalmente proposta por Tosio Kato em 1961 [25], e refinado por
Alan M¢Intosh no contexto de equacoes de evolucao para operadores acretivos
maximais sobre espacos de Hilbert, desenvolveu-se até sua formulagao atual para
operadores diferenciais apds a criacao de contra-exemplos que foram encontrados
para operadores gerais sobre espacgos de Hilbert e para certos operadores que
surgiram de formas sesquilineares (Veja-se [27] e [28], respectivamente). Porem,
foi apontado em [28] que, ao enunciar o problema, Kato tinha sido motivado pelo
caso especial de operadores diferenciais elipticos, e pela aplicabilidade de um
possivel resultado, nesse caso especifico, a teoria de perturbagao para equagoes
de evolucao do tipo parabdlicas e hiperbdlicas.

O problema da raiz quadrada de Kato, tal como é conhecido atualmente [7],
consiste em mostrar que se A é uma matriz de valores complexos n X n, entao
o operador raiz quadrada, L'/?, de um operador eliptico de segundo ordem L =

—div(AV) tém dominio H' e satisfaz a estimativa
IVLF Iz ~ [V £l

Esse problema tem uma larga histéria, e muitas pessoas tém contribuido para
a sua solucao. Primeiro, Coifman, M°Intosh e Meyer provaram a conjectura em
uma dimensao, simultaneamente com sua prova da L2-limitacao da Integral de
Cauchy ao longo de uma curva Lipschitz. De fato, ambos resultados sao conhe-
cidos por serem equivalentes ( [5] ).

Para dimensoes maiores, existem muitos resultados que se aproximaram da
solucao da conjectura, como Coifman, M¢Intosh, Meyer, Journé, Semmes, Pascal
Auscher e Philippe Tchamitchian([10]), entre outros.

Finalmente, em 2002, junto com Steve Hofmann, Michael Lacey e Alan M¢Intosh;
conseguiram resolver tal conjectura fazendo uso de algumas das seguintes ferra-

mentas: 1) o uso de um cdlculo funcional, em particular, estimativas ponto-a-
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ponto do nucleo de um operador integral, 2) a redugdo a uma estimativa de
medida Carleson e 3) a introdugao de um “Teorema T(b) para raizes quadra-
das "no espirito do teorema T(b) para integrais singulares [33], [30]. Esses T(b)
teoremas sao todos inspirdos pela integral de Cauchy.

Embora quiséssemos um trabalho totalmente auto-contido, devido ao tempo
limitado, teremos que assumir conhecidos alguns elementos de Analise Funcional.
Porem tais resultados estao referenciados para uma eventual consulta.

Um detalhe importante a ser mencionado é que a prova em questao é valida
para todas dimensodes maiores o iguais a 1. Nossa referencia principal para o
trabalho foi [7].



Capitulo 1

Preliminares

1.1 Formas sesquilineares e operador associado

1.1.1 Formas sesquilineares limitadas

Seja H um espacgo de Hilbert sobre K = R ou C. Denota-se, nesta secao, por
(; ) o produto interno de H e por |.|| sua correspondente norma. Uma forma
sesquilinear em H ¢é uma aplicacao a : H x H — K tal que para cada a € K e

u,v € H:
alau+v,h) = aa(u, h) +a(v, h) e alu,av + h) = aa(u, v) +a(u, h), (1.1)

onde & denota o conjugado do ntiimero complexo «. Claramente, @ = o se K =R
e nesse caso a forma a é entao bilinear. Por simplicidade nao faremos distingao
entre os dois casos K = R ou K = C, e usaremos o termo sesquilinear em qualquer

das situagoes.

Definicao 1.1 Dizemos que a forma sesquilinear a: H x H — K € limitada se

existe uma constante M > 0 tal que
la(u, v)| < M||ul|||v] para todo u,v € H.

Cada forma sesquilinear limitada pode ser representada por um tnico operador

linear limitado. Mais precisamente:
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Proposicao 1.2 Assuma que a: H x H — K é uma forma sesquilinear li-
mitada. FEntao existe um unico operador linear limitado T atuando em H tal
que:

a(u,v) = (Tu;v) para todo u,v € H.

Demonstracao: Fixe u € H e considere o seguinte funcional linear limitado:

o(v) == a(u,v), ve H.
Pelo Teorema de Representacao de Riesz, existe um tnico vetor Tu € H, tal que
¢(v) = (v;Tu), para todo v € H.

O fato de que T' é um operador linear limitado em H segue facilmente das linea-
ridade e limitacao da forma a. Para mostrar a unicidade, assuma que .S é outro

operador satisfazendo a conclusao da proposicao. Entao
(Tu;v) = (Suyv), Yu,v € H = (Tu — Su;v) =0, Vu,v € H —= T =50

O operador limitado T' é o operador associado a forma a. Vamos estudar a

invertibilidade de T' (ou seu adjunto 7%) usando a forma. Mais precisamente,

Lema 1.3 (Laz-Milgram) Seja a uma forma sesquilinear limitada em H e

assuma que a € coerciva, isto é, existe uma constante § > 0 tal que
Rea(u, u) > 6||u|®, para todo u € H.

onde Rea denota a parte real de a. Seja ¢ um funcional linear limitado em H.

Entao existe um unico v € H tal que:
é(u) = a(u,v), para todo u € H.

Demonstracao: Se T denota o operador associado a forma a, é suficiente pro-
var que o operador adjunto 7™ é invertivel em H. De fato, pelo Teorema de

representacao de Riesz, existe um tnico g € H tal que:
o(u) = (u; g), para todo u € H,
e entao, escrevendo g = T™v para um tnico v € H, segue que

o(u) = (u; T"v) = (Tw;v) = a(u,v), para todo u € H.
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Para ver que T™ é invertivel, seja v € H tal que T*v = 0. Portanto,
0 = (v;T*v) = (Tw;v) = Rea(v,v) > d|jv|*.

Logo, v = 0 e assim, T™ ¢ injetiva.
Resta mostrar que T* tém imagem R(T*) = H. Primeiro, vamos provar que
R(T™*) é denso. De fato, se u € H é tal que

(u; T*v) = 0 para todo v € H,

entao tomando v = u e usando a condicao de coercividade, obtém-se que u =
0. Finalmente, vamos mostrar que R(7™) é fechado. Para isso considere uma

sequéncia vy = T*u; que converge a v em H. Assim, segue de:

O|ug — uj||2 < Rea(uy — uj, up — u;)
< |(wg, — uj; T uy — T uy))|
< luk = ] - [oe — o5
Com isto, concluimos que (ug ) é uma sequéncia de Cauchy e portanto, converge

em H. Se u denota o limite desta convergéncia, entao v = T*u por continuidade
de T™*. Isto mostra que R(T™) é fechado.

1.1.2 Formas sesquilineares ilimitadas

I. Formas fechadas e fechaveis

Nesta secao vamos considerar formas sesquilineares que nao agem sobre todo
o espaco H, mas sim em subespacos dele. Essas formas sao chamadas formas ses-
quilineares ilimitadas, as quais tém um papel importante no estudo de equacoes

diferenciais parciais. Chamaremos elas, simplesmente, formas sesquilineares.

Seja H como na secao anterior e seja uma forma sesquilinear a definida sobre

um subespaco D(a) de H, chamada dominio de a. Assim:

a:D(a) x D(a) — K

(u,v) — a(u,v)

satisfazendo a condicao (1.1)) de forma sesquilinear.
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Defini¢ao 1.4 Seja a : D(a) x D(a) — K uma forma sesquilinear. Dizemos
que:

1) a é densamente definida se:
D(a) € denso em H. (1.2)

2) a € acretiva se:

Re a(u,u) >0, Yu € D(a). (1.3)

3) a € continua se eziste uma constante positiva M tal que:

la(u, )| < Mlullo[|v]ls, Yu,v € D(a). (1.4)
onde ||ullq == v/a(u, u) + ||u||?
4) a € fechada se:
(D(a),|| |la) € um espago de Banach. (1.5)

Se a satisfaz (1.2)—(1.5) , pode-se mostrar facilmente que || ||, ¢ uma norma sobre

D(a). Esta norma é chamada norma associada a forma a.

Definicao 1.5 Seja a uma forma sesquilinear sobre H. A forma adjunta de a é

a forma sesquilinear a* definida por:
a*(u,v) := a(v,u),Vu,v € D(a), com D(a*) = D(a)

A parte simétrica de a ¢ definida por b := (a+ a*), onde D(b) = D(a).

Dizemos que a é simélrica se a* = a, i.e., a(u,v) = a(v,u),Vu,v € D(a).

Se a é uma forma sesquilinear que satisfaz (1.2)—(1.5), entao D(a) é um espago

de Hilbert. Neste caso, o produto interno é definido por:
1
(u;v)q == i[a(u, v) + a*(u,v)] + (u;v) para todo u,v € D(a).

Ao longo desta segao, vamos considerar somente formas acretivas (i.e., que sa-
tisfazem (1.3)). Poderfamos, em vez disso, considerar formas que sdo meramente

limitadas inferiormente, isto é:
Re a(u;u) > —vy(u;u), Yu € D(a)

para alguma constante positiva ~.
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A teoria geral dessas formas nao tém muita diferenca daquela para formas
acretivas. Uma simples perturbagao (a qual consiste em considerar a forma a+ -,
definida por (a+7)(u,v) := a(u,v)+v(u,v), Yu,v € D(a) ) nos permite considerar
somente formas acretivas.

Se a é uma forma simétrica, a propriedade de acretividade (1.3) nos diz que

a é nao negativa, ou seja:
a(u,u) >0, Yu € D(a)

Assim, para formas simétricas, vamos usar os termos ‘acretivo’ e ‘positivo’ para

nos referir a propriedade (1.3).

Proposicao 1.6 Seja a: H x H — K uma forma sesquilinear acretiva e

fechada. Entdo as normas:
- lell - lla

sao equivalentes em H.

Prova: Para cada u € H, temos:

lull < (ul®)? < V/([ul® + Re a(u, 1)) = Julle.

Em outras palavras, o operador I : (H,| |l.) — (H,| ||) é continuo. Do
Teorema da aplicacao aberta segue que as duas normas sao equivalentes. o
Uma condicao mais forte que a continuidade é a “setorialidade”, a qual vemos

na seguinte definicao.

Definicao 1.7 A forma sesquilinear a : D(a) x D(a) — C, agindo sobre um
espaco de Hilbert complexo é chamada setorial se existe uma constante nao ne-

gativa C, tal que:
[Im a(u,u)| < C|Re a(u,u)|, Yu € D(a) (1.6)
A imagem numérica de a é o conjunto:
N(a) :={a(u,u), u € D(a), com ||u| =1} (1.7)

Claramente, a satisfaz (1.6) se e somente se a imagem numérica N (a) estd contida

no setor fechado do plano complexo {z € C: |argz| < arctg C'}.
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Proposicao 1.8 Toda forma setorial atuando sobre um espaco de Hilbert com-

plexo H € continua. Mais exatamente, se existe C' > 0 tal que
[Im a(u,u)| < CRe a(u,u), Yu € D(a)
entao
la(u, v)| < (1+ C)(Re a(u,u))? - (Re a(v,v))"?, Yu € D(a).

Demonstragao: Veja [32]

A reciproca da proposicao 1.8 é dada pelo seguinte lema.

Lema 1.9 Se a é uma forma sesquilinear acretiva e continua sobre um espaco

de Hilbert complexo H, entdo a forma:
(;)+a
¢ setorial. Mais exatamente, se a satisfaz (1.4) para alguma constante M, entao:
Im[(u;u) + a(u,u)] < MRe[(u;u) + a(u,u)], Yu € D(a).
Prova: Observa-se facilmente que, como (u;u) € R:
[Im(u;u) + au, w)]| = [Im a(u, u)| < [a(u, u)|
e usando a condicao (1.4), tem-se que:

Im[(u;u) + a(u, w)] < Mlullallulle = Mllullg = M(|[ul® + Re a(u, u))
= MRe [(u;u) + a(u,u)], Vu € D(a).

1.1.3 Perturbacao de formas sesquilineares

Iniciamos esta secao definindo a soma a + b de duas formas a e b sobre H, como:
[a + b](u,v) := a(u,v) + b(u,v), com D(a+b) := D(a)N D(b)

e a norma associada a essa forma ¢ dada por:

|wllass := v/ Re [a+ b](u,u) + [[ul|?, Yu € D(a+b) = D(a) N D(b)
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Teorema 1.10 Seja a e b duas formas sesquilineares acretivas sobre H. FEntao
a soma a+ b € acretiva. Mais ainda:
(i) Se a e b sao continuas, entao a+ b também o é.

(ii) Se a e b sao fechadas, entao a + b também o é.

Demonstracao: A acretividade sai diretamente da definicao da soma de formas

sesquilineares. Para mostrar a continuidade, observe que:

|[a + b](u, v)[ < fa(u, v) + b(u, v)| < [a(u, v)| + |b(u, v)]
< My([lullallvlla) + Ma(flullo[[v]e)

Ja que [Jullare > ||ulla € |te)laro > ||u|ls, Yu € D(a+ b), da desigualdade anterior

segue que:

[a + b](u, v)| < Mi([lullal[vlla) + Ma([[ullo][v]]s)
< (M + Ma)|ullatol[ollate

— Mlullesolo]lase-

Agora suponha que a e b sao fechados. Seja {u,}, uma sequéncia de Cauchy

em D(a+ b) com sua respetiva norma. Observamos que:
[tn = Umlla < ltn = tmllare —> 0 € flup — tnllo < [Jun — wpllare — 0

quando m,n — oo. Logo {u,}, é uma sequéncia de Cauchy com as normas || ||q
e | |le- Segue entao, por hipétese, que {u,}, converge nos espagos (D(a),]| |q)
e (D(b),|l ls). O limite nesses espacos é o mesmo, ja que a convergéncia em
cada um deles implica a convergéncia no espago H. Portanto, o limite pertence
ao espago D(a+ b).

Resta provar que {u,}, converge na norma || ||o4s. Para isso, note que:

lullass = 1/ Re o+ b)(u,w) + [lull3,

< \/Re a(u,u) + Re b(uu) + [|ul% + [[ull}

= /Ml + [lulls

< Jlulla + [lulfo-

Logo ||ty — ul|ate < ||un —ulla+[Jun —ulle —> 0, quando m,n — oo, mostrando

que a + b é fechada. o
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1.1.4 O Operador Associado

Considere uma forma sesquilinear a continua, fechada, acretiva e densamente
definida sobre H. Pode-se definir em termos de a um operador ilimitado A,
definido sobre um subespago D(A) de H, como sendo:
u € D(a) estd no dominio de A, D(A) se, e somente se, existe v € H tal que a
wgualdade:

a(u, ¢) = (v; ¢)
vale para todo ¢ € D(a), e Au = wv.

Reescrevemos isto como:
D(A)={ue H :3Jv e H com a(u,d) = (v;¢) Vo € D(a)}, Au:=v.

Observacgdo: D(A) ¢ o conjunto de vetores u € D(a) tal que a aplicagdo ¢ —

a(u, ¢) é continua em D(a) com respeito a norma de H.

Definicao 1.11 O operador ilimitado A, definido anteriormente, é chamado ope-

rador associado a forma a.

Existem varias propriedades importantes de operadores associados com formas
sesquilineares. Comecamos com o seguinte resultado que serd usado nos capitulos

seguintes:

Teorema 1.12 Seja a uma forma sesquilinear continua, acretiva, fechada e den-
samente definida; e A o seu operador associado. Entao A € densamente definido
e para cada \ > 0, operador \I + A € invertivel (de D(A) em H) e sua inversa
(M + A)~! é um operador limitado sobre H (onde I é o operador identidade de
H). Mais ainda:

INAL +A) < (Il YA >0, Vf € H.

Demonstracao: Fixa-se A > 0 e considere:

|ul[x = \/Re a(u,u) + A||u||?, uwe D(a).

Afirmamos que || |[x e || ||« s@0o normas equivalentes. De fato, dado A > 1

(A1 < 1), segue que:

1 1 A
Ll = [+ Re afu ) + 2l < Fe el Tl

= [lulle

< V/Re a(u,u) + AMul]? < [lux
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Por tanto, A7%||ullx < [Julla < |Ju/|x. Analogamente, para A < 1, tem-se:

lullx < llulle < A7l

Logo, as duas normas sao equivalentes. Com isso, o espago V := (D(a),|| . |[») é
um espago de Hilbert. Por outro lado, sabe-se que ||u|| < |lulla < M|jul|x. Assim

por (1.4) e Definicao 1.5, a forma A\ + a* definida como:

(A+a")(u,v) = AMw;v) + a*(u,v) = Mu; v) + a(v, v)
é uma forma limitada sobre V. De fato:

[(A+a")(u, v)] = [A(w;0) + a(v, u)
< Mulll[oll + a(v, w)| = Allulllv]} + |a(v, u)]
< Mullallvlla + MJullallv]la

< Cllullallvlla

< Mlfullxl[o][x

Além disso:

Re (A + a")(u,u) = Re N u;u) + Re a(u, u)
= AMu;u) + Re a(u, u)
= Mul]® + Re a(u,u) = ||u||3, Yu € V.

Logo, A + a* é coerciva. Seja f € H e defina o funcional linear:
o(v) = (. f), vEV
Usando o fato que ||u|| < M|ul|,, temos :
(@) < [[oll - [LfIF < Mllvl[x - [[f]] = MlJv]x

i.e, a fungao ¢ é uma funcao continua sobre V. Segue do Lema 1.3 (Lax-Milgram)

que existe um unico u € V' tal que:

d(v) = (A +a”)(v,u) = a*(v,u) + Av;u) = a(u,v) + A(v;u), Yo € V

Segue entao que (v; f) = a(u,v) +A(v;u) = (A + a)(v,u). Com este resultado,
e a definigdo de A, segue que u € D(A) e (Al + A)u = f. Pela escolha arbitraria
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de f, o operador A\ + A tém imagem R(A + A) = H, i.e. A\ + A é sobrejetiva.
Da condicao de acretividade, se (Al + A)u = 0, entao:
0= Au;u) + a(u, u)
= Muw;u) + Re a(u, u)
> Nusu) = Jul®
Isso implica que u = 0 e portanto, AI + A é injetiva. Concluimos que A\l + A é

invertivel.

Agora, tomamos f € H e u € D(A) de maneira que (A + A)u = f, temos
([l = 1(f;u)| = Re (f;u)
= Re (Mw;u) + (Au;u))
= Re (Mu;u) + a(u,u))
= AMu;u) + Re a(u,u)
> Aul®
Logo, Aul]l < |Ifll, ou seja, A||(A + A)'f]| < ||f]l, e como X é positivo, temos
finalmente que:
IAA + A< AL

Tomando-se supremo com respeito a f, segue que (Al + A)~! é um operador
limitado sobre H. Para finalizar a demonstracao, resta provar que D(A) é denso

em H. Considere v € H de modo que:
(v;u) =0, Yu € D(A)

Como I + A ¢ invertivel, existe ¢» € D(A), tal que: (I + A)¢ = v. Usando a

desigualdade anterior com u = ¢, tem-se:

0=(v;0) = ((I + A)¢:0) = [9I" + (Ads ¢) > [|6* + Re (Ad; ) = |||
= ¢ =0, logo v = 0. Assim, concluimos que D(A) é denso em H.u
Corolario 1.13 O operador (I +t*A)™!, definido sobre D(A), é uniformemente

limitado em H, para qualquert > 0.

Prova: Do teorema anterior, considerando A = t72, segue que (¢t 2 + A)~! é um

operador limitado em H. Alem disso, a estimativa:
(I+ A = [t + A) Tl < |If]
é satisfeita para qualquer f € H, e portanto

(I +t2A)7" <1.m
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1.2 Poténcias Fracionarias de Operadores

Seja X um espaco de Banach sobre K=CouR, e A: D(A) C X — X um

operador linear fechado.

Definicao 1.14 O conjunto resolvente de A, € definido por:

p(A):={ e C: X — A: D(A) = X € injetiva, sobrejetiva e
(M — A" X — X € limitada.}

Para X € p(A), o operador (\I — A)~' é chamado operador resolvente e o deno-

tamos também por R(\ : A).

Definigao 1.15 O espectro de A é o conjunto o(A) :=C\ p(A).

1.2.1 Poténcias Fracionarias de Operadores Positivos

Definigao 1.16 Um operador A : D(A) C X — X € chamado um operador
positivo (de tipo N >1 ) se :

(i) A é um operador fechado densamente definido.

(i) (—00,0] C p(A)

(i) IN > 1, Vs <0 |R(s: A)|| < X

— 1+4]s|

Lema 1.17 Se A : D(A) C X — X € um operador positivo de tipo N > 1,
entao:

(i) A € um operador fechado densamente definido,

(i) Ty={ e C: Is <0, |A—s| < p(A),

(iii) YA € X temos que: ||R(A: A)|| < Qﬁt\‘l

Demonstracao: Fixe A € ¥. Entao existe um s > 0 tal que [A—s| < 1;—]1}9‘ Além

disso, temos a seguinte identidade:
M—-A=(sI-A)I+(AN—s)R(s: A))

Tomando B =1+ (A —s)R(s: A) € L(X), pode-se observar que :

1 N
1= B = A= sl B(s : 4)) < =L

1
= - <1
= 2N 1+4|s| 2
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Segue que existe B™' € L(X) e |B™'—1I| < 1%?3&\\ < 1. Portanto A € p(A) e,

da inversa da identidade anterior, R(A : A) = B~'R(s : A). Mais ainda:

IR A)l = [(B™! = I)R(s - A) + R(s : A)]
<IB7 = Ill|R(s : A + [|R(s : A)]

<2||R(s: A

< 2N 2N 1+ [A+s— 5

T 14s| 14| 1— Al
2N 1+|s|+ X —s]

1+ 1+|s]

<2 (1)

— 14+ 2N

2N +1

RN

completando a prova.q

Observagao: Note que:

1 1
— : > — m — : < —
Q {)\G(C larg A\| > 7 — arcsin 2N}U{>\€(C \)\|_2N}

estd contido em X .

Proposicao 1.18 Seja A : D(A) € X — X wum operador positivo de tipo
N > 1. Para z € C tal que Re z < 0 definimos:
1
B(z):=—=— [ *R(\: A)d\ (1.8)

211
r

onde I' € a curva em Xy \ (—00,0], consistindo de trés segmentos

{ —se . se (—oo,—ﬁ] }, {ﬁew’ Y] < 9}, {sew L s € (ﬁ,oo] }
(1.9)
com 0 € [m — arcsinﬁ, ), que sao orientados por suas parametrizagoes. Entdao
B(z) € L(X) estd bem definido para z € C tal que Re z < 0, e, para um z fizo
a integral nao depende da escolha de 0. Além disso, a aplica¢io = — B(z) €

analitica em {z € C: Re z < 0}.

Observagdo: Destacamos que o comportamento da curva I' em (1.9) em torno
de 0 pode ser modificada de acordo com o Teorema de Cauchy.
Agora somos capazes de definir as poténcias fracionarias de um operador po-

sitivo para z € C com Re z < 0.
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Defini¢ao 1.19 Seja A: D(A) C X — X um operador positivo de tipo N > 1.
Para z € C com Re z < 0 definimos:

1
A* = —— [ M*R(A: A)d) € L(X) (1.10)
2mi
T
onde I’ ¢ dado por (1.9) para qualquer 0 € [x — arcsingy, m). Além disso, temos:

A" =1
onde I denota o operador identidade sobre X.

A seguir, mostraremos que o produto de poténcias fracionarias de um operador
com exponentes complexos com parte real negativa é também uma poténcia cujo

exponente é a soma dos exponentes.
Lema 1.20 Seja A: D(A) C X — X um operador positivo. Entao temos que:
A2 = AR A2 2 2 € {2 € C: Re 2 < 0} U{0}

Demonstragao: Tome A : D(A) C X — X um operador positivo de tipo
N > 1. Se z; ou z, sao zero, entao a afirmacao é obvia. Fixa-se 2,2 € C tal
que Re z; < 0, Re z5 < 0 e considere as curvas I'; e I'y de tal maneira que I'y
esteja a direita de I'y e
1
AP = 5 AR A)dN, A2 = ——/ 2R(p: A)dp

T
It

B possivel escolher tal I'; e I'y deixando a I'y ser a curva I' como em (1.9) para
algum 6; e I's sendo a mesma curva [' com algum 0y > 6; e adequadamente

modificada em torno de 0 de acordo com o Teorema de Cauchy. Entao temos

para xz € X:
A APy = Gmi)? //\ZlR()\ t A) /,uZQR(,u : A)zdpd\
Fl F2
1
= (%T—i)Q///\Zl,uZ?R(/\ c A)R(p 2 A)xdAdp
Iy Ty
// At R(\: A)xd\d —/ =2 / A R(p: A)xd\ | d
(27i)? ' a a pw— A a a
2 I't 1) 1

Aqui, usamos o teorema de Fubini e a seguinte formula do resolvente:

RAN:A)—R(pu:A)=p—ANRA:AR(u: A)
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para as anteriores identidades. Ao mesmo tempo, afirmamos que para um p € I'y

fixo, temos: \
21
R(p: A)xd\ =0 1.11
[ o5 A (111)
I
De fato, fechamos a curva I'y por meio dos arcos C, = {sew =0 < ¢ < 0y}

com s positivo e suficientemente grande. Entao para tal s tem-se:

k=

Re z1lns—pIm z;

sdp

— set|

»
Riu A)diH<||Ru AxH/

< st |R(u: Al / e 1y
s — |ul )
—Ut1

— 0, quando s — oc.

Ja que I'; estd a direita de I'y o teorema de Cauchy garante (1.9).Entao temos:

AP AR = //A R\ : A)xdNdp
27m

Iy 'y

Aplicando novamente o teorema de Fubini, deduzimos que:

1 w2

AT ARy = A1 R\ A)xdp | dA 1.12
Iy 2

A fim de calcular a integral interior de (1.12), fechamos I's por meio de arcos

C! = {se™ : —0, < 1) < 0y} para um s positivo e suficientemente grande. Entao

para tal s, observa-se que:

|R(\: A)z|| / e WIm 2dy — 0

—0s

2 S
R\ : Azdpl|| < sfe2—~
P ”‘”“H—‘” Y
Cl

quando s — oco. Dado que o integrando somente tem um polo em A, o Teorema

do Residuo garante que para um A € I'; dado:

1 7

o = A
s

z2

R\ : A)zdp = lirri PR A)x = A\2R(A: A)x. (1.13)
p—

Consequentemente, obtemos para x € X:
1 1
AA2y = —— [ NAN2R\: A)zd\ = —— | N T2R(\: A)ad\ = A* 214
271 271
I T

Observacao: No caso em que o exponente é um inteiro negativo, entao a

poténcia de um operador positivo A é o produto apropriado de A1, i.e.,
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Lema 1.21 Seja A : D(A) C X — X um operador positivo de tipo N > 1.

Paran € N temos A™" = (A™1)", onde A~ denota a inversa de A.

Teorema 1.22 Seja A : D(A) C X — X um operador positivo. Sen € N e

z € C sao dois numeros tais que 0 < Re z < n, entdo:

7’L—Z

A7 = / — =1 R(s 1 —A)ds (1.14)
0

Onde I'(.) representa a fungcdo Gamma.

Demonstragdo: Seja A : D(A) C X — X um operador positivo de tipo
N > 1. Primeiramente, vamos fazer um estudo do caso n = 1. Portanto, suponha

que z € C é tal que 0 < Re z < 1. Sabemos que:

1
A7 = ——— | A PR(M\: A)d)
2mi R )y,
T

onde I' C X n( veja Lema 1.17) pode ser escolhido de tal modo que consiste em

trés segmentos:
{ seim=e) . ¢ c (—OO,(S])}, {5ei¢ . |¢‘ <m- 6}, {sei(ﬂ—f) 1S € [(5, OO)}

as quais sao orientadas por suas parametrizacoes com € > 0 e 0 > 0 fixos e

suficientemente pequenos. Segue assim, que:

1 .
A% — — —(In|s|—i(mr— e)R —i(m—e) . AN (— —i(m—e) d

57 | ¢ (—s )(—e )ds+

1 . , .
S — / eI RS A)§ie™ dip+
2me
—(r-9)

1

o 7z(lns+i(7rfe))R i(m—e) A i(ﬂ'fe)d )
2772'/6 (se Je s
5
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Observe que para um 0 > 0 dado, temos:

e—z(ln(—s)—i(w—e))R(_Se—i(w—e) . A)(_e—i(w—e))

- e’z(ln(""’)’”)R(—se”'7r c A)(—e )
(—8) e R(—se™ : A)(e™)
(—s)7~? ”Z(—se’”I — A) e ™)
—(—s8)""e™ (—se "I + (6_"”)14)_16_“T
() e (e sl A]) e
(—s)%e™(—sl + A)~*
()¢ R(—s: -A).

E também:

e 20mlsl i) R(_ =m0, A)(—gi(r=9))|| < ~Re An(=s)-Tm 2(r—c 2iV +1
— S

< (QN + 1)€|Im z|7r(_8)—Re z—l’

onde a fungao dominante é claramente integravel no intervalo (—oo, —d), pois
Re z > 0. Portanto, usando o Teorema da convergéncia dominada de Lebesgue
obtemos:
-5
lim [ e” W=D R(—se7i =) : A) (e~ ("9)ds

e—0
oo

—5
— / —(—5)%e™ *R(—s : —A)ds (1.15)

Analogamente, para um ¢ > 0 dado, temos:

6—z(1n(s)+i(7r—e))R(S€ i(m—e) . A) (ei(rr—e)) — S—ze—isz(S . —A)

e—0

||€—z(ln s+i(7r—e))R(S€ i(m—e) . A) (r—e || <e —Re z In(s)+Im z(m—e) 2N +1
1+s
< (2N + 1)6\Im z\wS—Re z—1

onde a fungao dominante é claramente integravel sobre (9, 00), j4 que Re z > 0.
Novamente usando o Teorema da convergéncia dominada de Lebesgue, temos o

seguinte resultado:

o0 oo

/ez(ln(s)”(”e))R(sei(”G) A (T Nds — [ sTe ™ R(s: —A)ds  (1.16)

e—0
é 19
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Antes de continuar com o seguinte limite, precisamos de mais um resultado:

Teorema 1.23 Seja f : [a,b) — X, a < b < oo, uma fungao tal que para
qualquer z € [a,b) esta e integrdvel no intervalo [a,z]. Entdo a fungio f €
integravel sobre o intervalo [a,b) se, e somente se, f; | f(®)dt|| < co. Mais ainda,

se f € integrdavel em [a,b), entdo temos:

b z
/f(t)dt =lim [ f(¢t)dt
z—b
Observa-se que:
[ . ‘ 4 N +1 f
/Hez(ln6+zw)R(5ez¢ . A)(SZG“Z)HdQﬂ < 1—:_6 517Re z/ewIm zdw < 00,

Assim pelo teorema anteriormente mencionado,deduzimos que:

lim e MW R(5e™ . A)die™ dip = / e MW R(5e™ - A)die™ dv
€—
—(m—e€) —m
(1.17)
Combinando (1.15),(1.16) e (1.17), chegamos a:
1 -0 1 b
A% = o\ 2Tz —s:—A o —z(Ind+iv)) i) - A)Si i)
" (—s)Fe™ R(—s )ds 57 ] € R(de )oie™ dip
1 [ —z —iﬂ2R< . A)d
5 | 5 € 5 s

0

E fazendo uma mudanca de variaveis no primeiro termo:

-z 1 Tz —imz [ -z
A :2—m,(e —e )/s R(s:—A)ds
0
1/ | | |
— — | e PV R(§e™ 1 A)die dip
2m

Alem disso, a seguinte desigualdade também é valida:

2N + l(slfRe zelm 2P N O,
1496 6—0

Pois Re z < 1(ja que consideramos n = 1). Portanto, aplicando o Teorema da

|e =M IR (5e™ : A)die™ || <

convergencia dominada de Lebesgue obtemos finalmente
ol e [
A7 = — (™ — ™) /s *R(s:—A)ds.

271
0
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Porém, para z € C tal que 0 < Re z < 1, temos que:

™

T(1— 2)0(z) =

sinmz

Com isso, o termo fora da integral anterior é igual a:
sinz 1

L ( Tz —iﬂz) _ _
omi ‘ o T -2I(2)

Pelo qual concluimos que:

1 [e.e]
AP = —— FR(s:—A)d 1.18
F(l _Z)F(Z) /S (S ) 87 ( )
0
que prova o teorema para o caso n = 1. Agora voltamos para o caso geral.

Para este fim, seja n € N e integra-se por partes n — 1 vezes o resultado obtido
no caso 0 < Re z < 1.Entao, segue de (1.18) que

+/3_Z+1R(3 : —A)%ds
0

0

—z _ 1 1 11—z .
S v s oy wl AU

o0

1 (n—1)!

T (1=2)2=2) - (n—1=2) 0/3” R(s : —A)ds

onde usamos primeiramente que:
dn
WR()\ A) = (=1)"n!R(\: A" X € p(A).

e o fato de que para cada k € N

|s"*R(s : —A)¥|| < NFsF—Re = —0

(14 s)k

quando s se aproxima ao 0 ou co. Usando o fato que,I'(z + 1) = zI'(z — 1), para

z€ C\{0,—1,-2,...} segue que:
'n—z2)=n—1-2)n—-1-2)=...=n—1—2)--- (1 =2)I'(1 — 2)

Assim, temos:

1 (n—1)! I'(n)
F1—2Tz)1-2)(2-2)-(n—1—2) T(n—2)I(z)

Portanto, para z € C tal que 0 < Re z < 1 obtemos:

DO e e s
F(z)/s TlR(s: —A)"ds, z € C (1.19)

I'(n—z) /

AT =
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onda a convergéncia da integral em (1.19) é provada ao detalhe em [14]. Assim,

segue que para z € C tal que 0 < Re z < n:

A7l = / —tlR(s: —A)'ds, z € C
[(n—z)
0

o qual completa a prova. g

Corolario 1.24 Seja A : D(A) C X — X wum operador positivo. Entio A* é

um operador injetivo para Re z < 0.

Prova: Fixa-se z € C tal que Re z < 0. Suponha que A* = 0 para algum = € X.

Seja n € N de modo que —n < Re z. Entao o lema 1.23 nos garante que:
ATz =A"T"7FAr = 0.

Mas A™" é um operador injetivo. Logo x = 0. g
O Corolério anterior permite-nos definir poténcias fracionarias de um operador

positivo com exponentes complexos que tém parte real positiva.

Defini¢ao 1.25 Seja A : D(A) C X — X wum operador positivo. Definimos:
A= (A7) im(A*) c X — X

para z € C tal que Re z > 0.

Finalmente, vamos dar um teorema que fornece uma maneira de re-escrever aque-

les operadores anteriormente definidos.

Teorema 1.26 Seja A: D(A) C X — X um operador positivo de tipo N > 1.
Sen €N ez e C sao tal que 0 < Re z < n, entdo:

A7 = / “LAMR(s : —A)'wds, x € D(A™). (1.20)

(n—2z)
0

Demonstracao: Aplicando o Teorema 1.22 com n — z em vez de z obtemos:

A = A2 = /sz 'R(s: —A)"xds, v € X.

Fixe x € D(A™) e note que as fungoes:

s> 8 R(s:—A)"z e s sTA'R(s: —A)"z =5 'R(s 1 —A)"A"x
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sao fungoes bem definidas, continuas e integraveis sobre (0, 00), pois

oo oo 1
z—1 n n Re z2—1
s R(s: —A ds < N s — ds
!H (5 —A)ylds < nw! (e
1 00
S NnHyH /sRe Z_1d8+/SRe z—n—lds
0 1

1 1
=N" X.
I (s + s ) v

Finalmente, da propriedade de fechamento de A™ e com as hipdteses anteriores,

obtemos:
AnAz n _An z— 1R d
’ L(n—=z F(z / tads
= /sz "A"R(s : —A)"xds, x € D(A™).
I'(n—2)
0

Assim, (1.20) é provado.



Capitulo 2

Estimativas de operadores

elipticos em R"

Seja A = (a;(x)) uma matriz complexa de ordem n com coeficientes a; ; €

L>(R™, C), satisfazendo a condigao de elipticidade (ou ‘acretividade’):
AP <Re Ag-¢* e AL < AJE[C], (2.1)

para todos &, € C" e para algumas constantes A\, A tal que 0 < A < A < oo.
Aqui, u-v = wvy + -+ + UV, € u - VY = Wy + -+ + U, e, além disso,
AE-C =) aji(@)6;.

k=1
Eventualmente vamos considerar fungoes a valores em C”, e neste caso conside-

raremos letras em negrito (por exemplo f = (f, -+, fn))-

Considere a : H'(R") x H'(R") — C a forma sesquilinear definida por

alf.9) = [ AV Vgde
Rn
Entdao a ¢ claramente densamente definida em L?*(R™). Além disso, por (2.1)
também é continua e acretiva.
Seja L : D(L) ¢ L*(R") — L*(R™) o operador associado a a. No que segue
denotaremos por

L = —div(AV), (2.2)

o fecho (em L?(R™)) do operador L.
Neste Capitulo vamos derivar algumas estimativas correspondentes ao opera-
dor L.

23
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Dado t € R, de (2.1) é ficil ver que I + t* L é injetor, e do Teorema de Lax-
Milgran que também ¢é sobrejetor. Dessa forma ficam bem definidos os operadores

dados no proximo lema:

Lema 2.1 Sejam E e F dois conjuntos fechados em R™ e denote por d = dist(E, F).

Entao tém-se as sequintes desigualdades:

/ (I + 1) f (@) Pdw < O / /(@) dz, supp f C F.
/]tV([—i—tQ ) f(2)]Pdr < Ce™ ct/]f )J*dz, supp f C E.
F

/|I+t2L) Ytdiv f(z)*dz < Ce™ ct/|f )|?dx, supp f C E.
F

onde ¢ > 0 depende apenas de X e A, e C den, X e A.

Demonstragdo: Note que pela continuidade dos operadores (I + t>L)~, tV(I +
t2L)~Y, (I 4+ t2L)~Mdiv e *V(I + t*L)~!div, é suficiente provar o caso d > 0.
Comparando as constantes também vemos que ¢é suficiente provar o caso d >t >
0.

Comegamos considerando u; = (I + t*L)~!f. Assim, para todo v € H'(R"),

(I +t*Lyu; = f = uy — t*div(AVuy) = f
= u; v — t?div(AVu) -v = f v

/utv dr — /t2d1V(AVut vdr = /fv dx

R™ R™

Logo:

Da formula de Green, temos que:
- /div(AVut)v dx = /AVut -Vou dx
R Rn
Pelo qual, obtemos:
/utv da:—i—tz/AVut Vo dx—/fv dx.
R™ R™

Agora, tome-se v = w;n%, onde n é uma funcao positiva que tém as seguintes
propriedades: n € C§°(R"), suppn C E°, ||Vn||l« ~ 1/d, n = 1 sobre F' |, n(z) = 0,
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para todo x tal que dist(x, E) < d/2 , e usando a hipdtese de que suppf C E:

/ut(u_mZ) dx + t* /AVut -V (un?) dr = /f.u_t.n2 dx
Rn

R™ Rn

:/f.u_t.n2 dx+/f.u_t.n2 dx
E Ee
=0

Por outra parte, do lado esquerdo da identidade anterior é igual a:

/\ut]2772 dx + t2/AVut -V (um?) dx —/ |lus|*n? dx + tQ/AVut (Vg ) da+
Rn Rn Rn Rn
tQ/AVut - (u; Vn?) dx

R"L

:/ lu|*n? dx —|—t2/AVut (Vg n°) da+
Rn Rn

tQ/AVut - (u; Vn?) dx

Rn

:/ lug|*n? dx —|—t2/AVut (Vg n?) dz+

Rn Rn
tZ/AVut - (w Vn.2n) dx
Rn

Por tanto, juntando os dois resultados, e escrevendo a fungao n dentro da matriz

A temos que:

/]ut|2772 dx + tQ/AVut (Vg n?) dx + tz/A(nVut) (w Vn.2) de =0

=
/|u,5|2772 dx + tQ/AVut (Vg n?) dor = —QtQ/A(nVut) (@ Vn) dz  (2.3)
Rn Rn Rn

Uma importante observagao na equagao (2.3) é o fato de que 1 é uma fungao real

positiva e que Vu; = Vi;. Dessa maneira, (2.3) é reescrito como:

/\ut]27]2 dx + tQ/AVut -Vuy n* do = —2t2/A(77Vut) ~u V) dx (2.4)
Rn

R™ R™
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Tomando parte real em ambos termos em (2.4):

/|ut|2172 da:+t2Re/AVut Vuy n* dx = 2t2Re/A(nVut) NV da

R™ R™

/|ut|2n2 dx + tQ/Re AV, - Vg n? dx = —2t2Re/ A(mVuy) - uVn dx

R R R

< ‘ - 2152/ AnVuy) - u,Vn dz

]Rn
< 2t? /

A(nVuy) - utVn’ dx
R

Aqui, usamos a primeira condicao de elipticidade no segundo termo do lado es-

querdo; e a segunda condicao no lado direito da anterior equagao, obtendo assim:

/|u1t|2772 dx + )\t2/|Vut|2 n* dx < 2t2A/ [nVu||u, V| d

Usando a desigualdade 2|ab| < €|al? + e7![b[?, para todo € > 0, com a = [V
eb=|uVn:

/|ut|2772dx—|—)\t2/|Vut|2 n’dr < t2A5/ |Vut|2772dx—|—t2/\5_1/|ut|2|V77|2dx

A

Tomando-se € = £,

a desigualdade anterior é equivalente a:

t2A?
/|ut|2772d$+)\t2/|Vut|2 172dx§t2/\/ |V |*n*dr + )\ /|ut|2|V77|2dx

R™ R™ R™ R

=

/]ut\and:c < — |ut| |V77\ dx. (2.5)

Substituindo n por e* — 1, onde 0 < 6(x), suppd C E°, ||0]|oc < 1, ||V ~ 1/d
e o valor de « € igual a

2
2At| V|

o =
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a equacao (2.5) se transforma em:

/ ’ut‘2’€a0 .
Rn

1)|*dx

12 A2

3 /|ut|2|VeO‘9|2d:1:
Rn

t2A\?
D

/ ug || eV 0| dx
R

t2A2 2
=55 [ it vepas

Rn

_ 1 PAPRTAV 2
Rn

1
<5 [ Pl

Rn

Por outra parte, tomando o lado esquerdo da desigualdade anterior e multipli-

cando por 4:

4/ \utﬂeae — 1|2dx > 4/ |ut\2(]e“9| - \1\)2dx

Rn R™
Z4/|ut|2(|ea9|2—2|e“9|1—|—1)dx
Rn
:4/\ut|2\ea9]2dx—4/2\ut]2\ea9]dx+4/]ut\Qd:U
Rn Rn R™

Dessa maneira, podemos escrever:

/|u| 629 2dx+4/|ut|2dx< /|u| o0 2 dx—|—4/2|u| 169 d

R

3/|ut|2|ea9|2dx §4/2|ut|2|ea6|dm—4/|ut|2dx

Rn R?’L Rn

Usando novamente 2|ab| < ¢|al? + &7 1|b]?, com a = [e*?] e b = 1, tem-se:

/|u| 2|2 dx<4/|u| (e]e®®|* + e Vdx — 4 /|ut| dx
—45/\u| 0 2 + 42! /\u 2z — 4 /|ut| iz
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=

(3—46)/]ut\2]e°‘0\2d:v§ (451—4)/\%]26&

Rn R
Como a escolha de € é arbitraria, em particular consideramos ¢ = %, e reduzimos

a desigualdade a:

wl?1e®Pdr < 4 [ |uyl?dx
|ue|”]
Rn Rﬂ,

—4 / (I + L) f(2)|Pda

< 4]7 f@)Pde =1 [ |f(0) s
Rn E

onde usamos o resultado do Teorema 1.13 e que suppf C E.
Assuma agora mais uma condigao para 6: suponha que # = 1, sobre o conjunto
F'. Entao:

/|ut|2|ea0|2dx2 /|ut|2|ea0|2dx:/|ut|2|ea|2dx:62‘“/|ut|2dx
Rn o ha ja

Logo, substituindo essa limitacao na pentiltima equacao, chegamos a:
/ (1 + 20) f () [2de / g2 < de2 / | () [2da
F F E

Para achar as constantes C' e ¢, de maneira que dependam somente das variaveis

mencionadas anteriormente, basta substituir o valor de «a, ou seja:

_9 ___2vVA 2N
e % = e 2AtMVOloo — 4e AtlVOloo

Como ||V0||« ~ 1/d entao:

5

- _Yd d
de™% =de ™

:46 At :Ce ct

Q-

onde ¢ = % e C' = 4. Finalmente, concluimos que:

/\([+t2L)1f(:1:)\2d:v <Cet / \f(2)[2da.
F E
Com isso, provamos a primeira desigualdade.

Para demonstrar a seguinte, basta observar que, antes de obter a equagao

A ysamos € = 2, com o qual temos:

A 27
2\ 2t2A?
/|ut|2n2dx+)\t2/]Vut|2 nde < 7/ |V |*n?dx + 5y /]ut|2]V7]|2dx
R7 R Rn Rn

(2,5), em vez de usar € =
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aqui, o lado esquerdo desta equacao é maior o igual que um de seus termos, pelo

qual tem-se que:

2\ 2t A?
5[ vubrar < 55 [ vapis
R” Rn

Com as hipéteses sobre 7, essa desigualdade pode ser escrita como

412 A?
/|tVut|2d:E§/ [tV |*n*de < 2 /\utﬂvmzdx
F

Rn Rn

Denote por F' =: supp(n). Observa-se que, pela definicdo de n, F C F, F # ()
e d(F,E) > 1/2 > 0. Com isso, podemos aplicar a primeira desigualdade aqui,

para obter

42 \?
/ \tVut|2d:L' < T/]ut|2|vm2das
F Rn

412 N\?
<2 [l vnps
F
Ant?A?
e
F
Ct?
~ ?/\utﬁdx
F
<cet [ |f@)ps
E

E concluimos que:

[ s en @b < oot [ 5@

F E

onde C' depende de n, A\, e A e ¢ > 0 apenas de X e A.

Para fazer a terceira desigualdade, vamos usar a segunda, aplicando operadores
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adjuntos. Isto é, dada uma fungao g € L?(R"), tém-se:

/(I + 2 L) tndiv f gdo = (I +t>L) 'tdiv £, ng) = (tdiv £, (I +t*L)"")*ng)
Rn
= /tdiv f((I +t*L)" ") *ngdx
Rn
— /tdiv f((I +t*L)*) 'ngdx
Rn

= /—th((I+t2L*))‘1n§dx

R

Logo, temos que

‘/(IH?L)lmdiv f gdz| < / £| [tV ((1 +t2L*))  rjg|da
R~ R™

< / £| [tV ((I + t2L*)) "gda

1
2

ol

R
< /|f|2da: /|tV((I+t2L*))‘1n§|2dx
E E

Considere 77 como nas outras demonstracées, com F= supp 7, ||1]lse < C. Entao
supp(ng) CF, e d(F,E) > d/2. Dessa maneira, pode-se aplicar a segunda desi-
gualdade trocando E e F, para o nosso operador tV((I + t2L*))~", obtendo:

2 2

< / fa)2dr | [ e ® / ing(x)Pda
E P

’ / (I +#*L) " 'tndiv f gdo
Rn

(NI

1
2

_4d 7
cet [it@pds | (Il [ 1oz
F

E

IN

VY]
V]

<|cet [ | | [lapa

FE n

Portanto, chegamos a:

N
N

’ / (I +22L) ndiv £ gdz| < | Ce / () [2da / G(2)|2da
Rn E
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Escolha g(x) = (I +t*L)~'tdiv f(z)n, para obter:

SIS

/\(I—i—t2L)1tdiV fn)|?dx < Cecdt/]f(x)|2dx /\(I+t2L)1tdiV fn|*2dx

Rn

onde nés deduzimos que:

/]([ + 2L) " tdiv f(z)nPdr < Ce ™ / f(2)|?dx
B

Finalmente observa-se que a integral sobre R™ e maior o igual que a integral sobre

o conjunto F, onde a funcao n é igual a 1. Isto é:
/|(I + 2L) Mdiv f(2)]*dr < Ce it / If (z)|*dz.
F E

onde C' depende apenas de n,A e A e ¢ > 0, de A\, A. Com isso, queda feita a

demonstracao da terceira desigualdade e finaliza a prova do lema. o

Lema 2.2 Para qualquer funcao Lipschitz f et > 0, tém-se:

I+ L) £] llop < CHIV flloc
IVIE + L) flllop < ClIV flloo

Onde C depende apenas de n, A e A. Aqui,|| ||op denota a norma de um operador
agindo de L*(R™) a L2(R"), f denota o operador de multiplica¢io ponto a ponto

por f, e |,] € um comutador.

Demonstracao: Por definicao:

(1 + L)% flu(e) = (I + L) u(z) f(2) — f(2)( + L) u(z)

Pode-se re-escrever isto como sendo:

(I +L)7", flu(z)
= (I +tL) ' (fu)(x) — f(I+ L) u(x)
= —fI+ L) u(z) + (I + L) (fu)(x)
= —If(I+t*L) u(x) + (I +t*L)"'(f Tu)(x), onde I é a identidade.
= —([+CL) "I+ L) f(I+ L) () + T+ L) (f(I+ L) +°L)~

fu)(x)

S
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Fatorando (I + t2L)~! pela esquerda, obtemos:

—(I+PL)" "I+ L) f(I + L)  u(x) + (I + L) ' (f(I + L) (I + L) 'u)(x)
—(I+ L) [(I+ L) f(I+*L) u(z) — f(I + L) + t°L)  u(z)]
—(I+PL)[f(I +#*L) 'u(x) + *Lf(I + L) u(z)

— f(I+t2L) u () — £ fL(I 4+ t2L) u(x)]
—(I+EL)[PLf(I+ L) u(x) — ?FL(I +t2L)  u(x)]
—(I +t2L)t*[L, f](I + t*L) 'u(x).

Onde a ultima igualdade é dada pela definigao de comutador para (I + t>L) 'u.
Afirmagao: [L, flu(z) = =V f - AVu(z) — divA(V f - u)(z)

De fato, usando a definicao de nosso operador L, podemos notar que:

L, flu(z) = L(uf) (z) — fLu(z)
= —divAV(f - u)(x) + f - divAVu(x)
= —divA(fVu)(z) — divA(uV f)(z) + f - divAVu(z)
= —f-divAVu(z) — Vf - AVu(z) — divA(uV f)(z) + f - divAVu(z)
= —-Vf-AVu(z) —divA(Vf - u) (z).

Entao usando a afirmagao para (I + t>L) 'u(x)

(I +L)~", f] u(x)
=—([+ L)' (=Vf- AV + *L)"u(z) — divA(V f - (I + L) 'u)(z))
=t(I +*L)'Vf - AtV + L) u(z) + t(I + L) HdivA(V f - (I +¢2L) u)(2)

()

Aqui, no primeiro termo da soma,Vf - A -tV (I + ¢*L)"'u, é um elemento
do espaco L? e no segundo termo, A(Vf - (I + t>L)"'u), também. Por tanto,
das propriedades L2-limitantes de (I + t*L)~, tV(I +¢*L)~' e (I + t*L) 'tdiv,

fazemos:

I[(7 + L)~ flul 2

<H(I+ L)V - AtV (I + L)l g2 + t[(T+ 2L) " tdivAV f - (T +2L) | 12
< Cit|Vf- AtV + L) ullpe + Cot| AV - (I +£2L) w2

< Cit| ATV |- 1tV (T + 82L) | e + Cot|AV S| - |(1 4+ ¢°L) | 2

< Cit|ATV || - [ull 2 + Cot AV f]] - [Jull 2
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Pela definigao da matriz A e como f é Lipschitz, entdo as normas ||ATVf] e
|AV f|| sdo limitadas por Cs||V f||o, obtendo assim:

I[(1 + L)~ flullzz < CHIV flloo - [l 2
I+ L)~ flllop = Sup (7 +¢L)7 flullze < CHIV o

onde C' depende apenas de A\, A e n.

Para a segunda desigualdade, fazermos uso da propriedade L2-limitante do
operador t?V (I + t*L)~'div. Dessa maneira, aplicando o gradiente em (*), segue
que:
V(I +L)7", flu(x)
=Vt(I + L)'V - AtV +*L)  u(z) + V(I +2L) tdivA(V f - (I +¢2L)  u) ()
=tV +2L) 'V f - AtV + L) u(z) + V(I + L) divA(Vf - (T +t2L) ) (x)

=

IVI(T+#2L) 7", flulre

<tV + L)V AV + L) || + [PV + L) T VAV - (T4 $20) )|
S CVf- AtV + L) || + Col| AV - (I +2L) |

SOV fllo - flullz2

=

IVII + L) flllop = sup VI + L), flullze < CIV £l

[[ull<1

onde C' depende apenas de A\, A e n. o

Por cubo em R”, entenda-se por um cubo com lados paralelos aos eixos. Se
() é um cubo, entao |Q] e ¢(Q) denotardo respetivamente sua medida, e seu
comprimento de lado. Usaremos também a notacao c¢() para denotar o cubo

concéntrico com ) que tem comprimento de lado igual a c/(Q).

Lema 2.3 Para alguma constante C' dependendo somente de n,\ e A; se () €

um cubo em R™, t < |Q| e f € uma fungdo Lipschitz em R", tém-se que:

J1@+e0)7 7 - fpas < 2|V Q)
Q

/ V(I +2L) f - f)Pde < CIVFILIQ).
Q
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Demonstracao: Para provar o lema 2.3, precisarmos do seguinte teorema.

Teorema 2.4 (Propriedade da conservagao do resolvente). Seja L o operador
definido em (2.2). A seguinte identidade € valida:

(I+#L)7'(1) =1

no sentido que (I + t*L)"'(ng) — 1 em L2 _(R"), quando R — oo, onde

loc

nr = 1(g) € uma fung¢do com a propriedade: para cada N > 0

/ (I +t*L) 'ng — 1]2dz — 0, quando R — oo,
QN

onde Qn € um cubo centrado no origem com comprimento de lado 2N .

Prova: Fixa-se 1 como antes, e seja nr(r) = n(%). Entao, para qualquer N > 0,

considere um R suficientemente grande de maneira que ng = 1, em Q. Assim:
/ |(I +t*L) 'ng — 1|%dx = / (I +t*L) 'ng — ng|*dx
QN QN
2
= [+ 20 n— (1 + Lyl do
QN

2

dx

= / ‘(1+t2L)*1[t2LnR]
QN

Seja Hr :=supp(Vng) e d = d(N, R) = dist(Qy, Hg), entao afirmamos que
d — 00, quando R — o0. De fato, assuma que J C R™ é um conjunto aberto,

tal que J contenha o origem e n(z) = 1,Vx € J. Assuma também, sem perda

de generalidade, que para um R suficientemente grande, % < w; o que implica

& estd mais perto do origem e portanto, n(%) = 1,V 2 € J. Mas , existem

R
x € R" fora de J que satisfazem n(E) = 1. Esses  estdao em um conjunto que

que

denotaremos por RJ := {R -z, © € J} e assim, a fungao ng tem a propriedade
de ser igual & 1 em RJ, esto é, Vng =0, Vo € J. Como Hg :=supp(Vng), segue
que para um R suficientemente grande, o conjunto R.J contém propriamente a
Qn. Além disso, Hgr C JRC, por tanto, d(N, R) > 0 e esse valor vai crescendo
quando R vai se aproximando para o infinito. Resumindo, temos dois conjuntos
fechados, Hgr e QQy, distintos do vazio, cuja distancia entre eles é maior do que

0. Entao, podemos aplicar a terceira desigualdade do lema 2.1 para E = Hpy e
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F= QN ef= AV??RZ

/ (I + L) "np — 1Pdz = / (1 +¢*L) " *div(AVg)|*dz
QN QN
_ / (1 + 2L)tdiv(AVng) Pdz
QN
<20t / (AVi(2)) [2dz
Hp

= 2Ce / ((AVn(z/R))|*dx

Hp
VnHoo/dx

Hp

< 2CR™'e | V|| Hal

< 2CR Lo~ &

Como t < £(Q) e d vai para oo junto com R, segue ¢ tltimo termo converge a 0,

quando R — oco. Assim:

lim / (I +t*L) 'ng — 1|*dz =0

R—+00
QN
=
lim (I +¢L) 'nr =1
RHHJIrloo( + ) "R
em L? (R™). Isso finaliza a prova do teorema 2.4.

Continuando com a demonstragao do lema 2.3. Considere {X}} uma parti¢ao
da unidade, isto é, uma familia de fungoes tal que &Aj: R™ — [0, 1] e para cada
reR™
e Existe uma vizinhanca V' de z, tal que Xy (z) # 0 em V, para uma quantidade
finita de fungoes X}.

e A soma de todas essas fungoes em z é igual a 1, i.e:
Y =X(r)=1.
kel

Por redimensionamento, nao ha nenhuma perda de generalidade assumir que
/(Q) =1 e que ||Vf]lx = 1.Tome-se uma particio {Qx} de R™ por cubos de

comprimento de lado igual a 2, com Qy = 2Q. Seja Xj (os mesmos definidos
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anteriormente) a funcdo indicadora de Q). Pelo teorema anterior, sabemos que

(I +#*L)~'1 = 1. Assim, podemos escrever:

(I +20)7 f(2) = fx) = ) [+ L) 7H(f - X)) ()] = f(a)

- :g:: (T + L)' (f - ) (2)] — 1.f(x)

— kiz: [(T+80)7M(f - &) ()] — (I + L) "1 f(z)

_ kiz: (T +£20)7'(f - &) (2)] — kZZ;(I + L) X f ()
= :ZZ: [(I+0)7'(f - X) — (I + ;L)lf(:z:).)(k] ()

- ;%L (I+¢L)"" (f = f(x) k;gk

Para k£ = 0, temos que:

(1 + L) (= () 6] (2) = (I + L) (F.% — f(2).%)(@)
= (I + L)™' (f-X)(2) — f(x).(I + L) 7' Xp)(x)
= [(I + L), f]Xo(z).

o qual, pela primeira estimativa do lema 2.2, é limitado por C't||Xy]|.

Os termos k # 0 s@o tratados usando uma decomposi¢ao adicional:

ge(a) = (I + L) ((f = f(2) ) (x) £ (I + L) 7 (f (2x). A% (2)
ge(x) = (I + L) ((f = flaw) ) (@) + (f (@) = f2))(I + L) Xy ()
onde zj é o centro de Q. Usando o lema 2.1 para o operador (I + t*L)~! sobre

os conjuntos £ = Qr e F' = @ (conjuntos disjuntos pois )y contém propriamente

a ) e o fato de que f é Lipschitz, temos que:

(/M@WMSCﬂ@
Q

Com o qual mostramos a primeira estimativa.(Veja [7] para mais detalhe). Da
mesma maneira que foi feita no Lema 2.2., pode-se obter a segunda estimativa.

Finalmente, concluimos com um corolario como resultado dos lemas anteriores.

Corolario 2.5 Suponha que £ € (L>®(R™))™. Entdo para caday € R™ et > 0:
1
| B (y)

/ (1 + ¢2L) " div Af(x)|*dz < C||f||%.
Bt (y)

Prova: Ver [7] ou [12].



Capitulo 3

Reducao a estimativa de funcao

quadratica

3.1 Representacao do operador raiz quadrada

Demos um operador eliptico definido em (2.2) com constantes de elipticidade

dadas em (2.1). Desejamos provar que:
IVLfllz2 < C|IV |z (K)

para f em algum subespaco denso de H'(R™) com C' dependendo somente de
n, A e A. Entdo, a estimativa (K) também é valida para L* sobre certas hipdteses
de operadores adjuntos. Finalmente, concluirmos com um teorema de J.L.Lions
([27]) que o dominio de VL é H'(R™) e que para cada f € H'(R"), temos:

IVLflle ~ 1V fle

. Observamos que para provar (K), podemos assumir temporariamente que os
coeficientes sao C'*°, desde que nao usemos isso quantitativamente em nossas
estimativas. B por isso que vamos deixar claro a dependéncia das constantes.
Logo, remove-se essa suposigao usando uma ligeira variante de ([10], Cap 0,prop
7). Para comecar, usamos a seguinte resolucao da raiz quadrada dada pelo teo-

rema 1.29, onde escrevermos a poténcia fracionaria desejada, como suma de dois

3

exponentes, com z = 5 en =3

37
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o0

VL =LYV? =L YL?f) = L-la/t<3-1>A3R(t L — A fdt

\80

= L7'a [ tY2L3R(t: —L)3fdt
0

= a /tl/szR(t:—L)?’fdt
0

= a /tl/QLQ(t[JrL)?’fdt.
0

onde a é um valor numérico que detalharemos mais adiante. Fazendo uma mu-
danca de varidveis ¢ — t~2, temos:
VL =—a [t 'L+ L) 3t 3dt

tA LAt 4+ L) B fdt

2 °\8 f—

O I+ L) PLP fdt

220+ L) e 22T+ L) Y[t 2t 21 + L) ¢ L2 fdt
(I + L) [ +2L)Y[(I + 2L) LA fdt

(I + L)t L? fdt

dt
(I+ tQL)*3t3L2f?

Il
Q
S g S g S g T — g O —,

onde usamos a afirmacao do corolario 1.14 para modificar o resolvente. o valor

de a é dado por L = I e f =1, para obter:

/1+u —Suldu
0
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. Entao, a anterior integral converge para f € D(L?),pelo teorema 1.29. Consi-

dere uma fungao g € C5°(R"™) com ||g||,2 = 1. Observe que:

‘(\/ﬂg)r:

IN

0\8 ‘3\8 0\8 ‘3\8

< a? /|| (I +#2L) L]}~ at /H (1+¢2L) 22 Lg||]

r it 2
a/1+t2 LY g)]

2

0
r . —dt
. / / (T4 PL) P L f () ()
R 0O

a//tQL(I+t2L)‘2(I+t2L)‘1th( ).g(z )dﬂ 2

0 R»

(LI + L) (I + L) L}, >Cif

2

dt

a [ {(I+L)"tLf, (I + tzL)*Q)*ﬁL*g)?

2

(I +t°L)""Lf, (1+ tQL*)—QtQL*@%

2

dt

o [ HI+ 2L L 1+ 2L 2Ry S

dt |2

}LQ t

\ (I+¢L)""tLf||,, |1+ L") L*g

th
3

[e.9]

dt dt
/HLH21MN2 [ vl

0

onde Vig = (1 +t2L*)"2t>L*g. Nesta se¢do vamos provar a limitagao uniforme da

integral que tem como argumento

2,,0u seja:

dt
[ visl 5 < Cllglie s.1)

Com isso, provar (K) se reduz a mostrar

r dt
S+ en L5 < clvs. (32)
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Para provar (3.1), vamos nos basar em [20] Apéndice 7.3.1.

Considere V;g como antes e veja-se que:

2k+1

T - dt
JIval S = 3 [ Ivall s
0 2k

k=—o00

2k+1

— Z //‘(1+t2L*)_2t2L*g(x)|2da:%

k=—o00 ok Rn

2
=Y //{(1+22kt2L*)_222kt2L*g(x)|2dx%
k==00T gn
00 2
- Z / / ](1+(2kt)2L*)2(2kt)2L*g(x)|2dx%
k=—co Rgn
< dt
=3 [Vl
k:—ool

Onde usamos uma mudanca de varidveis para t — 2¥¢. Denote por {r;, }rez a base
ortonormal de Rademacher em L?([0, 1]), onde ri(z) € {—1,1} e r;, é constante
sobre subconjuntos diddicos de [0, 1] suficientemente pequenos sobre k. Entao, ji

que fol ri(s)rj(s)ds = dx;, para cada t > 0 e para cada inteiro positivo NV:

N ) N ,
Z HVthgHLz :/ |V2ktg} dx
k=-N Rn k=—N
N N
:/ Z Z Orj (Vareg) (Vairg) do
gn k=—Nj=—-N
N N 1
= [ [ noIn(s) (Vaug) (Voug) ds
gn k=—Nj=-N7j

:j i i / ri(5)7;(5) (Vareg) (Varng) de ds

o k=—Nj=—Ngn

|

No sentido do analise funcional e o calculo funcional natural, o operador V; é

N

S rils) (Virg)

k=—N

2

ds

L2

dado por:
Vif = o(t2L*)f, onde ¢(z) = (1+ 2)"%z.
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Entao:
N 1 N 2
3 Varglle = / > rls)e(@ L)\ ds
k=—N o | k=—N L2
1 N )
<o [sw] 3 noetea)|'as) ol
; z€8, k=—N

<o s 3 o] 1ol

z€S<p

Aqui foi usado o fato de que , como L* tem um calculo funcional natural limitado
(Veja Apendice B ou [20] ), ||n(L*)||lzr2)y < C|Inl|7(S.), para toda funcao n €
H§°(S,), onde S, é um setor de angulo 2w. Além disso, tem-se que para z € S,,,

l¢(2)] < min {|z],|z| 7'}, e segue que:

< sup sup Zmln {452, 47772271}

sup sup Z ‘(/ﬁ(?thz )
1<t<2 ze8, ke,

1<t<2 2€5, 3=

Dado que t > 1, podemos reduzir a estimativa anterior a analisar simplesmente:

sup Zmln{4k| 4%z}

#€5 ke,

Isto é, analisar os valores minimos de cada k € Z, para cada z € S,. A primeira
observagao a ter em quenta é que a estimativa anterior pode-se subdividir em
duas situagoes: quando |z| < 1 e |z] > 1. Dentre esses dois casos, novamente
subdividimos em duas somatorias: quando £ < —1 e quando k£ > 0. No caso
em que |z| < 1 junto com a condi¢ao de k ser menor ou igual a —1, a seguinte

desigualdade é obtida:

Z min {4*|z],47%|2| 7'} = Zmin {47F|2], 4%}

k<—1 k>1
Smin {4
= min —_—
4F7 ||
E>1
2] 1
-y eyl
k>1 k>1
_1
3

Para o caso em que |z| > 1 junto com a condi¢do de k ser maior o igual a
1, o procedimento é analogo pode-se obter a mesma limitacao. Resta obter a

limitacao da série para o caso em que |z| < 1, para k > 0; e por conseguente , o
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ocaso andlogo: |z| > 1 e k < 0. Para isso, veja que dado |z| < 1 arbitrério, existe

um ko > 0 tal que:

470 < |Z| < 4k0—1
Entao:
ko—1

Zm1n{4k\z| 4707 = Zmln{llklz\ 4707 + Zm1n{4k|z| 477217}

k=ko

ko—1 o)
S SIER
k=0 =k

1 ko—1 00 1

< ) Az k)
— Ako—1 k
4% k=0 k=ko 4 ’Zl

~wer (=) (=)

4 gko 1 +4
 4ko 3 3

Com isso, temos que ), _, min {4k|z\, 4_k|z]_1} ¢ estimada por %, para qualquer
z. Mas, sabemos que:
5)
Z min {4’“, 4_1‘7} =3
keZ
Logo:

sup Zmln {4F|2], 47 %271} < Qme {4F 4~
#€9 kez, kezZ
Assim, voltando a nosso problema inicial, segue que:

sup su 92k 42 -
1§t£2 zesp Z ’gzﬁ( )

< C sup sup Zm1n{4kt2|z| 477227}

1<t<2 z€eS

¢ kel ¢ kel
< 2 sup min {4%¢2, 47k 72
1<t<2 Z { }
1
L 16
-3
Portanto:

dt dt dt
/ Vgl = / Vool =;gnoo/zuv2ktgu2

dt
< lim sup Z H\/thgHLQ/ < hm Cligllze = Cllgllzz o

N—oo 1<t<2



Capitulo 4

Reducao a estimativa de medida

Carleson

No capitulo 2, demos um operador L de tipo eliptico dado em (2.2) com
constantes de elipticidade dadas em (2.1). Com base em isso, decidimos provar
a conjetura enunciada por T.Kato, dada pela estimativa (K). Para provar tal
estimativa, re-escrevemos o operador = /L = L'/? usando propriedades dadas
por operadores com poténcias fracionarias positivas, para depois reduzir nossa
estimativa a provar (3.2), previamente mostrando (3.1). Neste capitulo vamos

reduzir, novamente, (3.2) a uma estimativa de medida Carleson.

4.1 Reducgao a estimativa de funcao radial

Vamos introduzir uma notagao usada ja anteriormente. Defina para funcgoes
de valor vetorial, isto é, com valores em C", f = (f1, fa,..., fn) € (LA2(R™))", a

seguinte notagao:

0f = —(I +t°L) 'tdivAf

(ou O,f = —(I—l—tQL)’lta%(ajkfk), onde usa-se o critério da somatdéria para indices
repetidos). A primeira afirmagao dada é que 6, € B((L*(R"))", L*(R™)). De fato,
pelas desigualdades obtidas no capitulo 1 , temos que, dado g € L?(R") com

43
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lgllz 2 = 1:
0,£,9) = / —(I +t*L) 'tdivAf.g do
in
= / —tdivAf.(1+¢°L*)"'g dx
i
= /Af-tV(1+t2L*)‘1§ da
in

(6,5, 9)] < A/\thV(Ht?L*)lmdx
R
< Al 21tV (1 +¢2L7) "G 12
< O|f]] 2
Onde C' é uma constante que depende apenas de n, A e A. Com essa notacao,

(3.2) é rescrito como :
dt
JevngS <c [1vr (1)
Rn Rn

Para provar isso, precisamos introduzir primeiro um operador de suavizagao. Seja
Pig(x) = py x g(x), onde p(x) = t7"p(7) satisfaz as seguintes condicdes:

e p ¢ radial.

o p € CR(B(0)).

o [pdr=1.

Agora, vamos afirmar que:

(- PRf(E) =t (M

Por uma parte temos:

(6— P)f(€) = 5f(€) — PE(€)
= (&) — B(BS)(©)
— (&) = Plo* ()
= F(&) = prx (pe* 1)(6)
= J(©) = 5i(&) - (&) - F(©)
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E por outra tem-se:

(E52) era- (2229
i
_ (ﬁ(tﬁ;l@ £7(6)
- (1‘|§|<§92) €2 7(e)

Uma vez provada a afirmagao, vamos mostrar o quem é R,V f. Para isso, tome a

seguinte igualdade

t (ﬁw - 1%) - TF(E) = tRV(©)

R
= ~ )2
(%itf) V€)= RV

~

Observa-se que podemos escrever I,f €) = 77*\f (&) = 1 - £(§). Se tomamos

f = V[, a anterior identidade ¢é escrita como:

RN () =7 - B(6) = (%t&) TTe), ve.
=
o per-1
(&) =:7(§) = Wﬂf-

Algumas propriedades de funcoes em L!(R™) sao:

1. ]?—> 0, quando || — oo.

2 fer=e|flleo<Ifl

3. [ é continua em R".

Além disso, 7(£) é holomorfa em um setor de tipo S,. Veja-se também que 7(§)
tém um decaimento em 0 e oco. De fato, sendo p a fungao que tém as propriedades
anteriores:

ooy _ P(tE)? — 1
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As propriedades de p mencionadas ao inicio implicam que p(0) =1 e VAp(O) =0.

Assim
ool 1P — 1]
_|(p(t) — V(p(tE) + 1)
€l

Como p ¢é diferencidvel em 0, segue que o primeiro fator da ultima expressao é
igual a @(0) = 0, quando [t{] — 0. Assim |7(§)| — 0, quando |£| — 0.Logo

7(§) € H°(S,) e concluimos pelos resultados do calculo funcional natural que:

[7(¢)| < € min{jg], €7}

Agora considere um operador Qsf = ¢, * f com ¢ € C§° tal que 2,/0\(0) =0e
[2240(€)?4 = 1. Entao:

[P(t€)[[¢(5€)] < Cminf|€], [6€] 7"} - min{|s€], [s¢] '}
< C min{t,t '} - min{s, s '}

t
<C min{—,f}.
st

Dessa maneira, temos que dado f € L?(R"), usando a identidade de Plancherel

IRQs 72 = llre (s % f)1Z2
= |I7s - (de = )%
= |17 - s - FI32

- / A(E) - Tnle) - F(E)Pda

. t s
| ReQsllBr2) < C mln{;z}-



4.1. REDUCAO A ESTIMATIVA DE FUNCAO RADIAL 47

Por outra parte, ja que p € C§°(B1(0)) é radial, esta satisfaz a condi¢ao de
momentos de fuga f:cipdx = 0, parai = 1,...,n. Entdo, pela equacao (35),

capitulo 4, em [10], r(z) satisfaz a limitacao:

C
]~ (1 4 [a])*

()] <

J& que o lado direito da ultima desigualdade é integravel, segue do lema 2.1 em
[12] que || R¢|/p(z2) ¢ uniformemente limitada em ¢, com constantes dependendo
somente de n e a norma L' de |r|, e de maneira similar aplica-se a limitagao para
| R¢Qsl|8(2)- Entao, aplicando o Corolario B.6, segue que para alguma constante
8> 0:

.|t s B
1R Qs |52y < € ming = - ¢ (4.2)

Agora, ja que pelo calculo funcional natural tinha-se que:
_ 1 _
10:V || 52y = [t(I + L) Ll 5(z2) = ;||752(I+t2L) "Llpzy < CJt

e dado que a derivada comuta com o operador convolugao, temos que:

i it [ dt
[l - pvsS <o flova- s
0 0

! dt
<c [ - P
0

[ dt
¢ [Pl
0

I
—c [1RZ 1S
0

! dt
~c [ IRV
0

Por (4.2) e pelo Lema B.5 , a ultima desigualdade é estimada por:

/wuffﬂvmp—<cmwm2 (4.3)
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4.2 Reducgao a estimativa de medida Carleson

Com o resultado anterior, temos que:
/ 169 125 < / l6x(1 - P2V / 0PV 15
2 2 o di
< CVfllz2 + ||9tPt Vf”m?
Por tanto, para provar (4.1), precisamos somente de provar:
2 p di 2
16, P29 11325 < CIV £ (14)

Para reduzir nossas estimativas a uma estimativa de medida Carleson, comecamos

com uma definicao para 6;:

n

Wlw) = (0 )() = ((—(f FELTY %aj,kxx))

1

onde 1 é a matriz identidade, e a acao de #; sobre 1 é de coluna a coluna. Assim,

segue que:

Lema 4.1 Dado f € L*(R"):

dxdt
/ [ @B HE - 0rvi@PEt <oVl @)
0 Rn
Mais ainda, se:
dxdt
Il o= sup 7o / / (@S < IV (46)

onde o supremo ¢ tomado sobre todos os cubos () em R™, com lados paralelos aos

eizos, entdao a desigualdade (4.4) mantém-se com constante C(1+ [|v2]).
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Prova: Suponha que (4.5) e (4.6) sao satisfeitas; provaremos a tltima conclusao

do lema 4.1: veja que o lado direito de (4.4) é limitado da seguinte maneira:

d
/ 0,229 13 % / 02295 — (- (BV) + (- (PRV )30

/ 0729 — 50 (P2 ) / I (PRY )

dxd
< C|VfI + / / e(e) - (P2 f) ()P 2

0 R7»

< CIIVAIL: + CllwulPIV AL
= C(1+ 1% IDIVFIZe-

onde usamos a desigualdade de Carleson, dada lema B.4, para estimar a pentultima
féormula. Com isso, a estimativa (K) foi provada. Ao longo desta se¢ao, vamos
nos focar em provar a desigualdade (4.5), assim que (4.6) serd deixada a mostrar
no seguinte capitulo.

Dado t > 0, defina-se uma familia de operadores:
Utf = ’}/t() . ]th — QtPtf.

De modo que Uif(z) = v (x) - Pf(z) — 6, Pf(z). Assim, se substituimos f por
PV f, com f € L*(R™), obtém-se:

UV f(z) = () - PB(BV f)(2) — 0. (P V f)(2)
= y(x) - PtQVf(a:) - QtPtQVf(m).

Por tanto, (4.5) é rescrito como:

d
/ 0P f3.2 / [ i) P2V s @) -0 P2V P < CI TR (47

0 R»

Note-se que (4.7) é a conclusao da proposigao (2.3), aplicado para o operador:
UiP; : (L*(R™)" — L*(R™)

Logo, por essa proposicao, ¢ suficiente mostrar as hipéteses que envolvem ele, isto
é, mostraremos que:

|UiPillsrz) < C, e (4.8)
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[t s)°
107,z < Kmin 2.2 (19)

para algum « € (0, 1].
Observacao: Veja que as normas acima na verdade estao definidas no espago

B((L*(R™))n, L*(R™)), mas por simplicidade escrevermos, daqui em diante, como:

I s2@myn 2@y =: || llsz2)-

Provaremos primeiro a estimativa (4.8) a través dos seguintes dois lemas:

Lema 4.2 Parat > 0, o operador U; é dado por um nicleo Uy(x,y), tal que:

Uita) = [ Ui 0)t(o) dy
R”
Mais ainda, U; € limitada em L' e existe C = C(\,A,n) > 0 tal que o nicleo
Ui(x,y) satisfaz:

sup/\Ut(w,y)|dx <C

yEeR”
R

Demonstragao: Considere um ¢t > 0 fixo, e sejam {Q} }rezn uma familia que
denota os cubos de lado ¢ com vértices em tZ". Considere f € [C5°(R™)]™ e seja
f*(z) = Xqif(z). Como p(x) € Cg°(B1(0)), segue que p(x —y) € Bi(z), logo
p(*2) € By(x). Com isso deduzimos que p,(z —y) € B;(x) e por tanto:

‘p(x;y)‘ < tin

x—y)’ C

—X
p( | Bi(x)(Y)-

Veja também que By(z) C 3Q%, sem importar onde esteja y € Q% e |z — y| < t.

Segue entao que:

IBﬁ@NZMw*mf@MZW/m@—yﬂ%ﬁwﬂﬂ

< / o = )] [ Xy E )] dy
_tant / |XQt )| dy
By (z)
C
Rn
C

= = Xy (2)]| Xy
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=
C
P (@) < Xy ()| Xy Eln (4.10)

Pelo corolario 2.5 (o qual mantém-se tanto para cubos como para bolas), para

todos os cubos @) C R”, tem-se a seguinte limitacao uniforme:

ﬁ / () 2 = ﬁ / (I +20) tdivAl Pde < |1 =C (4.11)
Q Q

Entao:

Jun

1 1
2 2
[ @i < | [ upar| | [
3Q1 3Qt 3Q%
< CIQLM* 13
- ClQil
= Ct"

Assim:

/ | (z)|dx < Ct" (4.12)
3Q%
Agora, por (4.10) e (4.12), segue que

/"Vt - PA( |d5€_/‘2% ) - Py (x ‘dil?

R ke”n

/Z v (2)|| P () | dae

fn kEZN

/ 5 o) 5 oy (0 ¥y s da

keznr

< Z _HXQtfHLl/h/t ’X3Qt dx

kezn

< Z t_nHXthfHLlctn

keZm

< > CllXgfll

kezm

< [l

Por tanto:

[ @) Ptta)ide < [t (1.13

]Rn
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para todos os cubos Q% que sdo disjuntos a menos de sua fronteira. Por outra
parte, pela terceira desigualdade do lema 2.1 e por (4.10), temos que para todo
jok, com 3QE N Q5 =0, j # k:

/|9tPtfk(x)|2dx = / t(I +t*L) " divA - Pf*(2)2dz, com suppPf*(z) C 3Q%
Q Q!

d@Q Q)
o / |P£*(2)|2dw

3Qt
_ k=gl C
< e /tz—n?fzczk< 2 X £ d
3Qt
egjk—j
< C gyt [ Xy (o)
3Q%
egjkfj
<C 2n ||XQtf||L1|Qk:|
Entao:
1/2 1/2
/|6’tPt z)|dr < /|¢9tPtfk(x)|2dx /ld:zc
@ @
€7|k2—j\
<C (B PR OARS
< Ce™ " | Xguf 1.
Por tanto:
/ 0Pt < 3 Y / 10, P8 ()| d
kEZ”]GZ"
<C> Z e yXQEfHLl el
kezn jezn
Finalmente:

/\Utf(:c)|dx < /\fyt(x)~Ptf(:c)|d:U+/|0tPtf(x)]dx < C|fl|g2, V.
Rn Rn Rn

Concluimos que U, ¢ L'-limitada. Agora, por o resultado do teorema 1.3.5 feito
por Nelson Dunford em [I7], segue que o operador U; é dado por um niicleo
localmente integravel Ky(x,y) =: U;(z,y) satisfazendo:

sup/|Ut(:L‘,y)|dx§C O

yeR™
R”
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Lema 4.3 O nicleo do operador Uif(z) = v(x) - f(z) — 0, Pf(z), satisfaz:

z—y B
/64ct||Ut(fL' y)| d <C| t( )|

R

onde C é uma constante como no lema 2.1.

Demonstragao: Seja ¢ € Cg°(B1(0)), ¢ > 0e [¢ =1; Dadoe > 0ey € R,

€SCreveios:
-n

r—y
=)

Pey() == ez —y) = "p(

Pelo lema 4.2 , sabemos que Uy(z,y) € L'(R") uniformemente; logo temos que:

(U, y) * e )(z) — Ulz,y) (4.14)

quando € — 0, q.t.p. em L', Vy € R".
Seja Ro(y) = Bat(y), e Rj(y) = Bai+1,(y) \ Bait(y), para j = 1,2,... (Anéis
formados por diferencia de bolas). Entao R;(y) N R;(y) =0,i# j e

jo—y] - lo—y]
/6 4ct |Ut(§06y (ZL‘)|2dZL’ S Z / e 4ct |Ut(§057y1)(1‘)|2d1'
i=0p"

R"

oo

Z = / \Ui(pep 1) (2)|*d (4.15)

R;(y)

jaquesex € R;(y) = |z—y| < sup |[z—y| < 277't. Note que,a priori, ndo sabemos
se qualquer dos lados de (4,15) s@o finitos. Para isso, considere primeiramente o

caso j = 0:

/ Us(pe ) (2) Pl = / () - (9eyT) (&) — BPy(pe 1) (1) 2

Ro(y)
<2 / (@) (D)@ +2 [ 0P, Dia) o
Ro(y)
= / @) (o D@Pde 2 [ 8P (o)) s
Bai(y Bat(y)

J& que para € > 0, |Pyp. ()| < Ct™"Xp,,(y)(x), pelo corolario 2.5 e (4,11) temos

que:

/ (z) - Puley D) ()Pl < / (@) PPy T) ()P < 2 By(y)|

Bai(y) Bai(y)
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Analogamente, usando o mesmo corolario:

/ 0P, 1) (2)Pdz < C|| Pi(oe D)2 Biy)] < CE2"| Bu(y)]

Bat(y)

Assim, para o caso j = 0, [ |Ui(pe,T)(2)[*dz é limitada por Ct~"[By(y)|,
Quando j > 1, segue que:

/\Ut ooy D)) = / 74(2) - Pl ) () — B, Py(ipe 1) () P

Rj(y) Byi+1,(¥)\ By, ()
- [ BREeDEPE:
Byi+1,(¥)\ By, ()
_ / #(I + L) divAP, (., T) (@) 2
Byj+14(¥)\Baj, (y)
Aqui o termo P;(¢.,I)(z) tem suporte em By (y), e como a integral estd sobre um

conjunto que ndo contém ele, entdo P;(¢.,I)(z) = 0. Logo, pelas desigualdades

do lema 2.1, temos, para ' = Byj+14(y) \ Bait(y) e E = Boy

/ Ui (e 1) ] dr < / \t([+tQL)’ldiVAH(cpayI)(x)\de
R] y) ng-Ht(y)\ngt(y)
dzst(E F)
< [ PP
By
_2d 9
N e e
Baoy
< Ct™?"e” < | Bu(y)]

Se ligarmos essas duas ultimas estimativas no lado direito de (4.17), temos:

T—y > 2]+1 2-7
[ D) < 0> By ( I )

R™ Jj=1
o J
— Ct72n|Bt(y)| (645 + e 36)
7=1
onde a parte dentro do parenteses converge. Entao, pelo lema de Fatou e (4.14)

segue que:

[ U Pds <timing [ g, D@ Pl < OB
E—r

Rn R
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Agora provaremos (4.10). Como P; e 6; sao uniformemente L2-limitados (pelo
lema B.3 ou Lema 4.1 em [13] e o resultado ao inicio do capitulo, respectivamente),
entdo para estabelecer a L2-limitacao de U; = (). B.f — 0, Pf ¢ suficiente estudar

a L?- limitacao de v (x) - Pf. Para isso, observe que:

/|’Yt - BA( |d5€_2/\% ) - Pt () *de

kezn
< Z/m (X ) () P
keZn
onde a familia {Q} }rez» da mesma forma como no lema 4.22. Para x € Q},
temos:
2
’Pt(fX3Qt ‘/pt r—y Xth( )dy
< / o — )E(4) Xagy () Py
/ pe( — v)E(y) *dy
3Qt
C
<& [ WP @)
3Qt
Logo:

/I% Pf(r)Pdr < Y /I% | Pi(£ X ) () [Pdac

kGZ”

< Z sup | P (£ X ) (2 r)[? /|’y )|*dx

kezn

t_ Z/|f )[Pdy

KeZmy o

<Z/If )[*dy

KeZme

< O[]l z2-

Com isso, provamos que U; é limitada em (L*(R"))". J4 que P, é uniformemente

L*-limitada por lema B.3, finalizamos a prova de (4.8). g
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Para provar (4.9), e com isso finalizar a prova da reducdo a uma estimativa
de medida Carleson dada pelo lema 4.1, vamos considerar como antes Qs f(z) =
Vs * f(x). Pelo andlise de Fourier estandar (Veja-se [19]) temos ||U; P,Qs||(ce) <
C||PQslBcey < C{3}*, para alguma constante o, com s < t. Assim, para provar

(4.11), é suficiente estabelecer:

Lema 4.4 Temos que :

t\ o
U PiQsl(r2y < C(g)
para t < s e algum o > 0.

Ideia da demonstracao: Antes de dar a ideia da prova, vamos mostrar dois resul-

tados que serao de ajuda:

Lema 4.5 Uy(I) = 0 no sentido que (U(XgI),g) converge a 0, quando R — oo
para cada g € (L*(R™))", onde Xg € a fungdo indicadora da bola Br = Bg(0).

Prova: Lembra-se que U; = () - P, — 6, P,. Logo, escrevemos

g = Xrug+ (1 — Xrpu)g

Como para R suficientemente grande, tem-se que 1 — P,Xr = 0 sobre o suporte

de Xg/sg ( para isso, assuma que R > 4t, com R suficientemente grande), temos:

(U(Xrl), Xrjag)r2 = ( () - Po(XRL) — O, P (XRI) )12
=— / (I +t*L) " "tdivAI(z)(Py(XR))(2) - Xgag(r)da
+ / (I +t*L) "tdiv(A - P(XRD))(7) - Xrjug(z)ds
=— ](1 +2L) "tdivAI(z) - Xpjag(z)da
+ / (I +t*L) "tdiv(A - P(XRD))(7) - Xrug(z)ds
_ / (I + L) tdivA((1 — PXR))(x) - Xag(@)da

— [ A~ PAD@) V(T + 1)) g
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Como assumimos que R > 4t, segue que:

‘<Ut<XRI),XR/4g>‘ = '/A((l — PAXR))(z) - tV(({ +t2L)’1)*XR/4g(x)dx

< [[1(( - RARDE@)||9(( + £L) ) Xy g0 da

Rn

<CZ/| (1 = BXR)D) ()| [tV (I + L)1) X ag () |do

]OD

onde Dj = Byig \ Bai-1g. Observe também que fora de Bg/y, PXrI(x) = 0.

Dessa forma

'<Ut(XRI) XR/4g>‘ < CZ/]N (I + L)) X ag(@)|da

JOD

<C ‘OO (/ytV((Ht?L) ) X g ()] dx)l/z(/l da;>1/2

=0 ) .
J J

1/2
<CZ|BQJR| ﬂ(/}tV (I + L)1) Xpag(z)| d:v)

1/2
<CZ‘B2JR|2( g / |XR/4g )

mR
= C|Bgl? 2226 2t || g| 2
= C|Bgl3|lgllp= Y e
=0
1 > 27R  Inm
RS )
Bal gl o] - (G — 75

onde m é obtida de | By | < m’|Bg|. O lado direito da estimativa do exponencial,

tende a zero quando R tende a oc.
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Por outro lado, por lema 4.3, temos:

dx

< gl (c

< |lgll2Ct /26 5t

‘<Ut(XRI),(1—XR/4)g>‘ — ‘/ (U, XRD)(2) - (1 — Xpya)g(@)de
R™"\Brs4s  Br
1/2 ) 1/2
<( [ wwpa) (] ][ ueomf )
< HgHL2< / ’/Ut z,y) e'fec’,{‘e - dy
R"\Bp,, Br
- 1/2
e wet dy) dx)
R™\Br/4 Br
R |z—y| 1/2
< Il (em\Bm / ( [ e dy)dx)
Bpr
R |z —y] 1/2
< Il <e-m\BR| / ( JCy dx)dy)
Bgr R™
B 1/2
bl [ 20,)
Br
Br
. 1/2
< ||g||L20t-”/2e-m|BR|”2</ / @+ y)dy d‘”)

_ / ‘( / Ut<w,y>1dy)-g<x>
R™\Bg /4 R™\Br;s Br
)1/2
|z—y]
sugup( / (/wt:cy dy)(/
R™\Bpr/4
1/2
BRP/Q( / |Bt<y>|dy>
B: Br

R
< |lgllr2Ce et | Bag|.

O qual tende a zero quando R tende a co. Logo, Lema 4.5 segue do fato que:

‘<Ut<XRI>,g>] < ]<Ut<xRI>,xR/4g>] + ‘<Ut<XRI>, (1- XR/4)g>'

Assim, esse lema é provado.
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Corolario 4.6 Defina-se por Kf(x) = UUf(x), onde U} denota o operador
adjunto de Uy em L*(R™); Entao K; é dado por um nicleo K;(x,y) com respeito

a medida de Lebesque, satisfazendo a sequinte limitacao superior pontual:

|[z—yl

Ce oat
| By()|"?|Bi(y)|">.

th

|Kt((l],y)| <

Demonstracao: Primeiramente, observa-se que:

Kf(x) =UUf(z) = /Ut*(x,z)(Utf)(z)dz

R

= /M/Ut(z,y)f(y)dy dz

_ / / Ui(z,2) Uiz, )E(y)dy d=

R" Rn
- [ [TEm Uz iy
Rn R"
Logo, temos que Ky(2,y) = [p. Ui(z, 2)Us(2,y)dz. Como U, pode ser escrito
como U; = (U} UZ,...,U"), com f = (f1,..., f,), segue entao que:

n

Kw)| < 3 [ 0G0 )lds

]7l:1Rn

Dai, por Lema 4.3, obtemos:

n

j2—y| ja—yl T
e v |Ky(x,y)| < Z/e s |U} (2, 2)[|U (2, y)|dz

]l:]-Rn
n lz—2+2—y| z+z y|
< Z/ U7, )10 (2, )2
< Z/elz&tz Ul (z x)]e et Ul(z y)|dz
o — 1/2 1/2
<y ( / S oPds) ([ k)
J,l=1 R
<3 BB
]l 1
< 1B 2B )
Dessa forma: -
Ce™ ot
|Kt(x>y)‘ < —|Bt(m)|1/2‘Bt(?J)|l/2~ O

t2n
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Ideia da demonstracao do Lema 4.4. Primeiramente, note que K; = U;U,
satisfaz a propriedade de conservagao no sentido do Lema 4.5. Isto segue do

Lema 4.5, por dualidade e a limitagao L*-uniforme de ||U;FP;||. Entao, podemos

escrever:
KQf( Ki(w, y)s(y — 2)f(2)dz dy
oy
- / / K, ) sy — 2) — (= 2))dz £(2)dy
R® R®
Ja que

0y = 2) — ol = 21 < LT g 0 2) 4 0 (2)

Usando o corolario 4.6 temos:

By(x By(x eyl
K@) < B op) [ tay+ LB [ ~te sy

R R™

Onde O, f(x = B@ Bs I f B.(x y)|dy. Usando a teoria de Littlewood-Paley e o
operador maxnnal de Hardy—thtlewood com 0 < t < s, temos as L2-estimativas
dos termos acima, limitadas somente por £|/f[|;2 (Veja-se [19], para uma melhor

compreensao). Assim:
. t
15:Qufll 22 = [|U7UQsf |2 < —f]l 2
Logo, veja que:

1U:QE |72 = (U:Q,f, U, Qsf)
= (U;UQ,f, Qf)
S NUFUQSf|| 2 [|Quf || 2

t
ngHLZHQSfHH

t
~lfllz2
S

IN

IN

= |UiQsll52) < - Finalmente, como PQ.f = Q,Pf é limitado em L*(R"),
temos:

||UtPthf||%2 = ||UthPtf||2L2 <

t t
CIREI: < O£l

Com o qual Lema 4.4 estd provado; e ,junto com a outra estimativa ja obtida

para s < t, obtemos (4.9). g



Capitulo 5

O argumento T(b)

5.1 O Teorema T(b) e resultados preliminares

O teorema T(b) é um critério de limitacao para operadores integrais singulares
que atuam sobre fungoes limitadas invertiveis e acretivas, isto é, operadores da

forma.:
Tf(z) = / K (2, 9)f(y)dy

onde as propriedades de K (z,y) foram vistas no capitulo anterior.

Mais precisamente, procuramos, por meio de critérios e resultados que envolvem
resultados do capitulo 2, a L2-limitacao de esses operadores que, como visto an-
teriormente, satisfazem condi¢oes de "bom comportamento”sobre um certo con-
junto de funcoes teste apropriadas nao degeneradas b. Em esséncia, a limitacao
é testada sobre um subconjunto de funcoes em L2, e a limitacao é inferida para
todas as fungoes de L?(R™). Tais fungoes teste sdo fungoes de colisao adequadas
adaptadas a intervalos (no caso unidimensional) ou ”cubos” (varias dimensdes) e
este principio de localizagao decorre das propriedades de localizagao dos nicleos

integrais singulares sobre R™.

Neste capitulo, finalizarmos a demonstracao da conjetura proposta por T.Kato,
resolvendo (4,6) e, por conseguinte, a estimativa (K). Para isso, precisarmos de
alguns preliminares que fornecem umas estimativas que facilitam o desenvolvi-
mento deste capitulo.

Seja um cubo @(da mesma maneira que foi tomado para o lema 2.3) em R”,

e considere uma colecao de cubos diadicos em R™ que contém (), ou seja:
D:={Q=2"([0.)"+k), ke Z"}.

61
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Para cada cubo Q' = Qp(x) € Dtal que z € Q' e %E(Q’) <t </(Q), defina-se o
seu correspondente operador de média diadica
/ f(y)dy

y)dy =
“a1 "
Qp ()

SEf(x

Assim:

Lema 5.1 Para alguma constante C dependendo somente de n, A, e\, temos:

/ / i) (52 = EAD@PEE < 0 [ (@) Pda

Demonstracao: Veja [7] ou [12]. Ambos fazem a prova em base a Lema B.4 e

B.5.

5.2 O argumento T(b)

Esta ultima secao vai ser dedicada a mostrar a estimativa de medida Carleson
pendente (4.6), para finalmente concluir a demonstragao de (K). Lembrando que

a estimativa restante é dada por:

«Q)
/ / ()2 ydxdt -
P o Y(z)]P—— < o0
Q|
onde y4(z) = (—(I + t*L)"'tdivA1(z) )?. Comecaremos enunciando algumas

definicoes:

Definicao 5.2 Dado um cubo arbitrdrio (), com centro xg, defina-se:
Qp(z) =2 — g

Entao v(z) = 0,V Pq(x) = —(I + t2L) " 1tdivAV®g = —(I + t*L) " Ldg

Fixando um cubo @ € D, dado ¢ € (0,1), e dado um vetor unitario w € C",

definimos uma funcao escalar:

fow =1+ (el(Q))°L) " (Pq - w") (5.1)

Lembrando de algumas estimativas obtidas no capitulo 2, vemos que do lema 2.3,

deduzimos facilmente que:

/ o — B - w'Pdr < CLE(Q)Q) (5.2)

5Q
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/ V(fy — Do - )i < G/ (5.3)
5Q

Basta substituir ¢ por ¢(Q)) para obter os resultados desejados. Aqui, C; e Cy
dependem somente de n, A e A e NAO de £,Q e w. E de importante observacao
que as constantes C; e Cy acima sao independentes de €. A prova de (4.6) segue
imediatamente a partir da combinagao dos seguintes dois lemas e o resto desta

secao sera dedicado a prova-los.

Lema 5.3 Eziste um e > 0 dependendo somente den, A e A e um conjunto finito
W de vetores unitdrios em C" cuja cardinalidade depende apenas de € e n, tal

que:

“Q) 4Q)

1 dxdt 1 dxdt
s [ [P <o S s [ [ o) (599 w1
Q ‘Q’ o 0 t weW Q |Q’ Q 0 t

onde C depende apenas de n, A e A.

Lema 5.4 Para C dependendo apenas de n,\ e A e e > 0, temos:

4(Q)

dxd
| [ ) (509 0@ < clal (5:4)
Q 0

Prova do lema 5.4: Tome-se uma funcao suavizante de corte X = Xy localizada
em 4Q e igual & 1 em 2Q) com a propriedade || X[ + U(Q)||VX|w < ¢ = ¢(n).
Para x € @), temos que StQVf = StQVXf(m), pois:

Q _ 1 _ 1 Ny — _ @
SeAV = 15 Q/ VX)) = 1 Q/ XV f(w)dy = Q/ Vf(y)dy = SOV S
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Logo, tem-se que:
{(Q)

//"Yt ) - (SPVf5.)(x ’2dxdt //ht SOV S )|2@

-/ / Mm)'((53‘32+32)VXf§9,w)(93>|2M
Q 0
7 dxdt
<2 / @) - (52 — PV g5 ) (@)L 4
Q
//I% PPV (X 75,)) )P

Observe que, pelo Lema 5.1, o primeiro somando do lado direito da ultima desi-

gualdade, é limitado por
¢ [ V(@) @)
Rn

é o integrando do segundo fator pode ser decomposto da seguinte maneira:
(@) - (PEV(X fQu))|* = () - (PIV(X fo) £ 0PIV (X [G) £ 0,V (X f5.)1*
< A(@) - (PIV(X fo0) — 0PIV (X [0+
400,(1 = PV(X f5,.,) [+
200,V (X f&,.) .

Veja que voltando a integral inicial, obtém-se:
{(Q)
2 2d9’;dt 2 2 e
|% (P; VXwiM — <8 [ve(x) - (P VXwi) 0, P (VXfQ,w)

dxdt
: / / 61 = PV S )P+
Q 0

i dzdt
i
tf [levies rst.
Q 0

O primeiro e segundo que tém constante 8, é limitado, pelas estimativas (4.5) e

2 dxdt

(4.3) respetivamente, por:

¢ [ V(@) @)
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Reduzindo, temos:

//|’Yt SQVwi)( )‘2@ <C/’V<Xfé,w)($)|2dx 4

Q)

dxd
tf [V wrst
0

Q

Nossa tarefa é, por tanto, limitar a ultima expressao por C|@|. Primeiramente,

vamos estimar [, V(X f§ ,)?dz. De fato:
/\V |dx<2/|wiVX( )de—|—2/|XV wi)( )|2d$
<2 / £V X () 2 + 2 / AV (f5)(2) P
4Q 4Q

<2V / 1F50(@)Pde + 2 X / IV (/5 ) (@) de
4 4Q

_W4 4Q
c(n) € (2 ﬂ w*2de
< o5 [ aule) = 0o wrda:w(@z/@@ Pdr +
() [ 1V (fa0 ~ o+ w)(a)de + el /\v B - w)(a) s
4Q 4Q
< C&ii |Q| ;((CSL /|(I> ’ |w | dr -+

C]Q|—|—c(n)/\w*\2d:c

< ClQ|+ ;((g))g / o — agl?de + c(m)|4Q|
< ClQ| + ;((5))2 sup |z — xQ\Q/d:L‘
4Q
2
<ClQl+ %/dx < C1QI+41Q| = Q.

4Q

Onde aplicamos as desigualdades (5.2) e (5.3) facilmente, ja que 4Q) C 5Q).
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A continuagao, escrevemos:

OV (Xf)= (I +t*L) LX)
divAV (X f))

1t(
H(—div(Af - V&) — div(AX - Vf))
(—
(

(

= ([ +t°L)"

= (I +t’L)”
= (I +t*L) "(—div(Af - VX) — AVf - VX — XdivAVf)

= +tL)”

Por tanto, segue que:

Q) €Q)

dxdt dxdt
//wtv X o) |2—<//|]+t2 1t(XLwi)|2
Q 0
)

“Q

1, . dzxdt
/ / (1 + L) Mdiv(Afs VAR
Q

)

_ . dxdt
//|(I+t2L) lt(AVfQM-wc)F—
Q 0

=I+1I+1I1.

Agora, vamos estudar cada termo separado e estima-los por uma constante que
multiplica |Q].
Para I:

Como f5,, = (1 + (¢((Q))’L) " (®q - w*), podemos aplicar 1 + (¢£(Q))*L a

ambos termos da identidade para obter:

(1+ (U@ L) fgu = P w" = (UQ))*L) g0 = P w" = fGu
= Lfgw = (e0@Q)*(2q - w" = f5.)

WXLF)— (I +L) AV f - VX) — (I +*L) "tdiv(AfVX)
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Entao I é estimado por:

4(Q)
r< [ [irsen e (@en) oo v - fh) @)
0 Q@

Q)
< [ 10+ (xE@) 0w - £5,) (@)

0 R»

2 dzdt
t

2 dzdt
t

19(®)
dxd
< [ [r@eu) 2 @e v - f5.) @S
0 R»
“ dxdt
<@ [ [ (@o v - f.) 0P
0 4Q
@ dxdt
< Q)™ [ £ [1foule) -~ 00w @P ST
0 50Q
4(®)) 0t 4{Q) "
<@ [ eeuQrl} - ca@ el [ ¢
0 0
2
- ceu@Q) Y
- o=
]

Onde C' = C(\, A, n,¢).
Para I1:

67

Afirmamos facilmente que supp(VX)C 4Q \ 2Q). Isso segue pelo fato de que

X ¢é uma fungao suave que tém valor 1 em 2¢). Usando a terceira desigualdade
do lema (2.1) e (5.2) novamente; tem-se que, para F' = @Q e £ = 4Q \ 2Q), com
FNE=0edist(E,F)=¢Q) > 0:

/ (I +t°L) " "tdiv(AfG VX)) Pde < Ce e
Q

4(Q)

/ |Afw - VX|*dx
40\2Q
Q)

< Ce /|faw|2|VX|2dx

4Q\2Q

vl [ 1
40\2Q

€Q)
S Cei ct
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Aqui, usamos novamente o fato de que (4Q \ 2Q) C 5Q, que |[VX[2, < Cgl))2 ¢

que a integral obtida na ultima desigualdade j4 foi estimada, no desenvolvimento
de VX f§ |72, por ClQI(Q)? (onde foi usado (5.3) e o fato de que |Pg|* é

limitado por 4/(Q)?* ). Logo:

/ (1 + L) M div(Af5, V) 2dr < Ce P [Q)
e assim, /] é limitada como segue:
{(Q) o di 4Q) P ] Q)
11<clQ) / 2% <o / T < Qg / at = C1Q)
Para I11:

d dt dxdt
//uw ) HAVE V1, )P //|f+t2 ) AV V) PES

< //|t(AVX-Vf57w)|2@

0 Rn
°Q)

<C / t/yVX|2|Vf5,dexdt
Rn

0
€(Q)

<Al [ ¢ [ 1Ve. s

0 4Q

Q)
c(n)
<015 //|Vwi|dxdt

0

4(Q)
<o /tclycg\dt

0

Q)

Onde novamente usamos as limitagoes efetuadas na estimacao de [|[VX| 2. Com
I,ITelll, temos que I+ I1+11 < C|Q|, com C dependendo somente de A\, A, n
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e €. Junto com o resultado de |[VX f§ ,[|7., segue que

Q)
dxd
| [ i) 5290w <0 [ V@ ek +
Q 0 R"
)

°(Q
dzdt
tf [evs)wrst
Q 0
< Q.

Com o qual Lema 5.4 foi provado. g
Demonstracao do lema 5.3: O argumento principal para a prova do lema 5.3 é o

seguinte resultado, cuja prova serd atrasada por um momento.

Proposicao 5.5 Eziste um pequeno € > 0 dependendo somente de n,\ e A; e
n =n(e) > 0 tal que para cada vetor unitdario w € C" e para cada cubo Q, pode-se
encontrar uma cole¢ao S!, = {Q'} de sub-cubos diddicos sem sobreposicio de @
com as sequintes propriedades:

i) A unido dos cubos em S!, tém medida ndao superior a (1 —n)|Q)|.

ii) Se Q" € SI, a cole¢ao de todos os sub-cubos diddicos de Q) nao contidos
em qualquer/nenhum Q' € S!,, entdo:
1 ) 3

G | RV Sl w)dy = | (5.5

Q//
‘ 1
. 2 _

71 [ 19ty < (40)° (5.6)

Q//

Mais um resultado de natureza puramente geométrica é também necessario.

Lema 5.6 Seja w um vetor unitdrio em um espaco de C", u,v vetores em C" e
0<e <1 tal que:

(i) |u— (u-wHw| < elu-w|

(ii) Re(v-w)>3

(iif) [o] < (4)7"
Entao |u| < 4|u - v|.

Prova: Primeiramente, deduze-se de (ii) que:

= < Re(u-w) < |(v-w)

W~ W

= e w < fu-wi(v-w)] = |(u- w?)(v-w)l.



70 CAPITULO 5. O ARGUMENTO T(B)
Mais ainda, de (i) e a desigualdade triangular, temos que:

lu| = [(u - wiw| < Ju— (u-w)w| < elu-w*|
= |u| <elu-w |+ [(u-w)||w| =celu-w| + |u-w| = (1+¢)|u-w

= 2u| < |u-w"|.

como ultima observacao, veja-se que por (i) e (iii), a seguinte desigualdade é

valida:

u = ((u-ww) - v| < |u—((u-w)w)||

(%)
<elu - w*|.|v]

(Zi)\ *|1
< glu-w 1

]

= —|u-w*|.

4

Entao, para provar o lema 5.10, fazermos uso novamente da desigualdade trian-

gular:

lu-v| =|u-v+(u-w)(w-v)|

=[(u-w)(w-v) = (u-w)(w-v)+u-v|
= |(u-w")(w-v) = ((u-w)w—u) -l
= |(u-w")(w-v)| = [((u- w)w —u) - vl

3 o1 .
_Z|U w |—Z|U w’|
:2\u-w*]

4
1

= |ul <|u-vl.

Agora vamos provar lema 5.3, assumindo, pelo momento, a Proposi¢ao 5.5. Seja
e > 0 a ser escolhido mais adiante e cubra-se C"* com un ndmero finito (depen-
dendo de n e ¢), de cones C,, associados aos vetores unitérios winC" e definido
por:

Co={veC"/ |Ju—(u-ww| <celu-w*| } (5.7)

Como

c = ¢
(n.e)
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Segue que

(@) =1 Xe, (n(@) - ()’

w(n,e)

<D e, (@) - @)
(

w(n,e)

= Y [le, (n(@)) - (@)l

w(n,e)

= 3 @)l

w(n,e)
onde 1¢, denota a funcao indicadora de C,. Entao, basta argumentar que para
cada w fixado, devemos dotar uma estimativa de medida Carleson para v, (z).
Para isso, defina-se:
Q)
A=A, = supi/ / () 2222 (5.8)
Q 1@ 4 t

onde o supremo é tomado sobre todos os cubos ). Trucando 7;,,(x) por ¢ pequeno
e t grande nos podemos considerar que esta quantidade é quantitativamente finita.
Uma vez que um limite a priori independente do truncamento é obtido, podemos
passar o limite a través da convergéncia monétona de Lebesgue. A fim de nao
introduzir notacao adicional ignoramos esse passo simples e podemos assumir que
A < Ho0.

Agora, fixa-se um cubo @ e seja Q" € S!! definido como na proposigao 5.7.

Considere

1
v= g [ Vauwdye
‘Q ’Q//

Sex € Q" e 20(Q") <t < (Q"), entao:
v = (SEV o) (@),

A continuagao, de (5.5) da proposi¢ao 5.5, vemos que :

Vv
A~ w

1 1
Re(v-w) = Re W / Viowy)dy -w| =Re W/Vfaw(y) <wdy
Q// Q//
e

1 _ _
ol < Rerr / V£ () Pdy < (4)2 < (4e)~"
Q//
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As quais sao as condigoes (ii) e (iii) do teorema 5.10. Tomando-se u = 7y ,,(z) € a
defini¢ao de v ,, vemos que, como satisfaz condi¢ao (i) do lema 5.10, a seguinte

desigualdade ¢ valida:

ul = 1yw(@)] < 4yew(@) -l
= 4 y(@) - (S7V f5,0) ()]
< Alu(@) - (SPV f5.0)(@)] (5.9)

Observagao: Note que a caixa de tipo Carleson @ x (0,4(Q)] pode ser partici-
onada em sub-caixas de tipo Carleson Q' x (0,¢(Q"))], com @’ descrevendo S, e
os retangulos Q" x (30(Q"),£(Q")], para Q" descrevendo SZ. Por tanto:

7 dxd @ dzd o dzdt
xdt T t x
[ rua@PSE =3 [ [ hw@PSE e S [ [ @RSt
Q0 ES{UQ/ 0 Qresy Q" 15(@”
Veja no primeiro termo do lado direito que, que:
dzdt “w dzxdt Q)|
x x
Z / / Ve (T |2 = Z / / Ve (T |2 10
QESLy QeSuy b

< Sup

\@|//”Y““ P S ]

Q'es!,

Para o segundo termo, usa-se o resultado (5.9) para obter

Q// Q//
d:pdt dxdt
S [ ] ba@Pt e X[ ) (#9005
Q"esSy Q" IZ(Q" Q"es! Q" 1£ Q,,
{Q")

<16 [ b 609 0@r

//6‘91/{) " "
QTS Luiqn)

Q)
dxdt
<16 [ [ o) (89755
Q 0
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Assim, |, f(f(Q) Y0 () P L ¢ limitado por

(@)
u—>mqu//ﬁw JEAMIE

Q

|2 dxdt

Dividendo por |@| e tomando supremo sobre todos os cubos @, tem-se :

£(Q)
d:cdt dxdt
Sup‘Q’//I%w Sup 16//\% Vfé,w)(iv)lzTJr
+ A(l—n).

Note-se que o termo esquerdo é exatamente igual a A. Dessa forma, temos que:

°Q)

1 dxdt
A — t . ?C ° E——

2(Q)
B 1 . dzdt
astors o [ [ o) (89 s @R
Q 0

Substituindo novamente o valor de A, segue que:

1 @ 2d dt 1 i QV 2
X &€
‘ ’ ' Q |Q| t t s t

onde C' depende de n, A\, A,¢ e n. Finalmente, pelo argumento dado depois de

(5.11), segue que

Swm//“’mﬁ \@//mepmﬁ

Q)

1 dxdt
Sy ] [ort®
Sawig | [ el

SC’ZSup‘Q’//m SQVwi)(a;)P@.

Com isso, mostramos a Proposicao 5.3, e , a continuagao, provaremos o ultimo
resultado importante: Proposicao 5.5.

Demonstracao de Proposicao 5.5: Primeiramente, observa-se que:

V(®g - w)(z) w=(w w)=w =1



74 CAPITULO 5. O ARGUMENTO T(B)

para um w € C™ unitario. Logo, segue que:

1= Vo) w=V(Pq w)(x) w—Vf5,(r) w
- 1- Vfaw(x) cw = (V (QDQ Swt — fé),w) (x)) -w = Vg(z) - w.

onde g(z) = ®q(z) - w* — f§,,(z). Afirmamos também que:
‘ /1 — (Vfow(@) - w)dr| < Ce?|Q), (5.10)
Q

onde C depende somente de A\, A e n, e ndao de ¢, e w. Para mostrar esta
afirmacao, fazermos uso de (5.2),(5,3) e da aplicagdo do seguinte lema a g que

sera provada como resultado final deste trabalho:

Lema 5.7 Ewiste uma constante C = C(n) tal que para cada h € H'(Q):

1/4 1/4
‘ Vh dz| < CUQ)T ( h2) ( Vthx> .
/ [") \l

Vamos provar (5.10):

[ 1=t -t
Q

= /Vg(x)-w dx

A
D O~
<
=y
B
QU
3

1/4

< CUQ)™ (2(Q)%Q)) QY
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A dltima desigualdade é valida pois |Q| = £(Q)" = \Q]% = /(Q)z. Com isso

concluimos que :

< Ce?|Q)|

’/1 (V@) - w)da
Q

e a afirmacao estd provada. Continuando com a demonstracao da Proposicao 5.5,

deduzimos de (5.3), que:
02]Q|>/]V fow— Pg -0 2dw>/]Vwi Vo, - w*|*dz
/HVwi 22V fG (@) V(P - w)] + [VOq - w|?|da
/|Vwi |dx—2/|Vwi V(®q - w ]dx+/|V<I>Q w|*dx

Q
> / IV fpuale) o~ 2 / V@IV (@ - w)lds — [ [V8q - wds
Q Q Q

Usando o fato de que 2|ab| < L|a* + 2[b]* = —2|ab] > —1|a|*> — 2|b]%, segue que:
Clal = [ Vi@~ 5 [19f,@Pde 2 [ [9(8g w)ds - [ |V uPda
Q Q Q Q
> 5 [ W fau@Pds =3 [ V(@0 w)da
Q Q
> 5 [ IVfau@Pde =3 [ 1980 lulds
Q Q

1
—5 [ 9 fau@Pdz -31Q
Q

Somando 3|Q| em ambos termos da desigualdade e multiplicando por 2|Q|, temos

que:

1
@Q/|Vfévw(l‘)|2d$ S 03

Com (4, independente de €. De (5.10), deduzimos também qu, para e suficiente-
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mente pequeno (051/ 2 < %), a seguinte desigualdade é valida:

1 1
o> 12 5 & / . e .
5 2 Ce'/s > |Q|‘Q 1= (Vf§(r) w)dx

1 1
z—Re/ldx——Re/stwx‘wdx
el el 2l

1
=1- 9] / Re(V f§.,(7) - w)dx

1 7
@Q/Re(Vfaw(x) cw)dx > 3

Aqui fazermos uma decomposi¢ao de tempo de parada para selecionar uma colecao
S! de sub-cubos diddicos ) que sdo maximos com a propriedade de que uma das

seguintes condigoes abaixo:
1 3
— : . < - A1
a1 [ RV S widr < 5 (5.11)
Q/

ou

HH/|Vfaw(x)|2dx > (4e)72 (5.12)
&

sejam satisfeitas (isto é, subdividimos diadicamente () e paramos no primeiro
momento em que (5.11) ou (5.17) acontegam). Por construcdo, obtemos (ii) na
declaragao da proposigao 5.5 (para isso, veja a primeira desigualdade (5.11) ).
Resta estabelecer (i). Para este fim, seja B = Ugreg @'

Por tanto, temos que provar que:
|B] < (1 —=n)Q].

Além disso, considere Bj( respetivamente Bs) que consistem na unido desses
cubos em S/, para os quais (5.11)(respetivamente (5.12)) é valido. Assim, temos
que |B| < |By| + |Ba|. J& que os cubos em S!, sdo nao sobrepostos, segue de
(5.12) que:

Bl <1Q1 < (42 [ IVipu@Pde < (42 [ [V, @)Pde < (427Cilq).
Q' Q
Por outra parte, considerando sub-cubos Q' em Bj:

1 1 3 1
— [ Re(Vf§ () - w)dx — /d:vg——lz——
|Q|/Q/ ( fQ, () ) |Q1|Q/ 4 4
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=

leQ// 1 =Re(V /g (@) - w)de > % = 462/ 1= Re(V/fgu(2) - w)dr > Q]

Denotando por b(z) = 1 — Re(V f§ ,(7) - w), | Bi] é estimado por:
|Bl|<Z|Q|<4Z /1—RerQw( dm—4z /
Q'es!, Q'eSs!, Q' Q'es, O

onde o somatoério é tomado sobre todos os cubos @)’ que compoem B;. Dessa

forma
Byl <4 ) / dx—4/b(x)dx—4 / b(z)dx
Q'esy, Q' Q\B1

O primeiro termo do lado direito é limitado por:

4/b(m)dx < 4/1 CRe(V f5(x) - w)de < 4‘/1 (Vi (o) - w)dz| < C1/Q)
Q Q Q
O segundo termo é controlado em valor absoluto por:
4‘ / b(x)dx| < 4 / dx + 4 / IV o .0(®)|dx
Q\B1 Q\B1 Q\B1
<UQ\Bil+1 [ |Vfzu(0)de
Q\B1
1/2 . 1/2
<@\l +4( [ 1a0)"( [ Ve @P)"
Q\B1 Q\B1

<4Q\ B +41Q\ By / IV f5(@)2)

<4|Q\ Bi| +4|Q \ B.|'*C|Q['?

<4|Q\ By +2|Q\ Bi|".(2(C51Q))"?)
<4Q\ Bi| +e72|Q\ By + 2 (4C5|Q))

= 4]Q| — 4|B1| + e72|Q| — £ 72| Bu| + Ce2|Q).

pois |@Q \ Bi| = |Q| — |B1|. Entao, temos que |Bj| é limitado por:

1By < CeY2|Q| + 4|Q| — 4Bi| +72|Q| — e73|By|

(54¢72)|Bi| < (4+Ce? +277)|Q)|
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O qual nos dao |B;| < (4 — ez + 0(6%»‘@’ , se € é suficientemente pequeno.
Portanto, |Q| < (1 — n(¢))|Q], com n(g) ~ £%/2 para um ¢ pequeno. Com isso,
provamos a Proposi¢ao 5.5 a traves da veracidade do Lema 5.7, que sera provado,
para fechar este capitulo, a continuacao.

Demonstracao do lema 5.7: Usando o mesmo argumento do capitulo 2, as-
suma que @ é o cubo [—1,1]" (e por tanto ¢(Q) = 1) é o caso geral segue por
homogeneidade (veja [12]). Seja M = ( [, \h|2)1/2 e M' = ([, |Vh|2)1/2.

Se M > M’ vemos facilmente que:

‘Q/wr s@/rwﬁ < (/\Vh,z>1/2(/|w2)1/2 ) (/|h\2)1/2(/|vh‘2>1/2

Q Q Q Q

Jol= () (fro)”

Q

Considere agora M < M’. Tome-se t € (0,1), e uma funcao “cut-off” (como
no Capitulo 4) ¢ € C§°(Q), com ¢(x) = 1, quando d(x,0Q) = dist(z,0Q) >
t(aqui tomamos a distancia na norma do supremo em R") e 0 < ¢ < 1, com
Vel < C/t, C = C(n). Entao:

Q/th@/(l—go)Vh—i—/chh:/(l—go)Vh—Q/tho

Q Q

pois ¢ = 0 em 0Q). Usando a desigualdade de Holder, nos dao:

] / VhH /(1—90@:))%— [ 196
e fowfe] e
/|1— |\Vh|+/|huw

< ( Q/ |1—s0(w)|2>1/2< Q/ wn?) o Q/ ver) " Q/ )"

Como p(z) =1lemz € {z € Q:d(x,0Q) > t}, entdo ¢ < 1 em seu complemen-
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tar, ou seja, t(). Assim:

‘/Vh‘ dr ) 1/2 /|Vh| + <tZ|W|2)1/2(Q/|h’2> /
< <t"|@|>1/2( / o) s (10 [ a)"( )"

Q tQ Q
<o+ (D) u
<M+ e(n)t"D2 M
= t"2M' + c(n)t™? 1M

Como 0 < t < 1, entao das propriedades do exponente para niimeros menores do

que 1, segue que t" < t*~H < < t. Dessa forma, concluimos que:

‘ /Vh’ < CHPM + CtY? ' Mm

— C<t1/2M/ + t71/2M)
Resta tomar t = M /M’ < 1 para obter :

‘ / Vh‘ < C[MY2(MNHY? 4+ (M2 Y2 (5.13)

Substituindo os valores de M e M’ na equagao (5.13), com C' = ¢(n), o lema esta

provado e finalizamos a ultima demonstragao do capitulo 5.

5.3 Conclusao

Para conseguir estimar o operador raiz quadrada, e assim obter (K), faremos
um sumaério dos resultados obtidos. Para comecar, observe que da ultima estima-
tiva conseguida, mostramos o Lema 5.7 . Com isso, a Proposicao 5.5 é provada e
adicionando o resultado obtido do Lema 5.6, mostra-se Lema 5.3.

Agora, (4.6) segue dos resultados obtidos em Lema 5.3 e Lema 5.4, os quais
ja foram provados e descritos ao longo deste Capitulo. Dessa forma, as duas
hip6teses assumidas no Lema 4.1. sdo satisfeitas; e entao, a desigualdade (4.4)
é véalida. Lembrando que (4.4) é uma alternativa a (4.1) usando operadores do

tipo P, e 6, segue que (3.2) é satisfeita, pois essa equagao foi reescrita por meio
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do operador limitado 6;, obtendo assim (4.1).

Finalmente, da representacio de v/Lf detalhada no Capitulo 3, vimos que
(K) se reduzia a prova de duas estimativas: (3.1) e (3.2), as quais foram provadas
no Capitulo 3 e 5, respetivamente. Concluimos entao, depois da analise feita ao
longo deste trabalho, que a estimativa principal (K), foi provada .

Logo, pelo teorema de J.L.Lions [27], concluimos que o domifnio de /L é
H'(R") e que para cada f € H'(R"):

IVLll2 ~ IV £l 2.

Assim, a conjetura proposta por T.Kato, foi resolvida. g

Abaixo descrevemos um esquema explicando a conexao entre todos os resul-

tados:
Proposicao 5.5 Lema 5.3 . .
Lema 5.7 = + = + => Estimativa (Hipétese do lema 4.1).
Lema 5.6 Lema 5.4 (4.6)
Logo:

Lema 4.1 = Estimativa — Estimativa —, Estimativa —, (K)
(4.4) (4.1) (3.2)



Apendice A

CALCULO FUNCIONAL PARA
OPERADORES SETORIAIS

A.1 Funcoes holomorfas e o espaco H°

Seja U um aberto de C e f: U — C uma fungao. Dizemos que f é diferenciavel

no ponto 2y de U se existe
i FE) = o)

2520 Z— 2
onde o limite é tomado sobre todas as sequéncias que tendem a zj, e para todos
elas o quociente tém o mesmo valor f(zp). Se f é diferencidvel e a derivada é
continua em cada ponto zy em U, dizemos que f é holomorfa em U. Seja O(U)
o conjunto de todas as fungoes holomorfas sobre um conjunto aberto U C C.
Suponha que A denota um operador setorial de angulo w sobre um espaco de
Banach X. Desejamos achar a existéncia de operadores da forma:
1

" 2mi

f(A) - / F(2)R(z, A)dz

onde f € O(S,), ¢ € (w, ], e o caminho I" 'rodeia’ o setor S, no sentido positivo.
Isto significa em particular que (considerado como uma curva sobre a esfera de
Riemann) I' passa a través do oo.
Para dar sentido a anterior integral, a funcao deve ter um rapido decrescimento
no oco. Por isso, introduziremos a nocao de limite polinomial.

Dado ¢ € (0,7], considere f € M(S,) C O(S,), o conjunto de fungoes
holomorfas em S,, a menos de um conjunto finito de pontos isolados, chamados

polos. Dessa forma

81
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Defini¢ao A.1 f € M(S,) tem limite polinomial c € C em 0, se existe a > 0
tak que:
f(z) —c=0O(|z|%), quando z — 0.

Dizemos que f tem limite polinomial oo em 0 se 1/ f tem limite polinomial 0
em 0.

A fungao [ tem limite polinomial finito em 0( em 0o) se existe ¢ € C tal que
f tem limite polinomial ¢ em 0( em o0).

Se f tem limite polinomial 0 em 0( em o), dizemos que f ¢é regularmente

decadente em 0( em c0).

E facil verificar que se f e g tém limites polinomiais em 0( ou em oo) também
f.ge f+ g ostém.

Observacoes:

1. Por “uma funcao f que tem um limite polinomial em oco”endenta-se que
f tém um limite (dentro de Cy,) e que esse limite é aproximado ao menos
polinomialmente rapido. Note que se esse limite é oo, isso nao implica que
f € polinomialmente limitado em oco. De fato, considerada como una fungao
sobre S, com ¢ € (0, 7], a funcao €* tem limite polinomial co em oo, porém

esta longe de ser polinomialmente limitada

2. Se f é meromorfica em 0, entao f tem limite polinomial em 0 e esse limite
¢ finito se, e somente se, f é holomorfa em 0. Pode-se aplicar o mesmo

critério ao ponto oc.

Vejamos novamente a integral de Cauchy anteriormente mencionada. Pela se-
torialidade de A, a funcao f sendo regularmente decadente em oo garante a
integrabilidade no infinito, pelo menos se I' é eventualmente direito. O mesmo
acontece se f é regularmente decadente em oo. Por lo tanto, é natural considerar

a chamada classe Dunford-Riesz em S, definida por:
H(S,) :=={ f € H®(S,)/ f é regularmente decadente em 0 e em oo }
onde
H>(S,) :={ f € O(S,), f é limitada }

¢ uma algebra de Banach de todas as fungoes holomorfas, limitadas sobre S,

munidas com a norma:

[flloo = [[flloc.s, = sup{|f(2)], = € S,}



A.2. CALCULO FUNCIONAL LIMITADO 83

Veja facilmente que H§°(S,) é uma algebra linear na algebra de H>(S,,). Para
cada funcao f(z) em H(S,), a funcao f(1/z) estd também contida em H§°(S,).

A descricao seguinte é frequentemente ttil.

Lema A.2 Seja ¢ € (0,7|, e seja f : S, — C uma fungdo holomorfa. As

sequintes afirmacgoes sao equivalentes:
1. A funcgao f pertence a H3°(S,).

2. Eziste um ¢ >0 e um s > 0 tal que: |f(z)| < C'min {|z[,|2[7'}", para todo
2 € S,.

3. Eriste um ¢ >0 e um s > 0 tal que: |f(2)| < C—EL . para todo = € Se-

1+|Z|2S Y

4. Eziste um ¢ >0 eum s > 0 tal que: |f(2)| < C(%) , para todo z € S,,.

Corolario A.3 Dado ¢ € (0,7 fung¢do holomorfa f(z) = ﬁ satisfaz a se-

guinte condi¢ao:
z

(14 2)?

< C'min {\z|, |Z|_1}

para todo z € S,.

A.2 Calculo Funcional Limitado

Seja A um operador setorial de angulo w sobre um espaco de Banach X e
seja ¢ € (w, ). Suponha que temos uma sub-algebra F C H>®(S,,) tal que f(A)
estd definida pelo cdlculo funcional para cada f € F. Dizemos que o F-calculo

funcional para A ¢ limitado se f(A) € B(X) para todo f € F e:

A <ClfllF feF

para alguma constante C' > 0. Aqui, a norma ¢é induzida da norma em H>(S,,).
Chamamos ao inf{C >0, [|f(A)|| < C||f|lx} de cota do F-calculo funcional.
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Se consideramos F = H{°(S,,), temos:

Defini¢ao A.4 Dado f € F = H{°(S,), tal que f(A) estd definida pelo calculo
funcional. Dizemos que A tém um HS°-cdlculo funcional limitado,ou simples-
mente, que A tém um calculo funcional limitado, se f(A) < B(X), para todo
feHFE(S,), e

1A < (1 flloo,s,

Alguns resultados de importante uso ao longo do céalculo funcional limitado serao
descritos a continuagao:

Subespacgos:

Proposicao A.5 Seja A um operador setorial injetivo de angulo w sobre um
espaco de Banach X. Defina Y = m e Ay como a parte de A em'Y
(D(Ay) = D(A)ND(A)N R(A), com Ayx = Az, x € D(Ay)). Entio Ay € um
operador setorial de angulo w densamente definido. Mais ainda, se f € H°(S,),

v € (w,m) e f(A) € B(X), entao f(Ay) € B(Y) e:

1f(Av)llsvy < 1F(A)llsx)-

Em particular, se A tem cdlculo funcional limitado com cota C, entao Ay também

tem calculo funcional limitado com cota C'.

Operadores Adjuntos:
O resultado seguinte, de nenhum modo surpreendente, mostra que a limitacao de

operadores é preservada quando consideramos o adjunto:

Proposicao A.6 Seja A um operador setorial de angulo w, densamente definido,
e p € (w,m), entao:

f(A) € B(X) & f(A") € B(X')

para cada f € H§(S,), onde A* representa o operador adjunto de A. Mais ainda,
o operador A tem um cdlculo funcional limitado com constante C se , e somente

se, A* tem um cdlculo funcional limitado com constante C.

Lema A.7 Seja A um operador setorial de angulo w, com dominio e rango denso.

Seja p € (w.m), e C < 0. As sequintes afirmagies sao equivalentes:
1. O H§*(S,)- cdlculo funcional para A € limitado com constante C'.

2. 0 H®(S,)- cdlculo funcional para A € limitado com constante C.



Apendice B

BASE DE RADEMACHER E
RESULTADOS AUXILIARES

B.1 Expansoes Binarias

Defina S : {0, 1} — [0, 1] por

| Q

i ok oe0,1V

k=1

Por exemplo, para 0y = 0,00 =1,03 =1, ...

0 1 1 1
S(J)—i—i-z—f‘g“‘“'—é,
para o1 = 1,00 =0, 03 =0, ...
1 0 0 1
S(O’)—§+Z+§+"'—§.

Seja o € {0,1}. Se existir algum n € N tal que 0, = 0 e 0}, = 1 para todo
k > mn+ 1, entao definindo

o, : k<n-1

=4 1 : k=n

obtemos:
n—1 o o
=2 5t > N Z o
k=1 k=n+1
Mostra-se que se (i) existir algum n € N, tal que o, = 0 e o = 1 para todo

k> n+1 ou (ii) se existir algum n € N tal que 0, = 1 e 0, = 0 para todo
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k> n+1, entao S71(S(0)) contém exatamente dois elementos, e que de outra
forma S™1(S(0)) contém somente um elemento.

Defina € : [0,1] — {0,1}Y, tomando-se ¢(t) como sendo o tnico elemento de
S~1(t) se S71(t) contém exatamente um elemento; e o elemento de S™*(¢) que
eventualmente ¢ 0 se S™!(¢) contém exatamente dois elementos.

Para cada k € N definimos ¢ : [0, 1] — {0,1} por
Ek(t) = E(t)k, t e [O, 1]

Entéo, para cada t € [0, 1],

L= SE) =S 6’;@ (B.1)

o qual é chamada a expansao binaria de ¢.

B.2 Funcoes de Rademacher

Para k € N, a k-ésima fun¢io de Rademacher ry : [0,1] — {—1,+1} é definida
por:
ri(t) = 1 — 2e(2), t € [0,1].

Entao, podemos reescrever a expansao bindria de t € [0, 1], em (B.1) como

Zr,;(kt):Z<2lk_2.e’;_(:)>:1_zze’;#:1—2t. (B.2)

1 k=1

Assim, defina r : R — {—1,+1} por:

(@) = (-1,

onde [z] denota o maximo inteiro menor ou igual a . Portanto, para 0 < z < 1

temos que r(z) =1, para 1 < x < 2 tem-se r(z) = —1, e r tém periodo 2.
Lema B.1 Para qualquer n € N,
ra(t) = (-1 =r(27), te[0,1]

Desta maneira, podemos pensar esta fungao como uma funcao que age sobre um
conjunto de cubos diddicos de comprimento 2". Logo, essa funcao tem valor

constante sobre esses conjuntos diddicos de [0, 1], dependendo do valor de n.
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Como mais um resultado adicional, tem-se que

Teorema B.2 Se ki, ko, ..., k, sdo inteiros positivos e ki < ko < ... < k,, entao:

1

/T‘kl (t) * Ty (t) Cat Tkn(t)dt =0. (B?’)

0

Sem perda de generalidade, pode-se considerar uma familia de fungoes {7y }rez
em L*([0,1]) com ri(z) tendo valores 1 e -1, sendo constantes sobre pequenos
sub-cubos diddicos do intervalo unitario, dependendo somente de k. Por outra

parte, do teorema anterior, deduzimos facilmente que:

1

/rk(t)rj(t)ds = Ok (B.4)

0

para cada t € [0, 1].

B.3 Estimativas de funcoes quadraticas

Lema B.3 Suponha |¢(x)| < ®(z) com ® € L'(R™) uma funcio radial. Entdo
para cada t > 0, a familia de operadores f — ¢y * f sao uniformemente limitados
em L*(R™). Mais ainda,

sup [|9(t) * fllsz) < C(n)]|®] 1
>0
Demonstragao: Ver [13].

Lema B.4 Considere v,(x) como no Capitulo 4, e suponha que satisfaz

) Q) gt
u%mzam——//merdx<w
o |Q - t

onde o supremo € tomado sobre todos os cubos em R™ com lados paralelos aos
eizos coordenados. Seja p € C§°(R™) nao negativa, com suporte na bola unitdria,
[pdx =1, e denote P,f = p,x f, onde pi(x) = t "p(x/t). Entao para cada
e L*R"):

T d
[ [ 1rs @@ Pas < il 15

0 R»

Demonstragao: Ver [13].
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Proposicao B.5 Seja v uma funcdo radial de Schwartz com a propriedade de

que zZ(O) =0e
~ od
/@/Jt(f)z?t =1
0

Seja Quf (x) = ¢y x f(x). Assuma que que tém-se uma familia de operadores
{R;} tal que para cada Ry, estas sdo individualmente L?-limitadas; e para cada

s,t matores que 0, a composicao R,Q s verifica:

. t s o
| R Qs Bz < K(mlﬂ{g; ;})

para algum K, o > 0. Entao {R;} satisfaz a sequinte estimativa quadrdtica:

e}

d
[ [ 1rs@PT s < kO w0112 (B.5)

0 Rn

Demonstragao: Ver Lema 3.2 em [7].

Corolério B.6 Suponha que A é um operador linear limitado em L*(R™), com
|Allgx) dependendo somente da dimensdo n. Entdo, existe um 0 < 6 < 1 tal
que:

1Al < CO)I Al 1 AlB22)
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