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RESUMO

Devido à composição heterogênea do concreto, esse material apresenta uma grande variedade

de comportamentos, dependendo da forma como é carregado, bem como da geometria da peça.

Em virtude disso, torna-se importante o desenvolvimento de estudos numéricos com objetivo

de complementar a compreensão desse material. O Método dos Elementos Finitos (MEF)

possui grande versatilidade para simular fenômenos físicos, sendo por esse motivo, bastante

empregado no estudo do comportamento mecânico de estruturas de concreto. Em vista disso,

este trabalho objetiva formular e implementar, por meio do MEF, um modelo 2D baseado na

plasticidade para simular a fissuração do concreto no modo I e modo misto (I+II). Para tanto, o

modelo faz uso dos conceitos da mecânica da fratura para materiais quase frágeis aplicados a

elementos de junta interpostos entre os elementos da malha. Tal modelo funciona por meio da

“abertura” dos elementos de junta, simulando, assim, a fissuração no concreto. Isso permite a

visualização, após a análise, das descontinuidades obtidas pela separação física dos elementos

finitos. Isto representa uma vantagem significativa, uma vez que permite a comparação dos

padrões de fissuração obtidos com ensaios experimentais. A validação do modelo se deu

por meio de comparações com resultados experimentais com diferentes modos de falha. Os

resultados numéricos obtidos foram satisfatórios quando comparados com os experimentais.

Verificando, assim, que o modelo implementado é capaz de simular adequadamente a fissuração

em peças de concreto.

Palavras chave: Concreto, Elemento de junta, Mecânica da fratura, Materiais quase frágeis,
Propagação de trincas, Método dos Elementos Finitos.
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ABSTRACT

Due to the heterogeneous composition of concrete it presents a wide range of behaviors,

depending on how loading are applied, as well as the geometry of the structure. Thus, the

development of numerical model to better understand this material becomes important. The

Finite Element Method (FEM) has shown great versatility to simulate physical phenomena, for

that reason it is often used to model the mechanical behavior of concrete. Due to this fact, this

dissertation aims to formulate and implement through the FEM a two-dimensional model

based on plasticity in order to simulate concrete cracking in mode I and mixed mode (I + II).

The model makes use of concepts of fracture mechanics, for quasi-brittle materials and joint

elements placed between finite elements. Such model works through the "opening"of joint

elements, thus, simulating concrete cracking. This allows, after analysis, to identify the

discontinuities by means of a physical gap between elements. It represents a significant

advantage against smeared crack models, since it allows the comparison of numerical and

experimental cracking patterns. The model was validated by comparison with experimental

results with different failure modes. Data numerical results were in good agreement when

compared with experimental data, thus, verifying the proposed model is able to simulate

properly cracking in concrete specimens.

Keywords: Concrete, Joint elements, Fracture mechanics, Quasi-brittle materials, Crack
propagation, Finite Element Method.

vi



SUMÁRIO

LISTA DE TABELAS x

LISTA DE FIGURAS xv

LISTA DE SÍMBOLOS, NOMENCLATURAS E ABREVIAÇÕES xvi

1 INTRODUÇÃO 1
1.1 OBJETIVOS . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2
1.2 ESCOPO DO PROJETO . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3

2 REVISÃO BIBLIOGRÁFICA 4
2.1 ELEMENTOS FINITOS . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4

2.1.1 Desenvolvimento histórico . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5
2.1.2 Formulação básica . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5

2.2 FLUXO DA ANÁLISE EM ELEMENTOS FINITOS . . . . . . . . . . . . . . 9
2.2.1 Etapas de funcionamento dos programas computacionais de elementos

finitos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9
2.2.2 Validação dos resultados . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9

2.3 COMPORTAMENTO DO CONCRETO . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10
2.3.1 Comportamento do concreto à compressão . . . . . . . . . . . . . . . 10
2.3.2 Comportamento do concreto à tração . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12

2.4 APLICAÇÃO DE ELEMENTOS FINITOS EM CONCRETO . . . . . . . . . 15
2.4.1 Modelos constitutivos para o concreto . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16
2.4.2 Modelos para simular fissuras . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17

2.5 ELEMENTOS DE JUNTA/INTERFACE . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18
2.6 MECÂNICA DA FRATURA . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20

2.6.1 Mecânica da fratura elástico linear (MFEL) . . . . . . . . . . . . . . . 20
2.6.2 Mecânica da fratura não linear . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24
2.6.3 Funções de amolecimento do concreto . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31

2.7 MÉTODOS DE SOLUÇÃO PARA PROBLEMAS ESTÁTICOS . . . . . . . . 35
2.7.1 Método de Newton-Raphson . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 36

3 METODOLOGIA 39
3.1 FORMULAÇÃO DO ELEMENTO DE JUNTA ISOPARAMÉTRICO . . . . . 39
3.2 GERAÇÃO DE MALHA COM ELEMENTOS DE JUNTA . . . . . . . . . . . 41
3.3 FATORES EMPREGADOS PARA REDUÇÃO DO EFEITO DA MALHA . . 42

vii



3.4 PASSO AUTOMÁTICO E A ESTRATÉGIA PREVISOR-CORRETOR NO
MÉTODO DE NEWTON-RAPHSON . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 47

3.5 MODELAGEM CONSTITUTIVA . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 48
3.5.1 Modelos constitutivos para os elementos de concreto . . . . . . . . . . 49
3.5.2 Modelo constitutivo para os elementos de junta em modo I e misto

(I+II) de fratura do concreto . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 49
3.5.3 Programas de elementos finitos e de visualização . . . . . . . . . . . . 59

3.6 TESTE DO MODELO DO ELEMENTO DE JUNTA . . . . . . . . . . . . . . 59
3.6.1 Teste de tração . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 60
3.6.2 Teste de cisalhamento . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 61
3.6.3 Análise dos efeitos do fator α no teste de tração . . . . . . . . . . . . . 63
3.6.4 Análise dos efeitos do fator α no teste de cisalhamento . . . . . . . . . 63

4 ANÁLISE NUMÉRICA DE ENSAIOS EXPERIMENTAIS DE LABORATÓRIO 65
4.1 VIGA COM ENTALHE: ENSAIO DE FLEXÃO EM TRÊS PONTOS . . . . . 65

4.1.1 Malha de elementos finitos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 66
4.1.2 Resultados das análises numéricas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 67
4.1.3 Conclusão . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 69

4.2 PLACA QUADRADA COM ENTALHE . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 71
4.2.1 Malha de elementos finitos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 71
4.2.2 Resultados das análises numéricas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 72
4.2.3 Conclusão . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 73

4.3 PEÇA COM ENTALHE DUPLO ASSIMÉTRICO: ENSAIO À TRAÇÃO . . . 75
4.3.1 Malha de elementos finitos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 76
4.3.2 Resultados das análises numéricas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 76
4.3.3 Conclusão . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 79

4.4 PEÇA COM ENTALHE DUPLO . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 80
4.4.1 Malha de elementos finitos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 81
4.4.2 Resultados das análises numéricas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 81
4.4.3 Conclusão . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 83

4.5 VIGA COM ENTALHE: ENSAIO DE CISALHAMENTO EM TRÊS PONTOS 85
4.5.1 Malha de elementos finitos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 86
4.5.2 Resultados das análises numéricas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 86
4.5.3 Conclusão . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 88

4.6 PAINEL EM L . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 89
4.6.1 Malha de elementos finitos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 90
4.6.2 Resultados das análises numéricas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 90
4.6.3 Conclusão . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 92

4.7 CONSIDERAÇÕES . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 92

viii



5 CONCLUSÕES E SUGESTÕES PARA TRABALHOS FUTUROS 95
5.1 CONCLUSÕES . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 95
5.2 SUGESTÕES PARA TRABALHOS FUTUROS . . . . . . . . . . . . . . . . 96

REFERÊNCIAS BIBLIOGRÁFICAS 100

APÊNDICES 101

A CÁLCULO DOS PARÂMETROS DE FRATURA DO MODELO BILINEAR 102

B DETALHES DE IMPLEMENTAÇÃO DO MODELO DE JUNTA 104
B.1 DEFINIÇÃO DO VALOR DO PARÂMETRO α . . . . . . . . . . . . . . . . 104
B.2 CÁLCULO DA TENSÃO APÓS O DESLOCAMENTO PLÁSTICO CRÍTICO 104

ix



LISTA DE TABELAS

2.1 Parâmetros da curva de amaciamento bilinear. . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33

3.1 Dados das malhas utilizadas nas análises numéricas. . . . . . . . . . . . . . . . 44
3.2 Comparativo entre os resultado obtidos pelas análises numéricas. . . . . . . . . 45
3.3 Comparativo entre os valores preditos pela função bilinear de amolecimento do

concreto e os valores obtidos na análise numérica. . . . . . . . . . . . . . . . . 61
3.4 Comparativo entre os valores preditos pela função bilinear de amolecimento do

concreto e os valores obtidos na análise numérica. . . . . . . . . . . . . . . . . 62

4.1 Dimensões das vigas. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 65
4.2 Parâmetros de fratura para a lei bilinear. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 66
4.3 Dados das malhas empregadas nas análises numéricas. . . . . . . . . . . . . . 67
4.4 Comparativo entre os resultados numéricos e experimental. . . . . . . . . . . . 69
4.5 Dados das malhas empregadas nas análises numéricas. . . . . . . . . . . . . . 72
4.6 Comparativo entre os resultados numéricos e experimental. . . . . . . . . . . . 73
4.7 Dados das malhas empregadas nas análises numéricas. . . . . . . . . . . . . . 77
4.8 Comparativo entre os resultados numéricos e experimental. . . . . . . . . . . . 78
4.9 Dados das malhas empregadas nas análises numéricas. . . . . . . . . . . . . . 81
4.10 Comparativo entre os resultados numéricos e experimentais. . . . . . . . . . . 82
4.11 Dados das malhas empregadas nas análises numéricas. . . . . . . . . . . . . . 86
4.12 Comparativo entre os resultados numéricos e experimental. . . . . . . . . . . . 87
4.13 Dados das malhas empregadas nas análises numéricas. . . . . . . . . . . . . . 90
4.14 Comparativo entre os resultados numéricos e experimental. . . . . . . . . . . . 92

x



LISTA DE FIGURAS

1.1 Simulação da fissuração do concreto utilizando elemento de junta. . . . . . . . 2

2.1 Desenho esquemático das forças de superfície e de corpo. . . . . . . . . . . . . 8
2.2 Curva tensão-deformação para o concreto submetido à compressão uniaxial.

Modificado de MacGregor e Wight (2009). . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11
2.3 Resistência e modos de falha para o concreto submetido às tensões biaxiais.

Modificado de MacGregor e Wight (2009). . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13
2.4 Curvas tensão-deformação para um cilindro de concreto (fck = 24.82 MPa)

submetido à compressão triaxial. Modificado de MacGregor e Wight (2009). . . 13
2.5 Curva típica de tensão-deslocamento do concreto. Modificado de Kumar e

Barai (2011). . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14
2.6 Localização da deformação em um espécime de concreto submetido a um teste

de tração direta. Modificado de Kumar e Barai (2011). . . . . . . . . . . . . . 14
2.7 (a) Relação linear da tensão-deformação do concreto fora da zona de fratura;

(b) relação linear da tensão-deslocamento na zona de fratura. Modificado de
Kumar e Barai (2011). . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15

2.8 Representação dos modelos de fissuras (a) discretas e (b) distribuídas.
Modificado Kwak e Fillippou (1990). . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18

2.9 Simulação da abertura de fissura por meio de elementos de junta. . . . . . . . . 18
2.10 Modos de fissuração: (a) modo I (ou modo de abertura), (b) modo II (ou modo

de deslizamento), (c) modo III (ou modo rasgado). Modificado de Kumar e
Barai (2011). . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21

2.11 (a) Placa idealizada infinita com um furo elíptico, submetida à tração, (b)
sistemas de coordenadas polares e componentes de tensão à frente de uma
fissura (modo I de deslocamento). Modificado de Mindess et al. (2003). . . . . 21

2.12 Concentração de tensão em um furo elíptico, a = 3b. Modificado de Mindess
et al. (2003). . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22

2.13 Placa infinita com um furo elíptico submetido à cisalhamento. Modificado de
Bazant e Planas (1998). . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23

2.14 (a) Zona de processo de fratura no concreto e (b) Distribuição da tensão coesiva
na ZPF. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24

2.15 Tipos de zonas não lineares em diferentes tipos de materiais. Modificado de
Kumar e Barai (2011). . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25

2.16 Curvas de tensão-delocamento para materiais submetido à tração uniaxial.
Modificado de Kumar e Barai (2011). . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 26

xi



2.17 Esboço da fissura no concreto e da zona de processo de fratura: (a) tensão na
ZPF não inclui o efeito das microfissuras na ponta da fissura, e (b) tensão na
ZPF inclui o efeito das microfissuras na ponta da fissura. Modificado de Bazant
e Planas (1998). . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 27

2.18 Esboço da fissura no concreto e da zona de processo de fratura: Modelagem
da fissura em materiais quase frágeis: (a) fissura coesiva com as superfícies da
fenda em contato (wt < wc), e (b) fissura coesiva com separação parcial das
superfícies da fenda (wt > wc). Modificado de Bazant e Planas (1998). . . . . 28

2.19 Modelo de fissuração fictícia para um material quase frágil no modo I.
Modificado de Bazant e Planas (1998). . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 30

2.20 Princípios do modelo de fissura fictícia proposto por Hillerborg et al. (a) Curva
tensão-alongamento do concreto submetido à tração, (b) curva
tensão-deformação para seção do concreto não fissurada, e (c) curva
tensão-alongamento para seção do concreto fissurado. Modificado de Bazant e
Planas (1998). . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 30

2.21 Generalização da função de amolecimento bilinear. Modificado de Kumar e
Barai (2011). . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32

2.22 Idealização do modelo de zona coesiva em conjunto com a função bilinear de
amolecimento de acordo com Hillerborg et al. (1976). . . . . . . . . . . . . . . 34

2.23 Representação gráfica da solução iterativa de Newton-Raphson. Alterado de
Dipika (2011). . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 38

3.1 Elemento de junta com quatro nós e espessura zero (a = 0). . . . . . . . . . . . 40
3.2 Geração de malha com elementos de junta. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 41
3.3 Idealização dos elementos da malha para o cálculo do parâmetro h. . . . . . . . 42
3.4 Desenho esquemático do ensaio numérico à tração com medidas em milímetros.

Espessura igual a 100 mm. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 43
3.5 Malhas 1 e 2 utilizadas na análise numérica da peça submetida à tração. . . . . 43
3.6 Malhas 3 e 4 utilizadas na análise numérica da peça submetida à tração. . . . . 44
3.7 Malhas 5 e 6 utilizadas na análise numérica da peça submetida à tração. . . . . 44
3.8 Malhas 7 e 8 utilizadas na análise numérica da peça submetida à tração. . . . . 44
3.9 Resultados carga versus deslocamento das análises numéricas empregando as

malhas 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7 e 8. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 45
3.10 Abertura dos elementos de junta das análises numéricas empregando as malhas

1 e 2. Fator de escala 500. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 46
3.11 Abertura dos elementos de junta das análises numéricas empregando as malhas

3 e 4. Fator de escala 500. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 46
3.12 Abertura dos elementos de junta das análises numéricas empregando as malhas

5 e 6. Fator de escala 500. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 46

xii



3.13 Abertura dos elementos de junta das análises numéricas empregando as malhas
7 e 8. Fator de escala 500. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 47

3.14 Representação da estratégia previsor-corretor no método de Newton-Raphson. . 48
3.15 Abordagem de fissura discreta pelo MEF. a) modelo conceitual de uma fissura,

b) modelo da ZPF e c) seção transversal da malha de elementos finitos usando
elementos triangulares elásticos e elemento de junta. Modificado de Mahabadi
et al. (2014) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 50

3.16 Superfície de plastificação com aderência. Modificado de Lens et al. (2009). . . 51
3.17 Modelo bilinear de amolecimento do concreto. . . . . . . . . . . . . . . . . . 51
3.18 Deslocamento da superfície de plastificação. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 53
3.19 Regime elástico do modelo de junta. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 53
3.20 Regime elasto-plástico do modelo de junta. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 55
3.21 Desenho esquemático do ensaio de tração do concreto. . . . . . . . . . . . . . 60
3.22 a) Curva tensão normal versus deslocamento normal da junta e b) curva tensão

normal versus deslocamento plástico da junta. . . . . . . . . . . . . . . . . . . 61
3.23 Desenho esquemático do ensaio de cisalhamento do concreto. . . . . . . . . . 61
3.24 a) Curva tensão cisalhante versus deslocamento cisalhante da junta e b) curva

tensão cisalhante versus deslocamento plástico da junta. . . . . . . . . . . . . . 62
3.25 a) Comparativo entre as curvas tensão normal versus deslocamento normal da

junta e b) curvas tensão normal versus deslocamento plástico da junta. . . . . . 63
3.26 a) Comparativo entre as curvas tensão cisalhante versus deslocamento

cisalhante da junta e b) curvas tensão cisalhante versus deslocamento plástico
da junta. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 64

4.1 Desenho esquemático do ensaio de flexão em três pontos de uma viga com
entalhe. Modificado de Roesler et al. (2007). . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 66

4.2 Malhas empregadas nas análises numéricas da viga V63-80 e condições de
contorno. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 67

4.3 Curva numérica e experimental da viga V250-80. . . . . . . . . . . . . . . . . 68
4.4 Curva numérica e experimental da viga V150-80. . . . . . . . . . . . . . . . . 68
4.5 Curva numérica e experimental da viga V63-80. . . . . . . . . . . . . . . . . . 68
4.6 Campo de tensão σxx no estado deformado da viga V250-80 (tensão em kPa).

Fator de escala 40. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 70
4.7 Campo de tensão σxx no estado deformado da viga V150-80 (tensão em kPa).

Fator de escala 40. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 70
4.8 Campo de tensão σxx no estado deformado da viga V63-80 (tensão em kPa).

Fator de escala 40. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 70
4.9 Desenho esquemático do ensaio da placa quadrada com entalhe. Medidas em

milímetros (espessura igual a 400 mm). Modificado de Unger e Konke (2006). . 71

xiii



4.10 Malhas 1 e 3 empregadas nas análises numéricas da placa quadrada com entalhe
e condições de contorno. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 72

4.11 Curva experimental e numérica utilizando a malha 1 e a malha 2. . . . . . . . . 73
4.12 Curva experimental e numérica utilizando a malha 3 e a malha 4. . . . . . . . . 73
4.13 Padrão de fissuração na placa quadrada com entalhe obtida experimentalmente.

Modificado de Nhu et al. (2017). . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 74
4.14 Campo de tensão σxx no estado deformado da placa quadrada com entalhe

utilizando as malhas 1 e 2 (tensão em kPa). Fator de escala 40. . . . . . . . . . 74
4.15 Campo de tensão σxx no estado deformado da placa quadrada com entalhe

utilizando as malhas 3 e 4 (tensão em kPa). Fator de escala 40. . . . . . . . . . 74
4.16 Desenho esquemático do ensaio de estrutura com entalhe duplo com medidas

em milímetros (espessura igual a 10 mm). Modificado de Sancho et al. (2006). 76
4.17 Malhas 1 e 3 empregadas nas análises numéricas da peça com entalhe duplo e

condições de contorno. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 76
4.18 Curva experimental e numérica utilizando a malha 1 e a malha 2. . . . . . . . . 77
4.19 Curva experimental e numérica utilizando a malha 3 e a malha 4. . . . . . . . . 78
4.20 Campo de tensão σyy no estado deformado da peça com entalhe duplo utilizando

as malhas 1 e 2 (tensão em kPa). Fator de escala 30. . . . . . . . . . . . . . . . 78
4.21 Campo de tensão σyy no estado deformado da peça com entalhe duplo utilizando

as malhas 3 e 4 (tensão em kPa). Fator de escala 30. . . . . . . . . . . . . . . . 79
4.22 Desenho esquemático do ensaio de estrutura com entalhe duplo com medidas

em milímetros (espessura igual a 50 mm). Modificado de Nooru-Mohamed
(1992). . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 80

4.23 Malhas 1 e 3 empregadas nas análises numéricas da peça com entalhe duplo e
condições de contorno. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 81

4.24 Curva experimental e numérica utilizando a malha 1. . . . . . . . . . . . . . . 82
4.25 Curva experimental e numérica utilizando a malha 2. . . . . . . . . . . . . . . 82
4.26 Curva experimental e numérica utilizando a malha 3. . . . . . . . . . . . . . . 83
4.27 Curva experimental e numérica utilizando a malha 4. . . . . . . . . . . . . . . 83
4.28 Padrão de fissuração na peça com entalhe duplo obtida experimentalmente.

Modificado de Nooru-Mohamed (1992). . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 84
4.29 Campo de tensão τxy no estado deformado da peça com entalhe duplo utilizando

as malhas 1 e 2 (tensão em kPa). Fator de escala 30. . . . . . . . . . . . . . . . 84
4.30 Campo de tensão τxy no estado deformado da peça com entalhe duplo utilizando

as malhas 3 e 4 (tensão em kPa). Fator de escala 30. . . . . . . . . . . . . . . . 84
4.31 Desenho esquemático do ensaio da viga com entalhe com medidas em

milímetros (espessura igual a 50 mm). Modificado de Galvez et al. (1998). . . . 85
4.32 Malhas 1 e 3 empregadas nas análises numéricas da viga com entalhe e

condições de contorno. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 86

xiv



4.33 Curva experimental e numérica utilizando a malha 1 e a malha 2. . . . . . . . . 87
4.34 Curva experimental e numérica utilizando a malha 3 e a malha 4. . . . . . . . . 87
4.35 Campo de tensão σxx no estado deformado da viga com entalhe utilizando as

malhas 1 e 2 (tensão em kPa). Fator de escala 40. . . . . . . . . . . . . . . . . 88
4.36 Campo de tensão σxx no estado deformado da viga com entalhe as malhas 3 e 4

(tensão em kPa). Fator de escala 40. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 88
4.37 Desenho esquemático do ensaio do painel em L com medidas em milímetros

(espessura igual a 100 mm). Modificado de Ghosh e Chaudhuri (2013). . . . . 89
4.38 Malhas 1 e 3 empregadas nas análises numéricas do painel em L e condições de

contorno. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 90
4.39 Curva experimental e numérica utilizando a malha 1 e a malha 2. . . . . . . . . 91
4.40 Curva experimental e numérica utilizando a malha 3 e a malha 4. . . . . . . . . 91
4.41 Padrão de fissuração no painel em L obtida experimentalmente. Modificado de

Unger e Konke (2006). . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 93
4.42 Campo de tensão σyy no estado deformado do painel em L utilizando as malhas

1 e 2 (tensão em kPa). Fator de escala 40. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 93
4.43 Campo de tensão σyy no estado deformado do painel em L utilizando as malhas

3 e 4 (tensão em kPa). Fator de escala 40. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 93

A.1 Função de amolecimento bilinear. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 102

B.1 Modelo trilinear para cálculo do α. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 104
B.2 Retorno da tensão tentativa à superfície para quando σnmax = 0 e σtr > 0. . . . 105

xv



LISTA DE SÍMBOLOS, NOMENCLATURAS E ABREVIAÇÕES

Abreviaturas

CEB Comité Européen du Béton

CMOD Crack Mouth Opening Displacement

FEM Finite Element Method

FIP Fédération Internationale de la Précontrainte

LVDT Linear Variable Differential Transformer

MEF Método dos Elementos Finitos

MFEL Mecânica da Fratura Elástico Linear

ZPF Zona de Processo de Fratura

Símbolos do Alfabeto Grego

α Fator de dimensionamento dos deslocamentos elástico

σ Vetor de tensão global

σtr Vetor de tensão tentativa da junta

ε Vetor de deformação local

ε Vetor de deformação global

∆F Incremento do vetor de força nodal global

∆U Incremento do vetor de deslocamento nodal global

δU Vetor deslocamentos virtuais nodais

δu Vetor deslocamentos virtuais

δε Tensor de deformação virtual

∆a Comprimento da ZPF

∆L Variação do comprimento do corpo de prova

δij Delta de Kronecker

xvi



γ Deformação cisalhante local

γxy Deformação na direção xy

λ Multiplicador plástico

ν Coeficiente de Poisson

Φ Ângulo de atrito

σ Tensão normal da junta

σ(w) Tensão coesiva

σs Tensão do ponto de inflexão do modelo bilinear

σij Termos do vetor tensão

σmax Tensão equivalente a resistência do concreto à tração

σ0
max Tensão inicial equivalente a resistência do concreto à tração

σx Tensão normal à superfície

σyy Tensão normal a direção y

σy Tensão de escoamento do aço

τ Tensão cisalhante da junta

τf Tensão de aderência residual da armadura

τmax Tensão equivalente a resistência do concreto ao cisalhamento

τ 0
max Tensão inicial equivalente a resistência do concreto ao cisalhamento

τyx Tensão cisalhante na direção yx

τyz Tensão cisalhante na direção yz

σ Vetor de tensão local

σ Tensor de tensão

ε Deformação

ε0 Deformação inicial

εm Deformação média

xvii



εn Deformação normal local

εp Deformação plástica

εx Deformação na direção x

εy Deformação na direção y

εij Termos do vetor deformação

Símbolos do Alfabeto Latino

v̇ Vetor de aceleração

Dep Matriz constituiva elasto-plástica da junta

De Matriz constituiva elástica da junta

KT Matriz tangente

l Vetor das derivadas parciais de up em relação a wp

M ∗ Matriz de massa

P Vetor de forças externas

R(u) Vetor de funções de incógnitas u

r Vetor das derivadas do pontêncial plástico em relação a σ

v Vetor das derivadas parciais da função de plasticidade em relação a σ

w Vetor dos deslocamentos da junta

we Vetor dos deslocamentos elásticos da junta

wp Vetor dos deslocamentos plásticos da junta

n̂ Vetor da direção normal a superfície

B Matriz deformação-deslocamento

b Vetor de força de corpo

C Matriz constitutiva global

Ce Matriz constitutiva elástica

Cep Matriz constitutiva elasto-plástica

xviii



D Matriz constitutiva

F(e) Vetor forças nodais do elemento

F Vetor forças nodais global

K(e) Matriz de rigidez do elemento

K Matriz de rigidez global

M Matriz de interpolação

N Matriz das funções de interpolação

R Matriz de rotação dos cossenos diretores

T Matriz tranformação para o vetor deformação

t Vetor força de superfície

U Vetor dos deslocamentos nodais

u Vetor deslocamentos nodais

ub Vetor deslocamentos nodais da barra

us Vetor deslocamentos nodais do sólido atravessado pela armadura

W Vetor deslocamento nodal global

λ Parâmetro de carregamento

C Matriz constitutiva local

u Vetor deslocamentos relativos

c Cosseno θ

E Módulo de Young

f Função de plastificação

ft Resistência à tração do concreto

fy Resistência à tração do concreto quando há formação de microfissuras

fck Resistência à compressão do concreto

G Módulo cisalhante

xix



g Potencial de plastificação

Gσ Taxa de energia consumida para superar a tensão coesiva

GF Energia da fratura total

Gf Energia da fratura inicial

Gq Taxa de liberação de energia na ponta da fisssura

GIc Taxa de energia consumida durante o faturamento do material

h Comprimento característico escalar dos elementos finitos

hm Tamanho do passo

J Jacobiano

KI Fator de intensidade de tensão para o modo I

km Termos da matriz tangente

kn Rigidez normal

ks Rigidez tangencial

kt Rigidez tangencial

KIc Fator de intensidade crítico de tensão para o modo I

KIIc Fator de intensidade crítico de tensão para o modo II

KII Fator de intensidade de tensão para o modo II

L Comprimento do corpo de prova

lch Comprimento característico

m Derivadas parcial de σmax em relação a up

S Àrea da superfície do elemento finito

s Seno θ

Sn Deslizamento da armadura

uc Deslocamento plástico relativo crítico

up Deslocamento plástico relativo da junta

xx



us Deslocamento do ponto de inflexão do modelo bilinear

V Volume do elemento finito

ve Deslocamento elástico relativo cisalhante da junta

vp Deslocamento plástico relativo cisalhante da junta

W Largura da zona de fratura

wc Abertura crítica da fissura

we Deslocamento elástico relativo normal da junta

wp Deslocamento plástico relativo normal da junta

wt Abertura da fissura

y Derivadas parcial da função de plasticidade em relação a σmax

xxi



1 - INTRODUÇÃO

Como todo material utilizado em estruturas, estudos experimentais são de suma importância
para a melhor compreensão do comportamento mecânico do material. Com o concreto não é
diferente. Porém a execução rotineira de ensaios esbarra em obstáculos como custos elevados,
falta de equipamentos e de mão de obra especializada, entre outros. Logo, é importante o
desenvolvimento de estudos numéricos com o objetivo de complementar o entendimento desse
material.

Dentre os métodos numéricos, o Método dos Elementos Finitos (MEF) é um dos que possui
maior versatilidade na análise de estruturas, sendo por esse motivo, bastante empregado no
estudo do concreto. Entretanto, para a aplicação desse método é necessário representar o
comportamento mecânico dos materiais através do uso de modelos constitutivos (equações
matemáticas) que são deduzidos por meio de princípios físicos e experimentos.

A representação do concreto pelo MEF deve levar em consideração, não apenas a simulação
dos materiais que o compõem, mas também, as descontinuidades devidas a sua fissuração.
Entretanto a representação de descontinuidades pelo Método dos Elementos Finitos não é uma
tarefa simples, uma vez que esse método representa o domínio como um meio continuo.
Visando contornar esse problema muitas análises numéricas desprezam os efeitos das
descontinuidades nas estruturas, porém essa abordagem simplificadora nem sempre é possível
uma vez que há uma variedade de problemas cujas descontinuidades desempenham um papel
proeminente no comportamento mecânico do sistema, como é o caso da fissuração do concreto.

Em virtude disso, a aplicação do MEF para a análise dos sistemas estruturais descontínuos tem
recebido um interesse considerável, o que levou ao desenvolvimento de elementos de junta (ou
de interface). Esses elementos possuem espessura nula ou muito pequena e tem por vocação
representar interfaces de descontinuidade, seja pela transição entre dois materiais diferentes ou
pela fissuração do material. No caso da simulação de fissura, esse elemento permite a
propagação discreta da trinca pelo contorno da malha ao ser interposto entre os elementos
sólidos. Para tanto os elementos de junta necessitam de um modelo constitutivo que consiga
simular a abertura e propagação da fissura. Tal modelo é obtido por meio dos conceitos
desenvolvidos pela mecânica da fratura.

Entre os conceitos da mecânica da fratura, um dos mais importante para a compreensão da
formação e propagação da trinca é a zona de processo de fratura (ZPF). Nos materiais
quase-frágeis, como o concreto, a ZPF é definida como uma zona de dano à frente da
macrofissura e é caracterizada por um comportamento não linear provocado por deformações
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inelásticas. Outro importante conceito são os modos de ruptura dos materiais que relaciona os
campos de tensão e deslocamento na ponta da fissura com os esforços que a originaram.

Nesse contexto, este trabalho busca simular numericamente as descontinuidades em estruturas
de concreto devidas à fratura desse material no modo I (fissuras decorrentes de esforços
normais) e no modo misto (fissuras decorrentes de esforços normais mais cisalhantes). Para
tanto, lançou-se mão de conceitos da mecânica da fratura aplicados aos elementos de junta de
espessura nula. Esses elementos são interpostos entre os elementos sólidos e possuem a
capacidade de simular a fissuração pela separação das bordas dos elementos da malha, como
pode ser visto na Figura 1.1. Por meio dessa abordagem é possível comparar o padrão de
fissuração e verificar de forma simples e intuitiva se a análise numérica está condizente com o
experimento.

Sem tração
     Inter-
travamento

Micro-
fissura Material intacto

Elemento de junta
          Intacto
Elemento de junta
   "rendimento"
Elemento de junta
    "quebrado"

Força nodal 
equivalente
  na fissura

Elemento sólido

Figura 1.1 – Simulação da fissuração do concreto utilizando elemento de junta.

1.1 - OBJETIVOS

O objetivo geral deste trabalho é estudar o comportamento das fissuras em modo I e misto em
peças de concreto por meio do Método dos Elementos Finitos utilizando elementos de junta e
empregando a esses modelos não lineares baseados na plasticidade.

Para alcançar esse objetivo é necessário uma série de etapas, que devem ser executas à medida
que a pesquisa se desenvolve.

• Realizar uma ampla revisão bibliográfica visando obter o embasamento necessários para o
desenvolvimento da pesquisa.

• Formular e implementar o modelo constitutivo da junta.
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• Verificar a convergência dos modelos numéricos, assim como a sua capacidade de simular a
fissuração no concreto.

• Calibrar e validar os modelos constitutivos por meio da comparação com resultados
experimentais obtidos na literatura.

1.2 - ESCOPO DO PROJETO

No segundo capítulo apresenta-se uma breve revisão bibliográfica sobre o Método dos
Elementos Finitos (MEF). Em seguida, discute-se sobre o comportamento do concreto quando
submetido a ensaios, visando à melhor compreensão do assunto que é abordado em seguida -
os modelos constitutivos necessários para a modelagem do concreto pelo MEF. Aborda-se,
ainda, conceitos sobre os elementos de juntas e, também, da mecânica da fratura, visando
facilitar a compreensão do modelo empregado no elemento de junta. Por fim, apresenta-se o
método de Newton-Rapson, empregado neste trabalho para a resolução dos sistemas de
equações não lineares resultantes da análise numérica.

No terceiro capítulo apresenta-se a metodologia adotada para o desenvolvimento deste
trabalho. Em vista disso, aborda-se a formulação do elemento de junta empregado nas
análises, além do algoritmo utilizado para geração das malhas com junta. Aborda-se, ainda, as
modificações no método numérico empregado para a obtenção das soluções dos sistemas de
equações. Além do mais, apresenta-se os modelos constitutivos utilizados para simular o
comportamento do concreto e os programas computacionais empregados nas análises. Em
seguida, apresenta-se os testes computacionais realizados com intuito de validar a capacidade
do modelo de junta em simular a fissuração do concreto.

No quarto capítulo apresentam-se as análises numéricas realizadas utilizando o modelo
constitutivo proposto visando simular ensaios experimentais disponíveis na literatura. Para
tanto, realizam-se análises que simulam ensaios para o modo I e o modo misto da abertura de
fissura do concreto. Por fim, no quinto capítulo apresentam-se as conclusões do trabalho,
assim como as propostas para trabalhos futuros.
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2 - REVISÃO BIBLIOGRÁFICA

Neste capítulo é apresentada, inicialmente, uma breve revisão bibliográfica sobre o Método
dos Elementos Finitos (MEF) abordando o histórico e a formulação básica do método. Logo
em seguida, são discutidas as etapas que compõem a análise estrutural por um programa de
elementos finitos, assim como a necessária validação dos resultados obtidos. Adicionalmente é
apresentado um breve relato sobre o comportamento do concreto quando submetido a ensaios,
visando a melhor compreensão do assunto que é abordado em seguida - os modelos
constitutivos necessários para a modelagem do concreto pelo MEF. Apresenta-se, ainda,
conceitos sobre elementos de juntas utilizados nesse trabalho para simular as descontinuidades
no concreto, além dos conceitos da mecânica da fratura, essencial para o entendimento do
modelo constitutivo utilizado para simular fissuras nesse material. Por fim, apresenta-se o
método de Newton-Rapson, empregado nesse trabalho para a resolução dos sistemas de
equação não lineares resultante da análise numérica.

2.1 - ELEMENTOS FINITOS

Objetivando o estudo do comportamento mecânico dos materiais foi necessária a sua
idealização como uma distribuição contínua, constituída de infinitos pontos materiais,
adjacentes uns aos outros, mas podendo se afastar sem formarem vazios e de se aproximar sem
se sobrepor, denominada meio contínuo (Soriano, 2009). Em virtude dessa idealização é
possível identificar equações matemáticas que regem o comportamento desse meio. As
resoluções desses modelos matemáticos expressam de forma satisfatoriamente aproximada o
comportamento mecânico, o que comprova a validade da idealização da matéria como
contínuo e as demais hipóteses adotadas.

Segundo Soriano (2009), os modelos contínuos geralmente apresentam grande complexidade
na sua resolução analítica tornando muitas vezes inviável a obtenção da sua solução exata.
Com o intuito de obter a resolução desses modelos é utilizado um método aproximado que
substitui os infinitos graus de liberdade do modelo contínuo por um número finito de equações
que representam os graus de liberdades do modelo aproximado.

Ainda de acordo com Soriano (2009), o Método dos Elementos Finitos é a principal
ferramenta numérica computacional para resolução dessas equações com condições de
contorno e iniciais. Sendo, por isso, aplicado para a obtenção dos resultados dos modelos
matemáticos que regem os sistemas físicos contínuos, seja da mecânica dos sólidos
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deformáveis, condução de calor e de massa ou eletromagnetismo.

2.1.1 - Desenvolvimento histórico

Conforme Reddy (2006), a ideia de representar um determinado domínio como uma coleção
de partes distintas não é exclusivo do método de elementos finitos. Foi documentado que
matemáticos antigos estimaram o valor de π usando nada mais que o perímetro de um
polígono inscrito num círculo, aproximando-o da circunferência. Eles previram o valor de π
com uma precisão de quase 40 algarismos significativos, representando o círculo como um
polígono de um número finito de vértices.

Mais recentemente, a ideia foi bastante desenvolvida por engenheiros e pesquisadores da
Boeing para a análise estrutural de aeronaves. Em 1941, Hrennikoff introduziu o método da
treliça (framework method), em que um meio plano e elástico foi representado como uma
coleção de barras e vigas. Enquanto que o uso de funções segmentadas-contínuas
(piecewise-continuous functions) definidas ao longo de um subdomínio para aproximar uma
função desconhecida pode ser encontrado na obra de Courant (1943), que usou um conjunto de
elementos triangulares e o princípio da energia potencial total mínima para estudar o problema
da torção de St. Venant.

Ainda de acordo com Reddy (2006), embora certas características-chaves do método dos
elementos finitos possam ser encontradas nas obras de Hrenikoff (1941) e Courant (1943), a
sua apresentação formal é atribuída a Turner et al. (1956) e Argyris e Kelsey (1955) por serem
os primeiros a publicar artigos delineando as ideias principais do MEF. Entretanto, o termo
"elemento finito"só foi cunhado por Clough em 1960.

Desde a sua criação, a literatura sobre aplicações de elementos finitos tem crescido
exponencialmente, como demonstra a grande quantidade de trabalhos nessa área. Isso se deve
à grande capacidade que esse método apresentou na resolução dos mais diversos problemas
físicos. Ademais, têm sido propostas extensões e modificações do método dos elementos
finitos. Essas incluem o método da partição da unidade (partition of unity method) de Melenk e
Babuska (1996), o método da nuvem (cloud method) de Duarte e Oden (1996) e métodos sem
malha (meshless methods) de Belytschko et al. (1996).

2.1.2 - Formulação básica

Em problemas estruturais, a forma mais simples de se deduzir a formulação do método dos
elementos finitos é por meio da aplicação do principio dos trabalhos virtuais à equação de
equilíbrio (Bathe, 1996). Esse princípio estabelece que “para um ponto material em equilíbrio,
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o trabalho virtual realizado pelo sistema de forças reais em equilíbrio que atua sobre o ponto,
quando este sofre um deslocamento virtual arbitrário qualquer, é nulo” (Süssekind, 1980). Em
vista disso, parte-se da equação de equilíbrio para problemas de elasticidade (mecânica dos
sólidos):

divσ + b = 0 (2.1)

Assumindo um campo de deslocamento virtual δu, pode-se escrever a aplicação do princípio
dos trabalhos virtuais para um subdomínio (elemento finito) com volume V como:∫

V

δu · divσ dV +

∫
V

δu · b dV = 0 (2.2)

onde divσ e b representam, respectivamente, o divergente do tensor de tensão e o vetor que
contém as forças de corpo, enquanto δu é o vetor que contém os deslocamentos virtuais e por
fim V é o volume do domínio.

Usando a regra do produto obtém-se:

div (δu · σ) = δu · divσ + Oδu : σ (2.3)

Onde os dois pontos representa a contração. Desse modo, a primeira integral pode ser reescrita
como: ∫

V

δu · divσ dV =

∫
V

div (δu · σ) dV −
∫
V

Oδu : σ dV (2.4)

e a Eq. 2.2 torna-se:∫
V

Oδu : σ dV −
∫
V

div (δu · σ) dV −
∫
V

δu · b dV = 0 (2.5)

Usando o teorema do divergente, a segunda integral na última equação pode ser expressa como
uma integral de superfície:∫

V

Oδu : σ dV −
∮
S

δu · σ · n̂ dS −
∫
V

δu · b dV = 0 (2.6)

O produto σ · n̂ = t representa o tensor de tensão decomposto na direção normal à superfície n̂
e t representa a força de superfície. Além disso, o tensor σ pode ser expresso por um vetor σ,
dessa forma a Eq. 2.6 torna-se:∫

V

Oδu · σ dV −
∮
S

δu · t dS −
∫
V

δu · b dV = 0 (2.7)

O termo Oδu representa o tensor de deformação virtual δε, assim:∫
V

δε · σ dV −
∮
S

δu · t dS −
∫
V

δu · b dV = 0 (2.8)
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A equação acima representa a igualdade entre o trabalho das forças externas e internas.

Os deslocamentos virtuais do elemento finito podem ser expresso por meio das funções de
interpolação do elemento finito e os deslocamento virtuais nodais, conforme a equação:

δu = N δU (2.9)

onde N = [ IN1 IN2 IN3 ... INn ] é a matriz em termo das funções de interpolação
do elemento finito, enquanto U representa o vetor de deslocamentos nodais e δU o vetor de
deslocamentos virtuais nodais.

Também é possível relacionar o vetor de deformação virtual com o vetor de deslocamentos
nodais virtuais através da equação:

δε = B δU (2.10)

onde B é a matriz deformação-deslocamento, sendo possível representá-la em termos das
derivadas das funções de forma, como apresentado a seguir:

B =
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∂x
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(2.11)

Utilizando as Equações 2.9 e 2.10 é possível reescrever a Eq. 2.8:∫
V

(BδU)Tσ dV −
∮
S

(NδU)T t dS −
∫
V

(NδU)Tb dV = 0 (2.12)

Desde que o vetor com os deslocamentos virtuais δU contenha valores constantes, a equação
2.12 torna-se: ∫

V

BTσ dV −
∫
S

NT t dS −
∫
V

NTb dV = 0 (2.13)

Usando a matriz constitutiva D, o vetor tensão pode ser expresso comoσ = DBU, conduzindo,
assim, a equação de elementos finitos para análise estática:∫

V

BTDB dV U =

∫
S

NT t dS +

∫
V

NTb dV (2.14)

A Eq. 2.14 pode ser reescrita de forma simplificada como:

KU = F (2.15)
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Através da aplicação dessa fórmula aos elementos finitos obtém-se um conjunto de equações
que relacionam as forças com os deslocamentos dos elementos. Logo em seguida, as equações
obtidas na etapa anterior são utilizadas para a montagem das matrizes do sistema global e com
isso, torna-se possível encontrar as incógnitas dos deslocamentos e das forças no domínio. Em
análise não lineares, a matriz de rigidez relaciona incremento de forças e de deslocamentos,
como pode ser observado na equação abaixo:

K∆U = ∆F (2.16)

de forma, que, K representa a matriz de rigidez de um elemento finito:

K =

∫
V

BTDB dV (2.17)

enquanto o lado direito da Eq. 2.14 representa o vetor da força externa F:

F =

∫
S

NT t dS +

∫
V

NTb dV (2.18)

O vetor F é constituído por forças nodais equivalentes correspondentes a forças de superfície
t (representam as forças aplicadas nas faces dos elementos) e forças de corpo b (representam
as forças devido peso próprio que agem sobre o volume do elemento). Na Figura 2.1, pode-se
observar o desenho esquemático das forças de corpo e de superfície sendo aplicado ao elemento
finito e suas respectivas equivalentes nodais.
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Figura 2.1 – Desenho esquemático das forças de superfície e de corpo.
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2.2 - FLUXO DA ANÁLISE EM ELEMENTOS FINITOS

Em geral, os programas computacionais de elementos finitos são constituídos por três
componentes: pré-processador, processador e pós-processador. O pré-processador é o conjunto
de rotinas destinadas a gerar o modelo geométrico do domínio e sua discretização (malhas de
elementos finitos). Por sua vez, o processador tem por função a determinação da solução
numérica fazendo uso da formulação de elementos finitos. Por fim, o pós-processador formata
as soluções numéricas, obtidas na etapa anterior, para utilização por parte do usuário.

2.2.1 - Etapas de funcionamento dos programas computacionais de elementos finitos

Conforme Oñate (1992) é possível definir sete etapas fundamentais associadas à análise de uma
estrutura por um programa computacional de elementos finitos. Estas etapas são brevemente
descritas a seguir:

Na primeira etapa seleciona-se os elementos, tal escolha está ligada à tipologia da estrutura e da
precisão buscada na análise. Enquanto a segunda etapa baseia-se na discretização da estrutura
em elementos finitos cuja definição da topologia da malha como as coordenadas dos nós, as
propriedades dos materiais de cada elemento e as condições de contorno são feitas. Em seguida
temos a terceira etapa, entrada de dados, que consiste na leitura pelo computador dos dados
gerados na etapa de discretização.

Na quarta etapa ocorre o cálculo da matriz de rigidez K(e) de cada um dos elementos da malha.
A complexidade desse cálculo dependerá dos elementos utilizados. Enquanto na quinta etapa
calcula-se o vetor forças nodais equivalente F(e) para cada elemento. A complexidade desse
cálculo dependerá também dos elementos utilizados e das condições de contorno. Em seguida
temos a sexta etapa, na qual a solução do sistema de equação global é obtida, pois uma vez
calculada a matriz de rigidez e o vetor de forças nodais de cada elemento, é possível montar a
matriz e o vetor da equação de equilíbrio KU = F e obter por meio da solução dessa equação
os deslocamentos nodais U. Por fim, a sétima e última etapa calcula-se as deformações e as
tensões nos diferentes elementos a partir dos valores dos deslocamentos nodais e o resultados
são formatados para apresentação ao usuário.

2.2.2 - Validação dos resultados

Os resultados obtidos na análise de um problema físico raramente são exatos, porém se pode
atingir uma boa acurácia fazendo um uso adequado do MEF. Conforme Soriano (2009), essas
soluções precisam sempre ser interpretadas e validadas, com base no bom-senso,

9



conhecimento e experiência do usuário. Nesse contexto, torna-se necessário ressaltar alguns
aspectos importantes para validação de resultados.

Para uma análise adequada dos resultados é necessária especial atenção às fontes de erro,
evitando, com isso, que elas interfiram de forma decisiva na acurácia do resultado buscado.
Dessa forma as principais fontes de erro são denominadas de erros de dados, de discretização e
de aproximação. Os erros de dados são aqueles cometidos pelos usuários ao inserir os dados
no programa, podendo ou não gerar a impossibilidade de processamento da análise. Enquanto
os erros de discretização são intrínsecos ao MEF, uma vez que divisão do domínio em
elementos finitos pode não ser exata em relação a geometria original. E por fim, os erros
devidas à aproximação, inerentes à formulação dos elementos finitos e à necessidade do
arredondamento ou do truncamento dos números reais na resolução dos sistemas de equações.

A validação dos resultados numéricos deve continuar pela comparação da magnitude das
respostas com as dos modelos experimentais e/ou com estruturas semelhantes já analisadas
analiticamente. Desse modo, caso se verifique a coerência entre os resultados, confirma-se a
capacidade do modelo simular o fenômeno. Caso contrário, alterações no modelo ou mesmo
sua troca devem ser feitas buscando melhor adequação ao fenômeno.

Recomenda-se, ainda, a verificação da convergência dos modelos por meio de refinamentos do
tipo h e p. O refinamento h ocorre quando a ordem polinomial das funções de interpolação dos
elementos permanece constante, enquanto o tamanho dos mesmos é modificado em função de
uma estimativa de erro calculado localmente. Enquanto o refinamento p busca aumentar
sucessivamente a ordem polinomial das funções de interpolação em cada elemento, mantendo
a topologia da malha inalterada, até que atinja um nível aceitável de erro local.

2.3 - COMPORTAMENTO DO CONCRETO

O entendimento dos fenômenos físicos que definem o comportamento dos materiais é essencial
para criação e compreensão dos modelos constitutivos. Nesse sentido, faz-se necessária uma
breve abordagem sobre os fenômenos físicos associados ao comportamento do concreto.

2.3.1 - Comportamento do concreto à compressão

Conforme MacGregor e Wight (2009), embora o concreto seja composto essencialmente de
materiais frágeis que possuem um regime elástico, sua curva de tensão-deformação é não linear
e ligeiramente dúctil. Isto se deve ao desenvolvimento de microfissuras no seu interior e à
redistribuição de tensões. Ainda de acordo com MacGregor e Wight (2009), há quatro fases
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principais no desenvolvimento de microfissuras e ruptura do concreto quando está sujeito a
uma carga de compressão uniaxial.

1. A retração da pasta de cimento, durante a hidratação e secagem é contida pela não
retração do agregado. Como resultado, as tensões de tração levam ao surgimento de
fissuras de aderência (fissuras que ocorrem na interface pasta-agregado) e que se
desenvolvem mesmo antes do carregamento do concreto. Essas fissuras têm pequeno
efeito na integridade do concreto quando carregado a baixas tensões. Como resultado a
curva tensão-deformação permanece linear até quando o corpo de prova é submetido a
tensões de 30% da resistência à compressão do concreto (fck), como visto na Figura 2.2.

2. Novas fissuras de aderência surgem quando o concreto é submetido a carga de curta
duração entre 30 e 40% da resistência à compressão (fck). Essas fissuras são estáveis,
ou seja, só se propagam com o aumento do carregamento. Devido à formação dessas
novas fissuras haverá uma redistribuição do carregamento para interfaces não fissuradas
provocando com isso uma gradual inclinação da curva tensão-deformação para cargas
acima de 40% da resistência à compressão (Figura 2.2).

3. Quando o concreto é carregado com carga de curta duração entre 50 e 60% da resistência
à compressão, ocorre o surgimento de fissuras na argamassa que se propagam de forma
estável. Essas fissuras se desenvolvem paralelas à direção do carregamento.

4. Ao submeter o concreto a carga de curta duração entre 75 e 80% do fck (carga crítica) há
a propagação de fissuras instáveis na argamassa. Como resultado, existem menos porções
íntegras do concreto para receber e transportar a carga, tornando ainda mais não linear a
curva tensão-deformação (Figura 2.2).
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Figura 2.2 – Curva tensão-deformação para o concreto submetido à compressão uniaxial.
Modificado de MacGregor e Wight (2009).

11



Por outro lado, o carregamento biaxial ocorre quando o concreto é carregado em duas direções
mutuamente perpendiculares com nenhuma tensão ou restrição de deformação na terceira
direção. Nesse caso, a resistência e o módulo de ruptura do concreto variam como uma função
das combinações de tensões, como se pode observar na Figura 2.3. Nessa figura a linha em
forma de pera delimita a região na qual a combinação de tensões biaxiais σ1 e σ2 causam a
ruptura do concreto. Isso significa que qualquer combinação de tensões biaxiais que estiver
dentro dessa superfície não provocará a ruptura do concreto, entretanto, caso as combinações
de tensões estiverem em cima ou fora do limite delimitado pela linha em forma de pera
ocorrerá a ruptura do concreto.

Já, quando o concreto é submetido a compressões triaxiais, o modo de ruptura envolve fraturas
de tração paralelas à tensão de compressão máxima ou um modo cisalhante de ruptura. A
resistência e ductilidade do concreto sujeito a compressão triaxial excedem aquelas de quando
ele está sujeito à compressão uniaxial, como visto na Figura 2.4. Essa figura apresenta as
curvas de tensão-deformação longitudinal para cilindros sujeitos a pressão lateral constante
σ2 = σ3, enquanto a tensão longitudinal σ1 aumenta até a ruptura.

2.3.2 - Comportamento do concreto à tração

Conforme Kumar e Barai (2011), a compreensão do comportamento do concreto submetido à
tração é indispensável na análise da fratura, uma vez que o material nas proximidades da ponta
da trinca experimenta este tipo de solicitação. Na Figura 2.5, pode-se visualizar o diagrama de
tensão-deslocamento do concreto submetido à tração direta.

Através desse ensaio verificou-se que o concreto apresenta uma não linearidade antes de atingir
a carga de pico. Assim, a Figura 2.5 pode ser explicada por meio de três pontos importantes
A, B e C que correspondem, respectivamente, a cerca de 30%, 80% e 100% da carga de
pico. A propagação de microfissuras e vazios internos, entre a origem e o ponto A da curva,
são insignificantes. Entre os pontos A e B ocorre a propagação de microfissuras isoladas e
distribuídas de forma aleatória no volume da amostra. Nessa região, o esforço de tração é
uniformemente distribuído na direção do carregamento ao longo do comprimento da amostra.
Já, entre os pontos B e C, as microfissuras começam a concentrar-se em macro fissuras e a
tensão de tração não mais se distribui uniformemente ao longo da amostra.

Até a carga de pico (ponto C), ocorre o crescimento estável da fissura, ou seja, a fissura propaga-
se apenas quando há incremento de carga. Ao atingir tal carga, os danos localizados começam
a formar uma banda chamada zona de fratura, região na qual a tensão de tração aumenta
continuamente, enquanto o material fora dessa zona inicia a descarga. Portanto, a relação de
tensão-deslocamento para a zona de fratura é obtida subtraindo o deslocamento elástico do
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Figura 2.3 – Resistência e modos de falha para o concreto submetido às tensões biaxiais.
Modificado de MacGregor e Wight (2009).
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Figura 2.5 – Curva típica de tensão-deslocamento do concreto. Modificado de Kumar e Barai
(2011).

deslocamento total, como pode ser visto na amostra de concreto, com comprimento inicial L,
submetido à tração na Figura 2.6.
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ΔL
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ε0L (Deslocamento elástico)

(Deslocamento plástico)

(Deslocamento total)

Figura 2.6 – Localização da deformação em um espécime de concreto submetido a um teste de
tração direta. Modificado de Kumar e Barai (2011).

Portanto, o comportamento do concreto submetido à tração pode ser descrito por duas curvas
características: a curva de tensão-deformação até o pico da carga e a curva de
tensão-deslocamento após o pico como mostrado pelo modelo simples da Figura 2.7.
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Figura 2.7 – (a) Relação linear da tensão-deformação do concreto fora da zona de fratura; (b)
relação linear da tensão-deslocamento na zona de fratura. Modificado de Kumar e Barai

(2011).

Após a carga máxima ser atingida, o alongamento do espécime ∆L é escrito como:

∆L = ε0L+W (2.19)

onde ε0 é a deformação uniforme do material fora da zona de fratura e W é a largura da zona
de fratura. A deformação média, εm, é expressa como:

εm =
∆L

L
= ε0 +

W

L
(2.20)

É evidente, a partir da Eq. 2.20, que após a carga máxima, a deformação média depende do
comprimento da amostra, portanto a curva de tensão-deformação não é uma característica do
material. Este fenômeno é denominado como o efeito localizado de deformação.

2.4 - APLICAÇÃO DE ELEMENTOS FINITOS EM CONCRETO

A literatura de elementos finitos oferece uma gama de modelos constitutivos para simular o
concreto. Tendo em vista isso, discute-se, brevemente, a seguir os principais modelos
empregados e suas características.
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2.4.1 - Modelos constitutivos para o concreto

O desempenho e a qualidade da análise em elementos finitos dependem dos componentes
básicos: modelo constitutivo, discretização em elemento finito e técnica de solução. Destes
componentes, o modelo constitutivo é o mais importante, uma vez que determina a capacidade
de análise, ao modelar as propriedades específicas das estruturas de concreto (Cervenka et al.,
1992). Na modelagem do concreto estes podem ser divididos em: modelos do dano, modelos
de trinca, modelos elásticos e modelos elasto-plásticos.

Os modelos do dano, conforme Krajcinovic e Mier (2000), baseiam-se na mecânica do dano,
que é um campo de investigação sobre o efeito da presença e evolução de grande número de
microfissuras distribuídas aleatoriamente, de formas irregulares e aleatórias em tamanhos e
orientações na resposta e falha do material. O modelo inicial da mecânica do dano postulou
que a perda de rigidez e integridade atribuída às microfissuras podem ser medidas por um
parâmetro de dano determinista, macroscópico. Sendo que um corolário desse postulado é que
a mudança de resposta macroscópica produzida por uma evolução estocástica de dano é tanto
determinista como gradual.

Por outro lado, os modelos de trinca buscam representar as descontinuidades presentes no
campo de deslocamento devidas à fissuração do concreto. Representar tais descontinuidades é
de suma importância para a adequada representação do concreto, pois alteram de forma
drástica o comportamento mecânico desse material. As duas abordagens mais usualmente
utilizadas para tal representação são as das fissuras discretas e das fissuras distribuídas. Sendo
a abordagem das fissuras discretas mais adequada para representar fissuras dominantes,
enquanto a abordagem de fissuras distribuídas representa melhor as fissuras finamente
espaçadas.

Já os modelos elásticos, segundo Kwak e Fillippou (1990), simulam o fenômeno do
aparecimento de deformações imediatas e reversíveis. É possível através do modelo elástico
linear por partes, ou seja, com módulos variáveis simular a resposta não linear do concreto.
Este modelo é computacionalmente simples e particularmente bem adaptado para os cálculos
de elementos finitos. Apesar de simular satisfatoriamente o comportamento do concreto em
varias condições, esse modelo perde a acurácia quando o concreto é submetido a elevadas
tensões, perto da sua resistência à compressão, sendo também incapaz de modelar o
amolecimento (softening behavior) do mesmo.

Finalmente, os modelos elasto-plásticos, de acordo com Cervenka et al. (1992), são uma
extensão da teoria da elasticidade e tem como objetivo a análise de tensões e deformações no
regime elástico e elasto-plástico. Essa teoria modela bem as deformações não recuperáveis,
sendo assim, adequada à modelagem de materiais dúcteis como os metais, mas inadequado
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para materiais frágeis. Porém o modelo elasto-plástico de endurecimento pode modelar o
comportamento não linear do concreto à compressão, exceto na fase da fissuração. Nesse
sentido, a aplicação dos modelos de plasticidade em estruturas de concreto restringe-se à
compressão pré-pico. No entanto, a sua capacidade de análise pode ser ampliada ao
associar-se, a essa teoria, o modelo de trinca. Desse modo, são introduzidos os conceitos de
mecânica da fratura e a teoria do dano para se obter melhores resultados no comportamento
pós-pico.

2.4.2 - Modelos para simular fissuras

A perda de integridade do concreto devido à fissuração é também um tema essencial para a sua
modelagem, já que altera significativamente as suas propriedades. Ao mesmo tempo, a
fissuração é um tópico de difícil abordagem pelo método dos elementos finitos na medida em
que gera descontinuidade no campo de deslocamentos. Na literatura, referente a elementos
finitos, é possível identificar duas vertentes principais utilizadas na modelagem das fissuras em
estruturas de concreto: a dos modelos de fissuras discretas (discrete crack model) e a dos
modelos de fissuras distribuídas (smeared crack model).

Na representação da forma discreta, conforme Kwak e Fillippou (1990), as fissuras são
modeladas como descontinuidades dos deslocamentos entre os elementos finitos, através da
separação dos pontos nodais da malha, como se pode observar na Figura 2.8 a. Esse método
provoca o aumento do número de nós e, consequentemente, dos graus de liberdades. Em
virtude disso, há o aumento do esforço computacional para o cálculo da matriz de rigidez
global da estrutura. Além disso, esse modelo limita a abertura de fissuras às interfaces dos
elementos, o que gera uma restrição em sua propagação. Essas desvantagens limitaram, por
muito tempo, a aplicação desse modelo a problemas que envolvessem fissuras dominantes;
porém com o aumento do poder de processamento dos computadores tanto o problema do
custo computacional como do refinamento da malha puderam ser contornados. Em virtude
disso, cada vez mais pesquisadores utilizam essa abordagem, como Xu (2016), Zivaljic et al.
(2014), Segura e Carol (2010), Lens et al. (2009), Unger e Konke (2006) e Munjiza et al.
(1999).

Por outro lado, na representação do modelo de trinca distribuída, ainda de acordo com Kwak e
Fillippou (1990), uma faixa de fissuras em paralelo é formada em todo o volume do elemento
em questão, finamente espaçadas e perpendiculares à tensão principal, como se pode verificar
na Figura 2.8 b. Nesse modelo, as fissuras são avaliadas a nível do modelo constitutivo. Sendo
que o concreto fissurado é representado como um material ortotrópico elástico com reduzido
módulo de elasticidade na direção normal ao plano de fissuração. Pelo fato de não haver adição
de novos graus de liberdade nesse método, o custo computacional é menor, se comparado com
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o método anteriormente apresentado. No entanto, esse modelo tem capacidade limitada para
modelar descontinuidades nítidas, funcionando melhor quando as fissuras encontram-se
espalhadas pelo material, como em aplicações em concreto armado.

Nó do concreto

Elemento

Fissura

(b) Fissura distribuída

Nó do concreto

Elemento

Fissura

(a) Fissura discreta

Figura 2.8 – Representação dos modelos de fissuras (a) discretas e (b) distribuídas. Modificado
Kwak e Fillippou (1990).

Os dois modelos, apesar de possuírem abordagens diferentes, podem representar o mesmo
comportamento estrutural global caso a energia de deformação liberada pela diminuição da
rigidez produzidas pelo modelo de fissura distribuída for igual à energia de deformação
liberada pela abertura de fissuras discretas.

2.5 - ELEMENTOS DE JUNTA/INTERFACE

Os elementos de junta são elementos finitos, geralmente de espessura nula ou muito pequena
(Figura 2.9 a), utilizados para descrever o comportamento de descontinuidades entre um ou
mais materiais. Estes elementos permitem quantificar as tensões cisalhantes (τy e τz) e normal
(σx), bem como os deslocamentos nas três direções (Figura 2.9 c). Pode-se, ainda, utilizar essa
capacidade para simular o comportamento das fissuras pela separação das bordas dos
elementos finitos como se pode observar na Figura 2.9 b.

σx

τz

τy

Elemento 1
Elemento 1

Elemento 2
Elemento 2

Elemento
de junta

Elemento
de junta

a) Posição indeslocada b) Posição deslocada c) Tensões no elemento de junta

1

4

2

5

3

6

1

4

2

5

3

6

Figura 2.9 – Simulação da abertura de fissura por meio de elementos de junta.

Na prática, há uma variedade de estruturas com descontinuidades cuja idealização da aderência
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perfeita entre as superfícies de contato é questionável, como é o caso da aderência entre o aço
e o concreto. Nesses casos, as descontinuidades desempenham um papel importante no
comportamento mecânico do sistema, podendo atuar como um precursor de uma falha
(Tzamtzis, 1998). Desta forma, a apropriada identificação da natureza do contato e o uso de
elementos de interface em simulações numéricas permitem a obtenção de resultados mais
acurados.

Um dos primeiros estudos sobre o comportamento das interfaces em concreto armado,
segundo Zeevaert (1980), foi realizado por Ngo e Scordelis (1967) e surgiu pela necessidade
de investigar, através de elementos finitos, a tensão de aderência entre as barras de aço e o
concreto. Nesse estudo a interface entre os dois materiais foi representada por um conjunto de
duas molas ortogonais lineares sem dimensão física, de modo que uma mola representava a
rigidez tangencial e a outra representava a rigidez normal.

Conforme Li e Kaliakin (1993), no estudo desenvolvido por Goodman et al. (1968), os autores
introduziram um novo modelo para a representação da mecânica das rochas articuladas por
meio de um elemento de interface retangular, sem espessura, constituído por quatro nós e oito
graus de liberdade. Nesse estudo, os pesquisadores foram capazes de relacionar as tensões com
os deslocamentos relativos que ocorrem entre os elementos de ambos os lados da interface
através da atribuição da rigidez tangencial e normal ao elemento de junta. Em vista da sua
simplicidade, esse modelo tornou-se bastante popular entre os usuários do MEF.

Ainda de acordo com Li e Kaliakin (1993), outra importante abordagem para modelagem de
interfaces foi desenvolvida por Herrmann (1978). Embora mais difícil de implementar do que
o elemento da Goodman et al., essa abordagem apresenta vantagens numéricas devidas à
introdução de condições de restrição e consideração sobre os modos de comportamento da
interface. Assim, ao contrário do elemento de Goodman et al. que utilizou uma abordagem de
compatibilidade para modelar deslizamento, sendo sempre necessário informações sobre a
rigidez, a abordagem de Herrmann definiu três regimes comportamentais distintos: sem
deslizamento, com deslizamento e separação dos nós. Nessa abordagem o comportamento da
aderência é modelado por meio de molas fictícias (normal e tangente à interface) em cada um
dos dois pares de nós sobrepostos. Existem, portanto, quatro incógnitas globais para cada par
de nós ao longo da interface, sendo que estas incluem dois deslocamentos absolutos e os
deslocamentos relativos nas direções normais e tangenciais. Os deslocamentos relativos são
utilizados como incógnitas adicionais, a fim de evitar os problemas de arredondamento que,
potencialmente, podem ocorrer se os deslocamentos absolutos fossem usados em seu lugar.

Por fim, é importante destacar o elemento de junta desenvolvido por Desai et al. (1984).
Segundo Sharma e Desai (1992), essa abordagem busca modelar a interface por meio de um
elemento de junta de camada fina, ou seja, a interface é substituída por um elemento sólido e
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contínuo com pequena espessura. Esse modelo é capaz de representar de forma adequada o
comportamento das tensões cisalhantes, além de ser mais apropriado para representar situações
em que a interface é uma zona fina de transição entre as duas camadas de contato. Entretanto,
essa abordagem possui algumas desvantagens, como a falta de uma metodologia para a
determinação da espessura do elemento de junta, além de não prever adequadamente o
comportamento das tensões normais.

2.6 - MECÂNICA DA FRATURA

A mecânica da fratura é a área da mecânica responsável por estudar o comportamento e
propagação das trincas nos materiais, utilizando métodos analíticos da mecânica dos sólidos
para calcular as forças atuantes nas trincas e prever a resistência à fratura. Devido à
importância que as trincas desempenham no comportamento do concreto, a mecânica da
fratura é indispensável para o melhor entendimento desse material possibilitando a obtenção
dos insumos necessários para a criação dos modelos computacionais de simulação das fissuras.

2.6.1 - Mecânica da fratura elástico linear (MFEL)

Conforme Mindess et al. (2003), a mecânica da fratura elástica linear, ou MFEL, pode ser
definida como o estudo dos campos de tensão e deslocamento na região da ponta da fissura em
material predominantemente elástico, homogêneo e isotrópico, particularmente no início do
crescimento instável da fratura. Este conceito é aplicável para materiais frágeis cujo
comportamento inelástico é mínimo. A seguir, são apresentados conceitos da mecânica da
fratura clássica, requisitos indispensáveis para melhor compreensão dos conceitos que se
aplicam a um compósito como o concreto.

Modos de ruptura dos materiais

Os campos de tensão e deslocamento na ponta da trinca são dependentes dos esforços que
deram origem à fissura. Portanto, torna-se de suma importância entender e classificar os
diferentes modos de ruptura dos materiais. Basicamente, são três os modos de ruptura,
denominados de modo I, modo II e modo III. O esforço predominante na formação de fissuras
de modo I é a tensão normal σyy (Figura 2.10 a), enquanto que para fissuras de modo II, a
tensão cisalhante τyx é a predominante (Figura 2.10 b) e, por fim, as fissuras de modo III, que
possuem a tensão cisalhante τyz como a predominante (Figura 2.10 c).
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Figura 2.10 – Modos de fissuração: (a) modo I (ou modo de abertura), (b) modo II (ou modo
de deslizamento), (c) modo III (ou modo rasgado). Modificado de Kumar e Barai (2011).

Campos de tensão e deslocamento na ponta da trinca

Conforme Mindess et al. (2003), para melhor compreensão dos campos de tensão e
deslocamento na ponta da trinca, foi analisado uma fissura de modo I em uma placa idealizada
“infinita” de um material elástico com um furo elíptico, submetida à tração, como mostra a
Figura 2.11.
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σ
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Ponta da 
  fissura

θ

σy

σzσx

τyx

τzx
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τxz

τxy

(a) (b)

Figura 2.11 – (a) Placa idealizada infinita com um furo elíptico, submetida à tração, (b)
sistemas de coordenadas polares e componentes de tensão à frente de uma fissura (modo I de

deslocamento). Modificado de Mindess et al. (2003).
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Foram deduzidas, a partir da análise desse problema, as componentes de tensão.
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(2.21)

onde r e ν são, respectivamente, a distância do ponto onde se deseja obter as tensões em relação
à ponta da fissura e o coeficiente de Poisson, enquanto θ é a inclinação desse ponto em relação
ao eixo x e KI representa o fator de intensidade de tensão para o modo I de fissuração e pode
ser definido como:

KI = lim
r→0

√
2πr σy (r, θ = 0) (2.22)

Para o problema analisado a Eq. 2.22 se torna:

KI = σ
√
πa (2.23)

Por sua vez, as componentes do deslocamento na ponta da trinca para a condição plana de
tensão são dadas por:(
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Por meio das equações do campo de tensões perto da ponta de uma fissura “aguda” pode-
se deduzir que esse campo possui variação singular fundamental, ou seja, a tensão σyy perto
da ponta da fissura tende ao infinito e diminui em proporção à raiz quadrada da distância r
até a ponta da fissura, como pode ser visto na Figura 2.12. De forma similar à dedução das
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Figura 2.12 – Concentração de tensão em um furo elíptico, a = 3b. Modificado de Mindess
et al. (2003).
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formulações dos campos de tensão e deslocamento para fissuras no modo I, é possível deduzir
as formulações para uma fissura no modo II em uma placa idealizada infinita com um furo
elíptico submetida ao cisalhamento, como mostrado na Figura 2.13.

2a
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x

y

τ

τ

τ

τ

Figura 2.13 – Placa infinita com um furo elíptico submetido à cisalhamento. Modificado de
Bazant e Planas (1998).

As componentes do deslocamento na ponta da trinca para a condição de cisalhamento são dadas
por:  σx

σy

τxy

 =


− KII√

2πr
sen θ

2

(
2 + cos θ

2
cos3θ

2

)
KII√
2πr

sen θ
2
cos θ

2
cos3θ

2
KII√
2πr

(
1− sen θ

2
sen3θ

2

)
 (2.25)

cujo fator de intensidade de tensão KII , para o modo II de fissuração, é dado por:

KII = τ
√
πa (2.26)

Os fatores de intensidade de tensão podem servir como um critério de fratura, uma vez que uma
fissura propaga-se sempre que KI (ou KII) for igual a um valor de limite, ou seja,

KI = KIc; KII = KIIc (2.27)

onde KIc e KIIc são os fatores críticos de intensidade de tensão para modo I e modo II,
respectivamente. Os valores KIc e KIIc levam em consideração as propriedades do material
com base na MFEL.

Conforme Kumar e Barai (2011), os campos de tensão e deslocamento nas proximidades da
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ponta da fenda são controlados pelo fator de intensidade de tensão. Esse parâmetro define a
amplitude da singularidade na ponta fissura, ou seja, o campo de tensões na vizinhança da
ponta da fenda aumenta proporcionalmente ao fator de intensidade de tensão. Quando um
componente estrutural é submetido à tração ou flexão, o campo de tensões desenvolvido nas
proximidades da ponta da fissura, sob condições elásticas, mostra uma singularidade seguida
de uma relação inversa a raiz quadrada da distância da ponta da fenda, como pode ser visto na
Figura 2.12. Portanto os conceitos da mecânica da fratura elástica linear podem ser
razoavelmente caracterizados usando esse único parâmetro.

2.6.2 - Mecânica da fratura não linear

A MFEL descreve bem as fissuras em materiais que apresentam comportamento
predominantemente elástico linear, cuja zona não linear da fratura é muito pequena.
Entretanto, não se aplica para materiais quase frágeis como o concreto. Em virtude disso,
surgiu a necessidade de ampliar os conceitos da MFEL por meio da mecânica da fratura não
linear com o objetivo de descreve a fratura em materiais não lineares. Em seguida, são
apresentados conceitos importantes para a compreensão da mecânica da fratura não linear.

Zona de processo de fratura

À frente da fissura existe uma zona de dano que é conhecida como zona de processo de fratura
(ZPF). De acordo com Kumar e Barai (2011), a ZPF possui capacidade de transferência de
tensão que tende a fechar as faces da fissura. Essa capacidade diminui à medida que aumenta
a distância entre as faces da fenda, como mostrado na Figura 2.14. Muitos mecanismos de
micro falhas como a matriz de microfissuras, a descolagem das interfaces da matriz cimentícia
e ramificação das fissuras são responsáveis pelo consumo de energia durante a propagação da
fissura, assim como pela transferência de tensão na ZPF.

     Inter-
travamento

Micro-
fissura Material intacto

Abertura, w

Tensão de
 aderência 
    σ(w) 

Sem tração Inelástico (ZPF) Elástico

ZPF

Macro-
fissura

(a)

(b)

Figura 2.14 – (a) Zona de processo de fratura no concreto e (b) Distribuição da tensão coesiva
na ZPF.
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Comportamento dos materiais à fratura

Conforme Kumar e Barai (2011), a diferença básica entre os princípios da mecânica da fratura
aplicados a diferentes tipos de materiais é apresentada na Figura 2.15. O domínio não linear, à
frente da ponta da fenda é composta pela zona de processo de fratura e pela zona plástica de
endurecimento. A mecânica da fratura elástico linear é aplicada a materiais frágeis cujo
domínio não linear é muito pequena, como pode ser observado na Figura 2.15 a. Enquanto que
para materiais dúcteis o comportamento não linear é representado por uma grande zona de
endurecimento plástico e uma pequena ZPF, como visto na Figura 2.15 b . Por fim, o terceiro
caso (Figura 2.15 c) é aplicável a materiais quase-frágeis, como os cimentícios, que possuem
uma grande zona de fratura e uma pequena zona de endurecimento plástico.

(a) Elástico linear (b) Plástico não linear (c) Quase frágil não linear

Zona plástica de 
 enudrecimento

Zona de processo
       de fratura 

Zona de processo
       de fratura 

Zona de processo
       de fratura 

Zona plástica de 
 enudrecimento

Zona plástica de 
 enudrecimento

Figura 2.15 – Tipos de zonas não lineares em diferentes tipos de materiais. Modificado de
Kumar e Barai (2011).

Ainda de acordo com Kumar e Barai (2011), a outra forma de representar o comportamento
não linear dos três diferentes tipos de materiais sujeitos à tração uniaxial é por meio das
relações de tensão-deslocamento (Figura 2.16). Para um material frágil ideal, a curva de
tensão-deformação é linearmente elástica até a tensão máxima, em que uma falha inicial
catastrófica se propaga, levando a estrutura ao colapso. Uma curva típica tensão-alongamento
para um material elástico e frágil ideal na qual a mecânica da fratura elástica linear é válida é
mostrada na Figura 2.16 a. Enquanto que a curva tensão-deslocamento dos materiais dúcteis,
mostrado na Figura 2.16 b, é caracterizada por um patamar de escoamento pronunciado,
ocasionando, com isso, o comportamento não linear da amostra, que começa muito antes do
início da fissuração localizada. Por fim, para um material quase frágil como concreto, uma não
linearidade existe antes da tensão máxima (Figura 2.16 c). Em algum momento antes da tensão
de pico, microfissuras começam a localizar-se em uma macro fissura que se propaga
criticamente na tensão de pico. Sob teste de deslocamento controlado, observa-se que o
deslocamento durante a fase de pós-pico consiste na abertura da fissura principal acompanhada

25



de descarga do resto da amostra.

Localização da fissura

Não linear

ΔL

 σ 
Localização da fissura

Não linear
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Localização da fissura

Não linear

ΔL

 σ 

(a) Elástico linear (b) Plástico não linear (c) Quase frágil não linear

Figura 2.16 – Curvas de tensão-delocamento para materiais submetido à tração uniaxial.
Modificado de Kumar e Barai (2011).

Mecânica da fratura não linear para fratura de modo I em materiais quase frágeis

Segundo Bazant e Planas (1998), para modelar o comportamento dos materiais quase frágeis
usando a mecânica da fratura, presume-se que uma fissura inicial começa a se propagar de
forma estável e proporcional à tensão até atingir um pico equivalente ao limite da resistência à
tração do material, ft. Quando uma fenda se estende no concreto, novas superfícies da fissura
são formadas ao longo do caminho da ponta da fenda inicial. Tais superfícies podem estar em
contato e são tortuosas por natureza. Isto conduz ao mecanismo de endurecimento na zona
de processo de fratura (ZPF). Desde que as superfícies recém-formada da fissura estejam em
contato, elas podem continuar a suportar parte das tensões normais que se caracterizam por uma
relação tensão-separação do material.

A distribuição do esforço de tração nas superfícies da fissura recém-formada varia de acordo
com a definição da zona de processo de fratura à frente da ponta da fenda inicial. Se a ZPF não
inclui o efeito de microfissuras à frente da ponta da fenda, a tensão normal de tração
gradualmente aumenta a partir da ponta inicial da fissura e atinge a resistência à tração do
concreto, ft, no final da zona de processo de fratura (Figura 2.17 a). Enquanto que se a ZPF
inclui o efeito de microfissuras à frente da ponta da fenda (Figura 2.17 b), a tensão normal de
tração gradualmente aumenta a partir da ponta da fenda inicial até atingir seu valor máximo,
ft, e logo em seguida a tensão normal cai para o limite fy no final da zona de processo de
fratura. Sendo que fy representa o limite da tensão necessária para iniciar a formação de
microfissuras no material. Note-se que a resistência à tração do concreto, ft, abordada aqui é
diferente da encontrada em ensaios convencionais à tração do mesmo, ft′ . Uma vez que a
primeira é considerada um parâmetro de fratura do material, enquanto que a última depende
não só do material, mas, também, do tamanho e da geometria da amostra testada e do
procedimento de teste do corpo de prova.
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Figura 2.17 – Esboço da fissura no concreto e da zona de processo de fratura: (a) tensão na
ZPF não inclui o efeito das microfissuras na ponta da fissura, e (b) tensão na ZPF inclui o

efeito das microfissuras na ponta da fissura. Modificado de Bazant e Planas (1998).

Os conceitos da mecânica da fratura elástico linear não se aplicam ao concreto, uma vez que
não são capazes de descrever de forma adequada a fratura desse material. Isso se deve ao fato
de existir uma considerável zona de processo de fratura. Outras dificuldades para o uso da
mecânica da fratura para descrever falha no concreto incluem o caminho da fissura que, nesse
material, é tortuoso e de difícil determinação da ponta da fenda. Isso ocorre devido ao engate
provocado pelos agregados e pela variação da zona de processo de fratura ao longo da direção
da espessura.

De acordo com Bazant e Planas (1998), uma descrição mais acurada da fratura do concreto
deve incluir o seu caminho tortuoso, os aspectos tridimensionais do perfil da fissura e a resposta
inelástica do material dentro da zona de processo de fratura. Para aplicar os conceitos da
mecânica da fratura à falha do concreto, modelos atualmente disponíveis tentam simular o modo
I de fratura do concreto com uma linha efetiva da fissura. A variação da zona de processo de
fratura ao longo da espessura da peça é usualmente negligenciada. A resposta inelástica da
fenda, devida à presença da ZPF, pode então ser representada pela tensão coesiva que age sobre
as suas faces.

Uma fissura quase frágil é mostrada na Figura 2.18, cuja fenda inicial e a zona de processo de
fratura associada são apresentadas por uma fenda com comprimento "a". Os mecanismos de
endurecimento na zona de processo da fratura são modelados por uma tensão coesiva agindo
sobre a superfície da fissura. A tensão coesiva, σ(w), é uma função decrescente da separação
da fenda w. O valor da tensão coesiva é igual à resistência a tração do material ft para w = 0

na ponta da fissura (final da zona de processo de fratura). Isso implica que as microfissuras à
frente da ponta da fenda não estão incluídas na zona de processo de fratura, o que é razoável
se o tamanho da zona de processo de fratura na ponta da fenda for pequeno se comparado ao
tamanho da trajetória da fissura.
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Figura 2.18 – Esboço da fissura no concreto e da zona de processo de fratura: Modelagem da
fissura em materiais quase frágeis: (a) fissura coesiva com as superfícies da fenda em contato
(wt < wc), e (b) fissura coesiva com separação parcial das superfícies da fenda (wt > wc).

Modificado de Bazant e Planas (1998).

Conforme Bazant e Planas (1998), quando uma estrutura de concreto com uma fissura quase
frágil é submetida ao carregamento, a aplicação de carga resulta em uma taxa de liberação
de energia, Gq, na ponta da fissura, cujo índice q significa material quase frágil. A taxa de
liberação de energia pode ser dividida em duas parcelas: taxa de energia consumida durante o
fraturamento do material na criação de duas superfícies, GIc, que é equivalente à energia de
superfície do material e a taxa de energia para superar a tensão coesiva σ(w) na separação das
superfícies, Gσ. Como resultado, a taxa de liberação de energia para o modo I de uma fissura
quase frágil, Gq, pode ser expressa como:

Gq = GIc +Gσ (2.28)

O valor doGIc pode ser avaliado com base nos conceitos da MFEL e chama-se taxa de liberação
de energia crítica. Considerando que Gσ é igual ao trabalho realizado pela tensão coesiva sobre
uma unidade de comprimento da fissura para uma estrutura com uma unidade de espessura, o
seu valor pode ser calculado como:

Gσ =
1

∆a

∫ ∆a

0

∫ w

0

σ(w) dx dw =
1

∆a

∫ ∆a

0

dx

∫ w

0

σ(w) dw =

∫ wt

0

σ(w) dw (2.29)

onde σ(w) é a tensão coesiva normal e wt é o deslocamento da separação da fenda na ponta
inicial da fissura, conforme mostrado na Figura 2.18 a. Como dx é retirado da integral em
relação a w (Eq. 2.29) implica que o perfil (forma) do deslocamento da abertura da fenda, w,
não varia significativamente com a mudança de comprimento da fissura. É importante ressaltar
que a Eq. 2.29 somente é válida se o material na ponta inicial da fissura ainda mantém contato.
Caso a separação da fenda seja grande o suficiente, para que uma parte da recém-formada
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superfície da fratura esteja separada (wt > wc como mostrado na Fig. 2.18 b), o limite superior
da integralw, na Eq. 2.29 deve ser substituído pelowc, em quewc é a separação crítica da fissura
correspondente a σ(wc) = 0. Substituindo a Eq. 2.29 na Eq. 2.28 conduz a seguinte equação:

Gq = GIc +

∫ wt

0

σ(w) dw (2.30)

A Eq. 2.30 é uma condição de equilíbrio energético para a propagação de uma fissura quase
frágil no modo I, ou seja, esta equação indica que para o fraturamento quase frágil, a taxa de
liberação de energia devido à carga aplicada Gq é equilibrada pelos dois mecanismos de
dissipação de energia de fratura (GIc e Gσ).

Embora a propagação de uma fissura quase frágil possa ser descrita pela Eq. 2.30, utilizou-se
uma aproximação usando apenas uma das duas parcelas dos mecanismos de dissipação de
energia. Tendo em vista isso, o mecanismo de Griffith-Irwin assume que σ(w) = 0, enquanto o
mecanismo de Dugdale-Barenblatt assume que GIc = 0. Com base nos diferentes mecanismos
de dissipação de energia utilizados, modelos de mecânica da fratura não linear para materiais
quase frágeis podem ser classificados como abordagem de fissuração fictícia (mecanismo de
Dugdale-Barenblatt) ou como uma abordagem de fissuração elástico equivalente (o
mecanismo de Griffith-Irwin).

Modelo de fissuração fictícia ou modelo de fissuração coesiva

A abordagem de fissuração fictícia pressupõe que a energia necessária para criar novas
superfícies é pequena se comparado com a energia necessária para separá-las e por esse motivo
desconsidera a parcela da taxa de liberação de energia crítica, GIc. Essa abordagem é ilustrada
na Figura 2.19, onde as superfícies recém-formadas da fissura e a correspondente zona de
processo de fratura são simuladas por meio de uma zona coesiva, localizada na parte da frente
da ponta da fenda inicial. Como resultado, a dissipação da energia para a propagação da fissura
pode ser completamente caracterizada pela relação tensão-deslocamento. Desde que toda a
energia produzida pela carga aplicada seja completamente equilibrada pela tensão coesiva,
neste caso a Eq. 2.30 é reduzida para (com GIc = 0):

Gq =

∫ wt

0

σ(w) dw (2.31)

A Eq. 2.31 é válida para estruturas com unidade de espessura constante. Deve-se observar que
o limite superior integral wt, na Eq. 2.31 deve ser substituído pelo wc quando wt > wc, que
pode ocorrer após o pico de carga. Presume-se que para a fissura fictícia iniciar e propagar seja
necessário que a tensão de tração principal atinja a resistência à tração do material, ft.
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Figura 2.19 – Modelo de fissuração fictícia para um material quase frágil no modo I.
Modificado de Bazant e Planas (1998).

Modelo de fissuração fictícia proposto por Hillerborg

De acordo com Bazant e Planas (1998), o modelo fictício de fissuração para o concreto foi
proposto por Hillerborg. Para tanto, esse pesquisador estudou uma curva típica de tensão-
alongamento para uma placa de concreto submetida à tração uniaxial, como visto na Figura 2.20
a. O alongamento da placa foi medido por dois extensômetros A e B. O extensômetro A mediu o
alongamento, incluindo a seção fissurada, enquanto o extensômetro B mediu o alongamento fora
da seção fissurada. Até a amostra atingir a carga máxima os resultados dos dois extensômetros
foram iguais, pois não há deformação localizada neste intervalo. Após atingir a carga de pico,
o alongamento no local do extensômetro A continua a aumentar devido à abertura da fissura,
enquanto que no local do extensômetro B ocorre redução do alongamento devido à descarga
ocasionada pela deformação localizada. Foi então proposto que a resposta pré-pico à tração
do concreto pudesse ser descrita por uma curva de tensão-deformação, conforme mostrado na
Figura 2.20 b e que o comportamento pós-pico à tração do concreto (amolecimento) pudesse
ser caracterizado por uma curva tensão-deslocamento, como mostrado na Figura 2.20 c.

Fissura
Extensômetro
         A
Extensômetro
         B

σ

σ

Tensão, σ

Alongamento

ft

w

Extensômetro 
          A

Extensômetro
          B

Extensômetros
        A e B

(a)

Tensão, σ

Deformação, ε = Δ/r

(b)

Extensômetro  B 
r é a variação do extensômetro

Tensão, σ

ft

GF
wc

Extensômetro
        A

Abertura da fissura, w

(c)

Figura 2.20 – Princípios do modelo de fissura fictícia proposto por Hillerborg et al. (a) Curva
tensão-alongamento do concreto submetido à tração, (b) curva tensão-deformação para seção
do concreto não fissurada, e (c) curva tensão-alongamento para seção do concreto fissurado.

Modificado de Bazant e Planas (1998).
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A área sob a curva de tensão-deslocamento, σ(w), é denotado como GF e é dado por:

GF =

∫ wc

0

σ(w) dw (2.32)

onde wc é a separação crítica da fissura correspondente a σ(wc) = 0 e GF representa a energia
de fratura (energia absorvida por unidade de área da fissura) e é considerada como um
parâmetro de fratura do material.

A implementação do modelo fictício de fissuração requer o conhecimento da curva de
amolecimento tensão-deslocamento que é considerada uma propriedade do material e como tal
independente do tamanho e geometria estrutural. Tal curva pode ser determinada por meio dos
parâmetros de resistência à tração do material ft, da energia de fratura GF e da forma da curva
σ(w). Quando é dada a forma da curva de σ(w), a propriedade de fratura do material é
determinada pelos valores de ft e GF . Neste caso, é igualmente apropriado combinar ft e GF

em um comprimento característico:

lch =
EGF

f 2
t

(2.33)

onde E representa o módulo de Young do material. O comprimento característico lch representa
uma propriedade do material e é proporcional ao comprimento da zona de processo de fratura
baseado no modelo de fratura fictícia. O comprimento da zona de processo de fratura, em
completa separação da ponta da fenda inicial (wt = wc), no concreto, é da ordem de 0,3 lch
a 0,5 lch de acordo com este modelo.

2.6.3 - Funções de amolecimento do concreto

O modelo de fissuração coesiva necessita de uma curva de amolecimento tensão-deslocamento
σ(w) para quantificar o valor de dissipação de energia. A escolha da função σ(w) influencia a
previsão da resposta estrutural significativamente e o comportamento local da fratura, pois uma
vez que a fissura esteja aberta o deslocamento é particularmente sensível à forma da curva.
Muitas formas diferentes de curvas, incluindo funções tais como linear, bilinear, exponencial,
não-linear e quase exponencial estão disponíveis na literatura. Essas funções podem ser
matematicamente expressas como:

Função linear de amolecimento:

A função de amolecimento linear pode ser expresso como:

σ(w) = ft

(
1− w

wc

)
, para 0 ≤ w ≤ wc;

σ(w) = 0, para w ≥ wc

(2.34)
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e
wc =

2GF

ft
(2.35)

Função bilinear de amolecimento:

A função de amolecimento bilinear, conforme indicado na Figura 2.21, pode ser expresso como:
σ(w) = ft − (ft − σs)

w

ws
para 0 ≤ w ≤ ws;

σ(w) = σs
wc − w
wc − ws

para ws ≤ w ≤ wc;

σ(w) = o, para w ≥ wc

(2.36)

A área sob a curva de amolecimento é dado por:

GF =
αs + βs

2
ftwc (2.37)

Os valores dos coeficientes na forma adimensional são αs = σs/ft e βs = ws/wc, onde σs e
ws são, respectivamente, ordenadas e abcissas no ponto de mudança de inclinação da curva de
amolecimento bilinear (Figura 2.21).

Gf

GF

ft

wc w(0,0) ws

σ

wl

σs
(βswc, αsft)

Figura 2.21 – Generalização da função de amolecimento bilinear. Modificado de Kumar e
Barai (2011).

Petersson (1981) usou os valores de αs = 1/3 e βs = 2/9 e, portanto, a Eq. 2.37 pode ser
expressa como:

wc =
3.6GF

ft
(2.38)

Wittmann et al. (1988) encontrou os valores de αs = 1/4 e βs = 3/20 no diagrama bilinear
tensão-amolecimento para simular o comportamento da curva carregamento-deslocamento da
abertura da fissura do concreto. Neste caso, a Eq. 2.37 pode ser expressa pela seguinte relação:

wc =
5GF

ft
(2.39)
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O CEB/FIP Model Code 2010 (2013) introduziu várias relações empíricas para obter os
parâmetros da curva de amolecimento bilinear. De acordo com o código, os valores de wc e da
constante kd (constante utilizada para encontrar o valor de ws) dependem do tamanho máximo
do agregados, como mostrado na Tabela 2.1.

Tabela 2.1 – Parâmetros da curva de amaciamento bilinear.

da (mm) wc (mm) kd

8 0.12 4

16 0.15 6

32 0.25 10

Assim por exemplo, para o tamanho máximo do agregado 19 mm, os valores de wc e kd são
linearmente interpolados como wc = 0.1688 mm e kd = 6.75. O valor de αs = 0.15 é mantido
fixo, conforme prescrito no CEB/FIP Model Code 2010 (2013). Considerando que o valor de
βs para um determinado valor de GF (em N/m) pode ser obtido usando as relações empíricas
dadas no código:

ws =
GF − 22wc

(
GF

kd

)0.95

150
(
GF

kd

)0.95 mm, βs =
ws
wc

(2.40)

Por meio das Eqs. 2.37 e 2.40 obtém-se:

βs = 0.159, wc =
6.475GF

ft
(2.41)

A função bilinear de amolecimento para materiais quase-frágeis tem sido bastante empregada
na simulação da fissuração. O sucesso desse modelo se deve ao fato do mesmo ser
extremamente simples e representar bem cada estágio da fissura, alterando a rigidez do
material à medida que ocorre a transição de microfissuras para uma macrofissura, como mostra
a Figura 2.22. Além disso, os parâmetros de fratura, do qual o modelo depende, como energia
de fratura inicial (Gf ), energia de fratura total (GF ) e a resistência à tração (ft), são obtidos
experimentalmente por meio das amostras que se pretende simular. Isso implica que nenhum
ajuste adicional no modelo bilinear é necessário para determinar a curva resposta.

Função exponencial de amolecimento:

A função exponencial de amolecimento (Gopalaratnam e Shah, 1985) foi originalmente
proposta da seguinte forma:

σ(w) = ft exp(−kwλ) (2.42)

onde λ e k são valores constantes: λ = 1.01 e k = 0.063 e w em micrômetro (10−6 m).
Outra variante desse modelo foi proposta por Karihaloo (1995) e possui a seguinte relação
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Figura 2.22 – Idealização do modelo de zona coesiva em conjunto com a função bilinear de
amolecimento de acordo com Hillerborg et al. (1976).

exponencial:

σ(w) = ft exp

(
−µ w

wc

)
(2.43)

onde µ é uma constante do material cujo valor é µ = 4.6052 para σ = 0.01ft e w = wc, e wc é
calculado pela equação a seguir:

wc =
4.6517GF

ft
(2.44)

Função não linear de amolecimento:

A função não linear de amolecimento (Reinhardt et al., 1986) foi originalmente proposta da
seguinte forma:

σ(w) = ft

([
1 +

(
c1w

wc

)3
]
exp

(
−c2w

wc

)
− w

wc
(1 + c3

1) exp(−c2)

)
(2.45)

onde, c1, c2 e wc são as constantes do materiais. Para o concreto normal, os três parâmetros
na Eq. 2.45 são considerados como c1 = 3, c2 = 6.93 e wc = 160µm. A área sob a curva de
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amolecimento é dado por:

GF =
wc ft
c2

[
1 + 6

(
c1

c2

)3
]
− wc ft

[
1 + c3

1

(
1 +

3

c2

+
6

c2
2

+
6

c3
2

)]
exp(−c2)

c2

− wc ft
(

1 + c3
1

2

)
exp(−c2)

(2.46)

Desse modo, podemos calcular o valor de wc, por meio da Equação 2.46, usando os valores
acima de c1 e c2 e para um determinado valor de GF como:

wc =
5.136GF

ft
(2.47)

Função quase exponencial de amolecimento:

A função quase exponencial de amolecimento (Planas e Elices, 1990) caracteriza-se pela
seguinte expressão:

σ(w) = ft

[
(1 + c1) exp

(
−c2wft
GFC

− c1

)]
para 0 < w ≤ 5GFC/ft

σ(w) = 0 para 5GFC/ft ≤ w

c1 = 0.0082896 e c2 = 0.96020

(2.48)

onde c1 e c2 são as constantes do materiais.

2.7 - MÉTODOS DE SOLUÇÃO PARA PROBLEMAS ESTÁTICOS

Na mecânica dos sólidos há uma ampla gama de casos cujas não linearidades desempenham
um papel proeminente no comportamento mecânico do sistema (não linearidade geométrica,
não linearidade física, estabilidade, etc.). De acordo com Dipika (2011), nestes casos modelos
não lineares devem ser usados visando obter respostas mais adequadas ao comportamento dos
sistemas.

Conforme Wriggers (2008), existe um grande número algoritmos e procedimentos para
resolução de sistemas de equações não lineares. Os mais comuns aplicados dentro de métodos
de elementos finitos são o método de Newton-Raphson (Newton-Raphson methods), o método
do ponto fixo (fix-point methods), o método de quase-Newton (quasi-Newton methods),
relaxamento dinâmico (dynamical relaxation) e métodos de continuação ou de comprimento
de arco (continuation or arc-length methods). Devido ao emprego, neste trabalho, do modelo
não linear para simulação da fissura no concreto, utilizou-se o método de Newton-Raphson
para resolução dos sistemas de equações não lineares dos elementos finitos. Em virtude disso,
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este método será abordado mais detalhadamente.

2.7.1 - Método de Newton-Raphson

O método de Newton-Raphson baseai-se na aplicação do incremento de carga ou
deslocamento de forma iterativa, sendo que para cada iteração uma nova matriz de rigidez é
calculada. As forças internas resistidas pela estrutura podem ser calculadas pelos
deslocamentos acumulados, enquanto que as forças não equilibradas podem ser determinadas
como a diferença entre as foças externas aplicadas e as forças internas resistidas pela estrutura.
Quando a norma do vetor de forças não equilibradas for menor à tolerância especificada,
ocorre a convergência e presume-se que os deslocamentos e as forças obtidas são a solução
correta para um determinado nível de carga aplicado. Subsequentes soluções em níveis mais
elevados de carga são determinadas pelo mesmo procedimento, portanto, o caminho completo
do equilíbrio pode ser obtido.

Conforme Dipika (2011), para resolver problemas da mecânica dos sólidos definidos no
domínio Ω por meio da formulação do MEF (baseado na teoria de pequenos deslocamentos),
deve-se encontrar o vetor deslocamento U que satisfaça a seguinte equação:

∑[∫
Ω

BTσ(ε(U)) dΩ

]
− Fext = 0 (2.49)

onde B representa a matriz de deformação-deslocamento, enquanto σ representa o tensor de
tensão de Cauchy e por fim Fext representa o vetor de forças externas. A Eq. 2.49 pode ser
reescrita de forma mais compacta conforme a equação abaixo:

R(U) = Fext − Fint(U)︸ ︷︷ ︸
∆F

= 0 (2.50)

onde R(U) representa o vetor de forças residuais, enquanto Fint(U) representa o vetor de forças
internas. A Eq. 2.50 representa uma equação não linear em U de forma que para encontrar
a solução é necessário aplicar métodos numéricos. Caso o método de Newton-Raphson seja
empregado para a obtenção da solução desse sistema, o vetor deslocamento no passo n + 1 é
aproximado por meio:

Un+1 = Un −
(
∂R(U)n

∂U

)−1

R(U)n (2.51)

onde
(
∂R(U)n

∂U

)
é igual a

(
−∂Fint

∂U

)
e por sua vez,

(
∂Fint

∂U

)
representa a matriz de rigidez

Kn. Deste modo a Eq. 2.51 pode ser reescrita como:

Un+1 = Un + (Kn)−1 ∆Fn (2.52)
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A Eq. 2.52 pode ser reescrita como:

∆Fn = Kn ∆U (2.53)

A Eq. 2.53 representa um sistema de equações cuja solução pode ser obtida utilizando o
método de eliminação de Gauss. Essa equação é empregada, em problemas de elementos
finitos, para encontrar os deslocamentos desconhecidos, assim como as reações.
Posteriormente os deslocamentos são atualizados através da equação:

Un+1 = Un + ∆Un (2.54)

Em seguida, o incremento de forças no vetor de forças internas ocorre conforme a equação:

Fn+1
int = Fn

int + ∆Fn (2.55)

Posteriormente, calcula-se o vetor de forças residuais de acordo com a equação:

Rn+1 = Fext − Fn+1
int (2.56)

Por fim, verifica-se se a razão entre a norma do vetor de forças residuais e a norma do vetor de
forças internas é menor a tolerância definida pelo usuário do programa de elementos finitos.

||Rn+1||
||Fn+1

int ||
< TOL (2.57)

Caso a Eq. 2.57 seja verdadeira a análise segue para próximo incremento de carga, caso
contrário repete-se esse procedimento até que essa razão fique menor que a tolerância. O
método descrito pode ser representado graficamente pela Figura 2.23, onde é possível
visualizar o processo iterativo incremental de Newton-Raphson. Nesta figura o comprimento
das linhas pontilhadas representam as forças internas, enquanto que o comprimento das linhas
solidas verticais representam os resíduos. Isso permite visualizar que a cada iteração os
resíduos tentem a diminuir, até chegar um momento que a solução converge. Note-se que a
matriz de rigidez é variável ao longo das iterações. Após essa etapa é aplicado um novo
incremento de carga e o processo se repete até que toda carga tenha sido aplicada.
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Deslocamento (U)

   Solução
convergente
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F(1)
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1
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Figura 2.23 – Representação gráfica da solução iterativa de Newton-Raphson. Alterado de
Dipika (2011).
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3 - METODOLOGIA

Neste capítulo é apresentada a metodologia adotada para o desenvolvimento deste trabalho.
Para tanto, aborda-se a formulação empregada para o elemento de junta, assim como o
algoritmo utilizado para geração das malhas com juntas. Em seguida, apresenta-se o método
numérico empregado para a obtenção das soluções dos sistemas de equações não lineares e as
estratégias para redução do efeito de malha na análise. Posteriormente, aborda-se os modelos
constitutivos utilizados para simular o comportamento do concreto e os programas
computacionais empregados nas análises. Por fim, são apresentados os testes computacionais
realizados com intuito de validar a capacidade do modelo da junta simular a fissuração do
concreto.

3.1 - FORMULAÇÃO DO ELEMENTO DE JUNTA ISOPARAMÉTRICO

O desenho esquemático de um elemento de junta de espessura zero que possui quatro nós e
comprimento igual a b, pode ser visto na Figura 3.1. Considerando u, v como sendo os
deslocamentos relativos no sistema de coordenada local (x, y) e u, v como sendo os
deslocamentos relativos no sistema de coordenada global (x, y), é possível escrever o vetor dos
deslocamentos relativos referente ao sistema de coordenada global como:

W = TNU (3.1)

onde o vetor deslocamento relativo é dado por W =
(
u v

)T
, ao passo que T representa a

matriz transformação e pode ser expressa como:

T =

[
n1 n2

t1 t2

]
(3.2)

sendo n1 e n2 a representação das componentes do vetor n̂ no sistema de coordena (x,y),
enquanto t1 e t2 representam as componentes do vetor t̂ no sistema de coordena (x,y), conforme
a Figura 3.1. Já a matriz das funções de interpolação N pode ser escrita como:

N =

[
−N1 0 −N2 0 N1 0 N2 0

0 −N1 0 −N2 0 N1 0 N2

]
(3.3)

sendo o sinal negativo dos termos da primeira metade da matriz N necessário para obtenção
das diferenças entre os deslocamentos. Já as funções de interpolação do elemento de junta
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correspondem a forma da faceta dos elementos sólidos vizinhos. Por exemplo, para um elemento
triangular linear, as funções de forma do elemento de junta correspondem a de uma barra de dois
nós, enquanto que para um elemento tetraedro linear, as funções de forma do elemento de junta
correspondem a de um elemento triangular de três nós.

Por fim, o vetor dos deslocamentos nodais U é dado por:

U =
(
u1 v1 u2 v2 u3 v3 u4 v4

)T
(3.4)

A Eq. 3.1 pode ser reescrita de forma incremental, conforme a equação:

n t̂

1

2

4

3
b

a 

y

x

1 2
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a = 0 x y Coordenada global

x y Coordenada local
x, u

y,v

^ y

x

Figura 3.1 – Elemento de junta com quatro nós e espessura zero (a = 0).

∆W = TN∆U (3.5)

sendo ∆W o vetor incremento dos deslocamentos relativos, enquanto ∆U representa o vetor
incremento dos deslocamentos nodais.

O vetor tensão da junta σ é obtido por meio da equação:

σ = DW (3.6)

onde a matriz D representa a matriz constitutiva que pode ser elástica (De) ou elasto-plástica
(Dep), dependendo das características da interface que se pretende simular. A Eq. 3.6 pode ser
reescrita em forma incremental, conforme a equação:

∆σ = D∆W (3.7)

onde ∆σ representa o vetor incremento da tensão da junta. Já a matriz de rigidez K do elemento
de junta é obtida por meio da matriz D e da matiz B, que pode ser calculada como B = TN.
Desse modo é possível obter a matriz de rigidez conforme a equação:

K =

∫
l

BTDB dL (3.8)
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onde l representa o comprimento do elemento de junta. Essa formulação pode ser facilmente
expandida para a obtenção de elementos de junta de superfície, empregados em análises 3D.

3.2 - GERAÇÃO DE MALHA COM ELEMENTOS DE JUNTA

A geração da malha com elementos de junta interpostos entre os elementos sólidos trata-se de
um problema geométrico, que é resolvido por meio da utilização de um algorítimo explicado a
seguir. Este algoritmo necessita de uma malha convencional (Figura 3.2 a) gerada em um
programa qualquer. Esta malha contém informações sobre as coordenadas nodais e as
conectividades dos elementos que, posteriormente, serão utilizadas pelo algoritmo.

Inicialmente, o algoritmo separa todos os elementos da malha visando eliminar o
compartilhamento de nós entre eles, para tanto é necessário gerar novos nós, conforme a
Figura 3.2 b. Após essa etapa, é necessário realizar uma nova numeração nodal e, em seguida,
são determinadas as arestas para todos os elementos isolados. Essas informações são
armazenadas em uma estrutura de dicionário. Neste dicionário, cada aresta é identificada por
uma assinatura calculada em função das coordenadas dos seus nós, de forma que as arestas de
elementos vizinhos, que representam um lado comum, possuam a mesma assinatura. Os pares
das arestas com a mesma assinatura são agrupados e armazenados em lista. Posteriormente,
cada um destes pares gera um elemento de junta utilizando as conectividades das arestas,
conforme a Figura 3.2 c e d.

      a) Malha  de  elementos  finitos      
(elemento sólidos compartilham nós)

b) Separação dos elementos da malha e
acréscimo dos nós aos elementos sólidos
 

c) Elemento sólidos mais elementos de junta d) Malha de elementos finitos 
      com elementos de junta

Elemento
   sólidoNó

Total de nós: 25 Total de nós: 64

Total de nós: 64Total de nós:  64

Elemento de 
 junta 4 nós

Figura 3.2 – Geração de malha com elementos de junta.
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3.3 - FATORES EMPREGADOS PARA REDUÇÃO DO EFEITO DA MALHA

Os resultados das análises numéricas, que utilizam elementos de junta para simulação de fissura
discreta, possuem grande influência da malha empregada na análise. Isso se deve a alteração da
rigidez global da estrutura provocado pelos elementos de junta interpostos entre os elementos
sólidos da malha. Essa influência varia com o número de elementos de junta presente na malha.

Em virtude disso, é importante adotar estratégias para reduzir o efeito da malha na análise.
Neste trabalho, adotou-se os fatores h e α que incidem sobre a rigidez das juntas, sendo que
o h e o α representam, respectivamente, o comprimento característico escalar dos elementos
finitos e o fator que dimensiona os deslocamentos elásticos. Enquanto o fator α é arbitrado pelo
usuário do programa, o fator h é calculado para cada elemento.

Para tanto, determina-se o comprimento do elemento de junta (H) e as áreas dos dois elementos
sólidos (A1 eA2) que estão em contato com este elemento. Com esses dados é possível idealizar
dois outros elementos retangulares que possuem altura H e áreas equivalentes a A1 e A2,
conforme mostra a Figura 3.3. Por fim, o valor do parâmetro h é obtido tirando-se a média
dos comprimentos dos dois elementos idealizados, L1 e L2, pela equação abaixo:

h =
A1 + A2

2H
(3.9)

A2

Elemento 
 de junta

H
A1

a) Elementos originais da malha b) Elementos idealizados para o cálculo de h

HA1 A2

L1 L2

Figura 3.3 – Idealização dos elementos da malha para o cálculo do parâmetro h.

Após o cálculo do fator h, é possível obter a rigidez elástica por unidade de comprimento do
elemento de junta através da equação:

kn =
αE

h
e kt =

αG

h
(3.10)

onde kn e kt representam, respectivamente, a rigidez normal por unidade de comprimento
e a rigidez cisalhante da junta por unidade de comprimento, enquanto E e G representam,
respectivamente, o módulo de Young e o módulo cisalhante do material.
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Ensaio Numérico à tração

O problema que os fatores h e α visam reduzir fica claro quando se analisa uma peça a tração,
pois à medida que se aumenta a discretização da malha adiciona-se-á elemento de junta, o que
tenderia a provocar a perda de rigidez global da estrutura, se tal problema não fosse tratado. O
ensaio numérico foi realizado utilizando-se uma peça de 10 cm de altura, 50 cm de largura e 10
cm de espessura, conforme a Figura 3.4. Nessa figura, também, é possível visualizar que a face
esquerda da peça encontra-se engastada, enquanto é aplicada uma força distribuída de tração P
na face direita.

500

P, d100

Figura 3.4 – Desenho esquemático do ensaio numérico à tração com medidas em milímetros.
Espessura igual a 100 mm.

Os elementos sólidos da malha foram simulados por meio do modelo elástico. Para tanto,
adotou-se os parâmetros módulo de Young igual 35 GPa e o coeficiente de Poisson igual a
0.2. Além desses parâmetros, o modelo de junta elástico necessita do fator α que foi adotado
igual a 5. Esse valor foi adotado por ter sido sugerido pelo autor Lens et al. (2009). O modelo
empregado por esse pesquisador serviu de base para o desenvolvimento do modelo constitutivo
da junta empregado neste trabalho. Por fim, a carga P aplicada na face direita da peça foi igual
a 100 kN.

Malha de elementos finitos e condições de contorno

Visando verificar se os fatores h e α conseguiram reduzir de forma efetiva o efeito da malha,
utilizou-se malhas com variados graus de discretização e com diferentes tipos de elementos.
Empregou-se elementos quadrilaterais de quatro nós, elementos triangulares de três nós e
elementos de junta de quatro nós. Tais malhas podem ser visualizadas por meio das Figuras
3.5, 3.6, 3.7 e 3.8 e informações mais detalhada podem ser obtidas por meio da Tabela 3.1.

Malha 1

Malha 2

P, d

P, d

Figura 3.5 – Malhas 1 e 2 utilizadas na análise numérica da peça submetida à tração.
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Malha 3

Malha 4

P, d

P, d

Figura 3.6 – Malhas 3 e 4 utilizadas na análise numérica da peça submetida à tração.

Malha 5

Malha 6

P, d

P, d

Figura 3.7 – Malhas 5 e 6 utilizadas na análise numérica da peça submetida à tração.

Malha 7

Malha 8

P, d

P, d

Figura 3.8 – Malhas 7 e 8 utilizadas na análise numérica da peça submetida à tração.

Tabela 3.1 – Dados das malhas utilizadas nas análises numéricas.

Numeração Graus de Quantidade Quantidade Elementos
da malha liberdade de nós de sólidos de junta
Malha 1 36 20 5 4
Malha 2 156 80 20 19
Malha 3 116 60 15 14
Malha 4 784 400 100 176
Malha 5 56 30 10 9
Malha 6 236 120 40 39
Malha 7 472 240 80 108
Malha 8 1220 618 206 285
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Resultados das análises numéricas

Ao final das análises plotou-se as curvas carga (P ) versus deslocamento (d) dos oito casos
analisados (Figuras 3.9). O comparativo entre os deslocamentos horizontais de todas as malhas
pode ser visto na Tabela 3.2. Por fim, foi possível visualizar o deslocamento dos elementos de
junta por meio da separação dos elementos sólidos, como se pode observar nas Figuras 3.10,
3.11, 3.12 e 3.13. É importante ressaltar que os deslocamentos das peças, nessas figuras, estão
multiplicados por um fator de escala de 500 para facilitar a visualização das diferenças entre as
aberturas das juntas.
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a) Curva carga versus deslocamento malhas 1,2,3 e 4 b) Curva carga versus deslocamento malhas 5,6,7 e 8 

Figura 3.9 – Resultados carga versus deslocamento das análises numéricas empregando as
malhas 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7 e 8.

Tabela 3.2 – Comparativo entre os resultado obtidos pelas análises numéricas.

Nome da Pmax(kN) Deslocamento (mm) Nome da Pmax(kN) Deslocamento (mm)

malha Numérico Numérico malha Numérico Numérico

Malha 1 100 0.15942 Malha 5 100 0.15980

Malha 2 100 0.16395 Malha 6 100 0.16478

Malha 3 100 0.16317 Malha 7 100 0.16742

Malha 4 100 0.17092 Malha 8 100 0.16506
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Malha 1

Malha 2

Figura 3.10 – Abertura dos elementos de junta das análises numéricas empregando as malhas 1
e 2. Fator de escala 500.

Malha 3

Malha 4

Figura 3.11 – Abertura dos elementos de junta das análises numéricas empregando as malhas 3
e 4. Fator de escala 500.

Malha 5

Malha 6

Figura 3.12 – Abertura dos elementos de junta das análises numéricas empregando as malhas 5
e 6. Fator de escala 500.
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Malha 7

Malha 8

Figura 3.13 – Abertura dos elementos de junta das análises numéricas empregando as malhas 7
e 8. Fator de escala 500.

Conclusão

Os resultados demonstram que a utilização dos fatores h e α na redução dos efeitos da malha
na análise foram bem sucedida, uma vez que os deslocamentos globais das peças ficaram,
aproximadamente, iguais em todos os casos analisados.

Verificou-se que, quando os espaçamentos entre as juntas não são constantes, como no caso
da malha 3 (Figura 3.11), há uma redução maior da rigidez dos elementos muito espaçados
enquanto os elementos pouco espaçados conservam uma rigidez maior, fazendo com que os
deslocamentos se mantenham, praticamente, constantes, independente das malhas empregadas.

Nota-se que os deslocamentos das análises fornecem resultados diferentes daqueles obtidos em
uma análise elástica em meio continuo (0.14286 mm), pois os elementos de junta reduzem a
rigidez global da estrutura. Essa diferença diminui à medida que a rigidez da junta aumenta,
pois, dessa forma, as aberturas das juntas tendem a ser menor.

Por fim, pode-se observar, ainda, que as malhas discretizadas de forma assimétrica sofreram
um pequeno deslocamento vertical. Esse deslocamento é algo esperado, uma vez que as juntas
dessas malhas possuem rigidezes diferentes fazendo com que as aberturas desses elementos
não sejam constantes. Porém, isso não interfere de forma significativa nas análises, uma vez
que esses deslocamentos são muito pequenos.

3.4 - PASSO AUTOMÁTICO E A ESTRATÉGIA PREVISOR-CORRETOR NO
MÉTODO DE NEWTON-RAPHSON

O modelo do concreto utilizando nesse trabalho apresenta não linearidade devido à
necessidade de simular a perda de rigidez ocasionada pela fissuração. Essa não linearidade do
modelo reflete-se nos sistemas de equações resultantes das análises de elementos finitos. Isso
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ocasionou dificuldades na convergência das soluções desses sistemas de equações para
precisão desejada. Por isso, empregou-se a estratégia do passo automático visando combater
esse problema. Essa estratégia baseia-se em adaptar o tamanho do incremento para assim
facilitar a convergência, ou seja, caso não haja convergência para um determinado incremento
(de força ou de deslocamento) reduz-se o incremento. Já quando houver convergência
aumenta-se o incremento do próximo passo visando agilizar a análise.

Além disso, empregou-se a estratégia previsor-corretor no método de Newton-Raphson (Euler
modificado) com objetivo de melhorar o processo de convergência. Esta estratégia baseia-se
em utilizar a rigidez de cada iteração como a média das rigidezes obtidas pelas retas tangentes
a curva nos pontos A e B, como se pode observar na Figura 3.14. Tal estratégia faz com que o
número de iterações necessárias para a convergência seja menor se comparado com o método
de Newton-Raphson original, uma vez que a rigidez empregada por essa estratégia é mais
próxima da rigidez da curva que se pretende obter.

Carga

Deslocamento (U)

   Solução
convergente

U(1)

Ka+Kb

2

U(0)

F(0)

KbKa

F(1)

Previsor 

Corretor 

A

B

Figura 3.14 – Representação da estratégia previsor-corretor no método de Newton-Raphson.

3.5 - MODELAGEM CONSTITUTIVA

O estudo foi desenvolvido utilizando Método dos Elementos Finitos para análise numérica de
estruturas de concreto. Em virtude disso, foi necessário o uso de modelos constitutivos para a
modelagem do concreto em programas computacionais para análise e visualização dos ensaios
numéricos. Serão abordados, neste tópico, os modelos constitutivo utilizados para simulação do
concreto e os programa computacionais empregados nas análises:
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3.5.1 - Modelos constitutivos para os elementos de concreto

O concreto é um material heterogêneo, que possui comportamento extremamente complexo.
Em virtude disso, torna-se necessário adotar hipóteses simplificadoras para sua simulação.
Neste trabalho, o concreto é simulado como um material isotrópico, elástico e linear. Com tal
modelo pretende-se simular o comportamento elástico-linear do concreto, enquanto que o seu
comportamento não linear será simulado por elementos de junta localizados entre os elementos
sólidos da malha.

O modelo elástico mostra-se extremamente simples, uma vez que necessita apenas de duas
propriedades do material para poder simular de forma adequada esse comportamento. Esse
modelo é dado pela lei de Hooke generalizada, que pode ser expressa em notação indicial,
como:

εij =
1 + ν

E
σij −

ν

E
(σxx + σyy + σzz)δij (3.11)

onde εij e σij são, respectivamente, os componentes do vetor deformação e os componentes do
vetor tensão, enquanto ν eE representam, respectivamente, o coeficiente de Poisson e o módulo
de Young e, por fim, δij representa o delta de Kronecker. A relação descrita pela Equação 3.11 é
utilizada para obter a matriz constitutiva, D, que relaciona o vetor de tensão, σ, com o vetor de
deformação, ε, como se pode observar na equação σ = Dε. A matriz constitutiva D é utilizada,
também, para calcular a matriz de rigidez conforme a equação:

K =

∫∫∫
BTDB J dξ dη dζ (3.12)

onde K é a matriz de rigidez do elemento finito, B é matriz deformação-deslocamento, J
representa o jacobiano e ξ e η representam o sistema de coordenadas locais.

3.5.2 - Modelo constitutivo para os elementos de junta em modo I e misto (I+II) de fratura
do concreto

A abordagem empregada por Lens et al. (2009) foi utilizada como base para a formulação e
implementação do modelo constitutivo do elemento de interface. Nesse modelo a não
linearidade do concreto é dada pelos elementos de junta interpostos entre os elementos da
malha. Por meio da Figura 3.15 é possível visualizar a idealização da fissura, assim como o
comportamento dos elementos de junta à medida que a fissura se propaga.

Nessa abordagem quando o elemento de interface encontra-se intacto, ou seja, a fissura ainda
não se propagou, as tensões são repassadas para os elementos de concreto de forma elástica. À
medida que a fissura se propaga a junta plastifica. Nesse estágio a tensão que a junta é capaz de
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(a)

(b)

(c)

Sem tração
     Inter-
travamento

Micro-
fissura Material intacto

Abertura, w

Tensão de
 aderência 
    σ(w) 
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tração

Sem tração Inelástico (ZPF) Elástico

Elemento de junta
          Intacto
Elemento de junta
   "rendimento"
Elemento de junta
    "quebrado"

Força nodal 
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  na fissura

Elemento elástico
linear

Figura 3.15 – Abordagem de fissura discreta pelo MEF. a) modelo conceitual de uma fissura,
b) modelo da ZPF e c) seção transversal da malha de elementos finitos usando elementos

triangulares elásticos e elemento de junta. Modificado de Mahabadi et al. (2014)

repassar para os elementos de concreto se comporta de forma inelástica e varia de acordo com
a deformação plástica sofrida. Quando essa deformação plástica chega ao valor crítico o
elemento encontra-se “quebrado”, ou seja, incapaz de transmitir tensão entre os elementos de
concreto, o que é revertido apenas quando a junta é submetida a compressão. Neste caso, o
elemento de junta recupera a capacidade de transmitir tensões normais de compressão e
cisalhantes. A seguir é apresentado o modelo utilizado para o elemento de junta. É importante
ressaltar que essa modelagem é feita a nível do ponto de integração da junta.

Formulação do modelo constitutivo para o elemento de junta

O modelo constitutivo do elemento de junta é aqui definido pela lei de Coulomb com aderência,
sendo a aderência inicial dada por uma função do ângulo de atrito φ e tensão equivalente à
resistência à tração do concreto σmax. A superfície de fissuração apresentada na Figura 3.16
também pode ser considerada uma superfície de plastificação e analogias com modelos da
plasticidade podem ser construídas. A função de plastificação f é definida pela equação:

f(σ, σmax) = |τ |+ (σ − σmax) tgφ = 0 (3.13)

onde σmax, inicialmente igual a σ0
max, representa a resistência à tração do concreto, enquanto σ

e τ representam, respectivamente, as tensões normais e cisalhante na junta. É possível, ainda,
deduzir a resistência ao cisalhamento do concreto (τmax) por meio do σmax e do ângulo φ. Este
modelo é relativamente simples, uma vez que requer apenas um fator de acoplamento, o ângulo
de atrito φ.
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Figura 3.16 – Superfície de plastificação com aderência. Modificado de Lens et al. (2009).

Modelo de amolecimento do concreto

Para atualizar o valor de σmax e consequentemente a posição da superfície de plastificação, é
utilizada a relação de bilinear de amolecimento apresentada na Figura 3.17. Entretanto, em vez
de σmax ser considerado uma função do deslocamento relativo plástico normal da junta (wp) é
na realidade uma função do deslocamento relativo plástico efetivo da junta (up). De modo que
up é definido como:

up =

∫ t

0

||ẇp|| dt =

∫ t

0

√
ẇ2
p + v̇2

p dt (3.14)

onde wp e vp representam, respectivamente, o deslocamento relativo plástico normal e o
deslocamento relativo plástico cisalhante, enquanto o ponto sobre as variáveis na Eq. 3.14
representa a derivada em relação ao tempo.

σ0max

uc up(0,0)

σ

us

σs

Figura 3.17 – Modelo bilinear de amolecimento do concreto.

Na Figura 3.17, os termos us e σs representam, respectivamente, o deslocamento relativo
plástico e a tensão no qual ocorre a transição da rigidez do modelo bilinear de amolecimento
do concreto, enquanto uc representa o deslocamento relativo plástico crítico da junta (ponto no
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qual σmax é igual a zero). Sendo que σs vale 0.25 do valor de σ0
max e us equivale ao uc

multiplicado por uma contante de modo a respeitar a energia de fratura, que equivale à área
sob o gráfico. Detalhes sobre o cálculo dos parâmetro us, σs e uc podem ser encontrados no
Anexo A.

A atualização da tensão σmax é obtida de modo a respeitar o modelo de amolecimento bilinear.
Para 0 < up ≤ us obtém-se σmax pela seguinte equação:

σmax = σ0
max︸︷︷︸
a

−up
(
σ0
max − σs
us

)
︸ ︷︷ ︸

b

(3.15)

ou em termos de a e b:
σmax = a− b up (3.16)

Enquanto que para us < up < uc , σmax é dado por:

σmax =
uc σs
uc − us︸ ︷︷ ︸

a

−up
(

σs
uc − us

)
︸ ︷︷ ︸

b

(3.17)

ou em termos de a e b:
σmax = a− b up (3.18)

Por fim, para up ≥ uc , σmax é dado por:

σmax = 0 (3.19)

À medida que a junta plastifica, ou seja, que há um incremento no valor de up, isso implica na
diminuição do valor de σmax e, como resultado, há redução da capacidade da junta em
transmitir os esforços. Isso é simulado por meio da movimentação da superfície de
plastificação conforme a Figura 3.18

52



τ0
max

-τ0
max

τ

ɸ
ɸ

σ0
max σ

(a) Configuração Inicial 
    da superfície de 
      plastificação

up = 0

(b) Configuração deslocada
          da superfície de 
             plastificação
             0 < up < uc

(c) Configuração final
       da superfície de 
         plastificação
           up ≥ u c

τmax

-τmax

τ

ɸ
ɸ

σmax σ

τ

ɸ
ɸ

σ0

Figura 3.18 – Deslocamento da superfície de plastificação.

O elemento de junta possui dois regimes - o regime elástico e o regime elasto-plástico - que
serão abordados mais detalhadamente a seguir:

Regime elástico do modelo de junta

A Figura 3.19 representa de forma gráfica o regime elástico no elemento de junta. Nessa figura
é possível observar o ponto vermelho que representa o vetor tensão da junta no passo n (σn),
onde n representa o passo atual. Essa tensão é atualizada por meio de um incremento elástico
e, assim, obtém-se o vetor tensão tentativa (σtr) representado pelo ponto azul. Após a
obtenção da tensão tentativa, verifica-se a posição desse ponto em relação a superfície de
plastificação, por meio do sinal da função da superfície de plastificação quando avaliada no
ponto tensão tentativa f(σtr, σnmax). Caso f(σtr, σnmax) seja menor ou igual a zero, a tensão
tentativa encontra-se dentro da superfície de plastificação (representada na figura pela
coloração cinza), o que implica que a junta encontra-se no regime elástico.

τmax

-τmax

τ

σmax σ0

f n

 σtr, τtr

 σn, τn

  (σn+1, τn+1) = (σtr, τtr)

f n+1 = f n

σmax = σmax
nn+1

n

n

n

Figura 3.19 – Regime elástico do modelo de junta.
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Nesse caso a tensão na junta no passo n+ 1, onde n+ 1 representa o passo no futuro, será igual
a tensão tentativa, além disso, a superfície de plastificação não irá se deslocar, pois a junta não
plastificou. A equação que rege o comportamento da junta no regime elástico é dada por:

σ = De we (3.20)

ou em outra notação: (
σ

τ

)
=

[
kn 0

0 kt

](
we

ve

)
(3.21)

onde σ, De e we representam, respectivamente, o vetor tensão, a matriz constitutiva elástica e
o vetor de deslocamentos relativos elásticos, enquanto we e ve são, respectivamente, os
deslocamentos relativos elásticos normal e cisalhante da junta. Por fim, kn e kt representam,
respectivamente, a rigidez elástica normal por unidade de comprimento e a rigidez tangencial
por unidade de comprimento. Seus valores são definidos com base na equação:

kn = E
α

h
e kt = G

α

h
(3.22)

onde h é o comprimento característico escalar dos elementos finitos, E é o módulo de Young,
G é o módulo cisalhante e α é um fator que dimensiona os deslocamentos elásticos.

Por meio das equações apresentadas é possível deduzir os valores máximos que os
deslocamentos elásticos da junta podem alcançar, conforme as equações:

we(max) =
σ0
max

αE
h e ve(max) =

τ 0
max

αG
h (3.23)

Essas equações demonstram que, quanto maior o valor de α, menor será o deslocamento elástico
máximo da junta.

Regime elasto-plástico do modelo de junta

A Figura 3.20 representa de forma gráfica o regime elasto-plástico no elemento de junta. Nessa
figura é possível observar o ponto vermelho que representa o vetor tensão da junta no passo n
(σn) e o ponto azul que representa o vetor tensão tentativa (σtr), que é obtido da mesma forma
que no regime elástico. Após a obtenção do vetor tensão tentativa, verifica-se a posição desse
ponto em relação a superfície de plastificação. Caso f(σtr, σnmax) seja maior que zero, a tensão
tentativa encontra-se fora da superfície de plastificação (representada na figura pela coloração
cinza), o que implica que a junta encontra-se no regime elásto-plástico.
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Figura 3.20 – Regime elasto-plástico do modelo de junta.

Nesse caso uma plasticidade não associada é assumida, ou seja, a superfície do potencial
plástico g é diferente da superfície de plastificação f . A superfície do potencial plástico é
representado na figura pela linha pontilhada laranja e a formulação dessa superfície é dada pela
equação: 

g(σ, σmax) = |τ | − τmax = 0 para σ < 0

g(σ, σmax) =
σ2

σ2
max

+
τ 2

τ 2
max

− 1 = 0 para σ > 0

(3.24)

Devido a plastificação da junta, a resistência a tração do concreto irá diminuir, o que implica
que a superfície de plastificação no tempo n + 1 (representada pela linha azul na figura) irá
deslocar para esquerda em relação a superfície de plastificação no tempo n (representada pela
linha verde na figura). Após a atualização da posição dessa superfície, a tensão tentativa (σtr)
deve retornar a nova superfície de plastificação (fn+1) de forma perpendicular a superfície do
potencial plástico (gn), conforme a Figura 3.20. Assim, é possível encontrar o valor do vetor
tensão na junta no tempo n+ 1 (σn+1).

O regime elasto-plástico possui maior complexidade se comparado com o regime elástico. Em
virtude disso, o regime elasto-plástico necessita de uma série de etapas que serão apresentadas
a seguir:

Decomposição do deslocamento relativo em parte elástica e plástica

O vetor de deslocamento relativo da junta w pode ser decomposto em um vetor de deslocamento
relativo elástico we e um vetor de deslocamento relativo plástico wp, como pode ser visto na
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equação:
w = we + wp (3.25)

ou em outra notação: (
w

v

)
=

(
we

ve

)
+

(
wp

vp

)
(3.26)

onde w e v representam as componentes do vetor deslocamento relativo da junta.

Incrementalmente, o deslocamento relativo da junta também pode ser decomposto em uma parte
elástica e outra parte plástica, sendo que os pontos sobre as variáveis representam derivadas em
relação ao tempo. A equação a seguir mostra como essa divisão ocorre:

ẇ = ẇe + ẇp (3.27)

ou em outra notação: (
ẇ

v̇

)
=

(
ẇe

v̇e

)
+

(
ẇp

v̇p

)
(3.28)

Os incrementos dos deslocamentos relativos plásticos são proporcionais às derivadas da
superfície do potencial plástico, como pode ser visto na equação:

ẇp = λ̇ r̂ (3.29)

Onde r̂ é o vetor unitário correspondente ao vetor ∂g
∂σ

T
=
(

∂g
∂σ

∂g
∂τ

)T
. Partindo da definição

de u̇p e logo em seguida lançando mão da Eq. 3.29, obtém-se a equação:

u̇p = ||ẇp|| = λ̇ ||r̂|| (3.30)

Pelo valor do módulo do vetor unitário r̂ ser igual a 1, obteve-se a equação:

u̇p = λ̇ (3.31)

Também, por meio da decomposição aditiva dos incrementos de deslocamento relativo e
fazendo uso da condição de consistência é possível obter a dedução da matriz constitutiva
elasto-plástica Dep. Inicialmente, fez-se uso das Equações 3.27 e 3.29 para obter a seguinte
equação:

ẇ = ẇe + λ̇ r̂ (3.32)

Em seguida, multiplicou-se todos os termos da Eq. 3.32 pela matriz elástica De e substituiu-se
o termo De ẇe por σ̇ conforme a Eq. 3.20, obtendo a equação:

σ̇ = De ẇ − λ̇De r̂ (3.33)
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Assim, para obter a dedução da matriz elasto-plástica é necessário isolar o valor do
multiplicador plástico λ̇. Para tanto, lançou-se mão da condição de consistência que é dada
por:

ḟ =
∂f

∂σ
· σ̇ +

∂f

∂σmax
σ̇max = 0 (3.34)

Substituindo o vetor σ̇ na equação anterior pelo valor obtido na Eq. 3.33 e fazendo uso da regra
da cadeia é possível deduzir a seguinte equação:

ḟ =
∂f

∂σ
·
(
De ẇ − λ̇De r̂

)
+

∂f

∂σmax

∂σmax
∂up

u̇p = 0 (3.35)

Em seguida, substitui-se u̇p pelo valor obtido na Eq. 3.31 e isolou-se o multiplicador plástico,
λ̇, obtendo assim a equação:

λ̇ =

∂f

∂σ
· De ẇ

∂f

∂σ
· De r̂− ∂f

∂σmax

∂σmax
∂up

(3.36)

Visando obter uma notação mais compacta adotou-se v = ∂f
∂σ

, y = ∂f
∂σmax

e m = ∂σmax

∂up
. Com

isso, pode-se reescrever a Eq. 3.36 como:

λ̇ =
v · De ẇ

v · De r̂− y m
(3.37)

Fazendo uso das Eqs. 3.33 e 3.37 é possível obter a matriz constitutiva elasto-plástica Dep.

σ̇ =

(
De − De r̂ vT De

vT De r̂− y m

)
ẇ (3.38)

ou
σ̇ = Dep ẇ (3.39)

Sendo o cálculo das derivadas dados pelas equações abaixo:

vT =

(
∂f

∂σ

∂f

∂τ

)
= (tgΦ sgn(τ)) e y = −tgΦ e m = −b

rT =

(
∂g

∂σ

∂g

∂τ

)
=

(
2σ

σ2
max

2τ

τ 2
max

)
para σ > 0

rT =

(
∂g

∂σ

∂g

∂τ

)
= (0 sgn(τ)) para σ < 0

(3.40)
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Atualização incremental

A próxima etapa, após o cálculo da matriz elasto-plástica, é a atualização incremental de up,
σmax e da tensão, para um dado incremento de deslocamentos relativos ∆w. Inicialmente,
promoveu-se a atualização de up por meio da equação:

un+1
p = unp +

∫ tn+1

tn

u̇p dt (3.41)

Substituindo-se o termo u̇p por λ̇ na equação acima e fazendo a integração obtém-se a equação:

un+1
p = unp + ∆λ (3.42)

Em seguida, atualizou-se σmax, por meio da equação:

σn+1
max = a− b (un+1

p ) (3.43)

Substituindo-se o termo de un+1
p pelo valor dado pela Eq. 3.42 na Eq. 3.43 e em seguida

substituir a− b unp por σnmax, obtém-se:

σn+1
max = σnmax − b∆λ (3.44)

Posteriormente, atualizou-se a tensão, por meio da equação:

σn+1 = σn + De (∆wn+1 −∆wn+1
p ) (3.45)

Substituindo-se os termos σn + De ∆wn+1 por σtr obtém-se a equação:

σn+1 = σtr −De ∆wn+1
p (3.46)

Em seguida, substituiu-se o termo ∆wn+1
p pela integral da equação 3.29 em relação ao tempo,

obteve-se a equação:
σn+1 = σtr −∆λDe r̂n+1 (3.47)

Devido a falta de informação sobre o vetor r̂n+1, utilizou-se para o cálculo da tensão o vetor
r̂n.

Por fim, calculou-se o ∆λ por meio da equação de plastificação avaliada no tempo n + 1,
conforme a equação:

f(σ, σmax)
n+1 = |τn+1|+ (σn+1 − σn+1

max) tgφ = 0 (3.48)

Substituindo-se os termos do vetor σn+1 na equação acima pelo valor dado na Eq. 3.47 e σn+1
max

pelo valor dado na Eq. 3.44, além de utilizar a função sinal para eliminar o módulo, obtém-se a
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equação:

|τ tr| −∆λ kt r2 sgn(τ tr) + [σtr −∆λ kn r1 − (σnmax − b∆λ)] tgφ = 0 (3.49)

onde r1 e r2 são componentes do vetor r̂. Em seguida, ao desenvolver a equação acima,
percebeu-se que a parcela |τ tr| + (σtr − σnmax) tgφ era equivalente a f(σtr, σnmax), então
promoveu-se a substituição e isolou-se o ∆λ, obtendo-se assim a equação:

∆λ =
f(σtr, σnmax)

kt r2 sgn(τ tr)− b tgφ+ kn r1 tgφ
(3.50)

Por meio do cálculo do ∆λ foi possível atualizar os termos up, σmax e a tensão. Por fim, mais
detalhes de implementação podem ser encontrados no Anexo B.

3.5.3 - Programas de elementos finitos e de visualização

As análises das peças de concreto foram obtidas por meio da utilização da biblioteca de
elementos finitos FemLab. Este programa foi escrito na linguagem de programação Julia (uma
linguagem dinâmica de alto nível, apropriada para computação numérica e científica). O
FemLab permite realizar análises estáticas lineares e não lineares em duas ou três dimensões
utilizando elementos isoparamétricos. Este programa já foi utilizado em outras pesquisas como
as de Vélez (2015), Gaitán (2015) e Rosales (2016). Utilizou-se, ainda, o gerador de malha
Gmsh, um programa gratuito que possui a capacidade de gerar malhas 2D e 3D.

Após a análise, o programa responsável pelo pós-processamento dos resultados foi o
Paraview R©. Esse programa multi-plataforma foi, inicialmente, desenvolvido com o intuito de
realizar análise, visualização e exploração de dados de forma interativa em 2D e 3D.

3.6 - TESTE DO MODELO DO ELEMENTO DE JUNTA

A confiabilidade dos resultados obtidos pelo Método dos Elementos Finitos depende de uma
serie de fatores. O principal deles é o modelo constitutivo. Portanto, tornam-se necessários
testes para verificar se o modelo adotado está se comportando de forma adequada. Tais testes
permitem que os resultados obtidos sejam confiáveis e possam ser usados para simular de forma
satisfatória os casos propostos.
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3.6.1 - Teste de tração

Nesse teste uma peça de concreto de vinte centímetros de comprimento e dez de altura foi
discretizada em dois elementos quadrados de dez por dez centímetros, sendo que entre eles
colocou-se um elemento de junta de espessura zero, como visto na Figura 3.21.

 1.1uc

 Elemento 
  de junta

a) Configuração inicial b) Configuração deslocada
x

y

Figura 3.21 – Desenho esquemático do ensaio de tração do concreto.

Para verificar o comportamento da junta à tração pura fixou-se os quatros nós do primeiro
elemento e imprimiu-se sobre os outros quatro nós do segundo elemento um deslocamento
controlado horizontal u equivalente a 1.1 vezes o deslocamento plástico crítico (uc).
Utilizou-se na análise elementos quadrilaterais de quatro nós com quatro pontos de integração
e elemento de junta de quatro nós com dois pontos de integração.

Os elementos sólidos foram simulados por meio do modelo elástico, sendo os parâmetros
módulo de Young e coeficiente de Poisson adotados, respectivamente, como E = 27 GPa e
ν = 0.2. Além dessas propriedades o modelo da junta necessita da tangente do ângulo de atrito
do concreto, o fator de dimensionamento dos deslocamentos elásticos, da resistência à tração
do concreto e das aberturas da fissura us e uc. Esses parâmetros foram adotados,
respectivamente, como tanφ = 1.4, α = 5, σ0

max = 2.4 MPa, us = 0.0000185 m e
uc = 0.00017 m. Os resultados do teste foram obtidos por meio do monitoramento do ponto de
integração da junta e utilizou-se 150 incrementos além de uma precisão de 0.01. Tais
resultados podem ser vistos na Figura 3.22.

Os resultados das curvas mostram que o elemento de junta se comportou conforme o esperado.
Inicialmente a tensão subiu de forma elástica, devido ao deslocamento normal da junta, até
alcançar, aproximadamente, a resistência máxima à tração do concreto. Após atingir essa
tensão, a junta começa a plastificar, diminuindo assim a capacidade de transmitir carga para os
elementos do concreto, simulando, com isso, a fissuração. Pode-se observar, ainda, no gráfico,
que a junta simulou de forma satisfatória a função bilinear de amolecimento do concreto,
sendo a tensão máxima normal da junta (σ0

max), o ponto de transição da rigidez da junta
(σs, us), bem como a abertura crítica da fissura (uc), aproximadamente, igual ao predito pelo
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Figura 3.22 – a) Curva tensão normal versus deslocamento normal da junta e b) curva tensão
normal versus deslocamento plástico da junta.

modelo bilinear, como pode ser visto na Tabela 3.3. É importante ressaltar que quanto menor o
passo de carga empregado na análise mais próximo o resultado numérico fica do teórico.

Tabela 3.3 – Comparativo entre os valores preditos pela função bilinear de amolecimento do
concreto e os valores obtidos na análise numérica.

σ0
max σs us uc

(kN) (kN) (mm) (mm)

Função Bilinear 2400.00 600.00 0.0185 0.1700

Numérico 2324.97 595.15 0.0197 0.1725

3.6.2 - Teste de cisalhamento

De forma similar ao tópico 3.6.1, discretizou-se uma peça de concreto de vinte centímetros de
comprimento e dez de altura em dois elementos quadrados de dez por dez centímetros, sendo
que entre eles colocou-se um elemento de junta de espessura zero, como visto na Figura 3.23.

 1.5uc

 Elemento 
  de junta

a) Configuração inicial b) Configuração deslocada

 1.1uc

x

y

Figura 3.23 – Desenho esquemático do ensaio de cisalhamento do concreto.

Para verificar o comportamento da junta ao cisalhamento puro fixou-se os quatros nós do
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primeiro elemento e imprimiu-se sobre os outros quatro nós do segundo elemento um
deslocamento controlado vertical u equivalente a 1.1 vezes o deslocamento plástico crítico
(uc). Os parâmetros utilizados para essa simulação foram os mesmos do teste à tração do
tópico 3.6.1, inclusive a quantidade de passos e a precisão adotada. Os resultados desse teste
podem ser vistos na Figura 3.24.
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Figura 3.24 – a) Curva tensão cisalhante versus deslocamento cisalhante da junta e b) curva
tensão cisalhante versus deslocamento plástico da junta.

Após a análise das curvas da Figura 3.24 é possível afirmar que o elemento de junta se
comportou, novamente, conforme o esperado. Inicialmente a tensão subiu de forma elástica,
devido ao deslocamento cisalhante da junta, até alcançar, aproximadamente, a resistência
máxima ao cisalhante do concreto. Esse valor é encontrado por meio da resistência à tração do
concreto e o ângulo de atrito. Após atingir essa tensão, a junta começa a plastificar, diminuindo
assim a capacidade de transmitir carga para os, elementos do concreto, simulando com isso a
fissuração. Podemos observar, ainda, no gráfico, que a junta simulou de forma satisfatória a
função bilinear de amolecimento do concreto, sendo a tensão máxima cisalhante (τ 0

max), o
ponto de transição da rigidez da junta (τs, us), assim como a abertura crítica da fissura (uc),
aproximadamente, igual ao predito pelo modelo bilinear, como pode ser visto na Tabela 3.4. É
importante ressaltar que quanto menor o passo de carga empregado na análise mais próximo o
resultado numérico fica do teórico.

Tabela 3.4 – Comparativo entre os valores preditos pela função bilinear de amolecimento do
concreto e os valores obtidos na análise numérica.

τ0max τs us uc

(kN) (kN) (mm) (mm)

Função Bilinear 3360.00 840.00 0.0185 0.1700

Numérico 3313.26 839.27 0.0186 0.1707
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3.6.3 - Análise dos efeitos do fator α no teste de tração

Visando compreender melhor os efeitos que o fator de dimensionamento dos deslocamentos
elásticos (α) causa na análise, repetiu-se o ensaio numérico à tração realizado no tópico 3.6.1
utilizando a mesma configuração e os mesmos parâmetros, modificando-se apenas o valor de α.
Optou-se por fazer a análise com α igual a 6 e a 2, para assim comparar os resultados e obter as
conclusões. A Figura 3.25 mostra o comparativo entre os resultados das duas análises.
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Figura 3.25 – a) Comparativo entre as curvas tensão normal versus deslocamento normal da
junta e b) curvas tensão normal versus deslocamento plástico da junta.

Após a análise das curvas da Figura 3.25 verificou-se que a peça analisada com α igual a
6 "fissurou"com um deslocamento normal da junta (w) menor que a peça com α igual a 2.
Esse resultado é algo esperado uma vez que o α tem a capacidade de aumentar ou diminuir
os deslocamentos elásticos, no caso da estrutura com α igual a 6 a rigidez elástica é maior,
por consequência a estrutura atingirá a resistência máxima do concreto com um deslocamento
elástico menor que a peça com α igual a 2. Outra conclusão que se pode obter através dos
resultados é que os deslocamentos plásticos são pouco afetados pela mudança do α, pois as
curvas tensão normal versus deslocamentos plástico da junta são similares para os dois casos.
Esse resultado é bastante positivo, pois permite calibrar a rigidez elástica da estrutura sem
comprometer a parte plástica da análise quando ocorre a fissuração e a perda da resistência
estrutural.

3.6.4 - Análise dos efeitos do fator α no teste de cisalhamento

Com intuito de obter maior compreensão dos efeitos que o fator de dimensionamento dos
deslocamentos elásticos (α) causa na análise, repetiu-se o ensaio numérico de cisalhamento
realizado no tópico 3.6.2 utilizando a mesma configuração e os mesmos parâmetros,
modificando-se apenas o valor de α. Optou-se por fazer a análise com α igual a 6 e a 2. Na
Figura 3.26 é possível observar o comparativo entre os resultados das duas análises.
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Figura 3.26 – a) Comparativo entre as curvas tensão cisalhante versus deslocamento cisalhante
da junta e b) curvas tensão cisalhante versus deslocamento plástico da junta.

Após a análise das curvas da Figura 3.26 verificou-se, novamente, que a peça analisada com
α igual a 6 "fissurou"com um deslocamento cisalhante da junta (v) menor que a peça com α

igual a 2. Esse resultado se deve ao fato da rigidez elástica da primeira peça ser maior do que
a da segunda. Além disso, verificou-se, devido a diferença de inclinação entre as duas curvas,
que o α tem uma capacidade maior de influenciar os deslocamento elásticos cisalhantes do
que os deslocamentos elásticos normais. Por fim, observou-se novamente que o α não altera
de forma significativa os deslocamentos plásticos umas vez que as curvas tensão cisalhante
versus deslocamento plástico da junta são praticamente coincidentes. Isso permite que o α seja
utilizado para dimensionar os deslocamentos elásticos das estruturas sem comprometer a parte
plástica da análise no qual a estrutura fissura e perde resistência.
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4 - ANÁLISE NUMÉRICA DE ENSAIOS EXPERIMENTAIS DE
LABORATÓRIO

Neste capítulo são apresentados as análises numéricas realizadas utilizando o modelo
constitutivo proposto, com o objetivo de verificar seu desempenho. Para tanto, realizou-se
análises que simulam os ensaios experimentais para o modo I e modo misto da abertura de
fissura do concreto, sendo apresentados, no final, as discussões sobre os resultados.

Nas análises foram empregados elementos quadrilaterais de quatro nós e quatro pontos de
integração, além de elementos triangulares de três nós e um ponto de integração e elementos
de junta de quatro nós e dois pontos de integração. Além do mais, utilizou-se a tangente do
ângulo de atrito do concreto como 1.4 em todos os casos analisados.

4.1 - VIGA COM ENTALHE: ENSAIO DE FLEXÃO EM TRÊS PONTOS

Os dados dos ensaios à flexão em três pontos (também conhecido como three point bending)
em vigas de concreto com entalhe foram extraídos do trabalho Roesler et al. (2007). Esses
ensaios visam induzir uma fissura única no centro da viga de forma a estudar as propriedades
do concreto em relação à fissuração no modo I, além do efeito de escala nas propriedades de
fratura do concreto, ao variar as dimensões das vigas.

Nesses ensaios, o deslocamento imposto é aplicado sobre uma chapa de aço na parte central e
superior da viga. A restrição de deslocamento é imposta pelo apoio do segundo gênero do lado
esquerdo e um apoio do primeiro gênero do lado direito, como se pode observar na Figura 4.1.
Além disso, é possível visualizar nessa imagem o clip gage, um instrumento utilizado para
medir o afastamento horizontal entre as faces do entalhe ou, em Inglês, Crack Mouth Opening

Displacement (CMOD). As dimensões das vigas ensaiadas são dadas na Tabela 4.1.

Os parâmetros da curva bilinear de amolecimento que foram utilizados nas simulações

Tabela 4.1 – Dimensões das vigas.

Viga Comprimento (L) Altura (H) Espessura (E) Entalhe (a0) Vão (S)
(mm) (mm) (mm) (mm) (mm)

V250-80 1100 250 80 83 1000
V150-80 700 150 80 50 600
V63-80 350 63 80 21 250

numéricas, considerando o estado plano de tensões, são apresentados na Tabela 4.2. Os
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Figura 4.1 – Desenho esquemático do ensaio de flexão em três pontos de uma viga com
entalhe. Modificado de Roesler et al. (2007).

parâmetros como módulo de Young e coeficiente de Poisson são dados, respectivamente, por
E = 32 GPa e ν = 0.20, para todas as vigas analisadas. Por fim, o fator que dimensiona os
deslocamentos elásticos (α) foi adotado igual a cinco, conforme proposto por Lens et al.
(2009) e de forma a ajustar o comportamento elástico do concreto.

Tabela 4.2 – Parâmetros de fratura para a lei bilinear.

Viga σ0
max Gf GF

MPa (N/m) (N/m)
V250-80 4.15 56.6 119
V150-80 4.15 56.6 164
V63-80 4.15 56.6 167

4.1.1 - Malha de elementos finitos

Devido à grande importância que a geometria da malha exerce nesse tipo análise optou-se por
utilizar malhas desestruturadas, aumentando assim as possibilidades que o caminho da trinca
pode percorrer. Além disso, utilizou-se malhas com diferentes tipos de elementos (elemento
triangular linear e elemento quadrilateral bilinear) para verificar quais efeitos que essa troca
causaria na análise. Por meio da Figura 4.2 é possível visualizar as malhas empregadas na
análise da viga V63-80. É importante ressaltar que malhas similares foram empregadas na
análise das vigas V150-80 e V250-80. Dados mais detalhados das malhas podem ser obtidos na
Tabela 4.3.
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a) Malha com elementos triangulares da viga V63-80

b) Malha com elementos quadrilaterais da viga V63-80

Figura 4.2 – Malhas empregadas nas análises numéricas da viga V63-80 e condições de
contorno.

Tabela 4.3 – Dados das malhas empregadas nas análises numéricas.

Viga Tipo de Graus de Quantidade Quantidade Elementos
elemento liberdade de nós de sólidos de junta

V250-80 Triangulares 3783 1897 632 925
V250-80 Quadrilateral 5782 2895 767 1422
V150-80 Triangulares 4539 2275 758 1115
V150-80 Quadrilateral 3727 1869 497 912
V63-80 Triangulares 3231 1621 540 786
V63-80 Quadrilateral 2298 1153 305 551

4.1.2 - Resultados das análises numéricas

Durante o ensaio numérico monitorou-se as forças resultantes das reações, devidas à aplicação
dos deslocamentos impostos, além do afastamento horizontal entre as faces do entalhe
(CMOD). Com esses dados foi possível plotar a curva carga versus CMOD e compará-los com
os obtidos experimentalmente, como pode ser visto nas Figuras 4.3, 4.4, 4.5 que são,
respectivamente, as curvas numérica e experimental da vigas V250-80, V150-80 e V63-80.
Um comparativo entre a carga máxima atingida no ensaio numérico e no experimental e o
respectivo CMOD pode ser visto na Tabela 4.4.

As Figuras 4.6, 4.7 e 4.8 mostram o estado deformado das vigas ao final da análise, sendo
possível observar a abertura da fissura na malha pela separação dos elementos, assim como o
campo de tensão σxx. É importante ressaltar que os deslocamentos nessas figuras estão
multiplicados por um fator de quarenta para facilitar a visualização das fissuras.
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a) Malha de elementos triangulares b) Malha de elementos quadrilaterais 
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Figura 4.3 – Curva numérica e experimental da viga V250-80.

a) Malha de elementos triangulares b) Malha de elementos quadrilaterais 
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rç

a
(k

N
)

V150-80
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Figura 4.4 – Curva numérica e experimental da viga V150-80.
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Figura 4.5 – Curva numérica e experimental da viga V63-80.
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Tabela 4.4 – Comparativo entre os resultados numéricos e experimental.

Viga Análise Tipo de Pmax(kN) CMOD (mm) |∆Pmax| % |∆CMOD| %

Malha Pmax CMOD

V250-80 Experimental - 6.30 0.06460 - -

V250-80 Numérica Triangular 6.05 0.06030 3.97 6.66

V250-80 Numérica Quadrilateral 6.36 0.07965 0.95 23.29

V150-80 Experimental - 4.08 0.06830 - -

V150-80 Numérica Triangular 4.10 0.04841 0.49 29.12

V150-80 Numérica Quadrilateral 3.98 0.05044 2.45 26.14

V63-80 Experimental - 2.26 0.04890 - -

V63-80 Numérica Triangular 2.24 0.03492 0.88 28.58

V63-80 Numérica Quadrilateral 2.10 0.03509 7.07 28.24

4.1.3 - Conclusão

O modelo da junta conseguiu simular de forma satisfatória a parte linear da curva, bem como
as cargas máximas que ficaram muito próximas das obtidas nos ensaios experimentais. Além
disso, o modelo conseguiu simular a tendência da perda de resistência das peças de concreto
após a carga de pico, devida à fissuração da viga.

Para as três vigas analisadas verificou-se que as curvas numéricas não se alteraram de formas
significativa com a troca dos elementos da malha. Isso demonstra que apesar das diferentes
malhas empregadas nas análises o comportamento global das vigas foi similar.

Pode-se observar, por meio das imagens das vigas deformadas, que o campo de tensão σxx está
de acordo com o fenômeno físico uma vez que a tensão de tração concentra-se na ponta da
fissura, enquanto que a região comprimida da viga encontra-se logo acima da linha neutra.

Por fim, verificou-se que o padrão de fissuração das vigas, analisadas numericamente, foi
condizente com o obtido nos ensaios experimentais, o que permite de forma simples e intuitiva
verificar se a análise numérica é condizente com o experimento. Observou-se, ainda, que a
mudança dos elementos da malha não alterou de forma significativa o caminho da fissura.

69



 

 

a) Malha com elementos triangulares da viga V250-80

b) Malha com elementos quadrilaterais da viga V250-80
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Figura 4.6 – Campo de tensão σxx no estado deformado da viga V250-80 (tensão em kPa).
Fator de escala 40.

 

 

a) Malha com elementos triangulares da viga V150-80

b) Malha com elementos quadrilaterais da viga V150-80
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Figura 4.7 – Campo de tensão σxx no estado deformado da viga V150-80 (tensão em kPa).
Fator de escala 40.

 

 

a) Malha com elementos triangulares da viga V63-80

b) Malha com elementos quadrilaterais da viga V63-80
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Figura 4.8 – Campo de tensão σxx no estado deformado da viga V63-80 (tensão em kPa). Fator
de escala 40.
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4.2 - PLACA QUADRADA COM ENTALHE

Os dados do ensaio da placa quadrada com entalhe foram extraídos do trabalho Unger e Konke
(2006). Esse ensaio visa induzir uma fissura única que inicia na ponta do entalhe e tende a
se propagar de forma vertical em direção ao apoio, com o objetivo de estudar as propriedades
do concreto em relação à fissuração no modo I. Na Figura 4.9 é possível visualizar o desenho
esquemático do ensaio onde, na parte central da face inferior, há um único apoio do segundo
gênero, enquanto é imposto um deslocamento controlado nas faces do entalhe maior. Durante o
ensaio, foram monitorados os pontos de aplicação da carga, com o objetivo de obter o valor da
cagar aplicada (P ) bem como do deslocamento horizontal (d).

P, d

1600

1600

100

800

100
P, d

800 800

Figura 4.9 – Desenho esquemático do ensaio da placa quadrada com entalhe. Medidas em
milímetros (espessura igual a 400 mm). Modificado de Unger e Konke (2006).

Os parâmetros do modelo bilinear de amolecimento que foram utilizados nas simulações
numéricas, considerando o estado plano de tensões, são a resistência à tração do concreto e a
energia de fratura total, sendo os seus valores dados, respectivamente, por σ0

max = 2.11 MPa e
GF = 482 N/m. Os parâmetros relativos ao material, como módulo de Young e coeficiente de
Poisson são dados, respectivamente, por E = 28.3 GPa e ν = 0.18. Por fim, o fator que
dimensiona os deslocamentos elásticos (α) foi adotado igual a cinco, de forma a ajustar o
comportamento elástico do concreto.

4.2.1 - Malha de elementos finitos

Utilizou-se, nas análises, malhas desestruturadas com diferentes tipos de elementos (elemento
triangular linear e elemento quadrilateral bilinear) e com variados graus de refinamento. Na
Figura 4.10 é possível visualizar duas das quatros malhas empregas nas análises. Pode-se obter
dados mais detalhados das malhas através da Tabela 4.5.
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a) Malha 1 b) Malha 3

Figura 4.10 – Malhas 1 e 3 empregadas nas análises numéricas da placa quadrada com entalhe
e condições de contorno.

Tabela 4.5 – Dados das malhas empregadas nas análises numéricas.

Numeração Tipo de Graus de Quantidade Quantidade Elementos
da malha elemento liberdade de nós de sólidos de junta
Malha 1 Triangulares 5834 2922 974 1436
Malha 2 Triangulares 2978 1494 498 725
Malha 3 Quadrilateral 10732 5370 1343 2653
Malha 4 Quadrilateral 2592 1300 325 627

4.2.2 - Resultados das análises numéricas

Após as análises numéricas, obteve-se as forças (P ) resultantes das reações na face do entalhe,
devidas à aplicação dos deslocamentos impostos, além dos deslocamentos horizontais (d) no
ponto de aplicação da carga. Com esses dados foi possível plotar as curvas cargas versus
deslocamentos horizontais e compará-las com as obtidas experimentalmente, como pode ser
visto nas Figuras 4.11 e 4.12. Um comparativo entre a carga máxima atingida no ensaio
numérico e no experimental e o respectivo deslocamento horizontal pode ser visto na Tabela
4.6.

As Figuras 4.14 e 4.15 mostram o estado deformado da peça de concreto ao final da análise
sendo possível observar a abertura da fissura na malha pela separação dos elementos,
permitindo, assim, a comparação com o padrão de fissuração obtido experimentalmente
(Figura 4.13). Além do mais, essas figuras mostram o campo de tensão σxx obtido na análise.
É importante ressaltar que os deslocamentos nessas figuras estão multiplicados por um fator de
quarenta para facilitar a visualização das fissuras.
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Figura 4.11 – Curva experimental e numérica utilizando a malha 1 e a malha 2.
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Figura 4.12 – Curva experimental e numérica utilizando a malha 3 e a malha 4.

Tabela 4.6 – Comparativo entre os resultados numéricos e experimental.

Nome da Análise Tipo de Pmax(kN) Desloc. (mm) |∆Pmax|% |∆ Desloc.| %

Malha Elemento Pmax Desloc.

- Experimental - 88.58 0.32308 - -

Malha 1 Numérica Triangular 86.10 0.30022 2.79 7.07

Malha 2 Numérica Triangular 85.55 0.29623 3.42 8.31

Malha 3 Numérica Quadrilateral 85.22 0.31799 3.79 1.57

Malha 4 Numérica Quadrilateral 85.54 0.31262 3.43 3.24

4.2.3 - Conclusão

Por meio da comparação dos resultados numéricos e experimental é possível verificar que o
modelo conseguiu simular a parte elástica do experimento, assim como a carga máxima e o
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Figura 4.13 – Padrão de fissuração na placa quadrada com entalhe obtida experimentalmente.
Modificado de Nhu et al. (2017).
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Figura 4.14 – Campo de tensão σxx no estado deformado da placa quadrada com entalhe
utilizando as malhas 1 e 2 (tensão em kPa). Fator de escala 40.
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Figura 4.15 – Campo de tensão σxx no estado deformado da placa quadrada com entalhe
utilizando as malhas 3 e 4 (tensão em kPa). Fator de escala 40.
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respectivo deslocamento no qual essa carga foi atingida. O modelo simulou, ainda, a perda
de rigidez da peça de concreto após a carga de pico devido a fissuração, embora a estrutura
analisada numericamente tenha se mostrado mais rígida durante a fissuração.

Pode-se observar, pelos resultados das curvas numéricas, que a troca dos elementos, bem como
a alteração do grau de refinamento da malha não mudou de forma significativa os resultados
obtidos. Isso demonstra que o modelo teve êxito na minimização dos efeitos da malha na análise.

Verificou-se por meio das imagens das peças deformadas que o campo de tensão σxx está
condizente com o fenômeno físico, uma vez que a concentração de tensão de tração ocorre
na ponta da trinca, enquanto a concentração de tensão de compressão ocorre na parte inferior
da peça.

Por fim, verificou-se que a fissuração da peça na análise numérica foi condizente com os ensaios
experimentais, uma vez que a fissura iniciou-se no entalhe e propagou-se de forma vertical em
direção ao apoio. Observou-se, ainda, que a mudança dos elementos e do grau de refinamento
da malha não alterou de forma muito significativa o caminho da fissura.

4.3 - PEÇA COM ENTALHE DUPLO ASSIMÉTRICO: ENSAIO À TRAÇÃO

Os dados do ensaio da peça de concreto com entalhe duplo assimétrico (também conhecido
como double edge notch) foram extraídos do trabalho Sancho et al. (2006). Esse ensaio visa
induzir fissuras que partem do entalhe e vão em direção ao centro da peça com intuito de
estudar as propriedades de fratura do concreto. Na Figura 4.16 é possível visualizar o desenho
esquemático do ensaio em que a face inferior encontra-se engastada, enquanto é imposto um
deslocamento controlado à face superior. É possível visualizar, ainda, nessa imagem um par de
LVTDs, instrumentos utilizados para medir os deslocamentos verticais da peça, com o objetivo
de plotar a curva carga (P ) versus deslocamento médio (δn).

Os parâmetros do modelo bilinear de amolecimento do concreto que foram utilizados nas
simulações numéricas considerando o estado plano de tensões são a resistência à tração do
concreto e a energia de fratura total, sendo os seus valores dados, respectivamente, por σ0

max =

3.0 MPa e GF = 50 N/m. Enquanto que os parâmetros relativos ao material como módulo de
Young e coeficiente de Poisson são dados, respectivamente, por E = 31 GPa e ν = 0.20. Por
fim, o fator que dimensiona os deslocamentos elásticos (α) foi adotado igual a cinco, de forma
a ajustar o comportamento elástico do concreto.
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Figura 4.16 – Desenho esquemático do ensaio de estrutura com entalhe duplo com medidas em
milímetros (espessura igual a 10 mm). Modificado de Sancho et al. (2006).

4.3.1 - Malha de elementos finitos

Utilizou-se, nas análises, malhas desestruturadas com diferentes tipos de elementos (elemento
triangular linear e elemento quadrilateral bilinear) e com variados graus de refinamento. Na
Figura 4.17 é possível visualizar duas das quatros malhas empregas nas análises. Pode-se obter
dados mais detalhados das malhas através da Tabela 4.7.

a) Malha 1 b) Malha 3

Figura 4.17 – Malhas 1 e 3 empregadas nas análises numéricas da peça com entalhe duplo e
condições de contorno.

4.3.2 - Resultados das análises numéricas

Após as análises numéricas, obteve-se as forças (P ) resultantes das reações, na face superior,
devidas à aplicação dos deslocamentos impostos e os deslocamentos verticais (δn1 e δn2) por
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Tabela 4.7 – Dados das malhas empregadas nas análises numéricas.

Numeração Tipo de Graus de Quantidade Quantidade Elementos
da malha elemento liberdade de nós de sólidos de junta
Malha 1 Triangulares 8706 4363 1453 2140
Malha 2 Triangulares 4650 2335 777 1134
Malha 3 Quadrilateral 19024 9524 2381 4691
Malha 4 Quadrilateral 6680 3352 838 1631

meio do monitoramento dos pontos onde no experimento encontra-se os LVTDs, conforme a
Figura 4.16. Com esses dados foi possível plotar a curva da carga normal (P ) versus
deslocamento normal médio (δn), visando compará-los com os resultados experimentais, como
pode ser visto nas Figuras 4.18 e 4.19. Um comparativo entre a carga máxima normal atingida
no ensaio numérico e no experimental e o respectivo deslocamento são apresentados na Tabela
4.8.

As Figuras 4.20 e 4.21 mostram o estado deformado da peça de concreto ao final da análise
sendo possível observar a abertura da fissura na malha pela separação dos elementos, assim
como, o campo de tensão σyy. É importante ressaltar que os deslocamentos nessas figuras estão
multiplicados por um fator de trinta para facilitar a visualização das fissuras.
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Figura 4.18 – Curva experimental e numérica utilizando a malha 1 e a malha 2.
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Nuḿericomalha 4

a) Malha 3 b) Malha 4

Figura 4.19 – Curva experimental e numérica utilizando a malha 3 e a malha 4.

Tabela 4.8 – Comparativo entre os resultados numéricos e experimental.

Nome da Análise Tipo de Pmax(kN) δn médio (mm) |∆Pmax| % |∆δn médio| %

Malha Elemento Pmax δn médio

- Experimental - 1.1052 0.00763 - -

Malha 1 Numérica Triangular 0.985 0.00653 10.87 14.41

Malha 2 Numérica Triangular 0.990 0.00594 10.42 22.14

Malha 3 Numérica Quadrilateral 0.963 0.00505 12.86 33.81

Malha 4 Numérica Quadrilateral 0.987 0.00555 10.69 27.26

 

 

b) Malha 2a) Malha 1

Y

X

σyy

Y

X

σyy

Figura 4.20 – Campo de tensão σyy no estado deformado da peça com entalhe duplo utilizando
as malhas 1 e 2 (tensão em kPa). Fator de escala 30.
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Figura 4.21 – Campo de tensão σyy no estado deformado da peça com entalhe duplo utilizando
as malhas 3 e 4 (tensão em kPa). Fator de escala 30.

4.3.3 - Conclusão

Comparando-se os resultados numéricos e experimental é possível verificar que a análise
numérica conseguiu simular de forma satisfatória a curva experimental. Como se pode verificar
na Tabela 4.8, a carga de pico obtida experimentalmente ficou próxima da carga obtida
numericamente, bem como o deslocamento no qual essa carga foi alcançada. Além disso, o
ensaio numérico conseguiu simular a perda de rigidez da peça de concreto devido a fissuração.

Verificou-se, ainda, que o aumento do grau de refinamento da malha não influenciou de forma
relevante os resultados, mostrando que a rigidez global das peças de concreto não se alterou
significativamente, apesar da variação no número de elementos de junta na malha. Isso
demonstra que tanto o fator de dimensionamento dos deslocamentos elásticos (α), assim como
a presença do comprimento característico dos elementos finitos (h) na formulação serviram
para reduzir o efeito da malha na análise.

Observou-se por meio das figuras das peças deformadas que o campo de tensão σyy está
condizente com o fenômeno físico, uma vez que a concentração de tensão de tração ocorre na
ponta da fissura, enquanto a concentração de tensão de compressão ocorre na face oposta a
qual as fissuras se propagam.

Por fim, constatou-se que o padrão de fissuração, obtido numericamente, foi similar nos casos
analisados, mostrando-se condizente com o que foi obtido experimentalmente. Dessa forma,
pode-se concluir, novamente, que a troca dos elementos da malha teve pouca influencia sobre
forma na qual a fissura se propaga.
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4.4 - PEÇA COM ENTALHE DUPLO

Os dados do ensaio da peça de concreto com entalhe duplo foram extraídos do trabalho Nooru-
Mohamed (1992). Esse ensaio visa induzir fissuras inclinadas que iniciam no entalhe e vão em
direção ao centro da peça, com o objetivo de estudar as propriedades do concreto em relação a
fissuração no modo misto. Na Figura 4.22 é possível visualizar o desenho esquemático do ensaio
em que a face inferior e a face direita abaixo do entalhe encontram-se engastadas, enquanto é
imposto um deslocamento controlado na face esquerda superior ao entalhe na direção horizontal
(δs) e na face superior na direção vertical (δn), simultaneamente, sendo o deslocamento δs igual
ao δn.

Na Figura 4.22 pode-se, ainda, observar os pontos nos quais os LVDTs foram postos para medir
os deslocamentos. Os resultados das medições verticais (δn1 e δn2) são somados e tirado a média
com objetivo de plotar a curva Pn versus δn médio. Enquanto o deslocamento horizontal (δs1)
também é medido com o objetivo de plotar a curva Ps versus δs1.
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Figura 4.22 – Desenho esquemático do ensaio de estrutura com entalhe duplo com medidas em
milímetros (espessura igual a 50 mm). Modificado de Nooru-Mohamed (1992).

Os parâmetros do modelo bilinear de amolecimento do concreto que foram utilizados nas
simulações numéricas, considerando o estado plano de tensões, são a resistência à tração do
concreto, a energia de fratura inicial e a energia de fratura total, sendo os seus valores dados,
respectivamente, por σ0

max = 3.3 MPa, Gf = 40 N/m e GF = 100 N/m. Enquanto que os
parâmetros relativos ao material como módulo de Young e coeficiente de Poisson são dados,
respectivamente, porE = 30 GPa e ν = 0.20. Por fim, o fator que dimensiona os deslocamentos
elásticos (α) foi adotado igual a cinco, de forma a ajustar o comportamento elástico do concreto.
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4.4.1 - Malha de elementos finitos

Utilizou-se, nas análises, malhas desestruturadas com diferentes tipos de elementos (elemento
triangular linear e elemento quadrilateral bilinear) e com variados graus de refinamento. Na
Figura 4.23 é possível visualizar duas das quatros malhas empregas nas análises. Pode-se obter
dados mais detalhados das malhas através da Tabela 4.9.

a) Malha 1 b) Malha 3

Figura 4.23 – Malhas 1 e 3 empregadas nas análises numéricas da peça com entalhe duplo e
condições de contorno.

Tabela 4.9 – Dados das malhas empregadas nas análises numéricas.

Numeração Tipo de Graus de Quantidade Quantidade Elementos
da malha elemento liberdade de nós de sólidos de junta
Malha 1 Triangulares 20742 10527 3473 5179
Malha 2 Triangulares 9856 5020 1652 2458
Malha 3 Quadrilateral 19726 10020 2505 4921
Malha 4 Quadrilateral 6738 3460 865 1674

4.4.2 - Resultados das análises numéricas

Após as análises numéricas obteve-se as forças (Pn e Ps) resultantes das reações nas faces em
que se aplicaram os deslocamentos impostos. Obteve-se, ainda, os deslocamentos verticais (δn1

e δn2) e horizontal (δs1) por meio do monitoramento dos pontos onde no experimento encontra-
se os LVTDs, conforme a Figura 4.22. Com esses dados foi possível plotar a curva da carga
normal (Pn) versus deslocamento normal médio (δn) e a curva da carga cisalhante (Ps) versus
deslocamento cisalhante (δs1) com o objetivo de compará-los com os resultados experimentais,
como pode ser visto nas Figuras 4.24, 4.25, 4.26 e 4.27. Um comparativo entre a carga máxima
normal atingida no ensaio numérico e no experimental e o respectivo deslocamento pode ser
visto na Tabela 4.10.
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As Figuras 4.29 e 4.30 mostram o estado deformado da peça de concreto ao final da análise
sendo possível observar a abertura da fissura na malha pela separação dos elementos, permitindo
assim a comparação com o padrão de fissuração obtido experimentalmente (Figura 4.28). Além
do mais, essas figuras mostram o campo de tensão τxy obtido na análise. É importante ressaltar
que os deslocamentos nessas figuras estão multiplicados por um fator de trinta para facilitar a
visualização das fissuras.

Tabela 4.10 – Comparativo entre os resultados numéricos e experimentais.

Nome da Tipo de Pmax(kN) δn médio (mm) Experimento Pmax(kN) δn médio (mm)

Malha Elemento Numérico Numérico Experimental Experimental

Malha 1 Triangular 18.38 0.00998 1 19.31 0.00991

Malha 2 Triangular 17.84 0.00987 2 16.80 0.01067

Malha 3 Quadrilateral 17.97 0.01081

Malha 4 Quadrilateral 17.76 0.01043
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Figura 4.24 – Curva experimental e numérica utilizando a malha 1.
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a) Curva carga normal versus deslocamento normal b) Curva carga cisalhante versus deslocamento cisalhante

Figura 4.25 – Curva experimental e numérica utilizando a malha 2.
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a) Curva carga normal versus deslocamento normal b) Curva carga cisalhante versus deslocamento cisalhante

Figura 4.26 – Curva experimental e numérica utilizando a malha 3.
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a) Curva carga normal versus deslocamento normal b) Curva carga cisalhante versus deslocamento cisalhante

Figura 4.27 – Curva experimental e numérica utilizando a malha 4.

4.4.3 - Conclusão

O modelo da junta conseguiu simular de forma satisfatória a parte linear da curva carga normal
versus deslocamento normal, obtendo carga máxima próxima às obtidas nos ensaios
experimentais. Além do mais, o modelo conseguiu simular a tendência de perda de rigidez da
peça de concreto após a carga de pico devida à fissuração.

A curva carga cisalhante versus deslocamentos cisalhante, também foi simulada de forma
adequada nas análises numéricas, com exceção da análise que fez uso da malha 4, sendo a
provável causa dessa não conformidade a baixa discretização dessa malha. Isso limitou o
caminho da fissura no entalhe do lado direito, o que interferiu de forma significativa no esforço
cisalhante.

Observou-se por meio das figuras das peças deformadas que o campo de tensão τxy está
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Figura 4.28 – Padrão de fissuração na peça com entalhe duplo obtida experimentalmente.
Modificado de Nooru-Mohamed (1992).
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Figura 4.29 – Campo de tensão τxy no estado deformado da peça com entalhe duplo utilizando
as malhas 1 e 2 (tensão em kPa). Fator de escala 30.
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Figura 4.30 – Campo de tensão τxy no estado deformado da peça com entalhe duplo utilizando
as malhas 3 e 4 (tensão em kPa). Fator de escala 30.
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condizente com o fenômeno físico, uma vez que a tensão cisalhante concentra-se,
principalmente, entre as faces das fissuras. Esse resultado é obtido pelo fato das regiões
fissuradas do concreto perderem a capacidade de transmitir carga cisalhante, enquanto que as
regiões integras ainda conservam essa capacidade.

Por fim, verificou-se que os padrões de fissuração obtidos nas análises numéricas foram
similares, porém as malhas um e dois, que utilizaram elementos triangulares, conseguiram
simular de forma mais satisfatória o padrão obtido nos ensaios experimentais.

4.5 - VIGA COM ENTALHE: ENSAIO DE CISALHAMENTO EM TRÊS PONTOS

Os dados do ensaio à cisalhamento em três pontos em viga de concreto com entalhe foram
extraídos do trabalho Galvez et al. (1998). Esse ensaio visa induzir uma fissura única que inicia
no entalhe e segue de forma inclinada em direção a carga aplicada na parte superior da viga de
forma a estudar as propriedades da fratura do concreto em relação ao modo misto. Nesse
ensaio, o deslocamento imposto é aplicado sobre uma chapa de aço na parte central, enquanto
que a restrição de deslocamento são impostos pelo apoio do segundo gênero do lado direito e
um apoio do primeiro gênero do lado esquerdo, como se pode observar na Figura 4.31.
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Figura 4.31 – Desenho esquemático do ensaio da viga com entalhe com medidas em
milímetros (espessura igual a 50 mm). Modificado de Galvez et al. (1998).

Os parâmetros do modelo bilinear de amolecimento que foram utilizados nas simulações
numéricas, considerando o estado plano de tensões, são a resistência à tração do concreto e a
energia de fratura total, sendo os seus valores dados, respectivamente, por σ0

max = 3.0 MPa e
GF = 69 N/m. Enquanto que os parâmetros relativos ao material como módulo de Young e
coeficiente de Poisson são dados, respectivamente, por E = 38 GPa e ν = 0.20. Por fim, o
fator que dimensiona os deslocamentos elásticos (α) foi adotado igual a quatro, de forma a
ajustar o comportamento elástico do concreto.
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4.5.1 - Malha de elementos finitos

Utilizou-se, nas análises, malhas desestruturadas com diferentes tipos de elementos (elemento
triangular linear e elemento quadrilateral bilinear) e com variados graus de refinamento. Na
Figura 4.32 é possível visualizar duas das quatros malhas empregas nas análises. Pode-se obter
dados mais detalhados das malhas através da Tabela 4.11.

a) Malha 1

b) Malha 3

Figura 4.32 – Malhas 1 e 3 empregadas nas análises numéricas da viga com entalhe e
condições de contorno.

Tabela 4.11 – Dados das malhas empregadas nas análises numéricas.

Numeração Tipo de Graus de Quantidade Quantidade Elementos
da malha elemento liberdade de nós de sólidos de junta
Malha 1 Triangulares 18219 9123 3040 4492
Malha 2 Triangulares 5565 2796 931 1352
Malha 3 Quadrilateral 11706 5864 1466 2862
Malha 4 Quadrilateral 3683 1852 463 880

4.5.2 - Resultados das análises numéricas

Após as análises numéricas obteve-se as forças resultantes das reações na face da chapa de
aço, devida a aplicação dos deslocamentos impostos, além dos afastamentos horizontais entre
as faces do entalhe (CMOD). Com esses dados foi possível plotar a curva carga versus CMOD
e compará-los com os obtidos experimentalmente, como pode ser visto nas Figuras 4.33 e 4.34.
Um comparativo entre a carga máxima atingida no ensaio numérico e no experimental e o
respectivo CMOD pode ser visto na Tabela 4.12.

As Figuras 4.35 e 4.36 mostram o estado deformado da viga ao final da análise sendo possível
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observar a abertura da fissura na malha pela separação dos elementos assim como o campo de
tensão σxx. É importante ressaltar que os deslocamentos nessas figuras estão multiplicados por
um fator de quarenta para facilitar a visualização das fissuras.
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Figura 4.33 – Curva experimental e numérica utilizando a malha 1 e a malha 2.
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rç
a
(k
N
)

Experimental
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Figura 4.34 – Curva experimental e numérica utilizando a malha 3 e a malha 4.

Tabela 4.12 – Comparativo entre os resultados numéricos e experimental.

Nome da Análise Tipo de Pmax(kN) CMOD (mm) |∆Pmax| % |∆ CMOD | %
Malha Elemento Pmax CMOD

- Experimental - 3.85 0.02631 - -
Malha 1 Numérica Triangular 4.08 0.03102 5.97 17.90
Malha 2 Numérica Triangular 4.01 0.03179 4.15 20.82
Malha 3 Numérica Quadrilateral 3.83 0.03511 0.52 33.44
Malha 4 Numérica Quadrilateral 3.86 0.03190 0.26 21.24

87



 

 

a) Malha 1

b) Malha 2

Y

X

σxx

Y

X

σxx

Figura 4.35 – Campo de tensão σxx no estado deformado da viga com entalhe utilizando as
malhas 1 e 2 (tensão em kPa). Fator de escala 40.
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Figura 4.36 – Campo de tensão σxx no estado deformado da viga com entalhe as malhas 3 e 4
(tensão em kPa). Fator de escala 40.

4.5.3 - Conclusão

O modelo da junta conseguiu simular de forma satisfatória a parte linear da curva experimental,
bem como as cargas máximas e o CMOD no qual essa carga foi atingida, como se pode observar
na Tabala 4.36. Ademais, o modelo conseguiu simular a tendência de perda de resistência da
viga de concreto após a carga de pico devida à fissuração.
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Verifica-se que alteração do tipo de elemento, assim como do grau de refinamento da malha
não tivera impacto significativo na análise, uma vez que os resultados numéricos ficaram muito
próximos.

Observa-se por meio das imagens das estruturas deformadas que o campo de tensão σxx está
de acordo com o fenômeno físico. Uma vez que a tensão de tração concentra-se na ponta da
fissura, enquanto que a região comprimida da viga encontra-se logo acima da linha neutra.

Por fim, verificou-se que o padrão de fissuração da viga nas análises numéricas está de acordo
com o ensaio experimental. Além disso, observou-se que a mudança dos elementos e o alteração
do grau de refinamento da malha não mudou de forma significativa o caminho da fissura.

4.6 - PAINEL EM L

Os dados do ensaio do painel em L foram extraídos do trabalho Ghosh e Chaudhuri (2013).
Esse ensaio visa induzir uma fissura única que inicia no ponto "A"(Figura 4.37) devido a
concentração de tensão e tende a se propagar de forma horizontal. Na Figura 4.37 é possível
visualizar o desenho esquemático do ensaio em que a face inferior esquerda encontram-se
engastada, enquanto é imposto um deslocamento controlado, por meio de uma chapa de aço,
na face inferior direita. Durante o ensaio, monitorou-se o ponto de aplicação da carga, com o
objetivo de obter o valor da cagar aplicada (P ), assim como do deslocamento vertical (d).

P, d

250

250

250

250 250

220

A

Figura 4.37 – Desenho esquemático do ensaio do painel em L com medidas em milímetros
(espessura igual a 100 mm). Modificado de Ghosh e Chaudhuri (2013).

Os parâmetros do modelo bilinear de amolecimento do concreto que foram utilizados nas
simulações numéricas, considerando o estado plano de tensões, são a resistência à tração do
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concreto e a energia de fratura total, sendo os seus valores dados, respectivamente, por σ0
max =

2.8 MPa e GF = 140 N/m. Enquanto que os parâmetros relativos ao material como módulo de
Young e coeficiente de Poisson são dados, respectivamente, por E = 20 GPa e ν = 0.2. Por
fim, o fator que dimensiona os deslocamentos elásticos (α) foi adotado igual a seis, de forma a
ajustar o comportamento elástico do concreto.

4.6.1 - Malha de elementos finitos

Utilizou-se, nas análises, malhas desestruturadas com diferentes tipos de elementos (elemento
triangular linear e elemento quadrilateral bilinear) e com variados graus de refinamento. Na
Figura 4.38 é possível visualizar duas das quatros malhas empregas nas análises. Pode-se obter
dados mais detalhados das malhas através da Tabela 4.13.

a) Malha 1 b) Malha 3

Figura 4.38 – Malhas 1 e 3 empregadas nas análises numéricas do painel em L e condições de
contorno.

Tabela 4.13 – Dados das malhas empregadas nas análises numéricas.

Numeração Tipo de Graus de Quantidade Quantidade Elementos
da malha elemento liberdade de nós de sólidos de junta
Malha 1 Triangulares 6158 3082 1027 1517
Malha 2 Triangulares 3440 1723 574 841
Malha 3 Quadrilateral 21118 10599 2807 5257
Malha 4 Quadrilateral 4488 2249 598 1099

4.6.2 - Resultados das análises numéricas

Após as análises numéricas obteve-se as forças resultantes das reações (P ) na face da chapa de
aço, devida a aplicação dos deslocamentos impostos, além dos deslocamentos verticais (d) no
ponto de aplicação da carga. Com esses dados foi possível plotar a curva carga versus
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deslocamentos verticais e compará-los com os obtidos experimentalmente, como pode ser
visto nas Figuras 4.39 e 4.40. Um comparativo entre a carga máxima atingida no ensaio
numérico e no experimental e o respectivo deslocamento vertical pode ser visto na Tabela 4.14.

As Figuras 4.42 e 4.43 mostram o estado deformado da peça de concreto ao final da análise
sendo possível observar a abertura da fissura na malha pela separação dos elementos,
permitindo, assim, a comparação com o padrão de fissuração obtido experimentalmente
(Figura 4.41). Além do mais, essas figuras mostram o campo de tensão σyy obtido na análise. É
importante ressaltar que os deslocamentos nessas figuras estão multiplicados por um fator de
quarenta para facilitar a visualização das fissuras.
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Figura 4.39 – Curva experimental e numérica utilizando a malha 1 e a malha 2.
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Figura 4.40 – Curva experimental e numérica utilizando a malha 3 e a malha 4.
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Tabela 4.14 – Comparativo entre os resultados numéricos e experimental.

Nome da Análise Tipo de Pmax(kN) Desloc. (mm) |∆Pmax| % |∆ Desloc.| %

Malha Elemento Pmax Desloc.

- Experimental - 7.59 0.2112 - -

Malha 1 Numérica Triangular 7.12 0.1980 6.19 6.25

Malha 2 Numérica Triangular 7.02 0.1934 7.51 8.42

Malha 3 Numérica Quadrilateral 7.26 0.2257 4.35 6.86

Malha 4 Numérica Quadrilateral 7.08 0.2007 6.71 4.97

4.6.3 - Conclusão

Comparando-se a curva numérica com a curva experimental verificou-se que o modelo
simulou com sucesso a parte linear da curva, além de conseguir simular a tendência de perda
de rigidez da estrutura pela fissuração do painel. Ademais, o modelo conseguiu prever com
razoável precisão a carga máxima atingida no experimento, bem como o respectivo
deslocamento vertical. Verificou-se, ainda, que as curvas numéricas obtidas com uso de
diferentes malhas foram similares, demonstrando que o modelo de junta conseguiu minimizar
o efeito que a malha exerce na análise.

Observa-se por meio das imagens das estruturas deformadas que o campo de tensão σyy está de
acordo com o fenômeno físico, uma vez que a concentração de tensão de tração ocorre na
ponta da fissura, enquanto que a concentração da tensão de compressão encontra-se na face
oposta a propagação da fissura.

Por fim, observou-se que o padrão fissuração do painel obtido nas análises numéricas está de
acordo com o ensaio experimental. Além disso, verificou-se que a mudança dos elementos e a
alteração do grau de refinamento da malha não mudou de forma significativa a propagação da
fissura.

4.7 - CONSIDERAÇÕES

O comportamento do concreto é bastante influenciado pela fissuração, portanto, torna-se uma
questão essencial, na análise numérica, a adequada representação desse fator para a obtenção
de resultados satisfatórios. Tendo em vista isso, este trabalho simulou a fissuração discreta do
concreto por meio de elementos de junta interpostos entre os elementos de malha. Isso permitiu
representar mais realisticamente as fissuras, por meio do afastamento dos elementos da malha.
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Figura 4.41 – Padrão de fissuração no painel em L obtida experimentalmente. Modificado de
Unger e Konke (2006).
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Figura 4.42 – Campo de tensão σyy no estado deformado do painel em L utilizando as malhas
1 e 2 (tensão em kPa). Fator de escala 40.
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Figura 4.43 – Campo de tensão σyy no estado deformado do painel em L utilizando as malhas
3 e 4 (tensão em kPa). Fator de escala 40.
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Para tanto, os elementos de junta necessitam de um modelo constitutivo que se utilize de forma
adequada dos conceitos da mecânica da fratura para materiais quase frágeis. Em vista disso
formulou-se e implementou-se uma abordagem baseado no trabalho de Lens et al. (2009). Este
modelo conseguiu simular a parte elástica dos experimentos, assim como as cargas máximas e
a tendência (após a carga de pico) de perda global de rigidez das estruturas devido a fissuração.
Além do mais, o modelo conseguiu simular o padrão de fissuração obtido nos ensaios
experimentais.

Esse modelo buscou reduzir a susceptibilidade intrínseca, da dependência da malha, que as
análises que fazem uso da abordagem de fissura discreta possuem. Para tanto, adotou-se o fator
h, que representa o comprimento característico do elemento finito, no cálculo da rigidez
elástica da junta. Assim, foi possível reduzir o efeito da malha, evitando que com o aumento
do refinamento e, consequente, aumento do número de elemento de junta, reduzisse a rigidez
global da estrutura. Além disso, o acréscimo do fator de dimensionamento dos deslocamentos
elásticos (α) também teve um papel essencial no controle dos deslocamentos elásticos

No entanto, a abordagem de fissuração discreta apresenta algumas desvantagens que não
podem ser remedidas por meio do modelo da junta, como o aumento do número de nós
(decorrente dos elementos de interface) e, consequentemente, dos graus de liberdades,
provocando o aumento do esforço computacional. Além disso, essa abordagem limita a
abertura de fissuras as bordas dos elementos do concreto, impondo que nas análises sejam
utilizadas malhas com discretizações razoáveis para que não haja “travamentos” indesejáveis
na propagação da fissura, dificultando, assim, a convergência dos resultados. Esse
"travamento"ocorre em malha com grau de discretização muito baixo que inviabiliza o
caminho preferencial da fissura.

Essas aparentes desvantagens, podem, no entanto, mostrar-se como uma vantagem, ao ponto
que o aumento do custo computacional é o preço que se paga para a representação mais
acurada do comportamento mecânico do sistema. Além disso, o problema da necessidade do
refinamento da malha, bem como do aumento do custo computacional vem sendo superado
pela rápida evolução da capacidade de processamento dos computadores.
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5 - CONCLUSÕES E SUGESTÕES PARA TRABALHOS FUTUROS

5.1 - CONCLUSÕES

Comparando-se as curvas numéricas com as experimentais, verificou-se que o modelo da junta
conseguiu simular de forma satisfatória a parte elástica dos experimentos, assim como as
cargas máximas. Além disso, o modelo conseguiu simular a perda de rigidez global das
estruturas, após a carga de pico, devido a fissuração. Verificou-se, ainda, por meio das figuras
das estruturas deformadas, que os padrões de fissuração obtidos nos ensaios numéricos foram
condizentes com os experimentos.

Os resultados dos ensaios numéricos demonstram que as táticas adotadas (inserção de h e α na
formulação) para redução dos efeitos da malha na análise numérica foram bem sucedidas, uma
vez que malhas com diferentes tipos de elementos e níveis de discretização não influenciaram
de forma relevante os resultados.

A formulação do elemento de junta mostrou-se robusta ao ponto de conseguir se adaptar as
malhas com diferentes tipos de elementos. Apesar de não ter sido o caso, neste trabalho, esse
modelo pode ser utilizado com elementos de mais alta ordem por meio de acréscimo de nós ao
elemento de junta, além da formulação ser facilmente expansível para elementos de junta de
superfície, que são empregados em análises tridimensionais.

O grau de refinamento da malha teve um impacto maior nos resultados do que o uso de
elementos dos tipos de elementos. Isso se dá porque uma malha pouco discretizada impõe às
fissuras restrição de propagação fazendo com que os resultados numéricos sejam distantes dos
resultados experimentais. Portanto, há uma discretização minima para que o modelo não
forneça respostas divergentes dos resultados experimentais. Esse tema merece um estudo mais
aprofundado.

Apesar do modelo simular com sucesso os resultados experimentais, aprimoramentos em sua
implementação ainda são necessários devida à demora das análises que variam de meia hora a
uma hora e meia dependendo do grau de discretização da malha (processador empregado na
análise foi intel core i7 de 2.60 GHz). Essa demora não se deve, apenas, ao aumento do número
de graus de liberdade, mas, principalmente, pelo fato do modelo necessitar em momentos de
incrementos de deslocamentos muito pequenos para convergir dentro da precisão desejada.
Como consequência, são necessário muitos passos para a resolução completa dos sistemas.
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5.2 - SUGESTÕES PARA TRABALHOS FUTUROS

Propõe-se as seguintes sugestões para trabalhos futuros:

Expandir o modelo proposto para análises tridimensionais, tornando-as assim mais completas,
ao ponto que possibilita a obtenção de mais dados sobre tensão, deformação e deslocamento
das estruturas.

Empregar o modelo proposto na análise de estruturas de concreto armado. Uma vez que o
modelo mostrou-se adequado para a simulação do concreto, torna-se natural a sua utilização
para simular o concreto armado, visando estudar a propagação de fissuras nesse material.

Pesquisar de forma mais aprofundada os efeitos da discretização da malha na análise que
emprega a abordagem de fissura discreta. Umas vez que a discretização mostrou-se o fator que
mais influencia a qualidade das análises. Torna-se essencial um estudo mais detalhado sobre o
tema visando obter uma metodologia para a escolha da malha mais adequada para cada análise.

Aprimorar a implementação do modelo, visando melhorar a convergência para passos de carga
maiores. Apesar do modelo simular de forma adequada o comportamento mecânico do
concreto, sua implementação ainda necessita de ajustes visando obter a convergência para
incrementos de carga maiores e, com isso, obter análises mais rápidas.

96



REFERÊNCIAS BIBLIOGRÁFICAS

Argyris, J. H. e S. Kelsey (1955). “Energy theorems and structural analysis”. Em: Aircraft

Engineering.

Bathe, K.J. (1996). Finite Element Procedures. 3a ed. New Jersey: Prentice-Hall.

Bazant, Z. P. e J. Planas (1998). Fracture and size effect in concrete and other quasibrittle

materials. 1a ed. Boca Raton: CRC Press LLC.

Belytschko, T. et al. (1996). “Meshless methods: an overview and recent developments”. Em:
Computer Methods in Applied Mechanics and Engineering 139, pp. 3–47.

CEB/FIP Model Code 2010 (2013). fib Model Code for Concrete Structures 2010. Comitè Euro-
Internatiomal du Bèton. Lausana.

Cervenka, V., R. Pukl e R. Eligehausen (1992). “Computer Models of Concrete Structures”.
Em: Structural Engineering International 2.2, pp. 103–107.

Courant, R (1943). “Variational methods for the solution of problems of equilibrium and
vibrations”. Em: Bulletin of the American Mathematical Society 49, pp. 1–23.

Desai, C. S. et al. (1984). “Thinlayer element for interfaces and joints”. Em: International

Journal for Numerical and Analytical Methods in Geomech, pp. 19–43.

Dipika, Devi (2011). “Object-oriented nonlinear finite element analysis framework for
implementing modified cam clay model”. Tese de doutorado. Indian Institute of Technology
Guwahati, p. 253.

Duarte, C. A. e J. T. Oden (1996). “An h-p adaptive method using clouds”. Em: Computer

Methods in Applied Mechanics and Engineering 139, pp. 327–262.

Gaitán, J. D. D. R. (2015). “Aplicação do método de elementos finitos semi-embutidos na
simulação de vigas de concreto armado”. Diss. de mestrado. Universidade de Brasília, p. 96.

Galvez, J. C. et al. (1998). “Fracture of concrete under mixed loading. Experimental results and
numerical prediction”. Em: Fracture mechanics of concrete strutures, pp. 729–738.

Ghosh, A. e P. Chaudhuri (2013). “Computational modeling of fracture in concrete using a
meshfree meso-macro-multiscale method”. Em: Computational Materials Science,
pp. 204–215.

97



Goodman, R. E., R. L. Taylor e T. L. Brekke (1968). “A model for the mechanics of jointed
rock”. Em: Journal of the Soil Mechanics and Foundations Division, pp. 637–659.

Gopalaratnam, V. S. e S. P. Shah (1985). “Softening response of plain concrete in direct
tension.” Em: American Concrete Institute, pp. 310–323.

Herrmann, L. R. (1978). “Finite analysis of contact problems”. Em: Journal of the Engineering

Mechanics Division, pp. 1043–1057.

Hillerborg, A., M. Modeer e P.E. Peterson (1976). “Analysis of crack formation and crack
growth in concrete by means of fracture mechanics and finite elements”. Em: Cement Concrete

Research 6, pp. 773–782.

Hrenikoff, A. (1941). “Solution of problems in elasticity by the frame work method”. Em:
Journal of Applied Mechanics 8, pp. 169–175.

Karihaloo, B. L. (1995). Fracture Mechanics and Structural Concrete, Concrete Design and

Construction Series. 1a ed. Harlow: Longman Scientific Technical.

Krajcinovic, D. e J. V. Mier (2000). Damage and fracture of disordered materials. 1a ed. New
York: Springer-Verlag Wien GmbH.

Kumar, S. e S. V. Barai (2011). Concrete Fracture Models and Applications. 1a ed. Berlin:
Springer.

Kwak, H. G. e F. C. Fillippou (1990). Finite element analysis of reinforced concrete structures

under monotonic loads. University of California.

Lens, L. N., E. Bittencourt e V. M. R. d’Avila (2009). “Constitutive models for cohesive zones in
mixed-mode fracture of plain concrete”. Em: Engineering Fracture Mechanics 76, 2281–2297.

Li, J. e V. N. Kaliakin (1993). “Numerical simulation of interfaces in geomaterials: development
of new zero-thickness interface elements”. Diss. de mestrado. University of Delaware, p. 94.

MacGregor, J. G. e J. K. Wight (2009). Reinforced concrete mechanics & design. 6a ed. Upper
Saddle River: Pearson Education.

Mahabadi, O. et al. (2014). “Three-dimensional FDEM numerical simulation of failure
processes observed in Opalinus Clay laboratory samples”. Em: Journal of Rock Mechanics and

Geotechnical Engineering 6, pp. 591–606.

Melenk, J. M. e L. Babuska (1996). “The partition of unity finite element method: basis theory
and applications”. Em: Computer Methods in Applied Mechanics and Engineering 139,
pp. 289–314.

98



Mindess, S., J. F. Young e D. Darwin (2003). Concrete. 2a ed. Upper Saddle River: Prentice
Hall.

Munjiza, A., K. R. F. Andrews e J. K. White (1999). “Combined single and smeared crack
model in combined finite-discrete element analysis”. Em: International journal for numerical

methods in engineering 44, pp. 41–57.

Ngo, D. e A. C. Scordelis (1967). “Finite element analysis of reinforced concrete beams”. Em:
ACI Proceedings, pp. 152–163.

Nhu, H. T. N. et al. (2017). “Discrete element modelling of fracture in quasi-brittle materials”.
Em: Mechanics of Stuctures and Materials1; Advancements and Challenges, pp. 329–335.

Nooru-Mohamed, M. B. (1992). Mixed-mode fracture of concrete: an experimental approach.
1a ed. Netherlands: Delft University of Technology.

Oñate, E. (1992). Cálculo de estruturas por el método de elementos finitos – Análisis estático

lineal. 1a ed. Barcelona: Artes Gráficas Torres S.A.

Petersson, P. E. (1981). Crack growth and development of fracture zone in plain concrete and

similar materials. No. TVBM-100. Lund Institute of Technology.

Planas, J. e M. Elices (1990). “Fracture criteria for concrete:Mathematical validations and
experimental validation.” Em: Engineering Fracture Mechanics, pp. 87–94.

Reddy, J.N. (2006). An introduction to the finite element method. 3a ed. New York: McGraw-
Hill.

Reinhardt, H. W., H. A. W. Cornelissen e D. A. Hordijk (1986). “Tensile tests and failure
analysis of concrete.” Em: Journal of Structural Engineering (ASCE), pp. 2462–2477.

Roesler, J. et al. (2007). “Concrete fracture prediction using bilinear softening”. Em: Cement

and Concrete Composites 29, pp. 300–312.

Rosales, Y. M. (2016). “Análise numérica - experimental do comportamento da aderência do
aço-concreto”. Diss. de mestrado. Universidade de Brasília, p. 115.

Sancho, J. M. et al. (2006). “An embedded cohesive crack model for finite element analysis
of mixed mode fracture of concrete”. Em: Fatigue and fracture engineering materials and

structures, pp. 1056–1065.

Segura, J.M. e I. Carol (2010). “Numerical modelling of pressurized fracture evolution in
concrete using zero-thickness interface elements”. Em: Engineering Fracture Mechanics 77,
pp. 1386–1399.

99



Sharma, K. G. e C. S. Desai (1992). “Analysis and implementation of thin-layer element for
interfaces and joints”. Em: Journal of Engineering Mechanics 118.12, pp. 2442–2462.

Soriano, H.L. (2009). Elementos finitos – Formulação e aplicação na estática e dinâmica das

estruturas. 2a ed. Rio de Janairo: Ciência Moderna Ltda.

Süssekind, J.C. (1980). Curso de análise estrutural 2 – deformações em estruturas método das

forças. 4a ed. Vol. 2. Porto Alegre: Editora Globo.

Turner, M. J. et al. (1956). “Stiffness and deflection analysis of complex structures”. Em:
Journal of Aeronautical Science 23, pp. 805–823.

Tzamtzis, D. A. (1998). “Finite element modeling of cracks and joints in discontinuous
structural systems”. Em: 16th ASCE Engineering Mechanics Conference, pp. 16–18.

Unger, J. F. e C. Konke (2006). “Discrete crack simulation of concrete using the extended finite
element method”. Em: Application of Computer Science and Mathematics in Architecture and

Civil Engineering, pp. 1–12.

Vélez, D. I. A. (2015). “Otimização de estruturas reticuladas utilizando algoritmos genéticos”.
Diss. de mestrado. Universidade de Brasília, p. 97.

Wittmann, F. H. et al. (1988). “Fracture energy and strain softening of concrete as determined
by compact tension specimens.” Em: Mater Struct, pp. 21–32.

Wriggers, P. (2008). Nonlinear finite element methods. 1a ed. Berlin: Springer.

Xu, W. (2016). “Modeling mixed mode fracture of concrete by using the combined discrete and
finite elements method”. Em: International Journal of Computational Methods 13, p. 22.

Zeevaert, A. E. (1980). “Finite element formulation for the analysis of interfaces, nonlinear and
large displacement problems in geotechnical engineering”. Diss. de mestrado. Georgia Institute
of Technology, p. 267.

Zivaljic, N., Z. Nikolic e H. Smoljanovic (2014). “Computational aspects of the combined finite-
discrete element method in modelling of plane reinforced concrete structures”. Em: Engineering

Fracture Mechanics 131, pp. 669–686.

100



APÊNDICES

101



A - CÁLCULO DOS PARÂMETROS DE FRATURA DO MODELO
BILINEAR

Os dados necessários para a obtenção dos parâmetros do modelo bilinear, visto na Figura A.1,
são a resistência à tração do concreto (σ0

max), energia de fratura inicial (Gf ) e energia de fratura
total (GF ). Por meio desses dados é possível obter o valor da tensão e do deslocamento da
fissura equivalente ao ponto no qual o modelo muda de rigidez (σs, us) e a abertura crítica de
fissura (uc), informações necessárias para a simulação numérica.

σ0
max

uc u(0,0) us

σ

σs
(βs uc, αs σ

0
max)

A1

A2

u1

Figura A.1 – Função de amolecimento bilinear.

Adotou-se o valor de αs igual a 0.25 (dado extraído do estudo de Wittmann et al. (1988)),
obtendo-se assim o valor de σs = 0.25σ0

max. Em seguida, definiu-se o valor da área A1 como
sendo a área do triângulo dado pelos pontos (0, 0), (0, σ0

max) e (u1, 0), enquanto a área A2 é
equivalente a área do triângulo dado pelos pontos (u1, 0), (us, σs) e (uc, 0). Assim foi possível
definir as relações:

A1 =
σ0
max u1

2
= Gf (A.1)

u1 =
2Gf

σ0
max

(A.2)

A2 =
(uc − u1)σs

2
= GF −Gf (A.3)

uc =
2 (GF −Gf )

σs
+ u1 (A.4)
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Por semelhança de triângulos pode-se encontrar o valor us, conforme a equação:

σ0
max

σs
=

u1

(u1 − us)
(A.5)

σ0
max

0.25σ0
max

=
u1

(u1 − us)
(A.6)

us = 0.75u1 (A.7)

Por meio da Eq. A.7 pode-se determinar o valor de βs, conforme a equação:

us = βs uc = 0.75u1 (A.8)

βs =
0.75u1

uc
(A.9)

Quando não há informações sobre a energia de fratura inicial (Gf ) e há apenas dados sobre
a energia de fratura total (GF ), adota-se αs = 0.25 e βs = 0.15, conforme proposto por
Wittmann et al. (1988). A partir disso, pode-se deduzir a abertura crítica da fissura uc, conforme
as equações:

GF =
(σ0

max − σs)us
2

+ σs us +
(uc − us)σs

2
(A.10)

GF =
(σ0

max − σs) 0.15uc
2

+ σs 0.15uc +
(uc − 0.15uc)σs

2
(A.11)

GF = uc (0.075 (σ0
max − σs) + 0.15σs + 0.425σs) (A.12)

GF = uc (0.075 (σ0
max − 0.25σ0

max) + 0.15 (0.25σ0
max) + 0.425 (0.25σ0

max)) (A.13)

GF = uc (0.2σ0
max) (A.14)

uc =
5GF

σ0
max

(A.15)
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B - DETALHES DE IMPLEMENTAÇÃO DO MODELO DE JUNTA

Neste tópico serão abordados alguns detalhes de implementação que são importantes para o
adequado funcionamento do modelo de junta.

B.1 - DEFINIÇÃO DO VALOR DO PARÂMETRO α

Inicialmente, quando o valor do deslocamento plástico da junta é igual a zero, α possui o valor
igual ao arbitrado pelo usuário do programa (α0). À medida que a junta plastifica, o valor do
parâmetro α varia de acordo com a curva trilinear apresentada na Figura B.1.

α0

uc up(0,0)

α

us

1.5
1.0

Figura B.1 – Modelo trilinear para cálculo do α.

Essa variação do parâmetro α tem o objetivo de simular a perda de rigidez elástica da estrutura
após o inicio da fissuração. Ademais a redução desse parâmetro facilitou a convergência do
modelo à medida que tornou a matriz de rigidez do sistema melhor condicionada.

B.2 - CÁLCULO DA TENSÃO APÓS O DESLOCAMENTO PLÁSTICO CRÍTICO

Caso o ponto de integração do elemento de junta possua o σtr maior que zero, após ter atingido
o deslocamento plástico crítico (σnmax = 0), o modelo deve retornar a tensão normal e
cisalhante igual a zero, conforme a Figura B.2. Isso ocorre, porque o ponto de integração do
elemento de junta, após o deslocamento plástico crítico, perde a capacidade de transmitir
tensão de tração e de cisalhamento. Essa capacidade só é recuperada, em parte, apenas quando
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σtr menor que zero.

f n

τ

σ
0

 σtr, τtr

 σn, τn

 σn+1, τn+1

σmax = 0n

Figura B.2 – Retorno da tensão tentativa à superfície para quando σnmax = 0 e σtr > 0.

Cálculo do vetor r̂ para quando σnmax = 0 e σtr > 0

σn+1 = σtr −De ∆wn+1
p (B.1)

A Eq. B.1 pode ser reescrita como:(
σn+1

τn+1

)
=

(
σtr

τ tr

)
−

[
kn 0

0 kt

](
∆wn+1

p

∆vn+1
p

)
(B.2)

Neste caso, como o ponto de integração do elemento de junta perdeu a capacidade de transmitir
esforços, uma vez que atingiu a abertura crítica e o σtr é maior que zero, o vetor σn+1 deve ser
zerado, conforme a equação:(

0

0

)
=

(
σtr

τ tr

)
−

[
kn 0

0 kt

](
∆wn+1

p

∆vn+1
p

)
(B.3)

Substituindo-se as componentes do vetor ∆wn+1
p pelo vetor ∆λ r obtém-se a equação:(

0

0

)
=

(
σtr

τ tr

)
−

[
kn 0

0 kt

]
∆λ

(
r1

r2

)
(B.4)
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A Eq. B.4 pode ser reescrita como:(
σtr

τ tr

)
= ∆λ

(
kn r1

kt r2

)
(B.5)

Isolando-se o vetor r obtém-se a equação:(
r1

r2

)
=

1

∆λ

(
σtr

kn
τ tr

kt

)
(B.6)

Como o vetor r é utilizado na formulação como um vetor unitário r̂, o ∆λ pode retirado da
equação. Assim é possível obter o valor de r̂, calculando-se o vetor unitário correspondente ao
vetor

(
σtr

kn
τ tr

kt

)
.

106


	LISTA DE TABELAS
	LISTA DE FIGURAS
	LISTA DE SÍMBOLOS, NOMENCLATURAS E ABREVIAÇÕES
	1 INTRODUÇÃO
	1.1 OBJETIVOS
	1.2 ESCOPO DO PROJETO

	2 REVISÃO BIBLIOGRÁFICA
	2.1 ELEMENTOS FINITOS
	2.1.1 Desenvolvimento histórico
	2.1.2 Formulação básica

	2.2 FLUXO DA ANÁLISE EM ELEMENTOS FINITOS
	2.2.1 Etapas de funcionamento dos programas computacionais de elementos finitos
	2.2.2 Validação dos resultados

	2.3 COMPORTAMENTO DO CONCRETO
	2.3.1 Comportamento do concreto à compressão
	2.3.2 Comportamento do concreto à tração

	2.4 APLICAÇÃO DE ELEMENTOS FINITOS EM CONCRETO
	2.4.1 Modelos constitutivos para o concreto
	2.4.2 Modelos para simular fissuras

	2.5 ELEMENTOS DE JUNTA/INTERFACE
	2.6 MECÂNICA DA FRATURA
	2.6.1 Mecânica da fratura elástico linear (MFEL)
	2.6.2 Mecânica da fratura não linear
	2.6.3 Funções de amolecimento do concreto

	2.7 MÉTODOS DE SOLUÇÃO PARA PROBLEMAS ESTÁTICOS
	2.7.1 Método de Newton-Raphson


	3 METODOLOGIA
	3.1 FORMULAÇÃO DO ELEMENTO DE JUNTA ISOPARAMÉTRICO
	3.2 GERAÇÃO DE MALHA COM ELEMENTOS DE JUNTA
	3.3 FATORES EMPREGADOS PARA REDUÇÃO DO EFEITO DA MALHA
	3.4 PASSO AUTOMÁTICO E A ESTRATÉGIA PREVISOR-CORRETOR NO MÉTODO DE NEWTON-RAPHSON
	3.5 MODELAGEM CONSTITUTIVA
	3.5.1 Modelos constitutivos para os elementos de concreto
	3.5.2 Modelo constitutivo para os elementos de junta em modo I e misto (I+II) de fratura do concreto
	3.5.3 Programas de elementos finitos e de visualização

	3.6 TESTE DO MODELO DO ELEMENTO DE JUNTA
	3.6.1 Teste de tração
	3.6.2 Teste de cisalhamento
	3.6.3 Análise dos efeitos do fator bold0mu mumu right no teste de tração
	3.6.4 Análise dos efeitos do fator bold0mu mumu right no teste de cisalhamento


	4 ANÁLISE NUMÉRICA DE ENSAIOS EXPERIMENTAIS DE LABORATÓRIO
	4.1 VIGA COM ENTALHE: ENSAIO DE FLEXÃO EM TRÊS PONTOS
	4.1.1 Malha de elementos finitos
	4.1.2 Resultados das análises numéricas
	4.1.3 Conclusão

	4.2 PLACA QUADRADA COM ENTALHE
	4.2.1 Malha de elementos finitos
	4.2.2 Resultados das análises numéricas
	4.2.3 Conclusão

	4.3 PEÇA COM ENTALHE DUPLO ASSIMÉTRICO: ENSAIO À TRAÇÃO
	4.3.1 Malha de elementos finitos
	4.3.2 Resultados das análises numéricas
	4.3.3 Conclusão

	4.4 PEÇA COM ENTALHE DUPLO
	4.4.1 Malha de elementos finitos
	4.4.2 Resultados das análises numéricas
	4.4.3 Conclusão

	4.5 VIGA COM ENTALHE: ENSAIO DE CISALHAMENTO EM TRÊS PONTOS
	4.5.1 Malha de elementos finitos
	4.5.2 Resultados das análises numéricas
	4.5.3 Conclusão

	4.6 PAINEL EM L
	4.6.1 Malha de elementos finitos
	4.6.2 Resultados das análises numéricas
	4.6.3 Conclusão

	4.7 CONSIDERAÇÕES

	5 CONCLUSÕES E SUGESTÕES PARA TRABALHOS FUTUROS
	5.1 CONCLUSÕES
	5.2 SUGESTÕES PARA TRABALHOS FUTUROS

	REFERÊNCIAS BIBLIOGRÁFICAS
	APÊNDICES
	A CÁLCULO DOS PARÂMETROS DE FRATURA DO MODELO BILINEAR
	B DETALHES DE IMPLEMENTAÇÃO DO MODELO DE JUNTA
	B.1 DEFINIÇÃO DO VALOR DO PARÂMETRO bold0mu mumu right
	B.2 CÁLCULO DA TENSÃO APÓS O DESLOCAMENTO PLÁSTICO CRÍTICO


