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Resumo

Neste trabalho faremos um estudo sobre p-grupos finitos. Dentre as muitas proprie-
dades que veremos, destacamos o estudo sobre a estrutura power abelian dos subgrupos
normais de um p-grupo finito potent, que foi estudada através do artigo " On the structure
of normal subgroups of potent p-groups". E também apresentamos uma caracterizagao
para um p-grupo finito ser powerful obtida no artigo "A characterization of powerful

p-groups".

Palavras-Chaves: p-grupos finitos; powerful; potent.
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Abstract

In this work we will study finite p-groups. Among the properties, we highlight the
power abelian structure of a normal subgroup of a finite potent p-group, which was studied
in the paper "On the structure of normal subgroups of potent p-groups". We also present
a characterization for a finite p-group to be a powerful p-group proved in the paper "A

characterization of powerful p-groups".

Key-Words: finite p-group; powerful; potent.
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Notacoes

O maior inteiro que é menor ou igual do que 7.
O menor inteiro que é maior ou igual do que 7.
Ordem do elemento .

e T, T

Ordem do grupo G.

Niimero minimo de geradores do grupo G.

H um subgrupo do grupo G.

Subgrupo gerado pelo conjunto X.

([z,y]|z € Hi,y € Hy).

[H,...,Hy1], Hy).

[Hy, Ha, ..., Hy|, Hy aparece k vezes.

Normalizador do subgrupo H no grupo G.

Centralizador do subgrupo H no grupo G.

Centro do grupo G.

Indice do subgrupo H no grupo G.

N um subgrupo normal do grupo G.

Subgrupo de Frattini do grupo G.

n-ésimo termo da série central inferior do grupo G.

Subgrupo derivado do grupo G.

Subgrupo gerado pelas n-ésimas poténcias de elementos do grupo G.
Conjunto das n-ésimas poténcias de elementos do grupo G.
Subgrupo gerado pelos elementos do grupo G que possuem ordem
menor ou igual a p”.

Conjunto dos elementos do grupo G que possuem ordem menor ou
igual a p".

Corpo finito com p elementos.

Anel de polinémios na incognita t e coeficientes em F),.

{z € M | tx =0}, onde M é um moédulo.
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Introducao

Seja G um p-grupo abeliano, com p um primo. Usando o homomorfismo ¢ : G — G

dado por ¢(g) = g”" & possivel ver que para todo natural i valem os seguintes itens:
(i) G ={g"|g € G};
(ii) (@) = {g € Glg" =1}

(ii)) |G : u(G)| = |G¥'

No entanto, sabemos que nao apenas os p-grupos abelianos satisfazem essas condicoes.
Em (8], p-grupos satisfazendo esses trés itens foram denominados de power abelian.

Dado G um grupo e elementos =,y € G. A Formula de Philip Hall diz que existem
elementos ¢;(z,y) € 1:((z,y)) tais que

(zy)" = 2"y ea(, ) Deg(w,9) ) e (2, 9) e, )
para todo n € N, como podemos ver no Apéndice A de [4]. Um caso particular dessa
formula ¢ quando consideramos n = p e isso ¢ equivalente a dizer que (zy)? = zPyPzc,,
onde z € y((x,y))? e ¢, = ¢p(x,y) € 1({(x,y)). Um p-grupo finito ¢ dito ser regular
quando ¢,(x,y) € y2((z,y))P. Os p-grupos regulares sao exemplos de grupos que nao sao
necessariamente abelianos mas possuem a estrutura power abelian, como podemos ver
através do Teorema 2.10 de [5].

Em [20], publicado em 1987, A. Lobotzky e A. Mann desenvolveram a teoria sobre
p-grupos finitos powerful. Dizemos que um p-grupo finito é powerful se [G,G] < G*, para
p =2, ou [G,G] < GP, para p impar. Eles observaram que a estrutura desses p-grupos
é bastante semelhante a dos grupos abelianos. Nesse trabalho, foi provado que Gr' é
precisamente o conjunto das p'-poténcias de elementos do grupo G. Recentemente, em
2002, L. Wilson |23], demonstrou em sua tese de doutorado que quando p é impar, ;(G)

¢ precisamente o conjuntos dos elementos de ordem menor ou igual a p’. Em 2003, L.
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Héthelyi e L. Lévai [12] provaram que |©,(G)| = |G : GP|. O que seria o tltimo passo
para verificar que p-grupos powerful sao power abelian.

Em [1], D. Arganbright mostrou que se G é um p-grupo, com p impar, que satisfaz
Yp-1(G) < GP, entao GP é o conjunto das p-ésimas poténcias de G. Isso levou a definicao
dos p-grupos potent, que pode ser vista como uma generalizagdo dos p-grupos powerful.
Dizemos que um p-grupo finito ¢ potent se [G,G] < G* para p = 2 ou 7,_1(G) < G?,
para p > 2. Observe que para p = 2 e p = 3 ser potent ¢ o mesmo que ser powerful.
Em geral, qualquer p-grupo powerful é também potent. A estrutura dos p-grupos potent
foi desenvolvida por J. Gonzdlez-Sdanchez e A. Jaikin-Zapirain em [8] e os principais

resultados que eles obtiveram estao reunidos no seguinte teorema.
Teorema (A). Seja G um p-grupo finito potent.
(1) Sep=2, entdao:

(a) O expoente de Q;(G) € no mdzimo 271 e, mais ainda, [Q(G), G]* = (G =
1;
(b) A classe de nilpoténcia de Q;(G) é no mdzimo | (i + 2)/2];
(c) Se NG e N < G? entao N é power abelian;

(d) Se N <G e N <G entao N é powerful.
(i7) Se p > 2, entdo:

(a) O expoente de Q;(G) € no mdzimo p';

(b) A classe de nilpoténcia de Q;(G) é no mdzimo (p — 2)i + 1;
(¢c) Se N <G entao N ¢é power abelian;

(d) Se NG e N <GP entao N € powerful.

Em particular, para p impar, vemos que um p-grupo potent é power abelian.

Seja G um p-grupo finito e d(G) a quantidade minima de geradores de G. Pelo
Teorema da Base de Burnside, Teorema 1.6 de [5], temos que |G : ®(G)| = pX?. Consi-
derando G abeliano isso significa |G : GP| = p™@ e assim temos d(G) = log, (|G : G?|) =
log,(|©2:1(G)|). Dessa forma ¢é de se esperar a pergunta se em powerful isso ainda seria
valido. Nesse sentido B. Klopsch e I. Snopce, [17], questionaram se, para um p-grupo
finito G' e p um primo impar, d(G) = log,(|©2:1(G)]) ¢ uma condigao necessaria e suficiente
para o grupo ser powerful. Em [10|, J. Gonzdlez-Sdnchez e A. Zugadi- Reizabal mostraram
que essa questao é verdadeira para p > 5, através do teorema a seguir, e construiram um

contraexemplo para o primo p = 3.
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Teorema (B). Sejam p > 5 e G um p-grupo finito. Entdo as sequintes condig¢des sao

equivalentes:
(1) G ¢ powerful

(i) d(G) = log,([u(G)]).

Como citamos acima em um p-grupo finito GG, o ntimero minimo de geradores coin-
cide com log, (|G : ®(G)|) = log,(|G : G?[G,G]|), lembrando que em p-grupos finitos
®(G) = GP[G,G]. Portanto, podemos reescrever o Teorema (B) dizendo que |Q(G)| =
|G : GP|G, G]| ¢ uma condigao necessaria e suficiente para um p-grupo G ser powerful. Es-
crevendo dessa forma, o teorema a seguir se mostra como uma generalizagao do Teorema

(B), o qual também inclui o caso em que p = 3.

Teorema (C). Sejam p um primo impar, G um p-grupo finito e seja k <p—2ei > 1

ouk=p—1ei>2. FEntao as sequintes condicoes sao equivalentes:
(i) W(G) <G
(1) |G G (G)| = [y (G)].
O Teorema (B) foi demonstrado em [10] como corolario do teorema anterior quando
k=2ei=1,parap>5. Quando k=p—1ei=1aequivaléncia do Teorema (C) nao é
satisfeita, como pode ser visto através do resultado a seguir. Lembre-se que um p-grupo

finito G de ordem p*, para algum s € N, é dito ser de classe maximal se GG possui classe

de nilpoténcia igual a s — 1.

Teorema (D). Sejam G um p-grupo, com p um primo impar e s um inteiro positivo, com

s > p+ 1. Entao existe um p-grupo finito tal que:
(i) 1G] ="
(i1) G € de classe mazimal.

(#1) |G = Gy (G)] = [ (G

(iv) %-1(G) £ GP.

O teorema anterior mostra, em particular, que para p = 3 o Teorema (B) néo é valido,
pois 1-1(G) = %2(G) £ G, ou seja, G nao seria powerful.

Organizamos nosso trabalho em cinco capitulos e neles estaremos considerando que
G é um p-grupo finito. No Capitulo 1 trazemos alguns dos pré-requisitos da Teoria de

Grupos e de Anéis utilizados durante o desenvolvimento da dissertacao. No Capitulo
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2 apresentaremos as principais propriedades dos p-grupos regulares, de classe maximal
powerful e potent.

No Capitulo 3 mostraremos a estrutura dos subgrupos normais de um p-grupo finito
potent e demonstraremos o Teorema (A), que estudamos através do artigo On the structure
of normal subgroups of potent p-groups de J. Gonzdlez-Sanchez e A. Jaikin-Zapirain. Esse
artigo introduziu o conceito de p-grupo potent, e suas propriedades, na teoria dos p-grupos
finitos.

No Capitulo 4 provaremos os Teoremas (B) e (C). Por fim, no Capitulo 5 construiremos
a familia de contraexemplos que demonstram o Teorema (D). Os resultados apresentados
nesses tltimos dois capitulos sdo do artigo A characterization of powerful p-groups de J.
Gonzdlez-Sdnchez e A. Zugadi-Reizabal. Esse artigo é muito interessante pois nele todas
as familias de p-grupos finitos definidas no Capitulo 2 sao utilizadas e relacionadas.

Cabe ressaltar que a numeracao utilizada para os teoremas nesta introducao é diferente
da apresentada a eles ao longo da dissertacao. Além do fato de que alguns deles estao

divididos em dois ou malis teoremas.



Capitulo

1

Preliminares

Neste capitulo apresentaremos conceitos basicos e alguns resultados de Teoria de Gru-
pos e Modulos que usaremos no nosso trabalho. Omitiremos as demonstragoes dos resul-

tados aqui apresentados, mas todos elas podem ser encontradas nas referéncias citadas.

1.1 Teoria de Grupos

O estudo sobre a Teoria de Grupos feita para este trabalho foi baseado principalmente
nos livros Finite Groups [11], Algebra-A Graduate Course 15|, Analytic Pro-p Groups [4],
e no artigo [5]. Nosso estudo ¢ bastante sucinto, por isso assumiremos como conhecidos
muitos resultados, como por exemplo os Teoremas do Isomorfismo e o da Correspondéncia,
dentre outros.

Dado um grupo G, denotaremos o(g) pela ordem do elemento g € G, |G|, como sendo
a ordem do grupo G, |G : H|, o indice do subgrupo H no grupo G e Z(G) o centro desse

grupo. Demais notacoes serao definidas no seu devido tempo.

1.1.1 Comutadores e subgrupos gerados por comutadores

Seja G um grupo. O comutador de dois elementos = e y é definido por [z,y] =
r~ 'y try. Com isso temos que x e y comutam se, e somente se, [z,y] = 1.

Podemos definir comutador de qualquer comprimento natural da seguinte forma

(1, xn] = ([T, Tnea], Tl

onde por convencao definimos [z] = .
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Teorema 1.1.1 (|5], Teorema 1.7). Seja G um grupo e considere x,y e z elementos de

G. Entao valem as sequintes propriedades de comutadores:

(@) [z,y] =2~ 2",

(i1) [y, x| = [z, y] "

(iid) [zy, 2] = [z, 2]"[y, 2] = [z, 2]z, 2, 9]ly, 2].

(v) [,yz] = [z, 2]z, y]" = [z, 2]z, y] [z, y, 2].

() [z, y 2y, 27 2|z, 27 y] = 1 (Identidade de Hall-Witt).
(vi) yr = wyly, z].

Teorema 1.1.2 ([4], Pagina 1 e 2). Seja G um grupo e x,y elementos de G. Para todo

wnteiro positivo n vale que:

2

(Z> [xn’y] = [x7y]xn71[‘r7 y]ﬂh T [I,y]x{l’,y]

1

(“) [x’yn] = [:(:,y][x7y]y~ o [x’y]y"* :

Sejam H e K subgrupos de um grupo G. Também podemos definir o subgrupo
comutador de H e K por [H,K| = ([h,k] | h € H,k € K). De maneira aniloga,
definimos o subgrupo comutador de qualquer comprimento natural da seguinte forma
[Hy,...,H,) =[[H1,...,Hy 1], Hy], onde Hy, ..., H, sdo subgrupos de G.

Teorema 1.1.3 (|5], Teorema 1.7). Sejam G um grupo e H, K e L subgrupos G. Entao:
(1) [H,K]=[K, H].

(11) H < Ng(K) se, e somente se, [H, K] < K.

(i1i) H < Cq(K) se, e somente se, [H, K| = 1.

(w) [H,K|” = [H?, K], para qualquer endomorfismo o : G — G. Em particular, o
subgrupo comutador de dois subgrupos caracteristicos (normais) de G é ainda € um

subgrupo caracteristico (normal).
(v) Se N é um subgrupo normal de G, entao [HN/N, KN/N]| = [H,K|N/N.

(vi) Se H,K e L sao subgrupos normais de G, entao [HK, L] = [H, L][K, L].
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O préximo resultado é muito 1til quando se trata do subgrupo comutador. Pois, dado
um grupo G e quatro subgrupos dele, sendo um deles normal, o lema nos mostra uma
relacao de pertinéncia entre o subgrupo comutador desses subgrupos e o normal. Esse

resultado é conhecido como Lema dos Trés Subgrupos.

Lema 1.1.4 ([5], Teorema 1.8). (Lema dos Trés Subgrupos)Seja G um grupo, H, J e
K subgrupos de G e N um subgrupo normal de G tal que [H, J, K], [K, H, J| < N. Entdo
[J, K, H] < N.

Em nosso trabalho também usaremos um caso particular desse teorema, onde se con-
siderarmos H = L e J = N = K, com L e N subgrupos normais, entdao [N, N, L] <
[L, N, NJ.

Usando a definicao de comutadores, podemos definir uma sequéncia de subgrupos de

um grupo G, denominada série central inferior de GG, da seguinte forma:

N(G) =G, 7(G)=[G.G =G, 7m(G)=[m1(G),G] para n > 2.

Do modo como essa série é definida, facilmente podemos verificar que cada termo dela
é caracteristico em G. Além disso, ela satisfaz v;11(G) < 7;(G), e isso acarreta que a série
é central em G, ou seja, v;(G)/7i+1(G) < Z(G /741 (Q)).

Os proximos dois teoremas sao aplicagoes do Lema dos Trés Subgrupos, onde o pri-

meiro nos mostra uma relacao muito util da série central inferior.

Teorema 1.1.5 ([5|, Teorema 1.9). Para qualquer grupo G, [vi(G),v;(G)] < 7i+i(G),
para todo i,j > 1.

Teorema 1.1.6 ([16], Lema 4.9). Seja G um grupo e N um subgrupo normal de G. Entao
(), GT < [N, %(G)], para todo k > 1.

Outra propriedade da série central inferior, proveniente do Teorema 1.1.3, item (v),
é o nosso proximo resultado, que de certa forma nos mostra como deve ser essa série no
grupo quociente G/N, onde N < G.

Teorema 1.1.7. Sejam G um grupo e N um subgrupo normal de G. Entdo ~;(G/N) =
~vi(G)N/N, para todo i > 1.

1.1.2 Grupos nilpotentes

Dado G um grupo, dizemos que ele é nilpotente se existe ¢ € N tal que v.41(G) = 1.

O menor ¢ que satisfaz essa condicao € dito ser a classe de nilpoténcia de G. Observe que
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quando ¢ = 1, temos 72(G) = 1 e isso significa que G é abeliano. Dessa forma os grupos
nilpotentes de classe um sao precisamente os abelianos.

A caracterizacao para um grupo G ser nilpotente também pode ser feita em termos
de outra série, denominada série central superior de G. Recursivamente, ela é definida
da forma Zy(G) = 1, Z,(G) = Z(G) e, para i > 1, Z;(G) é a imagem inversa em G
de Z(G/Z;—1(Q)), ou seja, satisfaz Z,,1(G)/Z;(G) = Z(G/Z;(G)). O préximo teorema
relaciona essa série com a central inferior e também justifica um pouco o fato delas serem

chamadas inferior e a outra superior.

Teorema 1.1.8 (|5], Lema 1.12). Seja G um grupo nilpotente de classe c. Entao vei1-i(G) <
Zi(G), para todo 0 <i < c.

Usando o resultado acima podemos caracterizar grupos nilpotentes considerando a
série central superior, como veremos no teorema a seguir. Ele também nos mostra que a
classe de nilpoténcia definida anteriormente é o comprimento de ambas as séries centrais,

superior e inferior.

Teorema 1.1.9 ([5], Teorema 1.13). Um grupo G € nilpoente de classe ¢ se, e somente
se, Z.(G) =G e Z,1(G) # G.

Grupos finitos nilpotentes também podem ser caracterizados através dos seus subgru-

pos de Sylow, sem depender de nenhuma série, como nos diz o préximo teorema.

Teorema 1.1.10 (|11], Teorema 3.5). Um grupo G € nilpotente se, e somente se, ele é

produto direto de seus subgrupos de Sylow.

1.1.3 O subgrupo de Frattini

Um subgrupo importante, que ainda é caracteristico, em um grupo GG é o denominado
subgrupo de Frattini. Ele é denotado por ®(G) e definido como sendo a intersegao de

todos os subgrupos maximais do G. Caso GG, nao possua nenhum maximal, definimos

o(G) = G.

Definicao 1.1.11. Sejam G um grupo e g um elemento de G. Dizemos que g € um nao-
gerador se quando (X U g) = G, entdo temos que (X) = G, para qualquer subconjunto
X CG.

Com essa definicao de elementos nao geradores em um grupo finito, pode-se mostrar
que a definicao de subgrupo de Frattini coincide com o conjunto dos elementos nao-

geradores de G.

Teorema 1.1.12 (|5], Teorema 1.5). Seja G um grupo finito e x1,...,x, € G. Entao
temos que G = (x1,...,x,) se, e somente se, G/P(G) = (v1P(G),...,z,P(G)).



1.1 Teoria de Grupos 12

1.1.4 Férmula de Compilacao de Hall

Em qualquer grupo abeliano sabemos que vale z"y™ = (xy)", mas isso nao é valido
em geral. A Formula de Compilacao de Philip Hall, também conhecida por Férmula de
Hall-Petrescu, nos fornece um substituto para esse fato valido em qualquer grupo.

Sejam G um grupo, z,y elementos de G, e n um inteiro positivo. Entao (zy)" e
x™y" sdo iguais moédulo G', dessa forma podemos escrever z"y" = (xy)"c, para algum
c € G'. A formula de compilacdo estabelece uma expressao para ¢ como um produto de

comutadores.

Teorema 1.1.13 ([4], Apéndice A). Sejam x e y elementos de um grupo e n um inteiro
positivo. Entao

n G 0 .

2"yt = (zy) e e ey
onde ¢; € v;(G) para cada 1.

Podemos construir cada ¢; igual a um produto de comutadores em x e y de compri-
mento pelo menos i. Dessa forma, a féormula pode ser interpretada como uma identidade
onde se considera ¢; = ¢;(x,y) € v;((z,y)), para cada i.

Um caso particular dessa formula ¢ quando tomamos n = p* para algum inteiro
positivo k. Como o coeficiente binomial (pik) é divisivel por p*~7 para p! < i < p*!,
temos a seguinte reformulacao.

Teorema 1.1.14 ([4], Lema 11.9). Seja G um grupo e z,y elementos de G. Enlao para
todo k > 0 temos

k—1 k—2

(wy)”" = 2%y (- mod 3 (L) 7, (L) 7 (L) s (L) Yo+ (L)),
onde L = (x,y). Também temos que
[,y = (27", y)( mod (M) 3 (M) e (MY e (M),

onde M = (z,[z,y]).

Um corolério simples da primeira parte desse teorema é quando tomamos uma quan-

tidade finita de elementos do grupo G.

Corolario 1.1.15. Seja G um grupo e x1,...,x, elementos de G. Entao

(w1 ) = xfk ...a? (mod 72(L)pk7p(L)p e

W (L) e (L)),

onde L = (xq,...,x,).
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1.2 Anéis e Mo6dulos

Nesta secao falaremos de alguns aspectos bésicos da Teoria de Anéis e Modulos que

podem ser encontrados em |[7].

Definicao 1.2.1. Seja R um conjunto munido de duas operacoes: adicao e multiplicacao,
denotadas usualmente por '+’ e pela justaposicao, respectivamente. Dizemos que R € um

anel se dados r,s,t € R as sequintes propriedades sao satisfeitas:
e (R,+) € um grupo abelino,
o (rs)t =r(st),
o r(s+1t)=rs+rt,
o (s+t)r=sr+tr.

Se R possuir um elemento u que satisfaz ur = r = ru, para todo r € R, esse elemento
u € usualmente denotado por 1 e denominado unidade. Nesse caso, dizemos que R é um
anel com unidade. Se além das quatro propriedades da definicao acima, a operacao de

multiplicagao for comutativa, entdao dizemos R é um anel comutativo.

Definicao 1.2.2. Seja M um grupo abeliano aditivo e R um anel. Suponha que para cada
m € M er € R, seja definido um elemento de M, denotado por mr. FEntao M é um

R-mddulo a direita se para quaisquer x,y € M er,s € R as sequintes condicoes valem:
o (x+y)r=uar+uyr,
o x(r+s)=uxr+uxs,
o x(rs) = (zr)s,
o vl =1zx.

Também podemos definir um R-moédulo a esquerda, onde existe um elemento de M
que agora é denotado por rm e satisfaz propriedades analogas as citadas na definicao de

um R-moédulo a direita.

Definicao 1.2.3. Um R-submddulo N de um R-mddulo M é um subconjunto fechado
para todas as operacoes de modulo, ou seja, N € um subgrupo aditivo de M e nr € N,
para todon € N,r € R.
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Seja M um R-modulo, sejam t € N e myq,...,m; elementos de M. Consideramos o

seguinte subconjunto N de M:

N:m1R+---+mtR:{mlh—l—--'—i—mtrt|7‘Z'€R}.

O conjunto N é um submodulo de M e é denominado submédulo gerado por my, ..., m;.
Dizemos que M é finitamente gerado se existe um nimero finito de elementos my, ..., m,

de M tais que

M=mR+ - +mR.

Neste caso dizemos que myq,...,m; ¢ um conjunto de geradores para o moédulo M.

Um R-médulo que sera utilizado posteriormente nesse trabalho sera denotado por R,
onde t € N. Definimos R' = {(r1,...,r;) | r; € R} com a operacao de adigao coordenada,
a coordenada e a multiplicacdo por um elemento do anel atua em cada coordenada, ou

seja, da seguinte forma

(P, r) + (o) = (ri+ 7y, o e+ 1))

(11, .oy re) = (rry, .., 1Ty,
O conjunto R! ¢ um R-modulo gerado pelos elementos ey, ...,e;, onde cada e; =
0,...,1;...,0) com i € {1,...,t}. Ou seja, R' é um R-modulo finitamente gerado.

Definicao 1.2.4. Sejam R um anel e M um R-mddulo. Seja N um R-submddulo de
M. Entdo, em particular, (N,+) é um subgrupo do grupo (M,+) e podemos considerar
o grupo quociente (M/N,+y), isto é, o conjunto {m + N | m € M} das classes laterais
de N em M munido da adi¢cao

4 i M/N x M/N —s M/N
(m1+N,m2+N)r—> (m1+m2)+N

Sobre este grupo (M /N, +y), podemos considerar a sequinte multiplicacdo por escalar
em R

R x M/N —s M/N
(r,m+ N)— mr + N.

FEssa operacao estd bem-definida e M/N € um R-mddulo, denominado R-mddulo quo-
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ciente de M por N.

Definicao 1.2.5. Seja M um R-mddulo. Dizemos que os elementos my,...,my; de M

sao R-linearmente independentes quando, dados r; € R,para todo i vale

t
Zrimi =0=7r,=0.
i=1
Um R-mo6dulo finitamente gerado M é dito ser livre se ele admite um conjunto finito
de geradores myq, ..., m; que sao R-linearmente independentes, ou equivalentemente, se o
mo6dulo M é isomorfo a RE.

Essa equivaléncia pode ser vista considerando-se o homomorfismo

Neste caso dizemos que {my,...,m;} é uma base para o modulo livre M. Observe
ainda que M =mR& --- & myR.

Teorema 1.2.6. Sejam R um anel com unidade e M um R-mddulo livre finitamente

gerado. FEntao, todas as bases de M possuem o mesmo numero de elementos.

Com esse teorema podemos dizer que a quantidade de geradores de um R-modulo livre
finitamente gerado estd bem-definida, o que é normalmente denominado posto de M e
denotaremos por dr(M).

A préxima e tltima definigdo dessa secao foi retirado do livro The Structure of Groups
of Prime Power Order, [19, Capitulo 4, Pagina 93|. Ela sera utilizada no Capitulo 5, para

a construcao de uma familia de p-grupos finitos.

Definicao 1.2.7. Seja A um dominio de ideais principais. Uma A-lattice L é um mddulo

livre finitamente gerado sobre A.



Capitulo

2

Algumas familias de p-grupos finitos

Um grupo G no qual todo elemento tem como ordem uma poténcia de um certo primo
p é dito ser um p-grupo. Quando se trata de um grupo finito G, essa definicao significa
que |G| = p", para algum n € N.

No capitulo anterior vimos algumas propriedades para grupos quaisquer, agora apro-
fundaremos nosso estudo em p-grupos finitos. Com esse intuito, primeiro faremos um
estudo preliminar sobre suas propriedades e alguns de seus subgrupos, muito utilizados
em nosso trabalho. Em seguida mostraremos algumas de suas familias, bem como as
principais caracteristicas de cada uma.

A partir daqui, em alguns momentos omitiremos a especificacao do p-grupo ser finito,

mas tenha em mente que estamos considerando isso.

2.1 Propriedades gerais

No capitulo anterior definimos um grupo nilpotente. Uma caracteristica, muito impor-
tante de um p-grupo finito é que eles sao nilpotentes. Além disso, vale o teorema a seguir,

que nos mostra, dentre outras coisas, uma limitacao para a sua classe de nilpoténcia.
Teorema 2.1.1 ([5], Teorema 1.15). Seja G um p-grupo finito de ordem p™ > p?. Entao:
(1) A classe de nilpoténcia de G €, no mdzimo, m — 1.
(it) Se G tem classe de nilpoténcia c, entao |G : Z._1(G)| > p*.
(ii7) |G : G| > p*.

Como corolario desse teorema, temos:
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Corolario 2.1.2 ([5], Corolario 1.16). Sejam G um p-grupo finito e N um subgrupo
normal de G com indice p' > p*. Entdo v;(G) < N.

Em um p-grupo finito o subgrupo de Frattini, definido na Secao 1 do Capitulo 1, possui

uma caracterizacao muito util dentro dessa teoria, dada pelo seguinte teorema.
Teorema 2.1.3 (|5], Teorema 2.2). Seja G um p-grupo finito. Entio ®(G) = G?[G, G].

Outra informacao muito importante que o subgrupo de Frattini nos mostra, quando
se trata de p-grupos finitos, é sobre a quantidade minima de geradores do grupo. Como
veremos no proximo teorema, conhecido como Teorema da Base de Burnside. Denotamos
d(G) como sendo o nimero minimo de geradores do grupo G e F, como sendo um corpo

finito com p elementos.
Teorema 2.1.4 ([5], Teorema 1.6). Seja G um p-grupo finito. Entao:

(i) G/®(G) € um p-grupo abeliano elementar e consequentemente pode ser visto como

um espago vetorial sobre IF),.

(i1) O congunto {x1,...,xq} € um conjunto minimo de geradores para G se, e somente

se, {x19(Q),...,24P(G)} € uma base para G/P(QG).

(i7i) O ndmero minimo d = d(G) de geradores do grupo G coincide com a dimensdo de

G/®(G) como um F,—espaco vetorial. Em outras palavras, |G : ®(G)| = p.

Definimos o ezpoente de um grupo G, denotado por exp(G), como sendo o minimo
multiplo comum entre as ordens de seus elementos. Quando esse grupo ¢ um p-grupo, o
expoente serd a maior ordem dos elementos de G. Isso significa que se G é um p-grupo

finito, entdo exp(G) = p", para algum natural n.

Definigao 2.1.5. Seja G um p-grupo finito. Para qualquer i > 0 definimos

(G) = (z € Gla”" = 1)

G = (2"'|z € Q).

Esses subgrupos sdo caracteristicos em G. Pela defini¢do de expoente, se exp(G) = p”,
entdo 27" = 1 para todo elemento z de G. Assim temos que Q,(G) = G. Com isso, temos

a seguinte série ascendente, denominada ()-série de GG

1=00(G) <N(G) < <0 (G) <U(G) =G
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Observe também que GP" = (2" | x € G) = 1 e assim temos a série descendente,

denominada G-série

n—1

G=G">G\>...>G" " >a" =1.

Como o subgrupo de Frattini é estrito temos que GP' < (GP' )P < ®(GF') < G”'.
Com isso a G-série de um p-grupo é estritamente decrescente. Entao a G-série de um
p-grupo de expoente p" tem exatamente n passos.

Também definimos os seguintes subconjuntos:

Definicao 2.1.6. Seja G um p-grupo finito. Para qualquer i > 0 definimos

Q€)= {e e G 2" =1}

Gt — {gpi | g € G}

Quando o grupo é abeliano, claramente, esses subconjuntos coincidem com os subgru-
pos definidos em 2.1.5, mas nao apenas neles. O teorema a seguir nos mostra a igualdade
desses subgrupos e uma relagao do indice de Q;(G) em G e a ordem de G*", onde G é um
p-grupo abeliano.

Tentaremos deixar explicito, em cada caso, se estamos tratando deles como gerado ou

como conjunto. No caso de coincidirem usaremos a notagao da primeira definicao.

Teorema 2.1.7 ([5], Teorema 2.3). Seja G um p-grupo abeliano. Para qualquer i > 0

temos que:
(i) Q@) ={z € G |z" =1}.
(i1) G" = {a*" | z € G}.
(i11) |G : (G| = |G| (e consequentemente também |G : G¥'| = |Q:(G))).

Observe que o teorema anterior nos diz que se GG é abeliano, entao as trés propriedades
sao satisfeitas. Mas, se elas sao satisfeitas nao podemos afirmar que G é abeliano. Quando
um grupo satisfaz essas trés propriedades, para todo i, um dos artigos trabalhados,|8], o
denomina power abelian.

Ao longo do nosso trabalho veremos casos nos quais pediremos outras caracteristicas,
ao invés de abeliano, de modo que esse teorema ainda seja satisfeito.

O proximo teorema que veremos nos foi muito dtil em varias demonstracoes onde

queriamos verificar a inclusao de certos subgrupos.
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Teorema 2.1.8. Sejam G um p-grupo finito e N, M subgrupos normais de G. Se N <
M|N,G]NP?, entio N < M.

Demonstracao. Considere M e N subgrupos normais de um p-grupo finito G. Vamos
considerar que M = 1, entao precisamos mostrar que N = 1.

Suponha por absurdo que N # 1. Como estamos em um p-grupo, existe um subgrupo
normal K de G tal que [N : K| = p. Temos que K, N < G e K < N, entdo fazendo
quociente por K, temos que N/K I G/K.

Agora, como G/K é um p-grupo e |N : K| = p, entdao N/K N Z(G/N) # 1, e isso
acarreta que N/K < Z(G/N). Voltando para G, temos que [N,G] < K.

Também temos que N? < K. De fato, como |N/K| = p, entao todo elemento de N/K
tem ordem p e, assim, (nK)? = n?K = K. Mas, nPK = K se, e somente se, n? € K.
Logo, N? < K.

Dessa forma, temos que N? < K e [N,G] < K, entdo N?|N,G| < K. Mas isso é um
absurdo, pois por hipotese N < [N, G|N? ¢ K < N. Portanto, N = 1. O]

No capitulo anterior vimos a Férmula de Compilacao de Hall. Agora veremos mais
algumas consequéncias dessa formula utilizadas em nosso trabalho. A primeira é uma
consequéncia do Corolario 1.1.15 e ela nos permite estabelecer uma relacao de pertinéncia
entre os termos da (-série do grupo com os elementos da série central inferior aplicadas

nesses termos.
Corolario 2.1.9. Seja G um p-grupo finito. Entao temos que

n—1 n—2 n—3

O (G) < QeGP 7 ()P 7 ()7

onde Q = (G) paral <1 e Q=1 para l <0.

Vp? (Qi)p - 'Vp"L(Qi)

Lembre-se que definimos subgrupo comutador de qualquer comprimento. Conside-
rando N e H subgrupos de G vamos adotar a seguinte notagao [H,; N| para o comutador
[H,N,...,N]|, onde N aparece k vezes.

A outra consequéncia que ocorre no desenvolvimento da teoria em torno dessa formula,

muito utilizada em nosso trabalho, é o seguinte teorema.

Teorema 2.1.10. Sejam G um p-grupo finito e N, M subgrupos normais de G. Entao,

para um natural k,

NP, M) = [N, M}""( mod [M,, NJ"* " [M» NIP" ... [M,+ N)).
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Demonstracao. Considere n € N e m € M, pelo Teorema 1.1.14, temos
[0 m) = [n,m”" (mod 7a(L)" 7y (LY e (L)

onde L = (n,[n,m]). Observe que vo(L) = ([l1,1s] | l1,ls € L) < [M, N, N]. Dessa forma,

temos a seguinte inclusao

72(L)pk < ([Mv N? N])pk < [M7 N]pk

e, assim, fypi(L)pkfi = [V2(L)pi—2 (L)]plH < [M,N, N,y N]pIH = [M,s N]pIH, para os
demais termos, com i = 1,... k.

Com isso, por um lado, temos que

(7", m] € [n,m]”" [N, MPP" T][M.» NP

i=1
Tomando todos os valores de M e N segue que
k
(N7 M) < [N, M T]IM,e NP

i=1

Por outro lado,

k

':]»

[N, M]P" < [N, M][M, N, N

=1
Vamos mostrar a outra inclusao por indugao sobre a ordem de N. Se |[N| = 1, entdo a
inclusdo é claramente valida. Para o passo de indugao, lembre que [N, M] < [N,G] < N,

entao podemos aplicar a hipotese de indugao em [M, N| e isso acarreta

(M, N]NYP* < [V, NP N T[N, [M, NP < NP, V) T [ 1

i=1 i=1
Consequentemente,

k
[N, MPP" <[NP, M][M, N, NP T][M, TN M

i=1

=
';l?r
=

@
Il
—

[N, M]PP" < [N?*, M

Q
=

@
I
—
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Pelo Teorema 2.1.8, vale a inclusao desejada. Portanto, vale a congruéncia

[N, MJ”" = [N?*, M]( mod [M,, NJ”" "' [M,» NJ”" ... [M,x NJ).
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2.2 p-grupos regulares

A primeira familia de p-grupos finitos que estudaremos sera a dos p-grupos regulares,
que foi fundamentalmente desenvolvida por P. Hall [13] e publicada em 1933. Essa teoria
também pode ser encontrada no livro Endliche Gruppen I |14, Capitulo III].

Os aspectos dessa familia que mostraremos nesse trabalho foram essencialmente estu-
dadas através dos artigos [5] e [2]. Nesse segundo, ¢ desenvolvida uma generalizacao da
defini¢ao de regular.

A Formula de Compilacao de Hall possui um significado especial quando usamos um
primo p no expoente, ji que os coeficientes binomiais (IZ’) sao divisiveis por p para 1 <
i < p — 1. Consequentemente, podemos escrever zy? = (xy)Pzc, para algum elemento
z € ({x,y))P e c, = cp(z,y) € 1((z,y)). E isso sugere a definigdo de um grupo ser

regular, que é a seguinte.

Definicao 2.2.1. Seja G um p-grupo finito. Dizemos que G € reqular se, para todos
T,y € G,
a’y? = (xy)?(mod 2 ((z,))").

Equivalentemente, se c,(z,y) € v2((x,y))? para todos x,y € G.

A condicao dessa definicao é local, ou seja, depende de cada par de elementos tomados
em (. Com isso, se um p-grupo é regular, entao seus subgrupos e grupos quocientes por
um subgrupo normal sao ainda regulares.

Claramente todos os p-grupos abelianos ou os que possuem expoente p sao regulares.
O problema dessa definicao ¢ que se precisarmos construir um p-grupo regular devemos
checar a relagao para todo par de elementos, o que em alguns casos pode ser um trabalho
arduo de célculo. O teorema a seguir nos mostra alguns casos em que podemos verificar

outras propriedades, que podem ser mais simples, para concluir se o grupo é regular.
Teorema 2.2.2. Seja G um p-grupo finito.

(1) Se a classe de nilpoténcia de G é menor do que p, entdo G € regular. Em particular,

qualquer grupo de ordem menor ou igual a pP € reqular.

(i1) Se v,-1(G) € ciclico, entao G € regular. Consequentemente, se p > 2 e G’ é ciclico,

entao G € regular.

(131) Um 2-grupo regular € abeliano.
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Demonstragao. (i) Suponha que G tenha classe de nilpoténcia menor do que p. Entao,

(iid)

pela definigdo da série central inferior, temos que 7,(G) = 1 e, assim, v,((z,y)) = 1.

Agora, pela Formula de Compilacao de Hall, lembre que
(zy)” = 2"y’ (mod ((z,y)) ({2, y))).

Entao, (zy)? = 2Py?(mod y2({x, y))?), ou seja, G é regular.

Para a parte particular, observe que se G é um p-grupo de ordem menor ou igual a
pP, entao temos que a classe de nilpoténcia de G é menor do que p, pois cada termo
da série central inferior deve ser um p-grupo de ordem pelo menos p até chegar na

identidade, e acabamos de ver que isso acarreta em G ser regular.

Suponha que 7,_1(G) seja ciclico. Se p = 2, entdo temos que vy (G) = G ¢ ciclico.

E assim G ¢é abeliano, mas nesse caso o resultado é trivialmente satisfeito.

Agora se p > 2, considere z,y € G, arbitrarios e seja H = (z,y). Temos que
Yo-1(H) < 7p-1(G), logo v,—1(H) também é ciclico. Se 7,_1(H) # 1, entdo temos
que V,(H) < 7vp—1(H), pela definicdo da série central inferior. Consequentemente,
Yo(H) < vp—1(H)P < 72 (H)P. E neste caso c,(x,y) € v2(H)P, ou seja, G é regular.

Por outro lado, se v,_1(H) = 1, entao ¢,(z,y) € ,(H) < vp—1(H) = 1. E assim,

também nesse caso, G é regular.

Agora, suponha que p > 2 e G seja ciclico. Observe que se G’ é ciclico, entdo

Yp-1(G) também o ¢, pois v,_1(G) < G'. E, pelo que acabamos de ver, G é regular.

Suponha que G seja um 2-grupo regular e vamos mostrar que G é abeliano. Sejam
r,y € G e escreva H = (x,y). Temos que (zy)? = 2?y?[y,z]Y, donde z?y* =
(zy)*[z, y]".

Por hipotese, G é regular. Assim [z,y]Y € 12(H)? Observe que 1»(H)* < H, pois
dados @ = o} a2 € »(H)? onde o; € 1o(H), 1 =1,...,k, e g € H, temos que
07 = (03 a2)9 = (a2)9- - (a2)? = (ad)? - (a)? e, como 1u(H) < H, segue que
(af)?---(a])? € v(H)? Com isso [x,y] € 72(H)?. O que mostra que H/v,(H)?* é

abeliano e consequentemente H' < (H')?.

Agora lembre que ®(H') = (H')?[H', H'], donde H' < ®(H'). Mas isso ocorre
apenas quando H' = 1, ja que a outra inclusdo é sempre verdadeira e estamos com
H’ finito. Dessa forma, dois quaisquer elementos de H comutam, consequentemente

os de G. Portanto, G é abeliano.
]
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Como comentado inicialmente, também estamos interessados numa generalizacao desse

conceito, que denominamos k-regular e definimos da seguinte maneira:

Definicao 2.2.3. Seja G um p-grupo finito. Dizemos que G € k-reqular se para todos
x,y € G vale

(zy) p = xp H D
com D; subgrupos adequados de vo({x,y)) e k € N, k > 0.

Observe que quando k = 1 essas definicdes coincidem. A propriedade de ser k-regular
também é estendida para seus subgrupos, assim como em regulares. Vamos verificar
algumas propriedades para grupos k-regulares, que sao muito conhecidas dentro da teoria

de regulares.
Lema 2.2.4. Seja G um p-grupo k-regular. Entao
(1) Se 2P =P = e, entdo (:Ey)pk =e.
(i7) Para todos x,y € G, 2P yP" = 22" para um certo z € G (que depende de z e y).

Demonstragao. Vamos provar os dois itens por indugao sobre a ordem de G. Para |G| = 1,
em ambos os itens o resultado é trivialmente satisfeito. Entao resta ver o passo de inducao

em cada item, podemos supor sem perda de generalidades que G = (x, y).

(i) Suponha que 2* = y?* = e. Considere L = (29 | g € G). Lembre que a regularidade
se estende a subgrupos, entdo L é k-regular. Também temos que |L| < |G|, pois
y ¢ L. Aplicando a hipdtese de inducao em L, temos que todos os seus elementos
tém ordem no maximo p*. Observe que [z,y] = z7'2¥ € L, pois z, 2 L, av € L e L

é um subgrupo. Assim [z, y]”" = e.

Consideraremos que G nao é abeliano, pois se fosse o teorema seria trivialmente
satisfeito. Entdo G’ < G, onde G' = ([z,y]? | g € G). Assim também podemos
aplicar a hipotese de inducao em G’, logo = e, para todo z € G’, e com isso
exp(G') < p.

k

Por hipotese, G é k-regular e = ypk = e. Entdo, pela definicdo, (xy)?
"yt Hka, com D; < G’ para cada i. Logo, ka < (G = e, e assim (zy)”" =,

como queriamos.

(77) Consideremos L = (xy,G"). Assim L < G, pois se fosse igual teriamos que G seria

ciclico, logo abeliano, mas nesse caso o item é trivialmente satisfeito. Aplicando a
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hipotese de inducao em L, temos, para todos a,b € L, a? bt = cpk, para algum
ce L.

Por hipotese G é k-regular, entao 22 y?" = (xy)pk Hka, com D; < G, para cada
i e assim Hka < (G)P". Tsso nos diz que 27" y?" = (zy)* w?", com w € G'. Veja
que ry € L e w € L, entao pela hipotese de inducao existe z € L < G tal que

(xy)pkwpk = 2" Portanto xpkypk = 27" para algum z € G.

]

Como conclusio desse teorema temos que os subgrupos caracteristicos Q4 (G) e GF* de
um p-grupo k-regular podem ser tomados como conjuntos ao invés do gerado, da mesma
forma como em um grupo abeliano.

O proximo lema, assim como o anterior, sao muitos conhecidos dentro da teoria de
p-grupos regulares, aqui estamos mostrando que para p-grupos k-regulares eles também

sao validos.
Lema 2.2.5. Seja G um p-grupo k-reqular e l-reqular ou k =0 ou | = 0. Entao:

. . k k _ k
(i) Para quaisquer x,y € G, 27" = yP se, e somenle se, (xy~ )P =e.
.. . pk: pl pk+l
(17) Para quaisquer x,y € G, [zP" yP'| = e se, e somente se, [x,y]P" =e
Demonstragao. (i) Primeiro observe que se k = 0, entdo a equivaléncia é clara. Assim
vamos considerar k > 1 e provar por inducao sobre |G|. Novamente usaremos que

G = (x,y) e também consideraremos que G nao é abeliano.

Suponha 27" = y#" e considere [z, y] = z. Observe que [27",y] = [y*",y] = e. Segue
que

k

Lty = (ylay)? = (afr,y)P = (@)

. _
=y

Considere H = (z,z), entdo H < (z,G") < (z,P(G)) e este ultimo é um subgrupo
estrito de G, pois caso fosse igual terfamos que G/®(G) seria ciclico, e assim G

também seria ciclico, e isso nao pode ocorrer ja que G nao é abeliano.

Dessa forma H < G e x,xz € H, entao pela hipétese de inducao aplicada em

H, temos que e = (x(zz) )" = (zz 'z 1)?" = z(z"") 2! e assim 2#" = e.
Pelo item (i) do lema anterior, aplicado em G’ = ([z,y)? | ¢ € G), temos que
exp(G') < pk, pois colocamos z = [z,y] e vimos que 2 = e. Agora, pela k-

regularidade de G, (zy~ )" = 2" (y=")"" [1, ka, com D; < G’ para cada i, e entdo

(zy~ 2" = 22"y P = e. Logo, (zy )P =e.
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Reciprocamente, suponha que (xy_l)pk = e. Observe que

k

(yr )" = ((ay™H) )" =e
e também

k

(zy P =e=yy sy @y Wy=e= (v @y ) =
ou seja, (y~1)?" = e. Isso nos mostra que (yz~1)P" = (y~'z)?" = e. Entdo, também,

pelo item (i) do lema anterior temos que e = (y tzyz= )" = [y, 2 '|".

Sabemos que [y, z7!] e seus conjugados também geram G’, entao podemos ver que

exp(G') < p*. Agora, pela k-regularidade de G, temos

e=(oy ) = ] 00 = "7

ou seja, " (y_l)pk — ¢ Logo, " = y?".
(#7) Suponha que k = 0. Entdo temos as seguintes equivaléncias

l 4

)y = (a7 yx)?

l l 4

oy = ey )Ty =e e (T lyn)! =y”
Como G é I-regular podemos aplicar o item anterior, entao ((x_lya:)_ly)pl =e, e
isso é equivalente a [m,y]pl = e. De maneira totalmente analoga provamos o caso

em que [ = 0.

. . k )
Vejamos o caso em que nenhum desses dois ocorre. Suponha que [z, y?| = e.

Entao
k

e= ()M y") ey = @) W) ey
ou seja, ((ypl)_lxypl)pk = 27", Pelo item anterior temos que isso é equivalente a
(a7 (") ey )" =

Observe que =~ (y?) Lay? = (z7 'y 'z)'y? e assim (27 'y 'z)?y? € Qu(G). No-

vamente pela aplicacao do item anterior segue que (:E_ly_la:y)pl € U(G). TIsso
significa ((z~ 'y~ tay)? )?" = [z, y]""" = e, como querfamos.

]

Lema 2.2.6. Sejam G um p-grupo k-regqular e l-reqular e M e N subgrupos normais de
G. Entio [M*",N*'] = [M, NP""".
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Demonstracao. Primeiro vejamos a inclusao [Mpk,Npl] < [M, N]pkﬂ. Pelo Lema 2.2.4,
item (1), temos M?" = {m?" | m € M} e N = {n? | n € N} e isso acarreta que
[MP", NP'] = ([m?*,n?'] | m e M,n e N) e [M,N”"" = (fm,n]"""" | [m,n] € [M, N]).

P = ¢ (mod[M, N?"*"), agora pelo lema anterior, item

Dessa forma veja que [m, n]
(i1), também temos que [m?", n?'] = e (mod[M, NJ?"*"). Isso significa que cada gerador
de [M**, N?'] pertence a [M, NJ**"". Logo, a inclusao considerada ¢ valida.

Por outro lado, temos que [m?",n?] = e (mod[M?", N*']) e pelo mesmo argumento
que antes temos [m,n]?"" = e (mod[M?", N*']). Mas, lembre que [M, N] = ([m,n] | m €
M,n € N), entdo temos que [M, N]/[Mpk, sz] é gerado por elementos cuja ordem é, no
maximo, pFti.

Agora, pelo Lema 2.2.4 todo elemento de [M, N]/[Mpk, sz] possui ordem, no maximo,
PP Tsso significa que [M, NJ?""" < [M*", N”']. Portanto, [M, NJP*" = [MP", N¥'], O

Quando consideramos um p-grupo finito que seja k-regular, esse p-grupo é também
[-regular, para todo [ > k, ou seja, a k-regularidade implica na [—regularidade. Como

veremos no seguinte teorema.
Teorema 2.2.7. Seja G um p-grupo k-regular. Entao G é (k + 1)-regular.

Demonstra¢ao. Considere x,y € G, arbitrarios e defina H = (x,y). Por hipotese, G é um
p-grupo k-regular. Entdo, pela definicao, (xy)pk = Py IL ka, com D; < H'.
Pelo item (ii), do Lema 2.2.4, aplicado a H', temos que existe um D € H’ tal que

IL. DY " = D" Dessa forma podemos reescrever a igualdade da definicao como
(zy)?" = 27"y D", (2.1)

Queremos mostrar que (a:y)plwrl = 7"yt (mod 'yz(H)pkH). Provaremos por indu-

¢ao sobre [ que
(zy)?") = () (y"") (D) (mod ~a(HY" ). (2.2)

para l > 1. Se | = 1, pela definicao de ser k-regular segue que a equivaléncia 2.2 é valida.
Considere [ > 1 e suponha por hipétese de inducao que a equivaléncia 2.2 é valida
para todo inteiro menor ou igual a [ — 1. Pela hipotese de inducao e pelo primeiro passo

temos que

k+1
)

((zy)") = ((xy)" )Y ay)" = @)y )Y D)2y DY (mod ~o(H )P

k+1
)

= (&) (P (D P P DY (mod  (H )P



2.2 p-grupos regulares 28

O Lema 2.2.6, aplicado a H, nos fornece que [H?", H?"] = [H, H]P"" < [H, H]**"", onde
k> 1 e com isso 1'1””6/72(111)?"]6+1 é abeliano. Entao podemos reescrever a equivaléncia da

seguinte forma:

k41
).

((zg)”)' = (@) 2 (y =Py (D1 D" (mod ~a(H )P

E isso mostra que a equivaléncia 2.2 é valida para qualquer [ > 1 e assim se con-
siderarmos que | = p temos que (zy)?" = 2#" " D" (mod 1o (H)P'), ou seja,
(xy)karl = oyt (mod VQ(H)I’)C“). Sendo z,y € G arbitrarios, temos que G é (k+1)-

regular, como querfamos. O

Para terminar nossa secao vamos demonstrar o teorema que relaciona o indice de
k £
Q% (G) em G com a ordem de G para um p-grupo k-regular, anélogo ao Teorema 2.1.7

véalido em abeliano. Assim vemos que p-grupos regulares gozam dessa estrutura.
Teorema 2.2.8. Sejam G um p-grupo m-reqular e k € N, com k > m. Entao:
(i) W(G)={z e G|z =e}.
(ii) G = {a#" | z € G}.
(i) |G : ()| = |G*".

Demonstra¢ao. (i) Pelo teorema anterior, temos que se G' € m-regular, entao G também
é k-regular. E aplicando o Lema 2.2.4, item (i), podemos concluir que Q(G) é

exatamente o conjunto dos elementos de G que tem ordem no maximo p*. Portanto,
OW(G) ={z e G| =e}.

(17) Pelo mesmo argumento do item anterior, temos que G é k—regular e pelo Lema
2.2.4, item (71), temos que GP" & exatamente o conjunto das pF-ésimas poténcias de
G. Portanto, G*" = {g*" | g € G}.

(77i) Primeiro observe que G é k-regular. Assim, considere a aplicacio ¢ : G — lels
dada por x — 27", Temos ainda que ¢ é sobrejetivo, pois G < Gek > 1.
Observe que pelo Lema 2.2.5 temos que zP° = y?" se, e somente se, (xyfl)pk =
e. Agora, pela definigio do subgrupo normal Q(G) temos que zy~' € Q(G).
Considerando o grupo quociente G/Q;(G) temos que zy~' € Qi(G) se, e somente
se, 2 (G) = yQu(G). Como GP" & exatamente o conjunto das pF-ésimas poténcias
de G, temos a igualdade |G /Q(G)| = |G?"| como cardinalidade de grupos. Portanto,
G ()] = |G,

L]
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2.3 p-grupos de classe maximal

Na primeira secao desse capitulo, vimos que a classe de nilpoténcia de um p-grupo
finito de ordem p™ é no maximo m — 1. Dai vem a definicao da segunda familia que
estudaremos que sao os de classe de nilpoténcia exatamente igual a m — 1, denominados
p-grupos de classe maximal.

A principal referéncia dessa teoria é o trabalho de N. Blackburn [3], publicado em 1958.
Uma referéncia mais recente sao as notas An introduction to finite p-groups: reqular p-
groups and groups of mazximal class |5], de Gustavo A. Fernandéz-Alcober, através da qual

realizamos nosso estudo. Primeiro vejamos a definicao formal.

2

Definicao 2.3.1. Seja G um p-grupo de ordem p™ > p=. Dizemos que G € de classe

mazximal quando sua classe de nilpoténcia é m — 1.

Os grupos de ordem p? sdo de classe maximal, pois sao abelianos. Entdao v(G) =
G’ = {e} e assim eles possuem classe de nilpoténcia igual a 1.

Os grupos de ordem p? que nao siao abelianos, também sao de classe maximal, pois
existem apenas duas classes de isomorfismo e em ambas é possivel verificar que a classe
de nilpoténcia delas é 2.

Por exemplo, veja que para p = 2 essas duas classes de isomorfismos sao do Dg =
(rys|rt=1,8=11"=5sYHedo Qs = (a,b]a* =1, =1,a%>=b*a" =0a'), o
diedral e o quatérnio de ordem &, respectivamente. Eles nao sao abelianos, entao a classe
de nilpoténcia deles é maior do que 1, mas por serem p-grupos vale também que ela é
menor ou igual a 2, logo deve ser 2.

Para um primo fmpar as duas classes de isomorfismos sao as dos grupos M, =
(a,b | a” = = 1,a" = a™*P) (metaciclico) e Eps = {(a,b,c | a? = W = # = 1,a° =
ab, [a,b] = [b,c] = 1). E de maneira analoga ao que fizemos antes, ambas possuem classe
de nilpoténcia igual a 2.

Dessa forma podemos estudar apenas p-grupos de classe maximal de ordem maior ou
igual a p*, pois os menores ja estao completamente classificados.

O primeiro resultado que mostraremos reuni as principais propriedades sobre os sub-

grupos normais de um p-grupo de classe maximal.
Teorema 2.3.2. Seja G um p-grupo de classe mazimal de ordem p™. Entdo:

(1) |G : G'| = p* e [%(G) : % (G)] = p, para 2 < i < m — 1. Consequentemente,
|G : 7 (G)| =p" para2 <i<m-—1.

(ii) A menos que G seja ciclico de ordem p?, temos que ®(G) = G’ e d(G) = 2.
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(iid)

(iv)

(v)

Os dnicos subgrupos normais de G sao v;(G) e os subgrupos mazimais de G. Mais

precisamente, se N € um subgrupo normal de G de indice p* > p*, entio N = ~;(Q).

Se N é um subgrupo normal de G de indice > p*, entdo G/N também ¢é de classe

mazximal.

Zi(G) = Ym—i(G), para 0 <i < m — 1.

Demonstragao. (i) Seja G um p-grupo de classe maximal de ordem p™. Entao G tem

classe de nilpoténcia igual a m — 1. Isso nos mostra que a série central inferior tem
comprimento m — 1 e os termos até m — 1 sao estritos um no outro. Dessa forma,

temos
m—1 m—1
p" =G| =[] hi(G) : % (@) = |G : G ] 1n(G) : 7141 (G-
i=1 =2

Agora, pelo Teorema 2.1.1 vale que [G : G'] > p®. Sendo os termos da série central
inferior estritos, também vale que |v;(G) : 741(G)| > p, quando 2 < ¢ < m — 1.

Com isso,

m—1
GG ] (@) (@) = p* - p™ 2 = p™
=2

Como |G| = p™, segue que essa desigualdade é exatamente igual a p™. Assim
[%:(G) = Y1 (G)] = p, para todo 2 < i <m —1, e |G : G'| = p>. Em particular,

observe que

G (@) = [T 1(@)  5a(@] =16 AT @) : 10

Mas vimos que |G : G'| = p? e cada indice nesse produtoério é p. Como temos i — 2

fatores nesse produto, entao |G : v;(G)| = p? - p2 = p’, para 2 < i < m — 1.

Como G é um p-grupo finito, pelo Teorema 2.1.3, ®(G) = G'GP. Com isso, G' <
O(G), logo |G : (G| < |G : G'| = p*.

Temos dois casos, se |G : ®(G)| = p, entdo G/P(G) é ciclico, logo é abeliano. Dessa
forma, nesse caso temos que G' = {e} e |G : G'| = |G : {e}| = p?, ou seja, G sera
ciclico de ordem p?.

Agora, se |G : ®(G)| = p?, entao pelo Teorema da Base de Burnside 2.1.4, temos que
d(G) = 2 e ainda observe que ®(G) = G, pois |G : G'| = |G : (G)| e G' < P(G).
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(iid)

(iv)

Seja N um subgrupo normal de G. Como N também é um p-grupo, entao |G : N| =
p’ para algum i = {0,1,...,m — 1}.
Observe que se ¢ = 0, entdo |G : N| = 1 e isso acarreta que N = G = 71(G). Se

i =1, entdo |G : N| = p e assim N é maximal em G.

Por outro lado, se i > 2, pelo Corolério 2.1.2; temos que v;(G) < N. Pelo item (i),
deste teorema temos que |G : v;(G)| = p.

Dessa forma, |G : N| = p' = |G : %(G)] e %(G) < N, logo v;(G) = N. Portanto,
os Unicos subgrupos normais de G sao os maximais ou os termos da série central

inferior.

Considere N um subgrupo normal de G de indice p' > p®. Pelo item anterior, temos

que N = ~,;(Q) e por (i), segue que |G : v(G)| =p' = |G : N|.

Vimos que ~;(G/N) = ~v(G)N/N, para todo j > 1. Em particular, v;(G/N) =
N(G)N/N = N/N = {e}, logo 7i(G/N) = {e}.

Como 7;_1(G) é um subgrupo proprio de v;(G) = N, i — 1 é a classe de nilpoténcia

de G/N, ou seja, o quociente também é de classe maximal.

Novamente pelo Teorema 2.1.1, temos que |G : Z,,_o(G)| > p*. Vimos que a série
central superior é crescente e que v..1_;(G) < Z;(G), onde ¢ é classe de nilpoténcia
deGel<i<e.

No nosso caso, a classe de G ¢ m — 1, entao v,—;(G) < Z;(G), para 0 <i <m — 1.
Para concluirmos a outra inclusao, vamos verificar que esses dois subgrupos possuem

o mesmo indice em G.
Observe que se i = m — 1, temos que Y,—(m-1)(G) = 11(G) = G < Z,,-1(G). Porém
Zm-1c) < G, logo Z,,_1(G) = G. Dessa forma o altimo termo da série central

superior é Z,,_1(G) = G. Da mesma maneira que o item (i), pelo Teorema 2.1.1,
temos que |G : Z,,_2(G)| > p*.

Também teremos que |Z;11(G) : Z;(G)| > p, para 0 < i < m — 3. Assim,

m—2 m—3
p" =G = [[1Zin(G) : Zi(@)| =G : Zno(G)| || 1Z:41(G) : Z:(G)| = p*-p™ .
1=0 1=0

Onde este tltimo também ¢ igual a p™. Dessa forma, |Z;11(G) : Z;(G)| = p, para
cada 0 < i < m — 3, e com isso |Z;(G)| = H;;E‘ZJH(G) : Z;(G)| = p', para
0<i<m-—2. Entao, |G : Z;(G)| = p™!, para 0 < i < m — 2.
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Mas, pelo item (i), temos que p™ % = |G : 7,,_;(G)|, entdo v,,_:(G) = Z;(G), para
0 <+ <m—1, como queriamos.
O

Quando G for um p-grupo de classe maximal denotaremos G; = ;(G), para i > 2, e
GO - G

Definicao 2.3.3. Seja G um p-grupo de classe mazimal de ordem p™ > p*. Definimos
G1 = Cg(G2/Gy) (a agio de G sobre Gy/Gy € induzida pela conjugacdo). Em outras

palavras, G1 € composto dos elementos x € G tais que [x,Gs] < Gy.

Observe que se N é um subgrupo normal de G tal que |G/N| > p*, entao pela definigao
acima temos que (G/N); = G1/N.

Teorema 2.1. Seja G um p-grupo de classe maximal. Entao G € um subgrupo maximal

caracteristico de G.

Demonstragdao. Primeiro vamos mostrar que G, ¢ caracteristico. Considere f € Aut(G).

Lembre que Gy = 72 (G) e G4 = v4(G) sdo caracteristicos em G. Entao temos

[f(x),Ga] = [f(2), f(G2)] = f([z,G2]) < f(G4) = Ga.

Portanto, GG é caracteristico em G.

Por outro lado, como G; é o nicleo da agao de G sobre G5/Gy, o grupo quociente
G/G; pode ser imerso em Aut(Go/Gy). Mas, |Gy @ G4 = p?, entdo Gy/Gy ¢ isomorfo a
C

p2 OU Cp X Cp.

No primeiro caso, sabemos que |Aut(G2/G4)| = p(p — 1), enquanto que no segundo
|Aut(Go/Gy)| = |GLa(p)| = (p* — 1)(p? — p) = p(p*> — 1)(p — 1). Em ambos os casos a
maior poténcia de p que divide |Aut(Gy/Gy4)| € p. Dessa forma, |G : G1| < p.

Se G1 = G, entao Gz = [G,Gs] = [G1, Gs] < Gy, por definigdo de G;. Mas, sendo a
série decrescente, Gy < G4 86 ocorre quando G3 = 1, e isso contradiz o fato de |G| > p*.

Logo, |G : G1| = p, ou seja, G; é maximal em G. ]

Com a notagao introduzida temos que |G; : Giy1| =p,para0 <i<m-—1leG; =1,
para it > m.

O teorema a seguir serd de grande utilidade na construcao da familia de exemplos que
serd feita no Capitulo 5. Omitiremos a demonstracao em nosso trabalho, mas ela pode

ser encontrada através da referéncia [5], no Teorema 4.9.

Teorema 2.3.4. Seja G um p-grupo de classe maximal de ordem p™ > pP*2. Entdo valem

08 sequintes itens:
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(i) Gy € regular.
(it) (Gi)? = Gisp—1 para todo 1 > 1.

(t7i) Sel<i<m—pexeG — G, entio 2P € Giyp1 — Gigp.

Elementos uniformes de um p-grupo de classe maximal

Dado G um p-grupo de classe maximal de ordem p™, também podemos definir ou-
tros centralizadores da mesma forma que definimos G; = C(G2/Gy), da seguinte forma
Ca(Gi/Giy2), para 1 < ¢ < m — 2. Como acontece com Gy, todos esses subgrupos sao

caracteristicos e maximais em G.

Definicao 2.3.5. Seja G um p-grupo de classe mazximal de ordem p™. Dizemos que s € G

¢ um elemento uniforme se s ¢ U"52Cq(Gi/Gita).

A primeira pergunta que surge é se qualquer p-grupo de classe maximal possui elemen-
tos uniformes, ou seja, o p-grupo G ¢ igual ou diferente de U"52C(Gi/Giy2). Blackburn
mostrou que p-grupos de classe maximal de ordem p™ possuem elementos uniformes, ou
seja, vale que G # U, Ca(Gyi/Giva).

Em um p-grupo finito G de ordem maior ou igual a p?, temos que |Cg(z)| > p?
para qualquer x € G. Mais ainda, dado um subgrupo normal N de G vale |Cg(z)| >
|Cayn(xN)|, para qualquer z € G' (Exercicio 1.2 de [5]). Com isso, podemos verificar que
uma condi¢ao necessaria e suficiente para um p-grupo ser de classe maximal é que exista
um elemento z € G tal que seu centralizador tenha ordem p?. Note que tais elementos sao
precisamente os elementos uniformes. Também verifica-se que dado um elemento uniforme
s vemos que s? € Z(G) (Teorema 3.15 de [5]). Essas afirmagoes sdo obtidas fazendo-se
um estudo detalhado das notas An introduction to finite p-groups: reqular p-groups and

groups of mazimal class |5], de Gustavo A. Fernandéz-Alcober.
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2.4 p-grupos powerful

A proxima familia é a de p-grupos finitos powerful. O estudo sobre esse familia foi
essencialmente desenvolvida por A. Lubotzky e A. Mann [20], em 1987. Porém, em 1965,
M. Lazard [18] também realizou um estudo sobre esses p-grupos.

Um fato importante nessa familia é que a quantidade minima de geradores dos subgru-
pos sao sempre menores ou iguais & do grupo, e isso nem sempre vale em outros grupos.
E isso mostra que p-grupos finitos powerful possuem posto igual a quantidade minima de
geradores do grupo, como serd visto nessa secao no Teorema 2.4.12.

Outro fato importante que também veremos é como encontrar um subgrupo powerful
de posto limitado contido em um p-grupo de posto finito, o que serd visto no Teorema
2.4.16. Além disso verificaremos que p-grupos powerful, assim como os regulares, compar-
tilham de algumas das caracteristicas dos abelianos.

O estudo a cerca dessa familia foi essencialmente baseado no livro Analytic Pro-p
Groups [4]. Os livros p-Automorphisms of Finite p-Groups [16] e The Structure of Groups
of Prime Power Order |19] também possuem segOes sobre esses p-grupos, assim como o

artigo [20], e foram eventualmente consultadas.

Definigao 2.4.1. Seja G um p-grupo finito. Dizemos que G é powerful se [G,G] = G' <
GP, se p € impar, ou se G' < G*, se p = 2.

Lembre que em um p-grupo finito vale ®(G) = GPG’, com isso quando tivermos p

impar, G sera powerful se, e somente se, GP = ®(G).

Definicao 2.4.2. Um subgrupo N de um p-grupo finito G € dito powerfully embedded em
G, onde denotaremos por N p.e. G, se [N,G] < NP, se p € impar, ou [N,G] < N*, se
p=2.

Essa definicao nos mostra que G é powerful se, e somente se, G p.e. G. E também
pode-se verificar que se N p.e. G, entao N I G e N é powerful. Todo p-grupo abeliano é
powerful e todos os seus subgrupos serao powerfully embedded.

Um exemplo classico de p-grupo que nao é powerful é o Dg, o diedral de ordem 8.
Considerando Dg = (r,s | r* = s* = e,7* = r~!) pode-se verificar que D} = (r?) e que
D§ = {e}, entdo Dy & Dg.

No estudo de p-grupos regulares vimos que seus subgrupos sao ainda regulares, porém
isso nao ocorre em p-grupos powerful. Vamos construir um exemplo de um p-grupo power-
ful que possui um subgrupo que nao é. Como vimos que Dg nao é powerful consideraremos

um grupo que ird conter uma codpia isomorfa do Dg como subgrupo proprio.
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Defina o grupo G = Dg x (g, onde Cg é um grupo ciclico de ordem 8 gerado por
z e Dg tem a apresentacao citada anteriormente. Considere o seguinte subgrupo, que é
normal, N = ([r, s|7*2%) = (r?2%) de G. Agora considere o grupo quociente K = G/N =
(Dg x Cg)/N, temos que [K, K] = [G/N,G/N] = [G,G]N/N = (r*N) = (2*N) < K%
Assim K é powerful, mas veja que H = (rN,sN) é uma copia isomorfa a Dg, onde o
isomorfismo é ¢ : Dg — H, dado por r — rN e s — sN, que nao é powerful, e assim H
também nao.

Exemplos de subgrupos de um p-grupos powerful que nao preservam a propriedade
quando p fmpar, podem ser construidos de maneira semelhante e no livro The Structure
of Groups of Prime Power Order [19], Capitulo 6, pode-se encontrar um roteiro para essa
construgao.

O préximo lema nos mostra algumas das principais caracteristicas de p-grupos power-

ful.

Lema 2.4.3. Seja G um p-grupo finito e sejam N, K e W subgrupos normais de GG, com
N < W. Entao:

(1) Se N p.e. G entio NK/K p.e. G/K.

(i) Sep>2e K < NP, ou, sep=2¢e¢ K < N* enlio N p.e. G se, e somenle se,
N/K p.e. G/K.

(1ii) Se N p.e. G e x € G, entao (x, N) € powerful.

(1v) Se N nao é powerfully embedded em W, entdo existe um subgrupo normal J de G

tal que

e Sep>2: NPIN,W,W| < J < NPIN,W| e [NP[N,W]: J] =p.
e Sep=2: NN, W[N,W,W] < J < NN, W] e [N [N, W] : J] = 2.

Demonstra¢ao. (i) Suponha que N p.e. G. Considere inicialmente p > 2 e o ho-
momorfismo canonico 7 : G — G/K. Pelo Teorema da Correspondéncia temos
que m(N) = NK/K. Assim n(N?) = NPK/K e (n(N))? = (NK/K)P. Mas
(NK/K)P = NPK/K, entao m(N?) = (n(N))*.

Temos que [N,G] < NP, entdo 7([N,G]) < wn(NP). Como m ¢ um homomor-

fismo e N é um subgrupo normal de G, segue que 7([N,G]) = [v(N),n(G)] =
INK/K,G/K] = [N,G|K/K. E assim [NK/K,G/K] < N°K/K = (NK/K)?.

Por outro lado suponha p = 2 e considere ainda o homomorfismo candnico 7 como
acima. Também temos que m(N?) = (7(N))%, entao 7([N,G]) = [7(N),n(G)] =
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(i)

(iid)

INK/K,G/K]=[N,G|K/K < N*K/K = (NK/K)*. Portanto em ambos os casos
temos NK/K p.e. G/K.

Suponha que K < NP, se p > 2, ou K < N*, se p = 2. Por um lado, suponha ainda
que N p.e. G. Observe que K < NP < Nou K < N*< Neassim NK/K = N/K,
em ambos os casos. Como vimos que NK/K p.e. G/K, segue que N/K p.e. G/K,

como querfamos.

Reciprocamente, suponha N/K p.e. G/K. Pela definicao,[N/K,G/K] < (N/K)P,
se p > 2 ou [N/K,G/K|] < (N/K)*, se p = 2. Agora, veja que p > 2, temos
K < NP < N e assim

[N,G]K/K = [N/K,G/K] < (N/JK)’ = (NK/K)" = N°K/K = N”/K.

E da mesma forma temos que se p = 2, entdo K < N* < N e assim

[N,G]IK/K = [N/K,G/K] < (N/K)" = (NK/K)* = N*K/K = N*/K.

Pelo Teorema da Correspondéncia temos que [N, G] < NP ou [N, G] < N*, em cada
caso. Portanto, N p.e. G.

Suponha que N p.e. G e seja © € G. Considere H = (N,x) e vejamos que H
é powerful. Primeiro observe que [H,H] = [N, H|, vejamos que valem as duas
inclusées. Por um lado, temos que N < H, entdo [N, H| < [H, H|. Por outro lado,

tome n,2t, nox? € H, onde ni,ns € N, e veja que

[t noad] = [ny, nga?]® [, nga?] = ([na, 29[y, na]™ ) [, 27) 2, ng)™ =
= [ny, 2] ([ng, na)® )" [, no)® = (03", 2] [0 ng ™) [2", nd).

Como N < @, cada um desses comutadores da ultima igualdade sao elementos de
[N, H], entao [H, H|] < [N, H| e temos a igualdade citada.

Agora veja que com isso temos [H, H| = [N, H| < [N,G] < N? < HP  se p > 2, ou
[H,H] = [N,H] < [N,G] < N* < H*, se p = 2. Ou seja, temos que H ¢é powerful

em ambos 0s casos, como queriamos.

Inicialmente suponha que p > 2. Por hipotese, N nao é powerfully embedded em
W, ou seja, [N, W] £ NP. Entdo N? < NP[N,W] = M. Como G é um p-grupo e
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M e NP sao subgrupos normais de G, entao existe J < G tal que NP < J < M e
|M = J| = p.

Observe que M/J < G/J e G/J é também um p-grupo, com isso M/JNZ(G/J) # 1.
Mas |M : J| = p, entdo |M/J| = p, com isso M/J < Z(G/J). Isso acarreta que
[M,G] < J e assim [NP[N,W],G] < J < M.

Temos que [N,W,W] < [[N,W],G] < [M,G] = [NP[N,W],G] < J, ou seja,
[N, W, W] < J. Como NP < J, segue que NPIN, W, W| < J.

nesse caso, existe um subgrupo normal J tal que N?[N,W, W] < J < NP[N, W]
e [INPIN,W]: J| = p.

E, portanto,

Agora, de maneira andloga suponha p = 2. Por hipétese N nao é powerfully em-
bedded em W, ou seja [N, W] £ N*. Entao N* < N*[N, W], onde denominaremos
de M tal subgrupo. Da mesma forma que no caso anterior existe J < G tal que
NY<J< NN, W]=Me |M: J| =2.
Também de maneira totalmente analoga obtemos que [M,G] < J. E com isso
[NYN,W],G] < J < N*N,WJ]. Observe que N* < J, [N,W]* < J e que
[N, W, W] < [[N,W],G] < [M,G] = [N*N,W],G] < J. Portanto, existe J tal
que N[N, W*[N,W,W] < J < NYN,W]e |[NN,W]: J| =2

m

Observacao 2.4.1. Observe que o iltimo item desse lema, de certa forma, nos mostra
uma maneira de verificar que N p.e. W, onde N e W sao subgrupos normais de G, um
p-grupo finito, com N < W. Para isso inicialmente supomos por contradi¢ao que N nao
¢ powerfully embedded em W e entao poderemos "quocientar"por um subgrupo normal
adequado J e assim reduzir o caso onde NP =1, se p > 2, ou N* =1, se p = 2, supondo
ainda que [N, W] tem ordem p (e [N,W| é central em G), dessa forma obteremos um

absurdo.

O proximo teorema nos mostra uma propriedade valida com subgrupos normais power-
fully embedded em um p-grupo finito, que pode parecer simples, mas por se tratar de

subgrupos gerados isso nem sempre é valido.

Teorema 2.4.4. Sejam G um p-grupo finito e M e N subgrupos normais powerfully
embedded em G. Entdo [N?, M| = [N, M]P.

Demonstracao. Vamos provar as duas inclusdes. Suponhamos inicialmente que p > 2.
Pela Formula de Hall, Teorema 2.1.10, temos que [N?, M| = [N, M]? (mod [M,, N]) e
usando hipotese que M p.e. G, vale que

[NP>M] < [Nv M]p[MﬁpN] < [N’ M]p[M>G’p*1 N] < [N’ M]p[Mpapfl N]
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Como p > 2, entdao p — 1 > 2. Isso nos da que [M?,,_4 N] < [MP?, N,N|. Com isso,
[NP, M] < [N, MP[MP, N, N] e novamente pelo Teorema 2.1.10 temos que

[NP,M] < [N, MP[M?,N,N| < [N, M|P[[M, NJ’[N,, M], N] =

— [N, MP|[M, NP, N|[N,, M, N] < [N, MP[[M, N]", G|[N, G-y M, N,

Usando agora a hipotese de que N é powerfully embedded em G e [M, NP < G, segue

que
[N?, M] < [N, MJP[N, MJPIN®,,_, M, N] < [N, M]P[N?, M, M, N] < [N, M]’[N?, M, G, G).

Assim, [N?, M| < [N, M?[[N?, M],G]. Aplicando o Teorema 2.1.8, concluimos que
[N?, M] < [N, M]?.

Por outro lado, [N, M]P < [N?, M][M,, N] e usando a hipotese de que M & powerfully
embedded em G temos que [N, M]P <[NP, M|[M?,,_4 N] <[NP, M][MP?, N, N].

Na primeira inclusdo mostramos que [MP? N| < [M, NJ]?, dessa forma [N, M]P <
[NP M][[M, NJP, G]. Portanto, se p > 2 vale que [N?, M] = [N, M]P.

Considerando p = 2, pelo Teorema 2.1.10, temos [N?, M| = [N, M]? (mod [M,; N]) e

usando o fato de M ser powerfully embedded, segue que
[N27M] < [NvM]2[M72N] < [NvM]z[M7G7N] < [NJM]Q[M{N}

Novamente pelo Teorema 2.1.10, vale que [M* N| = [M, N|*(mod[N,; MJ*[N,, M]).

Usando agora o fato de N ser powerfully embedded obtemos
[N27M] < [N7 M]Q[M7 N}4[N72 M]Q[NAM] <

< [N, MJ*[M, NJ*[N, MJ*[[N, G],s M] < [N, MP*[[N*, M, G].

Assim [N?, M] < [N, M)?[[N?, M],G] e pelo Teorema 2.1.8 segue que [N? M] <
[N, M]2.

Por outro lado, o Teorema 2.1.10 também nos da [N, M]? < [N? M|[M,, N], e usando
o fato que M é powerfully embedded em G temos:

[N, M]? < [N?, M][M*, N] < [N?, M][M, N[N 2 MJ*[N,4 M].
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Como N também é powerfully embedded em G, segue que
[N, MJ? < [N2, M][M, NP[N*, MEN* 5 M) < [N?, M)(IN, M2)?

E novamente pelo Teorema 2.1.8 obtemos [N, M|> < [N?, M]. Portanto, se p = 2
também vale a igualdade [N?, M| = [N, M|P. O

Considerando G um p-grupo finito e N um subgrupo dele, tal que N p.e. G, certamente
poderiamos perguntar se alguns dos principais subgrupos de N, como N?, [N, G|, herdam
essa propriedade. E se tivermos dois subgrupos de G com tal propriedade, o produto
deles é ainda powerfully embedded em G?7 Os proximos dois teoremas tem por objetivo

responder, e de maneira positiva, essas questoes.

Teorema 2.4.5. Seja G um p-grupo finito e N < G, tal que N € powerfully embedded
em G, entao NP p.e. G.

Demonstragao. Primeiro suponha que p > 2. Pelo teorema anterior temos que [N?, G| =
[N, G]P < (NP)P, pois por hipotese N & powerfully embedded em G. Dessa forma [N?, G|
(NP)P ou seja, NP p.e. G.

Agora considere p = 2, pelo teorema anterior temos que [N? G| = [N,G]* < (N*)?
pois N p.e. G. Mas, pelo Corolario 1.1.15 vale que (N*)? = N® (mod v, (N*)?y5(N?)) e as-
sim (N*)? < N8[N*, G]. Pelo Teorema 2.1.10, temos [N*, G] < [(N?)?, G] < [N?, G]*|G,o N?].

Com isso,

N

[N? G] < (NY)? < N3|N?, G)?[G, G, N?] < (NH*N? G’ [N?, G, G

Assim, [N?,G] < (N?)*[N?,GJ*[N?,G,G]. Pelo Teorema 2.1.8 segue que [N? G] <
(N?)%. Portanto, N? p.e. G. O

Teorema 2.4.6. Sejam G um p-grupo e M, N subgrupos normais powerfully embedded
em G. Entio [N,G] e MN sao powerfully embedded em G.

A demonstracao desse teorema é uma simples verificacdo da definicdo usando a pro-
priedade [N?, M| = [N, M.

Considere um p-grupo finito G' e vamos definir a seguinte sequéncia de subgrupos:

Para simplificar a notacao escreveremos G; = P,(G) e denominaremos essa série por
p-série. Observe que essa cadeia é decrescente de subgrupos normais em G e ainda é uma
série central, ja que [P;(G), G] < P41(G). Temos também que P(G) = O(G).
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Vamos verificar algumas propriedades que ocorrem nessa série quando G é um p-grupo

finito powerful.
Lema 2.4.7. Seja G um p-grupo powerful.
(i) Para cada i, G; p.e. G e Gip1 = GY = (G,).

(i) Para cada i, a aplicacio x —— P induz um homomorfismo de G;/G;.1 sobre
Git1/Gito.

Demonstragao. (i) Vamos provar por inducao sobre . Para ¢ = 1, o resultado ¢ trivial,
ja que G p.e. G. Vimos que Gy = ®(G) = ®(G4) e como |G, G] < GP, para qualquer

primo p, segue que ®(G) = GP. Assim vale o primeiro passo da indugao.

Suponha por hipotese de indugdo que G; p.e. G e que G;1 = G = ®(G;). Vejamos
ser valido para i + 1. Como G;11 = G?, entado pelo Teorema 2.4.5, G4 p.e. G.

Pela definicao da série temos que Gipo = G% 1[Gi11,G] e como acabamos de ver
que Gijq p.e. G, segue Gio < G . Mas ja temos que GY ; < Gy, assim segue a
igualdade G0 = GY, ;.

Para a outra igualdade temos que G | < ®(Gi11) € O(Gig1) = GY4[Gig1, Gigal,
pelo Teorema 2.1.3. Assim ®(G,11) < G, [Git1, G] < GY, ;. Dessa forma ®(Gy1) =

GY,,. Como querfamos.

(#7) No item anterior vimos que G; p.e. G, lembrando que [G;, G;] < [G;, G] segue que

G, é ainda powerful.

Observe que temos G111 = Py(G;) e Gipo = P5(G;), de fato, pela definigao da série
Py (G;) = Pi(Gy)P[P(Gy),G] = GY[G;,G] = Giyq, pelo item anterior, e da mesma
forma Pg(Gz) = Gi+2.

Entao, mudando a notacao, podemos assumir que i = 1 e substituindo G por G/G3,
podemos assumir G = 1. Veja que [G G] < Gy = ®(G) e sabemos [G, G| < G,
assim Gy < Z(G) e entdo [G, G| < Z(G).

Com isso, temos que [[G,G],G] < [Z (G ,G] = 1, ou seja, 73(G) = 1. Lembre que

n(n—1)

dados z,y € G e n € N temos (zy)" = 2™y"[y,z]” 2  (mod 73(G)).

Considere p um primo impar, entdo temos (zy)? = mpy”[y,x]% e, nesse caso, p
divide @. Como [y, z] € G, temos que ([y,z]?)"= € G} = G5 = 1, pelo item
anterior. Isso significa que (xy)? = zPyP.

Agora, se p = 2, como G & powerful, entdo [G,G] < G* < (G?)?2 < (®(G))? = G2 =
G3 = 1. Assim (zy)? = 2%y?[y, 2] = 2292, ja que [y, z] € [G,G] < G3 = 1. Dessa

forma, em qualquer caso temos (xy)? = xPyP.
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Como G5 = G3 = 1 e G? = G, temos que x — 2P induz um homomorfismo
sobrejetivo de G /G5 sobre Go/Gs.

Observe que verificamos a validade do item para ¢ = 1, os demais casos seguem o
mesmo raciocinio ja que G; é powerful, para todo i. Portanto, o lema estd demons-
trado.

m

Lema 2.4.8. Se G = (ay,...,aq) € um p-grupo powerful, entdo G = (af, ..., al).

Demonstra¢ao. Considere o homomorfismo sobrejetivo 6 : G/Gy — G5/G3 do lema
anterior. Por hipdtese G é gerado por {ay,...,aq}, entdo G/Gy é gerado pelo conjunto
{a1Go, ... ayGs}.

Pelo homomorfismo G3/G3 serd gerado por {0(a;Gs),...,0(asG2)}, sendo esse ho-
momorfismo z —— 2P, teremos que Gy = (a{Gh,...,a4G5)Gs = (df,...,ad})Gs, pois
Gb = Gs.

Agora temos que G = GP e G3 = ®(G3). Como o subgrupo Frattini é o composto pelos

elementos nao-geradores do grupo, temos que G? = (af, ..., a}), como queriamos. ]

O préximo resultado é uma das caracteristicas de powerful que é compartilhada com

grupos abelianos.

Proposicao 2.4.9. Se G ¢ um p-grupo powerful, entao todo elemento de GP ¢é poténcia

de um elemento de G.

Demonstra¢ao. Vamos provar por indugdo sobre |G|. Se |G| = 1, o resultado é claro.
Entao suponha por hipétese de inducao que o resultado seja valido para todo p-grupo
powerful de ordem estritamente menor do que |G|.

Considere g € GP. Pelo Lema 2.4.7 temos um homomorfismo induzido z —— 2 de
G/Gy — G9/G3 e Gy = GP, também por este lema, existem x € G e y € G5 tais que
g = xPy.

Defina H = (G?,z) = (G, x). Vimos que G; p.e. G, para cada i, entdo, pelo Lema
2.4.3, H é powerful. Temos que y € G3 = G, entdo g = 2Py € (2, Gb) = HP.

Agora temos dois casos, se H # G, entao podemos aplicar hipotese de inducao. Assim
g ¢ uma poténcia de um elemento de H, logo de G. E o teorema estaria satisfeito.

Se H = G, temos G = (Gq,x) = (®(G), x) = (x), ou seja, G seria ciclico e, nesse caso,

o teorema ja é trivialmente satisfeito. O]

Observe que essa tultima proposicao ¢ uma das caracteristicas citadas no Teorema

2.1.7 para que um grupo seja dito power abelian. Em 2002, L Wilson [23]|, demonstrou
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em sua tese de doutordo que para p fmpar §; é exatamente o conjunto das p‘-ésimas
poténcia de elementos de G. No ano seguinte L. Héthelyi e L. Lévai [12|, mostraram
|G : GP| = |Q(G)|, quando G é um p-grupo powerful. Dessa forma o fato de um p-
grupo finito powerful ser power abelian é muito recente. Nao entraremos em detalhes da
demonstracao desses resultados em nosso trabalho.

Juntando as caracteristicas ja apresentadas no Lema 2.4.7 com os tltimos dois resul-
tados demonstrados temos o préximo teorema que nos mostra um resumo das principais

propriedades da p-série quando G é um p-grupo finito powerful.

Teorema 2.4.10. Seja G = (ay, ..., aq) um p-grupo powerful, e coloque G; = P;(G) para

cada 1.
(i) Gi=Gr " ={a"" |2 eG}= (" ..., );

(1i1) Giyr = Pei1(Gy) = Gfk, para cada k > 0;

(1v) A aplicagio v — 2 induz um homomorfismo de G;/Giy1 sobre Gyt /Giiri1, para

cada i e k.

Demonstracao. (i) Esse item ja foi mostrado no Lema 2.4.7.

1-1

(#4) Vamos provar por indugdo sobre i. Para i = 1, temos que G; = GP = = {x”l_l |z €
1-1 1-1

G} ={(dy ,...,a} )={ai,...,aqs) = G, assim o resultado é vélido nesse caso.

Suponha por hipotese de indugao que o resultado seja vélido para todo inteiro j
menor do que i, ou seja, G; = P = {a:pj_1 | z € G} = <a’fj71,...,a§j71>. Pelo
Lema 2.4.7, vimos que G;11 = GY = P5(G,), para cada i, entdao sendo G; powerful
pela Proposicao 2.4.9 segue que Gy = GY = {2 | x € G;}. Da mesma forma
temos que G; =GY_ | ={y? |y € G;_1}.

Agora, por hipotese de inducio Gy_; = G~ = {zf"if2 | z € G} = (a’l’i_Q, . ,ag_2>.

Assim temos G; = GP | = (Gi_1)P = (GP P =GP eGP, ={y |y € Giy} =

(PP zeqy={"|2eG=0"".

Veja que Gy = GF' 7 = (aﬁ’i_Q, o ,aZiJ} e G;_1 é powerful, entao pelo Lema 2.4.8
segue que (G )P = <(a§’%2)p, ey (ag%)p) = <a§’H, o ,af,H> = G*"". Portanto,
vale que G; =GP = {a?"" |2 € G} = (azl’H, . ,aSH).

(#77) Juntando o item anterior com o item () do Lema 2.4.7, temos que G; = G?_, = GP"

e lembre que G; = P;(G).



2.4 p-grupos powerful 43

Fazendo i = k 4+ 1 e sendo G; powerful podemos colocar GG; no lugar de GG, assim

k+i—1

Pt (G) = (G =GP = o |z e Gy = {7 )W |ye Gl ={v"" " |y G}

E este altimo é igual a G, ;. Portanto, Pyy1(G;) = Gfk = Gryi, k> 0.

(iv) Vamos mostrar por inducgdo sobre k. Para k = 1 é o Lema 2.4.7 aplicando i = 1.

Entao suponha que o resultado seja vilido para um inteiro k e vejamos para k + 1.

Entao por hipodtese temos um homomorfismo de G;/G;41 sobre G;ix/Giixr1 indu-
zido de & — 27", Agora pelo Lema 2.4.7 temos que x — 2P induz um homomor-

fismo sobrejetivo de Gi1r/Giyrr1 sobre Giigr1/Gitkro-

. .~ . k+1 .
Considerando a composicao desses dois homomorfismos temos que x — 2P~ induz
um homomorfismo de G;/G;11 sobre Giyi1/Giyri2, cOMO queriamos.

m

Corolario 2.4.11. Se G = (a1,...,aq) € um p-grupo powerful entao G = (aq) - - (aq),

ou seja, G € o produto de seus subgrupos ciclicos (a;).

Demonstracao. Suponhamos que G; > G;; = 1. Inicialmente vamos mostrar por inducao
sobre [ que G = (a1)---{(aq)G;. Se l =1, entdo G = (a1)---(aq)G1 ¢ G; = G, logo o
resultado ¢ trivial. Suponha por hipotese de inducao que o resultado seja véalido para
[ — 1, ou seja, que vale G = (ay) - - - {aq)Gy_1.

Observe que o grupo quociente G;_1/G; é abeliano, logo usando o teorema anterior,
item (i), temos que G/G; = (ay) -+ (aq)Gi—1/G; = {a1) - - <ad)(a§’l_1, . ,aZH>/GZ.

Agora, por hipotese de inducdo temos que G/G; = (aq) - - - <ad><aﬁ°l_1> e <a§l_1)/Gl =
(ay) -+ (aq)/Gy. Dessa forma, podemos supor que G = {(ay) - - - (aq) G-

Novamente pelo teorema anterior, item (i7), temos que G; = (a’l’H, o ,ale> e, pelo
item (), Gy p.e. G, isso significa que [G;, G] < G}. Mas lembre que G} = G;; = 1, por

1 1

hipotese, entao [G;, G] = 1. Isso significa que G; < Z(G) e entdao Gy = (a] )---{(a ).

Logo G = (a1) - - - {aq), como querfamos. O

O corolario anterior é mais das caracteristicas que os p-grupos powerful compartilham
com p-grupos abelianos finitos. Assim como o teorema a seguir, que é um dos principais

teoremas dessa se¢ao.
Teorema 2.4.12. Se G é um p-grupo powerful e H < G entao d(H) < d(G).

Demonstragao. Vamos provar por inducao sobre |G|. Se |G| = 1, o teorema ¢é claro. Su-

ponhamos por hipotese de inducao que o resultado seja valido para todo p-grupo powerful
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de ordem estritamente menor do que a ordem de G. Seja d(G) = d e d(G2) = m, onde
G2 = ®(G). Considere H < G.

Pelo Lema 2.4.7 temos que Go é powerful, entao se considerarmos o subgrupo K =
H N Gy, pela hipotese de indugao temos que d(K) < m = d(Gs). Agora, pelo item (i7)
desse mesmo lema temos que a aplicacdo 7 : G/Gy — Go9/G3 dada por x — aP é um
epimorfismo. Como Gy = ®(G), segue que d(G) = d = dim(G/Gs), como espaco vetorial
sobre F},.

Da mesma forma G = ®(Gy), assim d(G2) = m = dim(Gy/G3). Com isso, pelo
Teorema do Nicleo e da Imagem, dim(Nuc(w)) = dim(G/Gs) — dim(Gy/G3) = d — m.
Entao dim(Nuc(m) N HGy/Gy) < d — m.

Considerando a aplicagdo restrita 7’

= 7T|HGQ/G2 : HG9 /Gy — w(HG5/Gs) e
aplicando novamente o Teorema do Nicleo e da Imagem, temos dim(n(HGs/G3)) +
dim(Nuc(n')) = dim(HG2/G3). Assim

dim(m(HGy/Gs)) = dim(HGy/Gs) —dim(Nuc(n)NHGy/Gy) > e—(d—m) = m—(d—e),

onde e = dim(HG2/Gs).

Sejam hy, ..., he elementos de H tais que HGy = (hy, ..., he)Go. Observe que ®(K) <
K? e por definigao Gz = ®(Gs) = G5, mas como K = H N Gy, temos K < G e assim
KP < G < ©(Gy) = Gs. Logo (K) < KP < Gs.

Desde que ®(K) < K? < (3, o subespago de K/®(K) gerado pelas classes hY, ..., hE
tem dimensdo pelo menos dim(m(HGy/G3)) > m — (d — e). Pela hipotese de indugao
d(K) < m, entdao podemos encontrar d — e elementos yi,...,ys_. de K tais que K =
(W2 RE Y1, Yae)P(K). Entdo K = (R, ... h2 y1, ..., Ys_.) € assim

K = <h17"'7h67y17"'7yd76>-

Lembre que a Regra de Dedekind nos diz que dados subgrupos A, B e C' de um grupo
G tais que B < A, entdo AN (BC) = B(ANC). Como H = H N HG,, aplicando essa

regra temos
H=HNHGy,=HN(hy,...,he)Go = (h1,...,he)(HNGg) = (hy,..., he)K.

Com isso, H = (hy,...,he, Y1, ..., Ya—e). Portanto, d(H) < d(G). O

Agora vamos definir o posto de um grupo finito que é dado por

rk(G) =sup{d(H) | H < G}.
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O teorema anterior € muito importante no estudo da familia de p-grupos finitos power-
ful, pois através dele e da defini¢do de posto pode-se ver que d(G) = rk(G).

O segundo teorema mais importante que discutiremos é uma espécie de reciproca para
o teorema anterior, 2.4.12, pois nele veremos que em qualquer p-grupo de posto finito G,
existe um subgrupo caracteristico powerful de indice limitado em fungao do posto 7k(G).

Antes precisaremos de uma preparacao para essa "reciproca'.

Definic¢ao 2.4.13. Sejam G um p-grupo finito e r um inteiro positivo. Definimos V (G, r)

como sendo a interse¢do dos nicleos de todos os homomorfismos de G em GL,(F,).

A imagem de qualquer homomorfismo de um p-grupo G aplicado em GL,(F,) ¢ um
p-grupo e todo p-subgrupo de GL,(IF,) é conjugado a um subgrupo do grupo inferior
uni-triangular U, (F,), esse grupo inferior uni-triangular é formado pelas matrizes A;; de
tamanho 7 e entradas em F, que satisfazem a;; =0,se j >4, a;; =1,se i1 =7, eset > j,
a;j pode ser qualquer elemento de F,,. Dessa forma poderfamos igualmente definir V' (G, r)
como sendo a interse¢ao dos nicleos de todos os homomorfismos de G em U,.(F,).

Observe que um elemento g de G pertence a V (G, r) se, e somente se, g age trivialmente
em qualquer representacao linear de G sobre qualquer F,—espaco vetorial de dimensao no
maximo 7.

Para r € N, defina o inteiro \(r) por
2)\(7‘)—1 <7 S 2)\(7‘).

Lema 2.4.14. (i) O grupo U,(F,) tem uma série, de comprimento \(r), de subgrupos

normais, com quocientes abelianos elementares.
(i7) Se G é um p-grupo finito, entdo G/V (G, r) tem uma série com essas propriedade.

Demonstragao. (i) Vamos provar por indugao sobre r. Para r = 1, temos que U, (F,) =
F, e A(1) = 1, ja que F, é um p-grupo abeliano elementar. Assim o resultado ¢é

valido nesse caso.

Suponha por hipotese de inducao que o resultado seja valido para qualquer s < r e
vejamos ser verdadeiro para r. Considere s = |r/2] e observe que dado X € U, (F),)

podemos reescrevé-lo da seguinte forma

X:AO,
B C

com A € Us(F,) e C € U,_4(F,). Defina a aplicagao, que é um homomorfismo, da
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seguinte forma

@ : Up(Fy) — Us(Fp) x Up_s(Fp)
X — (A, C).

Consideremos K = Ker(p) pela definicdo temos que K = {X € U.(F,) | p(X) =

(Ids,Id,—s)} = {X € U.(F,) | A =1Ids e C = Id,_s}, com Ids e Id,_; sao as

matrizes identidades de tamanho s e r — s, respectivamente. Ou seja, os elementos

1
X = s 0 .
B Id,_

Com isso, temos que K é um p-grupo abeliano elementar. Pelo Primeiro Teorema
do Isomorfismo U, (F,)/K = Im(p) < Us(F,) x U,_s(F,).

de K sao da forma

Agora, pela hipotese de indugao Us(F,) e U,_s(F,) possuem tais séries, entao Im(yp)
também possui tal série. Pelo isomorfismo temos que U, (F,)/K possui uma série

tal que seus quocientes sao p-grupos abelianos elementares.

Vimos que K é um p-grupo abeliano elementar, dessa forma temos que U,.(F,) possui

uma série com essas propriedades, como queriamos.

Seja G um p-grupo finito e por definicao V (G, r) é a intersecao dos nicleos de todos
os homomorfismos de G em U, (F,). Mas, sendo G finito, temos que essa intercessao
¢ constituida por uma quantidade de ntcleos, ou seja, V(G,r) = N N;, onde
N; = ker(y;) com ¢; : G — U.(F,). E pelo Primeiro Teorema do Isomorfismo
G/N; = Im(pi(G)) = H; < U, (IFy).

Agora considere o homomorfismo

Y :G— G/Ny x -+ x G/N
g}—>(gN17vgNk)

Observe que Ker(¢) ={g € G | (gN1,...,gNe) = (1,..., 1)} =Nk N, = V(G, 7).
E, novamente pelo Primeiro Teorema do Isomorfismo temos que G/V (G, r) = Hy x
oo X Hy S U(F,) x -+ x Uy(F,).

Pelo item anterior temos que cada U, (IF,) possui uma série de comprimento A\(r) onde
cada quociente é abeliano elementar, entdo, pelo isomorfismo, G/V (G, r) também

possui tal série.
m
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Proposicao 2.4.15. Sejam G um p-grupo finito e v um inteiro positivo. Coloque V =
V(G,r) esejam W=V sep>20uW =V2sep=2. Se NG, d(N)<r,eN<W,
entao N p.e. W.

Demonstra¢ao. Vamos mostrar por indugao sobre a ordem de N. Se |[N| = 1, o resultado
é claramente satisfeito. Suponha por hipétese de inducao que o resultado seja valido para
todo grupo de ordem estritamente menor do que |N| e vejamos ser valido para a ordem
de N.

Primeiro vamos supor que p > 2 e nesse caso V = W. Suponha por absurdo que
[N, V] & NP. Pelo Lema 2.4.3, item (iv), podemos assumir que N? = 1 e [N, V]| = p.
Como G ¢é um p-grupo , entdo existe M < G tal que [N,V] < M < Ne|N:M|=p.

Sendo N/[N, V] um p-grupo abeliano elementar, segue que d(M/[N,V]) = d(N/[N,V])—
1 <r—1,jaque [N : M| =ped(N)<r. Também pelo fato de [N, V] ter ordem p,
temos que ele é ciclico, ou seja, possui apenas um gerador e isso acarreta que d(M) < r.
Observe ainda que M < N <V, ou seja, M < V. Com isso, pela hipdtese de inducao
aplicada a M, M p.e. V, ou seja, [M,V] < MP = 1.

Assim [M, N] < [M,V] =1 e isso significa que os elementos de M comutam com os
de N, ou seja, M < Z(N) < N. Mas sendo N/M um grupo ciclico e M < Z(N), temos
que N & abeliano e assim é um F,—espaco vetorial de dimensao no méximo 7.

Agora, observamos que g € V(G,r) se, e somente se, g age trivialmente em toda
representacao linear de G sobre qualquer F,—espago vetorial de dimensdao no méximo 7.
Em particular, age trivialmente em N. Entao [N,V] = 1, o que é um absurdo, ja que
supomos |[N, V]| = p. Portanto, nesse caso, N p.e. V =W.

Para o outro caso, faremos de maneira analoga. Considere p = 2 e, assim, W = V2.
Suponha por absurdo que N nao é powerfully embedded em W. Da mesma forma que
antes, pelo Lema 2.4.3, podemos assumir que N* =1 e |[N,W]| = 2.

Considerando z,y € N, lembre que (zy)? = 2%y?[y, z]Y. Como N < W, podemos dizer
que qualquer produto de quadrados em N é congruente a um quadrado modulo [N, W].
Segue daf que (N?)? = 1, pois se elevamos ao quadrado novamente teremos elementos de
N% e [N,W]? mas ambos sao triviais.

Veja que também ocorre [22,y] = [z, y]?[[z, y], z]. Mas [[x,y], ] = 1, pois [[N, W], N] <
N e assim |[[N,W],N]| = 1. Entao [2%,y] = [z,y]* € [N,N]* < [N,W]* = 1. Como
[2%,y] € [N?, N] segue que [N?, N] =1, ou seja, N? < Z(N).

Agora N/N? é um F,—espago vetorial de dimensio no maximo r, pois nesse quo-
ciente todo elemento possui ordem 2 e isso o torna abeliano. Assim dim(N/N?) =
dim(N/®(N)) = d(N) < r, por hipotese. Isso acarreta que [N, V] < N2

Consequentemente, para a € N e v € N, podemos escrever [a,v] = b, para algum
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b € N? e com isso temos a’ = ab. Mas (a’)? = (a*)” = (ab)? = a®V*[b,a]. Temos
que b* = 1, pois b € N? e (N?)? = 1, e também [b,a] = 1, pois N> < Z(N) e assim

[N?, N] = 1. Assim podemos reescrever essa igualdade da seguinte forma (a®)” = a2, ou

2 v] = 1. Isso acarreta que [N? V] = 1.

seja, [a

Dessa forma, observe que [N, V, V] < [N%, V] = 1. Assim pela Formula de Compilagao
de Hall temos [N, W] = [N, V?] < [N, V]?[N,V, V] < (N?)?[N,V,V] = 1, pelo que vimos
acima. Entdo [N, W] =1, o que ¢ um absurdo, ja que supomos |[N, W]| = |[N,V?]| = 2.

Portanto, N p.e. W = V2, O

Para terminar essa secao vamos demonstrar o outro teorema que citamos ser de suma
importancia, pois eles nos mostra qual subgrupo de um p-grupo de posto finito é powerful.
Ou seja, uma maneira de encontrar um subgrupo powerful, que também veremos ser
caracteristico. Lembre-se que para um dado r € N definimos o inteiro A(r) como sendo

um inteiro que satisfaz 2)" 1 < ¢ < 22,

Teorema 2.4.16. Seja G um p-grupo finito de posto r. FEntao G possui um subgrupo

powerful caracteristico de indice no mdzimo p™"), se p é impar ou 27T se p = 2.

Demonstragao. Considere V- = V(G,r). Pelo Lema 2.4.14, G/V (G, r) possui uma série de
subgrupos normais com comprimento no maximo A(r), onde os quocientes sdo abelianos
elementares. Olhando agora para G temos uma série V < Ny < ... < Ny, = G, com
s < A(r) e N;/N;;1 € um p-grupo abeliano elementar.

Por hipotese G tem posto r, entao cada um desses fatores tem ordem no méaximo p",
pois d(N;) < d(G) = r. Com isso |G : V| < p™ ),

Para o caso em que p > 2, veja que pela definicao de V, temos que ele é caracteristico
em G, logo V < G. Pela hipotese de G ter posto r, temos que d(V') < r. Aplicando a
proposicao anterior temos que V p.e. V e isso significa que V é powerful. Portanto, se
p > 2, V & um subgrupo carateristico powerful de indice no méaximo p™).

Agora suponha que p = 2. Primeiro observe que V2 ¢ caracteristico em V, de fato, por
definicao V? = (v? | v € V) e dado ¢ um automorfismo de V temos que ¢(v?) = (¢(v))?
e este ¢ um gerador em V2, pois ¢(v) € V. Com isso V? é caracteristico em G e entdo
V2 < G. Também temos que d(V?) < r e novamente pela proposi¢ao anterior temos que
V2 pe. V2 ou seja, V? & powerful.

Para terminar veja apenas que |G : V2| = |G : V||[V? : V| < 2700 . o1 = ordrA(n),
pois |V : V?| também tem ordem no maximo 2". Portanto, nesse caso, o subgrupo

caracteristico powerful de indice no maximo 2"t de G que existe ¢ V2. O
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2.5 p-grupos potent

Em 1969, D. Arganbright publicou um trabalho, |1|, onde ele demonstrou que se G é
um p-grupo, com p impar, satisfazendo v, (G) < GP, entdo o subgrupo G? é precisamente
o conjunto das p—ésimas poténcias de G.

Isso levou a se definir mais uma classe de p-grupos finitos denominada potent, que
foi introduzida por J. Gonzdlez-Sdnchez e A. Jaikin-Zapirain através do artigo On the
structure of normal subgroups of potent p-groups [8], em 2004. Todo o estudo feito nessa

se¢ao foi baseado neste artigo e também através da referéncia [1].

Definicao 2.5.1. Seja G um p-grupo finito. Dizemos que G € potent se v,_1(G) < GP,
para p impar, ou se G' < G*, para p = 2.

Observe que para p = 2 ou p = 3 as defini¢oes de p-grupo powerful e potent coincidem.
Veja ainda que se G é um p-grupo powerful, entao G' ¢ também potent.

O préximo lema reuni algumas caracteristicas basicas sobre essa nova familia de p-
grupos finitos. Umas dessas propriedades ¢ o fato de G? poder ser tomado como conjunto.

Em [8] isso foi denominado p-powered.

Teorema 2.5.2. Seja G um p-grupo potent. Entao valem as sequintes propriedades:
(i) Sep=2, entio Y1:+1(G) < W(G)* e se p > 2, entio Vp—14x(G) < Ys1(G)?P;
(17) v(G) € potent, para todo k € N;

(1ii) (z,[G, G]) € potent, para todo x € G;

(1v) GP ¢é precisamente o conjunto das p—ésimas poténcias de G;
(v) Se N ¢é um subgrupo normal de G, entao G/N € potent.

Demonstracao. Seja G um p-grupo finito potent.

(i) Suponha p = 2 e mostraremos por indugao sobre k que v;.1(G) < v(G)*. O caso

base, quando k = 1, é trivial, jA que por hipotese G é potent.

Suponha por hipotese de inducao que o resultado seja véilido para inteiro menor ou
igual k, e vejamos para k+ 1. Pela definicao da série central inferior e pela hipotese
de indugio, segue que e12(G) = [141(G), G] < [(G)*, G,

Pelo Teorema 2.1.10, temos que [1(G)* G| < [W(G), G]*[G2 V(GG 1 7 (G)].
Considerando k£ > 1, temos k > 2. Assim

G2 m(G) < [G.(G),12(G)] € [Gak(G)] < es(G).
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(iid)

Dessa forma, reescrevemos Vii2(G) < Ver1(G)*Ye13(G). Pelo Teorema 2.1.8, segue

que Vir1 < 7k(G)*, como queriamos.

Agora, suponha que p > 2 e vamos mostrar que v,_14£(G) < Y,4+1(G)?. Para isso
<
~

vamos usar indugado sobre k. Para k = 0 temos que v,_1(G) < 71(G)? = GP ¢ isso é

véalido pelo fato de G ser um p-grupo potent.

Suponha por hipotese de inducao que o resultado seja valido para todo natural
menor do que ou igual a k£ e vejamos que vale para k£ + 1. Pela hipotese de indugao

e pelo Teorema 2.1.10, temos
Yo-1+k+1(G) = [1p-14x(G), G] < [141(G)?, G] < [141(G), GIP[G p Y41 (G)]-

Dai, Yp—114+1(G) < Yit2(G)PYpkr1)+1(G). Agora observe que

plk+1)+1>(p-1)(k+1)+1=(p-1k+p—1+1>k+p—1+1=p—1+k+1.

Assimp(k+1)+1>p—1+k+2. Logo Ypk+1)+1(G) < Yp—144+2(G). Com isso,

Vo141 (G) < Vi42(G) Y- 14442(G) = Yor2(G)* V14841 (G), GI.

Portanto, pelo Teorema 2.1.8, v,_11541(G) < Yi42(G)P, para p > 2.

Suponha que p = 2. Temos que [1(G), % (G)] < [1(G), G] = Y+1(G). Pelo item
anterior temos que Y4 1(G) < v (G)?*. Portanto, por defini¢ao, segue que v;,(G) é
potent, para k € N.

Suponha agora que p > 2. Pelas propriedades da série central inferior v, (7x(G)) <
Yip—1)(G). Observe que p—1> 1, assim (p —1)(k—1) > k—1,isto ¢, (p — 1)(k —
1)+ 1 > k. Dessa forma

Y-1(1(G)) < Yp-1)(G) = Vp-146-1)(p-1) (G) < V-1 p-1)+1(G)” < (G-

Portanto, por definigdo, também segue que v,(G) é potent, para k € N.

Seja x € G arbitrario e considere H = (z,[G,G]). Primeiro vamos mostrar que
Ye(H) < Ye41(G), para k > 2. Vamos fazer indugdo sobre k. Se k = 2, temos que
Yo(H) = ([h1, ho| | h1, he € H) e olhando nos geradores vemos que 72(H) < 73(G).

Suponha por hipotese de inducao que o resultado vale para todo inteiro menor do
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que ou igual a k e vejamos a validade para k + 1. Temos
Ver1(H) = [v(H), H] < [e11(G), H] < [7641(G), Gl = Yi42(G).

Assim (H) < 41(G), para k > 2,

Suponha agora que p = 2, usando o item (i) desse teorema, obtemos

Y2 (H) < 73(G) < %(G)* = [G,G]* < H.

Entao H é potent. Agora, suponha que p > 2 e também usando o item (i) desse

teorema, temos:

Y1) < %(G) = %p-141(G) < 2(G) =[G, G < H”.

Portanto, também nesse caso, H é potent.

Vamos fazer apenas o caso em que p > 2, pois para p = 2 foi feito na secao de
powerful. Suponha que G seja um p-grupo nao abeliano, pois caso contrario o item
é trivialmente satisfeito. Vamos provar por inducao sobre a ordem de GG. Suponha
que o resultado seja valido para todo grupo de ordem estritamente menor do que a

ordem G.

Pela Formula de Hall podemos escrever (z---xy)? = a2} ---abgl -+ g{g, onde g; €
72(G), para 1l <i <t eg € 7,(G). Aplicando o item (i) desse teorema, temos
que 7,(G) < 72(G)P. Assim existem elementos gii1,...,9- € 712(G) tais que g =
gf+1 gy

Agora, 12(G) é estrito em G, entdo, pela hipotese de indugao aplicada nesse sub-
grupo, temos que gy --- gy gy, - - - g¢ = y* para algum y € 1(G). Logo, af --- 2] =

(1 -+ x1)PsP, onde s =y~ ¢ um elemento em 5(G).

Defina © = x1---x e considere H = (7(G),x). Pelo item (iii) desse teorema,
temos que 7,—1(H) < HP. Como G nao é abeliano, entdo H também é estrito em
GG. Dessa forma, podemos novamente aplicar a hipétese de inducao, agora em H.

Logo, existe h € H tal que zPs? = h?. Portanto, z - - - 2¥ = h”, como queriamos.

Seja N um subgrupo normal de G e considere o grupo quociente G/N. Suponha
primeiro que p = 2. Usando propriedade de subgrupo normal do Teorema 1.1.3, item
(v), e a hipotese de que G é potent, temos que [G/N,G/N] < G*N/N = (G/N)*.

Portanto, nesse caso, G/N é potent.
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Suponha agora que p > 2. No Teorema 1.1.7 vimos v (G/N) = ~v(G)N/N, com
k > 1. Entdo temos que v,_1(G/N) = 7,_1(G)N/N < GPN/N, pois G ¢é potent.
Assim v,_1(G/N) < GPN/N = (G/N)P e portanto G/N é potent.

]

Na familia de p-grupos powerful, definimos o que seria um subgrupo ser powerfully
embedded em um p-grupo finito. De maneira semelhante também definimos isso para a

familia de potent.

Definicao 2.5.3. Sejam G um p-grupo finito e N um subgrupo normal. Dizemos que N
é potently embedded em G se [N,G] < N* se p=2 e [N,, oG] < N?, se p > 2.

Observe que quando p = 2 ou p = 3 dizer que um subgrupo é potently embedded ou
que ele é powerfully embedded significa a mesma coisa.

Utilizando apenas essa definicao pode-se verificar que um p-grupo finito é potent se, e
somente se, ele é potently embedded em si préoprio. Da mesma maneira como ocorria em
powerful.

Na secao de p-grupos powerful fizemos uma versao para o proximo teorema, dessa

forma faremos aqui apenas o caso em que p é fmpar.

Teorema 2.5.4. Sejam N e M subgrupos potently embedded em G, um p-grupo finito.
Entao [N?, M] = [N, M]P.

Demonstracao. Vamos mostrar as duas inclusoes. Considere o caso em que p > 2. Pelo
Teorema 2.1.10, temos que [N?, M| = [N, M]P (mod [M,, N]). Entao

[N?, M] < [N, MP[M,, N] < [N, M]?[M,,_, G, N, N] < [N, M]"[M?, N, N],

pois M é potently embedded em G. Aplicando o Teorema 2.1.10 novamente, temos
[MP,N] = [M,N? (mod [N,, M]). Como N também ¢ potently embedded segue que

[N?, M] < [N, MP[[M, NJPIN,, M], N] = [N, M]’[[M, N]”, N][[N,, M], N]

< [N, MP[M, NP[N,, M] = [N, MP[N,, M) < [N, MP[N,,_» G, M, M].

Assim, [N?, M] < [N, M]P[NP?, M, M]. Utilizando o Teorema 2.1.8 obtemos [N?, M] <
[N, M]P, como queriamos. Agora vejamos a inclusdo contraria. Novamente pelo Teo-
rema 2.1.10, obtemos que [N, M|? < [N?, M][M,, N]. Utilizando a inclusdo que ja foi

demonstrada, segue que

[N, M]P <[NP, M][MP?, N, N| < [N?, M][[M, N?, N] < [N?, M|[[M,N?,G].
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Logo pelo Teorema 2.1.8 segue que [N, M]P < [N?, M]. Portanto, [NP, M| = [N, M]P.

]

O préximo teorema nos mostra que a propriedade de um subgrupo ser potently em-

bedded se estende para alguns de seus subgrupos.

Teorema 2.5.5. Seja G um p-grupo e M, N subgrupos potently embedded de G. Entao

vale que:

(1) MN ¢ potently embedded em G.

(i7) [N, G] € potently embedded em G.

(i4i) NP € potently embedded em G.

Demonstragao. (i) Considere M e N subgrupos potently embedded, entao vale que

(i)

(i)

[N, oG] < NP e [M,, oG] < MP, se p > 2, ou [N,G] < N*e [M,G] < M*.

Usando propriedades de comutadores temos que:

[NM,3 G) = [N 2 GI[M,, 2 G) < NPMP < (NMY?

[NM,G] = [N,G][M,G] < N*M* < (NM)*.

Observe que M N é um subgrupo normal de G, pois M e N o sao. Portanto, M N
é potently embedded em G.

Para p > 2 temos que: [[N,G],,—2 G| = [[N,,—2 G],G] < [N?,G] = [N, G]? pelo fato
de G ser potently embedded em si proprio e usando o Teorema 2.5.4.

Para p = 2 temos que [[N, G|, G] < [N*, G], pois N é potently embedded em G. Pelo
Teorema 2.1.10 temos que [N*, G| = [N, G]*(mod[G 5 N]?[G,4 N]). Assim

[[N,G],G] < [N,G]*[G,4 N][G2 N)* < [N,G*|N,G,G,G]|N, G, G)*.

Pelo Teorema 2.1.8, segue que [[N,G|,G] < [N,G]*. Portanto [N,G] é potently
embedded em G.

Utilizando o Teorema 2.5.4 repetidas vezes obtemos que [N?,, 5G] < [N,,—2 G]P.
Como N é potently embedded temos que [N?,,_o G| < (NP)P. Portanto, N? é potently
embedded em G.



2.5 p-grupos potent o4

Agora considere p = 2, pelo Teorema 2.5.4 temos que [N? G] = [N,G]? < (N?)4,
pois N ¢ potently embedded. Portanto, N? & potently embedded.
O

Subgrupos dimensao de G

Considerando G um p-grupo finito podemos definir recursivamente os subgrupos de

dimensao de G dados por

Para simplificar a nota¢do escreveremos D;(G) = D;, para todo i > 1. Observe que
dessa forma essa série ¢ uma sequéncia decrescente de subgrupos normais e satisfaz as
propriedades DY < Dy, e [D;—1,G] < D;. E observe ainda que D! < D%-H/M < Dy e
isso acarreta que o quociente D;/D; ;1 é um p-grupo abeliano elementar. O Capitulo 11, de
[4], possui outros detalhes e propriedades a respeito desses subgrupos, onde considera-se
G um grupo qualquer.

Considerando que G seja um p-grupo finito potent, pode-se mostrar, usando a definicao
da sequéncia e inducao sobre i, que D; é potently embedded em G.

A respeito desses subgrupos demonstraremos, nessa secao, o teorema a seguir. Ele nos
mostra como os termos dessa sequéncia se comportam quando G é um p-grupo potent.
Nele veremos que cada termo dessa série é reescrito como uma poténcia de outro termo.
Porém, no proximo capitulo mostraremos mais alguns resultados preliminares sobre esses
subgrupos em um p-grupo potent, que servirao de base para demonstracao da definicao

de power abelian para essa familia de p-grupos.

Teorema 2.5.6. Suponhan € N ei= [log,n| e seja 1 <k <p tal que (k —1)p' <n <
DV 1<k<p-2

kp'. Se G ¢ potent, entio D,, = ; .
g g {Dfap—lékﬁp

Demonstracdo. Vamos mostrar por inducao sobre n. Primeiro observe que para n € N,
com n < p — 2, o resultado ¢ vélido. De fato, se n < p — 2, entdo i = [log,n] =0 e
sejal <k <ptalquek—1<n<k=n==%k Comoi=0,entdo p' = 1, assim
Dii = D;f = D,,. Dessa forma o teorema vale para n < p — 2.

Por indugao sobre n, com n < p, é possivel mostrar que D,, = G?v,(G). Usando isso,
juntamente com a definicao da série D,, e o fato de G ser potent, temos que D, = G? =
D,. Agora observe que se n =p—1, entao ¢ =0 e k = p— 1, assim vale o teorema ja que
D, 1= DZfOH =DV =GP. Esen=p,entaoi=1e k=1, assim D, = szl = D} = GP.
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Dessa forma temos o teorema mostrado para todo natural n < p. Entao tome m € N,
com m > p e suponha que o resultado seja valido para todo inteiro n < m. Vejamos sua
validade para n = m.

Sejam i = |log,m] e 1 <k < p tal que (k—1)p" < m < kp’. Por defini¢ao, temos que
Dy, = D}, )1 [Din—1,G]. Observe que (k — 1)p~' < [m/p] < kp*' e [m/p] < m. Entao,

por hipdtese de inducao,

1—1
Dy — Dii ,1§k§p—2'
e DY p—1<k<p

Temos que m — 1 < m, entao também podemos aplicar a hipotese de inducao e assim

temos

it+1

D - DY ouD; ,1<k<p—2 -
DY ,p—-1<k<p

Pela cadeia dos subgrupos dimensao, temos que Dj_; > Dy, logo D,’: < DZi_l. Assim

podemos escrever

<DV 1<k<p-2
Dm—l = i—1 .
DY " p—1<k<p

i+1

Entdo [Dy,—1,G] < [Dzi_l,G], se l<k<p-—2,ou[Dy,_1,G=[D] ,G],sep—1<
k<p.
Sabemos que [Dy,G] < Dyyq, entdo [DZ:17G] = [Dy1, G < Dil, pelo Teorema

2.5.4. Também temos que [Dfiﬂ, G < Dfm. Dessa forma,

D :{ (DY YDy =D 1<k<p-2

(DY = p—1<k<p

NN

Assim temos,

oo <Dii<k<p-2

i+1 .
p—1<Ek<p

Como ja temos que Dzi < Dy, e vimos que D,y = G? = D} = D,, segue que

DM 1<k<p-2
Dm: pitl Pl Pt .
DY =D =D;,p—1<k<p



Capitulo

3

Resultados principais sobre p-grupos

potent

No capitulo anterior vimos que os p-grupos finitos regulares e os powerful sao power
abelian. Com isso em mente, um dos principais objetivos desse capitulo é verificar que
isso também vale na familia dos p-grupos potent. Lembre que um p-grupo finito é dito ser
potent quando [G,G] < G*, se p =2, ou 7,_1(G) < GP, se p > 2.

Além de verificar a propriedade de ser power abelian na familia dos p-grupos potent,
também mostraremos uma limitacao para classe de nilpoténcia dos subgrupos caracteris-
ticos ;(G) desse grupo. Também veremos que, sob certas condigoes, um p-grupo potent
possui um subgrupo powerful.

Dessa forma, na primeira secao veremos alguns lemas técnicos para um subgrupo
normal de um p-grupo potent, bem como os resultados citados no paragrafo anterior. E
na segunda se¢do mostraremos que um subgrupo normal de um p-grupo potent possui a
estrutura power abelian. Todos os resultados deste capitulo foram obtidos por J. Gonzdlez-

Sanchez e A. Jaikin-Zapirain no artigo On the structure of normal subgroups of potent

p-groups [8].

3.1 Subgrupos normais de um p-grupo potent

Nesta secao mostraremos algumas relagoes importantes que ocorrem quando conside-
ramos um subgrupo normal N em um p-grupo finito potent G. O primeiro teorema nos
mostra que ou esse subgrupo normal N estd contido em um subgrupo proprio potent ou
vale a relacio [G,G]”" < [N*',GP']*', onde n =i + s + L.
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Teorema 3.1.1. Sejam G um p-grupo finito potent e N um subgrupo normal de G. Entdo

uma das sequintes condicoes valem:

(1) Sejam i,s,t > 0 tais que n = i+ s+t. Sen > 1, para p é impar, ou se n > 2,
quando p = 2, entdo [G,G]P" < [NV, G,

(i7) Eziste um subgrupo proprio potent T de G tal que N estd contido em T.

Demonstracdao. Vamos dividir o teorema em dois casos, no primeiro vamos supor que
G,G]? < [N,GP], onde p =4, se p=2,ep=p,sepé impar, e dele mostraremos que
vale o item (i) do teorema. Depois vamos supor que [G,G]P £ [N, GP] e mostraremos
que vale o item (i7) do teorema. Como s6 ocorre um desses casos o teorema estard
demonstrado.

Para o primeiro caso, inicialmente mostraremos que [G,GJP < [N,GJP. Se p = 2,
p = 4, estamos supondo que [G, G|* < [N, G*]. Pelo Teorema 2.1.10 temos que [N, G| =
[N, G]* (mod [N,2 G]?[N,, G]). Assim,

[G.G]* < [N, G| < [N,G]*IN2GP’[N.4G] < [N, GG GI’[G4 G].

Usando o Teorema 2.5.2, item (i), podemos reescrever essa inclusdo de subgrupos por
G,G)* < [N,GPMG,G,G)G,G,G,G)* = [N,G]*3(G)*1u(G)*. Como a série central
inferior é decrescente, temos que v4(G) < 13(G) e entdo 74(G)* < 43(G)?. Também temos
que v3(G)* < 13(G)?, entdo [G,G]* < [N,G]*y3(G)?. Novamente pelo Teorema 2.5.2,
item (7), temos 73(G)? < (12(G)*)2. Dessa forma, [G,G|* < [N, GIY([G, G]*)2. Segue do
Teorema 2.1.8 que [G, G]* < [N, GJ*.

Agora se p = p, temos [G,G]P < [N,GP]. Como consequéncia da Formula de Hall,
temos que [N, GP] = [N,GJ? (mod [N,, G]). Assim,

G, G < [N, GP] < [N, GP[N,p, G] < [N, GIP[Gp G] = [N, GIPp14 (G).

Aplicando o Teorema 2.5.2, item (i), para o caso em que p é impar, temos v,41(G) =

Yo—142(G) < 73(G)P. Com isso
|G, G]P < [N,G]Pv(G)? = [N,G)P|G, G, G]P.

Como [G, G| e G sao potently embedded em G, podemos aplicar o Teorema 2.5.4 e
assim [G,G,GJP = [[G,G]?, G]. Segue do Teorema 2.1.8 que [G,G]P < [N,GJP. Assim se
G, G]P < [N,GP] entao [G,G|P < [N,GJP e isso mostra o primeiro passo de indugdo da
afirmagao [G, GP" < [N, G]", quando p" > p.
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Suponhamos por hipotese de indugao que [G, G]P" < [N, GJP" e mostraremos a validade
dessa relacdo para n + 1. Temos que [G,GP"" = ([G,G]”")? < ([N, G]P" ). Agora pelo
Corolario 1.1.15 temos que ([N, G]P")? = [N, G]"""" (mod ~o([N, G]P")P). Assim temos,

n+1 n+1 n+1

GGl < (IN,GI" ) <IN, G ([N, G )P < [N, G ([N, GI) <

n—+1

< [N, GP" (G, GP") = [N, GG, G [G, G < [N, G (G, G, |G, G =

n+1

=[N, G [[G, G, |G, GI) = [N, G [[G, G [G, G]] < [N, G [[G, G, G).

Assim, temos [G,GP"" < [N, GP""[[G, G]P"", G] e do Teorema 2.1.8 segue que

n+1

G, G < [N, G

Feito isso, agora podemos demonstrar que nesse caso vale o item (7), entdo considere-
mos ¢, s, t inteiros nao-negativos tais que i + s+t =n>1,se p ¢ imparen > 2, se p é
par. Primeiro mostraremos que [G, G]”" < [N?', G.

Para p = p, temos

i—1

(G, G < [N, G <[NP, GG NI (G NI+ [Gp N] <
<[NP GG LGP (G, G+ [G. G <[NP GG G = [N",G)[[G, G, G

(3

Pelo Teorema 2.1.8 segue que [G,G|P" < [Npi, G], se p é impar.

Para p = 4, temos

i—1

(G, G < [N, G <[NP, G[G2 NIP'[G,, NP - [G,ps N] <

<IN, QG2 GG, G -G, G < [N”, GG, G, G <
<[NP G)([G.GIP ) =[NP, G(IG, G)" )" = [N", G)([G, GJ"" ).

Segue do Teorema 2.1.8 que [G, G]pi < [Npi,G], se p = 2. Dessa forma, temos que
(G, G)P" < [N*',G]. Agora vejamos que [G,G]"""" < [N*',GP’]. Observe que [G,G]P""™ =
([G,G*")?" < ([N?',G])P". Assim precisamos ver que [N?' G]P" < [N*', GP'].

Para p = p,

s—1 %

[N;Di’ G]ps < [Npi, Gwps][]\[}oi’2 G]ps [Npi,p G]p . [Np » G] <

s—1 i

<[NP GP)[GP L G [GY L, G- [GY e G] <
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< NP, GP[G, G, GG, G (et G- [[GL G o1 G) <

i+s—1

< [NP@'7 GPS][G, G, G]pi+s[fyp(G), G]p - [7})5 (G), G]pl < [Npi7 Gps][G7 G, G]pi+s'

Dessa forma temos [G,G]”"™" < [N”',G)”" < [N*',GP’][[G,G]”""",G] e pelo Teorema
2.1.8 segue que [G, G]P"™ < [N, GP'].

Para p = 4, temos

i+s i

(G.GP™ < INY QP[NP o G [N 0 G (NP ) <
<[NP, GPNGP o G (G 2 GG e GG G <

i+s—2 7

<[NP, GP[G o G (G G G G Gy G <

<[NP, G"[G,G, G <INV, GP)[[G, G, G).

Dessa forma, temos que [G,G)""" < [N?',GP’] e assim, nesse caso, [G,G]""" <
[Npi, GP']P". Observe que supomos [G, G]P < [N, GP] e mostramos que o primeiro item do
teorema ¢ valido. Agora suponhamos que [G,G|P & [N, GP] e mostraremos a validade do
segundo item. Primeiro veremos que [G,GJP = [G,GP]. De fato, temos que G é potent,
entdo G e GP sao potently embedded em G. Assim se p = p, pelo Teorema 2.5.4 vale
(G, G)P = [G,GP]. E sep =4, temos que [G,G]' = ([G,G]*)? = [G,G?*? = [G, (G*)?] =
G, GY].

Lembrando da definicdo dos subgrupos dimenséao, temos que para k = 1, vale D} =
DY = GP. Com isso, se [G,GIP =[G, GP] £ [N, GP], entio existe k > 1 tal que [G, DY| &£
[N.GP] ¢ [G, DP,,] < [N, GP).

Agora considere o conjunto 7' = {g € G | [g,D}] < [N,GP]}. Vamos mostrar que
N < T e T é potent. Observe que pela escolha de k temos que T é um subgrupo préprio
de G, pois caso T' = G terfamos que [G, D] < [N, GP] e isso é um absurdo ja que estamos
no caso em que [G, DY) & [N, GP].

Também temos que N C T. De fato, temos que N < G, entdo vale que [n,g| €
[N,G] < N, para todo g € G e n € N. Em particular, D} < G. Assim, se o € D} entdo
[n,a] € [N,D?] < [N,G] < N. Mas, pela sequéncia dos subgrupos dimensao, temos que
Dy < DY = GP, pois k > 1. Dessa forma, [n,a] € [N, D] < [N,GP] < N. Com isso, se
n € N, entaon € T. Logo, N <T.

Como N < G, segue que N JT. Veja ainda que 7' é um subgrupo normal de G. De
fato, dado a € T' e g € G, arbitrérios, temos que

[, DF] = [, (DP)] = [, DE)? < [N, GPJ? = [N, (GP)'] = [N, GP].
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Entao o? € T, para todo g € G, e isso significa que T' < G.

Agora, para terminar, vejamos que T é potent. Tome x € [T,T], se p = 2, e x €
Yp—1(T), se p é impar. Como G é potent, temos que [T,7] < [G,G] < G*, se p = 2,
ou 1p-1(T) < 7-1(G) < GP. Com isso z € [T,T] < G* ou x € v,_1(T) < GP, ou seja
x € GP. Pelo Teorema 2.5.2, item (iv), temos que cada elemento de GP pode ser escrito
como poténcia de algum elemento de . Dessa forma podemos escrever x = aP, para
algum a € G.

Primeiro vamos mostrar que [a, D}] < [a, Dg]P[N, GP]. Para p = 4, temos
la, Dy] < [a, Di)"[a,2 Di*[a,4 Gi] < [a, Di]'[G, Dy, Di]?[G 4 D] =
= {(1, Dk‘]4[[G7 Dk]27 Dk] [G74 Dk] < [aa Dk]4[[GJ Dk]Za Dk] [Dk+172 Dk; Dk] g
< [a, Di)*[Digsy, Dyl < [a, Dil*[Dyyy, G) < la, DyJ*[N, G*).
E para p = p,
[a7 DZ] < [CL, Dk‘]p[a72 Dk]p[aap Dk] < [aa Dk]p[G72 Dk]p[GﬂD Dk} =
= [a, Di|P[[G, DiJP, Di][G, Dyyp—2 Dy, Dy < [a, Dp)P[ Dy 1, Di][Diy1,p—2 Dy, Di] <
< la, D)’ [Digyr, Di] < [a, Dif?[ Dy, G] < a, Dy’ [N, G7).
Observe que também temos [a, Di|P < [aP, Di]|[N, GP]. De fato, para p = 4,
[a, Di]* < [a*, Dy)[Dy.2 a)*[Diaa] < [a*, D)[Dy2 G*[Dis G) <
< [a‘4> Dk][[Dk’a G]27 G] [Dk+172 G7 G] < [CZ4, Dk‘] [Dé—i-l? G] < [a47 Dk][N7 Gﬂ
E para p = p,
[a, Dy]P < [aP, Dy|[Dy,2 )P [ Dy a] < [a”, Di][Diyo G [Diyp G] <

< [apa Dk][[Dku G]p7 G] [DkJrl?P*? G? G] < [ap7 Dk][D£+17 G] < [ap, Dk][N7 G4]

Assim, até agora temos que [a, D}] < [a, Dg]P[N,GP] < [aP, Di][N, GP]. Agora pre-
cisamos ver que [aP, D;] < [N, GP]. Para p = 4, lembre que x = a* € [T, T] e usando o

Lema dos Trés Subgrupos, Lema 1.1.4, temos

[a*, D] < [[T,T], Di] = [T, T, Dy] < [D, T, T) < [Dy, G, T < [D}, T] < [N, G*].
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Entdo [a, D}] < [a*, Di][N,G* < [N,GY] e isso acarreta que a € T, logo a* € T*.
Dessa forma [T, T] < T? e isso significa que, nesse caso, T & potent.

Para p = p, lembre que z = a? € ,_1(7") e usando o Teorema 1.1.6 temos
[a”, Dy < [vp-1(T), D] < [Dyyp1 T] < [Diyp2 G, T] < [D}, T] < [N, G"].

Entao [a, D}] < [a?, D*][N,GP] < [N,GP] e assim a € T. Logo a? € TP. Dessa forma
Yp—1(T) < TP, ou seja, T & potent. Com isso, vemos que se [G,G]P £ [N, GP], existe
um subgrupo potent T de G tal que N < T. Assim, nesse caso vale o segundo item do

teorema. ]

Esse ultimo teorema é muito importante, pois, de certa forma ele nos mostra uma boa
localizacao para qualquer subgrupo normal de um p-grupo potent. Isso serda muito 1til
para a limitacao dos expoentes de qualquer subgrupo normal e, consequentemente, dos
subgrupos Q;(G) do grupo G, que é um dos subgrupos que desejamos estudar. A primeira
consequéncia desse teorema € o seguinte lema, onde verificamos que NPT = (./\ff"i)i”7 para

todo ¢ > 1, considerando as mesmas condi¢oes do teorema anterior.

Lema 3.1.2. Sejam G um p-grupo potent e N um subgrupo normal de G. Entao (Npi)p =
Npm, para todo i > 1.

Demonstracao. Pela definicdo dos subgrupos (Npi)p e NP verificamos a validade da
inclusdo N*'"" < (Npi)p. Para a outra, provaremos por inducao sobre a ordem de G. Se
|G| = 1, nada temos a fazer. Suponha que o resultado seja valido em todo grupo potent
de ordem estritamente menor do que a ordem de G. Pelo Teorema 3.1.1, supondo que
vale o item (ii), teremos N < T, onde T é um subgrupo proprio potent de G. Logo, pela
hipotese de inducao em T, (N”i)p < NP

Dessa forma, podemos supor que vale o item (i) do Teorema 3.1.1. Pelo Corolario
1.1.15, temos (N?')? = N?'™" (mod 4 (N?")P). Assim

(Npi)p < NP

i+1[

Npi’Npi]p < NP

i+1[

Npi’ sz] < Npi+1 [Gpi’ sz]

41

(NP < NP G GP < NP G, G = NPT G, G

Usando o Teorema 3.1.1 temos que [G, G]pi+1 < [N, G]pi+1 < NP Com isso, (Npi)p <
NG, G < NPT ou seja, (NP < NPT Portanto (NP')P = NP para todo
1> 1. -

Teorema 3.1.3. Sejam G um p-grupo potent e N um subgrupo normal de G. Entdo:
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(i) Se p = 2, 13(N) < [N,G]* N[N, G] e (N) < [NYL,G)Y; sep > 2, 7,(N) <
[N, G]P N [N?,G].

(i1) Se p é tmpar, [N, N?] < [N,N]J”" e se p =2, [N?, N?] < [N, NJ*[N,N, N> < N®.

Em particular, NP é um p-grupo powerful.

(1ii) A classe de nilpoténcia de N é no mdzimo e(N)(p—1)+1, sep é impar e |(e(N)+
2)/2], se p =2, onde e(N) = log,(exp(N)).

Demonstracao. Vamos provar por inducao sobre a ordem de (G. Primeiro vamos supor
que vale o item (i) do Teorema 3.1.1. Entdo [G, G]P" < [NP',GP’ ", paran = i+s+t > 1,

se p ¢ impar, e n > 2, se p = 2. Vamos considerar p = 2 e provar os trés itens do teorema.

(i) Pelo Teorema 2.5.2, item (i), temos que v411(G) < (G)*, p = 2. Entdo v3(N) <
3(G) < 1(G)* = [G,G). Pelo Teorema 3.1.1, [G,G]* < [N*,G] e [G,G]* <
[N, G]*. Dessa forma, v3(N) < [N*, G] e 13(N) < [N, G]*, ou seja, v3(N) < [N*, GIN
[N, G]*. Analogamente, temos que v4(N) < v4(G) < 13(G)P < (72(G)M)4, ou seja,
1(N) < ([G,G1H* < [G,G]*®. Pelo Teorema 3.1.1, para n = 4, temos Y4(N) <
(G, G < [N, G]*. Portanto 13(N) < [N, G] N[N, G]* e v4(N) < [N*, G]%

(i) Primeiro vamos mostrar que [N% N?] < [N, N]*N,N,N]? < N® e assim tere-
mos que N? é powerful. Sem perdas de generalidades podemos supor que [N, N]*
[N, N, N]?> = 1. Vejamos que [N? N?] < [N, NJ*[N, N, N]?> = 1. Observe que pela

Formula de Hall e pelo item anterior temos que
74(N) = [VB(N)’N] < [[Nv G]47N] < HN’ G]vN]4[N72 [N’ GHQ[NA [N’ GH <
< [N7N]4[N7N>N]2[N74N] :75(N)

Logo v4(N) < v5(N), ou seja, v4(N) = ~5(N) e isso significa que y4(N) = 1.

Novamente pela Férmula de Hall temos
[N27N2] < [NaN2]2[N2vN’N] = [N7N2]2[[N7N]2[N72N]aN] =
= [N7N2]2HN7N]2>N]HN>2N]7N} = [N7N2]2HN7N]27N] =
= [N, N?*[N, N, N]*[N,» [N, N]] = [N, N*]*IN, N, N]* = [N, N*]*.

Também temos: [N, N?]> < ([N, N)?[N, N, N])? < [N, N]*[N, N, N]?*v,(H)?, onde
H = ([N, N]?,[N, N, N]). Observe que 7(H)* < 7(H) < 75(N) = 1.



3.1 Subgrupos normais de um p-grupo potent 63

Dessa forma [N, N2]> < [N, N]*[N,N,N]? = 1. Agora, desde que [N, N] < N2,
pelo lema anterior temos que [N, N]* < N® No item (i), deste teorema, vimos
que 3(N) < [N, G]*, logo v3(N)? = [N,N,NJ* < [N,G]®. Com isso [N? N?| <
[N, NJ*[N, N, NJ]?> < N8N, G]® < N® = (N?)* e entdo N? é powerful.

(i4i) Primeiro, por inducio sobre n, mostraremos que y,.1(N) < [G, N]¥"'. Paran = 1,
essa afirmacao é claramente satisfeita. Suponha que o seja valido para todo inteiro

1 < n e vejamos que vale para n + 1. Temos
Yus2(N) = [ (N), N < [[GN]77 N < [IG, 617, 6] = (@), G <
<lEH" G =e".a =16.61" < [N.G)".

Agora provaremos que a classe de nilpoténcia de N ¢ limitada por |(e(N) +2)/2],
onde e(N) = log,(exp(N)). Temos que N**M) =1 e [N,G] < N, assim v,.11(N) <
[G,N]""' < N*"7" e entdo 4"~ ! < exp(N). Dessa forma,

22772 < exp(N) = 2n — 2 < logy(exp(N)) = n < (e(N) +2)/2.

Portanto, a classe de nilpoténcia de N é limitada por |(e(N) +2)/2], onde e(N) =
logy (exp(NV)).

Agora vamos supor que p é impar.

(i) Por hipotese, G é potent, de onde v,_1(G) < GP. Dai temos que [y,-1(G),G] <
[GP,G] = [G,G]P. Aplicando o Teorema 3.1.1, item (i), temos que [G,G]P <
[NP,G] N [N,GJP. Com isso 7,(N) < 7,(G) < [G,G]P < [NP,G] N [N,GJ?, ou
seja, 1,(N) < [N?,G] N[N, G]P.

(14) Vamos mostrar que [N?, N?] < [N, N]?*. Sem perdas de generalidades podemos
supor que [N?, NP G] = 1. Primeiro veja que pela Formula de Hall temos [Np2, N] <
[NP, NJP[N,, NP]. Como p > 3 e pela suposicio de [N?, NP, G] = 1, temos que
[N, N?] < [G,, N?] < [N?, N?,G] = 1. Assim [N?*, N] < [N?, NJP. Também temos
que [N?, NP] < [N?, NJP[N?,, N]. Agora veja que

[vap N] < [Gpapfl G7 N] < [[Gp7 Gp]? N] < HGa G}p27 N] <

< [[G", N, NI < [[G, G, N] = [[G.GJ”", N] < [[G, NP, N].
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(iid)

Assim temos,
[V?, N¥] < [N7, NJP[NY,, N] < [N?, NPP[[G*, N, N] < [N?, NJ?[[G, N", ] <
< [N?, NP[N?" N] <[NP, N]P.
Segue que [NP  NP] < [N?, N|P. Também temos
(N7, N] < [N, NJP[N,, N] < [N, NP[(G), N] < [N, NPl (G)P, N] <

< [N, NJP[IN, GJP, N]

[N, GIP, NT < [[N, G], NP[N,p [N, G]} < [N, NP[[G, GIP, N, NT <

< [N, NJP[[N,G]?, N, NJ.

Pelo Teorema 2.1.8, segue que [N, G]?, N] < [N, N]P. Comisso [N?, NP < [N?, NP <
([N, NJ?)» = [N,N]?". Veja também que [N?, N?| < [N, NJ]?* < NP = (N?)?, ou

seja, NP é powerful.

Para terminar, vejamos que a classe de nilpoténcia é no maximo e(N)(p — 2) + 1.

e(N)

Inicialmente mostraremos que Ye(n)p-2)+2(N) < [G,GP Usando o Teorema

2.5.2, item (i), varias vezes temos

YeW)p—2)42(INV) < Yew)p—2e(N)+2(G) = Vp—14(e(N)=1)p—2e(v)+3(G) <
2
< (Ve =1)p—2e(W)+4(G))P = (Vp—14(e(W)-2)p—2e(N)+5(G))? < (V(ev)-2)p—2e(n)+6(G))P <

2

P 2

p

< (V(e(N)f2)pf2e(N)+6(G)) :(,YpflJr(e(N)fii)pre(N)Jr?(G)) <

3

< ('Y(e(N)f3)p—2e(N)+8(G))p o

Como existem e(N) vezes o numero p, podemos fazer isso até a tltima vez que

aparece. Com isso temos a seguinte formula de recorréncia para i < e(N) =
log, (exp(N))

i—1

(Yo—1(e)—iyp—2e(N)+2i41 (G < (Ve(v)—ipp—2e(N)+2i+2(G))" =

7

= (Vp-14le)— i+ Dlp-2e(V)+2(i+1)+1(G))” -

Para o caso em que 7 = 1 ji foi visto. Entao suponha valido para todo j < 7 e
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vejamos que vale para j + 1. De fato, pelo Teorema 2.5.2, item (i), temos

< (Vo) — (14 1))p—2e() 426 +142) (G))P)F =

i

(’fo1+[e(N)f(i+1)]pf2e(N)+2(i+1)+1(G))p

7+1
= (Vp—1+[e(N)—(z‘+2)]p—2e(N)+2(z‘+2)+1(G))

Observe que se fizermos i = e(N) — 1, temos

e(N)—2

(Vo1 (V) ()4 D p—20(W)+2(6+1)41 () = (Yp-14p-1(G)) <

pe(N)—l e(N)—1

<@ =y (@ <GP = (6,6

pe()

Dessa forma venv)p-2)+2(N) < [G, G|
temos que [G, G]”e(m < [N, G]pe(m ja que e(N) > 1, pois caso fosse igual a zero
terfamos que N = 1. Como [N, G]F"™ < N**™ =1, vemos que Ye(N)(p—2)+141(N) <
[N, G < NP™™ = 1. Isso acarreta que a classe de nilpoténcia de N sers no

méaximo e(N)(p — 2) + 1, como querfamos.

Agora, pelo Teorema 3.1.1, item (1),

Agora vamos supor que o item (ii) do Teorema 3.1.1. Assim existe um subgrupo
proprio T potent de G tal que N estd contido em T. Aplicando a hipotese de inducgao
em T, temos que o primeiro item desse teorema ¢ dado por v3(N) < [N, T]* N [N*,T] e
(N) < [N, T]Y, para p = 2.

E para p impar 7,(N) < [N, TP N [N?,T]. Como T < G, temos que o item (i) vale
nesse caso.

Observe que a demonstragao dos itens seguintes sao baseadas no primeiro item desse
teorema, na Formula de Hall e no Teorema 2.1.8. Dessa forma esses itens também sao va-
lidos quando supomos o item (i7) do Teorema 3.1.1. Portanto o teorema esta demonstrado

em qualquer caso. O
Teorema 3.1.4. Seja G um p-grupo potent.

(i) Se p é impar, entdo o expoente de Q;(G) € no mdzrimo p'. Em particular, a classe
de nilpoténcia de Q;(G) € limitada por i(p — 2) + 2.

(ii) Se p = 2, entio o expoente de Q;(G) ¢ limitado por 271 e 45 (%(G))% = 1. Em

particular, a classe de nilpoténcia de Q;(G) é menor ou igual a [ (i + 2)/2].

Demonstra¢ao. Vamos demonstrar o teorema por indugao sobre |G|. Para |G| = 1, o
resultado é claro. Suponhamos por hipo6tese de indugao que para todo grupo de ordem

estritamente menor do que |G| tem-se que o expoente de 2;(G) é limitado. Lembre que
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Q;(G) < G e G & um p-grupo potent, aplicando o Teorema 3.1.1 temos duas possibilidades.
Uma possibilidade é que existe um subgrupo proprio potent T de G tal que Q;(G) < T.
Com isso temos que ;(;(G)) < U(T) < T < G. Porém vale que Q;(2;(Q)) = Qu(G),
onde k = min{i,j}, logo ;(%(G)) = Q;(G). Dessa forma, Q;(G) < Q;(T) e assim
Qz(G) = Q’L(T)

Agora, como T é um subgrupo proprio de G vale a hipotese de indugdo em €,(7),
isso acarreta que €;(G) tem expoente limitado por p, se p > 2, ou por 2! se p=2. E
nesse caso a parte da nilpoténcia é apenas uma aplicacao do teorema anterior. Portanto,
considerando que item (i7) do Teorema 3.1.1 é satisfeito, o resultado esta provado.

A outra possibilidade é que [G,G]P" < [Q(G)?',GP’]P" para qualquer I, s,t > 0 tais
que l+s+t=mn>1sepéimparen > 2 se p= 2. Para essa parte vamos separar os
casos em que p = 2 e p > 2. Suponha inicialmente que p > 2, pelo caso particular do

Corolario 1.1.15 temos
(G < 12(u(G)P (U (G)) < (G, G (G).
Pelo Teorema 2.5.2, item (), temos que v,(G) < 72(G)?, com isso
0 (G) <G, GPy(G) <G, G < [ (G)”, G,

Segue do Teorema 2.1.8 que ©;(G)? = {1} e o resultado é valido para i = 1. Suponha
por hipotese de indugéo que Q;(G)? P = 1 para todo natural 7 < 1 e vejamos ser valido

: 2i1+1(G)
para 7 + 1. Temos que +(1 <0 (Q (G))

normal herda essa propriedade, segue que ? @ é potent. Aplicando o caso base da segunda

hipotese de inducdo temos que O (5% )= {1} e entao (%) = {1}. E por defini¢ao

temos W = {1} e isso acarreta que Q41 (G)? < Q(G).

Agora, por hipotese dessa segunda inducao, temos que Qi(G)pi =1 e pelo Lema 3.1.2

Como quociente de potent por um subgrupo

obtemos que

Qi (G = (2 (@)Y < (U(G)) = 1.

41

Dessa forma Q;1(G)?

Suponha que p = 2. Como G é finito, existe j tal que [(G), G]*" = 1. Observe
que se j < i, entao vale que [Qi(G),G]T =1, pois se j < 7, entao j + 1 < i e com isso
[4(G), G < [(G), G = 1.

Vejamos entao o que ocorre quando j > i. Primeiro mostraremos que a ordem dos

= 1, como queriamos.

elementos da forma [z,g], com z € G, tal que z* =1, e g € G, é limitada por 2/. De
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fato, como consequéncia da Formula de Hall temos

(2,91 = 2%, 9] (mod [Go G [G GI* ™+ [Gs G))

Jj—1

= [x,g]Zj = [x2j,g] (mod v3(G)? 75(G)Qj_2 e Yeit1(@))

Pelos Teoremas 2.5.2, item (i), e 3.1.1 temos v3(G) < 12(G)* < [QU(G), G)*. Provare-
k
mos, por indugdo sobre k, que também vale vor,1(G) < [(G), G]42 ~! para k > 1. De

fato, para k = 2, temos

2

12241(G) = 715(G) < 1(G) < 1(G)" <%(G)F =[G,G1" < [u(G),G]".

Assim, y92,1(G) < [4(G), G]43. Suponha que o esse resultado seja valido para todo
inteiro n < k e vejamos para k + 1. Vamos utilizar o Teorema 2.5.2, item (i), repetidas

vezes para encontrar uma formula de recorréncia e verificar o passo de indugao. Temos

2
Yort141(G) = Yok 42141 (G) < 72k+2k(G)4 = 721wr(2’€—1)+1(G)4 < 72k+(2k—1)(G)4 =

42 3

= Yory (2t —2)11(G)" < 72k+2’f—2<G>4

Considerando n como sendo o numero de vezes que repetiremos o processo temos

n—1

a seguinte formula de recorréncia: Yor_(,-1)41(G)"" < Yorr1_(n_1)(G)*", para n > 1.

Aplicando 2F vezes, temos

42k -1 42k -1 42F 42F

72k+1—(2k—1)+1(G) = 72k+2(G) < Yorti41(G)Y = Yorr1_gk 41 (G)

h_
E por hipotese de inducao, segue que vor 1 (G) < [4(G), G]42 ' e, com isso,

ok

42" g2kt

(12:(G), G1* )

N

72k+1+1(G> < 72k+1(G>4 = [Qi(G), G]

Agora nossa equivaléncia pode ser reescrita da seguinte forma:

[I', 9]21' [I2f’g] (mOd ([QI(G), G]4)2j_1([Qi(G), G]43)2j—2 o [Qz(G), G]42j_1)

P = 2%, g] (mod [94(G), G (14(G), G+ [(G), 61

).

Observe que todos os termos do segundo membro estiio contidos em [;(G), G)*", pois

[z, g

seus expoentes sio maiores ou iguais a 27t1. Logo [z, g]¥ = [z%,¢] (mod [Q:(G),G]¥™).
=1,

Temos que > =1 e j > i, entdo 2% = 1, e assim [2%, g] = 1. Como [(G),G]*"

temos que a tltima equivaléncia nos da que [z, g]* = 1.
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O conjunto X = {[z,9] | 7,9 € Geaz* = 1} ¢ um conjunto de geradores de
Q2:,(G),G] = (Ja,g] | @ € Q(G),g € G). Mostraremos por indugio sobre o compri-
mento de um elemento h, onde h é uma palavra em [Q;(G), G], que h? = 1. Observe que
acabamos de fazer acima o primeiro passo dessa inducao, ou seja, se o comprimento de
h € [Q4(G),G] é 1, entao esse elemento elevado a 27 é a identidade.

Suponhamos que o resultado seja valido para todo h cujo comprimento seja menor ou
igual a [. Consideremos z,y € [;(G), G| tais que o comprimento de z seja [ e o de y seja

1, com 22 =1 e y? = 1. Pela Formula de Hall, temos
(2y)” = 2”y” (mod 15([%(G), G)¥ %([4(G), G (%G, G ) -+ 72 ([%(G), G))
Assim,

(2y)? = 2¥y* (mod 12([%(G), G u([U(G),G1* ) -+ 72 ([U(G), G)).

Observe que Yok yo(G) < Yar 1 (G) < [Qi(G),G]‘pk*l, com k > 1. Dessa forma, po-

demos reescrever o segundo membro apenas com poténcias maiores ou iguais a 2772

de [Q(G),G] e com isso todo esse produto estara contido em [Q(G),G]¥". Como
¥ =1e yzj = 1, segue que a equivaléncia é reescrita da seguinte forma (xy)zj =
1 (mod [©2,;(G), G]QHI), ou seja, temos (:Uy)2j = 1. Com isso, mostramos que para qual-

quer comprimento de h € [Q;(G), G], temos que h? = 1 e isso mostra que [Q;(G), G]* =1,
quando j > i. Em particular, vale para i, ou seja, [QZ-(G),G]T = 1 e assim segue que

2i+1

Y2(Q:(G))? = 1. Agora precisamos ver que Q;(G)*" = 1. Pelo Corolario 2.1.9, temos

i

(G < (@)™ (G (U)o (U(Q)).

De onde obtemos
QG < (UG (G 72 ((G)). (3.1)

Observe que vx (;(G)) < [Q24(G), G]42k72. Vejamos isso por indugao sobre k. Para k =
ol o

1, temos 12(%(G)) < [U(G), G] = [QU(G), G e assim vale o resultado no passo inicial.

Suponha que o resultado seja valido para todo inteiro menor ou igual a k. Utilizando o

Teorema 2.5.2, temos

72k+1<Qi(G)) < 72k+1(G) < 72k+(2k—1)(G)4 < 72k+(2k—2)(G)42~

Considerando n o nimero de vezes que faremos isso, temos a seguinte relacao de
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n

recorréncia Yor ok _ni1(G)Y " < Yok ok (G)?
ke
Para n = 2¥ e usando voe 1 (G) < [(G),G]¥ ', temos

42k -1 42k -1

’72k+2k—2k+1(G)42k_1 = V2k+1(G) < ([QZ(G), G]42k_1> = [Qz‘(G>7G

g2kt

Entao 1 (:(G)) < [Q4(G), G]42k_2. Com isso, podemos reescrever a desigualdade 3.1

da seguinte forma

g2ttt 2

QG < U(G), I ([U(G), G . [u(G), G

Todos os expoentes do segundo membro da desigualdade sao maiores ou iguais a 2¢,

com isso todos os termos sao subgrupos de [(G), G)*

e vimos que esse subgrupo é a
identidade. Logo Q;(G)*" = 1. Também nesse caso a parte da classe de nilpoténcia é

uma aplicacao do teorema anterior. O]

Esse tltimo teorema nos mostra uma propriedade muito interessante dos subgrupos
caracteristicos €;(G) quando G é um p-grupo potent, que é a limitagdo tanto do expoente

quanto da classe de nilpoténcia desses subgrupos.

Corolario 3.1.5. Seja G um p-grupo potent. Entao ;(GP) € abeliano e ;(GP) tem

expoente menor ou tgual a p'.

Demonstra¢ao. Primeiro mostraremos que €23 (GP) é um p-grupo abeliano elementar. Para
isso observemos inicialmente que ;(GP) < Qo(G)P. De fato, considere a € Q(GP)
arbitrario, entdo podemos escrever a = x1 - &y - xy, com x; € GP e 2¥ = 1, para todo
i € {1,...,k}. Por hipotese, G é potent e, entdao, GP é exatamente o conjunto das p-
poténcias de elementos de G, ou seja, GP = {g” | g € G}. Dessa forma para cada fator
z; de a, vale x; = ¢} para algum g € G. E, assim, af = (¢7)? = 1, ou seja, ng = 1 onde
g; € G para cada i. Entdo podemos escrever que a = x;---x = gy --- g4, com g; € G e
ng =1, paratodoi € {1,...,k}, e isto significa que a € Qy(G)?. Logo Q1 (G?) < Qa(G)?.

Sabendo disso, pelo Teorema 3.1.3 temos

[24(GP), 2(G7)] < [(G)P, 0(G)] < Qu(G)P, sep>2

[041(GP), 2 (G7)] < [(G)P, 2 (G)] < 0(G)°, se p=2.

Com isso, em ambos os casos [Q1(GP), Q21(GP)] < Q(G)PP, onde p = 4, se p = 2 ou
p = p, se p > 2. Mas, aplicando o teorema anterior em (&), temos que seu expoente é

limitado por p?, se p > 2, ou por 23, se p = 2. Isso acarreta que {25(G)P? = 1, em qualquer
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caso. Logo, [Q21(GP),Q1(GP)] = 1 e isso significa que ;(GP) é abeliano. Para ver que

¢ elementar tomando a = x;--- 2, como inicialmente, temos que a? = (zy---x,)? =
oy -2}, Porém, z; € GP e 2 =1, entdo a” = 1. Portanto 4 (GP?) é abelino elementar.
Agora provaremos por indugao sobre i que ;(GP)? = 1. Para i = 1, acabamos

de mostrar. Suponhamos por hipotese de inducao que para todo inteiro j < 7 tenha-
mos que Qi(Gp)pi = 1, onde G é um p-grupo potent. Lembre que Q;,1(GP)/Q;(GP) <
Ql(%) = Ql((ﬁ)p), essa ultima igualdade ocorre pelo fato de €;(GP) < GP. Te-
mos que G/Q;(GP) é potent, pois G o é e Q;(GP) < G. podemos aplicar o primeiro
passo da indugdo nesse grupo e entdo temos que ;(GP/Q;(GP))? = 1. Dessa forma,
(Qi1(GP)/2(GP))P = 1, logo Q41 (GP)P < ;(GP). Pela hipotese de indugado, temos que
Q:(GPY = 1. Assim (41 (GP)P)P" < Qi(GP)P = 1, ou seja, Qi1 (GP)P" = 1, como

queriamos. O

Algumas vezes desejamos verificar se dois elementos do grupo satisfazem (xy)? = 2PyP,
ou sob que condicoes ela ocorre. Dessa forma, ¢ de se esperar a pergunta se isso vale
quando consideramos subgrupos ao invés de elementos, e quais suas condicoes, ou seja,
quando temos (NL)? = NPLP com N e L subgrupos normais. O proximo teorema nos

mostra sob que condicoes isso ocorre em um p-grupo potent.

Corolario 3.1.6. Sejam G um p-grupo potent e N, L < G? subgrupos normais de G.
Entao (NL)? = NPLP.

Demonstra¢ao. Sejam N, L < G. Temos que N < NLe L < NL, e, assim, N? < (NL)?
e LP < (NL)?. Com isso, temos a inclusao NPL? < (NL)P.

Reciprocamente, primeiro observe que NL/NPLP < Q;(G?/NPLP). De fato, dado
T =xNPLP € NL/NPL?, entao x = nl,comn € N < G*el € L < G?, com isso tNPLP =
nINPLP = (nNPLP)(INPLP) e veja que (nNPLP)P = nPNPLP = NPLP e (INPLP)P =
NPLP. Dessa forma, temos que x NPLP ¢é escrito como produto de geradores do subgrupo
0 (G?/NPLP).

Agora vejamos que Q;(G?/NPLP) tem expoente limitado por p. Se p = 2, entdo temos
que G?/NPLP = (G/NPLP)? e sendo esse quociente p-grupo potent, podemos aplicar o
corolario anterior e assim §2;(G?/NPLP)? = 1. Se p > 2, entdao temos que G?/NPLP =
G/NPLP e podemos aplicar o Teorema 3.1.4, pois o quociente também é potent. Logo
0 (G/NPLPY? = 1. Comisso, (NL/NPLP)? < Q1(G?/NPLP)? =1, ouseja, (NL/NPLP)P =
1. Assim (NL)? < NPLP. Portanto, (NL)? = NPLP. O

Para terminar essa secao vejamos o proximo teorema e pela demonstracao podemos

ver uma maneira de encontrar um subgrupo powerful dentro de um p-grupo potent.
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Corolario 3.1.7. Sejam G um p-grupo potent e N um subgrupo normal de G tal que
N < GP. Entao N € powerful.

Demonstragdao. Considere o conjunto T' = (z € G? | 27 € N). Mostraremos que 7' < G e
que T? = N. E pelo Teorema 3.1.3, item (i7) concluiremos que N sera powerful, pois nesse
teorema verificamos que se G é um p-grupo potent e N um subgrupo normal qualquer de
G, entao NP é powerful.

Primeiro vejamos que T' < (. Dado a € T, podemos escrever o = x7 - - - ), onde
r; € G* e 2¥ € N, para todo i € {1,...,k}. Considere g € G, temos o = (z1---23)9 =
x{---xi. Observe que 27 € G? e (a7
de G. Logo a9 € T e, assim, T' 1 G.

Observe também que T/N = Q;(G?/N). De fato, tome @ = aN = z1-- ;N =
1N - 2N, com x; € G* e 2 € N. Com isso, cada fator ¢ um gerador de Q;(G?/N) e
obtemos a inclusao T/N < €,(G?*/N). Por outro lado, tome a € Q,(G*/N). Podemos

escrever & = ajy - - - 0, de tal forma que @; = ;N € G2/N e (y;N)P = 1, ou seja, o € G2

)P = (2)9 € N, pois ambos sao subgrupos normais

ea € N. Assim @ = @;---ay = ap--- N, onde para cada i temos «; € T, logo
a=ar--ap €T eentdo @ =aN € T/N. Dessa forma, temos a outra inclusdo. Logo
T/N = (G?/N).

Pelas propriedades de p-grupos potent temos que G /N é ainda potent. Sabendo-se
disso podemos mostrar que Q;(G?/N) tem expoente no maximo p. De fato, se p > 2,
entdao G* = G, assim G?/N = G/N e pelo Teorema 3.1.4 temos que Q;(G/N)? = 1. E
se p =2, temos que G*/N = (G/N)?* e pelo Corolario 3.1.5 temos que Q;((G/N)?P)? = 1.
Com isso, ©;(G?/N) tem expoente no maximo p, em ambos os casos.

Lembrando que vimos T/N = Q;(G*/N), obtemos que (T/N)? < Q(G?/N)P = 1.
Assim TP < N. Para ver a outra inclusao, tome n € N, arbitrario. Como G é potent,
entao GP ¢é precisamente o conjunto das p-poténcias de . Lembre que por hipotese
N < GP. Com isso, se p > 2 existe x € GG tal que n = 2P € N < GP. Como nesse caso
G? = G, segue que x € T e logo n = 2P € TP, ou seja, N < TP.

Caso p = 2, entao N < G* < G? e assim existe x € G? tal que n = 22 € N. Com isso,
temos que x € T, logo n = 22 € T?, ou seja, N < T?. Portanto N = T? e T? é powerful,
logo N é powerful. O]
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3.2 Estrutura de subgrupos normais de um p-grupo po-

tent

Nesta secdo mostraremos que um p-grupo finito potent compartilha com os abelianos,
regulares e powerful a propriedade de ser power abelian. Lembre que ela significa que

nesses grupos sao validos os seguintes trés itens, para todo inteiro i:
(i) G ={¢" | g€ G};
(i) (@) ={geC|g" =1}
(i) |GP'| = |G : %(G)].

O primeiro teorema dessa se¢do nos mostra que subgrupos normais de um p-grupo
, . i, . P, . N .
potent é p-powered, ou seja, NP é exatamente o conjunto das p'—ésimas poténcias dos

elementos de G, para todo i > 0.

Teorema 3.2.1. Sejam G um p-grupo potent e N < G? um subgrupo normal de G. Entdo
N? = {n”'|n € N}, para todo inteiro i > 0.

Demonstra¢ao. Vamos provar por inducdo sobre as ordens de N e de G. Se [N| = |G| =1,
entao o resultado ¢ valido. Suponha por hipotese de indugao que o teorema seja valido para
todo grupo de ordem estritamente menor do que a ordem de N e de G. Considere x,y € N.
Se p > 2, temos que 2Py? = (2y)? (mod ~2(N)Py,(N)). Mas, vimos no Teorema 3.1.3,
que 7,(G) < [N,GJ]P. Como 1(N)? < [N, GJP, segue que 2Py? = (zy)? (mod [N, G?).

Se p = 2, temos que z%y* = (zy)? (mod Yo(N)?*yo(N)). Seja T = (g € G | g> € N).
Observe que T/N = Q(G/N) e, pelo Teorema 3.1.4, ; (G /N) possui expoente no maximo
22 = 4, ja que G/N ¢é potent. Com isso, (T/N)* = Q(G/N)* = 1. Logo T* < N.

Temos também que N < T?2. De fato, tome n € N, entdo n € G2, pois N < G?. Mas,
sendo G um p-grupo potent, segue que G? & exatamente o conjunto das 2-poténcias de G.
Isso significa que existe g € G tal que n = ¢g> € N. Entao g € T e assim g> =n € T?, ou

seja, N < T?. Por consequéncia da Formula de Hall, temos
[N, N] < [N,T? < [N,T)* [N T) < [N, T)[T* T,T). (3.2)
E também

[T27T7 T] < HT7 T]273<T)’T} = HTu T]2>T]74<T) < [Tv T’ T]Q[Tﬂ [Ta T]]74(T) <
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< [Tv T, T]275 (T>74 (T) = [T7 T, T]274 (T)

Substituindo na desigualdade 3.2, segue que [N, N] < [N, T[T, T,T]*4(T). Apli-
cando o Teorema 3.1.3, item (i), temos y3(T) < [T, G] < [N,G] e w(T) < [T*, G]* <
[N, G]*. Assim [N, N] < [N, GJ]*[N,G]*[N, G]* = [N, G]%. Logo 2*y* = (zy)? (mod [N, GJ?).
E, portanto, para qualquer primo, vale que zPy? = (zy)? (mod [N, GJ?).

Observe [N, G] é um subgrupo estrito em N e também ¢é subgrupo de G2, entao por
hipotese de indugdo [N, G] satisfaz o teorema. Isso nos da que existe ¢ € [NV, G] tal que
aPyP = (zy)Pcr.

Agora tome H = (zy, [G, G]). Temos dois casos possiveis para H, o primeiro é H ser
um grupo ciclico e o segundo é ser um p-grupo potent estrito em G. Se H for um grupo
ciclico, entao H seréd abeliano e logo também satisfara o teorema.

Pelo Teorema 2.5.2, item (ii7), temos H é potent. Com isso podemos ter que H = G ou
H < G. Se tivéssemos H = G, terfamos que G/®(G) = (zy, |G, G])/P(G) = (zy). Isso
nos daria que G/®(G) seria ciclico, logo G também e assim seria abeliano. Porém estamos
supondo que G nao ¢é abelino, pois caso fosse o teorema seria trivialmente satisfeito. Dessa
forma, H < G.

Pela definicao de H, xy € H e pelo fato de z,y € N, com N < G, obtemos que
xy € NN H. Também temos que c € NN H, poisc € [N,G] < Ne[N,G] < [G,G] < H
Como N N H é um subgrupo normal H, que é um p-grupo potent, podemos aplicar a
hipotese de indugao e com isso o teorema também é aplicavel a H. Entao existe z € NNH
tal que (zy)Pc? = 2P. Dessa forma temos que zPy? = (xy)Pc? = 2P, onde z € N e assim
NP = {n? | n € N}. Vimos, no Teorema 3.1.3, que NP é powerful e em grupos desse
tipo vale que N** = {n?" | n € N}, para todo inteiro i > 0. Portanto o teorema esta

demonstrado. O

Lema 3.2.2. Sejam G um p-grupo potent e x € D; tal que 2 € D;yr1. Entao existe

w e D; tal que w? =1 e xD;jg = wD;;.

Demonstracao. Vamos separar em dois casos, um quando p > 2 e o outro p = 2. Para o
primeiro caso, considere x € D; tal que 2? € D;,, ;. Pela definicao da série D;, temos que
D;,1 < D;. Com isso, se x € D, 1, entao podemos tomar w = 1 € D;, entao wP = 1 e
xDiy1 = Diy1 = wD;yq, como querfamos.

Suponhamos que z ¢ D;.;. Temos que z” € D;,;,. Aplicando o Teorema 2.5.6 em
Dip11, temos que |log,(ip + 1)| < i+ 1, entdo existird j > 7 + 1 tal que Dy < DY,
Assim 2P € DY para algum j > i+ 1.

Mostraremos por inducao inversa sobre j que o resultado é valido. Se j é grande o

suficiente temos que 2P = 1, pois D‘;’ = 1 e entao poderiamos tomar w = x € D; tal que
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wP =aP =1exD;y 1 = wD;,,. Suponhamos por hipotese de inducao que se 2P € D§+1,
entao existe w € D; tal que wP? = 1 e 2D;;; = wDj;,. Temos que D; é um subgrupo
normal de G e ainda temos que G? = G, entao vale o Teorema 3.2.1 aplicado a D;. Com
isso, existe s € D; tal que 2P = sP.

Por consequéncia da Formula de Hall, temos (zs™')? = 2Ps™? (mod ~2(L)Pv,(L)),
onde L = (z,s). Observe que y(L) = ([l1,ls] | l,le € L) < [D;, D] e 7,(L) <
(D, Di].p—2 G] < [Djp-1 Gl

Lembre que 2P = sP, entao xPs P = 1. Assim a equivaléncia é reescrita da seguinte
forma: (xs™1)? =1 (mod [D;, D,]P[Dj,,—1 G]). Como D; é potently embedded em G, segue
que [Dj,,1 G] < [DY,G], com isso temos a equivaléncia da seguinte forma (zs™')P =
1 (mod [D;, GIP[DY, G]), assim (zs~')P = 1 (mod [Dj, G]P). Agora, pela defini¢ao da série
D;, [D;,G] < D%, e isso nos da que (zs~')P € D}, ;.

Por hipotese de indugao, existe w € D; < Dy < D;, pois j > i+ 1, tal que w? =1
<

<
e xs_leH = wDj1. Observe que s € D; < D;y1 < D;, entao a igualdade é dada por
x5 'Di 1 = wDi+ 1 e assim xD; ., = wD; . Portanto, nesse caso, existe w € D; tal que
wP=1ewD; 1 =xD;yq.
O caso em que p = 2 estd demonstrado no Lema 3 de [12]|, jA& que nesse caso as
defini¢oes de ser powerful e potent coincidem.

[]

Proposicao 3.2.3. Sejam G um p-grupo potent e N < G? um subgrupo normal de G tal
que Q1(G*) < N. Entao NP N Dy = (N N D;)? para cada inteiro i > 1.

Demonstragao. Verificaremos as duas inclusoes. Por um lado, tome a € (N N D;)P.
Observe que N N D; < N < G2%. Assim, pelo Teorema 3.2.1, existe 3 € N N D; tal que
a = BP. Com isso, se f € NN D, temos que a = f» € NP e P € D < D,;. Logo,
a € NP N D,;, ou seja, vale (N N D;)P < NP N Dy,

Reciprocamente, vejamos a outra inclusao por inducao inversa sobre i. Pela hipotese
de inducdo, podemos assumir que N?” N Dyip1)y < (N N Dipq)?. Seja x € NP N Dy, e
mostremos que z € (N N D;)P. Por hipotese N < G?, pelo Teorema 3.2.1, existe y € N
tal que x = yP. Vejamos que z = y? € (N N D;)P. Lembre que = = y? € D,,.

Seja j <i—1talquey € D;_;. Se j <0, entdo 7 —j >4 e assim D;_; < D;, logo
y € D;. Dessa forma y € NN D; e, com isso, y* € (N N D;)?, como queriamos.

Agora, se j > 1, provaremos por indugdo sobre j. Assim assumiremos que se y €
N N D;_(j_1), entdo existird z € N N D; tal que 27 = y?. Observe que pi > p(i — j) + 1.
De fato, como j > 1 e p > 2, segue que

—jp<—2=ip—jp+1<2+ip+1=pli—j)+1<ip—1<ip=p(i—j)+1<ip.
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Com isso, y € D;_; tal que y? € Dy, < Dpyi—j)+1- Pelo lema anterior existe w € D;_; tal
que w? =1eyD; ;11 = wD;_j;1. Mas, pela igualdade de classes temos que y € wD;_;1;
e assim existe g € D;_;;; tal que y = wg.

Vejamos que w € N. Se p > 2, temos que G = G e assim (G?) = Q(G). Como
we D;i_; < Gewh =1, segue que w € Q;(G) < N, por hipétese. Agora, se p = 2,
primeiro veja que w € G* pois w =yg ' ey € N < G? ¢, também, g € D;_j 1 < Dy =
O(G) =G jaquei—j+ 1> 2 Como wP = 1, segue que w € Q;(G?) < N. Dessa
forma, w e y sao elementos de N. Logo g € N.

Agora, vejamos que para qualquer primo p temos y? = ¢ (mod N? N D! ;). Primeiro
suponhamos p > 2 e seja L o fecho normal de G gerado por w e y. Observe que LD,;/D,; <
Q1 (G/Dy;). De fato, tome @ = aD,; € LD,;/D,;, com o € LD,,;. Assim podemos escrever
a=ld,ondel € L ed e Dy, eentao aD,; = ldD,; = [D,;. Mas, como [ € L, segue que [
¢ um produtorio de elementos y e w, e possivelmente conjugados.

Lembre que 32 € D,; e w? = 1 € D,;. Entéio cada fator [ de [ satisfaz (ID,;)P = IPD,; =
D,;. Dessa forma, [D,; ¢ um produtoério de elementos [D,; € G/D,; tal que (ID,;)P = T.
Logo (D, € 0 (G/D,;).

Observe também que G/D,; é potent e, pelo Teorema 3.1.4, ;(G/D,;) tem expoente
no maximo p. Assim (LD,;/D,;)? < (21(G/Dy))P e entdo (LD,;)? < Dp. Como LP <
(LD,;)?, segue LP < D,,.

Pela Formula de Hall, v» = (wg)? = wPg? (mod o(L)P7,(L)). Mas w? = 1, assim
y? = ¢ (mod vo(L)P7,(L)). Usando o Teorema 3.1.3 temos 72(L)P < [LP,G] e 7,(L) <
[LP, G].

Observe que [LP,G] < NP N DY, |, pois [LP,G] < LP < N¥ jaque L I N, e [LP,G] <
[Dyi, G]. Assim, nesse caso, y” = ¢g” (mod N?N DY, ). Para o caso em que p = 2, veja que
y? = (wg)? = wwglg, wlg = w?e*g~ g, wlg = g*[g, w]?, ou seja, y* = g*[g, w]?. Porém, g°
e [g,w] sao elementos de N2, pois g € N, logo ¢*> € N2, e [g,w] € [N, N] < N2 Sendo
[N, N] um subgrupo normal, segue que [g,w]’ € N?. Temos ainda que [g,w] € DZ,.
Dessa forma, y* = ¢* (mod N* N DZ,,).

Com isso, y* = ¢* (mod NP N DY, ,), para qualquer primo p. Pelas propriedades da
série D;, temos que DY, < Dpy1). Assim y? = ¢P (mod NP N Dy(;41)). Pela primeira
hipotese de indugao, temos que N? N Dyp1y < (N N D;yq)P. Como N N D,y satisfaz o
Teorema 3.2.1, existe c € N N D,y tal que y? = gPcP.

Ja vimos que g € N N D;_;;1 e também temos c€ NN D;_j i1, poist —j+1<i+1
e assim D; 1 < D;_ji1. Observe que o Teorema 3.2.1 também ¢ aplicavel a N N D;_j;.
Logo, existe y3 € NN D;_;41 tal que gPc? = 7. Como y; € N N D;_;11, pela hipotese da

segunda indugao existe z € N N D; tal que zP = y}. Dessa forma, temos x = y? = gPcf =
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yy = 2P, com z € NN D;. Logo z = 2P € (NN D;)?, ou seja, NP N D,; < (N N D;)P.
Portanto, N? N D,; = (N N D;)?, para cada inteiro i > 1. ]

O primeiro teorema visto nessa secao, Teorema 3.2.1, nos mostrou a validade do item
(1) para um p-grupo potent ser power abelian, os proximos resultados que iremos demons-
trar é o primeiro passo para verificar a validade do item (7i7) dessa defini¢ao.

No primeiro capitulo definimos o que significa um conjunto possuir uma estrutura
de R-moédulo, onde R ¢ uma anel. No préoximo resultado usaremos essa estrutura para
verificar que |[Q;(N)| = |[N : N?|, com N um subgrupo normal do p-grupo potent G

contido em G2, e nesse caso utilizaremos anel como sendo F,[t].

Corolario 3.2.4. Sejam G um p-grupo potent e N < G? um subgrupo normal de G tal
que Q1(G*) < N. Entao |Q(N)| = |N/NP|.

Demonstragao. Primeiro lembre que consideramos a série D; e vimos que D;/D;, é um
abeliano elementar. Com isso vamos considerar o seguinte grupo, que também é abeliano
L(G) = D1/Dy & Dy/D3 @ D3/Dy & --- = @._, D;/D;+1, para algum n € N. Observe
que tal n existe pelo fato de G ser finito e também pelo fato de que em algum momento
D;=1.

Vamos definir a estrutura de F,[t|]—moddulo sobre L(G), onde a operagao é dada por
t(xD;11) = aPD;pyq, com x € D;. Essa operacdo é estendida por linearidade para os
demais elementos de F,[t] da seguinte forma, dado um elemento f(t) = 3_7_a;t/ € F,t],
onde cada a; € I,

f(t) (IDi+1) = CL()(ZEDZ‘_H) + CLﬂf(l’Di_H) + a2t2(xDL-+1) + -+ ant”(xDiH)

1
= aoxDip1 + 17" Dipyy + agta? Dyyq + -+ - + ant” 2P Dyp iy

2 n
= CLQQZDZ'Jrl + CLl.CL’pDierl + CLQI‘p Dip2+1 + -t anxp Dip"+17

em cada entrada da soma direta. Observe que a relacdo t(xD;41) — 2PD;,q, com x € D;,
esta bem definida no sentido de 27 D;p11 € Djp/Dipia, ja que aP € DY < Dy,

Lembre que definimos que se M é um modulo finitamente gerado, dg, (M) é o nimero
minimo de geradores de M, sobre o anel F,[t]. Usando o fato de ser finitamente gerado e
a existéncia de uma base para M, pode-se mostrar que se t* M = 0, para alguma k entao

valem as seguintes igualdades

dr, (M) = log, |[M/tM| = log, |Anny (t)| = dr, g (Anna(t)), (3.3)
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onde Anny(t) = {z € M|tz = 0}. Veja que o F,[t|—mo6dulo sobre L(G) que definimos
acima satisfaz essas igualdades, pois sendo G finito, teremos que L(G) é finitamente
gerado e assim qualquer submoédulo também. Com isso, seja K < (G, arbitrario, e defina

o seguinte submodulo

=0
para algum natural [ < n.

O subgrupo ©;(G?) é normal em G. Assim podemos considerar o submoédulo dado
por L(Q1(G?) = (2 (G*)Diy1) N D;/D;yy. Através das duas inclusoes verifica-se que
L(Q:(G?)) = Annp g2 (t), onde Annpgz)(t) = {x € L(G?) | tz = 0}. De fato, considere
a € L(G?) tal que ta = 0, entdo ta = t(a; Do, ..., a,Dyiq) = (1,...,1).

Em cada entrada temos to;D; 11 := o Djpi1 = Dipi1, ou seja, of € Dj,iq. Com isso,
a; € D; tal que of € D,,i1. Logo, pelo Lema 3.2.2, existe w; € D; tal que w? = 1 e
@;Diy1 = w;D;11. Dessa forma, em cada entrada temos w; € D;, w! = 1e w; € G2,
ou seja, w; € ((G*)Dsy1) N D;. Assim, cada entrada de & satisfaz a;D;y1 = w;Diyq €
(£1(G*)D;11)ND;/D;yq eisso nos da que & € L(Q1(G?)). Logo Annpgz)(t) < L(Q(G?)).

Por outro lado, dado @ = (a1 Da, . .., @, Dyi1) € L(21(G?)), com «; € (Q1(G*)D;y1) N
D;, existem x; € Q,(G?) e g; € D;yy tais que o; = x;g; € D;. Veja que ;D;yq =
2;9;:Dit1 = x;Diyq e assim ta; Diyq = to;Diyq = 2 Dypiq. Agora, pelo Corolario 3.1.5,
para p = 2 e pelo Teorema 3.1.4, para p > 2, temos Q;(G?) tem expoente no maximo
p, entao xf = 1. Como isso ocorre em cada entrada temos t(a;D; 1) = 1 e isso acarreta
que ta = 0, ou seja, & € Annpg2)(t). Logo, temos a inclusdo contraria e assim vale a
igualdade L((G?)) = Annpc2)(t).

Por hipotese Q1(G?) < N < G?, entdao também vale a inclusao dos respectivos sub-
modulos, ou seja, L(2;(G?) < L(N) < L(G?), e ainda todos sao F,[t]—submodulos
finitamente gerados. Pela igualdade que acabamos de verificar e usando as igualdades

dadas em 3.3 temos
di ) (L(Q1(G?))) < dg, g (L(N)) < dg, g (L(G?)) = d, i (Annpee) () = di,p (L(Q1(G?))).

Ou seja, de[t](L(N)) = dFP[t](L(GQ)).

Observe que também vale a igualdade tL(N) = L(N?). De fato, pela defini¢do dos
submodulos temos que L(N?) = @(N?D;11)ND;/D;11 e L(IN) = @(ND;11)ND;/D;.
Dado @ = (a1Ds,...,a,Dpy1) € L(N), com a; € (ND;y1) N D;, existem n; € N e

d; € D1, tais que a; = n;d; € D;. Veja que ta é aplicada em cada entrada e assim
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t(a;Di11) = t(nid;Diyv1) = t(n;Dit1) := nl'Dyyyq. Mas, nf € NP < NPDy, 1 enf € DI <
D,,, ou seja, cada entrada satisfaz ta;D;11 = n?D;,q1 € (NPDjpiq) N Diy/Dipia. Logo,
tL(N) < L(NP).

Por outro lado, considere a = (a1 D, ... ,a,Dpy1) € L(N?), com a; € (NPD; 1) N D;.
Tomemos uma entrada arbitraria a;, € (N?D;y11)ND;,. Como podemos aplicar o Teorema
3.2.1 em N, temos que existe n; € N, tal que n} € NP. Assim a; = nld; € D,,, onde
d; € Djpi1. Dessa forma, em cada entrada a;,Dipi1 = nfd;Dipi1 = n¥Dypiq € veja que
ny € NPND,,. Na Proposi¢ao 3.2.3 vimos que N’ND;, = (NND;)?, para cada i > 1, entao
ny € (NN D;)?. Dessa forma em cada entrada temos que t(n;D;) := n} Dip1 = aipDipi1.
Isso acarreta que a € tL(N), entdo vale a outra inclusao. Logo, tL(N) = L(NP).

Observe que ;(G?) < Q(N), pois por hipotese Q1(G?) < N e QG?) = 0 (21(G?)) <
Q(N). Como a outra inclusao ¢ vélida por defini¢ao, segue que Q;(N) = Q;(G?). Com

isso temos as seguintes igualdades
(V)] = [2(G)] = |L(u(G?))] = |Annye (t)] = poHED) =

= K000 = [L(N)/EL(N)| = [L(N)/L(N?)] = |N/N?].
Portanto, |2 (N) = |[N/N?| = |N : N?|. O

Teorema 3.2.5. Sejam G um p-grupo potent e N < G? um subgrupo normal de G. Entdo
[0 (N)| = [N/NP].

Demonstragdao. Considere G um p-grupo potent e N < G? um subgrupo normal de G.

Lembre que Q1(G?) < G? e também ¢ um subgrupo normal de G. Entao, pelo Corolario

3.1.6 segue que (Q1(G*)N)? = Q;(G?*)PNP. Usando os Teoremas 2.5.5 e 2.5.4, quando

p = 2, ou lembrando que G? = G, caso p > 2, temos que G? & potent. E assim podemos

aplicar o Corolario 3.1.5, no primeiro caso, ou o Teorema 3.1.4, no segundo, de modo que o

expoente de Q;(G?) seja no méaximo p, ou seja, Q1 (G?)? = 1. Com isso (4 (G?)N)? = N?P.
Por outro lado, como N < G2, temos que ©;(N) = Q;(G?) N N e lembre que

_ GV

[ (G*)N| = (G2 N N|

Observe que N < G? e Q1(G?) < G?. Logo Q,(G*)N < G? ¢ um subgrupo normal
de G e ainda temos Q;(G?) < Q;(G*)N. Com isso temos todas as hipoteses do corolério

anterior considerando o subgrupo normal como sendo € (G?)N. Entao

0, (G2)N

(2 (G*)N)| = (GNP
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Fazendo as duas inclusoes temos que ;(G?) = Q;(2;(G*)N). Juntando todas essas
informacoes temos que
[(GN] [ (G?)IN]

UGN = 0O = 1@ me] ~ NN

Portanto, |2 (N)| = |N/N?P|. O

Observe que o teorema anterior tem por objetivo retirar do Coroléario 3.2.4 a hipotese
de que Q;(G?) < N e isso nos d4 uma liberdade maior ao resultado. Dessa forma estamos
prontos para terminar de verificar a estrutura power abelian de um subgrupo normal em
p-grupo potent. Mas agora resta uma pequena parte, que ¢ a generalizagao para qualquer

inteiro i > 0, ou seja, que |Q;(N)| = |N : N”'

Teorema 3.2.6. Sejam G um p-grupo potent e N < G? um subgrupo normal de G. Entdo

N possui estrutura power abelian.

Demonstracao. Precisamos verificar que dado um subgrupo normal N de G com as con-
digoes citadas de hipotese, ele satisfaz as trés condicoes para o que denominamos possuir
uma estrutura power abelian. O item (i) verificamos através do Teorema 3.2.1 e o item (i7)
pelo Corolario 3.1.5. Dessa forma resta verificar que satisfaz o item (iii), o qual faremos
por inducao sobre i. O primeiro passo foi o que mostramos no teorema anterior.
Suponhamos por hipotese de inducio que |[N?'| = [N : Q;(N)| e vejamos ser valido
para ¢ + 1. Pelo Lema 3.1.2, temos que NP = (Np)pi e como NP satisfaz as condigoes
= |N?: Q;(NP)|.

Veja que NP < N < G? e NP < G2, entdo, através das duas inclusoes pode-se verificar

, . . . . . i+1 i
necessarias para aplicar a hipotese de indugao, temos |[NP™ | = |[(NP)P'

que §;(NP) = Q;(N) N NP. Assim, pelo Segundo Teorema do Isomorfismo, temos

NP NPOUN) ;N yp
Q(N)NNP — Q(N) _(Qi(N)>

Dessa forma, até agora temos que |[N?"' | = [N? : (Q;(N) N NP)| = |(N/4(N))?|. Por
hipotese N < G? e como Q;(N) < N < G, temos que G/€;(N) é um p-grupo potent. E

pelo Teorema de Correspondéncia temos

N G N G?

G S o) ¢ o S

Isso nos da que N/Q;(N) satisfaz as hipoteses do teorema anterior, logo

‘(Qi](VN))p - ‘Qi](VN) :Ql(Qf(VN)N'
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Agora lembre que sempre vale

GN) T AN
Usando o fato que N satisfaz o item (i7) da condigdo de ser power abelian é possivel

verificar que a outra inclusao também é vilida, de modo que temos a igualdade desses

grupos. Com isso, temos

; N \»r N N N Q;
| Y o N
Y= (Gw) = ey 2 @mw) = lam  am
Assim,
NS - T
[€0:(N)] 8242 (V)]
Portanto, [N?""' | = |N : Q;11(N)| e o resultado do teorema segue. O

Para terminar o capitulo, ressaltaremos que neste tltimo teorema verificamos a vali-
dade da definicao de power abelian para um subgrupo normal N de GG, um p-grupo potent,
com N < G?. Observe que se primo p for impar, temos que G? = G e, dessa forma, o

proprio G possui a estrutura power abelian.



Capitulo

4

Resultados principais sobre p-grupos

powerful

Este capitulo tem como objetivo demonstrar os resultados principais obtidos no artigo
"A characterization of powerful p-groups". Demonstraremos que dado G um p-grupo
finito, com p impar, uma condicao necessaria e suficiente para G ser powerful é que

d(G) = log, (€4 (G)]). Esse resultado sera obtido como consequéncia do seguinte teorema.

Teorema 4.1. Sejam p um primo impar, G um p-grupo finito e seja k < p—2ei>1

ouk=p—1e1>2. Entao as sequintes condicoes sao equivalentes:
(i) w(G) <G,
(1) G : GP (@) = |2 (G)]-

O ingrediente principal para demonstrar esse teorema sao os chamados grupos w-
maximais e as palavras interchangeable, eles foram estudados por J. Gonzdlez-Sdnchez e
B. Klopsch, em [9].

Dessa forma, na primeira se¢ao faremos um estudo bem sucinto sobre grupos w-
maximais, veremos certos tipos de palavras que possuem a caracteristicas de serem inter-
changeable e por fim relacionar esses dois conceitos. E na segunda secao demonstraremos

a caracterizagdo para um p-grupo ser powerful e o Teorema 4.1.

4.1 Grupos w-maximal e palavras interchangeable

Uma palavra é um elemento nao trivial do grupo livre F'(X), onde X é um conjunto de

geradores livres {z1, x5, ...}. Considere w = w(xy,...,x,) uma palavra, podemos escrever
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w =i - -x;¥, onde s; ¢ um nlimero inteiro e 7; € {1,...,n}, para j = 1,..., k. Todas
as palavras aqui tomadas serao na forma reduzida.
Sejam w = w(xy,...,x,) uma palavra e G um grupo. Podemos associar a seguinte

aplicacao de G X --- x G (n vezes) em G

o, GX---xG—G
~—_——

n vezes

(glv"-7gn) '_>w(gla"'>gn)‘

Ou seja, dados os elementos gy, ..., g, € G e uma palavra w = w(z1, ..., x,), a imagem
de (g1,...,gn) através de ¢, é dada por w(gy,...,g,) € G.

Dados w = w(z1,...,x,) uma palavra e G um grupo. Definimos o subgrupo verbal,
denotado por w(G), como sendo o subgrupo gerado pelo subconjunto {w(gi...,gn) |
g1, ---,9n € G}. Como exemplo, se considerarmos um grupo livre F(z,y) o comutador

[z,y] = 7'y txy é uma palavra e o derivado seria o subgrupo verbal.

Definicao 4.1.1. Seja G um grupo finito e w um palavra em G. Dizemos que G € w-

mazimal quando todo subgrupo proprio H de G satisfaz |H : w(H)| < |G : w(G)|.

Nao entraremos em detalhes nas propriedades e caracteristicas desses grupos, por nao
ser um dos objetivos do trabalho, porém um pouco mais de detalhes dessa teoria pode ser
encontradas no artigo [9]. O proximo passo nesta se¢do é definir uma classe de palavras

denominadas interchangeable e alguns de seus representantes.

Defini¢ao 4.1.2. Sejam G um grupo e w uma palavra de um subgrupo verbal w(G).

Dizemos que w € interchangeable em G, se para cada subgrupo normal N de G vale
w(N),G] < [N, w(G)][w(G), GPPlw(G), G, G].

Definimos esse conceito com o intuito principal de estudar certos tipos de palavras,

como as do seguinte lema.

Lema 4.1.3. Sejam p um primo impar e G um p-grupo finito. Se w € igual a uma das

sequintes palavras
(1) 2 [yr, ..., y] para algum ik € N com k < p — 1,
) 2 Y1, ... ,yp_l]pi_l (21, ..., %) para algum i € N com i > 2,

entdo w € interchangeable em G.
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Demonstracao. Considere N um subgrupo normal de G.

(4)

Suponha que w = 27’ [y1,...,yx] para algum i,k € N, com k < p — 1. Pela Formula

de Hall temos que [N?',G] = [N, G?'] (mod 7,.1(G)). Isso acarreta que [N*', G] <
[N, Gy 41(G).

Observe que k < p—1 = k+2 < p+ 1, entdo 7+1(G) < Y42(G). Assim
[N?' . G] < [N, G ]i2(G). Sabendo que N e (@) séo subgrupos normais de G,

temos
[N 9(N),G] = [N"', G][3(N), G] < [N, G*' [N, 7(G)+2(G) =
— [N, G" %(@)] (@), G, G] < [N, G* % (O)][G” %(G), G, G.

Assim, [w(N),G] < [N, w(G)][w(G), G, G]. Portanto w ¢é interchangeable em G.

Suponha que w = aspi[yl, - ,yp_l]”i_l[zl,.‘.,zp] para algum ¢ € N com i > 2.

Podemos considerar w(G) = G*'v,_1(G)?" ' 4,(G). Queremos mostrar que

W(N), G] < [N, wellw(G), GIPlw(G), G, GI.

Porém primeiro vejamos que

w(G), GPw(G), G, G] = [G, Gl [G, G, G 451 (G)Pyps2(G).

Pela Formula de Hall temos

[G",G] =[G, G (mod 741 (G)Pypsa(G))

i—1

Vo-1(G) G] = [p-1(G), G] (mod Y11 (G)PYpr2(G))-

Observe que

w(G), Gl = [G" 91 (G) " 7,(G), G] = [G”, Gl[p1 (G, G (G), G-

i—1

Assim temos [w(G), G] = [G, GJP' 7,(G)P " 7ps1(G) (mod ~p41(G)Py,42(G)). Entio

i+1

[w(G), G =[G, G 7,(G) (mod 7p41(G) p42(@))- (4.1)
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Também temos que

i—1

w(G),G,G] = [[w(G),G],G] = [[G", G, Gl[[1p-1(G)" ", G, Gl[3p1(G), GI.

Aplicando a Formula de Hall, novamente, temos

(67, G).G) = [[G.G)". G = [G,G.G)" (mod 31 (G)p42(@)

i—1 i—1 i—1

[h@—l(G)p ) G]v G]

(G)” .G

[Vp(G)a G]p (mOd '7p+1(G)p’7p+2(G))-

Com isso, [w(G), G, G] = [G, G, G 41 (G)P' 72 (mod
gammay1(G)Py,.2(G)). Mas, como v,11(G)? " < 7p41(G)P, para todo i > 2, segue
que

w(@),G,G) =[G, G, G (mod 1,41(G)yp42) (4.2)

Dessa forma, pelas equivaléncias 4.1 e 4.2, temos

i+1

w(G), GPw(G),G,G] = [G,GF (GG, G, G (mod Yp41(G)Pyps2(G)).
(4.3)

Observe que p > 3 entdo 7,(G)” < 73(G)P e temos que 7,(G) < w(G) entdo
Yo+1(G)Pp12(G) € [wW(G), GP[w(G), G, G]. Com isso, podemos reescrever a equiva-

léncia 4.3 como sendo a seguinte igualdade
(@), GP (@), G, G = G, G (G, G, G 311 (G)Pp12(G).

i—1

Agora consideremos w(N) = NP'v, | (N)?"'7,(N). Assim

i—1

[W(N)7G] = [NpivGHprfl(NV 7G][VP(N)7G]
Pelo Teorema 2.1.10 temos que [N?', G] = [N, GJP' = [N, G*'] (mod ~,.41(G)Py,42(G)).

Entao

i—1

[w(N), G] < [N, G2 (N), G [ (N), Gl (G)P s (G).
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Usando o Teorema 1.1.6, obtemos
[W(N), G < [N, GP)[N, 71 (G ]IN, 7 (@)1 (G p2(G)

Ou seja, [w(N), G] < [N, G5 1(G) %G1 (G)p42(G)- Logo, [w(N), G <
[N, w(@)]w(G), G]Plw(G), G, G]. Portanto, w é interchangeable em G.

O

O proximo teorema é o principal resultado desta secao. Ele serd utilizado durante a

demonstracao do Teorema 4.1, que serd apresentada na proxima secao.

Teorema 4.1.4. Sejam w uma palavra e G um p-grupo w-mazximal finito tal que w €
interchangeable em G. Entao w(G) < Z(G).

Demonstragio. Suponha por contradigdo que w(G) £ Z(G). Assuma que G seja um
contraexemplo minimal, ou seja, que G seja o grupo de menor ordem no qual temos
w(G) £ Z(G). Primeiro vejamos que [w(G),G] ¢é ciclico de ordem p e esta contido no
centro Z(G), ou seja, [w(G),G] é ciclico e [w(G), GPlw(G),G,G] = 1. De fato, temos
que w(G) < G e assim [w(G),G] < G. Sabemos que [Z(G),G] = 1, como w(G) £ Z(G),
temos que [w(G), G] # 1. Veja também que |[w(G), G]| = p, pois caso fosse estritamente
maior do que p terfamos um subgrupo normal N de G de indice p que estaria contido
em [w(G), G] e isso contraria a minimalidade de G. Isso nos da que [w(G), G| é ciclico de
ordem p.

Sendo [w(G),G] 9 G, [w(G),G] # 1 e G um p-grupo finito, temos que [w(G),G] N
Z(G) # 1. Mas, |[w(G),G]| = p, assim [w(G),G] < Z(G). Com isso, obtemos que
w(G),G,G] < [Z(G),G] = 1. Dessa forma, temos que [w(G),G] é ciclico de ordem p e
w(G), GPlw(G),G,G]| = 1.

Agora considere os seguintes subgrupos de G, N1 = {z € G | [z,w(G)] = 1} e Ny =
{z € w(G) | [¢,G] = 1}. Utilizando-se a definicdo desses grupos pode-se mostrar que
Ny = Cg(w(G)) e Ny = Z(G) Nw(G) < N;. Mais ainda, verifica-se que ambos sao
caracteristicos em G e que w(Ny) < No.

Como w é interchangeable, se considerarmos o subgrupo normal como sendo V; e usar
que [w(G), GPPlw(G), G, G] = 1, obtemos que [w(Ny), G] < [N1,w(G)] = 1, pela defini¢ao
de N;. Assim [w(NVy),G] = 1, isso acarreta que w(N;) < Z(G). Considerando z € G e
y € w(@) defina a aplicagdo

< , > : G/Nl X W(G>/N2 — [W(G),G]
(xN1,yNo) — (x N1, yNs) = [z, y].
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Usando propriedades de comutadores e o fato que [w(G), G] é central, verifica-se que
essa aplicagao estd bem-definida. Vimos que N; e N, sao caracteristicos em G, logo sao
normais. Com isso os quocientes estao bem-definidos como grupo e observe ainda que sao

abelianos. De fato, dados z,y,9 € G e a,b,a € w(G) e lembrando que
xN1yNy = yN1zN; < [x,y] € N1 e aNybNy = bNsaNy < [a,b] € Ns.

Pela definicao de N; temos [[y,a],z] = [1,2] = 1 e [[a,z],y] = [1,y] = 1. Usando
a igualdade de Hall-Witt, temos que [[z,y],a] = 1 e isso significa que [z,y] € N;. Ou
seja, N; é abeliano. Por outro lado pela definicdo de N, temos que [[b, g],a] = [1,a] =1
e [[g,al,b] = [1,b] = 1, e também pela igualdade de Hall-Witt [[a,b],g] = 1 e entdo
[a,b] € Na, ou seja Ny é abeliano.

Usando contagem das classes dos quocientes junto com a defini¢ao da aplicacao entre
p-grupos abelianos, obtemos que |G : Ni| = |w(G) : Na|. Isso acarreta que |G : w(G)| =
N1 : N3|. Mas lembre que w(N7) < Ny < Ny, entdo [Ny @ w(Ny)| = [Ny : No| = |G
w(G)], o que é um absurdo, pois por hipotese G é w-maximal.

Portanto, w(G) < Z(G). O
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4.2 Resultados principais

Separaremos o Teorema 4.1 em dois. No primeiro teorema consideraremos o caso em
que k < p—2e1>1eno segundo consideraremos k = p—1 e ¢ > 2. Isso se dara pelo fato
de que na demonstracao utilizaremos técnicas semelhantes, mas resultados preliminares

diferentes.

Teorema 4.2.1. Sejamp > 5,1 > 1, k < p—2 e G um p-grupo finito. Entdo as sequintes

condigoes sao equivalentes:
(i) (@) <G,
(if) |G : G"%(G)| = [2(@)].

Demonstragio. Suponha que 7, (G) < G, de onde G ,(G) = G¥. Assim devemos
= |Q;(G)]. Observe que k < p—2=Fk+1<p—1e entdo
Y-1(G) < 1%+1(G) < 1%(G). Temos ainda que ¢ > 1, pois para i = 0 o teorema é

mostrar que |G : G¥'

trivialmente valido, logo GP' < GP.

Dessa forma, o item (7) significa v,_1(G) < GP, ou seja, G é um p-grupo finito potent
G. No Teorema 3.2.5 vimos que o |N : N?| = |Q;(N)|, com N < G? um subgrupo normal
do p-grupo potent. No nosso caso, p é fmpar e isso acarreta que G2 = G, entao o resultado
serd valido para qualquer subgrupo normal, em particular para o proprio G. O Teorema
3.2.6 nos mostra a validade dessa relagao para todo ¢ > 0. Logo, essa implicagao esta
provada.

Reciprocamente, suponha que |G : Gy, (G)| = €21 (G)]. Considere a seguinte con-
junto de subgrupos C' = {H < G | |H : H” yq(H)| > |G : G” 741(G)|}. Observe que
Hpika(H) ¢ 0 subgrupo de H formado por palavras do tipo w = z' (Y1, -, Yks1] com
z,y; € Hy 1 < j < k+ 1. Assim podemos escrever w(H) = H? y,1(H) e da mesma
forma temos w(G) = G 4541 (G).

O conjunto C é diferente de vazio, pois pelo menos o proprio grupo G pertence a C.
Dessa forma, considere M < G, o elemento minimo com relacao a inclusao pertencente
a C. Observe que qualquer subgrupo H de M, em particular para subgrupos préprios
vale que |H : w(H)| < |M : w(M)|. Pois, caso houvesse algum subgrupo 7" de M, tal que
T :w(T)| > |M :w(M)|, teriamos que 17" € C' e isso contraria a minimalidade de M.

Agora, se |H : w(H)| < |M : w(M)|, para todo H < M, entdao M ¢ um subgrupo
w-maximal para palavras da forma w = 27’ [Y1,...,Yk+1). Mas, pelo Lema 4.1.3, item
(1), vimos que essa palavra é interchangeable em M. Entao temos todas as hipoteses do
Teorema 4.1.4 satisfeitas para o subgrupo M, entdao M? 4,1 (M) = w(M) < Z(M).
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ASSim; ’Vk+1(M) < Z(M)a entao 7k+2(M) < [Z(M)7M] = 17 ou Seja7 fYkJrQ(M) =L
Portanto, a classe de nilpoténcia de M é no maximo k+1 < p — 1 < p. Aplicando o

Teorema 2.2.2 temos que M é regular. Dessa forma temos que M ¢é um p-grupo regular,
=|Q(M)] = | (M)|. Com

entao, pelo Teorema 2.2.8, item (iii), temos que |M : M?

isso, temos as seguintes desigualdades

G GPya(Q) <M s MP ey (M)] < | M MP'| = Qi (M)
23 (G)] = |G - G"(G)] < |G - G 7ieia (G

A

Entdo temos que |G : GPv4(G)| = |G : G v41(G)]. Como GP' 41 (G) < Gy (G),
segue que G 7, (G) = GP' 45,41 (G). Essa igualdade nos da que 7, (G) < G [v(G),G] e o

resultado segue ao aplicarmos o Teorema 2.1.8. Portanto vale a outra implicacao. O]

Em [17], uma das questdes levantados por B. Klopsch e I. Snopce foi a respeito de
uma condicao necessaria e suficiente para um p-grupo finito G, com p impar, ser powerful.
E essa condigao era a relagio d(G) = log, (|21 (G))).

Para p > 5, J. Gonzdlez-Sdnchez e A. Zugadi-Reizabel obtiveram, em [10], uma res-
posta positiva para essa questao como consequéncia do teorema anterior. Quando p = 3,
eles construiram, nesse mesmo trabalho, uma familia de p-grupos finitos que mostram que

a caracterizacao proposta nao é valida, como veremos no proximo capitulo.

Corolario 4.2.2. Sejam p > 5 e G um p-grupo finito. Entdo as sequintes condi¢ées sao

equivalentes:
(1) G é powerful,

(i) d(G) = logp(|u(G)])-

Demonstracao. Suponha que G seja um p-grupo powerful, com p > 5, de onde G' < GP e
®(G) = G'GP = GP. Agora, pelo Teorema da Base de Burnside |G : ®(G)| = |G : GP| =
p“& onde d(G) é o nimero minimo de geradores de G. Considerando k = 2 e i = 1,
no teorema anterior temos que se G é powerful, entao |G : GP?| = [Q3(G)]. Mas, em
p-grupos powerful vale que Q;(G) = Q13(G). Assim pd© = |G : G?| = |Q4(G)]. Logo,
4(G) = log, (|2(G)]).

Reciprocamente, suponha que d(G) = log,(|€21(G)]), ou seja, [Q2:(G)| = p
mente por Burnside, |G : ®(G)| = p© e assim |G : G'GP| = |Q,(G)|. Mas, isso acarreta
que [1(G)| = [Qq3(G)|. Entao |G : G'GP| = [Q13(G)|. Pelo teorema anterior, quando
k=2ei=1, seisso ocorre, segue que Y2(G) < GP. Portanto, G é powerful. O

d&) | Nova-
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Para provar o caso em que k = p — 1 precisaremos da definicdo de p-grupo k-regular
dada no Capitulo 2, e ela nos diz que para quaisquer z,y € G, (:Ey)pk = " y”]c 1L ka para
certos D; € v,((x,y)), para todo i. Entao podemos considerar D; = v((z,y)) e assim
nossa definicio fica (zy)?" = 27" y?" 5 ((z,y))?". Com esse caso particular da definicao,
demonstraremos o proximo lema, que serd de grande utilidade quando considerarmos o

caso em que Kk =p—1e i > 2 no Teorema 4.1.

Lema 4.2.3. Sejam G um p-grupo finito e w = 7' (Y1, ... ,yp,l]pi_1 (21, ..., 2], para algum
= 2 (G)]-

i €N comi>2. SeG éum p-grupo w-mazimal, entdo |G : G¥'

Demonstracao. Primeiro observe que no Lema 4.1.3 vimos que w é interchangeable em G.
Como G é um p-grupo finito w-maximal, pelo Teorema 4.1.4, segue que w(G) < Z(G).
Assim, [w(G), G| < [Z(G),G] =1 e isso acarreta que

i—1

[G”, Gl (G)P 7, Gl [,(G), G) = 1. (4.4)

Vamos analisar cada parte dessa relacao. Pelo Teorema 2.1.10,
[Gpi’ G] =[G, G}pi (mod [va G]pifl [G,p2 G]pid - [G’pi G)).

Como todos os termos da congruéncia sao subgrupos de v,.1(G), podemos reescrever
essa congruéncia da seguinte forma [GP',G] = [G, G]*" (mod v,.1(G)). Novamente pelo

Teorema 2.1.10, temos

-1 (GGl = 7p(G) (mod [Gp s () [Goge 1 (G - Gyt 31 (G))]).

De maneira analoga, ao analisado acima, todos os termos da equivaléncia sao sub-

grupos de 7,.1(G) e assim podemos reescrevé-la da seguinte forma [y, 1(G)" ', G| =

7, (G (mod ~,.1(G)). Com isso, a igualdade 4.4 & dada por

i—

(G, G 3 (G)P ™ pa (G) = 1.

Considere z,y € G e H = (x,y), pela Formula de Compilagao de Hall, Teorema 1.1.14,

temos

i—1 i—2

(2y)?" = 2 y¥ (mod Yo (H)P'~,(H) e (H)P

Assim, (zy)? = 277" (mod 15(G)P' 1, (G 7, (G

argumento que antes, todos os termos a partir de vpz(G)pF1 sao subgrupos de 7,.+1(G).

e (HD))

o -+ (@)). Porém, pelo mesmo
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Assim, reescrevemos essa tltima congruéncia da seguinte forma

(zy)? = 2Py (mod 1(G) (G Ypria))-

E isso acarreta que (zy)? = 2?'y? = 2Py 35 (G)¥', pois 1 € 7(G)?". Sendo z e y
arbitrarios, segue que G é i—regular. Aplicando o Teorema 2.2.8, item (iii), segue que
|G G| = |%(G)] = Q4 (G)], como queriamos. O

Teorema 4.2.4. Sejam p um primo impar, ©+ > 2 e G um p-grupo finito. FEntao as

sequintes condicoes sao equivalentes:
(Z> f}/p—l S Gpi;
(i1) |G : G"'7p1(G)| = Q3 (G-

Demonstra¢do. Suponha |G : GP'y, 1 (G)| = 121 (G)|. Considere agora a palavra w =
2 [y, . yp1]? |21, .., 2] e defina o conjunto de subgrupos C = {H < G | |H :
w(H)| > |G : w(G)]}. Observe que esse conjunto é nao vazio, pois G € C. Com isso,
podemos tomar o elemento minimo em C, com respeito a inclusao, seja M tal minimal.
Dessa forma, para todo subgrupo H de M vale que |M : w(M)| > |H : w(H)|, pois M ¢é
minimal. Com isso o subgrupo M é w-maximal.

Pelo Lema 4.1.3, item (i7), vimos que palavras dessa forma sdo interchangeable no
grupo ambiente. Entao todas as hipéteses do lema anterior aplicado ao subgrupo M sao
satisfeitas. Assim [M : M?'| = |Qgy(M)]. Como M?' < w(M), temos que |G : w(G)| <
|M :w(M)| < |M : M?|. Entéo

G w(G)] < [M - MP| = |24 (M)] < [Qi(G)] =G : 6”7 (G)].
Agora, veja que w(G) = G"y 1 (G)(G), 1(G) < %a(G) e %G <
Yp-1(G), entdo 7p—1(G>p1717p<G) < Yp-1(G). Assim

i—1

G 3 (GF T 9(G) < Py (). (45)

i—1

Dessa forma, |G : G”'~,_1(G)] < |G : G" 1 (G)
|G w(@)] |G GPypa (G)] < |G 2 w(G)), ou seja,

Ww(G)| = |G w(G)]. Logo

G w(@)] =G G" 1 (G (G)] = G : G" 31 (G))- (4.6)

Juntando a inclusao de subgrupos dada em 4.5 e a igualdade de indices dada em

4.6, obtemos que G”,_1(G) = Gy, (G)" "7, (G). Tsso acarreta que v,_i(G) <
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Gpi’Ypfl(G)pFl’Yp(G)' Assim, 7,-1(G) < Gpi%)fl(G)’Yp(G) < G"9-1(G)P,(G), pois
p™! >pei>2. Aplicando o Teorema 2.1.8, segue que v, 1(G) < GP', como querfamos.

Reciprocamente, suponha que v, 1(G) < GP'. Temos que i > 2 e G < GP, para
todo i > 1, entao v,1(G) < GP' < GP. Sendo p um primo impar, segue que essa
condi¢ao nos da que G é um p-grupo potent. Agora se v,-1(G) < GP' entao vale que
G Gy, 1 (GQ)] = |G : G = |Q¢;(G)| com

G um p-grupo potent, para p > 3, como, comentado no Teorema 4.2.1 isso é valido nessa

. Com isso precisamos mostrar que |G : G

classe de p-grupo. Portanto, o teorema esta provado. O



Capitulo

5

Uma familia de exemplos

Neste capitulo construiremos uma familia de p-grupos que provam a validade do teo-
rema a seguir. Essa familia também servira de contraexemplo para o caso em que k = p—1
e 1 = 1 no Teorema 4.1. Essa construcao foi feita por J. Gonzdlez-Sdinchez e A. Zugadi-
Reizabel no artigo "A characterization of powerful p-groups"[10], com o principal intuito
de mostrar que a caracterizagao para um p-grupo finito ser powerful, dada no capitulo

anterior, nao é valida quando p = 3.

Teorema 5.1. Sejam p um primo impar e s um inteiro positivo s > p + 1. Entao existe

um p-grupo finito G tal que:

(1) |G| =p*;

(i1) G € de classe mazimal;
(#1) |G - GPypa(G)] = [ (G)];

(iv) 11 (G) & GP.

5.1 Preliminares para a construcao da familia

Nesta secao apresentaremos, principalmente, conceitos utilizados na construcao da
familia de p-grupos que demonstram o Teorema 5.1. Utilizamos os livros Profinite Groups
[22], The Structure of Groups of Prime Power Order [19] e Endliche Gruppen I [14].

Inicialmente relembremos a definicao de espacgo topologico e de aplicacdo continua,

para em seguida definir grupos topologicos.
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Definicao 5.1.1. Um espaco topoldgico é um conjunto X junto com uma familia de

subconjuntos, denominados conjuntos abertos, satisfazendo as sequintes condicoes:
(i) Os conjuntos ) e X sao ambos abertos;
(i7) A intersecao de quaisquer dois conjuntos abertos é ainda um conjunto aberto;
(131) A unido de qualquer cole¢do de subconjuntos abertos é também um conjunto aberto.

Sejam X e Y espacos topologicos. A aplicagao f: X — Y é dita ser continua se para
cada conjunto aberto U de Y o conjunto f~1(U) = {z € X | f(z) € U} é também aberto
em X. Outros definicoes e algumas propriedades a cerca de espacos topologicos podem
ser encontradas em |22|, bem como as proximas definigbes, que sdo agora relacionadas a
grupos topolégicos e homomorfismo continuo.

Um grupo topoldgico é um conjunto G que é, a0 mesmo tempo, um grupo e um espaco
topologico e para o qual a aplicagao (x,y) — ry~! de G x G, com o produto topologico, em
G é continua. Um homomorfismo continuo é uma aplicacao, entre dois grupos topologicos,
continua que também ¢ um homomorfismo de grupos.

Um conjunto direto é um conjunto I parcialmente ordenado tal que para todo iy, € [

existe um elemento j € I para o qual 1; < j e 1 < 7.

Definicao 5.1.2. Um sistema inverso (X, ¢;;) de um espago topoldgico indexado por um
conjunto direto I consiste de uma familia (X; | i € I) de espagos topoldgicos e uma familia
(pij : X; = X, | 4,7 €I, i <j) de aplicagées continuas tais que p;; € aplicagio identidade
Idx,, para cada i, e ;0 = @i, sempre que © < j < k.

Se cada X; ¢ um grupo topolégico e cada ¢;; ¢ um homomorfismo continuo, dizemos
que (X;, pi;) ¢ um sistema inverso de grupos topologicos. De maneira similar definimos

um sistema inverso de anéis topologicos.

Definicao 5.1.3. Um limite inverso (X, ;) de um sistema inverso (X;, p;;) de um espago
topoldgico € um espaco topoldgico X junto com uma familia compativel (p; : X — X;) de
aplicagoes continuas com a sequinte propriedade universal: sempre que (¢¥; 1 Y — X;) €
uma familia compativel de aplicacoes continuas do espaco Y existe uma unica aplicacdo

continua ¢ 1 Y — X tal que p;10 = 1;, para cada i.

Caso o sistema inverso considerado seja de grupos topologicos junto com uma familia
de homomorfismos continuos temos um limite inverso de grupos topologicos. E de forma

semelhante definimos o limite inverso de anéis topologicos.
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Definicao 5.1.4. Seja C' uma classe de grupos finitos. Dizemos que um grupo F é um
C-grupo se F € C' e G é um grupo pro-C se ele é um limite inverso de C-grupos. Observe

que C-grupos sao grupos pro-C.

Algumas classes importantes sdo: a classe de todos os grupos finitos, a classe de p-
grupos finitos, onde p é um primo fixado, e a classe de todos os grupos ciclicos finitos.
Um limite inverso de grupos finitos é chamado de grupo profinito, o de p-grupos finitos é
chamado grupo pro-p e o de grupos ciclicos finitos é dito grupo prociclico.

Fixado um primo p, consideraremos Z, como sendo o conjunto de somas infinitas da

forma
o0

Zajpj7

§=0
com 0 < a; < p para cada j, em cada caso essa expressao ¢ unicamente determinada.
Uma definicao alternativa de Z, é como limite inverso do sistema de anéis (Z/p"Z)ez.
E possivel definir operacoes estendidas através das usualmente definidas em Z, e assim
Z,, serd um anel pro-p, denominado anel dos inteiros p-adicos, e considerado dessa forma,
Z, ¢ também um dominio de integridade. A construcao pode ser encontrada em detalhes
nos livros Analytic pro-p groups, |4], e Profinite Groups,[22], ambos no Capitulo 1.
Considere N um grupo e o € Aut(N), onde Aut(N) é o grupo dos automorfismos de
N, dizemos que o subgrupo H de N é a-invariante se «(H) = H. Definimos o subgrupo
[N,a] = {[n,a] = n~ta(n)|n € N) e recursivamente colocamos Ny = N e N; = [N;_1,a],
para todo i« > 1. Note que todos esses subgrupos sao normais em N e a-invariantes.
Quando N é um p-grupo finito e o € Aut(/N), um automorfismo for de ordem p,
teremos que para algum inteiro natural m vale H,, = (1). Assim esses subgrupos formam

uma série estritamente decrescente de subgrupos a-invariantes de H.

Definigao 5.1.5. Considere N um p-grupo finito e a« € Aut(N) um automorfismo de
ordem p agindo sobre N. Dizemos que « age uniserially sobre N se [H,«| possui indice

p em H para todo subgrupo H de N nao trivial e a-invariante.
Outro conceito que necessitaremos é o de extensao.

Definicao 5.1.6. Sejam N e G grupos. Uma extensao de N por G € uma sequéncia exata
curta
I1-NSHESG—1,

onde ™ € sobrejetiva, 1 € injetiva e a imagem de © € o nicleo de T.

Um exemplo tipico de extensao é quando consideramos N um subgrupo normal de E

e G = E/N, assim i serd a aplicagao inclusdo e 7 a proje¢ao natural.
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Dado N um subgrupo de G, dizemos que G é uma extensao split de N, quando N < G
e existe H < G tal que G = NH e NN H = {e}. Nesse caso G é o produto semidireto
H x N. Caso exista H < G com G = NH, mas com N N H # {e}, entdo G ¢é dito ser
uma extensao nao-split.

O seguinte teorema é mais uma identidade entre comutadores, de grande utilidade em
nosso exemplo. Sua demonstracao pode ser encontrada em [14, Capitulo 3, Lema 10.9],

ou através do Exercicio 2.2 de [5].
Teorema 5.2. Seja U um subgrupo normal abeliano em um grupo arbitrario G.
(1) Para todos x,y € U e todo g € G vale [vy, 9] = [z, 9]y, g]-

(it) Para x € U, g € G e todo nimero natural n vale

n

(ga)" = g"a" [ [[2.i1 g,

=2
5.2 Familia de exemplos
Considere a Z,—lattice M gerada por (z1,...,z,-1) de posto p — 1 e o seguinte auto-
morfismo o de M
alz;)) = mig, sei <p—2
a(wp-1) = a7'-ayl

Aplicando-se esse automorfismo varias vezes é possivel ver que ele possui ordem p.
Além disso, podemos mostrar que « age uniserially sobre M, ou seja, que [H, «] possui
indice p em H para todo subgrupo H nao trivial a—invariante de M.

Pela maneira como definimos o homomorfismo «, qualquer subgrupo H que tomarmos
em M de modo que também seja a—invariante, tera ainda posto p—1. Pois, se o elemento
bésico z; € H, entao ainda temos a(x;) € H, o que ocorrera para qualqueri = 1,...,p—1.
Ou seja, o fato de o levar um elemento da base no proximo elemento basico ou em uma
combinag¢ao de todos eles, no caso em que ¢ = p — 2, acarreta que todos os elementos da
base devem estar em H, para que ele seja a-invariante. Grosseiramente podemos dizer
que qualquer subgrupo a-invariante de M sera apenas uma restricao nos "coeficientes”,
que sao elementos de Z,.

Coloque My = M e M, = [M,_1,a]. Dessa forma temos uma sequéncia decrescente



5.2 Familia de exemplos 96

de subgrupos a—invariantes, onde um tem indice p no anterior:
M>[M,a] > [M,a,a] >--->[M,,_10a]--

O produto semidireto H = (o) X M é um grupo pro-p, pois os grupos quocientes sao
p-grupos finitos. Além disso, H/M,, com r > 2, é um p-grupo de classe maximal e « é
um elemento uniforme. Como M ¢ abeliano, temos que |Cy/, ()| = |Cryu, (07 2)|, para

r€Mej=1,...,p—1. Dessa forma, todos os elementos de H \ M, sdo uniformes.

Lema 5.2.1. Seja H = (o) x M, como definido acima. Entao os elementos de H\ M

possuem ordem p.

Demonstracao. Seja s € H\ M e considere H, = H/M,. Pelo paragrafo anterior temos
que 5 ¢ um elemento uniforme de H,. Sendo assim s? € Z(H,) = M,_;/M,. Com isso
sP € M,_y, para todo r > 2. Ou seja, sP € N°,M, = {1}. O

Os elementos de H \ M sao da forma o/z, com x € M e para j = 1,...,p — 1. Entao

considerando um elemento desses, pelo Teorema 5.2, temos que:

p

1= (od2)P = (ozj)ppo[%i Oéj](lg)-
=2
Como «a possui ordem p, temos que
P i
Y [z o)) = 1. (5.1)
=2

Denotemos N, = M /M,, ou seja, estamos "quocientando"toda a série que definimos
anteriormente por M, isso acarreta que os termos contidos em M, passam a ser a identi-
dade no quociente. Lembre que cada termo da série tinha indice p no anterior, entao seja

z um gerador M,_;/M,. Agora considere GG, a extensdo nao-split
l1— N, — G, — C, — 1,

onde C, = (y) e a extensdo ¢ definida pela identidade y? = z e a a¢do de y em N, ¢ dada
por a. Dessa maneira podemos escrever que G, = (y)N, = (y)M/M,, onde N, < G,,
G./N, = (y), y» =ze (yy NN, =z #e.

Observe que, para cada r, G, € um p-grupo de classe maximal e os elementos de G, \ N,

sao elementos uniformes.

Lema 5.2.2. Seja G, = (y)N,, como definido acima. Entao os elementos de G, \ N,

possuem ordem p*.
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Demonstracao. Considere um elemento em z € N, e j =1,...,p— 1, pela identidade 5.1

e pelo Teorema 5.2 temos que

p
(yiz)P = yPP Z[x’i g0 = 29 £ 1.
=2
Veja que (ij)fo2 = ((Pz)P)P = (¢/)P = 1, pois 2P = 1. 0

Isso significa que os elementos de G, \ N, ndo possuem ordem p, entdo os elementos
que vao gerar ;(G,) estdao em N,, logo Q(G,) = Qi (N,) = Qi (M/M,).

Em particular, se » > p, pelo Teorema 2.3.4, segue que |Q(G,)| = p*~!. Agora por
outro lado, como G, é de classe maximal, entao G, possui apenas os normais da sé-
rie central inferior. E pelo Teorema 2.3.4, temos que G2 = 7,(G,). Assim G2v,_1(G,) =
Yo(G)Yp-1(Gr) = Yp-1(G,.). Como « age uniserially sobre M, temos que |G, : GPv,_1(G,)| =

pP~!. Mas claramente, o grupo G, nao satisfaz a inclusao v,_1(G,) < GE.
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