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Resumo

Fenômenos paramétricoa de segunda ordem e transições Landau-Zener em Eletrodinâmica

Quântica de circuitos

Everton Luis da Silva e Silva

Orientador: Prof. Dr. Alexandre Dodonov

Nesta dissertação vamos estudamos analitica-numericamente um arranjo não estacionário

de Eletrodinâmica Quântica de circuitos no qual N átomos artificiais de dois níveis interagem

com um modo de campo eletromagnético confinado em um ressonador. Consideramos que a

frequência de transição atômica ou o acoplamento átomo campo são modulados temporalmente

por uma superposição de funções harmônicas com frequências η(j). E mostrando que todos os

fenômenos ressonantes que ocorrem para uma frequência específica η também ocorrem quando

η é reduzido pela metade. Todavia, neste último caso, a taxa de transição entre os estados

acoplados pela modulação é consideravelmente menor. Dentre os fenômenos previstos na nossa

abordagem destacam-se: o efeito Casimir dinâmico, o efeito anti-Jaynes-Cummings e um novo

fenômeno descrito em trabalhos recentes no contexto da eletrodinâmica quântica de circuitos,

denominado anti-efeito Casimir dinâmico. As taxas de transição entre os estados são calculadas

explicitamente no regime de acoplamento fraco, e as perspectivas para a implementação do

nosso modelo em laboratório são analisadas de maneira qualitativa. Ademais, investigamos

numericamente o comportamento do sistema no regime ultraforte de interação radiação-matéria

uma vez que nossos cálculos analíticos não contemplam este caso. Por fim, demonstramos que,

quando a frequência de modulação η varia linearmente com o tempo, transições Landau-Zener

efetivas são induzidas no sistema.

Palavras-chave: Eletrodinâmica quântica de circuitos não estacionária, modulação paramé-

trica, ressonâncias de segunda ordem, transições Landau-Zener em eletrodinâmica quântica de

circuitos.
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Abstract

Second order parametric phenomena and Landau-Zener tarnsitions in circuit Quantum

Electrodynamics

Everton Luis da Silva e Silva

Supervisor: Prof. Dr. Alexandre Dodonov

In this work we investigate analytically and numerically the nonstationary circuit quantum

electrodynamics setup in which a single atificial atom interacts with a single mode of the electro-

magnetic field confined in a ressonator. We consider that the atomic transition frequency or the

atom-field coupling strength are modulated in time by a multi-tone external perturbation. We

show that all the resonant phenomena that occur for the modulation frequency η also occur for

the halved modulation frequencyes. However in the latter case the associated transition rates

between the coupled states are significantly smaller. We derive several effects, such as: dyna-

mical Casimir effect, anti-Jaynes-Cummings effect and a new phenomenon predicted in recent

works in circuit quantum electrodynamics called anti-dinamical Casimir effect. The transition

rates between the light-matter dressed states are evaluated explicitly and the prospects of ex-

perimental implementation of our model are discussed in a qualitative manner. Furthermore

we numericaly study the behavior of this system in the ultrastrong coupling regime, since our

analytical calculations do not contemplate this case. Finally we show that when the modulation

frequency η changes linearlly with time, effective Landau-Zener transitions are induced in the

system.

Keywords: Nonstationary circuit quantum electrodynamics, parametric modulation, second

order resonances, Landau-Zener transitions in circuit quantum electrodynamics.
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Capítulo 1

Introdução

Na sua forma mais simples e intuitiva, a palavra vácuo refere-se ao espaço completamente

vazio. Retirando toda a matéria de uma determinada região do espaço, permanecemos com

aquilo que “descuidadamente” denominamos espaço vazio, ou simplesmente vácuo. Mesmo em

teorias como a mecânica clássica e o eletromagnetismo de Maxwell, esse conceito permanece

válido, já que o vácuo é descrito como o espaço livre de matéria e radiação. Em geral, não nos

ocorre que essa definição possa ser um tanto ingênua.

De fato, muitos filósofos da antiguidade clássica perceberam as complexidades conceituais

envolvidas nas noções fundamentais que dizem respeito a matéria, tempo, espaço, movimento

e vazio. A filosofia grega nos ensina que foram estabelecidos dois pontos de vista distintos a res-

peito do vácuo [1]: o primeiro deles nos diz que o vácuo é tão simplesmente espaço vazio, isto é,

completamente destituído de matéria1; já o segundo ponto de vista considera que o espaço vazio

é inconcebível, de modo que o vácuo deve ser considerado como uma espécie de meio sutil (um

“éter”)2. Neste contexto, as palavras vácuo e vazio não significam a mesma coisa. Sem dúvida, o

mais notório dentre aqueles que negavam o vácuo como sinônimo de vazio foi Aristóteles (384-

322 a.C.). A doutrina Aristotélica, que afirmava ser a existência do vazio uma impossibilidade

física, começou a ser refutada em 1644, quando Evangelista Torricelli (1608-1647) inventou o

barômetro de mercúrio; nesta experiência, Torricelli derramou mercúrio em um tubo de vidro

que tinha uma das suas extremidades fechadas e depois mergulhou a extremidade aberta em um

recipiente que também continha mercúrio. A coluna de mercúrio desceu deixando um pequeno

espaço entre a superfície do líquido e a extremidade fechada. Torricelli sugeriu que este espaço
1Alguns exemplos de defensores deste ponto de vista são: o filósofo atomista Demócrito (c.460-370 a.C.), Platão

(c.428-347 a.C.) e o poeta e filósofo romano Lucrécio (c. 94-55 a.C.).
2Alguns defensores desse ponto de vista são: Parmênides de Eléia (c.515-450 a.C.), Zenon de Eléia (c. 490 a.C.)

e Melissos de Samos (c.350 a.C.).
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era completamente destituído de matéria e, portanto, poderia ser considerado vazio. Além da

experiência de Torricelli, outra foi realizada em 1657 por Otto von Guericke (1602-1686), filó-

sofo natural e burgomestre de Magdeburgo. Ele uniu dois hemisférios de cobre e com o auxilio

de uma bomba retirou praticamente todo o ar do interior dos hemisférios; esta ausência de

ar permitia que a pressão atmosférica externa mantivesse os hemisférios fortemente unidos, a

ponto de parelhas de cavalos não conseguirem separá-los. Este experimento se tornou mais uma

refutação experimental da concepção aristotélica sobre o vácuo. Entretanto, no século XIX, os

trabalhos de Maxwell, que sugerem que a luz é uma onda eletromagnética, levaram a maioria

dos físicos a supor a existência de um meio sutil denominado éter luminífero, o qual seria o meio

de propagação das ondas eletromagnéticas. E, neste contexto, renasce a antiga noção de que

deve existir um meio sutil embebendo todo o universo. Contudo, em um experimento clássico,

Albert A. Michelson (1852-1931) e Edward W. Morley (1838-1923) mostraram que a hipótese

de um tal meio sutil era, muito provavelmente, desnecessária para explicar a propagação das

ondas eletromagnéticas. E, por fim, com o advento da teoria especial da relatividade, o éter

luminífero foi finalmente descartado.

Neste vasto universo de opiniões e especulações sobre a real natureza do vácuo, vemos

alternarem-se as concepções do vácuo como tão simplesmente o vazio e como um meio dotado

de propriedades características. Entretanto, todas estas questões mudaram drasticamente com

o nascimento da teoria quântica, a qual forneceu um novo ponto de vista sobre o que é o espaço

vazio.

Numa reunião da sociedade alemã de física, em 14 de dezembro de 1900, Max Planck apre-

sentou um artigo intitulado “Sobre a Teoria da Lei de Distribuição de Energia do Espectro Normal”

[2]. A data de apresentação é considerada o nascimento da teoria quântica e marca o início

de uma revolução na física. Assim como a teoria da relatividade estende o campo de aplicação

das leis físicas para a região de grandes velocidades, a teoria quântica estende esse campo à re-

gião de pequenas dimensões; e, assim como a velocidade da luz é uma constante universal que

caracteriza a relatividade, também uma constante universal, chamada constante de Planck h,

caracteriza a teoria quântica. Planck introduziu essa constante em seu artigo de 1900, quando

estudava o espectro da radiação térmica emitida por um corpo negro3. Um exemplo de corpo

negro pode ser obtido se considerarmos um objeto que contém uma cavidade ligada ao exterior

por um pequeno orifício4. Descontente com o método proposto em seu trabalho de 1900, no
3Corpos cuja superfície absorvem toda a radiação térmica incidente sobre eles.
4A radiação incidente sobre o orifício é completamente absorvida depois de sucessivas reflexões sobre a superfície
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qual os osciladores das paredes da cavidade absorviam e emitiam energia quanticamente, Planck

publica, em 1912, sua segunda teoria do corpo negro [3]. Neste novo trabalho, propõe um mo-

delo no qual os osciladores das paredes de uma cavidade absorvem energia continuamente, mas

emitem descontinuamente. Além disso, supôs que se o oscilador atingir uma energia igual a um

múltiplo inteiro de ~ω ele teria uma probabilidade de perder toda sua energia. Planck usou a

mecânica estatística de Boltzman e o conceito de entropia e calculou a média no ensemble da

energia de um oscilador de frequência ω, obtendo

〈U〉 =
~ω
2

+
~ω

exp
( ~ω
kT − 1

) , (1.1)

na qual ~ = h/2π tal que h é a constante de Plank, k é a constante de Boltzman e T é a

temperatura do corpo negro. A consequência mais extraordinária deste resultado é que, mesmo

quando a temperatura do corpo negro é zero, as energias médias dos osciladores harmônicos

que o constituem não se anulam. Em outras palavras, mesmo quando a temperatura é nula

ainda resta uma energia residual igual a

〈U〉 =
~ω
2
, (1.2)

que posteriormente foi denominada de energia de ponto zero. Contudo, é interessante notar que

embora o trabalho de Planck tenha sido o primeiro a propor a ideia de energia de ponto zero,

ela aparece apenas nos osciladores materiais, mas não no campo eletromagnético.

Nos anos seguintes, a energia de ponto zero logo chamou a atenção de eminentes físicos da

época. Assim, em 1916 Nernst [4] sugeriu que o campo eletromagnético também possui uma

energia de ponto zero associada a cada modo normal de vibração; em outras palavras, Nernst

sugere que cada modo de vibração do campo é equivalente a um oscilador harmônico. Desta

maneira, as ideias de Nernst culminam com o surgimento do conceito de radiação de ponto

zero. Ainda, as especulações de Nernst foram mais além: ele considerou que essa radiação sofre

flutuações, conjecturou também sobre a possibilidade do conteúdo de energia dessa radiação

ser infinito e, portanto, especulou sobre a necessidade de introduzir algum tipo de corte afim

de manter este conteúdo de energia finito. Posteriormente, com a formalização matemática da

teoria quântica, verificou-se que, de fato, cada modo do campo eletromagnético possui uma

interna da cavidade. Isto é, o orifício absorve como um corpo negro. No processo inverso, no qual a radiação que
deixa o orifício é constituída a partir das emissões da superfície interna, o orifício emite como se fosse um corpo
negro.
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energia de ponto zero dada pela equação (1.2), tal que, somando sobre todas as frequências de

oscilação possíveis, obtemos um conteúdo de energia divergente.

Embora a energia de ponto zero fosse considerada nos trabalhos de eminentes físicos do

século XX, por exemplo no trabalho de Einstein e Stern para o calor específico do hidrogênio

molecular a baixas temperaturas [5], ou na estatística de elétrons de Enrico Fermi, o valor

divergente da energia de ponto zero desagradava a tantos outros. Esta, de fato, é uma das

principais razões que levaram a comunidade científica a considerar um campo eletromagnético

de ponto zero virtual. Dentre aqueles que não estavam contentes com a ideia de energia de

ponto zero estava W. Pauli, que em 1933, escreveu [6]:

“A esta altura, deve ser mencionado que é mais consistente não introduzir aqui a energia

de ponto-zero de meio quantum por grau de liberdade, em contraste com o oscilador

material. Porque, por um lado, isto levaria a uma energia infinitamente grande por

volume, devida aos infinitos graus de liberdade. Por outro lado, esta energia não pode

ser observada, em princípio, uma vez que não pode ser emitida, absorvida ou refratada –

logo, não pode ser presa por paredes – e uma vez que ela não gera campo gravitacional,

como é sabido da experiência.”

Apesar dos argumentos apresentados por todos que eram contrários à energia de ponto zero,

tal ideia consolidou-se cada vez mais com o desenvolvimento da teoria quântica de campos,

uma vez que muitos fenômenos importantes têm origem ligada à energia de ponto zero. Um

interessante exemplo é a interação, a grandes distâncias relativas, entre duas moléculas neutras,

sem momento de dipolo permanente, porém polarizáveis. Esta interação, conhecida como força

de van der Waals dispersiva, foi descrita teoricamente em 1930 por London [7], o qual usando

a teoria de perturbação da mecânica quântica em quarta ordem na constante de acoplamento,

obteve uma energia potencial de interação que varia com r−6, tal que r é a distância entre as

moléculas. Entretanto os dados experimentais, obtidos por Verwey e Overbeek [8], não eram

compatíveis com as previsões teóricas de London, a não ser que se supusesse que a força de van

der Waals dispersiva entre as moléculas diminuísse mais rapidamente em relação à distância r do

que r−6. Verwey e Overbeek supuseram que essa diferença era devida à finitude da velocidade

de propagação da interação eletromagnética, o que causaria um enfraquecimento maior da

interação a grandes distâncias. Em 1948, os físicos holandeses H. B. G. Casimir e D. Polder [9],

consideraram essa hipótese e calcularam a influência dos efeitos de retardamento das forças de



5

van der Waals5, concluindo que isto implicava numa mudança na lei de potência: ela deveria

ser mudada de r−6 para r−7. A partir de então, as forças entre duas moléculas polarizáveis sem

momento de dipolo permanente, considerando efeitos de retardamento, são conhecidas como

forças de Casimir-Polder. Ainda naquele ano, Casimir rededuziu os resultados obtidos com Polder,

porém de uma forma muito mais simples. O novo método introduzido por Casimir consistia em

calcular a alteração na energia de ponto zero do vácuo eletromagnético causado pela presença

das moléculas neutras; esta alteração induz o aparecimento de uma força sobre o sistema que

o faz tender a uma configuração de menor energia. A partir de então, a interação entre corpos

neutros imersos no vácuo ficou conhecida como efeito Casimir.

Casimir considerou, em seguida, um problema que atualmente é muito mais conhecido do

que aquele da atração entre duas moléculas neutras: a atração entre duas placas neutras, pa-

ralelas, perfeitamente condutoras colocadas no vácuo. Casimir criou uma técnica que consistia

em calcular a variação na energia de ponto zero do campo devida às placas. Tal diferença de

energia, regularizada e renormalizada, é o que chamamos de energia de Casimir, dada por [10]:

E = −π
2~cA

720d3
, (1.3)

na qual d é a distância entre as placas e A é a área de cada uma delas. A força é dada pela

derivada de E em relação a d, isto é

F =
π2~cA
240d4

. (1.4)

É interessante pontuar que a novidade no trabalho de Casimir [10] não é a força de interação

entre corpos neutros e sim o método utilizado, que relaciona a força entre as placas diretamente

com a variação da energia de ponto zero do campo.

Uma generalização do efeito Casimir estático consiste em considerar situações em que os

corpos estejam em movimento. Podemos imaginar a configuração de duas placas paralelas

considerada anteriormente, porém com uma ou ambas em movimento. Neste caso, podemos

nos perguntar: o que acontece com a força entre as placas? Algum fenômeno novo surge? Estas

questões foram resolvidas no contexto da teoria quântica de campos, segundo a qual, uma placa

no vácuo submetida a um movimento relativístico com aceleração não uniforme pode converter

fótons virtuais em fótons reais diretamente observáveis [11], acompanhado de uma força de

5Ou London-van der Waals.



6

amortecimento que faz o papel de força de reação da radiação. Este fenômeno de criação de

excitações do campo a partir do seu estado de vácuo foi denominado por J. Schwinger, nos anos

90, como Efeito Casimir Dinâmico (ECD). Todavia um experimento com fronteiras se movendo

a velocidades próximas à da luz não é praticável, por conta disso várias propostas alternativas

para implementar o ECD em laboratório eclodiram de modo que talvez a mais bem sucedida

proposta tenha surgido no contexto da Eletrodinâmica Quântica de Circuitos (EDQc), a qual

possibilitou uma nova maneira de estudar fenômenos não estacionários que levam à criação de

excitações de um sistema composto por um átomo artificial de dois níveis acoplado a um modo

do campo eletromagnético. Outro efeito interessante que pode ser estudado no contexto da

EDQc é o efeito anti-Jaynes-Cummings (AJC), cuja principal característica consiste na geração

de uma excitação de campo e uma excitação atômica a partir do estado fundamental do átomo

e do estado de vácuo do campo. Por conta disso, podemos dizer que o efeito AJC, assim como o

ECD são fenômenos de vácuo6 e serão estudados com maior riqueza de detalhes mais tarde.

O resto desta dissertação está dividido em seis capítulos. No capítulo dois apresentaremos

um modelo simples que descreve uma das interações mais fundamentais da natureza: a intera-

ção luz-matéria. Este modelo, denominado modelo de Rabi, descreve a dinâmica de interação

de um átomo de dois níveis acoplado a um modo do campo eletromagnético em uma cavidade

ópitica. Em seguida apresentaremos a formulação matemática dos autoestados do Hamiltoni-

ano deste sistema a fim de utilizá-los mais tarde como ferramenta para a realização dos cálculos

desenvolvidos neste projeto de mestrado.

O capítulo três foi introduzido para tornar a dissertação mais completa. Nele discutimos com

relativa profundidade a EDQc, apresentando todos os pré-requisitos necessários para o leitor se

aprofundar de maneira confortável nos tópicos mais importantes deste trabalho. Além disso,

neste capítulo ficarão claras as motivações de trabalhar com sistemas diâmicos no contexto da

EDQc, uma vez que esta área de pesquisa apresenta inumeras aplicações tecnológicas e se mostra

promissora para o aperfeiçoamento da computação quântica.

No capítulo quatro apresentaremos uma breve revisão sobre transições não adiabáticas em

sistemas quânticos de dois níveis que ocorrem quando algum parâmetro do sistema varia ra-

pidamente. Este fenômeno conhecido como transição Landau-Zener, será utilizado por nós

posteriormente para propor protocolos mais sofisticados de criação de excitações a partir do

vácuo.
6Embora ocorram também para estados iniciais diferentes do estado de vácuo.
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O resultado original mais importante desta dissertação encontra-se no capítulo cinco, no qual

analisaremos o sistema não-estacionário de EDQc quando um ou mais parâmetros do sistema

variam harmonicamente com uma frequência η ajustável, ou como uma superposição de diferen-

tes modulações senoidais. É conhecido na literatura [12, 13] que se essa frequência for ajustada

da maneira apropriada a dinâmica do sistema apresentará comportamentos de ECD, anti-Efeito

Casimir Dinâmico7 (AECD) e efeito AJC. Ademais estados emaranhados com dois fótons po-

dem ser criados para o estado inicial de vácuo no regime apropriado. Nosso principal objetivo

é mostrar que se a frequênca de modulação for reduzida à metade, caracterizando aquilo que

denominamos ressonância de segunda ordem, é possível reobter os mesmos fenômenos, con-

tudo com uma dramática redução na taxa de oscilação entre os estados que se acoplam em cada

fenômeno estudado. Também será mostrado como transições efetivas de Landau-Zener podem

ser realizadas neste contexto, fornecendo uma maneira mais robusta para criar excitações ex-

perimentalmente. Por último, o capítulo seis está reservado para as conclusões e comentários

finais desta dissertação.

7Em que excitações são aniquiladas coerentemente devido à modulação dos parâmetros.



Capítulo 2

Interação Luz-matéria

2.1 Introdução

Podemos conceber a interação luz-matéria como uma das interações mais fundamentais da

natureza. O modelo matemático mais simples que descreve este sistema, denominado modelo de

Rabi [14], consiste na interação entre um átomo de dois níveis e um modo do campo eletromag-

nético quantizado confinado em uma cavidade óptica. Este sistema foi amplamente estudado

durante as últimas décadas e culminou com a eclosão da Eletrodinâmica Quântica de Cavidades

(EDQC) [15, 16, 17], área que consolidou-se de maneira fundamental na pesquisa em óptica

quântica, uma vez que possibilitou, como aplicação, a geração de uma fonte de luz comprimida,

engenharia de estados quânticos sofisticados e a construção de portas lógicas quânticas. Além

disso possibilitou a implementação da interação átomo-campo utilizando arranjos formados por

único átomo posicionado em uma cavidade, composta por dois espelhos, que confina o campo

eletromagnético e aumenta a intensidade da interação entre o átomo e o campo relativamente

ao espaço livre [18].

Embora o modelo de Rabi tenha sido amplamente estudado nas últimas décadas, uma solu-

ção exata surgiu apenas em 2011 com Braak [19]. Apesar disso, soluções analíticas aproxima-

das fornecem excelentes resultados para a maioria dos fenômenos estudados neste contexto. A

aproximação mais empregadaa para obtenção de soluções analíticas é a afamada aproximação

de onda girante, que será descrita com mais detalhes por nós no capítulo 5 e no apêndice A . Lan-

çando mão dessa aproximação é possível eliminar certos termos do Hamiltoniano que descreve

o modelo de Rabi, denominados termos contra-girantes, culminando com um Hamiltoniano tri-

vialmente diagonalizável denominado Hamiltoniano de Jaynes-Cummings (JC) [20, 21]. Assim,

8
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o Hamiltoniano de JC foi exaustivamente explorado nas últimas décadas no contexto da óptica

quântica e principalmente na EDQC, de modo que muitos experimentos corroboram as previ-

sões teóricas. Ademais, o modelo de JC trouxe à tona interessantes fenômenos oriundos da

natureza quântica do campo eletromagnético, por exemplo: oscilações de Rabi [14], colapsos e

ressurgimentos da inversão de população [22, 23], emaranhamento entre átomo e campo [24]

entre outros. Além disso, a interação átomo-campo pode ser realizada experimentalmente de

maneira altamente controlável numa arquitetura que une EDQC e matéria condensada usando

qubits supercondutores como átomos artificiais de dois níves acoplados fortemente a um guia

de onda supercondutor. Esta área, conhecida como eletrodinâmica quântica de circuitos, será

explorada com mais detalhes no capítulo 3.

Embora o modelo de JC forneça resultados corroborados pela experiência, foi demonstrado

que os termos contra-girantes do Hamiltoniano de Rabi são responsáveis por diversos fenômenos

inauditos, por exemplo: caos quântico [25, 26, 27], ECD em microcavidades supercondutoras

[28], efeito AJC [13], AECD [12], geração espontânea de fótons no regime ultra-forte [29],

impossibilidade de atingir o zero absoluto de temperatura no contexto da termodinâmica quân-

tica [30], entre outros. Neste capítulo estamos interessados em apresentar as ferramentas mais

básicas necessárias para estudar a dinâmica de interação do sistema átomo-campo. Caso o leitor

queira se aprofundar neste estudo recomendamos a leitura do capítulo 14 da referência [23].

2.2 O modelo de Rabi

Vamos considerar o modelo elementar de um átomo de hidrogênio composto por um próton

de massa mp na posição ~rp e um elétron de massa me na posição ~re, acoplado com um modo

ω0 do campo eletromagnético quantizado em uma cavidade. Vamos considerar ainda que o

átomo se comporta como um dipolo com momento de dipolo ~P = e~r, tal que ~r é o vetor posição

relativa entre o próton e o elétron. Além disso, vamos supor que o campo elétrico na cavidade

não varia consideravelmente em relação ao tamanho do átomo. Portanto, na aproximação de

dipolo, os campos ~E(~re, t) e ~E(~rp, t), na posição do elétron e do próton, respectivamente, são

aproximadamente iguais entre si e ao campo na posição ~R do centro de massa do sistema, isto

é ~E(~re, t) ≈ ~E(~rp, t) ≈ ~E(~R, t). Por fim, vamos supor que o átomo possui apenas dois graus de

liberdade internos, o estado excitado |e〉 e o estado fundamental |g〉 com energias E2 = ~Ω2 e

E1 = ~Ω1, respectivamente. Este arranjo pode ser obtido ajustando a geometria da cavidade
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de forma que a frequência do modo ω0 fique muito próxima da frequência de transição atômica

Ω0 = Ω2−Ω1 induzindo transições entre os níveis. Sendo assim, o Hamiltoniano do campo livre

na cavidade é dado por:

Ĥcampo = ~ω0

(
n̂+

1

2

)
. (2.1)

Uma vez que estamos supondo que apenas os estados |e〉 e |g〉 possam ser populados, podemos

escrever o Hamiltoniano do átomo nesta base da seguinte maneira:

Ĥatomo = E2|e〉〈e|+ E1|g〉〈g|. (2.2)

Podemos manipular algebricamente esta equação a fim de reescrevê-la em termos da frequência

de transição atômica Ω0, isto é

Ĥatomo =
~Ω0

2
σ̂z +

1

2
(E2 + E1), (2.3)

tal que Ω0 = Ω2 − Ω1 e σ̂z = |e〉〈e| − |g〉〈g| é a matriz de spin de Pauli. O Hamiltoniano de

interação entre o átomo de dois níveis, com momento de dipolo ~̂P = e~̂r, e o campo toma a

forma

Ĥint = −e~̂r · ~̂E( ~̂R, t). (2.4)

Podemos usar a relação de completeza para expressar o operador posição ~̂r na base |~r〉,

~̂r =

∫
d3r|~r〉〈~r|~̂r.

Devemos notar que o operador dipolo elétrico ~̂P = e~̂r é impar em relação à inversão atômica

pelo centro do átomo (~̂r → −~̂r) e que o Hamiltoniano (2.3) é invariante em relação a esta

transformação, portanto seus autoestados têm paridade bem definida. Deste modo os elementos

diagonais 〈e|~̂r|e〉 e 〈g|~̂r|g〉 são identicamente nulos, uma vez que a integração é feita em todo o

espaço e o integrando é uma função impar, isto é

〈j|~̂r|j〉 =

∫
d3r|Ψj (r) |2~r = 0, (2.5)



2.2 O modelo de Rabi 11

na qual j = e, g e |Ψj (~r) | = |〈j|~r〉|. Por outro lado os elementos não diagonais tomam a forma

〈e|~̂r|g〉 =

∫
d3rΨ∗e (r)~rΨg (r) , (2.6)

〈e|~̂r|g〉 =

∫
d3rΨ∗g (r)~rΨe (r) . (2.7)

Isto posto, podemos novamente utilizar a relação de completeza e escrever o operador momento

na base dos estados de energia do átomo

e~̂r = ~P|e〉〈g|+ ~P∗|g〉〈e|, (2.8)

na qual ~P ≡ e〈e|~̂r|g〉, e ~P∗ ≡ e〈g|~̂r|e〉. Sendo assim o operador momento de dipolo descreve

transições entre os estados |e〉 e |g〉, uma vez que e~̂r|g〉 = ~P|e〉 e e~̂r|e〉 = ~P∗|g〉. Podemos ainda

escrever (2.8) em termos das matrizes de Pauli σ̂+ ≡ |e〉〈g| e σ̂− ≡ |g〉〈e|, tal que σ̂+ cria uma

excitação atômica e σ̂− destroi uma excitação atômica

e~̂r ≡ ~Pσ̂+ + ~P∗σ̂−. (2.9)

Sendo assim podemos combinar a equação (2.9) com a equação do campo quantizado na cavi-

dade ~̂E( ~̂R, t) = ε0~u( ~̂R)i
(
â+ â†

)
1 a fim de reescrever o Hamiltoniano de interação como

Ĥint = −ε0i(~P · ~u( ~̂R)σ̂+ + ~P∗ · ~u( ~̂R)σ̂−)(â+ â†), (2.10)

na qual ~u( ~̂R) é a função de modos na cavidade e ε0 =
√
~ω0/2ε0V é a unidade de quântização

do campo elétrico (muitas vezes chamado de campo elétrico por fóton) tal que V é o volume da

cavidade. Deste modo, após algumas manipulações álgébricas chegamos a

Ĥint = ~g0(σ̂+ + σ̂−)(â+ â†), (2.11)

no qual g = |~P · ~u(~̂r)|ε0/~ é a constante de acoplamento átomo-campo. Finalmente podemos

combinar (2.1), (2.3) e (2.11) chegando ao Hamiltoniano total do sistema átomo-campo

Ĥ = ~ω0n̂+
~Ω0

2
σ̂z + ~g0(â+ â†)(σ̂+ + σ̂−), (2.12)

1Para mais detalhes sobre a quantização do campo na cavidade ver capítulo 10 da referência [23].
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conhecido como Hamiltoniano de Rabi. Podemos ainda reescrever (2.12) da seguinte maneira

Ĥ = ~ω0n̂+
~Ω0

2
σ̂z + ~g0(σ̂+â+ σ̂−â

† + σ̂−â+ σ̂+â
†). (2.13)

Nota-se que a equação (2.13) depende do objeto (σ̂−â
† + σ̂+â), denominado termo girante, e

do objeto (σ̂−â + σ̂+â
†) , denominado termo contra-girante. Durante muitas décadas este úl-

timo termo foi desprezado na maioria dos problemas em óptica quântica por ser contraintuitivo,

uma vez que representa a transição do estado excitado para o fundamental acompanhada da

absorção de um fóton e a transição do estado fundamental para o excitado seguida da criação

de um fóton. Em outras palavras, graças ao termo contra-girante é possível acoplar os estados

|g, 0〉 ↔ |e, 1〉, isto é, existe uma probabilidade não nula de medir um fóton na cavidade mesmo

que inicialmente o átomo e o campo estejam no estado fundamental, o que representa um fóton

criado a partir do vácuo! Isto causou bastante estranheza na comunidade científica durante

a segunda metade do século XX pois acreditava-se que o termo contra-girante não conservava

energia. Todavia hoje em dia sabemos que isso não é verdade, conforme mostrado em [31].

Além disso, o termo contra-girante está associado ao aparecimento de muitos fenômenos inte-

ressantes e contraintuitivos como o ECD, AECD e o efeito AJC que serão estudados com mais

detalhes no capítulo 5.

2.3 Aproximação de Onda Girante

Conforme discutimos na seção anterior os termos contra-girantes foram, durante muitas dé-

cadas, negligenciados por conta de seu conteúdo exótico. O método utilizado em geral para

eliminar estes termos das contas será apresentado nesta seção. Contudo devemos salientar que

este não é um método confiável uma vez que só faz sentido na representação de interação,

não havendo portanto qualquer justificativa crível para desprezá-los na representação de Schrö-

dinger. Motivados por isso, no apêndice A apresentamos um método aproximativo matemati-

camente consistente que não depende da representação de interação e que fornece resultados

teóricos satisfatórios, conforme veremos mais tarde. Com essa informação em mente vamos

temporariamente mudar o Hamiltoniano (2.11) para a representação de interação lançando

mão da transformação unitária U = e−
i
~ Ĥ0t, com H0 = ~ω0n̂ + ~Ω0

2 σ̂z. Nesta representação o
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Hamiltoniano (2.11) toma a seguinte forma

Ĥ
(I)
int = ~g0

(
σ̂−â

†ei∆−t + σ̂+âe
−i∆−t + σ̂−âe

−i∆+t + σ̂+â
†ei∆+t

)
, (2.14)

tal que ∆± = ω0±Ω0. Podemos notar que o termo girante é multiplicado pelo fator exponencial

que envolve a dessintonia ∆−, dada pela diferença entre a frequência do campo ω0 e a frequência

de transição atômica Ω0. Em contraste, o termo contra-girante, é multiplicado pelo fator que de-

pende da soma dessas frequências. Desta forma, quando o sistema está próximo da ressonância,

isto é, quando ∆− = 0, os termos contra-girantes oscilam com duas vezes a frequência óptica

(2ω0), enquanto que os termos girantes não apresentam comportamento oscilatório. Uma vez

que a equação de Schrödinger é uma equação diferencial de primeira ordem no tempo podemos

integra-la concluindo que o termo girante e contra-girante são aproximadamente proporcionais

a g0

i∆−

(
ei∆−T − 1

)
e g0

i∆+

(
ei∆+T − 1

)
, respectivamente. Sendo assim, na condição ∆− � ∆+

podemos desprezar os termos contra-girantes contanto que a condição

g0

∆+
� 1, (2.15)

seja satisfeita, caracterizando o que denominamos de aproximação de onda girante (RWA, do

inglês Rotating Wave Approximation). Podemos notar que, a partir dessas condições, o RWA será

tanto melhor quanto mais próximo o sistema estiver da ressonâcia, uma vez que o termo contra-

girante oscilará muito rapidamente em realação ao termo girante. Esta condição é geralmente

corroborada em experimentos usuais de EDQC [32], de modo que g0 ≈ 10−5ω0 com ω0 da ordem

de 10GHz. Isto posto, podemos desprezar o termo contra-girante na equação (2.14) obtendo

Ĥ
(I)
int = ~g0

(
σ̂−â

†ei∆−t + σ̂+âe
−i∆−t

)
, . (2.16)

Aplicando a transformação inversa recuperamos o Hamiltoniano total na representação de Schrö-

dinger sujeito ao RWA

ĤJC = ~ω0n̂+
~Ω0

2
σ̂z + ~g0

(
σ̂−â

† + σ̂+â
)
, (2.17)

conhecido como Hamiltoniano de JC [23], o qual foi verificado em diversos experimentos na

última década [33, 34, 35, 36, 37]. Em síntese, aqui o RWA é utilizado para eliminar o termo
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contra-girante do Hamiltoniano de Rabi. Todavia este termo não pode ser desprezado no caso

não-estacionário, assim como na presença de defasagem forte [39]. Ademais, conforme discu-

timos brevemente na seção anterior ele é responsável por criar excitações do campo a partir

do estado de vácuo, um efeito análogo ao ECD, conforme mostraremos com mais detalhes no

capítulo 5.

2.4 Autoestados do Hamiltoniano de Jaynes-Cummings

Devido ao RWA o termo de interação girante no Hamiltoniano de JC conserva o número

de excitações N̂ = n̂ + |e〉〈e| = n̂ + (1 + σ̂z)/2, uma vez que ĤJC e N̂ comutam, isto é,

[ĤJC , N̂ ] = 0. Ademais é imediata a conclusão de que o Hamiltoniano de interação acopla

estados |g, n + 1〉 → |e, n〉, que formam um subespaço bi-dimensional invariante em relação a

(2.17). O Hamiltoniano de JC pode ser trivialmente diagonalizado2, de modo que seus autoes-

tados

|ϕn,+〉 = sin θn|g, n〉+ cos θn|e, n− 1〉, (2.18)

|ϕn,−〉 = cos θn|g, n〉 − sin θn|e, n− 1〉, (2.19)

juntamente com |ϕ0〉 = |g, 0〉 formam uma base completa no espaço de Hilbert do sistema átomo

campo

〈ϕn,S |ϕn,T 〉 = δS,T , (2.20)

tal que S = ±1 e n é o número de excitações do sistema átomo-campo. Isto posto, podemos

escrever

ĤJC |ϕn,S〉 = λn,S |ϕn,S〉, (2.21)

tal que λn,S são os correspondentes autovalores do Hamiltoniano de JC dados por

λn,S = ωn− ∆−
2

+ S βn
2
, (2.22)

2Para mais detalhes sobre como diagonalizar o Hamiltoniano de JC recomendamos a leitura do apêndice B da
referência [12, 38]
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com βn =
√

∆2
− + 4g2n. O ângulo θn definido em (2.18) e (2.19) pode ser escrito em termos de

βn e ∆− da seguinte maneira:

tan θn =
βn + ∆−

2g
√
n

. (2.23)

Os estados |g, n+ 1〉 e |e, n〉 são por vezes denominados estados pelados de JC. Por outro lado a

base formada pelos estados |ϕn,S〉 é conhecida como base dos estados vestidos ou simplesmente

base vestida.

2.4.1 Regime Ressonante

Quando a frequência da cavidade for igual à frequência de transição atômica, a dessintonia

átomo-campo tornar-se-á nula3, isto é, ∆− = 0. Como consequência disso: tan θn = 1 → θn =

π
4 , portanto sin θn = cos θn = 1√

2
. Neste regime portanto, podemos escrever os autoestados de

JC (2.18) e (2.19) de maneira compacta como segue

|ϕn,S〉 =
1√
2

(|g, n〉+ S|e, n− 1〉) , (2.24)

de modo que os correspondentes autovalores podem ser obtidos a partir de (2.22)

λn,S = ωn+ Sg
√
n. (2.25)

A dinâmica do sistema átomo-campo é portanto bastante simples no regime ressonante, uma

vez que |ϕn,S〉 é composto pela superposição de estados pelados com igual probabilidade, sendo

estados maximamente emaranhados.

2.4.2 Regime Disperssivo

Em constraste ao regime ressonante, o regime dispersivo é caracterizado por um valor grande

da dessintonia em relação ao acoplamento de acordo com a seguinte desigualdade:∆−/2 �

g0
√
n. Sendo assim, podemos manipular algebricamente a equação (2.22) e reescrevê-la como

λn,S = ω0n−
∆−
2

+
S |∆−|

2

√
1 + 4

(
g0

∆−

)2

n. (2.26)

3Em geral o regime ressonante é válido quando g0 � ∆−.
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Expandindo a raiz quadrada do lado direito da equação acima de acordo com (1 + x)1/2 =

1 + 1
2x−

1
8x

2 + 1
16x

3 + ..., obtemos

λn,+ = ω0n−
∆−
2

+D
[

∆−
2

+ δ−n− αn2 + 2α3n
3 + ...

]
, (2.27)

λn,− = ω0n−
∆−
2
−D

[
∆−
2

+ δ−n− αn2 + 2α3n
3 + ...

]
, (2.28)

na qual δ− =
g2
0

∆−
, α3 =

g6
0

∆5
−

, D = |∆−|
∆−

= ∆−
|∆−| = ± e α =

g4
0

∆3
−

é conhecido como termo não linear

de Kerr. Podemos observar a partir destas duas equações que os autovalores λn,± dependem do

módulo da dessintonia ∆− através de um novo índice D introduzido por nós após a expanção.

Isto posto, podemos escrever estes autovalores compactamente indexados por D da seguinte

maneira:

λn,D = ω0n+ δ−n− αn2 + 2α3n
3 + ... (2.29)

λn,−D = ω0n−∆− − δ−n+ αn2 − 2α3n
3 + ... (2.30)

Ademais, no regime disperssivo podemos representar os estados vestidos aproximadamente por

(em primeira ordem de g0

∆−

√
n)

|ϕn,D〉 ' |g, n〉+
g0

∆−

√
n|e, n− 1〉, (2.31)

|ϕn,−D〉 ' −D
{
− g0

∆−

√
n|g, n〉+ |e, n− 1〉

}
. (2.32)

Uma vez que estes estados são determinados, bem como suas auto energias, podemos descrever

a dinâmica do sistema átomo-campo satisfatoriamente. Vamos lançar mão de todas as ferra-

mentas pronunciadas neste capítulo para conduzir nossos cálculos no capítulo 5, no qual apre-

sentaremos os resultados originais desta dissertação densenvolvidos ao longo deste projeto de

mestrado. Antes disso, no entanto, será necessário apresentar, nos dois próximos capítulos, al-

guns ingredientes de vital importância para a compreensão do modelo que estamos interessados

em estudar.



Capítulo 3

Eletrodinâmica Quântica de Circuitos

3.1 Introdução

No capítulo anterior apresentamos um modelo simples que descreve uma das interações mais

fundamentais da natureza: o acoplamento de um átomo de dois níveis com um modo do campo

eletromagnético em uma cavidade óptica. Conforme discutimos, este sistema foi amplamente

estudado durante a segunda metade do século XX e culminou com a eclosão da EDQC. Toda-

via na última década veio à tona uma nova área conhecida como Eletrodinâmica Quântica de

Circuitos (EDQc), a partir da qual assomou-se uma maneira singular de estudar este tipo de in-

teração utilizando circuitos supercondutores em vez de átomos reais. Este tipo de configuração

fez-se possível pois admiravelmente alguns circuitos, embora formados por centenas de bilhões

de átomos, se comportam como se fossem um único “átomo” cujos níveis de energia e a magni-

tude de acoplamento com o campo eletromagnético podem ser convenientemente manipulados

devido a aplicação de voltagens e campos magnéticos. Estes circuitos, conhecidos como áto-

mos artificiais ou qubits supercondutores, além de possibilitarem arealização de regimes outrora

impossíveis à luz da EDQC, são também a mais promissora promessa para o aperfeiçoamento

e desenvolvimento de computadores quânticos, conforme discutiremos com mais detalhes ao

longo deste capítulo.

Em síntese, a EDQc estuda a interação entre átomos artificiais (qubits supercondutores) aco-

plados ao campo eletromagnético [40, 41, 42], de modo que convencionalmente um qubit é

posicionado na posição de anti-nó de um modo estacionário de um ressonador1 de linha de

1Para mais detalhes sobre ressonadores, que vão de suas propriedades à sua fabricação, recomendamos a leitura
da referência [45].
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trasmissão unidimensional2 [43, 40, 44], que se comporta como uma cavidade. Não estamos,

no entanto, interessados em derivar todos os pormenores da EDQc, uma vez que já existe na li-

teratura uma razoável quantidade de teses detalhando-a satisfatoriamente [47, 48, 49, 50]. Isto

posto, nas próximas seções apresentaremos uma breve introdução teórica sobre os fundamentos

mais relevantes para a implementação da interação átomo-campo no contexto da EDQc.

3.2 Junções Josephson

A interpretação da supercondutividade como sendo um fenômeno quântico macroscópico

surgiu em 1935 com London [51]. Contudo a teoria que viria a explicar satisfatoriamente a

supercondutividade a baixas temperaturas foi formulada somente em 1957, graças ao trabalho

de John Bardeen, Leon Cooper e Robert Schrieffer. Esta teoria, conhecida como teoria BCS3,

sugere que elétrons, quando no estado supercondutor, se agrupam em pares chamados pares

de Cooper, de modo que estes elétrons são ligados com uma energia tipicamente da ordem de

10−3eV para supercondutores convencionais (T < 25K). De acordo com o princípio da exclusão

de Pauli, dois elétrons com o mesmo conjunto de números quânticos não podem ocupar o mesmo

nível de energia. Todavia os pares de Cooper (ou superelétrons) curiosamente se comportam

de maneira muito diferente da de elétrons isolados; eles atuam como bósons, partículas de spin

inteiro, podendo se condensar em um mesmo nível de energia. Dessa maneira, de acordo com a

teoria BCS, os pares de Cooper podem ser descritos por uma única função de onda macroscópica

com fase θ e com cargas e massas efetivas dadas respectivamente por e∗ = 2e e m∗ = 2m, tal

que m e e são a massa e a carga de um elétron, respectivamente. Em síntese, a atração de pares

de elétrons é a responsável pelo fenômeno da supercondutividade, de modo que estes pares se

condensam e fluem pelo material sem qualquer resistência.

Uma aplicação interessante consiste no aparato formado por dois supercondutores fraca-

mente acoplados por uma fina barreira isolante, conforme ilustrado na figura 3.1 b. Este dis-

positivo, conhecido como Junção Josephson, recebeu este nome depois que Brian Josephson

previu, em 1962, que pares de elétrons podem tunelar através da barreira entre os dois su-

percondutores, sem nenhuma resistência, gerando uma corrente elétrica que flui pelo material

mesmo na ausência de diferença de potencial [52]. No ano seguinte, esse fenômeno foi compro-

vado por Anderson e Rowell [53], o que rendeu a Josephson o prêmio Nobel de física dez anos
2Recentemente ressonadores 3D vem sendo amplarmente utilizados [46]
3Nome formado com as iniciais dos sobrenomes dos autores.
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Figura 3.1: a) Representação esquemática de uma Junção Josephson em um circuito. b) Re-
presentação esquemática de uma Junção Josephson na qual as áreas cinzas representam os
supercondutores da junção e a área intermediaria branca representa o material isolante através
do qual os pares de Cooper tunelam. c) Escaneamento por micrografia eletrônica de uma junção
Josephson formada por dois eletrodos de alumínio supercondutor separados por uma barreira
de óxido de alumínio. (Figuras b e c reproduzidas respectivamente das referências [54] e [55])

mais tarde. As equações que relacionam a corrente não linear de tunelamento I e a voltagem U

através da junção são dadas por

I(t) = Ic sinφ(t), (3.1)

U(t) =
~
2e

dφ(t)

dt
, (3.2)

nas quais φ é a diferença de fase das funções de onda macroscópicas que descrevem ambos

supercondutores. Conforme podemos observar a partir da equação (3.2), quando a diferença

de fase é constante a voltagem é nula; apesar disso, uma corrente flui através do material po-

dendo atingir um valor máximo igual a Ic, também denominada corrente crítica da junção (que

depende das características dos supercondutores que formam o dispositivo). Esse fenômeno da

passagem de corrente mesmo com voltagem nula é denominado efeito Josephson DC. Por outro

lado, quando a corrente ultrapassa seu valor crítico, a voltagem tornar-se-á não nula (depen-

dendo da condutividade da barreira). Assim, se uma voltagem DC (U(t) = U0) for aplicada

na junção, podemos mostrar, por integração direta de (3.2), que φ evolui linerarmente com o

tempo de acordo com

φ = φ0 +
2e

~
U0t. (3.3)
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Deste modo, a junção é atravessada por uma corrente alternada descrita por

I = Ic sin (ωJ t+ φ0) , (3.4)

tal que ωJ = 2e
~ U0 é a frequência da corrente que é em geral bastante elevada. Se por exemplo

U = 1µV , teremos ωJ = 438.6MHz, que está no domínio das microondas. Assim sendo, a ener-

gia EJ armazenada na junção, denominada energia de Josephson, pode ser obtida calculando o

trabalho4 para deslocar os pares de Cooper através da junção

EJ =

∫ t

0
IU(t)dt. (3.5)

Substituindo as equações (3.1) e (3.2) em (3.5) obtemos

EJ =
Φ0Ic
2π

[1− cosφ] . (3.6)

Podemos ainda tomar a derivada temporal de (3.1) obtendo a dinâmica da corrente

dI

dt
=

2eUIc
~

cosφ. (3.7)

Essa equação descreve um indutor de indutância LJ , que de acordo com a definição convencio-

nal U = LdIdt , toma a seguinte forma:

LJ =
Φ0

2πIc cosφ
, (3.8)

de modo que Φ0 = h/2e é o quantum de fluxo magnético (veja a seção 3.2.3 da tese de D.

Schuster para mais detalhes sobre a quantização do fluxo [47]). Portanto, uma junção Joseph-

son pode ser pensada como um indutor cuja indutância é uma função não linear da diferença de

fase φ entre as ilhas supercondutoras. Além disso, a geometria de uma junção Josephson (figura

2.1 b) é similar à de um capacitor plano, deste modo há uma pequena capacitância CJ associada

à junção. Conforme veremos com mais detalhes nas próximas seções, esta indutância não linear

combinada com a capacitância intrínseca da junção Josephson, CJ , resulta em um oscilador

anarmônico que serve de base para a confecção de uma grande variedade de circuitos super-

condutores não triviais que se comportam como se fossem um único átomo. Estes dispositivos,
4dW = pdt→ dW = IUdt.
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também conhecidos como qubits supercondutores (sistemas quânticos macroscópicos de dois

níveis altamente controláveis5), tornaram-se recentemente objeto de intensa pesquisa científica,

pois podem ser utilizados como unidade básica de codificação, armazenamento e transmissão

de dados [56, 57, 58, 59] em computadores quânticos. Em outras palavras, o qubit é o análogo

quântico do bit, havendo contudo uma diferença significativa entre ambos: enquanto um bit só

pode ser encontrado em apenas um de dois estados possíveis, 0 ou 1, o qubit, por se tratar de

um dispositivo quântico, pode se encontrar numa superposição de dois estados, aumentando

exponencialmente a realização de cálculos em paralelo.

Embora o problema da decoerência ainda seja um dos maiores impecílios para o desenvol-

vimento de computadores quânticos robustos que utilizam qubits supercondutores, um grupo

de pesquisadores da Universidade de Columbia conseguiram, em 2011, controlar a decoerência

em um sistema quântico complexo, neste caso, um conjunto de moléculas magnéticas chamadas

moléculas de ferro-8 [60]. Neste experimento, os pesquisadores prepararam uma série cristalina

de moléculas de ferro-8 em uma superposição quântica, tal que o colapso dessa superposição,

devido à decoerência, foi observado. Eles concluíram que o tempo de decoerência é de aproxi-

madamente 500µs, uma eternidade para potênciais dispositivos implementados em computação

quântica, uma vez que as memórias eletrônicas atuais operam na faixa de nanosegundos. É in-

teressante ressaltar que recentemente um algorítimo quântico com três qubits, desenvolvido em

parceria com a google, foi utilizado com sucesso para realizar cálculos de estrutura eletrônica de

hidrogênio molecular [61]. Assim, tanto as moléculas magnéticas quanto os qubits supercondu-

tores podem ser candidatos promissores para o desenvolvimento de computadores quânticos no

futuro. Ademais estes dispositivos podem ser usados para testar os princípios mais fundamen-

tais da mecânica quântica em escala macroscópica, assim como realizar experimentos em óptica

quântica outrora impossíveis, uma vez que átomos artificiais alcançam regimes de acoplamento

com campo até 104 vezes maiores do que o atingido em sistemas atômicos reais [40]. Por fim,

qubits supercondutores podem ser controlados por correntes, voltagens e campos magnéticos,

o que os caracteriza como dispositivos quânticos macroscópicos altamente controláveis, sendo

potenciais objetos de inovação tecnológica e desenvolvimento científico de ponta.

5Em outras palavras, os qubits supercondutores, assim como átomos reais, têm níveis discretos de energia e
exibem oscilações coerentes entre esses níveis.
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3.3 Variedades de átomos artificiais

Diferentes tipos de átomos artificiais diferenciam-se pela maneira como suas propriedades

são controladas. Exemplos incluem qubits de fluxo [62, 63, 64], qubits de fase [65], qubits

de carga (controlados pela voltagem na entrada do circuito, também conhecidos como Cooper

pair box) [66, 67, 68] e qubits híbridos denominados transmons [69, 70, 71]. Nós, nas próxi-

mas subseções, limitar-nos-emos a descrever com um pouco mais de detalhes apenas estes dois

últimos dispositivos. No entanto, possivelmente estes tipos de átomos artificiais nem existirão

num futuro próximo devido ao surgimento de novos tipos de dispositivos, como Xmons [61] e

transmons verticais [72].

3.3.1 Cooper pair box

Entre os vários qubits supercondutores desenvolvidos atualmente, o arranjo conhecido como

“Cooper pair box” (CPB) consiste de uma junção Josephson com energia EJ e capacitância CJ

acoplada a uma voltagem contínua Vg que injeta no circuito uma carga de polarização Qg atra-

vés da capacitância Cg, conforme esquematizado na figura 3.2. Neste circuito há duas energias

relevantes: EC = e²/2CΣ, que é a energia de cada elétron armazenado no capacitor de ca-

pacitância total CΣ = Cg + CJ , e a energia de Josephson, EJ , associada aos pares de Cooper

que tunelam através da junção. Dessarte o Hamiltoniano deste arranjo toma a seguinte forma

[73, 50]:

ĤCPB = 4EC(N̂ − ng)2 − EJ cos φ̂. (3.9)

na qual N̂ é o operador número de pares de Cooper em excesso na ilha supercondutora e

ng = Qg/2e é a carga reduzida (adimensional) associada à voltagem externa Vg. Na equação

(3.9) N̂ e φ̂ são variáveis canonicamente conjugadas, tal que N̂ = −i ∂
∂φ̂

,
[
N̂ , e±iφ̂

]
= ±e±iφ

e N̂ |N 〉 = N|N〉. Por conseguinte o conjunto de estados {|N〉} forma uma base completa

(chamada base de carga) para a CPB; devemos no entanto ressaltar que estes estados referem-

se ao número de pares de Cooper em excesso nos supercondutores, e não aos estados de energia

de CPB. Prosseguindo, podemos reescrever o Hamiltoniano (3.9) na base de carga conforme
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Figura 3.2: Diagrama esquemático de uma CPB. (Figura reproduzida da referência [54])

segue

ĤCPB = 4EC
∑
N

(N − ng)2 |N 〉〈N | − EJ
∑
N

(|N + 1〉〈N |+ |N 〉〈N + 1|) . (3.10)

Quando a energia de carga é muito maior que a energia de Josephson, EC � EJ , de modo

que o acoplamento de Josephson seja uma pequena perturbação, ao ajustar a voltagem externa

de modo que ng = ±0, 5, o arranjo é reduzido a um sistema de dois níveis que é descrito pelo

Hamiltoniano6:

ĤCPB ≈ 2EC (1− ng) σ̂z −
EJ
2
σ̂x,

tal que σ̂z = 2N̂ e σ̂x = |N +1〉〈N |+ |N 〉〈N +1| são os operadores de Pauli de pseudo-spin. Este

Hamiltoniano pode ser interpretado como uma partícula de spin 1/2 em um campo magnético

B = EJ x̂ + 4EC (1− ng) ẑ, de modo que os estados possíveis são uma superposição de estados

de carga com N = 0, 1, isto é, (c0|0〉 ± c1|1〉). Em outras palavras, quando a voltagem externa

Vg é ajustada apropriadamente no limite de carga (EC � EJ), a CPB comportar-se-á como um

sistema de dois níveis.

Em 1999, Nakamura et al. [66] mostraram como os estados de um qubit formado por

um CPB podem ser manipulados usando pulsos rápidos de voltagem, de modo que oscilações

coerentes entre os dois estados puderam ser observadas apenas variando a duração de cada

6Uma Cooper pair box também opera como um sistema de dois níveis quando EC ≈ EJ como pode ser observado
no primeiro gráfico da figura 3.3.
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Figura 3.3: Níveis de energiaEj de uma CPB, comEj em unidades deEC . Para pequenos valores
de EJ/EC o sistema está no regime de carga, de modo que as bandas tem forma parabólica. Por
outro lado, para grandes valores de EJ/EC as bandas tornam-se planas e espaçadas. (Figura
reproduzida da referência [48])

pulso. Três anos mais tarde, em 2002, Vion et al. [74] mostraram que, de fato, a voltagem

que otimiza o funcionamento de uma CPB como um qubit corresponde aos pontos ng = ±0.5,

conhecidos como pontos de degenerescência de carga ou simplesmente “sweet spots”. Contudo,

devido ao acoplamento com o ambiente, o qubit estará sujeito a flutuações no valor de ng

(conhecidas como rúido de carga). Isso significa que o espaço entre os dois menores níveis de

energia flutua levando a curtos tempos de coerência para o qubit. O espectro de energia de uma

CPB é mostrado na figura 3.3, para os cinco menores estados de carga de (3.9), em unidades de

EC . Podemos observar que para baixos valores de EJ/EC as energias são funções parabólicas

de ng com “avoided crossings” nos pontos n = ±0, 5. Entretanto, à medida que EJ/EC cresce, os

níveis tornam-se lineares e espaçados, caracterizando um novo regime que será estudado com

mais detalhes na seção subsequente.

Uma modificação útil de uma CPB pode ser obtida adicionando uma nova junção Josephson

paralela à primeira com energia EJ2. Esse arranjo, conhecido como SQUID (sigla do inglês Su-

perconducting quantum interference device7), é portanto descrito pelo seguinte Hamiltoniano:

ĤS = 4EC(N̂ − ng)2 − EJ1 cos φ̂1 − EJ2 cos φ̂2. (3.11)

7Dispositivos Supercondutores de Interferência Quântica.
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na qual φ̂i, i = 1, 2, é a diferença de fase associada às ilhas supercondutoras de cada junção.

Devido à quantização do fluxo, a diferença de fase equivalente, φ = φ1−φ2, pode ser escrita em

termos do fluxo magnético Φ que atravessa o loop formado pelas duas junções, isto é

φ = 2πn− 2πΦ

Φ0
, (3.12)

tal que n é um inteiro e Φ0 é o quantum de fluxo magnético. Deste modo, usando algumas

identidades trigonométricas, o Hamiltoniano (3.11) pode ser reescrito como:

ĤS = 4EC(N̂ − ng)2 − EJΣ cos

(
πΦ

Φ0

)
cos θ̂ − (EJ2 − EJ1) sin

(
πΦ

Φ0

)
sin θ̂, (3.13)

tal que θ̂ =
(
φ̂1 + φ̂2

)
/2 e EJΣ = EJ1 +EJ2. Podemos notar que (3.13) é igual a (3.9) quando

EJ1 = EJ2, com energia efetiva dada por

EefJ = EJΣ cos

(
πΦ

Φ0

)
. (3.14)

Essa simetria mostra que podemos controlar a energia de Josephson efetiva apenas ajustando

o fluxo do campo magnético aplicado. Por outro lado as coisas tornam-se um pouco mais com-

plicadas quando as energias EJ1 e EJ2 são diferentes, neste caso o Hamiltoniano do SQUID

tornar-se-á

ĤS = 4EC(N̂ − ng)2 − EefJ

√√√√1 + d2 tan2

(
πΦ̂

Φ0

)
cos(θ̂ − θ0), (3.15)

tal que θ0 é o shift de fase dado pela identidade tan θ0 = d tan (πΦ/Φ0), e d é o parâmetro de

assimetria do sistema escrito como

d =
EJ1 − EJ2

EJ1 + EJ2
. (3.16)

Deste modo, um par de junções Josephson se comportam como uma única junção de energia Ed

dada por

Ed = EefJ

√
1 + d2 tan

(
πΦ

Φ0

)
,

tal que quando o parâmetro de assimetria tende a zero (d → 0) a anergia do SQUID tende à
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Figura 3.4: Frequência de transição do qubit Ω em função do fluxo aplicado. (Figura reprodu-
zida da referência [75]).

energia do arranjo simétrico (Ed → EefJ ). Conforme podemos ver na figura 3.4 quando o SQUID

é simétrico a frequência de transição do qubit assume valores que vão de um valor máximo até

zero. Por outro lado quando o SQUID é não simétrico uma frequência mínima diferente de

zero surge e o qubit torna-se menos sensível ao fluxo. Este simples exemplo mostra como os

parâmetros internos dos átomos artificiais podem ser controlados in situ em EDQc.

3.3.2 Transmon qubit

Conforme discutimos na seção precedente, CPB’s são dispositivos sensíveis a ruídos de carga

que operam no regime EC � EJ . Apesar dessa sensibilidade estes dispositivos se comportam

como sistemas quânticos macroscópicos de dois níveis. Contudo, conforme pode ser visto na

figura 3.3, a teoria prevê que no limite EJ � EC o espaçamento entre os níveis de energia do

sistema tornar-se-á independente das flutuações de ng, o que por sua vez pode levar a um re-

gime em que é possível obter maiores tempos de coerência para o qubit. Dispositivos que operam

nesse novo regime, denominados Transmons, foram desenvolvidos em 2007 por pesquisadores

da Universidade de Yale [69, 70], tornando-se tão logo promissores para o desenvolvimento

de processadores quânticos com mais de um qubit. Embora processadores baseados em alguns

qubits tenham sido desenvolvidos usando resonância magnética nuclear [76, 77, 78], armadi-

lhas de íons [79, 80] e sistemas ópticos [81], o desenvolvimento de processadores com qubits
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supercondutores manteve-se por muito tempo como um desafio penoso. Apesar dessa peleja,

em 2009, também na Universidade de Yale, pesquisadores apresentaram o primeiro protótipo

de um processador quântico de estado sólido supercondutor [43], formado por dois transmons

em uma estrutura compacta capaz de rodar algorítimos simples, como selecionar números de

uma sequência. Além de todos esses avanços, um ano mais tarde, em 2010, o mesmo grupo

de cientistas conseguiu pela primeira vez observar o emaranhamento quântico entre três trans-

mons supercondutores [82, 83]. Ademais, outros feitos da equipe no campo da computação

quântica incluem a transmissão e a recepção de informações quânticas [84, 85] e a interligação

entre átomos artificiais usando micro-ondas [86]. Desta maneira, por serem promissores para o

desenvolvimento de processadores e pesquisa científica de ponta, os transmons foram adotados

por varios grupos de pesquisa ao redor mundo e são a espécie de qubit supercondutor mais

utilizados atualmente.

Transmons diferenciam-se de CPB’s por estarem acoplados a um capacitor de grande capa-

citância, com o propósito de proteger o sistema de efeitos de flutuações de carga. Deste modo,

no limite EJ � EC podemos expandir o Hamiltoniano (3.9) em série de Taylor para pequenos

ângulos, φ̂, obtendo

ĤT = 4ECN̂ 2 − EJ
2
φ̂2 − EJ

(
1

4!
φ̂4 − 1

6!
φ̂6 + ...

)
. (3.17)

Podemos introduzir os operadores de criação b̂† e aniqulilação b̂ para o oscilador harmônico de

energia ~ω =
√

8EJEC [48, 75] descrito pela contribuição quadrática do Hamiltoniano (3.17):

Ĥ0 = 4EC n̂
2 − EJ

2 φ̂
2 . Assim, o Hamiltoniano (3.17) tornar-se-á

ĤT =
√

8EJEC

(
b̂†b̂+

1

2

)
− EC

12
(b̂† + b̂)4. (3.18)

Expandindo o termo
(
b̂† + b̂

)4
e desprezando os termos que oscilam rapidamente (RWA), pode-

mos reescrever (3.18) como

ĤT = ~ω′
(
b̂†b̂+

1

2

)
− EC

2
b̂†b̂†b̂b̂,

na qual a frequência ω′ do oscilador toma a seguinte forma:

ω′ =

√
8EJEC + αm

~
,
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de modo que é conveniente definir o coeficiente de anarmonicidade αm = −EC [87] dado por

αm = Em+1,m − Em,m−1,

tal que Em,n = En − Em é a energia de transição entre os níveis n e m. O coeficiente de

anarmonicidade pode ser comparado com a energia de transição entre os dois menores níveis

do transmon E0,1 ≈
√

8EJEC . Deste modo definimos o coeficiente relativo de anarmocicidade

αrm, escrito como

αrm = −
(

8EJ
EC

)− 1
2

. (3.19)

No limite EJ � EC a anarmonicidade tende a zero e, portanto, a frequência ω′ tende a frequên-

cia ω de um oscilador harmônico. Isso é contudo um problema, pois baixos valores de anarmo-

nicidade podem levar o transmon a se comportar como um sistema de muitos níveis, em vez de

se comportar como um qubit. Conforme discutimos na seção anterior, o ruído de carga diminui

exponencialmente quando EJ � EC [69] e os níveis de energia se tornam visivelmente espa-

çados quando EJ & 20EC . Contudo o preço que pagamos por reduzir o ruído de carga é que a

anarmonicidade do sistema torna-se muito pequena. Felizmente é possível acessar um regime

no qual o transmon é insensível a ruídos de carga, ao mesmo tempo mantendo uma anarmonici-

dade suficiente para o arranjo se comportar como um sistema de dois níveis8. É possível mostrar

que a razão das energias deve satisfazer a relação 20� EJ/EC � 5× 104, definindo assim um

largo intervalo no qual a sensibilidade ao ruído de carga diminui exponencialmente mantendo

uma anarmonicidade suficiente para operar o qubit [69]. Isto posto, podemos reescrever, de

modo simplificado, o Hamiltoniano (3.3.2) na base dos dois possíveis estados do transmon da

seguinte maneira

ĤT = ~
2∑

k=1

Ωk|k〉〈k|,

que pode ser reescrita como

ĤT =
~Ω

2
σ̂z,

8Um transmon típico opera com EC ≈ 300MHz, o que produz uma anarmonicidade suficiente para manipular
os estados do arranjo [87].
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Deste modo um transmon pode ser mapeado em um sistema de spin 1/2.

3.3.3 Transmon acoplado a um ressonador

Nosso objetivo nesta dissertação é estudar a interação entre um qubit supercondutor e um

modo do campo eletromagnético, então vamos considerar o arranjo ilustrado na figura 3.5, no

qual um transmon é colocado no centro de um ressonador supercondutor de linha de transmis-

são. Sendo assim, o Hamiltoniano desse sistema é obtido somando o Hamiltoniano do transmon

(3.9), o Hamiltoniano do ressonador9 e o Hamiltoniano de interação10. Imediatamente obtemos

Ĥ = 4EC(N̂ + ng)
2 − EJ cos φ̂+ ~ωrâ†â+ 2βeV 0

rmsN̂ (â† + â), (3.20)

no qual ωr = 1/LrCr é a frequência do ressonador, â†(â) cria (aniquila) um fóton na linha

de transmissão, V 0
rms =

√
~ωr/2Cr é a voltagem associada ao campo elétrico de vácuo e o

parâmetro β, essencialmente determinado pela geometria do circuito, é definido como a razão

entre a capacitância Cg e a capacitância total: β = Cg/CΣ. Reescrevendo (3.20) na base dos

estados de energia do transmon |k〉 obtemos [69]

Ĥ = ~
∑
k

Ωk|k〉〈k|+ ~ωrn̂+ ~
∑
j,k

gjk|j〉〈k|(â+ â†). (3.21)

No caso em que a anarmonicidade é suficientemente alta para que o transmon se comporte

como um qubit, o Hamiltoniano (3.21) toma a forma (trocando ωr → ω0)

Ĥ = ~ω0n̂+
~Ω0

2
σ̂z + ~g0(â+ â†)(σ̂+ + σ̂−), (3.22)

de modo que Ω0 é a freqência de transição atômica entre os dois níveis dada por

Ω0 =
EJ
~
, (3.23)

e g0 é a intensidade do acoplamento átomo campo

g0 =
2eβV 0

rms

~
. (3.24)

9Ressonadores de linha de transmissão, assim como cavidades, se comportam como osciladores harmônicos na
ausência de qubits. Portanto seu Hamiltoniano é dado por Ĥ = ~ωrn̂.

10Para mais detalhes sobre o Hamiltoniano de interação átomo-campo recomendamos aleitura da referência [69]
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Figura 3.5: a) Diagrama esquemático de um transmon (azul escuro CJ , EJ), ressonador (ver-
melho Lr, Cr), fonte de fluxo de campo magnético (marron), fonte de voltagem (azul claro).
b) Esquema simplificado do dispositivo transmon-ressonador. O arranjo funciona com capacito-
res agrupados C ′B, Cg1, Cg2 que geram capacitâncias efetivas CB, Cg suficiente para produzir o
regime EJ � EC de operação de um transmon. (Figura reproduzida da referência [69]).

O Hamiltoniano (3.22) que descreve a dinâmica de um transmon em um ressonador de linha de

transmissão é exatamente igual ao Hamiltoniano de Rabi (2.12) introduzido por nós na seção

2.2. Isto significa que é possível implementar a interação de um átomo de dois níveis com luz

no contexto da EDQc, de modo que a frequência de transição do qubit e o acoplamento com

o ressonador são parâmetros altamente controláveis, uma vez que dependem, respectivamente,

da energia da junção Josephson e da voltagem aplicada ao circuito. Esquemas eficientes para

variar em tempo real o parâmetro de acoplamento átomo-campo podem ser encontrados em

[88, 138]. Se por um lado o ruído de carga decresce exponencialmente no limite EJ � EC , por

outro o acoplamento g entre a cavidade e o transmon aumenta consideravelmente em relação

a sistemas atômicos reais. Talvez essa seja a mais cabal característica que nos leva a utilizar

esta espécie qubit neste trabalho. Ademais, neste projeto de mestrado estamos interessados

em estudar o sistema descrito nesta seção considerando que os parâmetros dados em (3.23) e

(3.24) variam harmonicamente com o tempo com uma frequênca η, isto é

X0 → X(t) = X0 + εX sin(ηt), (3.25)
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tal que εX com X = {Ω, g} é a amplitude da modulação dos parâmetros. Este sistema será

estudado com mais detalhes no capítulo 5, onde expomos os resultados originais deste trabalho.

Sistemas não-estacionários de EDQc são atualmente implementados em laboratório ajustando os

parâmetros do sistema in situ [89, 90, 91].



Capítulo 4

Transições Landau-Zener

4.1 Introdução

Vamos considerar a seguinte experiência mental: Imagine um pêndulo perfeito com período

T , oscilando sem fricção nem resistência de maneira suave dentro de uma caixa posicionada em

um suporte que oscila verticalmente com um certo período Te. Se o período de oscilação do

suporte for muito pequeno em relação ao período do pêndulo, T , a caixa será sacudida brus-

camente e o pêndulo irá oscilar de maneira caótica. Por outro lado se o período de oscilação

do suporte Te for grande em relação a T , o pêndulo continuará oscilando de maneira suave

no mesmo plano e com mesma amplitude. Neste exemplo, o valor grande do período do su-

porte caracteriza uma frequência de oscilação pequena em relação a frequência de oscilação

do pêndulo. Assim, o suporte oscila gradualmente sem perturbar considerávelmente o pêndulo

dentro da caixa. Esta mudança gradual nas condições externas do sistema (em relação a algum

parâmetro interno) caracteriza um processo adiabático [92]. Nesta breve experiência mental

podemos notar que há dois parâmetros importantes envolvidos: T (período de oscilação do

pêndulo) e Te (período de oscilação do suporte). Isto posto concluímos que, neste caso, um

processo adiabático clássico1 ocorre quando Te � T .

Contudo em mecânica quântica o conteúdo essencial de um processo deste tipo pode ser

condensado na forma de um teorema: Suponhamos que o Hamiltoniano varia gradualmente

de um valor inicial Ĥi para um valor final Ĥf . O teorema adiabático afirma que se o sistema

parte do n-ésimo autoestado de Ĥi, ele evoluirá (de acordo com a equação de Schrödinger)

para o n-ésimo autoestado de Ĥf [92]. Em síntese, um processo adiabático ocorre quando

1Para uma discussão mais detalhada sobre processos adiabáticos clássicos recomendamos a leitura da referência
[93].

32
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algum parâmetro do sistema, controlado externamente, varia lentamente em relação a um outro

parâmetro interno. Em contraste, quando a variação de um parâmetro for rápida em relação ao

outro, um processo não-adiabático ocorre no sistema. Isto ficará mais claro na próxima seção,

onde mostraremos que é possível induzir transições não-adiabáticas em um sistema de dois

níveis acoplado com o campo eletromagnético apenas ajustando a frequência de transição em

relação ao parâmetro de acoplamento.

Transições não-adiabáticas, também conhecidas como transições Landau-Zener (LZ), desem-

penham um papel fundamental em numerosos fenômenos em física e química, sendo estudadas

teoricamente e experimentalmente em vários contextos distintos, por exemplo: biofísica [94],

ressonância magnética nuclear [95], colisões moleculares [96], sistemas opticos [97, 98], quan-

tum dot arrays [99], condensados de Bose-Einstein [100], controle de reações químicas [101]

e processamento de informação quântica [102, 103, 104, 105, 106, 107, 108, 109, 110]. A

probabilidade de transições não-adiabáticas em um átomo de dois níveis isolado foi determi-

nada, em trabalhos clássicos e independentes, por Landau2 [111], Zener [112], Stueckelberg

[113] e Majorana [114]. Estes últimos não ganharam o devido reconhecimento pelo feito, de

modo que a probabilidade de uma transição adiabática num sistema de dois níveis acoplado a

um modo do campo eletromagnético ficou conhecida como fórmula de Landau-Zener. Todavia,

deduções alternativas da fórmula de LZ surgiram anos mais tarde. Em 2005, por exemplo, Wit-

ting [115] propôs uma nova dedução baseada em integrações de contorno no plano complexo.

Contudo uma inspeção delicada nesta dedução revela que ela é baseada numa suposição não

garantida sobre o comportamento assintótico das autofunções envolvidas no problema, além

disso na dedução de Witting há uma singularidade em t = 0, fato que acaba tornando o cálculo

um tanto complicado. Felizmente esta complicação adicional no método de Witting foi sobre-

pujada em 2013 por Chichinin [116], o qual propôs uma dedução alternativa que não envolve

singularidades em nenhum instante t. Um ano mais tarde, em 2014, Anh Ho e Chibotaru [117]

propuseram um método também baseado em integrações de contorno, contudo sem o problema

do comportamento assintótico das autofunções e sem qualquer singularidade no tempo. Vale

ressaltar que o problema padrão de LZ tratado por todos os autores supracitados considela um

modelo no qual o átomo está isolado e portanto não interage com o ambinte. Há, no entanto,

numerosos estudos que analisam o problema de LZ considerando o átomo acoplado ao ambi-

ente [118, 119]. Na próxima seção vamos apresentar uma dedução simples e elegante, baseada

2Landau obteve o mesmo resultado de Zener com um erro de um fator 2π.
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na referência [117], para a probabilidade de transições não-adiabáticas em um sistema de dois

níveis, em seguida citar alguns trabalhos recentes que amalgamam transições LZ com EDQc.

4.2 Fórmula de Landau Zener

Vamos considerar o sistema semiclássico composto por um átomo de dois níveis com mo-

mento de dipolo ~P, acoplado a um modo do campo eletromagnético. Vamos considerar ainda

que o campo elétrico (polarizado na direção z) não varia considerávelmente ao longo da ex-

tensão do átomo, isto ocorre se o comprimento de onda da radiação for muito maior do que

as dimensões atômicas. Sendo assim, podemos desprezar a variação espacial do campo elétrico

representando-o como

~E (t) = E0 cos (ωt+ φ) k̂. (4.1)

O Hamiltoniano de interação é dado por

Ĥint = −e~̂r · ~̂E (t) , (4.2)

na qual o operador dipolo elétrico e~̂r = ~Pσ̂+ + ~P∗σ̂− é escrito em termos dos elementos não

diagonais do operador posição ~P = e〈e|~̂r|g〉 e ~P∗ = e〈g|~̂r|e〉 e das matrizes de pauli σ̂+ e σ̂−

(conforme introduzimos no capítulo 2). Isto posto, após algumas manipulações algébricas o

Hamiltoniano de interação (4.2) toma a seguinte forma:

Hint =
∆

2
cos (ωt+ φ) σ̂x (4.3)

na qual σ̂x = σ̂+ + σ̂− e ∆ = 2E0|Pz| é a constante de acoplamento átomo-campo. O problema

padrão de LZ consiste em considerar o caso particular em que o campo não oscila com o tempo,

deste modo o Hamiltoniano (4.3) tornar-se-á

Hint =
∆

2
σ̂x. (4.4)

Somando (4.4) com o Hamiltoniano dos estados internos do átomo obtemos

ĤLZ =
(E2 − E1)

2
σz +

∆

2
σ̂x.
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Afim de resolver o problema analiticamente vamos supor que a energia de separação entre os

níveis do átomo é uma função linear do tempo, isto é, E2 − E1 = vt

ĤLZ (t) =
vt

2
σz +

∆

2
σ̂x. (4.5)

Este Hamiltoniano portanto descreve o problema padrão de LZ, sendo assim, a partir dele po-

demos calcular explicitamente a probabilidade de o átomo sofrer uma transição não-adiabática

devido ao acoplamento com o campo. Conforme sabemos, a dinâmica do sistema é dada pela

equação de Schrödinger

i~
d

dt
|Ψ (t)〉 = ĤLZ |Ψ (t)〉. (4.6)

Podemos expandir a função de onda na base dos estados do átomo

|Ψ (t)〉 = cg (t) |g〉+ ce (t) |e〉. (4.7)

Deste modo substituindo (4.7) em (4.6) obtemos, após algumas manipulações algébricas, o

seguinte conjunto de equações diferenciais acopladas:

ċg (t) = − ivt
2~
cg (t)− i∆

2~
ce (t) , (4.8)

ċe (t) = − i∆
2~
cg (t) +

ivt

2~
ce (t) . (4.9)

Podemos trivialmente desacoplar estas equações obtendo a seguinte equação para cg (t):

c̈g (t) +

(
− iv

2~
+

∆2

4~2

)
cg (t) +

v2t2

4~2
cg (t) = 0. (4.10)

A solução extata da equação (4.10) para todo t é um tanto laboriosa. Por sorte, não esta-

mos interessados nesta solução, queremos apenas estudar a probabilidade de uma transição

não-adiabática quando t → ∞. Fisicamente, neste limite o módulo de cg converge para uma

constante. Desta maneira podemos escrever

cg (t) = |cg|e−iφ(t). (4.11)
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Substituindo (4.11) e suas derivadas em (4.10) imediatamente encontramos a dinâmica de φ

−iφ̈ (t)− φ̇2 (t) +

(
− iv

2~
+

∆2

4~2
+
v2t2

4~2

)
= 0. (4.12)

Isolando as partes real e imaginária obtemos

φ̇ (t) = ± 1

2~
vt

√
1 +

∆2

v2t2
, (4.13)

φ̈ (t) = − v

2~
.

No limite t → ∞ o termo − iv
2~ + ∆2

4~2 da equação (4.10) comportar-se-á como uma perturbação

que pode ser desprezada quando comparada com v2t2

4~2 . Sendo assim, quando t→∞ as equações

(4.10) e (4.12) tomam, respectivamente, a seguinte forma:

c̈g (t) +
v2

4~2
t2cg (t) = 0, (4.14)

−iφ̈ (t)− φ̇2 (t) +
v2t2

4~2
= 0. (4.15)

Como estamos interessados na solução assintótica, então ∆2

v2t2
� 1. Podemos, portanto, expandir

(4.13) de acordo com
√

1 + x ≈ 1 + 1
2x + ... se |x| � 1 e considerar até a primeira ordem em

∆2

v2t2
, obtendo

φ̇ (t) ≈ 1

2~
vt+

1

4~
∆2

vt
.

Manipulando as equações (4.8) e (4.9) concluímos que no limite assintótico (t → ∞) a razão

ċg (t) /cg (t) é dada por
ċg (t)

cg (t)
= −i

(
1

2~
vt+

1

4~
∆2

vt

)
. (4.16)

Integrando o termo do lado esquerdo em todo o espaço imediatamente obtemos

∫ ∞
−∞

ċg (t)

cg (t)
dt = ln

cg (∞)

cg (−∞)
. (4.17)

Vamos estender (4.16) analiticamente afim de encontrar uma função equivalente no plano com-

plexo, como segue (
ċg
cg

)
|z|→∞

= −i
(

1

2~
vz +

1

4~
∆2

vz

)
. (4.18)
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Figura 4.1: a) Contorno através do qual a integração é feita.

Assim sendo, podemos definir a seguinte integral de contorno no plano complexo:

∮
c
f (z) dz = lim

R→∞

∫ R

−R

ċg (t)

cg (t)
dt+

∫
c1ouc2

f(z)dz (4.19)

tal que f(z) = 1
2~vz + 1

4~
∆2

vz é uma função complexa oriunda da extensão analítica realizada

anteriormente. Definimos o caminho que vai de −R até R no eixo real e fechamos o contorno

pela semi-circunferência C1 ou C2 no plano complexo, conforme ilustrado na figura 4.1. Na

representação polar podemos escrever z = Reiθ → dz = iReiθdθ, deste modo chegamos a:

∮
c
f (z) dz = lim

R→∞

∫ R

−R

ċg (t)

cg (t)
dt+ i

∫
c1ouc2

(
1

2~
vR2e2iθ +

1

4~
∆2

v

)
dθ. (4.20)

Uma vez que f(z) é uma função analítica quando |z| → ∞ (pois ∂f/∂z̄ = 0) a integral do lado

esquerdo da equação (4.20) é identicamente nula

∮
c

(
1

2~
vz +

1

4~
∆2

vz

)
dz = 0. (4.21)

Portanto, imediatamente encontramos a seguinte identidade:

lim
R→∞

∫ R

−R

ċg (t)

cg (t)
dt = −i lim

R→∞

(
1

2~
vR2

∫ ±π
0

e2iθdθ +

∫ ±π
0

1

4~
∆2

v
dθ

)
. (4.22)

Por sorte, o termo que depende explicitamente deR é identicamente nulo, isto é,
∫ ±π

0 e2iθdθ =

0. Graças a este resultado podemos obter a solução da integral que queríamos desde o começo.

Por último, fazendo o limite R→∞

∫ ∞
−∞

ċg (t)

cg (t)
dt = ±iπ∆2

4~v
. (4.23)
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Portanto, comparando (4.17) e (4.23) podemos escrever

ln
cg (∞)

cg (−∞)
= ±π∆2

4~v
.

De modo que o sinal de menos corresponde ao contorno C1 e o sinal de mais corresponde ao

contorno C2. Este resultado nos permite determinar a probabilidade de encontrar o átomo no

estado |g〉 quando t→∞

|cg (∞) |2 = |cg (−∞) |2e±
π∆2

2~v . (4.24)

Supondo que o átomo é inicialmente preparado no mesmo estado |g〉 tal que |cg (−∞) |2 = 1,

concluímos que

|cg (∞) |2 = e±
π∆2

2~v .

A única solução fisicamente possível corresponde ao contorno de integração C1, portanto a

probabilidade de uma transição não-adiabática (ou transição LZ) é dada por

PLZ = e−
π∆2

2~v . (4.25)

Uma vez que o sistema possui apenas dois níveis de energia, a probabilidade de encontrá-lo em

qualquer um desses níveis no final do processo é de 100%, logo Pe + Pg = 1 de modo que a

probabilidade de uma transição adiabática tornar-se-á

Pe = 1− e−
π∆2

2~v .

No limite v � ∆2, PLZ → 1, isto é, quando a taxa com que a frequência de transição

atômica varia for maior que o quadrado do acoplamento átomo-campo, o sistema terá 100%

de chance de sofrer uma transição não-adiabática. Ademais, a reciproca é verdadeira, isto é,

quando v � ∆2, PLZ → 0, em outras palavras: quando a taxa de variação da frequência

de transição atômica for menor que o quadrado do acoplamento átomo-campo o sistema terá

100% de chance de sofrer uma transição adiabática. Podemos fazer uma breve comparação com

o exemplo do pêndulo clássico descrito no início deste capítulo, no qual concluímos que um

processo adiabático ocorre quando T � Te; já no caso do problema padão de LZ, um processo
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Figura 4.2: Quando v
∆2 = 0, 2 o sistema transita adiabáticamente para o estado |e〉 com proba-

bilidade Pe ≈ 0, 9996. Por outro lado, se aumentarmos essa razão em dez vezes, isto é, quando
v

∆2 = 2 a probabilidade de uma transição adiabática cai pela metade (Pe ≈ 0, 544). Se aumen-
tarmos ainda mais essa razão Pe → 0 e o sistema experimenta uma transição não-adiabática.
(Figura reproduzida da referência [120])

adiabático ocorre quando v � ∆2. A figura 4.2 ilustra a solução numérica para a probabilidade

Pe de uma transição adiabática para dois valores distintos de v/∆2. Em suma, transições LZ

são fenômenos que podem ser observados em um sistema de dois níveis com algum tipo de

acoplamento não diagonal entre estados (como o intermidiado por campo eletromagético neste

exemplo) desde que o Hamiltoniano do sistema dependa do tempo de um modo tal que as

energias do sistema na base adiabática variam linearmente e cruzam-se num certo instante.

Todavia, transições LZ também podem ocorrer em sistemas de muitos níveis [103, 121, 122],

em sistemas acoplados ao ambiente que incluem dissipação e decoerência [123, 124], bem

como quando os elementos diagonais do Hamiltoniano tem dependencia não linear no tempo

[125, 126].

Nesta seção apresentamos uma solução analítica assintótica para o Hamiltoniano padrão de

LZ , contudo, caso o leitor esteja interessado em uma solução analítica exata para tempos finitos

recomendamos a leitura da referência [127]. Ademais, soluções obtidas via teoria de pertur-

bação dependente do tempo e teoria de perturbação adiabática são discutidas com detalhes na

referência [128].

Uma vez que a frequência de transição atômica do átomo pode ser controlada ajustando a

energia de Josephson em EDQc, transições LZ tem sido extensivamente observadas em qubits

supercondutores [104, 105, 108, 109, 110, 129, 130, 131, 132, 133]. Na seção 5.8 do próximo
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capítulo vamos estudar a geração de fótons a partir do estado inicial de vácuo em uma arqui-

tetura de EDQc via transições efetivas de LZ entre estados vestidos do sistema átomo-campo.

Como explicado posteriormente, a nossa proposta difere drásticamente de outras propostas que

fazem uso de LZ: em vez de considerar a variação linear dos níveis de energia do átomo em

função do tempo, vamos analisar os efeitos da variação linear da frequência de modulação dos

níveis de energia do átomo.



Capítulo 5

Fenômenos Paramétricos em

Eletrodinâmica Quântica de Circuitos

5.1 Introdução

No capítulo 3 vimos que a EDQc fornece um meio de estabelecer em laboratório, de maneira

controlada, uma das interações mais fundamentais da natureza: a interação entre um único

átomo e luz. Tal grau de controle sobre os parâmetros do sistema possibilita a manifestação de

fenômenos outrora impossíveis à luz da EDQC, uma vez que, em dissemelhança com átomos

reais, qubits supercondutores acoplam-se fortemente com o campo. Dessarte, é possível com a

tecnologia atual, manipular in situ as propriedades do átomo artificial bem como o acoplamento

com o campo eletromagnético. Neste capítulo apresentaremos os resultados originais desen-

volvidos ao longo deste projeto de mestrado, tal que nosso ponto de partida está alicerçado no

sistema de EDQc não-estacionário descrito na subseção 3.3.3 pelo Hamiltoniano (3.22), no qual

um transmon é acoplado a um ressonador de linha de transmissão de modo que a frequência

de transição do transmon ou o acoplamento com o campo são submetidos a uma pequena mo-

dulação temporal periódica desctita por (3.25). A partir disso, vamos mostrar que, quando a

frequência da modulação é ajustada de maneira apropriada, é possivel criar excitações de átomo

e/ou campo a partir do estado inicial de vácuo, ou de qualquer outro estado inicial do sistema

devido ao termo contragirante do Hamiltoniano de Rabi. Em particular estes fenômenos de

criação de excitações do sistema a partir de um dado estado inicial caracterizam os já menciona-

dos ECD [134, 135] e efeito AJC. Estudos recentes mostram que o ECD pode ser implementado

experimentalmente com a tecnologia atual em um sistema não-estácionário de EDQc dissipativo

41
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[136]. Ademais, analisaremos um novo e curioso fenômeno previsto teóricamente em 2015 por

I. M. de Souza e A. Dodonov [12] denominado por estes autores como anti efeito Casimir dinâ-

mico, caracterizado pela criação de uma excitação atômica acompanhada da destruição de três

excitações do campo. Mostraremos ainda que ajustando frequência de modulação, no regime

em que a frequência do campo é igual a frequência de transição atômica, estados emaranhados

átomo-campo com até dois fótons podem ser criados a partir do vácuo. Por fim, vamos mostrar

que geração de fótons a partir do vácuo é possível via transições LZ quando a frequência de

modulação varia linearmente com o tempo.

5.2 Modelo Teórico

Vamos considerar o sistema composto por N qubits idênticos acoplados com um único modo

do campo eletromagnético confinado em uma cavidade óptica. Denotando a frequência da

cavidade, a frequência de transição atômica e o acoplamento átomo-campo por ω0, Ω e g, res-

pectivamente, a dinâmica de interação é dada pelo Hamiltoniano de Rabi

Ĥ/~ = ωn̂+

N∑
l=1

[
Ω

2
σ̂(l)
z + g(â+ â†)(σ̂

(l)
+ + σ̂

(l)
− )

]
, (5.1)

tal que â† e â são os operadores de criação e aniquilação e n̂ = â†â é o operador número.

Os operadores atômicos são σ̂(l)
− = |g(l)〉〈e(l)|, σ̂(l)

+ = |e(l)〉〈g(l)| e σ̂(l)
z = |e(l)〉〈e(l)| − |g(l)〉〈g(l)|,

tal que |g(l)〉 e |e(l)〉 denotam os estados fundamental e excitado do l-ésimo qubit, respectiva-

mente. Posto que estamos interessados em estudar a dinâmica de um sistema não estacionário,

vamos considerar que o os parâmetros variam temporalmente de acordo com uma função pré-

determinada, isto é, X = X0 + εXfX , de modo que {X = Ω, g} e |εX | � |X0|. O termo εX

representa a amplitude da modulação e X0 corresponde ao respectivo parâmetro sem perturba-

ção. Ademais, a função fX é dada por

fX =
∑
j

w
(j)
X sin

(
η(j)t+ φ

(j)
X

)
(5.2)

na qual w(j)
X ≤ 1 e o somatório

∑
j representa a soma sobre todas as frequências de modulação

η(j) possíveis.
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5.3 Base de Dicke

Os cálculos analíticos podem ser simplificados introduzindo um estado coletivo de N qubits

denominado estado de Dicke (ED) (normalizado) com k excitações [137]

|k〉 =
√
k! (N − k)!/N !

∑
p

|e(1)〉|e(2)〉 · · · |e(k)〉|g(k+1)〉 · · · |gN 〉,

A soma presente nesta última equação é feita sobre todas as possíveis permutações entre os qu-

bits no estado excitado e fundamental, tal que k = 0, 1, . . . , N . Na base de Dicke o Hamiltoniano

(5.1) é descrito por

Ĥ/~ = ωn̂+

N∑
k=1

Ekσ̂k,k +

N−1∑
k=0

Gk(â+ â†)(σ̂k+1,k + σ̂k,k+1), (5.3)

na qual σ̂k,k = |k〉〈j| é o operador que descreve o conjunto de estados atômicos, Ek = kΩ ≡

E0,k+εE,kfΩ eGk = g
√

(k + 1) (N − k) ≡ G0,k+εG,kfg. É importante notar que o Hamiltoniano

(5.3) também descreve a interação entre o campo e um átomo de (N+1) níveis na configuração

“escada”, portanto, a nossa abordagem contempla simultaneamente estes dois casos fisicamente

distintos. Podemos dividir o Hamiltoniano (5.3) em três partes

Ĥ = Ĥ0 + Ĥ1 + Ĥ2, (5.4)

de modo que

Ĥ0/~ = ω0n̂+
N∑
k=1

E0,kσ̂k,k +
N−1∑
k=0

G0,k(âσ̂k+1,k + â†σ̂k,k+1) (5.5)

Ĥ1/~ =

N∑
k=1

εE,kfE,kσ̂k,k +

N−1∑
k=0

εG,kfG,k(âσ̂k+1,k + â†σ̂k,k+1) (5.6)

Ĥ2/~ =
N−1∑
k=0

Gk(âσ̂k,k+1 + â†σ̂k+1,k) (5.7)

tal que Ĥ0 representa uma contribuição estacionária, que corresponde ao Hamiltoniano gene-

ralizado de Jaynes-Cummings na base de Dicke, e Ĥ1 representa uma perturbação que depende

explicitamente do tempo e conserva o número total de excitações.
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5.3.1 Função de Onda

Vamos conduzir nossos cáculos no quadro de Schrödinger e na base dos estados vestidos

|ϕn,S〉, que conforme vimos no capítulo 2, para o caso N = 1, são definidos como autoestados

do Hamiltoniano generalizado de Jaynes-Cummings, isto é

Ĥ0|ϕn,S〉 = ~λn,S |ϕn,S〉,

de modo que o índice S diferencia autovalores λn,S com o mesmo número de excitações n (em

geral S depende de n). Notemos que, como todos os parâmetros do Hamiltoniano Ĥ0 são reais,

seus autoestados são também reais. Uma vez que estes estados sejam determinados, bem como

suas auto energias, poderemos descrever a dinâmica do sistema satisfatoriamente. Assim, vamos

expandir a função de onda nesta base como segue

|ψ(t)〉 =
∞∑
n=0

∑
S(n)

e−itλn,SAn,S(t)|ϕn,S〉, (5.8)

tal que An,S(t) é a amplitude de probabilidade de, num instante t, encontrar o sistema no estado

|ϕn,S〉, e a notação S(n) é um lembrete de que os valores de S podem variar dependendo do

valor de n. Sabemos que a equação de Schrödinger é dada por

i~
d

dt
|ψ(t)〉 = Ĥ|ψ(t)〉. (5.9)

Usando a expansão (5.8) e derivando em relação ao tempo, podemos escrever o lado esquerdo

da equação acima como

d

dt
|ψ(t)〉 =

∞∑
n=0

∑
S(n)

[
−iλn,Se−itλn,SAn,S(t) + Ȧn,S(t)e−itλn,S

]
|ϕn,S〉. (5.10)

O lado direito de (5.9) pode ser reescrito, utilizando (5.4) e (5.8), da seguinte maneira

Ĥ|ψ(t)〉 =
(
Ĥ0 +H1 +H2

) ∞∑
n=0

∑
S(n)

e−itλn,SAn,S(t)|ϕn,S〉, (5.11)
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e usando (5.10) e (5.11) podemos reescrever a equação de Schrödinger como

i~
∞∑
n=0

∑
S
e−itλn,S Ȧn,S(t)|ϕn,S〉 =

∞∑
n=0

∑
S(n)

An,S(t)e−itλn,S Ĥ1|ϕn,S〉

+

∞∑
n=0

∑
S(n)

An,S(t)e−itλn,S Ĥ2|ϕn,S〉. (5.12)

Uma vez que |ϕn,S〉 forma uma base completa

〈ϕm,T |ϕn,S〉 = δm,nδT ,S ,

podemos multiplicar (5.12) por 〈ϕm,T | e após algumas manipulações obtemos

iȦm,T (t) =
∑
S(n)

An,S(t)eit(λm,T −λn,S)〈ϕm,T |(Ĥ1/~)|ϕn,S〉+

+

∞∑
n=0

∑
S(n)

An,S(t)eit(λm,T −λn,S)〈ϕm,T |(Ĥ2/~)|ϕn,S〉. (5.13)

Como Ĥ1 conserva o número de excitações, podemos escrever

〈ϕm,T |Ĥ1/~|ϕn,S〉 = δn,m〈ϕm,T |Ĥ1/~|ϕm,S〉

tal que

〈ϕm,T |Ĥ1/~|ϕm,S〉 =
∑
j

N∑
k=0

∑
L=E,G

ΠL,k,j
m,T ,S sin

(
η(j)t+ φ

(j)
L,k

)

na qual

ΠE,k,j
m,T ,S = εE,kw

(j)
E,k〈ϕm,T |σ̂k,k|ϕm,S〉 (5.14)

ΠG,k,j
m,T ,S = εG,kw

(j)
G,k〈ϕm,T |(âσ̂k+1,k + â†σ̂k,k+1)|ϕm,S〉 (5.15)



5.4 Eliminando Ĥ1 46

(
ΠE,k,j
m,T ,S

)∗
= ΠE,k,j

m,S,T e
(

ΠG,k,j
m,T ,S

)∗
= ΠG,k,j

m,S,T . Portanto, podemos reescrever (5.13) da seguinte

maneira

iȦm,T (t) =
∑
S(m)

eit(λm,T −λm,S)Am,S(t)
∑
j

N∑
k=0

∑
L=E,G

ΠL,k,j
m,T ,S sin

(
η(j)t+ φ

(j)
L,k

)
+

+
∞∑
n=0

∑
S(n)

eit(λm,T −λn,S)An,S(t)〈ϕm,T |Ĥ2/~|ϕn,S〉, (5.16)

5.4 Eliminando Ĥ1

A partir de agora buscaremos uma solução aproximada para a amplitude de probabilidade

Am,T (t) fazendo uma série de aproximações, expandindo as exponenciais que dependem ex-

plicitamente das amplitudes de modulação que denotamos genericamente por ε, até a primeira

ordem, conforme ficará claro mais tarde. Além disso vamos utilizar um poderoso método aproxi-

mativo conhecido como RWA. Inicialmente vamos abrir o primeiro somatório da equação (5.16)

iȦm,T (t) =
∑
j

N∑
k=0

∑
L=E,G

Am,T (t)ΠL,k,j
m,T ,T sin

(
η(j)t+ φ

(j)
L,k

)
+

+
∑

S(m)6=T (m)

∑
j

N∑
k=0

∑
L=E,G

eit(λm,T −λm,S)Am,S(t)ΠL,k,j
m,T ,S sin

(
η(j)t+ φ

(j)
L,k

)
+

+

∞∑
n=0

∑
S(n)

eit(λm,T −λn,S)An,S(t)〈ϕm,T |Ĥ2/~|ϕn,S〉. (5.17)

Não sabemos resolver essa equação exatamente, entretanto, podemos por um instante esque-

cer os dois últimos termos na equação (5.17) obtendo, deste modo, uma equação diferencial

extremamente simples, a saber

iȦm,T (t) =
∑
j

N∑
k=0

∑
L=E,G

Am,T (t)ΠL,k,j
m,T ,T sin

(
η(j)t+ φ

(j)
L,k

)
(5.18)

cuja solução exata, obtida via integração direta, assume a seguinte forma:

Am,T = B
(1)
m,T exp

−∑
j

iαj

η(j)
cosφ

(j)
L,k

 exp

∑
j

iαj

η(j)
cos
(
η(j)t+ φ

(j)
L,k

) , (5.19)

na qual B(1)
m,T é uma constante e αj =

∑N
k=0

∑
L=E,G ΠL,k,j

m,T ,T . A equação (5.19) é solução de

(5.18), contudo buscamos uma solução para a equação (5.17). Para isso, vamos propor que
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(5.19) é solução com a condição de que B(1)
m,T seja uma função do tempo. Sendo assim podemos

derivar (5.19) em relação ao tempo e comparar com (5.17) afim de escrever uma equação

diferencial para B(1)
m,T (t), como segue

iḂ
(1)
m,T =

∑
S(m)6=T (m)

∑
j

N∑
k=0

∑
L=E,G

eit(λm,T −λm,S)B
(1)
m,S ×

× exp

i∑
j

N∑
k=0

∑
L=E,G

ΠL,k,j
m,S,S −ΠL,k,j

m,T ,T

η(j)

[
cos
(
η(j)t+ φ

(j)
L,k

)
− cosφ

(j)
L,k

]×
×ΠL,k,j

m,T ,S sin
(
η(j)t+ φ

(j)
L,k

)
+

∞∑
n=0

∑
S(n)

eit(λm,T −λn,S)B
(1)
n,S〈ϕm,T |Ĥ2/~|ϕn,S〉 ×

× exp

i∑
j

N∑
k=0

∑
L=E,G

ΠL,k,j
n,S,S −ΠL,k,j

m,T ,T

η(j)

[
cos
(
η(j)t+ φ

(j)
L,k

)
− cosφ

(j)
L,k

] .(5.20)

Afim de encontrar uma solução aproximada para B(1)
m,S vamos exigir que1

∑
j

2∑
k=0

∑
L=E,G

∣∣∣ΠL,k,j
m,S,S −ΠL,k,j

m,T ,T

∣∣∣
η(j)

� 1. (5.21)

Sendo assim, podemos expandir a exponencial dependente do tempo até a primeira ordem, isto

é

exp

i∑
j

N∑
k=0

∑
L=E,G

ΠL,k,j
m,S,S −ΠL,k,j

m,T ,T

η(j)
β

(j)
k

 = 1 +
∑
j

N∑
k=0

∑
L=E,G

i
(

ΠL,k,j
m,S,S −ΠL,k,j

m,T ,T

)
η(j)

β
(j)
k ,

na qual β(j)
k = cos

(
η(j)t+ φ

(j)
L,k

)
− cosφ

(j)
L,k. Substituindo esta expanção apenas no primeiro

termo da equação (5.20) e desprezando todos os termos de ordem 3 e ordem superior obtemos,

após algumas manipulações algébricas, a seguinte equação

iḂ
(1)
m,T =

∑
S(m)6=T (m)

∑
j

N∑
k=0

∑
L=E,G

eit(λm,T −λm,S)B
(1)
m,SΠL,k,j

m,T ,S sin
(
η(j)t+ φ

(j)
L,k

)
+

+
∞∑
n=0

∑
S(n)

eit(λm,T −λn,S)B
(1)
n,S exp

i∑
j

N∑
k=0

∑
L=E,G

ΠL,k,j
n,S,S −ΠL,k,j

m,T ,T

η(j)
×

×
[
cos
(
η(j)t+ φ

(j)
L,k

)
− cosφ

(j)
L,k

]}
〈ϕm,T |Ĥ2/~|ϕn,S〉. (5.22)

1Lembrar que os coeficientes ΠL,k,j
n,S,S dependem explicitamente das amplitudes de modulação.
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Podemos dividir o somatório em duas partes
∑

j =
∑′

j +
∑′′

j , tal que
∑′

j varre frequências de

modulação altas η(j′) ∼ λm+2,S − λm,T , e
∑′′

j varre frequências de modulação baixas η(j′′) ∼

λm,S − λm,T . Portanto após algumas manipulações obtemos

iḂ
(1)
m,T =

∑
S(m)6=T (m)

∑′′

j

N∑
k=0

∑
L=E,G

eit(λm,T −λm,S)B
(1)
m,SΠL,k,j

m,T ,S sin
(
η(j)t+ φ

(j)
L,k

)
+

+
1

2i

∑
S(m)6=T (m)

∑′

j

N∑
k=0

∑
L=E,G

B
(1)
m,SΠL,k,j

m,T ,S

[
eiφ

(j)
L,kei(λm,T −λm,S+η(j))t+

−e−φ
(j)
L,kei(λm,T −λm,S−η

(j))t
]

+
∞∑
n=0

∑
S(n)

eit(λm,T −λn,S)B
(1)
n,S〈ϕm,T |Ĥ2/~|ϕn,S〉 ×

× exp

i∑
j

2∑
k=0

∑
L=E,G

ΠL,k,j
n,S,S −ΠL,k,j

m,T ,T

η(j)

[
cos
(
η(j)t+ φ

(j)
L,k

)
− cosφ

(j)
L,k

] . (5.23)

Agora propomos o seguinte Ansatz

B
(1)
m,T (t) = B

(2)
m,T (t)− 1

2i

∑
S(m) 6=T (m)

∑′

j

N∑
k=0

∑
L=E,G

B
(2)
m,SΠL,k,j

m,T ,S ×

×

[
eiφ

(j)
L,k
ei(λm,T −λm,S+η(j))t − 1

λm,T − λm,S + η(j)
− e−φ

(j)
L,k
ei(λm,T −λm,S−η

(j))t − 1

λm,T − λm,S − η(j)

]
. (5.24)

A aproximação feita até agora contempla apenas a exponencial dependente do tempo do pri-

meiro termo da equação (5.20). Mais tarde vamos repetir este procedimento para as demais

exponenciais. Derivando (5.24) em relação ao tempo, obtemos

iḂ
(1)
m,T = iḂ

(2)
m,T −

1

2

∑
S(m)6=T (m)

∑′

j

N∑
k=0

∑
L=E,G

Ḃ
(2)
m,SΠL,k,j

m,T ,S ×

{
eiφ

(j)
L,k
ei(λm,T −λm,S+η(j))t − 1

λm,T − λm,S + η(j)
+

−e−φ
(j)
L,k
ei(λm,T −λm,S−η

(j))t − 1

λm,T − λm,S − η(j)

}
+

1

2i

∑
S(m)6=T (m)

∑′

j

N∑
k=0

∑
L=E,G

B
(2)
m,SΠL,k,j

m,T ,S ×

×
[
eiφ

(j)
L,kei(λm,T −λm,S+η(j))t − e−φ

(j)
L,kei(λm,T −λm,S−η

(j))t
]
. (5.25)

Comparando (5.24) com (5.25) e desprezando todos os termos de segunda ordem obtemos uma
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equação diferencial para B(2)
m,T

iḂ
(2)
m,T =

1

2

∑
S(m) 6=T (m)

∑′

j

N∑
k=0

∑
L=E,G

Ḃ
(2)
m,SΠL,k,j

m,T ,S ×

{
eiφ

(j)
L,k
ei(λm,T −λm,S+η(j))t − 1

λm,T − λm,S + η(j)
+

−e−φ
(j)
L,k
ei(λm,T −λm,S−η

(j))t − 1

λm,T − λm,S − η(j)

}
+

∑
S(m)6=T (m)

∑′′

j

N∑
k=0

∑
L=E,G

eit(λm,T −λm,S) ×

×B(2)
m,S(t)ΠL,k,j

m,T ,S sin
(
η(j)t+ φ

(j)
L,k

)
+

∞∑
n=0

∑
S(n)

eit(λm,T −λn,S)B
(1)
n,S〈ϕm,T |Ĥ2/~|ϕn,S〉 ×

× exp

i∑
j

N∑
k=0

∑
L=E,G

ΠL,k,j
n,S,S −ΠL,k,j

m,T ,T

η(j)

[
cos
(
η(j)t+ φ

(j)
L,k

)
− cosφ

(j)
L,k

] . (5.26)

Até agora manipulamos apenas os termos relativos a Ĥ1. A partir da equação (5.7) concluí-

mos que

〈ϕm,T |Ĥ2/~|ϕn,S〉 =
N−1∑
k=0

Gk

(
〈ϕm,T |âσ̂k,k+1|ϕn,S〉+ 〈ϕm,T |â†σ̂k+1,k|ϕn,S〉

)
(5.27)

onde os operadores âσ̂k,k+1 (â†σ̂k+1,k) destroem (criam) duas excitações do sistema. Isto posto,

definimos

〈ϕm,T |Ĥ2/~|ϕn,S〉 =

N−1∑
k=0

Gk
(
Λk,m+2,T ,S + Λ∗k,m,S,T

)
, (5.28)

tal que

Λk,m+2,T ,S = 〈ϕm,T |âσ̂k,k+1|ϕm+2,S〉, (5.29)

Λ∗k,m,S,T = 〈ϕm,T |â†σ̂k+1,k|ϕm−2,S〉. (5.30)

Nosso principal objetivo agora é reescrever (5.26) em primeira ordem em ε, deste modo expan-

dimos a exponencial dependente do tempo e desprezamos todos os termos de segunda ordem

(e ordem superior) em ε. Ademais, conforme podemos observar, o primeiro termo de (5.26) é

de primeira ordem e depende explicitamente de Ḃ(2)
m,S . Podemos eliminar este termo reescre-

vendo (5.26) em ordem zero e trocando T → S e S → R. Fazendo isso, obtemos após algumas
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manipulações algébricas a seguinte equação diferencial

iḂ
(2)
m,T (t) =

∑
S(m)6=T (m)

∑′′

j

N∑
k=0

∑
L=E,G

eit(λm,T −λm,S)B
(2)
m,S(t)ΠL,k,j

m,T ,S sin
(
η(j)t+ φ

(j)
L,k

)
+

1

2i

∑
S(m)6=T (m)

∑′

j

2∑
k=0

∑
L=E,G


N−1∑
k3=0

Gk3

∑
R(m+2)

eit(λm,S−λm+2,R)B
(2)
m+2,R(t)Λk3,m+2,S,R

+

1∑
k3=0

Gk3

∑
R(m−2)

eit(λm,S−λm−2,R)B
(2)
m−2,R(t)Λ∗k3,m,R,S

×
×ΠL,k,j

m,T ,S

[
eiφ

(j)
L,k
ei(λm,T −λm,S+η(j))t − 1

λm,T − λm,S + η(j)
− e−φ

(j)
L,k
ei(λm,T −λm,S−η

(j))t − 1

λm,T − λm,S − η(j)

]
+

+
N−1∑
k=0

Gk
∑
S(m+2)

eit(λm,T −λm+2,S)Hm+2,SΛk,m+2,T ,S +

+

N−1∑
k=0

Gk
∑
S(m−2)

eit(λm,T −λm−2,S)Hm−2,SΛ∗k,m,S,T +

+
N−1∑
k=0

Gk
∑
S(m+2)

eit(λm,T −λm+2,S)B
(2)
m+2,S(t)Λk,m+2,T ,S +

+
N−1∑
k=0

Gk
∑
S(m−2)

eit(λm,T −λm−2,S)B
(2)
m−2,S(t)Λ∗k,m,S,T , (5.31)

na qual

Hm+2,S = B
(2)
m+2,S(t)

∑
j

N∑
k1=0

∑
L=E,G

i
(

ΠL,k1,j
m+2,S,S −ΠL,k1,j

m,T ,T

)
η(j)

[
cos
(
η(j)t+ φ

(j)
L,k1

)
− cosφ

(j)
L,k1

]
+

− 1

2i

∑
R(m+2)6=S(m+2)

∑′

j

N∑
k2=0

∑
L=E,G

B
(2)
m+2,RΠL,k2,j

m+2,S,R ×

×

[
eiφ

(j)
L,k2

ei(λm+2,S−λm+2,R+η(j))t − 1

λm+2,S − λm+2,R + η(j)
− e−φ

(j)
L,k2

ei(λm+2,S−λm+2,R−η(j))t − 1

λm+2,S − λm+2,R − η(j)

]
(5.32)

Hm−2,S = B
(2)
m−2,S(t)

∑
j

N∑
k1=0

∑
L=E,G

i
(

ΠL,k1,j
m−2,S,S −ΠL,k1,j

m,T ,T

)
η(j)

[
cos
(
η(j)t+ φ

(j)
L,k1

)
− cosφ

(j)
L,k1

]
+

− 1

2i

∑
R(m−2) 6=S(m−2)

∑′

j

N−1∑
k2=0

∑
L=E,G

B
(2)
m−2,RΠL,k2,j

m−2,S,R ×

×

[
eiφ

(j)
L,k2

ei(λm−2,S−λm−2,R+η(j))t − 1

λm−2,S − λm−2,R + η(j)
− e−φ

(j)
L,k2

ei(λm−2,S−λm−2,R−η(j))t − 1

λm−2,S − λm−2,R − η(j)

]
(5.33)
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Sabemos que Ek ≡ E0,k+εE,kfE,k e Gk ≡ G0,k+εG,kfG,k, então escrevemos de forma compacta

iḂ
(2)
m,T (t) =

∑
S(m)6=T (m)

∑′′

j

N∑
k=0

∑
L=E,G

eit(λm,T −λm,S)B
(2)
m,S(t)ΠL,k,j

m,T ,S sin
(
η(j)t+ φ

(j)
L,k

)
+

N−1∑
k=0

G0,k

∑
S(m+2)

eit(λm,T −λm+2,S)B
(2)
m+2,S(t)Λk,m+2,T ,S +

+

N−1∑
k=0

G0,k

∑
S(m−2)

eit(λm,T −λm−2,S)B
(2)
m−2,S(t)Λ∗k,m,S,T +

5∑
i=1

linhai. (5.34)

Devido ao extenso tamanho da equação (5.34) compactamos vários termos utilizando a notação∑5
i=1 linhai de modo que a linha1 será analisada por nós abaixo, enquanto as demais linhas

serão tratadas no apêndice C. A parcela da equação (5.34) que representa a linha1 é dada por

linha1 =
1

2i

∑
R(m)6=T (m)

∑′

j

N∑
k=0

∑
L=E,G

N−1∑
k1=0

G0,k1

 ∑
S(m+2)

eit(λm,R−λm+2,S)B
(2)
m+2,S(t)Λk1,m+2,R,S+

+
∑
S(m−2)

eit(λm,R−λm−2,S)B
(2)
m−2,S(t)Λ∗k1,m,S,R

×
×ΠL,k,j

m,T ,R

[
eiφ

(j)
L,k
ei(λm,T −λm,R+η(j))t − 1

λm,T − λm,R + η(j)
− e−φ

(j)
L,k
ei(λm,T −λm,R−η

(j))t − 1

λm,T − λm,R − η(j)

]
, (5.35)

e após algumas manipulações algébricas chegamos a

linha1 =
1

2i

∑
R(m)6=T (m)

∑′

j

N∑
k=0

∑
L=E,G

N−1∑
k1=0

G0,k1

 ∑
S(m+2)

B
(2)
m+2,S(t)Λk1,m+2,R,S× (5.36)

×ΠL,k,j
m,T ,Re

iφ
(j)
L,k
e−it(λm+2,S−λm,T −η(j)) − eit(λm,R−λm+2,S)

λm,T − λm,R + η(j)
+

−
∑
S(m+2)

B
(2)
m+2,S(t)Λk1,m+2,R,SΠL,k,j

m,T ,Re
−φ(j)

L,k
e−it(λm+2,S−λm,T +η(j)) − eit(λm,R−λm+2,S)

λm,T − λm,R − η(j)
+

+
∑
S(m−2)

B
(2)
m−2,S(t)Λ∗k1,m,S,RΠL,k,j

m,T ,Re
iφ

(j)
L,k
eit(λm,T −λm−2,S+η(j)) − eit(λm,R−λm−2,S)

λm,T − λm,R + η(j)
+

+
∑
S(m−2)

B
(2)
m−2,S(t)Λ∗k1,m,S,RΠL,k,j

m,T ,Re
−φ(j)

L,k
eit(λm,R−λm−2,S) − eit(λm,T −λm−2,S−η(j))

λm,T − λm,R − η(j)

 .

Conforme sabemos, o valor da frequência de modulação externa η é ajustável em livremente

pelo agente externo, se por exemplo, η(j) = λm+2,S − λm,T concluímos que o primeiro termo da



5.4 Eliminando Ĥ1 52

equação (5.36) não apresentará comportamento oscilatório uma vez que o argumento da expo-

nencial se anula. De modo análogo, quando η(j) = λm,T − λm−2,S o último termo da equação

(5.36) também não oscila. Isto posto, dizemos que o primeiro e o último termo da equação

acima são termos ressonantes. Por outro lado, todos os demais termos de (5.36) sempre osci-

lam, uma vez que seus argumentos jamais se anulam com o ajuste da frequência de modulação,

isto é, λm+2,S − λm,T + η 6= 0 e da mesma maneira λm,T − λm−2,S + η(j) 6= 0. Dizemos que es-

tes termos estão fora de ressonância e oscilam rapidamente em relação aos termos ressonantes.

Em outras palavras, enquanto os termos ressonantes não oscilam quando ajustamos η apropri-

adamente, os termos fora de ressonância oscilam com frequência de ordem da frequência de

modulação. Assim estes termos são indesejáveis, pois sob as condições impostas anteriormente

apresentar-se-ão como ruído e o comportamento geral das soluções é dado satisfatoriamente

pelos termos ressonantes. Sendo assim, podemos desprezar todos os termos que oscilam rapida-

mente lançando mão do método RWA, citado por nós no capítulo 2 deste trabalho e detalhado

apropriadamente no apêndice A. Essencialmente, este método consiste em eliminar os termos

que oscilam rapidamente quando o objeto que multílica cada exponencial é muito menor que

seu respectivo argumento. Sendo assim, podemos eliminar todos os termos que oscilam rapida-

mente em (5.36), desde que as seguintes condições sejam satisfeitas:

G0,k1Λk1,m+2,R,SΠL,k,j
m,T ,R(

λm,T − λm,R − η(j)
)

(λm+2,S − λm,R)
,

G0,k1Λk1,m+2,R,SΠL,k,j
m,T ,R(

λm,T − λm,R − η(j)
) (
λm+2,S − λm,T + η(j)

) � 1,

G0,k1Λ∗k1,m,S,RΠL,k,j
m,T ,R(

λm,T − λm,R + η(j)
)

(λm,R − λm−2,S)
,

G0,k1Λ∗k1,m,S,RΠL,k,j
m,T ,R(

λm,T − λm,R + η(j)
) (
λm,T − λm−2,S + η(j)

) � 1.

Portanto, a cada aproximação feita por meio do RWA desprezamos termos que não alteram

substancialmente a dinâmica do sistema, contudo, o preço que pagamos por isso é que os ar-

gumentos das exponenciais imaginárias são ligeiramente deslocados, de modo que (de acordo

com o apêndice A) estes deslocamentos são da ordem de

(
G0,k1Λk1,m+2,R,SΠL,k,j

m,T ,R

)2

(
λm,T − λm,R − η(j)

)2
(λm+2,S − λm,R)

,

(
G0,k1Λk1,m+2,R,SΠL,k,j

m,T ,R

)2

(
λm,T − λm,R − η(j)

)2 (
λm+2,S − λm,T + η(j)

) ,
(
G0,k1Λ∗k1,m,S,RΠL,k,j

m,T ,R

)2

(
λm,T − λm,R + η(j)

)2
(λm,R − λm−2,S)

,

(
G0,k1Λ∗k1,m,S,RΠL,k,j

m,T ,R

)2

(
λm,T − λm,R + η(j)

)2 (
λm,T − λm−2,S + η(j)

) ,
que por sua vez alteram o valor da frequência de modulação η que anula o argumento das
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exponenciais nos termos ressonantes. Deste modo, para ajustarmos a frequência de modulação

da maneira apropriada, vamos determinar o valor desses delocamentos explicitamente na seção

5.4.1. Por fim, após realizar estas aproximações apropriadamente, a equação (5.36) tornar-se-á

linha1 = − i
2

∑
R(m)6=T (m)

∑′

j

N∑
k=0

∑
L=E,G

N−1∑
k1=0

G0,k1

 ∑
S(m+2)

ΠL,k,j
m,T ,Re

iφ
(j)
L,k

λm,T − λm,R + η(j)
Λk1,m+2,R,S×

×e−it(λm+2,S−λm,T −η(j))B
(2)
m+2,S(t)− eit(λm,T −λm−2,S−η(j))B

(2)
m−2,S(t)×

×
∑
S(m−2)

ΠL,k,j
m,T ,Re

−φ(j)
L,k

λm,T − λm,R − η(j)
Λ∗k1,m,S,R

 . (5.37)

A equação acima descreve uma parte da dinâmica do nosso problema sem os termos que

oscilam rapidamente em primeira ordem. Podemos repetir o procedimento acima em todas as

demais linhas presentes na equação (5.34) (ver apêndice C) a fim de reescrever a dinâmica do

sistema como

iḂ
(2)
m,T (t) =

∑
S(m)6=T (m)

∑′′

j

2∑
k=0

∑
L=E,G

eit(λm,T −λm,S)B
(2)
m,S(t)ΠL,k,j

m,T ,S sin
(
η(j)t+ φ

(j)
L,k

)
+

N−1∑
k=0

G0,k

∑
S(m+2)

eit(λm,T −λm+2,S)B
(2)
m+2,S(t)Λk,m+2,T ,S +

+

N−1∑
k=0

G0,k

∑
S(m−2)

eit(λm,T −λm−2,S)B
(2)
m−2,S(t)Λ∗k,m,S,T +

+
∑′

j

 ∑
S(m+2)

Θ
(j)
m+2,T ,Se

−it(λm+2,S−λm,T −η(j))B
(2)
m+2,S(t)+

−
∑
S(m−2)

Θ
(j)∗
m,S,T e

it(λm,T −λm−2,S−η(j))B
(2)
m−2,S(t)

 , (5.38)

na qual definimos o coeficiente

Θ
(j)
m+2,T ,S =

1

2

1∑
k=0

G0,k


N∑

k1=0

∑
L=E,G

∑
R(m+2)

Λk,m+2,T ,R
ΠL,k1,j
m+2,R,Se

iφ
(j)
L,k1(

λm+2,R − λm+2,S + η(j)
)+

−
N∑

k1=0

∑
L=E,G

∑
R(m)

ΠL,k1,j
m,T ,Re

iφ
(j)
L,k1(

λm,T − λm,R + η(j)
)Λk,m+2,R,S+

−
εG,kw

(j)
G,ke

iφ
(j)
G,k

G0,k
Λk,m+2,T ,S

 . (5.39)
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Usando as identidades Λ∗k,m,S,T = Λk,m,S,T e ΠL,j∗
m,T ,S = ΠL,j

m,S,T temos finalmente

Θ
(j)∗
m,S,T = −1

2

N−1∑
k=0

G0,k


2∑

k1=0

∑
L=E,G

∑
R(m)

ΠL,k1,j
m,T ,Re

−φ(j)
L,k1

λm,T − λm,R − η(j)
Λ∗k,m,S,R

−
N∑

k1=0

∑
L=E,G

∑
R(m−2)

Λ∗k,m,T ,R
ΠL,k1,j
m−2,R,Se

−iφ(j)
L,k1

λm−2,R − λm−2,S − η(j)
+

+Λ∗k,m,S,T
εG,kw

(j)
G,ke

−iφ(j)
G,k

G0,K

 . (5.40)

Conforme discutimos anteriormente, cada vez que utilizamos o RWA para eliminar termos que

oscilam rapidamente, os autovalores de JC sofrem um deslocamento considerável. Na próxima

seção vamos determinar o valor destes deslocamentos a fim de ajustar a frequência de modula-

ção η da maneira mais apropriada.

5.4.1 Deslocamentos de Frequência

Conforme vimos na seção anterior, o método de aproximação RWA elimina os termos que

oscilam rapidamente na equações diferenciais. Contudo, se não quisermos eliminar todos estes

termos, podemos mantr os termos dominantes a fim de deduzir os deslocamentos que corrigem

os autovalores de JC. Com este objetivo em mente, vamos retornar à equação diferencial que

deduzimos antes de iniciar as aproximações por RWA dada em (5.34)

iḂ
(2)
m,T (t) =

∑
S(m)6=T (m)

∑′′

j

N∑
k=0

∑
L=E,G

eit(λm,T −λm,S)B
(2)
m,S(t)ΠL,k,j

m,T ,S sin
(
η(j)t+ φ

(j)
L,k

)
+

+
N−1∑
k=0

G0,k

∑
S(m+2)

eit(λm,T −λm+2,S)B
(2)
m+2,S(t)Λk,m+2,T ,S +

+
N−1∑
k=0

G0,k

∑
S(m−2)

eit(λm,T −λm−2,S)B
(2)
m−2,S(t)Λ∗k,m,S,T +

5∑
i=1

linhai.

Podemos reescrever esta equação de maneira mais compacta como segue

iḂ
(2)
m,T (t) = q1e

itW1B
(2)
m+2,S(t) + q2e

itW2B
(2)
m−2,S(t) +W(t)B

(2)
n,S , (5.41)
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na qual

q1 = Λk,m+2,T ,S

W1 = λm,T − λm+2,S

q2 = Λk,m,S,T

W2 = λm,T − λm−2,S

eW(t)B
(2)
n,S denota todos os outros termos. De acordo com o apêndice B, a solução aproximada

de (5.41) é dada por

B
(2)
m,T (t) ' B

(2a)
m,T (t)eitS1 +

q1

W1

[
eitS2 − eitW1

]
B

(2)
m+2,S(t) +

+
q2

W2

[
eitS3 − eitW2

]
B

(2)
m−2,S(t) +

∫
dτW(τ)B

(2)
n,S(τ), (5.42)

tal que Si são constantes da ordem de O(q2
i /Wi) e B(2a)

m,T é uma função que varia lentamente. As

somatórias em k e S podem agora ser incluidas trivialmente , sob as mesmas aproximações. A

partir de (5.42) podemos escrever a solução de B(2)
m+2,S(t) e B(2)

m−2,S(t) trocando T → S, S → R

e m → m ± 2; em seguida, subtituímos os resultados em (5.41), eliminando todos os termos

fora de ressonância por RWA, chegando a

Ḃ
(2)
m,T (t) = −iνm,T B(2)

m,T (t) +W(t)B
(2)
n,S , (5.43)

na qual

νm,T =

 ∑
S(m−2)

(∑N−1
k=0 G0,kΛk,m,S,T

)2

(λm,T − λm−2,S)
−

∑
S(m+2)

(∑N−1
k=0 G0,kΛk,m+2,T ,S

)2

(λm+2,S − λm,T )

 , (5.44)
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de modo queW(t)B
(2)
n,S torna-se

W(t)B
(2)
n,S =

∑
S(m)6=T (m)

∑′′

j

2∑
k=0

∑
L=E,G

eit(λm,T −λm,S)B
(2)
m,S(t)ΠL,k,j

m,T ,S sin
(
η(j)t+ φ

(j)
L,k

)
+

+
∑′

j

 ∑
S(m+2)

Θ
(j)
m+2,T ,Se

−it(λm+2,S−λm,T −η(j))B
(2)
m+2,S(t)+

−
∑
S(m−2)

Θ
(j)∗
m,S,T e

it(λm,T −λm−2,S−η(j))B
(2)
m−2,S(t)

 , (5.45)

Por sorte, os termos que dependem explicitamente de eitSi com i = 1, 2, 3 estão fora de resso-

nância e contribuem muito pouco para a dinâmica. Ademais, uma vez que Ḃ(2)
m,T (t) é dado por

(5.43) podemos imediatemente escrever

B
(2)
m,T (t) = e−itνm,T bm,T (t), (5.46)

cuja derivada é dada trivialmente por

Ḃ
(2)
m,T (t) = −iνm,T e−itνm,T bm,T (t) + e−itνm,T ḃm,T (t). (5.47)

Comparando (5.47) com (5.43) concluímos que

ḃm,T (t) = W(t)B
(2)
n,Se

−itνm,T . (5.48)

Portanto, a partir de (5.45) concluímos que

ḃm,T = −i
∑

S(m)6=T (m)

∑′′

j

2∑
k=0

∑
L=E,G

eit(λ̃m,T −λ̃m,S)bm,SΠL,k,j
m,T ,S sin

(
η(j)t+ φ

(j)
L,k

)

+
∑′

j

 ∑
S(m+2)

Θ
(j)
m+2,T ,Se

−it(λ̃m+2,S−λ̃m,T −η(j))bm+2,S+

−
∑
S(m−2)

Θ
(j)∗
m,S,T e

it(λ̃m,T −λ̃m−2,S−η(j))bm−2,S

 (5.49)
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tal que

λ̃m,T = λm,T + νm,T , (5.50)

λ̃m,S = λm,S + νm,S , (5.51)

são os autovalores de JC corrigidos. A grosso modo, nós fizemos uma transformação a partir de

(5.43), de modo que (5.46) absorve as fases contendo νm,T corrigindo os autovalores de JC. Este

resultado é fundamental, pois a partir dele podemos ajustar o valor da frequência de modulação

a fim induzir o aparecimento de fenômenos associados a criação de excitações do sistema a

partir de um dado estado inicial, conforme ficará claro mais tarde. Não estamos interessados no

primeiro termo da equação (5.49), pois sua contribuição é muito pequena quando ajustamos a

frequência de modulação para η(j) ≈ λ̃m+2,S − λ̃m,T ou η(j) ≈ λ̃m,T − λ̃m−2,S , assim podemos

reescrever (5.49) como

ḃm,T =
∑′

j

 ∑
S(m+2)

Θ
(j)
m+2,T ,Se

−it(λ̃m+2,S−λ̃m,T −η(j))bm+2,S+

−
∑
S(m−2)

Θ
(j)∗
m,S,T e

it(λ̃m,T −λ̃m−2,S−η(j))bm−2,S

 . (5.52)

Esta equação, combinada com (5.39) e (5.40), descreve a dinâmica de interação entre N

qubits (ou um átomo de N + 1 níveis) e um modo do campo eletromagnético confinado em

uma cavidade. Podemos claramente observar que a equação (5.52) acopla estados vestidos que

diferem por duas excitações. Conforme discutimos no capítulo 3 a interação de um único qubit

com um modo do campo eletromagnético pode ser implementada de maneira controlada em

EDQc, isto é, nosso modelo pode ser implementado em laboratório mesmo no caso em que

N = 1. Sendo assim, motivados pela perspectiva de realização experimental do nosso modelo,

podemos reescrever (5.52) para um qubit da seguinte maneira:

ḃm,T =
∑
S

[
Θ

(k)
m+2,T ,Se

−it(λ̄m+2,S−λ̄m,T −η)bm+2,S

−Θ
(k)∗
m,S,T e

it(λ̄m,T −λ̄m−2,S−η)bm−2,S

]
, (5.53)

de modo que, neste caso, como estamos interessados apenas nas frequências η ≈ λ̃m+2,S − λ̃m,T

e η ≈ λ̃m,T − λ̃m−2,S , eliminamos o somatório
∑

j sobre todas as frequências de modulação η(j)



5.5 Segunda Ordem 58

possíveis e consideramos que w(j)
X = 1 e φ(j) = 0. A taxa de transição Θ

(k)
m+2,T ,S entre os estados

que se acoplam tornar-se-á

Θ
(k)
m+2,T ,S =

g0

2

∑
R=±

 Λm+2,T ,RΠ
(k)
m+2,R,S

λm+2,R − λm+2,S + η
−

Λm+2,R,SΠ
(k)
m,T ,R

λm,T − λm,R + η

+

−δk,g
εg
2

Λm+2,T ,S . (5.54)

Até aqui realizamos todos os cálculos fazendo expanções nas exponenciais dependentes do

tempo até a primeira ordem em ε. Sendo assim, dizemos que η ≈ λ̃m+2,S − λ̃m,T ou η ≈

λ̃m,T − λ̃m−2,S caracterizam ressonâncias de primeira ordem. Contudo, nosso principal objetivo

neste capítulo é mostrar que se a frequênca de modulação for reduzida à metade, caracteri-

zando aquilo que denominamos ressonânncia de segunda ordem, é possível reobter os mesmos

fenômenos, contudo com uma dramática redução na taxa de oscilação entre os estados que se

acoplam em cada fenômeno estudado.

5.5 Segunda Ordem

A partir de agora buscaremos uma solução aproximada para a amplitude de probabilidade

Am,T (t) fazendo uma série de aproximações expandindo as exponenciais que dependem expli-

citamente das amplitudes de modulação, ε, até a segunda ordem, em contraste ao que fizemos

nas seções anteriores. Procedendo os cálculos da mesma maneira que fizemos na seção 5.4 e

considerando uma modulação harmônica com w
(j)
X = 1, φ(j) = 0 e N = 1, concluímos que a

amplitude de probabilidade associada à expansão da função de onda na base vestida toma a

forma

iȦm,T (t) = Am,T (t)Πk
m,T ,T sin (ηt) +

∑
S6=T

Am,S(t)eit(λm,T −λm,S)Πk
m,T ,S sin (ηt) +

+
∞∑
n=0

∑
S
An,S(t)eit(λm,T −λn,S)〈ϕm,T |(Ĥ2/~)|ϕn,S〉. (5.55)

Nesta seção omitimos o índice j, pois a modulação é monocromática. Além disso consideramos

que apenas um dos parâmetros do sistema é modulado, então k = g ou k = Ω (para modula-

ção simultânea, as expressões finais ficariam grandes de mais devido os termos εg × εΩ). Não

sabemos resolver a equação (5.55) exatamente, entretanto podemos temporariamente elimi-

nar os dois últimos termos na equação (5.17) obtendo, deste modo, uma equação diferencial
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extremamente simples, a saber

iȦm,T (t) = Am,T (t)Πk
m,T ,T sin (ηt) , (5.56)

cuja solução exata, obtida via integração direta, assume a seguinte forma:

Am,T = B
(1)
m,T exp

(
−
iΠk

m,T ,T
η

)
exp

(
iΠk

m,T ,T
η

cos ηt

)
, (5.57)

na qual B(1)
m,T é uma constante. A equação (5.57) é solução de (5.56), contudo buscamos uma

solução para a equação (5.17). Para isso vamos propor que (5.57) é solução com a condição

de que B(1)
m,T seja uma função do tempo. Sendo assim, podemos derivar (5.57) em relação ao

tempo e comparar com (5.55) a fim de escrever uma equação diferencial para B(1)
m,T (t), como

segue

iḂ
(1)
m,T (t) =

∑
S6=T

B
(1)
m,Se

i(Πkm,T ,T −Πkm,S,S)/ηe
i(Πkm,S,S−Πkm,T ,T )

η
cos ηt ×

×eit(λm,T −λm,S)Πk
m,T ,S sin (ηt) +

∞∑
n=0

∑
S
B

(1)
n,Se

i(Πkm,T ,T −Πkn,S,S)/η ×

×e
i(Πkn,S,S−Πkm,T ,T )

η
cos ηt

eit(λm,T −λn,S)〈ϕm,T |(Ĥ2/~)|ϕn,S〉. (5.58)

A fim de encontrar uma solução aproximada para B(1)
m,S vamos considerar que2

∣∣∣Πk
m,S,S −Πk

m,T ,T

∣∣∣
η

� 1. (5.59)

Sendo assim podemos expandir a exponencial dependente do tempo até a segunda ordem em

ε3, isto é

e
i(Πkn,S,S−Πkm,T ,T )

η
cos ηt

= 1 +
i
(

Πk
m,S,S −Πk

m,T ,T

)
η

cos ηt+

+
1

2

 i
(

Πk
m,S,S −Πk

m,T ,T

)
η

cos ηt

2

+ ... (5.60)

2O leitor deve recordar que os coeficientes Πk
m,T ,S dependem explicitamente das amplitudes de modulação.

3Lembrar que os coeficientes Πk
m,S,S dependem explicitamente de ε.
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Substituindo (5.60) na equação (5.58) e desprezando todos os termos de ordem 3 e ordem

superior obtemos, após algumas manipulações algébricas, a seguinte equação

iḂ
(1)
m,T =

1

2i

∑
S6=T

B
(1)
m,Se

i(Πkm,T ,T −Πkm,S,S)/η
{

Πk
m,T ,S

[
eit(λm,T −λm,S+η) − eit(λm,T −λm,S−η)

]
+
∣∣∣

∣∣∣∣∣∣
i
(

Πk
m,S,S −Πk

m,T ,T

)
2η

Πk
m,T ,S

[
eit(λm,T −λm,S+2η) − eit(λm,T −λm,S−2η)

]+

+
∞∑
n=0

∑
S
B

(1)
n,Se

i(Πkm,T ,T −Πkn,S,S)/η exp

 i
(

Πk
n,S,S −Πk

m,T ,T

)
η

cos ηt

×
×eit(λm,T −λn,S)〈ϕm,T |(Ĥ2/~)|ϕn,S〉. (5.61)

Em seguida propomos o seguinte Ansatz como solução de (5.61)

B
(1)
m,T (t) = B

(2)
m,T −

1

2i

∑
S6=T

B
(2)
m,Se

i(Πkm,T ,T −Πkm,S,S)/η×

×Πk
m,T ,S

{(
eit(λm,T −λm,S+η) − 1

(λm,T − λm,S + η)
− eit(λm,T −λm,S−η) − 1

(λm,T − λm,S − η)

)
+

+
i
(

Πk
m,S,S −Πk

m,T ,T

)
2η

[
eit(λm,T −λm,S+2η) − 1

(λm,T − λm,S + 2η)
− eit(λm,T −λm,S−2η) − 1

(λm,T − λm,S − 2η)

] . (5.62)

Uma vez que os autovalores de JC são dados por λm,T = ω0m+ T βm−∆−
2 (seção 2.4), portanto

λm,T −λm,−T = T βm. Sendo assim podemos reescrever o ansatz (5.62), eliminando o somatório∑
S6=T , de maneira mais coveniente como

iḂ
(1)
m,T (t) = B

(2)
m,T −B

(2)
m,−T ζ

(k)
m,T (t) (5.63)

na qual

ζ
(k)
m,T (t) =

Πk
m,T ,−T

2i
exp

(
i
Πk
m,T ,T −Πk

m,−T ,−T
η

)
×{(

eit(λm,T −λm,−T +η) − 1

(η + T βn)
+
eit(λm,T −λm,−T −η) − 1

(η − T βn)

)
+

+

(
Πk
m,T ,T −Πk

m,−T ,−T

)
2iη

(
eit(λm,T −λm,−T +2η) − 1

(2η + T βn)
+
eit(λm,T −λm,−T −2η) − 1

(2η − T βn)

) ,

Escrevendo B
(2)
m,T e B

(2)
m,−T em termos dos deslocamentos νm,T calculados na subseção 5.4.1
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obtemos

B
(2)
m,−T = e−itνm,−T bm,−T (t), (5.64)

B
(2)
m,T = e−itνm,T bm,T (t). (5.65)

Isto posto, podemos reescrever (5.57) como

Am,T (t) = exp

(
iΠ

(k)
m,T ,T

cos ηt− 1

η

)
×
[
e−itνm,T bm,T (t)− e−itνm,−T ζ(k)

m,T (t)bm,−T (t)
]

(5.66)

e após algumas manipulações algébricas obtemos a equação diferencial

ḃm,T =
∑
S

[
Φ

(k)
m+2,T,Se

−it(λ̃m+2,S−λ̃m,T −2η)bm+2,S

−Φ
(k)∗
m,S,Te

it(λ̃m,T −λ̃m−2,S−2η)bm−2,S

]
, (5.67)

em que a taxa de acoplamento entre os estados vestidos que diferem por duas excitações são

Φ
(k)
m+2,T,S =

ig0

4

Λm+2,T ,S

(
Π

(k)
m+2,S,S −Π

(k)
m,T ,T

)2

2η2
−

Λm+2,−T ,−SΠ
(k)
m+2,−S,SΠ

(k)
m,T ,−T

(η − Sβm+2) (η + T βm)

Λm+2,T ,−SΠ
(k)
m+2,−S,S

η

Π
(k)
m+2,−S,−S −Π

(k)
m,T ,T

η − Sβm+2
+

Π
(k)
m+2,S,S −Π

(k)
m+2,−S,−S

2η − Sβm+2


−

Λm+2,−T ,SΠ
(k)
m,T ,−T

η

Π
(k)
m+2,S,S −Π

(k)
m,−T ,−T

η + T βm
+

Π
(k)
m,−T ,−T −Π

(k)
m,T ,T

2η + T βm


−δk,g

εg
g0

Λm+2,T ,S

(
Π

(g)
m+2,S,S −Π

(g)
m,T ,T

)
η

+
Λm+2,T ,−SΠ

(g)
m+2,−S,S

η − Sβm+2
+

−
Λm+2,−T ,SΠ

(g)
m,T ,−T

η + T βm

 . (5.68)

Sendo assim, dizemos que η ≈ (λ̃m+2,S − λ̃m,T )/2 ou η ≈ (λ̃m,T − λ̃m−2,S)/2 caracterizam

ressonâncias de segunda ordem. Em outras palavras, a ressonância de segunda ordem é igual

a metade da ressonância de primeira. Finalmente, podemos compactar todos os resultados em

primeira e segunda ordem dados em (5.53) e (5.67) a fim de obter a equação diferencial que
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descreve a dinâmica total do sistema

ḃm,T =
∑
S

[(
Θ

(k)
m+2,T ,Se

itη + Φ
(k)
m+2,T,Se

it2η
)
e−it(λ̃m+2,S−λ̃m,T )bm+2,S (5.69)

−
(

Θ
(k)
m,S,T e

−itη + Φ
(k)
m,S,Te

−it2η
)∗
eit(λ̃m,T −λ̃m−2,S)bm−2,S

]
. (5.70)

Esta equação é o resultado mais importante deste trabalho, uma vez que a partir dela po-

demos controlar a dinâmica do sistema composto por um transmon acoplado a um modo do

campo eletromagnético ajustando a frequência de modulação externa η dos parâmetros em pri-

meira e segunda ordem. É conhecido na literatura que, ajustando a frequência de modulação

em primeira ordem, é possível simular o ECD e o efeito AJC em EDQc [13]. Ademais, as ta-

xas de transição de primeira ordem, Θ
(k)
m+2,T ,S , entre os estados vestidos que se acoplam em

cada fenômeno, foram calculadas explicitamente em 2015 por I. M. de Sousa e A. Dodonov

[12]. Além disso, os autores previram teoricamente um novo fenômeno denominado AECD, que

corresponde a aniquilação de pares de excitações do sistema quando a frequência de modula-

ção é ajustada apropriadamente. Contudo, previsões teóricas sobre a taxa de segunda ordem,

Φ
(k)
m+2,T,S, não existem na literatura e correspondem ao resultado original deste trabalho. Nosso

principal objetivo nas próximas seções é mostrar que se a frequência de modulação for reduzida

à metade, caracterizando aquilo que denominamos ressonância de segunda ordem, é possível si-

mular o ECD e o efeito AJC em EDQc, contudo com uma dramática redução na taxa de oscilação

entre os estados que se acoplam em cada fenômeno estudado.

5.6 Regime Dispersivo

Conforme discutimos na subseção 2.4.2, o regime dispersivo ocorre quando |∆−|/2 �

g0
√
m, tal que m é o número máximo de excitações. Vimos também que os autovalores de

JC neste regime são dados pela equação (2.24), a saber

λm,D ≈ ω0m+ δ−m, (5.71)

λm,−D ≈ ω0m−∆− − δ−m. (5.72)

Contudo, este autovalor sofreu um deslocamento sutil devido às aproximações feitas através do

método RWA na seção anterior, de modo que o autovalor corrigido λ̃m,S foi cálculado explicita-
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mente por nós em (5.51) e (5.44). Portanto, a partir destas equações, podemos mostrar que no

regime dispersivo o autovalor de JC corrigido é dado por (fazendo S = D)

λ̃m,D ' (ω0 + δ−)m− δ+ (m+ 1) , (5.73)

λ̃m>0,−D ' (ω0 − δ−)m−∆− + δ+ (m− 1) , (5.74)

tal que λ̃0,D ≡ λ̃0 = −δ+; D = ∆−/|∆−| = ±. Lembremo-nos ainda que, conforme vimos na

subseção 2.4.22, podemos escrever os autoestados de JC em primeira ordem de g0
√
m/∆− da

seguinte maneira:

|ϕm≥0,D〉 '
(
|g,m〉+

g0

∆−

√
m|e,m− 1〉

)
, (5.75)

|ϕm>0,−D〉 ' −D
(
|e,m− 1〉 − g0

∆−

√
m|g,m〉

)
. (5.76)

Os critérios de validade dos nossos cálculos são εΩ, g0
√
m, εg

√
m, |∆−| � ω0. Ajustando a

frequência de modulação η dos parâmetros apropriadamente obtemos, no regime dispersivo,

três fenômenos distintos: ECD, AJC e o AECD. Nosso objetivo nas próximas subseções é calcular

explicitamente o valor das taxas de transição de primeira e segunda ordem, dadas respectiva-

mente por (5.54) e (5.68).

5.6.1 Ressonância de AJC

A ressonância de AJC ocorre quando ajustamos a frequência de modulação η de acordo com

η ' ∆+ + 2(δ+ − δ−)

K
, (5.77)

na qual K = 1 ou K = 2 representa, respectivamente, as ressonâncias de primeira e se-

gunda ordem. Neste caso a equação (5.70) acopla os estados vestidos {|ϕm,D〉, |ϕm+2,−D〉},

de modo que em ordem zero de g0
√
m/∆− estes estados correspondem aproximadamente a

|ϕm,D〉 ≈ |g,m〉 e |ϕm+2,−D〉 ≈ |e,m + 1〉. Neste caso, o efeito AJC diz respeito a transições da

forma |g,m〉 ↔ |e,m + 1〉, de maneira que quando m = 0 observamos transições |g, 0〉 ↔ |e, 1〉

que correspondem a criação de um fóton e uma excitação atômica a partir do estado fundamen-

tal do campo e do átomo, ou em contrapartida correspondem a destruição de um fóton e de

uma excitação atômica a partir do estado inicial |e, 1〉. Do ponto de vista físico, a modulação
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Figura 5.1: Número médio de fótons gerados a partir do estado de zero excitações |g, 0〉 para a
ressonância de AJC η ' ∆++2δ+−1,916δ−)

K . A ressonância de primeira ordem (K = 1) corresponde
ao gráfico vermelho, enquanto a ressonância de segunda ordem (k = 2) corresponde ao gráfico
preto.

externa complementa a energia ∆+ necessária para criar um fóton e uma excitação atômica

simultaneamente. É interessante notar que este fenômeno está claramente associado ao termo

contragirante (σ̂−â + σ̂+â
†) do Hamiltoniano de Rabi, uma vez que σ̂+â

† (σ̂−â) cria (destrói)

uma excitação do campo e do átomo simultaneamente. Estimamos as taxas de transição de

primeira e segunda ordem a partir das equações (5.54) e (5.68) para a modulação de Ω

Θ
(k=Ω)
m+2,D,−D ' −Dg0

√
m+ 1

(
εΩ

2∆+

)
, (5.78)

Φ
(k=Ω)
m+2,D,−D ' −2iDg0

√
m+ 1

(
εΩ

2∆+

)2

, (5.79)

e para a modulação de g

Θ
(k=g)
m+2,D,−D ' Dg0

√
m+ 1

(
εg
2g0

)
, (5.80)

Φ
(k=g)
m+2,D,−D ' −4iD

√
m+ 1

(
εg
2g0

)2 g3
0 (m+ 1)

∆+∆−

(
1 +

2∆−
2ω0 + ∆−

)
. (5.81)

Considerando os parâmetros realistas ω0/2π = 10GHz, g0/ω0 = 5×10−2, εΩ/Ω0 = 5×10−2,

εg/g0 = 5×10−2, ∆− = 8g0 [40, 37, 59] e m = 0 obtemos, para o acoplamento |g, 0〉 ↔ |e, 1〉, as

seguintes taxas de transição: Θ
(k=Ω)
2,D,−D ≈ 9, 37×10−3g0, Φ

(k=Ω)
2,D,−D ≈ 1, 75×10−4, Θ

(k=g)
2,D,−D ≈ 2, 5×

10−2 e Φ
(k=g)
2,D,−D ≈ 1, 30× 10−5. Podemos notar que a taxa de transição de segunda ordem para o

parâmetro g é uma ordem de grandeza mais lenta em relação à respectiva taxa para o parâmetro
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Figura 5.2: Número médio de fótons gerados, no regime ultraforte (preto) e no regime fraco
(vermelho), a partir do estado de zero excitações |g, 0〉 para a ressonâncias de AJC de primeira
ordem η ' ∆+ − 2δ− + 1, 916δ+(regime fraco) e η ' ∆+ − 2δ− + 0.8059δ+ (regime ultraforte).

Ω. Portanto, para alcançar as ressonâncias de segunda ordem no regime AJC, a modulação da

frequência de transição atômica é mais vantajosa. Não consideramos, no entanto, os efeitos de

dissipação e decoerência tanto do átomo artificial quanto da cavidade. Experimentos recentes

alcançam valores experimentais κ ≈ γ ≈ γph ≈ 5× 10−5g0 [138, 139, 72], tal que κ é a taxa de

decaimento da cavidade, γ é a taxa de decaimento do qubit e γph é a taxa de defasagem atômica

pura. Isto posto, para lidar com a dissipação de maneira qualitativa, comparamos as taxas de

transição entre os estados |g, 0〉 ↔ |e, 1〉, calculadas nesta seção, com as taxas de dissipação

fenomenológicas κ, γ e γph. Podemos notar que as taxas de transição de primeira ordem para

Ω e para g são respectivamente da ordem de 10−3g0 e 10−2g0, ambos estes valores são maiores

que os parâmetros dissipativos. Logo, o acoplamento entre os estados |g, 0〉 ↔ |e, 1〉 através da

modulação periódica de Ω e g parece possível de realizar experimentalmente para ressonâncias

de primeira ordem (η ' ∆++2(δ+−δ−)). Por outro lado, as taxas de transição de segunda ordem

para Ω e para g são da ordem de 10−4g0 e 10−5g0, respectivamente. Notamos imediatamente

que apenas a taxa de transição para o parâmetro g encontra-se no limite de resolução, posto

que é da mesma ordem que os parâmetros dissipativos. Isto nos leva a conclusão imediata

de que, para ressonâncias de segunda ordem (η ' [∆+ + 2(δ+ − δ−)] /2) o efeito AJC é viável

experimentalmente pelo menos para a modulação da frequência de transição atômica.

Na condução de nossos cálculos analíticos consideramos um valor moderado para o aco-

plamento átomo-campo g0 ≈ 5 × 10−2ω0, o que implica em taxas de transição pequenas para

os acoplamentos gerados devido a modulação dos parâmetros. Contudo, em EDQc é possível
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alcançar regimes nos quais o acoplamento átomo-campo é comparável com a frequência ω0

da cavidade. Este regime, denominado regime ultra-forte [140, 29], ocorre em geral quando

g0 > 0, 1ω0. Uma vez que nossos cálculos analíticos não contemplam este caso, vamos resolver o

Hamiltoniano de Rabi numericamente utilizando o integrador de Runge-Kutta de quarta ordem

a fim de estudar a dinâmica do sistema no regime ultraforte. Utilizamos um algorítimo simples

escrito em C que resolve um conjunto de N equações diferenciais acopladas para a obtenção de

nossos resultados numéricos (apêndice D).

Na figura 5.1 plotamos o número médio de fótons gerados a partir do estado de zero ex-

citações (no regime ultraforte) para ressonâncias de primeira e segunda ordem. Fixando os

parâmetros g0 = 0, 2ω0, εg = 0, 3g0 e ∆− = 8g0, observamos que mesmo para ressonâncias

de segunda ordem (gráfico preto) ocorre o acoplamento |g, 0〉 ↔ |e, 1〉, embora com uma dra-

mática redução na taxa de transição entre estes estados, em relação à ressonância de primeira

ordem (gráfico vermelho). Ademais, na figura 5.2 comparamos as taxas de transição em pri-

meira ordem entre os estados |g, 0〉 ↔ |e, 1〉 para o regime de acoplamento fraco (vermelho) e

ultraforte (preto). Podemos notar a taxa de transição é visivelmente otimizada devido ao forte

acoplamento do qubit com o campo.

5.6.2 Ressonância de ECD

A ressonância de ECD ocorre quando ajustamos a frequência de modulação η de acordo com

η ' 2ω0 + 2(δ− − δ+)

K
. (5.82)

Neste caso, dois tipos acoplamento são possíveis: {|ϕm,D〉, |ϕm+2,D〉, |ϕm+4,D〉, . . .} e {|ϕm,−D〉,

|ϕm+2,−D〉, |ϕm+4,−D〉, . . .}, de modo que em ordem zero de g0
√
m/∆− estes acoplamentos

correspondem, respectivamente, a transições da forma |g,m〉 ↔ |g,m + 2〉 ↔ |g,m + 4〉... e

|e,m〉 ↔ |e,m+ 2〉 ↔ |g,m+ 4〉.... Se m = 0 existe uma probabilidade não nula de observamos

a transição |g, 0〉 ↔ |g, 2〉, que corresponde a geração de pares de fótons a partir do estado inicial

de vácuo. Por consequência dessa característica peculiar, o ECD é geralmente reconhecido na

literatura pela criação de fótons a partir do vácuo, embora fotóns possam ser criados a partir

de qualquer outro estado inicial. A taxa de transição de primeira ordem Θ, dada por (5.54),

foi calculada explicitamente em [12], onde demonstrou-se que 〈n̂〉 exibe um comportamento de

colapso e ressurgimento em função do tempo e que a criação de fótons a partir do vácuo sofre
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uma saturação devido ao termo não-linear de kerr (α = g4
0/∆

3
−). Considerando o acoplamento

{|ϕm,D〉, |ϕm+2,D〉, |ϕm+4,D〉, . . .} calculamos as taxas de transição de primeira e segunda ordem

explicitamente a partir de (5.54) e (5.68) para a modulação de Ω

Θ
(Ω)
m+2,D,D ' δ−

√
(m+ 1)(m+ 2)

(
εΩ

2∆+

)
, (5.83)

Φ
(Ω)
m+2,D,D ' iδ−

√
(m+ 1) (m+ 2)

(
εΩ

2∆+

)2 ∆+

Ω0
, (5.84)

e para a modulação de g

Θ
(g)
m+2,D,D ' −δ−

√
(m+ 1)(m+ 2)

(
εg
2g0

)
2Ω0

∆+
, (5.85)

Φ
(g)
m+2,D,D ' −iδ−

√
(m+ 1) (m+ 2)

(
εg
2g0

)2 ∆−
Ω0

. (5.86)

Da mesma maneira calculamos estas taxas, no caso do acoplamento {|ϕm,−D〉, |ϕm+2,−D〉, |ϕm+4,−D〉, . . .},

para a modulação de Ω

Θ
(Ω)
m+2,−D,−D ' −δ−

(
εΩ

2∆+

)√
m(m+ 1), (5.87)

Φ
(Ω)
m+2,-D,-D ' −iδ−

√
m (m+ 1)

(
εΩ

2∆+

)2 ∆+

Ω0
, (5.88)

e para a modulação de g

Θ
(g)
m+2,−D,−D ' δ−

√
m(m+ 1)

(
εg
2g0

)
2Ω0

∆+
(5.89)

Φ
(g)
m+2,-D,-D ' iδ−

√
m (m+ 1)

(
εg
2g0

)2 ∆−
Ω0

(5.90)

Consideramos os mesmos parâmetros utilizados na seção anterior ω0/2π = 10GHz, g0/ω0 =

5 × 10−2, εΩ/ω0 = 5 × 10−2, e ∆− = 8g0. Ademais, escolhendo m = 0 para transições

|ϕm,D〉, |ϕm+2,D〉 em = 1 para transições do tipo |ϕm,−D〉, |ϕm+2,−D〉 concluímos que: Θ
(Ω)
±D,±D =

1, 65×10−3g0, Φ
(Ω)
±D,±D ≈ 4, 14×10−5g0, Θ

(g)
±D,±D ≈ 3, 30×10−3g0 e Φ

(g)
m+2,±D,±D ≈ 7, 36×10−5g0.

Deste modo, as taxas de transição de segunda ordem são duas ordens de grandeza mais lentas

do que as respectivas taxas de primeira ordem para a modulação de ambos os parâmetros. Com-

parando as taxas de transição entre os estados |g, 0〉 ↔ |g, 2〉 e |e, 1〉 ↔ |e, 3〉, calculadas nesta

seção, com as taxas de dissipação fenomenológicas κ ≈ γ ≈ γph ≈ 5 × 10−5g0, notamos que

para ressonâncias de primeira ordem as taxas de transição são maiores que os parâmetros dissi-
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Figura 5.3: Número médio de fótons gerados via ECD para ressonâncias de primeira (vermelho)
e segunda ordem (preto), cujas frequências de modulação, respectivamente para K = 1 e K = 2
são dadas por η = 2ω0+2δ−+0,93δ+

K .

pativos. Por outro lado, as taxas de transição de segunda ordem para Ω e para g são da mesma

ordem que os parâmetros dissipativos. Logo, a geração de fótons a partir do vácuo através da

modulação periódica de Ω e g parece viável de realizar experimentalmente para ressonâncias de

primeira e segunda ordem, embora este último caso esteja no limite de resolução.

Conforme comentamos na seção anterior, nossos cálculos analíticos foram conduzidos para

o regime de acoplamento fraco (g0 ≈ 5 × 10−2ω0). Todavia, resolvemos o Hamiltoniano de

Rabi numéricamente a fim de estudar o comportamento do sistema no regime de acoplamento

ultraforte. Na figura 5.3 plotamos o número médio de fótons gerados a partir do vácuo |g, 0〉 no

regime ultraforte fixando os parâmetros g0 = 0, 2ω0, εg = 0, 3g0 e ∆− = 8g0. Observamos que

mesmo para ressonâncias de segunda ordem (gráfico preto) a geração de fótons é possível.

O ECD é, em geral, caracterizado na literatura como fenômeno de criação de fótons a partir

do estado inicial de vácuo, embora a criação de fótons seja possível para qualquer outro estado

inicial. Este fenômeno foi inicialmente concebido no contexto da teoria quântica de campos de-

vido ao movimento de uma (ou mais) fonteiras no vácuo. Em outras palavras, de acordo com a

teoria quântica de campos, uma fronteira móvel no vácuo sofre a ação de uma força dissipativa;

por argumentos de conservação de energia esta força deve vir acompanhada do fenômeno de

criação de partículas, neste caso, fótons. O primeiro cálculo sobre criação de partículas devido

ao movimento de fronteiras deve-se a G. T. Moore [11], o qual considerou uma cavidade unidi-
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mensional cujas extremidades se movem arbitrariamente e concluiu que quando o movimento

cessa existe “uma probabilidade não nula de que a cavidade contenha fótons reais carregados de

energia.”4 Já o primeiro trabalho a calcular a força dissipativa devido às flutuações de vácuo

sobre uma fronteira móvel deve-se a S. A. Fulling e P. Davies [141], os quais consideraram o

campo escalar sem massa em 1 + 1 dimensões e uma fronteira em movimento sujeita à condição

de contorno de Drichlet. Embora o método utilizado por Fulling e Davies forneça o resultado

exato da força sobre a fronteira móvel, ele só é válido em 1 + 1 dimensões. Por causa dessa

limitação no método de Fulling e Davies, em 1982, Ford e Vilenkin [142] propuseram um mé-

todo perturbativo para o cálculo da força de Casimir sobre uma fronteira móvel considerando

o modelo do campo escalar em 3 + 1 dimensões. Uma analogia é útil para nosso estudo: con-

sideremos um grão de pólen submerso e parado em relação um fluido; as moléculas do fluido

transferem momento linear ao grão pois se chocam constantemente com ele exercendo-lhe uma

força. Embora existam flutuações na força, uma vez que as colisões são aleatórias, em média a

força é nula. Se o grão de pólen for induzido a se mover com velocidade constante devido a ação

de uma força externa, o fluido exerceria sobre ele uma força de atrito (devido à viscosidade)

que é, como sabemos, dissipativa. Esta força tem origem nas flutuações da força quando o grão

está parado, portanto a força dinâmica dissipativa está essencialmente ligada com as flutuações

da força estática. Do mesmo modo, algo totalmente análogo acontece com um corpo neutro

em movimento no vácuo. Esta conexão pode ser estabelecida através de um poderoso teorema,

conhecido como teorema flutuação-dissipação. Neste contexto, em 1991, Barton [143, 144] mos-

trou que a força estática de Casimir5 sobre uma única fronteira (neste caso uma placa parada

em relação a um certo referencial) embora nula, sofre flutuações. Em seguida, Jaekel e Reynaud

[145] mostraram que as flutuações de ponto zero podem dar origem a forças dissipativas sobre

fronteiras em movimento no vácuo, de modo análogo à força dissipativa sobre um grão de pólen

num fluido viscoso.

Vamos analisar a seguir dois problemas no contexto da mecânica quântica não-relativística

que podem nos ajudar a melhor compreender o ECD. O primeiro deles é o problema de uma

partícula dentro de uma caixa de paredes impenetráveis, cuja largura varia com o tempo e o

segundo é o problema de uma partícula submetida a um potencial dependente do tempo.

Em 1980, Munier e colaboradores [146] estudaram o problema de uma partícula (livre de

massa m) em uma cavidade unidimensional. No modelo, eles consideraram que uma das pare-
4Tradução livre do autor (trecho retirado do artigo [11])
5Força sobre uma fonteira em repouso no vácuo.
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des permanece fixa na origem, ao passo que a outra está em movimento dado por x = δq (t).

Além disso, supuseram que a parede da direita inicia um movimento em t = ti e retorna ao

repouso em t = tf na mesma posição inicial; supuseram, ainda, que δq (t) = a (a > 0), para

t < ti e para t > tf . Para descrever este sistema, os autores resolveram a equação de Schro-

dinger, e a estratégia utilizada por eles foi aplicar transformações canônicas apropriadas para

transformar o problema em um outro, no qual as condições de contorno sobre a função de onda

são impostas sobre fronteiras fixas. A consequência desta simplificação é o aparecimento de um

termo explicitamente dependente do tempo no lado direito da equação de Schrodinger. Deste

modo, embora o problema em questão seja bem particular, ele nos sugere que fronteiras móveis

sejam equivalentes a potenciais dependentes do tempo. Como consequência disso, fenômenos

físicos que surgem devido à presença de fronteiras móveis devem ocorrer também no caso de

potenciais dependentes do tempo. Um dos mais importantes resultados encontrados por Mu-

nier e colaboradores é o seguinte: se antes do movimento da fronteira o sistema estiver no seu

estado fundamental, depois de cessado este movimento haverá uma probabilidade não nula de

o sistema estar em algum estado excitado, isto é, com uma energia maior. Em outras palavras,

no contexto da teoria quântica de campos, fronteiras móveis devem dar origem à criação de ex-

citações do campo. Contudo, conforme mostramos através dos nossos cálculos neste trabalho, o

ECD ocorre mesmo para um sistema composto por apenas um qubit, sendo, por consequência,

um fenômeno intrínseco da interação luz matéria em sistemas não estácionários. Portanto ele

não requer necessáriamente o movimento de fronteiras no espaço, uma vez que excitações do

campo podem ser geradas apenas ajustando de maneira apropriada os parâmetros de um átomo

artificial.

Um dos trabalhos teóricos pioneiros onde se apresenta uma proposta de realização experi-

mental para o ECD é dado na referência [135]. A partir de então novas propostas sugiram em

diferentes contextos [147, 148, 149, 150, 151, 152]. Em 1994 Law determinou a frequência

de ressonância (η ≈ 2ω0) que otimiza a geração de fótons via ECD utilizando um Hamiltoniano

efetivo equivalente a uma cavidade óptica em um meio não linear, caracterizando o ECD como

um fenômeno de amplificação paramétrica. Uma das primeiras propostas de experimento para

a realização do ECD foi apresentada em 2005 por Braggio et. all. [153], a partir de então outros

esquemas experimentais foram propostos [154, 155, 156, 157, 158, 159]. Contudo, apenas em

2011 C. W Wilson et. all [160] anunciaram a detecção experimental do ECD em uma arquitetura

de EDQc. Ademais, 4 anos mais tarde um novo fenômeno denominado AECD foi prescrito teó-
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ricamente por pesquisadores da universidade de Brasília conforme descreveremos na próxima

subseção.

5.6.3 Ressonância de AECD

O AECD, previsto recentemente por I. M. de Souza e A. Dodonov [12], ocorre no regime

dispersivo e consiste na aniquilação de três fótons acompanhada da criação de uma excitação

atômica via acoplamento {|ϕm+2,D〉, |ϕm,−D〉}. Em ordem zero de g0
√
m/∆− este acoplamento

corresponde a transições da forma |g,m + 2〉 ↔ |e,m − 1〉. Este fenômeno ocorre quando

ajustamos a frequência de modulação η de acordo com

η ' 3ω0 − Ω0 + 2(δ− − δ+)(m+ 1)

K
, (5.91)

tal que m ≥ 1. Deste modo, o AECD é caracterizado pela aniquilação de um par de excitações

do sistema a partir de um estado inicial com pelo menos três fótons. Calculamos as taxas

de transição de primeira e segunda ordem explicitamente a partir de (5.54) e (5.68) para a

modulação de Ω

Θ
(Ω)
m+2,−D,D ' 1

2
Dδ−

g0

∆−

√
m(m+ 1)(m+ 2)

(
εΩ

2ω0 + ∆−

)
ω0 + ∆−

ω0
, (5.92)

Φ
(Ω)
m+2,-D,D ' 1

2
iDδ−

g0

∆−

√
m (m+ 1) (m+ 2)

(
εΩ

2ω0 + ∆−

)2

× (5.93)

×

[
2

(ω0 + ∆−/2)2

(ω0 −∆−/2)2 −
ω0 + ∆−

ω0

]
, (5.94)

e para a modulação de g

Θ
(g)
m+2,−D,D ' −Dδ−

g0

∆−

√
m(m+ 1)(m+ 2)

(
εg
2g0

)
Ω0

ω0
, (5.95)

Φ
(g)
m+2,-D,D ' − iDδ−∆−

(ω0 −∆−/2)

g0

∆−

√
m (m+ 1) (m+ 2)

(
εg
2g0

)2 [
2− ∆−

(ω0 −∆−/2)

]
.(5.96)

Considerando novamente os mesmos parâmetros utilizados nas seções anteriores e m = 1,

obtemos as seguintes taxas de transição: Θ
(Ω)
m+2,−D,D ≈ 3, 34× 10−4g0, Φ

(Ω)
m+2,-D,D ≈ 9, 26× 10−6,

Θ
(g)
m+2,−D,D ≈ 5, 74 × 10−4 e Φ

(g)
m+2,-D,D ≈ 1, 80 × 10−5. Podemos ver que as taxas de transição

de segunda ordem, tanto para o parâmetro g para o parâmetro Ω, são da ordem de 10−6, ambos

estes valores são menores que os parâmetros dissipativos κ ≈ γ ≈ γph ≈ 5 × 10−5g0. Portanto,

o AECD possui viabilidade experimental apenas para ressonâncias de primeira ordem, uma vez
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que os efeitos de dissipação impossibilitam o acoplamento necessário para que a aniquilação de

exitações do sistema seja observada para ressonâncias de segunda ordem.

5.7 Regime Ressonante

Conforme discutimos na seção 2.4.1, o regime ressonante ocorre quando |∆−|/g0 � 1, ou

em particular quando ∆− = 0. Vimos também que os autovalores de JC neste regime são dados

pela equação (2.24), a saber

λm,S = ω0m+ Sg0

√
m. (5.97)

Contudo, devido as aproximações feitas através do método RWA este autovalor sofreu um deslo-

camento sutil, de modo que o autovalor corrigido λ̃m,S foi calculado explicitamente por nós em

(5.51) e (5.44). Portanto, a partir destas equações, podemos mostrar que no regime ressonante

o autovalor de JC corrigido é dado por

λ̃m,S = ω0m+ S0g
√
m− δ+, (5.98)

na qual δ+ =
g2
0

∆+
. A partir de (5.98) podemos observar que o deslocamento sofrido por (5.97)

é igual a δ+, e em particular quando m = 0 concluímos que

λ̃0 = −δ+. (5.99)

O critério de validade de nossos cálculos é dado pelas relações εΩ, g0
√
m, εg

√
m � ω0 (tal que

m é o número máximo de excitações). Sendo assim, resolvendo (5.70), encontramos que para o

estado inicial de vácuo |g, 0〉 a geração de excitações do sistema ocorre quando a frequência de

modulação é ajustada de acordo com

η =
2ω0 + Sg0

√
2

K
. (5.100)

Neste caso, para m = 0, a equação (5.70) acopla os estados {|ϕ0,T 〉, |ϕ2,S〉}, o que corresponde

a transições entre |g, 0〉 e o estado emaranhado (|g, 2〉+ |e, 1〉) com duas excitações, isto é

|g, 0〉 ↔ 1√
2

(|g, 2〉+ |e, 1〉) . (5.101)
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Figura 5.4: P|g,0〉, P|g,2〉 e P|e,1〉 obtidos via integração numérica do Hamiltoniano de Rabi no
regime ressonante átomo-campo para a ressonância de primeira ordem (K = 1) η = 2ω0 +
g
√

2− δ+ + 7× 10−2δ+.

Ilustramos este tipo de comportamento na figura 5.4 onde plotamos a probabilidade de

encontrar o átomo nos estados |g, 0〉, |g, 2〉 e |e, 1〉, dadas respectivamente por P|g,0〉, P|g,2〉 e

P|e,1〉, obtidos via integração numérica do Hamiltoniano de Rabi. Fixamos os parâmetros ∆− =

0, g0 = 5× 10−2ω0 e εg/g0 = 5× 10−2. Os resultados estão em excelente acordo com a previsão

teórica dada em (5.101) demonstrando que uma superposição de estados |g, 0〉, |e, 1〉 e |g, 2〉 é

criada a partir do estado inicial |g, 0〉. Utilizando os autoestados de JC no regime ressonante,

dado em (2.24), calculamos as taxas de transição de primeira e segunda ordem explicitamente,

a partir de (5.54) e (5.68) para a modulação de

Θ
(k=Ω)
2,T ,S ' Sg0

√
2

(
εΩ

8Ω0

)
, (5.102)

Φ
(k=Ω)
2,T,S ' 3iSg0

√
2

(
εΩ

8Ω0

)2

, (5.103)
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Figura 5.5: Evolução do número médio de fóntos gerados a partir do estado de vácuo obtidos
via integração numérica do Hamiltoniano de Rabi no regime ressonante átomo-campo para a
ressonância de primeira (vermelho) e segunda ordem (preto) com a frequência de modulação
η = (2ω0+g0

√
2+0.4δ+)

K .

e para a modulação do parâmetro g

Θ
(k=g)
2,T ,S ' −S

g0√
2

(
εg
2g0

)
, (5.104)

Φ
(k=g)
2,T,S ' −i g0√

2

(
εg
2g0

)2 √2g0

ω0
, (5.105)

Considerando os mesmos parâmetros utilizados nas seções anteriores e m = 0 obtemos as se-

guintes taxas de transição: Θ
(k=Ω)
2,T ,S ≈ 8, 8× 10−3g0, Φ

(k=Ω)
2,T ,S ≈ 1, 65× 10−4, Θ

(k=g)
2,T ,S ≈ 1, 76× 10−2

e Φ
(k=g)
2,T ,S ≈ 3, 12 × 10−5. Podemos notar que a taxa de transição de segunda ordem para o pa-

râmetro g é duas ordens de grandeza mais lenta em relação à respectiva taxa para o parâmetro

Ω devido ao fator g0/ω0 � 1, embora em primeira ordem as taxas sejam semelhantes. Se com-

pararmos estas taxas com os parâmetros dissipativos κ ≈ γ ≈ γph ≈ 5 × 10−5g0 concluímos

que a criação de excitações do sistema via acoplamento (3.24) é viável experimentalmente pelo

menos para a modulação da frequência de transição atômica.

Na figura 5.5 plotamos a evolução do número médio de fótons gerados a partir do estado

de vácuo no regime ressonante para o regime ultraforte fixando os parâmetros usuais g0 =

0, 2ω0, εg = 0, 3g0 e ∆− = 0. Observamos que as taxas de transição de primeira e segunda

ordem são incrementadas devido ao forte acoplamento átomo-campo, de modo que a taxa de
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segunda ordem no regime ultraforte é comparável à taxa de primeira ordem no regime de

acoplamento fraco. Assim, de modo geral o acoplamento ultraforte otimiza a taxa de geração

de fótons em todos os regimes estudados. Por conta disso, este regime vem sendo amplamente

estudado atualmente no contexto da EDQc não estacionária. Todos os resultados apresentados

até aqui, exceto a análise do regime ultraforte, foram publicados na forma de artigo e podem

ser consultados na referência [161].

5.8 Transições Landau-Zener em EDQc

Vimos no capítulo 4 que a descrição tradicional do problema de LZ prevê que transições

não-adiabáticas ocorrem quando a diferença de energia de um sistema de dois níveis varia

linearmente com o tempo, desde que a taxa de variação seja muito menor que o quadrado do

acoplamento átomo-campo. Contudo, neste trabalho, vamos lançar mão de uma abordagem

um tanto díspar: em vez de considerar a variação linear entre os níveis de energia do átomo

artificial, vamos supor a variação linear da frequência de modulação na vizinhança de alguma

das frequências. Esta abordagem, estudada com detalhes em 2016 por A. Dodonov et. al [162],

induz transições LZ no sistema quando a frequência de modulação de primeira ordem varia

linearmente com o tempo de maneira apropriada, conforme ficará claro ao longo desta seção.

Os autores consideraram uma arquitetura de EDQc com efeitos de dissipação e mostraram que

a geração de fótons a partir do vácuo via transições LZ é possível experimentalmente. Nosso

objetivo aqui é estudar o mesmo modelo considerando, em contraste, frequências de modulação

de segunda ordem. Isto posto, partimos da mesma modulação senoidal para a frequência de

transição atomica utilizada nas seções anteriores, porém com uma frequência η = η(t) que varia

linearmente com o tempo

Ω(t) = Ω0 + εΩ sin [η(t) + φΩ] , (5.106)

na qual η(t) pode ser escrita de maneira geral como

η(t) = ηj − ν(t), (5.107)

tal que ηj denota as ressonâncias no regime ressonante e no regime dispersivo para o efeito AJC

dadas em (5.77) e (5.100) (aqui vamos abordar apenas estes dois casos, já que eles são mais
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resistentes aos efeitos dissipativos). Ademais, ν(t) varia linearmente com o tempo.

Vamos considerar inicialmente o regime ressonante (∆− = 0) para o estado inicial de zero

excitações |ϕ0〉 = |g, 0〉 com a frequência de modulação

η(t) =
2ω0 − Sg0

√
2− ν(t)

K
, (5.108)

tal que K = 1 ou K = 2 representam respectivamente as ressonâncias de primeira e segunda

ordem. Foi demonstrado em [162] que se ν(t) é uma função linear do tempo a probabilidade

Pex de encontrar o sistema no estado |ϕ2,S〉 (já que esse é o estado acoplado ao vácuo devido à

modulação externa)

Pex = 1− exp

(
−πβ²

ν̇

)
, (5.109)

tal que β é igual a taxa de transição de primeira ou segunda ordem em cada regime estudado.

Logo, se ν̇ � πβ², PLZ → 1, isto é, o sistema terá 100% de chance de sofrer uma transição não-

adiabática. Ademais a reciproca é verdadeira, isto é, quando ν̇ � πβ², PLZ → 0, o sistema terá

100% de chance de sofrer uma transição adiabática, que no caso corresponde à transição para

o estado excitado. Todavia, os cálculos das seções anteriores se referiam às condições próximas

da ressonância, portanto nossas fórmulas só valem para pequenos valores de |ν|, de modo que

|ν(t)| ≤ κ|β| � g0, tal que κ é da ordem de 10.

A figura 5.6 mostra a implementação da transição |g, 0〉 → |ϕ2,+〉 devido a modulação do

parâmetro Ω no regime ressonante para os parâmetros ω0/2π = 10GHz , g0/ω0 = 5 × 10−2,

∆− = 0 e εΩ/Ω0 = 5 × 10−2. Consideramos a ressonância de primeira ordem η = 2ω0 +

g0

√
2 + 7 × 10−2δ+ − ν(t) tal que ν(t) = 10β − $β2t, onde β = |ΘΩ

2,T ,S | = g0

√
2
(
εΩ

8Ω0

)
é

a taxa de transição de primeira ordem entre os estados |g, 0〉 → |ϕ2,+〉 para a modulação da

frequência de transição atômica (equação (5.102)). Por fim, $ é um número real introduzido

como parâmetro de controle da taxa de variação ν̇(t) = −$β2. Plotamos o número médio

de fótons gerados 〈n̂〉 (figura 5.6a) e a probabilidade de excitação atômica Pe (figura 5.6b),

a partir do estado inicial de zero excitações |ϕ0〉 = |g, 0〉. Observamos que o sistema sofre

transições efetivas para o estado |ϕ2,+〉, uma vez que o comportamento oscilatório das transições

é destruído pela modulação η(t). Além disso, observamos que quando |ν̇(t)| cresce em relação a

πβ2, o sistema tende a sofrer transições LZ (não-adiabáticas), isto ocorre aproximadamete para

$ = 16 (Pe ≈ 0, 25). Em particular, para valores maiores de $ a probabilidade de excitação
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Figura 5.6: Comportamento temporal de: a) número médio de fótons 〈n̂〉, b) probabilidade de
excitação atômica Pe no regime ressonante para a frequência de modulação de primeira ordem
(K = 1) η = 2ω0 + g0

√
2 + 7× 10−2δ+ − ν(t).
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Figura 5.7: Comportamento temporal de: a) número médio de fótons 〈n̂〉, b) probabilidade
de excitação atômica Pe no regime ressonante para a frequência de modulação segunda ordem
(K = 2) η = 2ω0+g0

√
2+7×10−2δ+−ν(t)

2 .

do sistema tende a zero (Pex → 0) e o sistema experimenta uma transição de LZ efetiva. Por

outro lado quando |ν̇(t)| decresce em relação a πβ2, em particular quando $ = 1 uma transição

adiabática efetiva é observada (Pex = 1). O comportamento do sistema para a ressonância de

segunda ordem η = 2ω0+g0

√
2+7×10−2δ+−ν(t)

2 pode ser observado na figura 5.7, tal que ν(t) =

10β−$β2t, onde β = |ΦΩ
2,T ,S | = 3g0

√
2
(
εΩ

8Ω0

)2
é a taxa de transição de segunda ordem entre os

estados |g, 0〉 → |ϕ2,+〉 para a modulação da frequência de transição atômica (equação (5.103)).

Notamos que mesmo em segunda ordem é possível observar transições de LZ efetivas, contudo

o tempo para que isto aconteça salta de aproximadamente 1µs para 19µs, quando $ = 1.

Ademais, quando fazemos ν(t) = 0 reobtemos o comportamento oscilatório entre os estados

|g, 0〉 → |ϕ2,+〉 estudado na seção 5.6.
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A figura 5.8 mostra a implementação da transição |g, 0〉 → |ϕ2,−D〉 devido a modulação do

parâmetro Ω no regime dispersivo para o efeito AJC com os mesmos parâmetros utlizados no

regime ressonante, porém com ∆− = 8g0. Conforme vimos na subseção 5.6.1, em primeira

ordem de g0
√
m/∆− a transição |g, 0〉 → |ϕ2,−D〉 corresponde a |g, 0〉 → |e, 1〉. Consideramos a

ressonância de primeira ordem η(t) = ∆+ − 2δ− + 1, 916δ+ − ν(t), tal que ν(t) = −10β +$β2t,

onde β = |ΘΩ
2,T ,S | = g0

εΩ
2∆+

é a taxa de transição de primeira entre os estados |g, 0〉 → |e, 1〉 para

a modulação da frequência de transição atômica (equação (5.78)). A taxa de variação ν̇(t) =

−$β2 é controlada pelo parâmetro $ introduzido anteriormente. Plotamos o número médio de

fótons gerados 〈n̂〉 (figura 5.8a) e a probabilidade de excitação atômica Pe (figura 5.8b), a partir

do estado inicial de zero excitações |g, 0〉. Observamos que o comportamento oscilatório entre

os estados é novamente destruído, deste modo quando |ν̇(t)| � πβ2, o sistema experimenta

transições LZ (não-adiabáticas), isto ocorre aproximadamete para $ = 16 (Pex ≈ 0, 25), neste

caso PLZ ≈ 0, 75. Por outro lado quando |ν̇(t)| decresce em relação a πβ2, em particular quando

$ = 1 uma transição adiabática efetiva é observada (Pex = 1). O comportamento do sistema

para a ressonância de segunda ordem η(t) = ∆+−2δ−+1,916δ+−ν(t)
2 pode ser observado na figura

5.9, tal que ν(t) = −8β+$β2t, onde β = |ΦΩ
2,T ,S | = 2g0

(
εΩ

2∆+

)2
é a taxa de transição de segunda

ordem devido a modulação de Ω para o efeito AJC (equação (5.79)). Notamos que mesmo em

segunda ordem é possível observar transições de LZ efetivas, contudo, o tempo para que isto

aconteça é muito maior em relação à ressonância de primeira ordem. Ademais, quando fazemos

ν(t) = 0 reobtemos o comportamento oscilatório entre os estados |g, 0〉 → |e, 1〉 estudado na

seção 5.6. É importante ressaltar que, embora tenhamos considerado apenas a modulação da

frequência de transição atômica em nossas simulações, nosso método também é valido para a

modulação do acoplamento átomo-campo ou ambos.
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Figura 5.8: Comportamento temporal de: a) número médio de fótons 〈n̂〉, b) probabilidade de
excitação atômica Pe no regime AJC para a frequência de modulação de primeira ordem (K = 1)
η(t) = ∆+ − 2δ− + 1, 916δ+ − ν(t).
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Figura 5.9: Comportamento temporal de: a) número médio de fótons 〈n̂〉, b) probabilidade de
excitação atômica Pe no regime AJC para a frequência de modulação de segunda ordem (K = 2)

η(t) = ∆+−2δ−+1,916δ+−ν(t)
2 .



Capítulo 6

Conclusão

Neste trabalho obtivemos expressões analíticas que descrevem a dinâmica de um sistema

não estacionário de EDQc submetido a ressonâncias de primeira e segunda ordem. Considera-

mos uma modulação harmonica, ou uma superposição de funções harmônicas, dos parâmetros

do sistema demonstrando que todos os fenômenos que ocorrem para a frequência de modula-

ção η = ηj ocorrem também para η = ηj/2, tal que ηj denota as ressonâncias de AJC, ECD e

AECD. Concluímos que no regime de acoplamento fraco (g0 � ω0) a modulação da frequência

de transição atômica é mais eficiente para induzir geração de fótons a partir do estado de vácuo

no regime ressonante e no regime dispersivo para a ressonância de AJC. Embora nossos cálculos

analíticos não levem em consideração efeitos de dissipação e decoerência, estimamos a possibi-

lidade de implementação experimental do nosso modelo comparando as taxas de acoplamento

calculadas explicitamente em cada fenômeno com os parâmetros dissipativos fenomenológi-

cos determinados empiricamente. Assim, constatamos que a maioria dos fenômenos estudados

são, a priori, possíveis de implementar em laboratório para frequências de ressonância de pri-

meira e segunda ordem. A única exceção é o AECD que possui viabilidade experimental apenas

para ressonâncias de primeira ordem, uma vez que os efeitos de dissipação impossibilitam o

acoplamento necessário para que a aniquilação de exitações do sistema seja observada para

ressonâncias de segunda ordem. Ademais, integramos o Hamiltoniano de Rabi numericamente

utilizando o método de Runge-Kutta de quarta ordem com o propósito de estudar a geração de

fótons a partir do estado inicial de vácuo, devido ao termo contragirante do Hamiltoniano de

Rabi, no regime ultraforte para os regimes ressonante e dispersivo, considerando ressonâncias

de primeira e segunda ordem. Concluímos que, neste caso, a taxa de transição em cada fenô-

meno é incrementada conforme pode ser visto, em particular, na figura 5.2, onde comparamos

82
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Figura 6.1: Resumo esquemático dos resultados obtidos no capítulo 5.

o número médio de fótons gerados através de ressonância de primeira ordem nos regimes de

acoplamento fraco e ultraforte.

Como último tópico, estudamos transições LZ em EDQc não-estacionário através de uma

análise puramente numérica. Consideramos nesta abordagem que a frequência de modulação

externa varia linearmente com o tempo dentro de uma pequena janela temporal. Concluímos

que, neste caso, o comportamento oscilatório entre os estados acoplados é destruído, de modo

que o sistema sofre transições adiabáticas assintóticas para uma variação suficientemente lenta

da frequência de modulação η.

A figura 6.1 representa um breve resumo dos resultados obtidos no capítulo 5. Fixamos

os parâmetros que caracterizam o regime de acoplamento fraco: ω0/2π = 10GHz, g0/ω0 =

5 × 10−2, εΩ/Ω0 = 5 × 10−2, εg/g0 = 5 × 10−2 e ∆− = 8g0 (∆− = 0) no regime dispersivo

(ressonante). Consideramos o estado inicial de vácuo |g, 0〉 para todos os efeitos, exceto para

o AECD, no qual consideramos o estado inicial |g, 4〉. No eixo x indicamos a frequência de

modulação η em GHz e no eixo y (logarítmico) plotamos as taxas de transição em MHz. A

coluna da esquerda (azul) refere-se a modulação do parâmetro g, enquanto que a coluna da

direita (vermelha) diz respeito a modulação do parâmetro Ω. Além disso, os índices 1 ou 2

em cada sigla do gráfico (AJC, ECD e AECD) representam, respectivamente, as ressonâncias

de primeira e segunda ordem. Neste gráfico, o valor de cada ressonância está exatamente no

meio das colunas. Conforme vimos na subseção 5.6.2, o ECD cria pares de excitações a partir

de qualquer estado inicial do sistema, gerando acoplamentos do tipo |g,m〉 ↔ |g,m + 2〉 ↔

|g,m+4〉... ou |e,m〉 ↔ |e,m+2〉 ↔ |e,m+4〉.... com a mesma taxa de transição. De modo que,
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na figura 6.1, a coluna discriminada com a sigla ECD refere-se a criação de pares de excitações

a partir do estado inicial |g, 0〉 ou |e, 0〉. Ademais, as siglas Res+ e Res− referem-se ao regime

ressonante estudado na seção 5.7, para S = + e S = −, respectivamente. Podemos notar que,

no efeito AJC e no regime ressonante, as taxas de transição de segunda ordem para a modulação

de g são menores que para a modulação de Ω. Em contraste, para o ECD e o AECD, as taxas de

transição de segunda ordem para a modulação de g são maiores que para a modulação de Ω,

pois para os valores considerados dos parâmetros a desigualdade |∆−| � ω0 não é mantida. Por

outro lado, para as ressonâncias de primeira ordem as taxas de transição para a modulação de

g são maiores que para a modulação de Ω, para a escolha dos parâmetros da figura.

Em sintese, este estudo demonstrou que o termo contragirante do Hamiltoniano de Rabi não

pode ser desprezado em sistemas não-estacionários, pois devido a este termo fótons podem ser

criados a partir do estado inicial de vácuo do sistema. Ademais, este termo também pode resultar

em aniquilação coerente de excitações quando a frequência de modulação é ajustada de acordo

com a ressonância de AECD. Entretanto, várias questões permanecem em aberto e merecem

uma descrição mais detalhada em trabalhos futuros, por exemplo: um tratamento adequado

para a dissipação em uma arquitetura de EDQc não-estácionária (uma vez que estudamos aqui

apenas a dinâmica unitária), análise do mesmo sistema abordado neste trabalho utilizando N

átomos artificiais com mais de dois níveis e a proposta de arranjos experimentais concretos para

a modulação dos parâmetros do sistema. Esperamos que este trabalho motive estudos mais

aprofundados em arquiteturas de EDQc não-estacionária com modulação mais sofisticada dos

parâmetros.



Apêndice A

Aproximação de onda girante (RWA)

Na nossa análise é sempre possível reduzir as equações diferenciais relevantes no seguinte

conjunto de equações diferenciais acopladas:

d

dt
A = −iqeitWB, (A.1)

d

dt
B = iqe−itWA. (A.2)

Desacoplando estas equações, chegamos em

d2

dt2
A− iW d

dt
A− q2A = 0, (A.3)

d2

dt2
B + iW

d

dt
B − q2B = 0, (A.4)

cujas soluções exatas são dadas por

A =
eitW/2

2R

{
e−itR/2 [A0 (W +R) + 2qB0]− eitR/2 [A0 (W −R) + 2qB0]

}
, (A.5)

B = −e
−itW/2

2R

{
e−itR/2 [B0 (W −R) + 2qA0]− eitR/2 [B0 (W +R) + 2qA0]

}
. (A.6)

Aqui A0 e B0 são costantes oriundas das condições iniciais A (t = 0) = A0 e B (t = 0) = B0,

e R = W
(

1− 4q2

W 2

)1/2
, tal que W 2 − 4q2 > 0 → 4q2 < W 2. Sabemos que (1 + x)1/2 =

1 + 1
2x −

1
8x

2 + 1
16x

3 − ..., logo podemos expandir R até a primeira ordem para |q| � |W |

obtendo

R = W − 2q2

W
. (A.7)
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Após esta aproximação podemos escrever as equações (A.5) e (A.6) da seguinte maneira:

A ≈ 1

2
(
W − 2q2

W

) {eitq2/W [2WA0 + 2qB0]− 2q2

W
A0e

itq2/W − 2q2

W
A0e

it

(
W− q

2

W

)
− 2qB0e

it

(
W− q

2

W

)}
,

B ≈ − 1

2
(
W − 2q2

W

) {e−it(W− q2W ) [(
2q2

W

)
B0 + 2qA0

]
− e−it

q2

W

[(
2W − 2q2

W

)
B0 + 2qA0

]}
.

Quando |q| � |W | podemos eliminar os termos proporcionais a q2/W fora das exponenciais

A ≈ A0e
itq2/W +

q

W
B0e

−itq2/W
(
e2itq2/W − eitW

)
, (A.8)

B ≈ B0e
−it q

2

W +
q

W
A0e

it q
2

W

(
e−2it q

2

W − e−itW
)
. (A.9)

Portanto

A0e
itq2/W ≈ A− q

W
B0e

−itq2/W
(
e2itq2/W − eitW

)
, (A.10)

Substituindo (A.10) em (A.9)

B ≈ B0e
−it q

2

W +
q

W
A

(
e−2it q

2

W − e−itW
)
− q2

W 2
B0e

−itq2/W
(
e2itq2/W − eitW

)(
e−2it q

2

W − e−itW
)
.

Desprezando termos da ordem de q² /W 2 obtemos

B ≈ B0e
−it q

2

W +
q

W
A

(
e−2it q

2

W − e−itW
)
. (A.11)

Comparando (A.11) com (A.9) concluímos imediatamente que

A ≈ A0e
it q

2

W . (A.12)

De modo análogo concluímos que

B ≈ B0e
−it q

2

W . (A.13)
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No limite q � W , desprezamos o deslocamento de frequência q2/W , de modo que A = A0 e

B = B0, temos

dA

dt
≈ 0, (A.14)

dB

dt
≈ 0. (A.15)

Comparando (A.14) e (A.15) com (A.1) e (A.2) concluímos que o lado direito nas expressões

para dA
dt e dB

dt pode ser desprezado quando q � W . Em outras palavras, A e B variam muito

lentamente quando o objeto q que multiplica as exponenciais (A.1) e (A.2) é muito menor que o

seu respectivo argumento W . Ademais, nesta aproximação introduzimos um erro intrínseco nas

frequências da ordem de q² /W . Utilizamos este método aproximativo na equação (5.36) para

definir as aproximações necessárias na obtenção de (5.37).



Apêndice B

Deslocamento de frequência

Podemos reduzir a equação diferencial que aparece na subseção (5.41) ao seguinte formato:

dA

dt
= −iB

∑
i

qie
itWi , (B.1)

de modo que

dB

dt
= −iA

∑
i

qie
itWi . (B.2)

Considerando i = 1, 2, 3

d

dt
A = −iB1q1e

itW1 − iB2q2e
itW2 − iB3q3e

itW3 , (B.3)

para q1 >> q2, q3 temos

d

dt
A ≈ −iq1e

itW1B1. (B.4)

Sua solução é dada no apêndice A

A ≈ A0e
itα1 +

q1

W1
B1

(
eitα2 − eitW1

)
, (B.5)

na qual α1 e α2 são constantes da ordem de ∼ O(q2
1/W1). Vamos considerar que A0 é uma

função que varia lentamente com o tempo a fim de encontrar uma equação diferencial para A0
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em termos de B2 e B3. Assim, tomando a derivada de (B.5)

dA

dt
≈ Ȧ0e

itα1 + iα1A0e
itα1 + i

q2
1

W1
A1e

−itW1
(
eitα2 − eitW1

)
+

+iα2
q1

W1
B1e

itα2 − iq1e
itW1B1. (B.6)

Desprezando termos da ordem de ∼ O(q2
i /Wi)

dA

dt
≈ Ȧ0e

itα1 − iq1e
itW1B1. (B.7)

Comparando (B.7) com (B.3)

eitα1
dA0

dt
≈ −iB2q2e

itW2 − iB3q3e
itW3 . (B.8)

Desprezando o deslocamento de frequência α1 = q1/W1 obtemos

dA0

dt
≈ −iB2q2e

itW2 − iB3q3e
itW3 . (B.9)

Considerando q2 >> q3

dA0

dt
≈ −iB2q2e

itW2 , (B.10)

cuja solução é dada por

A0 ≈ A00e
itα3 +

q2

W2
B2

(
eitα4 − eitW2

)
, (B.11)

tal que α3 e α4 são constantes da ordem de ∼ O(q2
2/W2). Tomando a derivada de (B.11)

dA0

dt
≈ Ȧ00e

itα3 + iα3A00e
itα3 + i

q2
2

W2
e−itW2A2

(
eitα4 − eitW2

)
+ (B.12)

+iα4
q2

W2
B2e

itα4 − iq2B2e
itW2 . (B.13)

Desprezando termos da ordem de ∼ O(q2
i /Wi)

dA0

dt
≈ Ȧ00e

itα3 − iq2B2e
itW2 . (B.14)
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Comparando (B.14) com (B.9)

dA00

dt
eitα3 ≈ −iq3B3e

itW3 , (B.15)

e desprezando o deslocamento de frequência α3

dA00

dt
≈ −iq3B3e

itW3 . (B.16)

Sua solução é dada por

A00 ≈ A000e
itα5 +

q3

W3
B3

(
eitα6 − eitW3

)
, (B.17)

tal que α5 e α6 são constantes da ordem de q2
3/W3. Substituindo (B.17) em (B.11)

A0 ≈ A000e
it(α5+α3) +

q3

W3
B3

(
eitα6 − eitW3

)
eitα3 +

+
q2

W2
B2

(
eitα4 − eitW2

)
. (B.18)

Portanto, usando (B.18) a equação (B.5) pode ser reescrita como (considerando por simplici-

dade α2 = α4 = α6)

A ≈ A000e
it(α5+α3+α1) +

q1

W1
B1

(
eitα1 − eitW1

)
+

q2

W2
B2

(
eitα2 − eitW2

)
eitα1 + (B.19)

+
q3

W3
B3

(
eitα3 − eitW3

)
eit(α3+α1), (B.20)

e desprezando α1 e α3 + α1 obtemos

A ≈ A000e
it(α5+α3+α1) +

q1

W1
B1

(
eitα1 − eitW1

)
+

q2

W2
B2

(
eitα2 − eitW2

)
+

+
q3

W3
B3

(
eitα3 − eitW3

)
, (B.21)

Finalmente fazendo A000 = A0 e α5 + α3 + α1 = α1 chegamos a

A ≈ A0e
itα1 +

∑ qi
Wi

Bi
(
eitαi − eitWi

)
. (B.22)

Utilizamos esta solução para escrever a equação (5.42) quando deduzimos os deslocamentos de

frequência na subseção 5.4.1.



Apêndice C

Aproximações por RWA

A equação diferencial (5.34) foi dividida por nós de maneira compacta em um conjunto

de cinco linhas, tal que em cada linha devemos utilizar o método RWA descrito no apêndice

A. A linha um passou por esse tratamento no corpo da dissertação. Neste apêndice estamos

interessados em explicitar as demais linhas e discriminar as aproximações utilizadas em cada

uma delas. Assim, a linha2 é dada por

linha2 ≈
1∑

k=0

∑
S(m+2)

∑
L=E,G

2∑
k1=0

G0,k

B(2)
m+2,S(t)

∑
j

i
(

ΠL,k1,j
m+2,S,S −ΠL,k1,j

m,T ,T

)
η(j)

×

×
[

1

2
eiφ

(j)
L,k1eit(λm,T −λm+2,S+η(j)) +

1

2
e−φ

(j)
L,k1eit(λm,T −λm+2,S−η(j))

−1

2
eit(λm,T −λm+2,S)

(
eiφ

(j)
L,k1 + e−φ

(j)
L,k1

)]
− 1

2i

∑
R(m+2)6=S(m+2)

∑′

j
B

(2)
m+2,RΠL,k1,j

m+2,S,R ×

×

[
eiφ

(j)
L,k1

ei(λm,T −λm+2,R+η(j))t − eit(λm,T −λm+2,S)

λm+2,S − λm+2,R + η(j)
+

−e−φ
(j)
L,k1

ei(λm,T −λm+2,R−η(j))t − eit(λm,T −λm+2,S)

λm+2,S − λm+2,R − η(j)

]
Λk,m+2,T ,S . (C.1)

Conforme sabemos λm+2,S > λm,T → λm+2,S − λm,T > 0 e portanto λm+2,S − λm,T + η 6= 0.

Logo, os termos que dependem dessa combinação estão fora de ressonância, logo podemos

desprezá-los com as seguintes aproximações

(G0,kΛk,m+2,T ,S)2
(

ΠL,k1,j
m+2,S,S −ΠL,k1,j

m,T ,T

)2

(
λm,T − λm+2,S − η(j)

) (
η(j)
)2 ,

(G0,kΛk,m+2,T ,S)2
(

ΠL,k1,j
m+2,S,S −ΠL,k1,j

m,T ,T

)2

(λm,T − λm+2,S)2 η(j)
� 1
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G0,kΛk,m+2,T ,S(
λm+2,S − λm+2,R + η(j)

)
(λm,T − λm+2,S)

,
G0,kΛk,m+2,T ,S(

λm+2,S − λm+2,R − η(j)
)

(λm,T − λm+2,S)
,� 1

G0,kΛk,m+2,T ,S(
λm+2,S − λm+2,R − η(j)

) (
λm,T − λm+2,R − η(j)

) � 1.

Nestas aproximações desprezamos deslocamentos de frequência da ordem de

G0,kΛk,m+2,T ,S(
λm,T − λm+2,S − η(j)

)
(

ΠL,k1,j
m+2,S,S −ΠL,k1,j

m,T ,T

)
η(j)

G0,kΛk,m+2,T ,S
(λm,T − λm+2,S)

(
ΠL,k1,j
m+2,S,S −ΠL,k1,j

m,T ,T

)
η(j)

,

(G0,kΛk,m+2,T ,S) ²(
λm+2,S − λm+2,R + η(j)

)2
(λm,T − λm+2,S)

,
(G0,kΛk,m+2,T ,S)2(

λm+2,S − λm+2,R − η(j)
)2

(λm,T − λm+2,S)

(G0,kΛk,m+2,T ,S)2(
λm+2,S − λm+2,R − η(j)

)2 (
λm,T − λm+2,R − η(j)

) ,
chegando a

linha2 =
i

2

1∑
k=0

∑
S(m+2)

∑
L=E,G

2∑
k1=0

′∑
j

G0,k

Λk,m+2,T ,S

(
ΠL,k1,j
m+2,S,S −ΠL,k1,j

m,T ,T

)
eiφ

(j)
L,k1

η(j)
+

+
∑

S(m+2)6=R(m+2)

Λk,m+2,T ,R
ΠL,k1,j
m+2,R,Se

iφ
(j)
L,k1

λm+2,R − λm+2,S + η(j)

 e−it(λm+2,S−λm,T −η(j))B
(2)
m+2,S(t).

A linha3 é igual a linha2 apenas trocando m+ 2→ m− 2, portanto

linha3 =
i

2

1∑
k=0

∑
S(m−2)

∑
L=E,G

2∑
k1=0

′∑
j

G0,k

Λk,m−2,T ,S

(
ΠL,k1,j
m−2,S,S −ΠL,k1,j

m,T ,T

)
eiφ

(j)
L,k1

η(j)
+

+
∑

S(m−2)6=R(m−2)

Λk,m+2,T ,R
ΠL,k1,j
m+2,R,Se

iφ
(j)
L,k1

λm+−2,R − λm−2,S + η(j)

 e−it(λm−2,S−λm,T +η(j))B
(2)
m−2,S(t).

A linha4 é dada por

linha4 =
1

2i

1∑
k=0

∑
j

∑
S(m+2)

εG,kw
(j)
G,k

[
eiφ

(j)
G,keit(λm,T −λm+2,S+η(j)) − e−iφ

(j)
G,keit(λm,T −λm+2,S−η(j))

]
×

×B(2)
m+2,S(t)Λk,m+2,T ,S ,
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em que o termo fora de ressonância depende de λm,T − λm+2,S − η(j). Portanto, utilizando a

aproximação
εG,kw

(j)
G,kΛk,m+2,T ,S(

λm+2,S − λm,T + η(j)
) � 1,

e desprezando deslocamentos de frequência da ordem de

(
εG,kw

(j)
G,kΛk,m+2,T ,S

)2

λm+2,S − λm,T + η(j)

chegamos a

linha4 = − i
2

1∑
k=0

∑
j

∑
S(m+2)

Λk,m+2,T ,SεG,kw
(j)
G,ke

iφ
(j)
G,ke−it(λm+2,S−λm,T −η(j))B

(2)
m+2,S(t).

Por fim, a linha5 é dada por

linha5 =
1∑

k=0

εG,k
1

2i

∑
j

w
(j)
G,k

[
eiφ

(j)
G,keit(λm,T −λm−2,S+η(j)) − e−iφ

(j)
G,keit(λm,T −λm−2,S−η(j))

]
×

×
∑
S(m−2)

B
(2)
m−2,S(t)Λ∗k,m,S,T .

Utilizando a aproximação
εG,kw

(j)
G,kΛ

∗
k,m,S,T(

λm,T − λm−2,S + η(j)
) � 1

e desprezando deslocamentos da ordem de

(
εG,kw

(j)
G,kΛ

∗
k,m,S,T

)2

λm,T − λm−2,S + η(j)
,

chegamos a

linha5 =
i

2

∑
j

1∑
k=0

∑
S(m−2)

Λ∗k,m,S,T εG,kw
(j)
G,ke

−iφ(j)
G,keit(λm,T −λm−2,S−η(j))B

(2)
m−2,S(t).

Combinando todas as linhas e fazendo algumas manipulações algébricas obtemos a equação

(5.38).



Apêndice D

Programa

Para a obtenção dos resultados numéricos deste trabalho desenvolvemos um algorítimo sim-

ples em C que utiliza o método de Runge-Kutta de quarta ordem para resolver um conjunto de

N equações diferenciais acopladas. Utilizamos este programa para resolver o Hamiltoniano de

Rabi numericamente no regime ultraforte (g0 = 0.2ω0) e plotamos os gráficos utilizando o soft-

ware livre Grace. Nosso objetivo neste apêndice é apresentar nosso algorítimo explicitamente,

caso o leitor tenha interesse em reobter nossos resultados. Esperamos que este programa auxilie

estudantes que tenham interesse em resolver conjuntos de N equações diferenciais de primeira

ordem acopladas em qualquer problema de física ou matemática. Deste modo, partimos do

Hamiltoniano de Rabi

ĤI/~ = ωn̂+
Ω

2
σ̂z + g(â+ â†)(σ̂+ + σ̂−)

e expandimos a função de onda na base dos estados pelados |g, n〉 e |e, n〉

|Ψn〉 =

∞∑
n=0

(An|g, n〉+Bn|e, n〉) .

Utilizando a equação de Schrödinger

i~
d

dt
|ψ〉 = H |ψ〉 .
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Podemos escrever a dinâmica das amplitudes de probabilidade An = ARn + iAIn e Bn =

BRn + iBIn através de um conjunto de quatro equações diferenciais acopladas da forma

d

dt
ARn =

(
ωn− Ω

2

)
AIn + g

(√
nBIn−1 +

√
n+ 1BIn+1

)
,

d

dt
AIn = −

(
ωn− Ω

2

)
ARn − g

(√
nBRn−1 +

√
n+ 1BRn+1

)
,

d

dt
BRn =

(
ωn+

Ω

2

)
BIn + g

(√
n+ 1AIn+1 +

√
nAIn−1

)
,

d

dt
BIn = −

(
ωn+

Ω

2

)
BRn − g

(√
n+ 1ARn+1 +

√
nARn−1

)
.

Nos resultados obtidos nesta dissertação truncamos o número máximo de fótons gerados em

n = 20. Portanto, cada uma das quatro equações acima dá origem a 20 equações diferenciais

acopladas totalizando um número de 80 equações. Escrevemos estas equações num arquivo

anexo intitulado sub.c, conforme pode ser visto no preâmbulo do programa abaixo.

#include <stdio.h>

#include <math.h>

#include "sub.c" (Subrotina com 80 equações diferenciais acopladas)

#define N 80 (Número de equações diferenciais acopladas)

#define dist 0.01 (passo utilizado no integrador)

#define MAX 500 (número máximo de pontos)

FILE *output;

void runge4(double v, double w, double x, double *y, double step);

void f(double lambda2, double lambda0, double g, double v, double w, double x, double *y,

double *yp);

void main() {

double lambda2, lambda0, g, v, w, t, y[N], norma, nm; int j, i,p; (definindo as váriáveis)

outputt=fopen("nmedio.dat", "w");

Dedinindo os parâmetros e as condições iniciais

v = frequência da cavidade ω0;
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w = frequência de transição atômica Ω0;

y[0]=1; (Condição inicial Y [0] = AR0 correspondente ao estado inicial de vácuo)

for (i=1; i<N ;i++)

{

y[i]=0; (condição inicial para as demais equações)

}

fprintf(output, "0\t%f\n", y[0]);

for (j=1; j*dist<=MAX ;j++) {

t=j*dist;

runge4(v, w, t, y, dist);

nm=0;

for (p=1; p<20; p++) {

nm+=p*(y[p]*y[p]+y[20+p]*y[20+p]+y[40+p]*y[40+p]+y[60+p]*y[60+p]); (número

médio de fótons gerados 〈n̂〉)

}

fprintf(output, "%f\t%f\n", t, nm); (Plotando a evolução do número médio de fótons)

}

fclose(output);

}

void runge4(double v, double w, double x, double *y, double step)

{

double c1[N],c2[N],c3[N],c4[N],yy[N],h2=step/2.0;

double g, g0, d, eg, lambda2, lambda0;

int i;

g0=2.e-1*v; (Parâmetro g0 no regime ultraforte)

d=( colocar aqui a ressonância de cada fenômeno estudado )/K; (d frequência de modulação

η tal que K=1 ou K=2 correspondem as ressonâncias de primeira e segunda ordem)

eg=.3*g0; (eg é a amplitude da modulação εg)

lambda2= λ2,D;

lambda0= λ0;

g = g0 + eg*sin(d*x); (modulação harmônica do parâmetro g)

Abaixo escrevemos o integrador de Runge-Kutta de quarta ordem
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f(lambda2, lambda0, g, v, w, x, y,c1);

for (i=0; i<N; i++) yy[i]=y[i]+h2*c1[i];

f(lambda2, lambda0, g, v, w, x+h2,yy,c2);

for (i=0; i<N; i++) yy[i]=y[i]+h2*c2[i];

f(lambda2, lambda0, g, v, w, x+h2,yy,c3);

for (i=0; i<N; i++) yy[i]=y[i]+step*c3[i];

f(lambda2, lambda0, g, v, w, x+step,yy,c4);

for (i=0; i<N; i++)

y[i]+=step*(c1[i]+2.0*c2[i]+2.0*c3[i]+c4[i])/6.0;

}

Utilizamos o sistema operacional free Ubuntu 14.04 LTS e compilamos os programas no

terminal utilizando o seguinte comando: gcc -g nomedoprograma.c -o nomedoexecutável -lm.

Em seguida rodamos o executável usando o comando: time ./nomedoexecutável.
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