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RESUMO

MODELAGEM MICROESTRUTURAL DE LiQUIDOS ELASTICOS EM
ESCOAMENTO

Autor: Farith Mustafa Absi Salas

Orientador: Francisco Ricardo da Cunha

Programa de Pés-graduagao em Ciéncias Mecanicas
Brasilia, dezembro de 2006

No presente trabalho é realizado um estudo sobre caracterizacao das propriedades
reologicas de liquidos eldsticos submetidos a escoamentos complexos. O fluido con-
siderado é uma solucao polimérica de alto peso molecular em regime diluido. A ca-
racterizacao é feita considerando-se a microestrutura do fluido. As macromoléculas do
polimero sao modeladas a partir de um sistema massa-mola ou Dumbbell. Do balanco
entre forgas viscosas e forcas Brownianas é obtida uma equacao diferencial que descreve
a configuracao temporal das macromoléculas em termos do tensor conformacao B. A
contribuicao elastica do tensor de tensoes o é obtida a partir do conhecimento prévio
de B. O modelo Dumbbell é modificado por meio de duas correcoes, dando lugar
ao modelo nao linear FENE-Dumbbell. Numa anélise dimensional sao identificados 3
parametros fisicos relevantes, De, L e ¢.

Sao obtidas medidas experimentais da viscosidade de cisalhamento de uma solucao
polimérica. Experimentos conduzidos no sentido de medir a variacao dessa grandeza
em relagao a taxa de cisalhamento (“Shear Thinning” ), assim como também, em relagao
a concentracao volumétrica ¢ dos aditivos.

Solugoes assintéticas para dois regimes e solucoes numéricas para casos nao lineares
sao obtidas para quatro tipos de escoamentos. Escoamentos cisalhantes simples per-
manentes, cisalhantes oscilatérios, extensional permanente e extensional oscilatorio sao
impostos para examinar as respostas tanto no dominio do tempo, como no dominio da
frequéncia. No caso de escoamentos cisalhantes, as propriedades reoldgicas sao des-
critas em termos de diagramas de fase e espectros de poténcia, para as propriedades
reologicas como a primeira diferenga de tensoes normais Ny e os médulos viscoelasticos
n en . Para escoamentos puramente extensionais é definida a viscosidade extensional
e dois modulos viscoelasticos extensionais sao explorados. Estas propriedades sao exa-
minadas em um regime elastico, onde pequenas deformacoes sao consideradas, e a
resposta do fluido mostra uma dependéncia apenas com De, e um regime anisotrépico
(De ~ 1), em que grandes deformagoes da macromolécula sao constatadas, no qual a

anisotropia (L) governa a resposta do fluido.
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ABSTRACT
MICROSTRUTURAL MODEL OF ELASTIC LIQUIDS IN FLOWS

Author: Farith Mustafa Absi Salas

Supervisor: Francisco Ricardo da Cunha

Programa de Pés-graduacao em Ciéncias Mecanicas
Brasilia, December of 2006

In the present work a study is developed to characterizer the rheological properties of
elastic liquids under complex flows by means of a microstructure analysis. The fluid
is a polymer solution of high molecular weight in dilute regime. The macromolecules
of polymer are idealized as a chain-spring system or Dumbbell. From an equilibrium
approach between restoring Brownian and viscous drag forces we obtain a differential
equation describing the temporal configuration of the macromolecules given in terms
of the conformation tensor B. The elastic contribution of stress tensor o is obtained
from the previous knowledge of B. For a complete characterization of the fluid, the
implementation of two corrections on the Dumbbell model is necessary: the non-linear
chain correction and drag viscous correction resulting in the nonlinear FENE- Dumbbell
model. Three relevant physical parameters are examined: De, L and ¢. Experimental
measurements of shear viscosity as a function of shear rate are obtained for a polymeric
solution in a viscosimeter device. Results show a shear thinning behavior. In addition,
the dependence of shear viscosity with the molecular concentration of the polymer is
analyzed. Numerical results and asymptotic solution for two regimes, a linear elastic
regime (De < 1) and a anisotropic regime (high De), are shown for several flows.
Simple shear, oscillatory simple shear, steady extensional and oscillatory extensional
flow are implemented to explore the response of the fluid in time and frequency domain.
In shear flows the rheological properties of the fluid are describe in term of phase
diagrams and power spectra of the first normal stress difference N1 and the viscoelastic
functions 1’ e n”. For pure extensional flows the extensional viscosity is defined and
the extensional viscoelastic functions are investigated. These properties are examined
for two regimes. An elastic regime where a small stretch of the macromolecule is
considered, showing a dependence only with De. A second regime (De ~ 1) where is
assumed a high stretch of the macromolecules is the anisotropic regime. In this case
the response of the fluid is strongly dependent of the extensibility L and we are able to
conclude that this parameter plays a key role when drag reduction in turbulent flows

is examined.
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LISTA DE SIMBOLOS, NOMENCLATURA E ABREVIACOES

SIMBOLOS LATINOS

a: distancia entre as extremidades da macromolécula na configuracao de equilibrio.
a,(W): coeficientes de Fourier em fase com respeito a excitagao.

ai, as, az: base de autovetores do tensor taxa de deformacao D

a',a? a’: base dual dos autovetores de D!

a?,a$,a3: vetores unitarios da base de autovetores do tensor taxa de deformacao D
AS): primeiro tensor de Rivlin-Erickson

AS): segundo tensor de Rivlin-Erickson

A(w): funcao viscoeldstica relacionada a deformacao

b: medida do grau de extensibilidade da molécula do polimero

b, (@): coeficientes de Fourier fora de fase com respeito a excitagao.

b(t): fungao vetorial arbitraria representando uma translacao

B: tensor conformagao das macromoléculas

B(w): fungao viscoelastica relacionada a taxa de deformagao

B: tensor conformacao das macromoléculas adimensional

C' tensor deformacao de Cauchy-Green

C,: coeficiente de arrasto viscoso

D: tensor taxa de deformacao

Eij: tensor taxa de deformacao adimensional

De: ntiimero de Deborah

E: energia térmica associada ao movimento Browniano

f(r): fungao que depende da conformagao molecular e é capaz de limitar a extensibil-

XVvil



idade infinita da mola de Hook
fn: funcao representando a n-ésima equacao de um sistema equagoes nao lineares
F: forma compacta do um sistema de equacoes nao lineares

F: funcional que envolve derivadas e integrais do campo de velocidade com respeito

ao tempo e espaco

F(t): tensor deformagao de Cauchy

Fy: forca tangencial sobre o cilindro interno do viscosimetro
F: forca Browniana restauradora

Fy: forcas viscosa que causa a deformacao na macromolécula

F(®re)., funcao representativa dos coeficientes de alguma grandeza reoldgica em fase

nw

com a excitacao, comn =0,1,2,3

g(R): funcao denotada como a varia¢ao da fungao de corre¢ao de mola nao linear em

relacao as componentes do tensor conformacao

G: constante da mola que representa um Dumbbell
G.(t —t'): médulo de relaxagao

G'(w): médulo eléstico de cisalhamento

G"(w): médulo viscoso de cisalhamento

G(w): médulo eldstico complexo de cisalhamento

G2, funcao representativa dos coeficientes de alguma grandeza reolégica fora de fase

nw

com a excitacao, comn =0,1,2,3

I: tensor identidade isotrépico candnico

Ta,, 114,111, : invariantes fundamentais do primeiro tensor de Rivlin-Erickson
J: matriz Jacobina do sistema de equacoes nao lineares

k: parametro da lei de Poténcia conhecido como consisténcia
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k1, ko, ks, ks: funcoes associadas, respectivamente, aos quatro passos do método de

Runge-Kutta de quarta ordem

K: constante de Boltzmann

¢: tamanho da macromolécula completamente estirada

l.: parametro de comprimento numa escala macroscépica caracteristica do escoamento
L: extensibilidade maxima do polimero

L: comprimento dos cilindros padrao tipo Couette

M(t —t'): fungdo memoria

N: numero total de monomeros da macromolécula

Ny: primeira diferenga de tensdes normais

Ns: segunda diferenca de tensoes normais

p: pressao mecanica

Q: tensor ortogonal de segunda ordem

r: vetor distancia medida entre as extremidades da macromolécula
R(t): tensor que representa a rotac¢do de corpo rigido

R: medida adimensional do estiramento da macromolécula

R: vetor que une extremidade a extremidade da macromolécula

Ry, Ry: raios interno e externo, respectivamente, dos cilindros rotativos do viscosimetro

padrao tipo Couette.
Re: nimero de Reynolds

S: tensor de segunda ordem representando o funcional em termos dos tensores de

Rivlin-Erickson
t: escalar representando o tempo

t: escalar representando o tempo adimensional

Xix



t.: tempo caracteristico do escoamento

tol: tolerancia predefinida para o método de Newton-Raphson

T: temperatura absoluta

T torque devido as forcas viscosas no cilindro interno do viscosimetro
u: velocidade adimensional

u: campo vetorial de velocidade

U tensor simétrico positivo definido representando uma deformacao
X vetor posi¢ao para em dado tempo t*

x: vetor posicao para em dado tempo t

z: medida de espaco adimensional

W' tensor taxa de rotagao
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SIMBOLOS GREGOS
«o: fator de mobilidade adimensional

Q, Bn: parametros materiais da formulacao de Oldroyd para viscoelasticidade linear

para n=1,2,...n

/ , . . . . ~ .
G : médulo associado a primeira diferenca de tensoes normais N; em fase com a ex-

citacao

" , . . . . ~ .
£ modulo associado a primeira diferenca de tensoes normais N; fora de fase com a

excitacao

vt B, ap,mp, Ap: constantes materiais representadas em funcao dos invariantes funda-

mentais do primeiro tensor de Rivlin-Erickson

4: taxa de cisalhamento

vo: amplitude da taxa de cisalhamento

vo: amplitude de deformacao

~(t): deformagao transiente

~vg: deformagdo de uma mola linear (Hook)

A(t): taxa de cisalhamento transiente

Yr9: taxa de cisalhamento nas coordenadas cilindricas r e 6
4: taxa de deformacao adimensional

d;;: tensor identidade em notacao indicial

d.: comprimento dos mondémeros que constituem a macromolécula
. derivada co-deformagao ou derivada Oldroyd baixa

—: derivada convectiva Oldroyd alta

é: taxa de deformacao extensional

€o: amplitude da taxa de deformacao extensional
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€o: amplitude de deformagcao extensional adimensional
é: taxa de deformacao extensional adimensional

/ /7 . 7 . . ~ . . ~ .
1 : modulo viscoeléstico relacionado a dissipacao de energia

" , . , . . .
1 : modulo viscoelédstico relacionado ao armazenamento de energia
n(w): modulo viscoeldstico complexo
1no: viscosidade de cisalhamento dinamica ordem zero

n*: modulo viscoelastico que representa a dissipacao de energia do fluido em um escoa-

mento oscilatério extensional

k%

n**: mddulo viscoeldstico que representa o armazenamento de energia do fluido em um

escoamento oscilatério extensional
01: angulo fora de fase relacionado a deformagcao
02: angulo fora de fase relacionado a taxa deformacao

03: angulo fora de fase relacionado a taxa deformagao numa andlise usando nimeros

complexos

A: um tempo de relaxagao de uma macromolécula

Ag: parametro relacionado ao tempo de relaxagao do polimero
A1: maior tempo de relaxacao de um modelo Dummbell

w: viscosidade de cisalhamento do liquido elastico

s viscosidade do solvente da solugao polimérica

fe: Viscosidade extensional

(1 viscosidade extensional modificada

w*: viscosidade de cisalhamento modificada

fi: viscosidade de cisalhamento adimensional

v: desvio padrao das medidas experimentais da viscosidade aparente
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&: espaco entre os cilindros rotativos do viscosimetro padrao tipo Couette preenchido

pelo polimero

&: vetor posicao em t = 0, para algum estado de referéncia do fluido
p: massa especifica da solucao polimérica

o11: componente normal do tensor de tensoes na direcao 11

099: componente normal do tensor de tensoes na direcao 22

033: componente normal do tensor de tensoes na direcao 33

o: tensao deviatoria

op;: tensor de tensoes na base de autovetores de D transladando e girando com o

material

ok, tensor de tensoes na base de autovetores de D transladando, girando e deformando

com o material

o,: desvio padrao da distancia entre as extremidades na macromolécula na configuragao

de equilibrio

o p: tensao elastica devido a presenca das macromoléculas

o: tensao deviatéria adimensional

33 tensor de tensoes total

Tz tensao de cisalhamento

Tg: tensao resultante para um mola de Hook

71, To: tempo de relaxacao e retardagao respectivamente do modelo de fluido Oldroyd-B
T,9: tensao de cisalhamento nas coordenadas cilindricas r e 6

¢: fragao volumétrica de macromoléculas

©: quantidade escalar arbitraria

®,r: quantidade que representa grandezas reologicas
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¥: funcao de distribuicao

W, : coeficiente da primeira diferenca de tensoes normais

w: frequéncia de excitacao

w: frequéncia de excitacao adimensional

Q2: velocidade angular do cilindro interno do viscosimetro padrao tipo Couette.

At: passo de tempo ajustavel definido para o método de Runge-Kutta de quarta ordem
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1 INTRODUCAO

O desenvolvimento da Teoria Cinética para solugoes poliméricas tem sido um dos temas
mais discutidos dentro do estudo da Reologia. Esta teoria proporciona as bases para
a analise do comportamento dinamico de macromoléculas em um escoamento, des-
crevendo o mecanismo pelo qual grandes valores de tensoes normais sao desenvolvidos,
mesmo em solugoes poliméricas diluidas. Ao longo dos anos, diversas teorias constitu-
tivas tém sido propostas. Desde teorias mais simples em que macromoléculas podem
ser modeladas como fibras rigidas (Batchelor 1970, Cheryl et al 1988, Kramers 1944), a
teorias mais complexas com o aumento da sofisticacao da analise fisica para descrever
o comportamento viscoelastico de solugoes poliméricas. Também, uma variedade de
aproximacoes matematicas tém sido implementadas, permitindo o desenvolvimento de
varias teorias constitutivas fechadas. A escolha de uma equacao constitutiva com um
apropriado nivel de sofisticacao, para um determinado escoamento, requer o balanco en-
tre matematica complexa, o nimero de parametros fisicos adicionais e a necessidade de
descrever propriedades especificas das macromoléculas do polimero. Um amplo trata-
mento de tais modelos constitutivos podem ser vistos em Bird et al (1987), Larson
(1988), Tirtaatmadja V. (1995), Herrchen e Ottinger (1997).

O estudo de equacoes constitutivas para descricao do comportamento nao linear de
fluidos complexos é da maior relevancia para a modelagem de escoamentos e aplicagoes
associadas nos quais a teoria de fluidos lineares ou fluidos Newtonianos falha. Um
conhecimento tedrico dos fundamentos e construcao de equacoes constitutivas tem aju-
dado no desenvolvimento de equipamentos e sistemas envolvendo escoamentos com-
plexos e na melhoria dos mesmos, em termos de eficiéncia e gasto de energia. Um
resultado importante desses estudos que poderia ser citado diz respeito a reducao do
fator de atrito em escoamentos turbulentos em tubulacoes quando adicionadas peque-
nas quantidades de polimeros de alto peso molecular (Scrivener et al 1979, Andreotti
& Cunha 2003, Cruz et al. 2004, Cunha & Andreotti, 2007).

Existem diversos modelos constitutivos em que a cadeia polimérica pode ser represen-
tada por um conjunto de duas esferas unidas por uma mola. Nessa configuracao as
esferas representam o centro de massa do sistema e estao relacionadas com a interagao

hidrodinamica entre o solvente e as macromoléculas da solugao polimérica (a forca de



arrasto viscoso do solvente sobre a macromolécula). Por outro lado a mola representa a
elasticidade das macromoléculas ou o efeito restaurador do polimero. Esta configuragao
esfera-mola denominada, “Dumbbell”, é simplificada assumindo-se um comportamento
de mola linear ou mola de Hook, representando as forcas elasticas no fluido. Muitos
dos modelos constitutivos encontrados na literatura (Rouse 1953, Zimm 1956, Bird
et al 1987, Peterlin 1966, Giesekus 1982, Bird et al 1980), entre eles o modelo explo-
rado nesta dissertacao, sao baseados nestes sistemas dinamicos de fluido viscoelastico,
representado por um sistema esfera-mola. Da mesma forma, diferentes modelos cons-
titutivos usados para modelar o comportamento reolégico de liquidos elasticos podem
ser obtidos dependendo do tipo de equacao que descreve a lei tensao-deformacao da
mola. Partindo do modelo de mola linear baseado na lei de Hook representando a forga
da mola, reologistas tém construido diversas equagoes constitutivas com caracteristicas

adicionais e complexidade ao modelo basico Dumbbell.

Entre os modelos mais simples da literatura, encontramos o modelo de Rouse (1953),
no qual uma mola de Hook é considerada. Esse modelo apresenta varias deficiéncias
na descricao das propriedades viscoeldsticas de um fluido em um dado escoamento,
produzindo por exemplo uma viscosidade de cisalhamento independente da taxa de
deformagao. No caso de um escoamento extensional uniaxial, o modelo de Rouse mostra
valores infinitos da viscosidade extensional para valores finitos da taxa de deformacao.
O modelo Oldroyd-B (Bird et al 1987) produz valores constantes da viscosidade de
cisalhamento em relacao a taxa de deformacao e estima a primeira diferenca de tensoes
normais N; = 011 — 09 como uma fungao quadrética da taxa de cisalhamento (Prilutski
et al, 1983). Entretanto, o mesmo modelo produz uma segunda diferenca de tensoes
normais N, como sendo igual a zero. Em escoamentos extensionais, o modelo de

Oldroyd-B e o modelo de Rouse produzem uma viscosidade extensional infinita a taxas

1
2X1°

de relaxagao (ver Tirtaatmadja e Sridhar 1995).

de deformacao € > em que A1 é o maior tempo de relaxacao no espectro de tempos

Outro modelo que considera uma descricao de mola linear é o modelo de Giesekus
(1982). Esse modelo contém um termo de tensao nao linear, incorporando um fa-
tor de mobilidade adimensional «, o qual estd associado ao movimento Browniano
anisotropico ou ao arrasto hidrodinamico anisotrépico sobre as moléculas da solucao
polimérica (Bird e Weist, 1985). A inclusdo do termo nao linear produz uma variacao
das propriedades cisalhantes variando com a taxa de deformacao. Para 0 < a < 1 e
para altos valores da taxa de cisalhamento 7, o modelo estima a viscosidade de cisa-

lhamento variando com 4 com uma inclinagao de —1 e a primeira diferenca de tensoes



/2. Da mesma forma que os modelos de Oldroyd-B e o modelo

N; aumentando com 7y
usado neste trabalho, o modelo de Giesekus produz uma segunda diferenca de tensoes
igual a zero. Cabe ressaltar que o modelo de Giesekus reduz-se ao modelo Oldroyd-B
no limite de pequenas deformacoes, o que é equivalente a fazer o = 0. Vale mencionar
que num escoamento extensional uniaxial, o modelo de Giesekus mostra um compor-
tamento monotonico da evolucao da viscosidade extensional em funcao do tempo para
altos valores da taxa de deformacao, levando a patamares permanentes e finitos da vis-
cosidade extensional uma vez atingido o regime permanente. Entretanto, o modelo nao
caracteriza corretamente o comportamento das propriedades extensionais para “melt”
poliméricas (Meissner, 1985) Isto é atribuido ao fato que o mesmo modelo usando uma

descricao de mola linear, em altas taxas de cisalhamento ou altas taxas extensionais

leva a resultados incorretos (Wiest, 1989).

O processo de construcao de uma equagao constitutiva baseado em modelos esfera-
mola, envolve a solugao da equacdo de Smoluchowski (Bird et al, 1987) para a fungao
de distribuigao ¥ (R, t), em que R é o vetor que une extremidade a extremidade da
macromolécula representado por um Dumbbell. Entretanto, varios destes modelos po-
dem ser resolvidos em termos da tensao sem necessidade de trabalhar com a funcao
de distribui¢ao (Larson, 1988). O modelo de mola linear tem a deficiéncia da macro-
molécula poder se deformar indefinidamente sem qualquer restricao. Por esta razao,
muitos modelos constitutivos de liquidos elasticos passaram a ser baseados em des-
cricoes de molas nao lineares nos quais uma restricao de deformacao maxima L é
imposta. Tais modelos sdo conhecidos como modelos Dumbbell-FENE (“Finitely Ex-
tensibility Non-Linear Elasticity”) e foi pioneramente introduzido por Warner (1972).
Entretanto, esta modificagao impoe serias dificuldades para se obter uma forma fechada

para as equagoes constitutivas em termos da fungao de distribuicao ¥(R,t) (Gupta et
al 2000, Bird et al 1987).

Uma variedade de aproximagoes tem sido desenvolvidas para os modelos Dumbbell-
FENE, o que leva as equagoes constitutivas fechadas sem a necessidade de resolver
a funcao distribui¢ao ¥. Um dos mais conhecidos entre esses modelos é o modelo de
FENE-P, introduzido por Peterlin (1966). Embora este modelo tenha sido desenvolvido
considerando-se solugoes diluidas, onde interagoes hidrodinamicas entre as moléculas
sao desprezadas, existem modificacoes levando em conta este fendmeno, considerando,
por exemplo o efeito aglomeracao das moléculas em solugoes mais concentradas (Lar-
son 1988 , Herrchen e Ottinger 1997). Este modelo tem mostrado bons resultados

na descricao de um fluido eldstico ideal sob cisalhamento simples (Mackay e Petrie,



1989). Para altos valores de taxa de cisalhamento 4, o modelo estima N; como uma
lei de poténcia ¥*% ¢ Ny = 0. Sob condicdo de escoamento extensional, o mesmo
modelo apresenta uma transicao muito abrupta da parte transiente da tensao para o
valor correspondente ao seu patamar de regime permanente (van den Brule, 1993). Na
aproximagao de Peterlin a deformacao instantanea da mola é substituida por uma ex-
tensao média, simplicando consideravelmente a matematica do problema. Esse modelo
contém um parametro b que serve como uma medida do grau de extensibilidade da
molécula do polimero. Para valores relativamente altos de b, o modelo FENE-P tem
mostrado resultados da viscosidade de cisalhamento permanente e NV iguais aos obti-
dos com o modelo FENE (Wiest ¢ Tanner 1989). Entretanto para valores de b < 10 os
referidos modelos apresentam pequenas distor¢oes. Em escoamentos extensionais para
o limite de grandes deformacoes, os dois modelos mencionados anteriormente apresen-
tam o mesmo resultado para a viscosidade extensional permanente, considerando ou
nao a aproximacao de Peterlin (Wiest e Tanner 1989, van den Brule 1993). Este resul-
tado também foi corroborado por Keunnings (1997) e Doyle et al (1998), que por meio
de simulacoes estocasticas mostraram que no regime permanente estes dois modelos
exibem resultados idénticos, diferente do caso transiente. Para valores mais altos de
b um modelo de mola nao linear expressa um aumento da extensibilidade da macro-
molécula e nestas condigoes o modelo se aproxima ao Oldroyd-B. Da mesma forma,
para valores moderados de b, Wedgwood et al (1991) mostraram que a viscosidade

extensional permanente é diretamente proporcional a b.

Outros modelos constitutivos baseados na aproximacao de Peterlin podem ser encontra-
dos na literatura (ver Bird et al 1980, Mochimaru 1981, Biller et al 1986, Wedgewood et
al 1991, Chilcott e Rallison 1988). Os primeiros a usarem esta aproximagao foram Bird
et al (1980), considerando interagdes hidrodinamicas entre as macromoléculas calcu-
lada em termos do tensor Ossen. Constatou-se um comportamento similar ao modelo
FENE tanto em um escoamento de cisalhamento simples permanente, como em um
escoamento extensional permanente. Bird et al mostraram, para um escoamento cisa-
lhante oscilatéorio em regime viscoelastico linear, a metodologia de caracterizagao de
solugoes de poliestireno em termos dos modulos viscoelasticos relacionadas a dissi-
pacao e armazenamento de energia (77/ en’ respectivamente), em funcao da frequéncia
adimensional w, Os resultado do estudo foram validados em parte por experimentos.
A concordéancia entre os experimentos e o referido modelo, no entanto nao foi satis-
fatério para a caracterizagao da viscosidade de cisalhamento p em fungao da taxa de
cisalhamento para solucoes de poliestireno. Contudo o modelo de Bird et al repre-

senta uma melhoria consideravel quando comparado aos modelos de Rouse (1953) e



Zimm (1956), tendo em vista que o modelo de Bird et al j& mostra um comporta-
mento pseudo-plastico da viscosidade. Por outro lado, para solucoes de poliacrilamida
(Separan AP-30) as curvas tedricas para g mostram uma boa concordancia com os
dados experimentais, diferente da primeira diferenca de tensoes N; em que os dados

experimentais divergiram consideravelmente da teoria.

Uma comparacao detalhada entre alguns modelos baseados em molas nao lineares
(FENE) foi feita por Herrchen e Ottinger (1997). Herrchen e Ottinger compararam trés
modelos constitutivos. O primeiro foi referente ao modelo original FENE com a lei de
mola de Warner (1972), o segundo o modelo FENE-P baseado na aproximagao de Peter-
lin e o terceiro FENE-CR proposto por Chilcott e Rallison (1988). Esse tltimo modelo
¢ baseado ainda na aproximacao de Peterlin, embora a dependéncia da viscosidade de
cisalhamento com a taxa de deformacao é eliminada com o objetivo de caracterizar um
tipo de polimero conhecido como fluidos de Boger. As comparacoes foram realizadas
com dois tipos de escoamentos, um escoamento cisalhante simples e um escoamento
extensional permanente. Resultados em termos das funcoes viscoeldsticas n' e 7',
para b = 50 (b denota o parametro que mede o grau de extensibilidade do polimero),
mostraram um comportamento muito similar dos trés modelos, concluindo-se que nem
a aproximacao de Peterlin nem a de Chilcott e Rallison tém influéncia consideravel no
limite viscoelastico linear. Para um escoamento de cisalhamento simples, os modelos
FENE e FENE-P mostraram resultados similares em termos da viscosidade de cisa-
lhamento p e do coeficiente da primeira diferenga de tensoes normais ¥y, em fungao
da taxa de deformacao adimensional ¥\g, em que Ay é um parametro relacionado ao
tempo de relaxacao do polimero. O modelo FENE-CR, diferente dos outros considera
i constante com a taxa de cisalhamento e um decaimento mais lento de W,;. Para
um escoamento extensional os trés modelos apresentam resultados quase idénticos da
viscosidade extensional . em funcao do ntimero de Deborah De com b = 50. As
curvas neste caso apresentam dois patamares constantes para baixos e altos valores
de De. Para De = 0.5 mostra-se um abrupto aumento de pu. com este parametro
até se atingir o patamar constante com De ~ 1. Vale adiantar que esse resultado
é compativel com os preditos com o modelo constitutivo apresentado neste trabalho
em que dois regimes diferentes elastico e anisotrépico sao definidos. Da mesma forma
Herrchen e Ottinger (1997) mostraram que a viscosidade extensional em fungao de um
tempo adimensional /Ay atinge um patamar constante uma vez que a deformacao
maxima das macromoléculas é atingida. Nota-se que para altos valores de De, o pata-
mar é o mesmo para os trées modelos, tendo uma forte dependéncia, principalmente, do

parametro extensional b.



De um ponto de vista mais fundamental, o estudo de um fluido elastico sujeito a
escoamentos extensionais proporciona meios para um melhor entendimento do meca-
nismo fisico no qual macromoléculas se alinham e deformam de um estado de equilibrio
randomico quando aplicado ao fluido um escoamento com altas taxas de deformacao
extensional. Para caracterizacao reoldgica de fluidos em escoamentos extensionais
define-se uma propriedade inerente as caracteristicas elasticas das macromoléculas do
polimero, que representa a resisténcia ao estiramento ou deformacao na direcao exten-
sional. Esta propriedade material, conhecida por viscosidade extensional p., embora
tenha a principio uma dependéncia em termos dos parametros adimensionais, nimero
de Deborah, De, da extensibilidade L e fracao volumétrica ¢, identifica-se para cer-
tos limites de De dois regimes diferentes de conformacgao da macromolécula, nos quais
o mecanismo dominante é a elasticidade (De) e a anisotropia (L). Regimes estes
denominados eldsticos e regime anisotrdpico, respectivamente. Gupta et al. (2000)
mostraram a partir de um trabalho experimental que a viscosidade extensional de uma
solugao polimérica com fracao volumétrica em um regime semi-diluido para a faixa
de Deborah, 6 < De < 10, independe deste parametro. Entretanto, para De = 10
esta mesma viscosidade atinge um maximo e para valores de De acima deste limite,
a viscosidade extensional decresce com o aumento de Deborah. Gupta argumenta
que tal comportamento pode ser causado pelas interacoes hidrodinamicas entre as
macromoléculas do polimero quando muito estiradas, mesmo para o caso de solucoes
diluidas. Os autores acreditam que a explicacao mais confidvel para esse comporta-
mento sao os diferentes tipos de configuragao que as macromoléculas sofrem durante a
sua histéria de deformacao, incluindo Dumbbell e cadeias de macromoléculas fletidas
(Li et al, 2000). A configuragao das macromoléculas fletidas tem como caracteristica
o atraso da configuracao na qual a macromolécula se encontra totalmente estirada
pelo escoamento. Desta maneira enquanto macromoléculas com estrutura Dumbbell
encontram-se totalmente deformadas, as macromoléculas fletidas nao atingem o limite
de deformagdo maxima. Smith e Chu (1998) mostraram que a proporgao de macro-
moléculas assumindo a estrutura de cadeia fletida aumenta com o niimero de Deborah.
Conseqlientemente, o decaimento da viscosidade extensional com o aumento de De

pode ser explicado pelo aumento de estruturas fletidas com o aumento de De.

Existem varios modelos constitutivos baseados no tensor conformacao da macromolécula
( ver Grmela e Carreau 1986, Guenete et al 1992, James e Sridhar 1995). James e Srid-
har investigaram a conformacao molecular das macromoléculas de um polimero usando
medidas macroscopicas da viscosidade extensional através da expressao dada pela teoria

de Batchelor (1970) de corpos delgados, que considera as macromoléculas deformadas



como fibras rigidas. Os resultados obtidos com a teoria de Batchelor mostraram valores
da viscosidade extensional maiores do que os obtidos experimentalmente. James e Srid-
har acreditam que esta diferenca possa ser atribuida ao fato das macromoléculas nao

atingirem a sua deformacao maxima devido a formacao de aglomeracoes das mesmas.

A presente dissertacao se insere no contexto de estudos tedricos da descri¢ao constitu-
tiva de fluidos nao-Newtonianos e tem como objetivo geral a caracterizacao solugoes
poliméricas diluidas submetidas a diferentes tipos de escoamento comumente usados
em experimentos de Reometria. O modelo constitutivo micro-hidrodinamico da pre-
sente andlise é baseado na configuragao mecanica esfera-mola (modelo Dumbbell) e é
descrito com duas equacoes tensoriais, mais especificamente uma para conformacao da
macromolécula e outra para tensao. A primeira representa a resposta macroscopica e é
definida em termos da tensao deviatéria o, que por sua vez é composta de dois termos,
um representando a contribuicao do solvente e o segundo representando a contribuicao
do polimero. A segunda equacao constitutiva é uma equacao diferencial nao linear que
governa a evolucao temporal do tensor conformagao B. O tensor conformagao descreve
a configuracao instantanea das macromoléculas, sendo uma medida da deformacao e
da orientacao na qual as macromoléculas sao submetidas uma vez que um escoamento
intenso é aplicado. A equacao diferencial do tensor conformagao é obtida mediante
uma analise microestructural, considerando-se o equilibrio termodinamico do sistema,
em que as forcas viscosas se encontram-se em equilibrio com as forcas Brownianas
restauradoras. Esta analise é realizada com base numa média volumétrica sobre todas
as macromoléculas de polimero, e um referencial girando e deformando com a macro-
molécula é considerado no sentido de preservar a indiferenca material da equacao a

qualquer sistema de referéncia.

O modelo constitutivo usado na presente dissertacao é governado por trés parametros
adimensionais. Sao estes: o numero de Deborah De, que é definido como a razao
entre o tempo de relaxacao da macromolécula e o tempo caracteristico do escoamento.
A fragao volumétrica ¢ das macromoléculas dispersas no fluido e a extensibilidade
do polimero, definida pela razao entre o comprimento da macromolécula totalmente
deformada e o comprimento associado com a configuracao randomica no equilibrio.
Duas modificagoes serao incorporadas ao modelo constitutivo examinado. A correcao
de mola finita onde a restricao de deformacao maxima é aplicada e a correcao no arrasto
uma vez que interagao entre as moléculas do solvente e do polimero é maior quando a

macromolécula é deformada.



1.1 OBJETIVOS ESPECIFICOS

Dentro do contexto das referéncias apresentadas acima, as etapas realizadas e objetivos

especificos neste trabalho, agora sao listados a seguir:

e Apresentar uma revisao da teoria de fluidos nao-Newtonianos, com foco na metodo-
logia de construgao de modelos constitutivos para descrever regimes viscoeldsticos

nao lineares a partir da teoria viscoelastica linear.

e Desenvolver um estudo experimental de caracterizagao da viscosidade aparente
de uma solugao polimérica diluida para se investigar a dependéncia da viscosidade
dinamica de cisalhamento i com a taxa de cisalhamento 7 e a fragao volumétrica

¢ das macromoléculas com o uso de um viscosimetro padrao de cilindros rotativos.

e Descrever uma metodologia de construcao de um modelo constitutivo de duas
equacoes para fluidos eldsticos a partir de uma anélise de escala e micro-hidrodina-

mica baseada no balanco de forcas viscosas e forcas elasticas.

e (Caracterizar regimes, elastico e anisotrépico de deformacao das macromoléculas,
nos quais os parametros relevantes sao o nimero de Deborah De (elasticidade) e

a razao de aspecto L (Anisotropia), respectivamente.

e Desenvolver solucoes assintoticas de regimes aproximadamente lineares do modelo
constitutivo de duas equacoes visando caracterizar propriedades reolégicas para

varios tipos de escoamento.

e Implementar um cédigo computacional para integragao numérica das equagoes

diferenciais do modelo constitutivo de duas equacoes em regimes nao lineares.

e Aplicar o modelo constitutivo de duas equagdes em regimes nao lineares para
caracterizagao reologica de fluidos elasticos sujeitos a escoamentos cisalhantes

permanentes e transientes.

e Apresentar resultados de uma andlise dinamica da resposta em frequéncia dos
modulos viscoelasticos do fluido em regimes nao-lineares, para escoamentos cisa-

lhante oscilatérios.



2 FUNDAMENTOS TEORICOS DE FLUIDOS
NAO-NEWTONIANOS

O estudo de fluidos nao lineares ou fluidos nao-newtonianos tem sido tema de intensas
pesquisas a partir das aplicacoes industriais existentes na atualidade. Embora em
varios casos a analise de fluidos possa ser simplificada ao estudo de fluidos newtonianos
ou fluidos newtonianos generalizados, as equagoes resultantes com estas simplificacoes
tem sido muito restritas. Isto torna-se claro quando por exemplo trata-se de solugoes
poliméricas com polimeros de alto peso molecular. Estes polimeros, diferente de um
fluido newtoniano, tem como uma caracteristica principal a diminuicao da viscosidade
de cisalhamento com o aumento da taxa de deformacao. Conseqiientemente, a partir
da necessidade de caracterizar-se comportamentos nao lineares para fluidos complexos

diversos esforgos tem sido encaminhados ao estudo destes fluidos.

Em geral os fluidos podem ser considerados viscoelasticos devido a existéncia simultanea
de propriedades viscosas e elasticas no fluido. Em muitas situagoes o estudo dos fluidos
tem se focado na resposta viscosa a aplicacao de uma determinada excitacao. Entre-
tanto, uma vez que a descricao mais geral onde o estudo transiente de um fenomeno
é necessaria, a resposta elastica torna-se importante. A resposta de um fluido uma
vez aplicada uma excitacao depende da escala de tempo do experimento em relacao
ao tempo caracteristico do material. Em conseqiiéncia disto, se o experimento é rela-
tivamente lento, o fluido tera uma resposta mais viscosa do que elastica. Porém, se o
experimento ¢ relativamente rapido, a resposta terd caracteristicas elasticas ao invés de
viscosas. Em tempos intermediarios, ambas caracteristicas podem ser vistas no fluido.
Dessa forma faz-se necessario um estudo mais rigoroso do comportamento viscoelastico

de um fluido, conforme serd apresentado no presente capitulo.

2.1 VISCOELASTICIDADE LINEAR

Com o objetivo de caracterizar o comportamento de fluidos complexos, ou fluidos nao
newtonianos, neste capitulo serao descritos alguns modelos matematicos que capturam
de uma forma geral a resposta viscoelastica de um material. Nesta se¢ao descrevem-se
duas equacoes constitutivas para o tensor de tensoes a partir de modelos considera-

dos lineares a partir de algumas hipdteses, como por exemplo assumindo-se pequenas



deformagoes na estrutura do fluido. Simplificacoes desta natureza dao origem a vis-
coelasticidade linear. O estudo da viscoelasticidade linear é de grande valia, sendo
o primeiro passo para desenvolver abordagens associadas com descri¢oes constitutivas
nao lineares. Serd apresentada uma descrigao transiente de fluidos nao newtonianos na
qual a resposta elastica do fluido torna-se importante, considerando assim, que o fluido
possui meméria. Esta caracteristica reflete que o fluido lembra da sua configuragao

em um tempo anterior. E necessario ressaltar que esta descricao é considerada para

pequenos gradientes de deslocamento.

A teoria matematica envolvida no estudo da viscoelasticidade linear é baseada no
principio da superposigao. Isto implica que a resposta (taxa de deformagao) de um es-
coamento serd diretamente proporcional & excita¢ao dada (tensao). Assim, as equagoes
diferenciais governantes sao lineares, bem como os seus coeficientes constantes. Os
referidos coeficientes tornam-se relevantes ja que, como serd mostrado, denotam as
propriedades materiais do fluido. Propriedades estas como a viscosidade dinamica e o

modulo elastico de cisalhamento.

2.1.1 Cisalhamento oscilatorio

Com o objetivo de mostrar que em geral fluidos complexos tem propriedades tanto
viscosas como eldsticas, analisaremos, a seguir, um escoamento oscilatorio no qual a
resposta viscoelastica de um fluido é relevante para uma dada excitacao. Considera-se
que o sistema oscila com uma frequéncia w. Para pequenas deformagoes, assume-se
que a tensao de cisalhamento oscila na mesma frequéncia, mas nao necessariamente em
fase. O perfil de velocidade no cisalhamento simples oscilatério é dado pela expressao:
u = cos(wt)(7oy, 0,0), em que v é a amplitude da taxa de cisalhamento, sendo esta
real e positiva. Considerando-se a deformacao de um cisalhamento oscilatério, tem-se

a excitacao da forma:

v(t) = yosen(wt), (2.1)

em que 7o é a amplitude de deformacgao (v < 1).

Derivando-se a equagao (2.1) em relagdo ao tempo, resulta na taxa de cisalhamento,

da forma:
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A(t) = d—z — ocos(wt). (2.2)

Em que a amplitude da taxa de cisalhamento é definida como vy = w~y. A resposta da
excitacao imposta ao fluido € representada por meio de uma tensao de cisalhamento 7,
a qual sera escrita em termos da amplitude de deformagao bem como da deformacao ~
ou da taxa de cisalhamento §(t), e da fase na qual a tensdo se encontra. Conforme ja
mencionado anteriormente, a tensao nao estd necessariamente em fase com a excitagao.

Dessa forma, podemos escrever:

Toy = A(w)ypsen(wt + 01), (2.3)

ou de outra forma equivalente

= B(w)yocos(wt — 62), (2.4)

Ty

em que (0 <01 <7w/2)e (0<02<7/2).
Reescreveremos em seguida as equagoes (2.3) e (2.4) para a tensao de cisalhamento em

termos de uma soma de seno e cosseno para explicitar-se as componentes da tensao em

fase e fora de fase com a excitacao. Desta forma, obtém-se

Ty = G'(w)y0sen(wt) + G" (w)yocos(wt), (2.5)

Ty = 1 (w)ocos(wt) + 1 (w)osen(wt), (2.6)

em que G',G", 1, n" sdo as funcoes viscoelasticas do material.

E importante notar que para um sélido elastico perfeito, tem-se G"(w) = 0 e 7, =
G'(w)y(t) (sdlido de Hook), em que G'(w) é conhecido como médulo eldstico de cisa-

lhamento. Por outro lado para um fluido newtoniano, teremos 1" = 0 e 7., = 1’ (w)*(¢)
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(lei da viscosidade de Newton), em que 7'(w) é denotada como a viscosidade de cisa-

lhamento dinamica.

Pode-se mostrar que as equagoes (2.3) e (2.4) podem ser escritas numa forma expandida
no sentido de correlacionar estas equagdes com as equagoes (2.5) e (2.6)) e por este
meio definir as fungoes viscoelasticas. Desenvolvendo sen(wt + 61) e cos(wt + 62) em

(2.3) e (2.4) obtém-se, respectivamente

Toy = A(w)yocos(01)sen(wt) + A(w)yosen(d1)cos(wt), (2.7)

Toy = B(w)vocos(02)cos(wt) + B(w)yosen(62)sen(wt). (2.8)

As componentes em fase com 7y e 7y sdo respectivamente: G'(w) = A(w)cos(01) e
n'(w) = B(w)cos(02) enquanto as componentes fora de fase sao: G"(w) = A(w)sen(01)
e n’(w) = B(w)sen(#2). E imediato mostrar que apés manipulacdes algébricas simples

que:

= /G W2+G"(W)? e 601=tan? (GH(W)) (2.9)

De maneira analoga, mostra-se que:

=V (Ww)?2+n'(w)? e 62=tan (77/:55))) : (2.10)

As funcoes viscoeldsticas sao interpretadas como parametros de armazenamento e di-
ssipagao de energia, sendo que 1'(w) denota o médulo de dissipa¢do da energia que
ocorre no escoamento e G”(w) é chamado de médulo de dissipagao. G'(w) e 1 (w) estao
relacionados aos efeitos eldsticos. Enquanto n”(w) esta relacionado ao armazenamento
de energia durante a deformacao, G'(w) representa o médulo de relaxagao eldstica do
fluido.
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2.1.1.1 Representacao usando variaveis complexas

Uma descri¢cao andloga ao da segao anterior pode ser realizado de uma forma mais
completa com o uso de varidveis complexas. A excitagao de frequéncia w imposta a

um escoamento com resposta oscilatoria pode ser escrita na forma

y(t) = r0e™", (2.11)

ou em termos da taxa de cisalhamento, tem-se:

(t) = iwyoe™. (2.12)

Define-se a amplitude da taxa de cisalhamento como 5 = iw~yy. A resposta linear em

frequéncia a esta excitacao em termos da tensao de cisalhamento é dada por

Tey (t) = T;yei(Wt+03)a (213)

ou

Tay(t) = 70, €™, (2.14)

em que T;y = T;yei% denota uma amplitude complexa.
Analogamente, como feito na se¢ao anterior, escreve-se a tensao de cisalhamento também

em termos da deformacgao 7o ou da taxa de cisalhamento 4o(t) de coeficientes materiais

complexos. Assim

Tay (1) = 790G (W)™, (2.15)

ou
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Ty () = Foi(w)e™, (2.16)

Define-se G(w) = G'(w) + iG"(w) como sendo o médulo eldstico complexo e 7(w) =
n'(w)+in" (w) uma viscosidade complexa. A partir das equagoes (2.15) e (2.16) pode-se
determinar as seguintes relagoes entre as componentes do modulo eldstico complexo e

as componentes da viscosidade complexa

G (w) = wn’(w), (2.17)

G"(w) = wn'(w), (2.18)

2.1.2 Conseqiiéncia da linearidade

A teoria matemaética da viscoelasticidade linear é baseada no principio da superposicao.
Isto implica que a resposta em qualquer tempo em termos de uma tensao ¢ diretamente
proporcional a deformacao ou a taxa de deformagao. Na teoria viscoelastica linear as
equacgoes diferenciais que governam o fenomeno sao lineares, da mesma maneira os
coeficientes das derivadas temporais sao constantes, isto é, os parametros materiais sao
independentes da deformacao e da tensao. Uma equacgao geral para a viscoelasticidade

linear pode ser escrita na forma (Oldroyd, 1964) :

02 o

0 o
5t T sy (219)

0 0
(1+ e + Qs +..+ an%)@y =1+ ﬁl& + (2

E importante notar que a equagao (2.19) foi escrita por simplicidade em termos da
tensao de cisalhamento 7,, e da deformacao ~ relativas ao cisalhamento simples, sendo
que, no caso de cisalhamento oscilatorio, tais fungoes sao dependentes do tempo. En-
tretanto, podemos escrever, sem dificuldade, uma equagao mais geral para outros tipos
de escoamentos, com a tensao e a deformacao referidas ao tipo de deformacao em par-
ticular. Conseqiientemente, pode-se substituir as varidveis escalares v e 7., por sua

representacao mais geral, ou seja em termos do tensor de tensoes o .
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A seguir serao descritos alguns modelos constitutivos para fluidos viscoelasticos lineares
que serviram como base para a teoria viscoelastica nao linear, na qual os parametros
materiais nao sao mais constantes, dependendo assim nao s6 da frequéncia de excitacao,
mas também da deformacgao. Da mesma forma, na caracterizacao nao linear de fluidos,
serd introduzido o conceito do principio da indiferenca material do referencial, em que
as equacoes constitutivas envolvendo derivadas temporais sao independentes do sistema

de referéncia.

2.1.3 Modelo de Maxwell

Maxwell, supondo que os gases tém um comportamento viscoelastico, desenvolveu a
primeira teoria constitutiva viscoeldstica linear. Maxwell propos que fluidos com vis-
cosidade e elasticidade podem ser descritos pela equacao constitutiva (Bird et al 1987,
Barnes et al 1989):

10Ty
Go M

Ty + (2.20)

A interpretagao fisica dada para este modelo pode ser descrita como um sistema mola-
amortecedor em série, tal que a constante da mola é dada por GG, com deslocamento
7, e, um amortecedor com constante de amortecimento p (ver figura 2.1). Assim, para

uma mola de Hook:

derivando-se a equagao (2.21) em relagao ao tempo, obtém-se:

iz = G, (2.22)

No caso do amortecedor, tem-se:

TV = ,u’.)/v. (223)
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Figura 2.1: Modelo fisico em série mola-amortecedor, representando o modelo viscoeldstico
linear de Maxwell.

Dessa forma, para a configuragao em série ilustrada na figura (2.1) tem-se:

Y=Ye+Ww e Toy = TE = TV, (2.24)
By Ty T (2.25)

Multiplicando a equagao (2.25) por p, tem-se

1 OTey
T$y+G 0t = U,

(2.26)

recaindo assim na equagao constitutiva (2.20). O modelo de Maxwell é recuperado pelo
modelo geral dado pela equagao (2.19), quando oy = p1/G, a qual pode ser interpretada
como a constante de tempo ou tempo de relaxagao, e, 5, = p = 1y, como a viscosidade

de cisalhamento dinamica ordem zero.
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A generalizagao do modelo de Maxwell para escoamentos tridimensionais sujeitos a pe-
quenos deslocamentos (ou gradientes de deslocamento) em termos do tensor de tensoes

o e o tensor taxa de deformacao D é dada na forma:

o+ alg—j = 2noD, (2.27)

Para um fluido incompressivel viscoelastico sujeito a pequenos gradientes de desloca-
mento ou taxa de deformacao arbitrarios, a expressao geral para o tensor de tensoes

total 3, é escrita na forma:

Y =—pl+o, (2.28)

tal que a parte deviatéria o deve satisfazer a equacao (2.27). A equacao (2.27) pode
ser resolvida integrando-se analiticamente, com o fator integrante /. Dessa forma

obtém-se,

2 t /
ot) =20 [ e=t=O/np)at + Ceton, (2.29)
a1 — o0

A escolha de —oo como limite inferior é arbitraria, considerada para simplificar a
equacao acima de modo que, se especificamos que a tensao no fluido é finita em t = —oo,
a constante serd necessariamente C = 0. E importante avaliar o limite do integrando
para t — —o0, desde que ambos, numerador e denominador, tendem para zero quando
t — —oo. Dessa forma pode-se mostrar, com ajuda de algumas manipulacoes algébricas
e usando a regra de L’Hopital, que para essa condicao tem-se uma tensao finita da

forma:

o(—00) = 2ngD(—o0). (2.30)

Portanto, se D(—o0) é finito, a tensdo também é finita em t = —oo.
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Conseqlientemente, para um escoamento geral tridimensional e incompressivel sujeito
a pequenas deformagoes ou taxa de deformacao, a equacao constitutiva de Maxwell

pode ser escrita da seguinte forma:

2 t /
o(t) = 21 / e~ =t/ D (¢t (2.31)

a1 J_~

A equagao (2.31) pode ser simplificada para o caso de um escoamento unidirecional,

obtendo-se assim:

t
Tay(t) =2Z—? / e~/ (1 at'. (2.32)

—00
As equagbes (2.31) e (2.32) podem ser interpretadas por meio do principio da causa-
lidade, o qual postula que a tensao depende da histéria recente do movimento. A
equagao constitutiva (2.31) expressa que a tensdo, em um tempo presente t, depende
da taxa de deformagao ou estéria de deformagao em tempos anteriores ' (causa precede
efeito). Esta é a razao principal do modelo constitutivo em questao recair na integral
de convolugao ou memdria (2.31). Considerando-se o termo exponencial da equagao
(2.31) pode-se inferir que quanto maior a diferenga ¢ — ¢, menos correlacionada estara
a tensdo em t com a taxa de deformacao naquele ¢'. Por outro lado, para tempos mais
curtos, a tensao sera mais afetada pela estéria de deformacao pelo fator peso, definido

como médulo de relaxagao do fluido de Maxwell (Bird et al, 1987):

o [ ,
o[ et=th/en, (2.33)
g

—o00
Este termo pode ser interpretado do ponto de vista fisico como segue. O fluido possui
uma meméria (“fading memory”) mais efetiva para “lembrar” do estado de deformagao
experimentado em passados recentes, isto é intervalos pequenos t —t'. De uma maneira
geral, pode-se dizer que a tensao no tempo t depende da histéria da taxa de deformacao

para todo tempo anterior —oo <t/ < t.

Uma forma equivalente da equacao integral constitutiva do modelo de Maxwell (Eq.
2.31), pode ser escrita em termos do tensor deformacao de Cauchy, F'(¢) (Bird et al

1987, Cunha 2006). Com este objetivo, definimos o tensor de deformagao como:
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F(t) = /_ " Dy, (2.34)

Agora, integrando-se por partes a equagao (2.31) obtém-se:

2 ! /
o(t) = 2 / eI/ [F () — F(#)]dY, (2.35)
a1 J-o
em que o termo [F(t) — F(t')] denota a deformagao no tempo ¢ relativa a deformagao

no tempo t’. Este resultado mostra que, diferente de um sélido puramente eldstico, nao

existe um estado de referéncia ty inico para ser usado numa descricao de deformacao.

2.1.4 Modelo de Jeffrey

Do mesmo modo que o modelo de Maxwell, o modelo de Jeffrey é usado como ponto de
partida para propostas de modelos viscoeldsticos nao lineares. Portanto, este modelo
expressa ainda uma relacao linear entre o tensor de tensoes o e o tensor taxa de
deformacao D. O modelo de Jeffrey é uma simplificacaio do modelo mais geral da
viscoelasticidade dada pela equagao (2.19), assumindo que os primeiros coeficientes

das derivadas temporais de o e D sejam diferentes de zero, conseqiientemente:

0 oD
o+ ala—j = 2ng (D + QQW) : (2.36)

Na equagao (2.36) pode-se identificar duas constantes de tempo a; e s como sendo o
tempo de relaxacao e o tempo de retardacao, respectivamente. O modelo de Jeffrey,
mostrado na equagao diferencial ordindria (2.36), também pode ser representado na

forma integral com as condigoes iniciais que tanto o, D e 9D /0t sejam finitos para

t = —o0. Com isso, a integracao resulta em:
L2 :
o(t) = 200 2 D(t) + / il (1 - %> e~ (=t D (¢t (2.37)
aq —co Q1 aq

Analisando-se a equagao constitutiva (2.37), nota-se que uma condi¢do necessaria para

nao ter problemas com a convergéncia da integral no decaimento da exponencial na
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condicao t = —oo é assumindo que as < ;. Nota-se também que fazendo as = 0

recupera-se a equagao constitutiva do modelo de Maxwell dada pela equagao (2.31).

Com o intuito de transformar a equagao (2.37) numa forma integral envolvendo todos

os termos como integrando, devemos utilizar as propriedades da funcao delta de Dirac

o(t):

/ T )6( — )t = 2 / ' FOS(t—t)dt = f(t), (2.38)

o0

/_ T — )t = — (1), (2.39)

o0

Aplicando as propriedades acima, a equacao (2.37) pode ser reescrita na forma:

t 2 ,
o(t) = / {ﬂ(l — D2yt 4170%5(75 - t’)} D(t)dt'. (2.40)
1

oo L1 a1
Comparando-se as equagoes (2.31) e (2.40) nota-se que estas apresentam uma forma
semelhante, diferindo-se pelo termo entre chaves da equagao (2.40). Isto é, pelo médulo
de relaxacao, diferente para o modelo de Jeffrey quando comparado com o mddulo
de relaxagao do modelo de Maxwell, dado pela equagao (2.33). Cabe ressaltar que
varios outros modelos lineares podem ser encontrados na literatura, adicionando-se
mais derivadas temporais nas equacoes constitutivas, ou seja, partindo da equacao
constitutiva geral da viscoelasticidade linear (Eq. (2.19)) e tomando-se outros coe-
ficientes diferentes de zero. No entanto, para o objetivo deste trabalho, os modelos
apresentados neste capitulo sao suficientes para descrever solugoes poliméricas no con-

texto da viscoelasticidade linear e nao linear.
Analogamente, como feito no modelo de Maxwell, pode-se reescrever a equacao cons-

titutiva (2.40) em termos do tensor deformagao F'(t). Com este fim, integra-se por

partes a equagao (2.40), obtendo-se:
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aj o oy ot

o(t) = /_ t {2—@(1 — 22)et=t)/en 4770%M} [F(t) — F(t)]dt'. (2.41)

2.1.5 Generalizacao do modelo viscoelastico linear

Os modelos viscoelasticos lineares apresentados neste capitulo possuem uma forma
equivalente integral. Em outras palavras uma integral em toda a histéria de tempo
(convolugao) de um médulo de relaxacao multiplicado pelo tensor taxa de deformacao
D. Cada um destes modelos diferem pelo grau de complexidade inserido na viscosidade
e elasticidade do fluido. Uma equacao integral que descreve de uma forma geral modelos
viscoelasticos lineares, incluindo os discutidos anteriormente, é conhecida como equacao

da viscoelasticidade linear generalizada (Bird et al 1987)

o(t) = /t G, (t —t")D(t")dt, (2.42)

ou em termos do tensor deformacao F'(t) pode-se escrever a equacdo (2.42) na forma

o(t) = /_ M- O)F (e (2.43)

em que G,.(t —t') denota o mddulo de relaxacdo e M(t —t') denota a fungdo meméria.
Este modelo é o ponto de partida para a maioria dos modelos viscoelasticos desen-
volvidos, e serao referéncia para proposicao e analise de modelos viscoelasticos nao
lineares. Para obter a descrigdo do fluido a partir da equagao (2.42) deve-se substituir
a expressio equivalente para G, (t — t'). E instrutivo lembrar que as equacoes (2.42) e
(2.43) sao equivalentes, somente, se D for finito no limite de t = —oo e os gradientes

de deslocamentos forem infinitesimalmente pequenos.

As equagoes (2.42) e (2.43) tém uma caracteristica importante, o integrando consiste
no produto de duas fungoes. A primeira depende da natureza do fluido, isto é, dos
parametros materiais 7, e a,, e a segunda depende da natureza do escoamento, ou seja,

da cinematica do escoamento (D(t') ou F'(¢,t)).
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Nas equagoes (2.42) e (2.43), as fungoes G.(s) e M(s) sao fungdes positivas que de-
crescem monotonicamente para zero quando s = t — t’ tende para o infinito. Fluidos

viscoeldsticos geralmente possuem memoria ou “Fading Memory”.

2.2 DESCRICAO FENOMENOLOGICA DAS EQUACOES CONSTITU-
TIVAS

Uma descrigao fenomenolégica da equagao constitutiva do tensor de tensdes para um
fluido nao linear é apresentada a seguir. Da mesma forma serd introduzida a definicao
de materiais simples e dos principios basicos que estes tipos de materiais devem seguir
para sua caracterizagao reolégica. Serda examinado também o papel importante que
exerce o tensor gradiente de deslocamento relativo ou simplesmente gradiente de de-

formacao F' na formulagao da nossa equagao constitutiva.

2.2.1 Materiais simples

Para uma formulacao correta das equagoes constitutivas é necessario e até intuitivo se
pensar que devemos seguir uma série de condigoes ou principios gerais (formalismo cons-
titutivo) para a caracterizacdo de um material. Com este intuito, a seguir descrevem-
se alguns principios do formalismo constitutivo necessarios para a construcao de uma

equacao constitutiva de um tipo especial de material, conhecidos como Fluidos Simples.

2.2.1.1 Causalidade

O principio de causalidade ¢ a relacao entre causa e efeito, onde se postula que o tensor
de tensoes o depende da histéria recente do movimento. Uma equacao constitutiva
mais geral relaciona a tensao do material no tempo presente ¢ com experiéncias prévias

de deformacoes sofridas pelo material. Portanto

o(t) = F(histéria do material), (2.44)

tal que F é um funcional que envolve derivadas e integrais do campo de velocidade
com respeito ao tempo e espago e contém um numero de coeficientes que podem ser

interpretados como propriedades fisicas do material ou fluido.
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2.2.1.2 Acao local

Este principio é também conhecido como Hipétese do Continuo (Oldroyd, 1950). Con-
sidere uma descri¢cao Lagrangiana do movimento em que o material tem uma posicao &
em t = 0, para algum estado de referéncia, em seguida move-se para a posicao X (&, 1)
no tempo t* e para na posigao x(&,t) no tempo t (ver figura 2.2). Este principio pos-
tula que somente as moléculas ou particulas vizinhas (pequenas vizinhangas) de um
material deverao ser envolvidas no calculo local da tensao em um ponto (“Local Action
Principle”). Este principio é consistente com a idéia de forcas de curto alcance entre

moléculas para um material real. Usando uma série de Taylor pode-se escrever que

Figura 2.2: Posicao da macromolécula para diferentes tempos

0X

+ e dE O(dg?), (2.45)

X(§+dg) = X(€)

ou:

ng + O(d€?). (2.46)

AX = X(6-+de) - X(6) = g
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Analogamente, tem-se

de =x(§+d§) —x(§) = g—agdﬁ + O(dg?). (2.47)

Conseqiientemente, uma pequena fibra material ou arco d§ em t = 0 torna-se:

X )
(§
ox

Define-se o tensor gradiente de deformacao ou, simplesmente, tensor deformacao F'(t*)

como sendo:

X

F(t") = —. 2.50

() = 5¢ (250)
Agora. o tensor de tensoes pode ser escrito em termos do funcional F como:

ot)=F{F(0<t"<t)}, (2.51)

Cabe ressaltar que a hipdtese do continuo esta implicita no fato de tomar-se somente

um termo da expansao de Taylor para pequenos 6 X, isto é:

be < [0X] < L, (2.52)

em que J, esta numa escala microestrutural do material, e £, numa escala macroscopica

caracteristica do escoamento.
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2.2.1.3 Invariancia de coordenadas

Uma equacao constitutiva tem que ser valida independente do sistema de coordenadas
em que o vetor posicao, velocidade e tensor de tensoes estao descritos. Isto quer dizer,
que a forma funcional F deve ser mantida independentemente de o e u serem descritos
em coordenadas cartesianas, cilindricas, esféricas ou qualquer outro tipo de coordenada
curvilinea. Conseqiientemente, nao se obtém novas leis cada vez que um sistema de

coordenadas diferente ¢é utilizado na descricao de um escoamento.

2.2.1.4  Fading memory

Este principio requer que a estrutura instantanea do campo de tensoes tenha uma
dependéncia muito mais forte da histéria de deformacao ou taxa de deformagao do
fluido em tempos mais recentes, do que da historia em tempos passados. Isto implica
que, para um tempo passado t’' e um tempo atual do estado do fluido ¢ tem-se que o
efeito da deformacao sobre o tensor de tensoes o é maior para t’ ~ t do que para uma

histoéria distante da condicao atual, isto é ¢/ < t.

2.2.1.5 Auséncia de um estado de referéncia

Como o préprio nome indica, este principio postula que, em geral, nao existe um estado

natural preferencial do material, o que difere do comportamento de um sélido elastico.

2.2.1.6 Indiferenca material do referencial

Também conhecido como o Principio da Objetividade (Oldroyd, 1950). Este principio
requer que o campo instantaneo de tensoes independa do movimento do observador. A
resposta mecanica de um material nao deve ser afetada por um movimento de corpo
rigido arbitrario (translacao e rotagdo do material). Sistemas de referéncia sao in-
vengoes do observador e nao sao intrinsecos ao material em questao. Neste principio
estd implicito que a inércia das moléculas ou particulas do fluido de uma suspensao
ou gotas de uma emulsao nao afetam as propriedades constitutivas. Entretanto, este
principio nao ¢ assegurado para uma suspensao diluida de esferas em que o nimero de

Reynolds da microescala nao é pequeno (Ryskin e Rallison, 1980).

Uma transformacao espacial homogénea, dependente do tempo do sistema de coorde-
nadas zyz para um outro sistema de coordenadas x'y'z’ pode ser expressa matemati-

camente na forma
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=bt)+Q{)xz e t=t—¢p, (2.53)

em que @ denota um tensor ortogonal de segunda ordem que representa uma trans-
formagao ortogonal de rotacao de corpo rigido, b(t) denota uma fungao vetorial ar-
bitraria representando uma translacao dependente do tempo do novo referencial com
relacao ao antigo, e, ¢ denota uma constante arbitraria. Qualquer vetor & deve obe-

decer a seguinte regra de transformagao (Aris 1962)

r=Q - x ou z=Q"-x (2.54)

Como o tensor de tensoes é um tensor de segunda ordem e assumindo-se ser uma

quantidade objetiva, o mesmo deve obedecer a lei de transformacao:

o'=Q o-Q7, (2.55)

em que o' refere-se ao sistema de coordenadas x'y’z’, enquanto, o ao sistema de co-
ordenadas xyz. Quantidades vetoriais e tensoriais que sao invariantes a uma mudanca

de sistema de referéncia sao ditas objetivas ou indiferentes ao sistema de coordenadas.

A invariancia em relacao ao sistema de coordenadas significa dizer que um escalar deve
permanecer inalterado a mudanca, um vetor preserva o mesmo significado fisico, isto ¢,
o vetor u = ¢y — « no sistema de coordenadas zyz deve ser ' = y' — &’ no sistema de
coordenadas x'y'z’. Um tensor de segunda ordem é equivalente a uma transformagao
linear quando multiplicado por um vetor objetivo leva a outro vetor objetivo. Ou seja,

obtém-se uma descri¢ao da forma:

u =y —a, (2.56)

entao,

Qu=Q y-Q- =, (2.57)
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ou, equivalentemente,

v=Q (y—x)=Q - u. (2.58)

Para uma mudanga de referencial homogénea descrita pela equacao (2.53), escalares,

vetores e tensores objetivos transformam-se, respectivamente, pelas seguintes leis:

o =Q{) o-Q" (), (2.59)

em que ¢ ¢ um escalar qualquer.

Cabe lembrar que, materiais que obedecem aos principios ou condicoes listados anterior-

mente sao denominados Fluidos Simples.

2.2.2 Relagao constitutiva para um material simples

Considerando-se os principios basicos necessarios para a formulagao de uma equacao
constitutiva para um fluido simples vistos na se¢ao anterior, procede-se com a caracteri-
zacao de fluidos viscoelasticos em termos do tensor gradiente de deformagao F'. Para

isso, define-se o tensor gradiente de deformacao relativo, como:

_0x

Bl =54

(2.60)

em que X denota o vetor posicao no tempo t* e & denota o vetor posicao no tempo t.

Quando t* = t, F(t*) reduzem-se a

Fy(t)=1, (2.61)

em que I denota o tensor identidade isotropico canonico.
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Como Fy(t*) é inversivel, do teorema da decomposi¢ao polar (Aris, 1962) pode-se

decompor o tensor gradiente de deformacao da seguinte forma:

Fy(t") = Ry(t") - Uy(t), (2.62)

em que o tensor R;(t*) é um tensor ortogonal representando uma rotagao de corpo
rigido e U(t*) denota um tensor simétrico positivo definido representando uma de-

formacao, isto é:

RI'(t")-R,(t") =1 e U (t")=U.t). (2.63)

Manipulando-se as equagoes (2.62) e (2.63) pode-se mostrar que (Cunha, 2003)

U2(t") = FL (1) - Fy(t"). (2.64)

Para escrever a equagao constitutiva do tensor de tensées o (t) em termos de F(t*),

basta agora usar a regra da cadeia conforme descrito abaixo

0X
= — . 0<tr < ,
o(t) f{(% 0<t _t}, (2.65)
mas,
0X 00X Ox ox

0_5 = 8_5 = F,(t") - 8_5 (2.66)

Portanto a equagao (2.65) pode ser expressa na seguinte forma

o(t) = ]—"{Ft(t*) : ‘9—””} . (2.67)
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Aplica-se na sequéncia a lei de transformagao ao tensor gradiente de deformacao relativa
para verificar se este tensor obedece ao principio de objetividade, considerando a trans-
formagao homogénea x}, = Q;;(t)x; +0b;(t) e da mesma forma X/ = Q;;(t") X;(t') +b;(t').

Agora usando a regra da cadeia:

0X!  OX! X, 0Xp,

F/ p— == 2-
Yoo 0Xy, Oz, O ’ (2.68)

mas 0X!/0X,;, = Qim, portanto:

/ 8XZ/ / /

ij or' = sz(t )an(t )an(t>’ (269)

L

ou em notacao de Gibbs:

F'y(t) = Q) - Fu(t') - Q" (1) (2.70)

O resultado acima nao obedece ao principio da objetividade, uma vez que isto envolve
tempos em diferentes estados de deformacio, isto é, Q(t') - Fy(t') - QT (t) # Q(t') -
F,(t") - Q" (t"). Note também que ‘2—? =Q(1)- Z—? -Q(0), em que Q(0) = I.

A relacao funcional do tensor de tensoes deve ser invariante a uma mudanga de refe-

rencial, ou seja:

o'(t) = ]—“{F;(t*) : Z—Z} , (2.71)

o que ¢é equivalente usando 2.70:

Q(t)-a-(t)-QT(t):f{Q(t*)-Ft(t*)-QT(t)~Q(t)-g—z-QT(O)} para t* <t. (2.72)

Sendo
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Q () Qy=I e Q"(0)=1I, (2.73)

obtém-se,

ox

Q) o) Q" (1) = F{ Q) Filt) - ¢

} para 0 <t* <t (2.74)

Utilizando-se a decomposicio polar da equacdo (2.62), fazendo Q(t*) = R”(t*) na

equagao (2.74), obtém-se:

ox

Qt)-o(t)-Q"(t) =F {RT(t*) R()- U 5

} para 0 <t*<t. (2.75)

Em conseqiiéncia deste resultado, pode-se escrever que:

ox

Q) o(t)- Q7 () =o'(t) = F {U(t*) g

} para 0 <t*<t, (2.76)

Este resultado é importante por mostrar que o”(t) tem uma dependéncia funcional so-
mente do tensor deformagao U (t*). Cabe notar que, para um fluido simples nao existe
um estado de referéncia natural, assim o termo em & nao deveria aparecer explicita-

mente.

Qt)-o(t)-Q1(1) = o'(t) = FIU(W), —oo<t' <t} (2.77)

Agora, F deve satisfazer:

Q(t) - F{U(t")}- Q' (t) = F{Qt) - U(t") - Q" (t)}. (2.78)

o qual pode ser mostrado para assegurar a objetividade da relacao constitutiva de o

com o funcional F da equagao (2.77).
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2.2.3 Derivadas temporais

Tendo-se as bases fisicas para escrever uma equacao constitutiva de fluidos Simples,
como visto nas secoes anteriores, é desejado obter-se a partir de agora uma equacao
explicita para o tensor de tensoes a partir da equacao (2.77). Com esse objetivo serd
definido o tensor deformacao de Cauchy-Green C a partir do tensor deformacgao F',
o qual serd derivado com respeito ao tempo repetidas vezes. As taxas de variacao
do tensor C' resultarao em outros tensores objetivos, conhecidos como tensores de
Rivlin-Ericksen (Tanner 2000, Cunha 2006) e a partir destes tensores objetivos, serao

caracterizados fluidos nao lineares.

Considera-se novamente uma descri¢ao Lagrangiana do movimento de duas particulas
separadas por uma distancia dX, inicialmente em um tempo t* de referéncia, na
ausencia de deformacao, para um tempo posterior ¢ a configuragao das particulas muda
para dx. A referida mudanca de configuragao ou movimento relativo pode ser descrita
em termos do tensor gradiente de deformagao ou tensor deformagao. Com este objetivo
e utilizando-se uma série de Taylor de primeira ordem para analise nas vizinhancas de
X. Assim

(X +dX,t) = 2(X,t) + g—;dX +O(dX?), (2.79)

Para pequenos deslocamentos materiais d X (arcos infinitesimais) o termo de segunda
ordem da equacao (2.79) tende para zero, resultando na relagdo fundamental para o

estudo da deformacao da forma:

dX = F - dz. (2.80)

Como mostrado na segao §(2.2.2) (Eq. 2.60), define-se o tensor taxa de deformacao F

e do teorema da decomposicao polar, obtém-se:

F=R(t") U, (2.81)

em que o tensor R(t*) representa a rotacao de corpo rigido e o tensor U (t*) representa

o estiramento ou “stretching”do arco ou fibra infinitesimal dX .
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Multiplicando-se o tensor gradiente de deformacdo F' pelo seu transposto F! na

equagao (2.81), tem-se:

F' . F=U@t") -R"(t")- R(t") - U(t") = U*(t"). (2.82)

Define-se o Tensor deformacao de Cauchy-Green, como sendo

C(t")=U*t")=F" . F. (2.83)

Para obter-se uma expressao da deformacgao do vetor dX em termos do tensor de-

formagao de Cauchy-Green, multiplica-se a equagao (2.80) por dX, isto é:

dX -dX =F -dx - F - da, (2.84)

utilizando-se a propriedade do produto escalar entre vetores e tensores de segunda
ordem a - (A-b) =b- (A" -a), em que a, b sio vetores e A é um tensor de segunda

ordem, obtém-se:

dX|? =dx-F'-F-dx, (2.85)

ou em termos do tensor de Cauchy-Green C(t*) (Truesdell e Noll, 1965), tem-se:

|dX| = +/dx - C(t*) - dx. (2.86)
2.2.3.1 Taxa de variacao do tensor deformacao de Cauchy-Green - tensor Rivlin-
Erickson
Reescrevendo o tensor deformacao de Cauchy-Green em notacao indicial, tem-se:
_OX(t7) OXi(t7)

Cif(t) = Fialt') Fiy () = 20, (2.87)
i J
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Assumindo-se que as trajetérias do movimento sao conhecidas e que a histéria de
deformacao C(t*) também ¢ conhecida para t* < t. Deriva-se a equacao (2.87) com

respeito a t*, notando que X é func¢ao de t* enquanto x nao, tem-se em notacao indicial:

2.
Portanto para t* = t, quando X = xj, tem-se:

dt* 8:cj 8:@

Define-se AZ(-Jl.) = 2D;; como o primeiro tensor de Rivlin-Ericksen, o qual em notacao

de Gibbs é escrito da forma:

AV =9D (2.90)

Derivando-se novamente a equagao (2.89) com respeito a t*, obtém-se:

=2 dt*

POyt d <6Xk<t*>auk<t*>> +dctl* (M(t*)@Xk(t*))_ (2.91)

- 8:67, 8$Cj 8131 8a:j

Procedendo-se com a derivacao termo a termo, aplicando a regra da cadeia e apods

algumas manipulagoes matematicas, obtém-se a expressao (Cunha 2006)

BCy5(t*)  20up(t*) Oug(t*)  0Xp(t*) 0Xon(t*) d [ Ouk(t*)
om0z, | 0r, o dt*( 9Xom )
OX(1) Qu (1) Dun (1) | OX (1) d <8uk(t*)) OXi(1") | DX (t") Dur(t*) Du (1)
or; 0X,, Ox; Ox; dt* \ 0X,, Ox; or; 0X,, Oux
(2.92)

Novamente, no limite em que t* — ¢, que é equivalente a assumir X, — ;. Nestas

condicoes, tem-se:
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BCy(t*)  20ug(t*) Oug(t*)  d [ Ouy(t*) N Ou; (t*) Oup (t*) n d(9u(t7)
-  Oxy Oz, dt* \ Ozx; or,, Oz; dt* Oz;
N Ou;(t*) Oup, (t¥)

(2.93)

Utilizando-se a definigdo do tensor Rivlin-Erickson da equagao (2.90), a equagao (2.93)

é simplificada para a forma

dQC-j(t*) d (1) 8u (t*) (1) 8u (t*) (1)
e A A”> Rl A O il A (O 2.94
= () + oz, T g, Com (2.94)
Note que o tensor AZ(-;) = 2D;; ¢é simétrico, isto é, AZ(-;) = Aﬁ).
Define-se o 2° Tensor de Rivlin-Erickson como:
d*Ci; (1) 2)
Reescrevendo a equagao (2.94) em notagao de Gibbs, obtém-se:
d
A® = y (A<1>) + Vau(t') - AYD + AW vuT (1), (2.96)
observando-se que:
Oy, (t* Oy, (t*
Hnll) A1) — (Tu(rr)- A0, Hnll) A1) — (A uT(1),,. (297)
ZT; Z;

Cabe ressaltar neste ponto que, o observador translada com a particula quando se
considera o tempo t* e a derivada temporal A" /dt*, quando t* — t, deve ser enten-

dida como a derivada material DA® /Dt*. Conseqiientemente, reescreve-se a equagao
(2.96) como:
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A? —

o (D) + Vu(t) - AV + AV VT (). (2.98)

Pode-se continuar o processo de derivacao com respeito a t* do tensor de Cauchy-Green
e se obter uma expressao recursiva geral para o tensor AFD (Rivlin e Erckson, 1955)

Com isto é possivel mostrar que:

D
A o ( A(”)> L LT A™ 4 A™ . L (2.99)

em que L = Vu'(t*) e L' = Vu(t*)

2.2.3.2 Expansao de Rivlin-Ericksen

A representacao do tensor de Cauchy-Green em uma expansao em série de Taylor para
escoamentos fracos, isto é, De — 0, em que De é o nimero de Deborah, definido como
a razao entre o tempo de relaxacao do fluido e o tempo caracteristico do escoamento,

pode ser escrito em notacao indicial como segue

o dC;,; 1 [(dCy .
Oy () = Cy(t) — (dt*) t(t—t)+i(dt*2)t*t(t—t) Fo, (2.100)

que em termos do 2° tensor de Rivlin-Erickson, fazendo s = t — t* e notando-se que

Ci;(t) = 6,5, em que §;; é o tensor identidade, tem-se:

1 1 2
Cijlt =) = 0y = AYs + AT + . (2.101)

ou em termos de um somatério infinito, obtém-se:

=5 (D

n=0

) (2.102)

com Al(-?) = 0;j



Conforme descrito na segao §(2.2.2), pode-se escrever o funcional do tensor de tensoes,

na forma

o(xz,t)=F{U{t"); s>0}. (2.103)

Em termos adimensionais, definindo-se o niimero de Deborah como De = w7, em que
w denota a frequéncia do movimento e 7 o tempo de relaxagao do fluido, é possivel

mostrar que:

o(x,t)=F {U*(De,t*); s>0}. (2.104)

Substituindo-se U?(t—s) = C(t—s) na equacio (2.103) e da equacao (2.102), obtém-se:

o(x,t)=F {i ((_nliwAg?)s”) ;s> O} . (2.105)

n=0
Admitindo-se que o funcional F tem um comportamento monotonico suave, caracteri-

zando uma funcao sem grandes variagoes para escoamentos fracos, quando De — 0.

Reescrevendo o em termos de um tensor de segunda ordem S, tal que:

o(x,t)=8S(I,A, Ay, ... A,), (2.106)

em que A, é o n-ésimo tensor de Rivlin-Erickson.
Cabe lembrar que a equacgao (2.106) satisfaz o principio da objetividade, desde que os

tensores A,, sejam objetivos. Para obter uma equacao constitutiva para o, com n = 1,

a principio pode-se propor:

S =al +bA, +cA] +dA3 +eAl + ... (2.107)

Pelo teorema de Cayley-Hamilton (Aris 1962, Cunha 2006), tem-se:
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A3 — Iy AT+ 114 Ay — T114,1 =0, (2.108)

em que [4,, I14, e I11,, sao os invariantes fundamentais de A, definidos como:

Ly, =tr(Ay); Ila, == [(tr(A1)? —tr(AD)]; 1114, =det[Ay]. (2.109)

N | —

Multiplicando-se a equagao (2.108) por A;, obtém-se:

Al =14 A3 —T1, A2 + 111, 1-A,. (2.110)

Substituindo-se o primeiro termo da direita da equacdo (2.110), A?  pela expressio
obtida na equacdo (2.108), tem-se que A} = f(I, A;, A?). Generalizando a equacio
(2.110) pode ser mostrado que:

Al =y AT+ BrAL + oyl (2.111)

em que ay, By e ¢ sdo fungdes dos invariantes fundamentais de A; (Truesdell e Noll,

1965). Em conseqiiéncia da equagao (2.111) pode ser inferido que:

S = ayI + 31 A + v A7, (2.112)

com S(I) =0 (Cunha 2006), tem-se:

S = B A, + ;AL (2.113)

ou em termos adimensionais

S = 3sDeA; + vyDe* A3 (2.114)
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Da definicao do 1° tensor de Rivlin-Ericksen, A; = 2D, e substituindo esta expressao

na equagao (2.113), obtém-se:

o =26;D + ;A3 (2.115)

Nota-se que no caso de fy = pu e 75 = 0, a equacgao (2.115) recupera a expressao do

tensor para fluidos newtonianos, resultando:

o =2uD, (2.116)

tal que p denota a viscosidade dinamica do fluido. Também, equivalentemente, em

termos adimensionais, fazendo De — 0 tem-se, que

o = 2uDeD + O(Dé?). (2.117)

2.2.3.3 Fluido de segunda ordem

Considerando-se a expressao dada na equacao (2.106), com n = 2, obtém-se:

S:S(I,Al,Ag), (2118)

Dessa forma a equagao (2.115), para [y = p, resulta:

o =2uD +v; AT + 0y As. (2.119)

O 2° tensor de Rivlin-Erickson Aj foi definido na se¢ao §(2.2.3) como:

DA,

A
27 Dt

+Vu-A + A - (Vu)'. (2.120)
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Substituindo-se A, da equagao (2.120) na equacao (2.119) e realizando algumas ma-

nipulagoes matematicas é possivel mostrar que

D(D
o = 2/~LD + 277f Dt ) + (4’}/f + 477f)D2. (2.121)

Definindo-se v + 1y = As e substituindo a derivada material D/Dt pela derivada ob-
jetiva de Oldroyd 6,,/0t (detalhe de derivadas temporais tipo Oldroyd serdao mostradas
na secao §(2.3)) a fim de satisfazer a condi¢ao de objetividade da equagao constitutiva

para o, tem-se:

(D
o =2uD + 2n; ”gt ) +4)\;D?, (2.122)

em que [, 75 € Ay sao constantes materiais, sendo que p e 7y podem ser determinados
por meio da teoria viscoelastica linear, representando a viscosidade dinamica do fluido
e o médulo eldstico, respectivamente. A equagao (2.122) denota a equacao constitutiva
mais geral para um fluido de 2* ordem. Em termos adimensionais, a equagao (2.122)

pode ser expressa na seguinte forma

00 (D)

o =2uDeD + 2(ny 5

+2X;D?)De? + O(De?), (2.123)

2.3 PRINCIPIOS DA VISCOELASTICIDADE NAO LINEAR

A teoria da viscoelasticidade nao linear é uma descricao matematica de uma de-
pendéncia de valores passados da deformacao que envolve integrais de memoria e
derivadas temporais como visto nas se¢oes §(2.1 e 2.2). Uma vez que o principio da
indiferenca material deve ser satisfeito, serd abordada de forma sumarizada a definigao
de derivadas materiais especiais que sao objetivas e consequentemente podem ser uti-
lizadas na construcao de equagoes constitutivas para modelos viscoelasticos nao li-

neares.

Como mencionado na analise de modelos viscoelasticos lineares, os modelos de Maxwell
e Jeffrey serao pontos de partida para a formulacao de modelos nao lineares. Desta

forma, os modelos de Maxwell e Jeffrey, descritos na sua forma diferencial, requerem
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derivadas temporais em o e D que satisfacam o principio da invariancia material do
referencial. Derivadas materiais padrao vistas por um observador transladando com a

particula de fluido Do /Dt e DD /Dt nao satisfazem este principio.

Foi visto que um tensor de segunda ordem D ¢ objetivo se, e somente se, para uma
mudanca de referencial descrita por uma transformacao homogénea, isto é, uma rotacao

e translacao de corpo rigido, obedece a lei de transformacao:

D'=Q D Q' (2.124)

O tensor D denota a taxa de deformacao. E possivel mostrar que este tensor satisfaz o
principio de invariancia material do referencial, ou seja obedece a transformacao dada
pela equagao (2.124). Da mesma forma, pode ser mostrado que o tensor taxa de rotagao

W nao satisfaz este principio. Em que:

1 1
D=3 (Vu+vVu') e W= 3 (Vu — Vu') (2.125)
sendo u o vetor velocidade.
Supondo-se que o é objetivo, entao:
od=Q o-Q". (2.126)
Derivando-se o’ com relacao ao tempo, obtém-se:
7=Q 6 Q +Q Q" +Q o-Q". (2127)

A equagao (2.127) nao satisfaz a lei de transformacao linear para um tensor de segunda
ordem e, portanto, nao cumpre o principio de objetividade. Conseqlientemente, para
um sistema de coordenadas que nao gira ou deforma com o material, apenas translada,
as derivadas temporais nao sao objetivas. Entretanto, deve existir um sistema de

coordenadas nos quais as derivadas temporais satisfacam o principio da objetividade.
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Um sistema de coordenadas que satisfaz o principio de invariancia material do referen-
cial para as derivadas temporais é o sistema de referéncia baseado nos autovetores do
tensor deformacdo D e da base dual de autovetores do tensor D~' (Cunha 2006). Por-
tanto, define-se o sistema de coordenadas como a base de autovetores do tensor taxa de
deformacao D, (ay,as,as) e os vetores unitarios correspondentes a{,a$,a$ que estao
sendo convectados e girando com os elementos materiais, mas mantendo comprimentos

unitarios. Assim, define-se:

op; =aj - o-aj, (2.128)

como as componentes de o na base de autovetores de D. Seja calcular a derivada

temporal Doy;/Dt, da equagio (2.128) tem-se:

Doy, Daj Do Daj

Pode-se mostrar que

L=W -a’. (2.130)

Usando a equagao (2.130) e desenvolvendo os produtos tensoriais da equagao (2.129),

obtém-se

o
Doy,

Dt

D
=a?- F‘t’jw.w_w.a . a?. (2.131)

Define-se Doy;/Dt como as componentes da derivada co-rotacional ou derivada de
Jaumann do tensor o que corresponde a derivada temporal relativa a um sistema de
eixos girando com velocidade angular (V xu)/2, ou, simplesmente pode ser interpretado
como sendo a taxa de variagao temporal de o vista por um observador transladando
e girando com o material. O primeiro termo da equacao (2.131) pode ser interpretado
como o efeito de translacao e o termo - W — W - o como o efeito de vorticidade sobre
o elemento material. Nota-se que no caso de W = 0 a derivada Doy, /Dt se reduz a

derivada material padrao de translacao.
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O resultado mostrado na equagao (2.131) foi obtido considerando-se, apenas, um obser-
vador transladando e girando com o material. Entretanto pode-se também considerar
o caso mais geral de derivadas temporais relativas a observadores deformando com as
linhas materiais. Considerando as componentes o;; do mesmo tensor o relativas a base

a; deformando com as linhas de fluido, tem-se

Ok = Qi - O - a;. (2.132)

Derivando-se a equagao (2.132), segue que:

DO’k Dak Do Da;
Dt~ Dt O W Tyt e o (2.133)
notando-se que:
D
%:D.aﬁw.ak:v%ak, (2.134)

Substituindo-se a equagao (2.134) na equagao (2.133) e usando propriedades de produto

entre tensores de segunda ordem e vetores, pode-se mostrar que

D0 D

Por questoes de simplicidade, foi utilizada a nomenclatura encontrada na literatura

para a derivada obtida na equacgao (2.133) como, Doy;/Dt = §,0;/0t, dessa forma:

5,50 D
%:FjJrVuT-aJra-vu. (2.136)

A equagao (2.136) é referenciada na literatura de Reologia como a derivada co-deformagao
ou derivada Oldroyd baixa de um tensor, que corresponde a taxa de variacao de o vista
por um observador transladando, girando e deformando com o material. Substituindo
Vu=D+W e Vu' = D — W na equacio (2.136), obtém-se:
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5,50 D
%:§+G~D+U~W+D~G—W~a, (2.137)

em que o termo Do /Dt representa a contribuigao de translagao, o termo - D+ D - o

denota o efeito de deformacao do material e - W — W . o a contribuicao de rotagao.

Repetindo-se o calculo como feito anteriormente para as componentes do tensor o na

base dual dos autovetores de D!, (a', a2, a®),

k

o =ak.o-a’ (2.138)

Derivando-se a equagao (2.138) em relacao ao tempo e sabendo que

Da’

= — . al 2.1
Dt (Vu)' - a’, (2.139)
obtém-se:
— N _ " _ 5. — . 2.14
50 o ° Vu' —Vu- o, (2.140)

a qual também pode ser escrita em termos dos tensores D e W, ja que Vu = D+ W

5—5kj Do
o =% _(¢-D+D- W -W - 2.141
s = (@ D+D-o)to-W o, (2.141)

A equagao (2.140) ou (2.141) é referida na literatura de Reologia como derivada con-

vectiva Oldroyd alta do tensor o.

2.3.1 Generalizacao das derivadas temporais objetivas

As trés expressoes de derivadas temporais que satisfazem a condicao de objetividade
vistas na se¢ao anterior, isto é, a derivada co-rotacional de Jaumann e as derivadas

alta e baixa de Oldroyd, podem ser unificadas de uma tnica maneira, introduzindo-se
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a representacao paramétrica de derivada Oldroyd como uma combinacao linear das

derivadas convectivas alta e baixa da forma:

Com isso, uma equacao geral pode ser escrita da seguinte forma:

oo _ Do . T gl —(1—n)[o- Vul .
50 —Dt—l—n[a Vu+Vu' o] - (1-n)[o-Vu" +Vu-o],

ou em termos dos tensores D e W, tem-se

oo Do
5 —Ft+(2n—1)[0’-D+D-0']+[0'-W—W-0'],

Nesta formulacao geral o parametro n varia entre 0 < n < 1. Portanto

oo O_O 0
— =—— para n=

ot ot P

ho o0 !
— =—— para n=

ot ot P
5 Do°

1310- = Dz para n=1/2

(2.142)

(2.143)

(2.144)

(2.145)

A equagao (2.143) ou (2.144) s@o conhecidas como derivadas Maxwell-Oldroyd. Estas

derivadas satisfazem o principio de invariancia material do referencial e podem ser usa-

das na construcao de equacgoes constitutivas. A prova da objetividade destas derivadas

serao demonstradas no apéndice (A.1).

2.3.2 Modelo Maxwell-Oldroyd

Uma vez obtidas derivadas temporais objetivas (2.143) ou (2.144), pode-se examinar a

questao da viscoelasticidade de uma forma geral, ou seja, sem restricoes de pequenas

deformagoes ou regime de vicoelasticidade linear. A forma diferencial linear do modelo

de Maxwell dada pela equagao (2.27) foi escrita como:
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oo’
ot

o +T

= 2uD, (2.146)

com p sendo a viscosidade de cisalhamento e 7 o tempo de relaxacao do fluido. A
equacao (2.146) pode ser reescrita para uma forma generalizada conhecida como mo-
delo de Maxwell-Oldroyd para fluidos viscoelédsticos, sem a restricao de pequenas de-

formagoes, isto é, 0o’ /0t # Do’/ Dt. Desta maneira,

0,0

ot

T + A(o') - o' =2u(y)D. (2.147)

Caso A(o’) =1I e u(§) = pu (constante), a eq. (2.147) reduz-se a

0,,0'
ot

T + o' =2uD. (2.148)

Substituindo-se a expressao da derivada objetiva 4, /dt na equacao (2.148), obtém-se:

/

(;; +7{(1-2n)[¢’ D+ D -o'|+W -0 —0"-W —(u-V)o'},
(2.149)

o' =2uD — 1

em que o primeiro termo da equacao 2uD — 7(do”/Ot) representa o modelo de Maxwell
cléssico linear dado pela equagao (2.146) e o resto dos termos representa a contribui¢ao

nao linear envolvendo deformacao, rotacao e translagao do material.

2.3.3 Modelo Jeffrey-Oldroyd

Também conhecido como Fluido Oldroyd-B, este modelo é a generalizacao do modelo

linear de Jeffrey, dado pela equacdo (2.36), cuja forma diferencial foi dada por

. 0o oD
o + 1 a: — 2 (D+TQE), (2.150)
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com 0 < 7 < 71, em que 7 e T, 820 o tempo de relaxacao e retardacao respectivamente
e 1w denota a viscosidade de cisalhamento. Nota-se que fazendo 7, = 0 0 modelo reduz-se

ao modelo de Maxwell de viscoelasticidade linear .

O modelo viscoelastico diferencial nao linear mais comum é conhecido como uma gen-
eralizacao do modelo de Jeffrey para derivada Oldroyd, definido como Fluido Oldroyd-B

e é descrito da seguinte forma:

5,0 5,D
o +7 5? — 2 (D+72 ) (2.151)

Nota-se que se 75 = 0, o modelo recai no fluido de Maxwell generalizado dado pela
equagao (2.148), sendo puramente eldstico para altas freqliéncias, e no caso de 1, =
7o = 0 0 modelo de fluido Oldroyd-B reduz-se a uma descri¢ao constitutiva de fluido
Newtoniano. A equacdo (2.151) pode ser reescrita substituindo-se a derivada Oldroyd

0,/0t, dada pela equacdo (2.144). Desta maneira,

D !/
o' =2uD + 2MT268_75 — 7'188% +{2um(2n —1)(2D - D) +2um(D - W — W - D)—

n1(2n—1)(¢'-D+D-o')+71(c"- W —-W -0')+ 2un(u-V)o'}, (2.152)

em que os trés primeiros termos do lado direito da equagao (2.152) referem-se ao modelo
linear de Jeffrey da equagao (2.150). O termo da equacdo entre chaves representa a

parte nao linear associada com a rotacao, deformacao e convecgao de o e D.

Com isto finaliza-se a descricao da fundamentacao tedrica da presente dissertacao fo-
cada na descricao de modelos viscoelasticos nao lineares para o estudo da resposta
dinamica de liquidos elasticos ou solugoes poliméricas diluidas sujeitos a escoamen-
tos cisalhantes permanentes e transientes com uma larga variacao de intensidade ou

potencial de deformagao do fluido controlado pelo nimero de Deborah (De).
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3 MEDIDAS DE VISCOSIDADE DE SOLUCOES
POLIMERICAS

Os fluidos em geral possuem uma propriedade caracteristica da sua microestrutura
conhecida como viscosidade. A viscosidade resulta de forcas de atrito entre camadas
adjacentes do fluido, que surgem quando estas se deslocam em contato umas sobre as
outras. Em liquidos a viscosidade é, principalmente, devida as forcas de coesao entre
moléculas e, uma vez aplicadas forcas tangenciais no fluido, a viscosidade representa,
segundo um ponto de vista de fluido continuo, a producao de energia interna do fluido

associada com a deformacao das particulas de fluido devido as tensoes de cisalhamento.

As validagoes das teorias de equacoes constitutivas proposta para caracterizacao de
fluidos nao lineares muitas vezes sao obtidas apenas de observacgoes experimentais.
Neste capitulo apresentam-se algumas medidas experimentais para a viscosidade de
cisalhamento de uma solugao aquosa diluida, composta de um polimero de alto peso
molecular. Os experimentos foram desenvolvidos no Laboratério de Mecanica de Flui-
dos de Escoamentos Complexos da Universidade de Brasilia. Como mencionado an-
teriormente, uma das caracteristicas mais marcantes de um fluido nao-newtoniano da
classe dos pseudo-plastico, como é o caso das solucoes poliméricas examinadas aqui, é
a diminuicao do valor da sua viscosidade com o aumento da taxa de cisalhamento do
escoamento, quando submetido a um esforco de cisalhamento simples. Assim, com a
finalidade de se investigar este comportamento reolégico nao linear, foram realizados
varios experimentos para medidas da viscosidade aparente por meio de um viscosimetro
padrao de cilindros rotativos variando-se tanto a taxa de cisalhamento 7, como a con-

centracao volumétrica do polimero ¢.

A seguir, descrevem-se as caracteristicas do polimero usado nas solucoes ensaiadas. Na
sequéncia apresenta-se uma descri¢ao da bancada experimental usada neste trabalho e

mostram-se os principais resultados obtidos nos experimentos.

3.1 DESCRICAO DAS PROPRIEDADES DAS SOLUCOES POLIMERICAS

O aditivo anisotropico empregado nos experimentos de medida de viscosidade de cisa-

lhamento foi uma emulsdo aquosa de poliacrilamida anidnica (PAMA), produzida e
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fornecida pela Industria Quimica Art-Aratrop. A referida emulsao possui uma concen-
tracao de 34% de poliacrilamida. A Figura (3.1) mostra uma representacao simbdlica
da macromolécula de poliacrilamida que possui um peso molecular de 5 —8 x 10° g/mol
de acordo com dados do préprio fabricante. Uma caracteristica vantajosa do PAMA
é a sua resisténcia a degradagao mecanica (ver Den Toonder et al 1997, Cunha &
Andreotti 2007). As macromoléculas resistem a possiveis quebras em sua cadeia geral-
mente produzidas por acao mecanica do escoamento. Uma degradagao molecular pro-
duz uma diminuicao no peso molecular e, conseqiientemente, no tempo de relaxacao,
comprometendo as propriedades reolégicas do fluido (Virk, 1975). No entanto, ex-
perimentos realizados para caracterizar a degradagao(Cunha &Andreotti, 2007), com
base em variagoes no comportamento pseudo-plastico (shear thinning) da suspensao,
mostraram apenas pequenas variacoes na viscosidade de cisalhamento em funcao do

tempo.
(b)

escoamento ®

[
- L -
CONH, CONH, | CONH,

Figura 3.1: Representagao simbélica de uma macromolécula de poliacrilamida. (a) Molécula
em equilibrio randomizada pelo movimento Browniano. (b) Molécula estirada pelo escoa-
mento. (c) Detalhe da unidade estrutural da poliacrilamida. (Andreotti, 2004; Cunha &An-
dreotti, 2007)

O processo de composicao das solugoes aquosas poliméricas inicia-se com a dilui¢ao
da solucao aquosa de poliacrilamida em uma faixa de concentracao entre 0,03 a 0,5%,
resultando, dessa forma, em uma solucao primaria. Para a obtencao dessa solucao,
o polimero foi processado entre as concentracoes volumétricas citadas e mantido sob
agitacao durante uma hora em um reservatério fora da bancada de testes, segundo
indicacao do fabricante do produto. Durante esse processo, o polimero foi adicionado
progressivamente em pequenas quantidades no sentido de se obter a solu¢ao mais ho-

mogeénea possivel.
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3.2 DESCRICAO DA BANCADA EXPERIMENTAL

Com o objetivo de quantificar a viscosidade de cisalhamento, pu, das solugoes PAMA-
agua em funcao da fracao volumétrica, ¢, e da taxa de cisalhamento, 7, foram realizados
experimentos em reometria usando um viscosimetro padrao de cilindros rotativos do
tipo Couette. O experimento consistiu em se estabelecer um escoamento laminar e
unidirecional entre dois cilindros concéntricos, um interno de raio R; e um externo de
raio Ry, em que, (Ry — Ry) < Ry, para garantir estabilidade do escoamento durante
as medigoes, evitando-se distirbios no escoamento do tipo vértice de Taylor (Trit-
ton, 1988). A Figura (3.2) ilustra maiores detalhes dos cilindros utilizado em nossos

experimentos.

O cilindro interno gira com velocidade angular, €2, enquanto, o cilindro externo per-
manece fixo. A viscosidade de cisalhamento na lamina de fluido entre os cilindros é
medida de acordo com metodologias padrao de Reometria (Barnes et al, 1989). A seguir
sera apresentada uma descricao suscinta do célculo da viscosidade de cisalhamento a

partir do torque aplicado ao cilindro interno.

N
~ e
Figura 3.2: Detalhe dos cilindros que compoem o viscosimetro de cilindros rotativos tipo

Couette. (1) cilindro fixo; (2) cilindro rotativo; (3) suporte dos cilindros. (foto cedida por
Andreotti, 2004)
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Considera-se que as solugoes poliméricas obedecem a relacao tensao-taxa de deformacao
com um coeficiente de proporcionalidade u(¢,7). Caracteristica esta de um fluido
Newtoniano generalizado ou fluido nao-Newtoniano viscoso, cuja viscosidade de cisa-
lhamento além de depender da taxa de cisalhamento é também funcao da fracao
volumétrica das macromoléculas da solucao PAMA-4dgua. A relagao constitutiva gen-
eralizada tensao-taxa de deformagao para o caso de fluidos Newtonianos generalizados

¢ dado por:

o = 2(6,4)D (3.1)

em que D ¢é o tensor taxa de deformacao e ¥ = /2tr(D - D). Aqui ¢r indica o trago

do tensor.

Para as medidas de viscosidade efetiva utilizou-se um viscosimetro da marca Brookfield,
modelo Programmable DV-II + Viscometer (ver Figura 3.3), que permitiu variar a
rotacao (ou taxa de cisalhamento) do cilindro interno e determinar medidas indiretas

da viscosidade de cisalhamento em funcgao de 4 e ¢. Para cada ¥ e ¢ obtém-se:

Tro
p=T0 3.2
0 Ry ( )

em que Y9 = Oug/0r.

A aquisicao dos dados do experimento reométrico foi feita por meio de um micro-
computador da marca Dell, com velocidade de processamento de 333 MHz, sendo o
viscosimetro conectado a esse na saida serial do mesmo. Detalhes dessa montagem

pode ser visto na figura (3.3).

Todas as medidas de viscosidade foram realizadas utilizando-se um cilindro rotativo
com diametro de 17,5 mm e o cilindro estacionédrio com diametro interno de 18,8 mm
e comprimento de 61,6 mm. O intervalo de taxa de cisalhamento que as solucoes
foram submetidas estava compreendo entre 132 s~! a 264 s~!. O espacamento entre
os cilindros que é preenchido pelo fluido foi de 8 ml.

Os experimentos foram conduzidos em uma sala climatizada onde foi possivel controlar
a temperatura ambiente. A temperatura do fluido ensaiado foi monitorada por um

termometro digital conectado ao préprio viscosimetro. Os dados foram obtidos com

20



Figura 3.3: Montagem experimental utilizada na caracterizacao reoldgica das amostras de
solugbes poliméricas. (1) microcomputador conectado ao viscosimetro para aquisicdo dos
dados; (2) viscosimetro.(foto cedida por Andreotti, 2004)

uma variacao de temperatura de £2°C.

A amostra de fluido ensaiada era depositada no cilindro estacionério e apds uma anélise
visual para eliminar possiveis bolhas de ar no interior do recipiente, colocava-se o
viscosimetro em funcionamento. Aguardava-se em torno de quinze minutos para todo
o sistema atingir o regime permanente e iniciava-se a aquisi¢ao dos dados. Os dados
foram adquiridos para nove diferentes rotacoes. Para o tratamento estatistico dos
dados adquiridos e a estimativa das barras de incerteza das medidas experimentais,
para cada uma das rotagoes, dez aquisi¢oes de viscosidade, taxa de cisalhamento e

tensao de cisalhamento foram coletadas.

3.2.1 Calculo da viscosidade

Seria intuitivo nesta segao apresentar a solugao classica do escoamento entre dois cilin-
dros rotativos, em que o cilindro interno de raio R; gira com velocidade angular cons-

tante €2 e o cilindro externo permanece fixo (ver a Figura 3.4).
Para a condicao Ry — Ry < Ry, pode se admitir um escoamento unidirecional entre os

cilindros em que u = u(r)éy.

O escoamento é governado pelas equacoes de Navier-Stokes em coordenadas cilindricas,
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Figura 3.4: Ilustracao do escoamento entre dois cilindros concéntricos.
e Direcao r:

u?  Op

;07 = o (3.3)

Vale notar que a equagao (3.3) representa o balango entre a forga centripeta e a com-
ponente do gradiente de pressao na diregao r. Isto expressa que uma variacao radial de
pressao fornece condigoes necessarias para manter os elementos de fluido movendo-se

em trajetorias circulares.

e Direcao 0:

1 Pu 1d
0=——@+u< “+——“—3> (3.4)

dr2  rdr 12

e Direcao z:

0= —% (3.5)
As condigoes de contorno do problema em questao sao:
{ u=RQ emr=R;, e (3.6)
u=20 em r = Ry
Da equagao (3.3) conclui-se imediatamente que,
] 3.)
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ja que u = u(r). Integrando a equagao (3.7) em r obtém-se que:

p— / g(r)or + h(6). (3.8)

Da equacao (3.4) conclui-se também que:

dp

= f(). (3.9)

Agora utilizando-se a equacao (3.8) determina-se que:

dp oh
56 =0+ 55 =10 (3.10)

Se h é apenas uma funcao de 6, entdo dh/00 nunca poderia ser uma fungao apenas de
7, isto seria inconsistente do ponto de vista matemadtico a menos que h(f) = constante.

Essa condicao leva a,

9p _

=5 =0 (3.11)

O resultado (3.11) faz sentido tendo em vista que o escoamento é gerado pelo movi-
mento do contorno e nao por um gradiente de pressdo. Com a condigao (3.11) a equagao
(3.3) reduz-se a:

@ _ v (3.12)

— - =0 (3.13)

23



A equagao diferencial (3.13) pode ser resolvida para se determinar u(r). Considerando
as condigoes de contorno definidas em (3.6) e integrando a equagao (3.13) obtém-se o

seguinte perfil de velocidade

Ay OB QRS
-~ R3-R}  (R3—- R

(3.14)

Em seguida, pode-se integrar (3.12) para se obter a seguinte distribui¢ao de pressao do

escoamento

r

p(r) = po + p / fu(s)?/s)ds. (3.15)

Ry

As tensoes cisalhantes devem somar-se para fornecer um torque anti-horario no cilin-
dro interno e de mesma intensidade, mas em sentido oposto no cilindro externo con-
siderando que o escoamento ¢é livre de inércia, ou seja. A tensao de cisalhamento é

calculada usando a lei de viscosidade de Newton em coordenadas cilindricas:

du u

Trg‘rle =M (% — ;) . (316)

Substituindo o perfil de velocidade (3.14) em (3.16) determina-se que:

OR?

Tro|r=Ry — 2Mm (317)

Note que no limite em que (Ry — R;) < Ry ou Ry = Ry a Equagao (3.17) reduz-se
a uma configuracao analoga ao escoamento entre placas paralelas separadas de uma

distancia &

Trolr=R, = - (318)
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aqui £ = Ry — Ry é o espaco entre os cilindros preenchido pelo fluido.
A expressao de um elemento infinitesimal da forga tangencial sobre o cilindro interno

¢ dada por:

ng = TrgdA = Trg(RldQ)ﬁ, (319)

em que £ é o comprimento dos cilindros. A integracdo da equagao (3.19) resulta na

expressao da forca tangencial sobre o cilindro é dada por:

_4MWRIQR§£

F —
’ (R} — R2)

(3.20)

Conseqiientemente, o torque devido as forcas viscosas no cilindro interno, calculado

como sendo 7 = Ry Fy, é expresso por:

ApTRIQR3L

T =
(R3 — RY)

(3.21)

Experimentalmente mede-se o torque sobre o cilindro. Conhecendo-se os raios R;
e Ry dos cilindros e o comprimento £, pode-se medir indiretamente a viscosidade
de cisalhamento do fluido para uma determinada rotacao €2 ou taxa de cisalhamento
4 = QR;/Rs — Ry por meio da equacao (3.21). Desta maneira é possivel construir a

curva () versus %, em que p é avaliada em cada rotagao e torque associado.

3.3 RESULTADOS EXPERIMENTAIS

Pequenas fragoes volumétricas de polimero adicionadas a um solvente, como a agua,
formam uma solucao cuja viscosidade efetiva aumenta em funcao da concentracao
volumétrica do polimero. Nesta secao apresentam-se os resultados experimentais da
viscosidade efetiva de cisalhamento de um fluido nao-Newtoniano obtido misturando-
se dgua a um aditivo polimérico composto de poliacrilamida (PAMA) em vérias con-
centragoes volumétricas ¢. As concentracoes examinadas foram consideradas diluidas

devido a baixa percentagem de polimero adicionado quando comparada com o volume
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total ocupada pela solugao. As medidas experimentais reoldgicas foram levantadas com

o viscosimetro descrito na se¢ao §(3.2).

Os dados experimentais da viscosidade aparente de uma solucao polimérica foram co-
letados variando-se tanto a concentragao volumétrica do aditivo, ¢, como a taxa de
cisalhamento 4. Na tabela (3.1) s@o mostrados os valores da viscosidade aparente
e respectivas incertezas associadas, para diferentes fracoes volumétricas ¢ e taxa de
cisalhamento. O tratamento dos dados foi feito pela avaliacao do desvio padrao, v,
calculado sobre as 10 medidas de viscosidade referentes a cada concentragao ¢ ensaia-
das para um determinado valor de 4. Para se obter uma confiabilidade de 95% das

medidas, foi considerado um intervalo de incerteza de +2v.

Tabela 3.1: Viscosidade efetiva de cisalhamento e sua incerteza em funcao da concentracao
volumétrica ¢ e da taxa de cisalhamento 7.

¢(ppm)/y(s71) dgua 30 70 100
132 1,37 £ 0,05 | 2,45 £ 0,09 | 4,02 + 0,03 | 4,14 £ 0,03
139 1,34 £ 0,02 | 2,38 £ 0,04 | 3,92 = 0,04 | 4,09 £ 0,03
158 1,34 £ 0,03 | 2,26 £ 0,02 | 3,70 &£ 0,02 | 3,92 £ 0,00
178 1,27 £ 0,01 | 2,22 £ 0,00 | 3,52 + 0,02 | 3,80 £ 0,01
185 1,28 £ 0,05 | 2,20 £ 0,02 | 3,49 + 0,02 | 3,75 £ 0,03
198 1,29 £ 0,02 | 2,16 £ 0,01 | 3,40 = 0,00 | 3,66 £ 0,00
211 1,26 & 0,02 | 2,14 + 0,01 | 3,32 + 0,02 | 3,60 + 0,02
238 1,23 £ 0,01 | 2,10 £ 0,02 | 3,18 &£ 0,01 | 3,48 £ 0,00
264 1,22 £ 0,02 | 2,06 £ 0,02 | 3,06 &= 0,02 | 3,36 £ 0,01

A figura (3.5) descreve o comportamento da viscosidade aparente de uma solucdo
polimérica submetida a um esforco de cisalhamento. Nesta figura sao apresentados os
resultados para as mais baixas concentragoes ensaiadas no experimento: 30ppm, 70ppm
e 120ppm. E visto que mesmo para estas baixas concentragoes, a solugao sofre os efeitos
do cisalhamento imposto pelo viscosimetro e, conseqiientemente, a viscosidade diminui
com o aumento da taxa de deformacao *, sendo este decaimento mais acentuado em
maiores concentragoes ¢. Em adi¢cao mostra-se resultados de viscosidade da agua pura.
Os dados mostram que, para a agua, a viscosidade apresenta um comportamento linear
e constante ao longo de toda a faixa de taxas de cisalhamento considerada. Nesse caso,
a viscosidade permanece como uma propriedade termodinamica que nao depende da

taxa de cisalhamento e cuja viscosidade pode ser descrita por meio da Lei de Newton.
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Tabela 3.2: Continuacao da Tabela (3.1).

b/ 120 200 300 400 500

132 | 6,58 & 0,05 | 10,58 & 0,08 | 14,03 + 0,33 | 17,65 & 0,29 | 21,22 =+ 0,40
139 | 6,46 & 0,02 | 10,30 £ 0,00 | 13,70 + 0,00 | 17,32 & 0,08 | 20,80 = 0,00
158 | 6,08 & 0,03 | 9,53 £ 0,03 | 12,65 + 0,11 | 15,99 & 0,11 | 19,22 =+ 0,08
178 | 5,73 = 0,03 | 8,86 £ 0,09 | 11,80 % 0,00 | 14,81 & 0,11 | 17,84 = 0,10
185 | 5,63 & 0,05 | 8,59 £ 0,07 | 11,50 %+ 0,00 | 14,33 & 0,16 | 17,31 = 0,06
198 | 5,48 & 0,02 | 8,20 + 0,03 | 11,07 + 0,10 | 13,62 & 0,08 | 16,68 = 0,08
211 | 5,31 £ 0,01 | 7,04 + 0,02 | 10,60 & 0,00 | 13,02 + 0,08 | 16,00 & 0,00
238 | 5,05 + 0,02 | 7,44 £ 0,02 | 9,87 £ 0,02 | 12,14 %+ 0,10 | 14,97 & 0,10
264 | 4,84 + 0,02 | 7,04 £ 0,03 | 9,14 £ 0,16 | 11,30 + 0,09 | 13,91 & 0,06

Uma quantidade de polimero é incorporada na dgua em concentragoes maiores (¢ =
100, 120, 200, 300, 400 e 500 ppm) como mostrado na figura (3.6). Da mesma maneira,
para baixas concentragoes, (ver figura(3.5)), observa-se claramente o efeito nao linear
da diminui¢ao da viscosidade com o aumento da taxa de cisalhamento. Efeito este
conhecido como “shear thinning”. Conforme aumenta-se a taxa de cisalhamento 7, as
macromoléculas estiram sob agao do escoamento tendendo a um alinhamento na direcao
do cisalhamento. As configuragoes de macromoléculas deformadas oferecem menos re-
sisténcia no escoamento, causando assim uma diminuicao gradual da viscosidade como
aumento da taxa de cisalhamento. Note que no limite de ¥ — 0 (regime linear) a
viscosidade p chega a valores maiores que o da viscosidade da agua pura, alcancando
valores de até 20 vezes maior (i.e., pn &~ 20up,0) para o caso em que ¢ = 500 ppm. O
intervalo das taxas de cisalhamento, 7, usado nos experimentos foi obtido de acordo
com os limites fisicos do viscosimetro, variando em um intervalo de 132(s™') a 264(s™1).
Em adicao a figura também mostra que o decaimento da viscosidade aparente de cisa-
lhamento é mais acentuado para maiores valores de ¢, chegando até uma diminuicao
de 35% com ¢ = 500ppm. As figuras (3.5 e 3.6) mostram um comportamento carac-
teristico de um fluido pseudo-plastico em funcao da taxa de cisalhamento média. Os

pontos experimentais sao ajustados pela famosa lei de Poténcia. Portanto,

(3.22)

em que o parametro k é conhecido como consisténcia e o parametro n como indice do

escoamento. Na tabela (3.3) sdo apresentados os valores dos parametros de ajuste da
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lei de poténcia para as diferentes concentracoes examinadas.

Tabela 3.3: Parametros do Ajuste pela Lei de Poténcia.

o(ppm) | K n
30 7,83 | 0,76
70 | 26,78 | 0,61
100 | 18,08 | 0,70
120 | 59,48 | 0,55
200 | 197,80 | 0,40
300 | 283,61 | 0,39
400 | 443,43 | 0,34
500 | 427,03 | 0,39

No estudo do comportamento da viscosidade aparente de cisalhamento para fluidos
nao Newtonianos (Barnes et al, 1989), do tipo pseudo-plasticos, trés regides podem
ser identificadas no grafico de viscosidade em funcao da taxa de cisalhamento 7, para
um intervalo maior de 4. Duas destas regides encontram-se para valores baixos e
altos de . Estas regioes sao consideradas Newtonianas, devido ao fato de que o valor
da viscosidade nao varia nestes extremos de 7, mantendo-se num patamar constante,
mas com valores de viscosidade diferentes. Para valores intermediarios da taxa de
cisalhamento 7, uma terceira regiao nao-newtoniana ¢é identificada, sendo a mesma
descrita por uma lei de Poténcia. Neste trabalho, a faixa considerada para a taxa de

cisalhamento ensaiadas 4 captura a regiao nao linear do comportamento do fluido.

O comportamento nao linear da diminuicao da viscosidade aparente de cisalhamento
com o aumento da taxa de cisalhamento pode ter diversas aplicacoes importantes.
Por exemplo, no estudo da reducao de arrasto em escoamentos turbulentos, Andreotti
(2004) obteve resultados experimentais mostrando que a pequena concentracao de
PAMA (igual a 350 ppm) consegue uma redugao de 65 % no fator de atrito do es-
coamento. Destacou também que mesmo uma concentracao de 40 ppm fornece um
fator de reducao de atrito no escoamento de, aproximadamente, 15 % para um ntimero
de Reynolds Re = 10°. Estes resultados indicam que mesmo poucas ppm de um
polimero de alto peso molecular sao capazes de produzir uma reducao de arrasto con-
sideravel, bastando que as macromoléculas sejam suficientemente estiradas pelo escoa-
mento(Cunha & Andreotti, 2007).

A figura(3.7) mostra a viscosidade de cisalhamento em fungao da concentracao volumétrica
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Figura 3.5: Viscosidade de cisalhamento p em funcao da taxa de cisalhamento 7, para

¢ =0(4), 30(0), 70(M), 120(V) ppm

¢, para 7 — 0. Este grafico mostra que para concentragoes até 70 ppm e na condi¢ao
de ¥ — 0, as macromoléculas do aditivo estarao numa configuragao aproximadamente
randomica atuando, apenas, como particulas isoladas de tal forma que as interacoes
hidrodinamicas entre as macromoléculas do polimero sejam despreziveis devido ao
regime diluido. Nesse caso a contribuicao associada a viscosidade de cisalhamento
da solugao polimérica caracteriza um comportamento de fluido newtoniano equiva-
lente, com dissipacao de energia maior do que a do fluido residente, devido a um efeito
puramente estatico da presenca das macromoléculas. Esse efeito pode ser quantifi-
cado pela dependéncia funcional da viscosidade de cisalhamento efetiva proposta por
Einstein (1956), considerando as macromoléculas randomizadas em estados nao defor-
madas como sendo esferas equivalentes, com raio igual a a/2, sendo a o comprimento da
macromolécula randomizada. Nesse caso tem-se que p = pip,o(A+B¢), com A = 1.35¢
B = 3.8 x 10%. Pode ser visto também na figura (3.7) que a medida que a concentracao
volumétrica ¢ aumenta, o regime linear nao é mais observado. Para a faixa de concen-
tragao volumétrica compreendia entre 70 e 200 ppm do polimero, a viscosidade efetiva
de cisalhamento ¢ descrita com uma correcio O(¢?) andloga a teoria de Batchelor e
Green (1972) desenvolvida para suspensoes de esferas rigidas em regimes diluidos em

que interacoes hidrodinamicas entre pares de particulas tornam-se importantes. Para
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Figura 3.6: Viscosidade de cisalhamento p em funcao da taxa de cisalhamento +, para ¢ =

100 (4),120( v),200(s),300(c>),400(4) e 500(x ) ppm

este 1ltimo caso, propoe-se, [t = fino(A + Bo + C¢?), com C = 4.65 x 107. Cabe
notar que as constantes A,B,C das duas teorias, foram ajustadas a partir dos dados

experimentais.

O comportamento nao-linear observado na Figura(3.7) a partir de, aproximadamente,
70 ppm pode ser explicado por meio das interagoes hidrodinamicas entre os aditivos.
Interacoes essas que causam uma mudanca significativa na descricao da microestru-
tura da suspensao e, por conseguinte, na reologia da solugao polimérica . Efeitos nao
newtonianos e microestruturais em g como: shear thinning, interacoes hidrodinamicas
viscosas de aditivos e tendéncia a aglomeracao passam a ser relevantes em fragoes

volumétricas muito altas.
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Figura 3.7: Viscosidade efetiva de cisalhamento p em funcao da concentracao volumétrica
dos aditivos, ¢, para ¥ — 0. A curva tracejada ajusta os dados experimentais segundo a

Teoria de Einstein(1956). A curva cheia ajusta os pontos experimentais segundo a Teoria de

Batchelor e Green(1972).
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4 FORMULACAO MICROHIDRODINAMICA DA
EQUACAO CONSTITUTIVA PARA FLUIDOS OLDROYD

4.1 ANALISE DE ESCALA

Uma macromolécula pode ser idealizada como sendo um sistema massa-mola composto
de duas esferas rigidas, representando as forgas de arrasto viscoso, unidas por uma mola
eldstica. A configuracao mola-esferas mostrada na figura (4.1) é conhecida como um
Dumbbell (Bird et al, 1987). Nesse modelo uma macromolécula é composta por N
segmentos rigidos de comprimento J., sendo que um destes segmentos corresponde
a um monomero, em que cada um destes mondémeros é considerado com orientagao
randomica com respeito aos monomeros adjacentes. A configuracao de equilibrio da
macromolécula é dada entao por um caminho randémico de N passos cada um de

comprimento J,.

Em um escoamento, a distribuicao da configuracao do polimero sera afetada pelo gra-
diente de velocidade local. Em um escoamento extensional a diferenca da velocidade
atuando na macromolécula causara estiramento da mesma, enquanto que o movimento

Browniano tendera a fazé-la voltar ao seu estado de equilibrio.

A seguir apresenta-se uma analise de escalas assumindo o equilibrio entre forcas Brow-
nianas e forgas viscosas, isto é, (Fg ~ Fy). Para este fim, consideramos inicialmente
uma mola em regime elastico linear ou mola de Hook com o objetivo de se representar

o efeito da forca Browniana restauradora. Dessa forma podemos escrever:

FB NGT, (41)

em que G denota a constante da mola e r denota a deformacao linear da mola. A
energia térmica associada ao movimento Browniano sendo £ ~ KT, em que K é a
constante de Boltzmann e T" a temperatura absoluta. Ao mesmo tempo, sabe-se que
energia é o produto da forca pelo deslocamento resultante da aplicagao desta, ou seja

E =F -r. Com essas implicagoes Fg também pode ser expressa na forma:
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KT
Py = 8L (4.2)

Aqui considera-se que |r| = r ~ a é uma escolha tipica da distancia entre as extremi-
dades da macromolécula em configuragao randomica correspondendo a configuracao de

equilibrio.

De (4.1) e (4.2) determina-se que a constante da mola em termos da energia KT é

dada por:

, (4.3)

Figura 4.1: Representacao de uma macromolécula de polimero como um Dumbbell.

Na figura (4.1) o vetor r denota a distancia medida entre as extremidades da macro-
molécula. Numa solugao polimérica a configuracao da macromolécula varia como re-
sultado das colisoes randomicas das particulas do solvente. No estado de equilibrio
o movimento Browniano é responsavel pela randomizacao da configuragao da macro-
molécula, fazendo com que cada configuracao seja igualmente provavel. Assim, con-
forme estabelece o teorema do limite central de processo Estocastico (Papoulis 1965),
a variancia o2 da distancia entre as extremidades na macromolécula na configuragao

de equilibrio em que r ~ a é estimada como sendo 0? = a? = N§>.

A interagao hidrodinamica entre a molécula e o solvente é representada pelo arrasto
viscoso sobre as esferas mostradas no esquema da figura (4.1). Assim no modelo Dum-
bbell, a for¢a viscosa ¢ definida como a forca exercida numa esfera isolada de raio a pelo
solvente de viscosidade us. Na condicao de baixos niimeros de Reynolds, a expressao

da forga viscosa é dada pela conhecida lei de Stokes (Batchelor 1967),

63



Fy = 6mpsa (4.4)

dt’
No estado de equilibrio termodinamico, o balango entre as forgas viscosas e as forgas

elasticas (Fp ~ Fy), resulta em

dr G
— =, (4.5)
a  C,

em que C, = 6musa é o coeficiente de arrasto viscoso. Integrando a equacao diferencial

(4.5) com a condigao inicial r(0) = r,, resulta em:

t

0o (1), as

A Eq. (4.6) descreve a evolugao temporal ou conformacao da macromolécula. Aqui 7 =
C,/G é definido como sendo o tempo de relaxagao da macromolécula, correspondendo
ao tempo necessario da macromolécula deformada restaurar seu estado randomico de

equilibrio. Reescrevendo 7, em termos das expressoes de G e C, obtém-se,

C, 2muga’
p—— 4.7
que apds a substituicdo de a ~ v/N§, na equacio (4.7), resulta em
97 11, N3/263
r= T Ce (4.8)
KT

Uma vez que N corresponde ao numero total de monomeros, esta grandeza pode ser
definida pela razao entre o peso molecular do polimero M e o peso molecular de um

monomero M;. Substituindo-se N = M/M; em (4.8), mostra-se que:

T oc (M/M;)*? (4.9)
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A equagao (4.9) expressa um resultado de grande relevancia mostrando que polimeros
de altos pesos moleculares apresentam longos tempos de relaxacao. Em outras palavras,
o efeito elastico ou de memoria de uma solucao fluida constituida desses polimeros
pode causar mudancas drasticas num escoamento. Isto de certa forma explica porque
apenas poucas partes por milhao de um polimero de alto peso molecular adicionado a
escoamentos tao robustos com o um escoamento turbulento pode reduzir a queda de

pressao em mais de 40%.

4.2 PARAMETROS FiSICOS

Dentro do contexto de fluidos nao-Newtonianos é importante definir os parametros
fisicos que sao relevantes no nosso estudo. O nimero de Reynolds Re em escoamento
de solugoes poliméricas precisa ser definido de forma cuidadosa devido a questao da vis-
cosidade p. Tanto para escoamentos cisalhantes, como para escoamentos extensionais,
a viscosidade definida para cada caso varia com a taxa de cisalhamento. Por convencao
toma-se p como sendo a viscosidade de cisalhamento no limite de pequenas taxas de
cisalhamento (isto é, ¥ — 0). Em sua maioria, solugdes poliméricas apresentam uma
viscosidade de cisalhamento alta e, conseqiientemente, resulta em ntimeros de Reynolds
baixos. Para o escoamento de um fluido de densidade p e viscosidade p, em torno de

um corpo de comprimento caracteristico a, Re é definido como sendo

Re = : (4.10)

em que u. ¢ uma velocidade caracteristica do escoamento. No contexto de liquidos
elasticos, o parametro adimensional mais importante é o niimero de Deborah De, o
qual é definido como sendo a razao entre o tempo de relaxagao do polimero e o tempo

caracteristico do escoamento, isto é:

De = —, (4.11)

em que 7 é o tempo de relaxacao do polimero. O tempo de relaxacao mede a habili-
dade da macromolécula de voltar ao seu estado de equilibrio uma vez estirado, ¢ ¢ o
tempo caracteristico do escoamento, que no presente caso é expressa pela razao entre

o comprimento a, e a velocidade caracteristica u, (tf ~ a/u.)
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O caso de De << 1, isto é, escoamentos em que o tempo caracteristico do escoamento
é grande comparado ao tempo de relaxacao do fluido, pode ser interpretado como
aquele em que a macromolécula nao responde a excitacao imposta, permanecendo
dessa maneira nas vizinhangas da configuracao de equilibrio. Define-se esse regime de
escoamentos fracos. Em escoamentos fracos a solugao polimérica se comporta como um
fluido Newtoniano, j4 que o movimento Browniano das particulas do solvente impede
que a macromolécula volte a deformar-se pela acao das tensoes viscosas do escoamento,
mantendo sua configuracao randémica de equilibrio. Este limite (De << 1) é denotado

como sendo o regime elastico, com r ~ a.

Para altos valores do numero de Deborah ( De > 1), o escoamento é forte o sufi-
ciente para vencer o movimento Browniano, fazendo com que o polimero saia do seu
estado de relaxacao e torne-se estirado. Assim, a distancia média entre as extremidades
das macromoléculas numa configuracao deformada torna-se muito maior quando com-
parada ao estado de equilibrio randomico, i.e. r > a. Este segundo caso foi definido
como sendo um regime anisotrépico, devido ao fato que para De > 1, a macromolécula
estirada produz uma anisotropia de tensoes no escoamento (efeitos nao-lineares) e con-

sequiente surgimento de diferencas de tensoes normais.

Um segundo parametro adimensional importante é a extensibilidade ou razao de as-
pecto do polimero L, definido como sendo a razao entre o tamanho da macromolécula
completamente estirada (¢ = NJ, ) e a distancia média correspondente ao estado de

equilibrio randomico da molécula, ou seja:

L = Né./a. (4.12)

Desse modo, enquanto o nimero de Deborah pode ser interpretado como uma medida
da elasticidade do polimero, a razao de aspecto L é interpretada como sendo uma
medida da anisotropia produzida pela orientacao das macromoléculas estiradas ao longo

das linhas de corrente do escoamento.

Um terceiro parametro relevante é a concentragao ou fragao volumétrica do polimero

¢, calculado com referéncia ao estado randomico de equilibrio, isto é:

¢ = 4ma®n/3. (4.13)
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Aqui n é o nimero de macromoléculas por unidade de volume n = N,,,/V (i.e. nimero
de densidade macromolecular). Na presente dissertagao a solugao polimérica é conside-
rada diluida, ou seja valores ¢ << 1%. Nestas concentracoes diluidas em escoamentos
fracos De << 1, o efeito das macromoléculas ¢ tem contribui¢ao pouco significativa. No
caso de escoamentos fortes De > 1 que gera configuracoes de macromoléculas estiradas
o efeito do parametro ¢ torna-se da maior relevancia e produz mudancas notaveis no

escoamento.

4.3 EQUACOES GOVERNANTES

As equagoes de balango que governam o movimento de um fluido na auséncia de inércia
sao postuladas em termos da equacgao de conservacao de massa para fluidos incompre-
ssiveis e da equagao de conservacao da quantidade de movimento (equagao de Cauchy).

Estas equagoes sao dadas respectivamente por:

V-u=0, V-X=0. (4.14)

Para o fechamento do sistema de equacoes é necessaria uma equacao constitutiva para
o tensor de tensdes . Com esse requisito apresenta-se a seguir a metodologia de
construcao de uma equacao constitutiva para o tensor de tensoes, considerando as
propriedades fisicas do fluido, as caracteristicas viscoelasticas da solucao polimérica e

aspectos microhidrodinamicos da macromolécula.

4.3.1 Formulacao da equagao constitutiva

Em termos gerais, a equacao constitutiva do tensor de tensoes para um fluido incom-

pressivel é dada por:

¥=—-pl+o. (4.15)

A equacao para o tensor de tensoes acima é composta de duas contribuigoes. O primeiro
corresponde a um termo isotrépico —plI, e uma contribuicao deviatéria o. A parte

deviatéria da equagao é definida de uma forma geral pela seguinte equagao (Absi et al
2006)
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o = 21,(6.4)D + &p, (4.16)

em que p € a pressao mecanica ou simplesmente a pressao, I é o tensor isotrépico
identidade, u(¢, ) é a viscosidade de cisalhamento expressa em funcao da concentragao
volumétrica ¢ e da taxa de cisalhamento 7, o5 ¢ a tensao elastica devido a presenca
das macromoléculas e D é o tensor taxa de deformacao, definido pela parte simétrica

do tensor gradiente de velocidade:

1
D= 5(Vu + Vau®). (4.17)

O tensor o g pode ser interpretado como uma correlacao entre o comportamento mi-
croscopico das macromoléculas e a resposta macroscopica do escoamento devido a pre-
senca desses aditivos. A seguir faremos uso tanto da analise de escala descrita na secao
§(4.1) no estado de equilibrio, como de ferramentas estatisticas para se construir todos

os passos de como se obter o tensor de tensoes elastico o 3.

4.3.2 Tensor de Tensoes Nao-Linear

Como mencionado anteriormente, a solucao polimérica examinada neste trabalho é
diluida e nestas condicoes as macromoléculas nao interagem hidrodinamicamente. Con-
sequiientemente, a viscosidade de cisalhamento é uma fungao aproximadamente linear
da fracao volumétrica e possui uma fraca dependéncia da taxa de cisalhamento, isto
é 1(d,%) =~ u(¢). Para uma solucao diluida de poliacrilamida-PAMA, a viscosidade
de cisalhamento efetiva pode ser estimada usando a relacdo de Einstein (1956) em
que u(¢p) = ps(1 — cp). No caso de esferas rigidas ¢ = 5/2 e no presente trabalho
¢ = 3,8 x 10* conforme determinado em experimentos de reometria por Cunha e An-
dreotti, 2006.

Na Eq.(4.16), o primeiro termo do lado direito (2us(¢,)D) denota a contribuigao
viscosa que terd um comportamento linear ou newtoniano. O segundo termo &g co-
rresponde a uma tensao nao-newtoniana que aparece como conseqiiéncia direta da pre-
sencga das macromoléculas. Termo este calculado em termos de uma média volumétrica
sobre um volume V suficientemente grande para conter uma quantidade significativa

de macromoléculas, isto é:
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1

1%
o5 = Jim < /0 S ———_— (4.18)

em que n é o nimero de moléculas e () representa uma média de probabilidade.

Com base na andlise de escala proposta na se¢ao §(4.1), define-se a forca eldstica

associada ao efeito de restauragao da macromolécula (efeito mola) como sendo:

Fg = Gr, (4.19)

A equagao (4.19) pode ser expressa em termos de um tensor de tensoes eldstico na

forma,

op = Grr. (4.20)

Tomando-se uma média de conjunto sobre N, macromoléculas, que ocupam um volume
V suficientemente grande para conter uma quantidade representativa dessas particulas

tem-se:

(op) =G <Nim irr) . (4.21)

Desde que n = N,,,/V, a média volumétrica relativa as macromoléculas distribuidas de

forma estatisticamente homogénea em V' é calculada a partir de (4.21) como sendo

3KT
N2

op=n{og) = n(rr). (4.22)

Neste ponto é oportuno definir o tensor conformagao B(t) ou tensor momento de inércia

de uma macromolécula como sendo:

B(1) = (rr) — Nim S rr (4.23)



E importante notar que o tensor B é por definicao um tensor positivo definido, podendo
ser interpretado como a transformagcao linear que descreve as configuragoes (orientagao
e deformagao) das macromoléculas. Com o resultado (4.23) é possivel escrever a Eq.

(4.16) em termos do tensor conformacao, resultando em:

o = 2u(¢)D + nGB(t). (4.24)

Para se examinar possiveis solucoes em regime de escoamento permanente ou transiente,
lineares ou nao lineares a parte deviatéria do tensor de tensoes, dada em (4.24), requer a
evolugao temporal do tensor conformagao B. Com este objetivo, é instrutivo retornar
a analise de escalas discutida na segao §(4.1). Conforme postulado anteriormente o

balanco entre forcas viscosas e forcas elasticas, resulta em:

d
67rusad—1; +Gr=0. (4.25)

Multiplicando ambos os lados da Eq. (4.25) por r, subtraindo a translagao de corpo
rigido KT1I, adotando um sistema de referéncia que gira e deforma com a macro-

molécula e tomando a média de probabilidade da equagao, obtém-se:

d(rr)
ot

3mpsa + G(rr) — KT1=0. (4.26)

O termo §/dt corresponde a derivada Oldroyd alta (Cunha 2006), que como demon-

strado (ver Apéndice A ) é uma quantidade objetiva, isto é:

(%)x _0. (%_]?)x QT (4.27)

Em outras palavras é uma derivada material invariante a uma mudanca do sistema de

referéncia ou observador. A derivada Oldroyd alta é calculada como segue:

’'B DB
= 2= .B—- B -Vu! 4.9
50 Dr Vu- B Vu', (4.28)
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e representa a taxa de variacao de B vista por um observador deformando e girando
com a macromolécula. Reescrevendo a Eq. (4.26) em termos do tensor conformagao e

da derivada material Oldroyd alta (4.28), resulta em:

DB KT KT
—— =Vu-B+B-Vu' - B I
Dt v * v TsaN 02 * 3T psa

(4.29)

em que D /Dt denota o operador derivada material translacional. O primeiro termo do
lado direito da equagao (4.29) é uma contribui¢do a variacao temporal de B devido a
deformagao da macromolécula exercida pelo escoamento. Nesse caso a macromolécula
sai de sua configuracao de equilibrio randomizada e tende a ficar estirada pelos gra-
dientes de velocidade do escoamento. Por outro lado o segundo termo representa a
relaxacao das macromoléculas por acao de flutuagoes térmicas das moléculas do sol-

vente associado com o movimento Browniano.

E oportuno mencionar que um dos modelos mais usados para descrever o comporta-
mento de fluidos viscoeldsticos é o modelo nao-linear conhecido como Oldroyd-B (Hinch

e Rallison, 1988). Modelo este expresso pela equagao constitutiva diferencial,

oo

em que as constantes materiais 7 e 75, denotam os tempos de relaxacao e retardacao

respectivamente.

Neste ponto é instrutivo mencionar que derivando-se a equagao (4.24) em relagdo ao
tempo, eliminando-se B e substituindo o resultado na equacao de evolucao do tensor
conformagao do polimero (4.26), apds algumas manipulagoes algébricas(ver apéndice
A) é possivel mostrar que o par de equagoes, Eqs.(4.24) e (4.29), reduz-se ao modelo

diferencial de uma tunica equacao para fluidos viscoeldsticos na forma:

. oo oD

Note que a equacao (A.31) é exatamente equivalente a equagao (4.30). Aqui & =

o —nKTI e as constante materiais para o modelo padrao de fluido Oldroyd-B recaem
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em 7; = Tp = A, com

(4.32)

Na presente dissertagdo explora-se a formulagao constitutiva de duas equagoes (Eq.
(4.24) e Eq. (4.26)), no sentido de se manter o vinculo explicito entre a microestru-
tura ou conformacao das macromoléculas representadas pelo tensor B com a reoldgica

representada pelo tensor de tensoes o .

4.3.3 Modelo Dumbbell-FENE

Na secao anterior apresentamos a metodologia de construcao de uma equacao consti-
tutiva a partir de uma simples analise de escala, para configuragoes nas vizinhangas do
estado de equilibrio randomico das macromoléculas. Assumiu-se que a macromolécula
era composta por um sistema esfera-mola ou “Dumbbell”. Assim, atribuimos os efeitos
viscosos ao arrasto do solvente sobre as esferas e a contribuicao elastica a uma mola de
Hook. Nestas condigoes, surge entao uma questao do modelo referente a consideragao
da linearidade da mola. Esta condi¢ao de mola linear permite um estiramento ilim-
itado da macromolécula, causando inconsisténcia do modelo com a realidade devido
aos valores infinitos (singulares) para a tensdo. Por esta limitacdo se faz necessério
uma modificacao no modelo de mola linear, com o objetivo de limitar a extensibilidade
infinita das macromoléculas. Com este fim, modifica-se a constante da mola com uma
funcao que depende da conformagao molecular e é capaz de limitar a extensibilidade
infinita, isto é f(r)G. O modelo néo linear de mola resultante é mais conhecido na li-
teratura como modelo Dumbbell-FENE (“Finite Extensibility Non-linear Elasticity”).

A fungao f(r) proposta, primeiramente, por Warner (1972), é da forma:

EQ

f(r)= yrp with 7% = tr(B). (4.33)

Note que, quando r tende ao seu valor limite de estiramento ¢, a macromolécula alcanga
seu valor limite de extensibilidade e o denominador da fun¢ao definida em (4.33) tende a
zero, fazendo com que possamos assumir a partir desse ponto a macromolécula degradou
por ter atingido uma configuracao de estiramento maximo. Por outro lado, quando

temos pequenas deformagoes das macromoléculas, i.e. r ~ a ( nas vizinhancas do
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estado de equilibrio randémico ) pode-se assumir que f(r) ~ 1, recaindo na descrigao

de mola linear, apropriado nesta configuracao.

No modelo Dumbbell-FENE descrito acima, ainda é necessaria uma outra correcao
referente a forca de arrasto viscoso, ja que essa forga foi assumida para qualquer
configuracao uma fungao da distancia extremidade-extremidade da macromolécula, a,
na condicao de equilibrio. Hipdtese essa valida apenas na condi¢ao de pequenas de-
formagoes ou baixos nimeros de Deborah (De — 0). Na evolugao configuracional ao
longo do tempo a macromolécula pode ser estirada a comprimentos r >> a. Assim
a configuracao de r ~ a considerada na lei de Stokes para as forcas viscosas deve ser
modificada para capturar variacoes da distancia r. A medida que a macromolécula vai
aumentando de comprimento pelo estiramento sofrido, o arrasto viscoso deveria aumen-
tar linearmente com este comprimento. Nessas condigoes, Hinch (1988) propos para o

caso de grandes deformacdes r ~ /£, que varia aproximadamente segundo r = tr(B)"/2,

Uma vez consideradas as corregoes descritas acima, a equacao constitutiva para o
tensor de tensao e a equagao para o tensor conformacao sao reescritas na seguinte

forma, respectivamente

o =2u(¢)D +nGf(r)B(t), ( Tensao ) (4.34)
Cil—? =Vu-B+ B -Vu' - %}3(;])1/2 [B—(a®/3)I].  ( Conformacao) (4.35)

4.3.4 Equacgoes constitutivas adimensionais

Nesta secao, as equagoes constitutivas para o tensor de tensao e para o tensor con-
formacao serao descritas numa forma adimensional, a partir de uma analise dimen-
sional apropriada. Considerando-se a velocidade e o comprimento caracteristicos u,. e
a respectivamente. O parametro fisico mais importante que caracteriza o escoamento

¢ o numero de Deborah De, definido em termos de u. e a como sendo,

27 psau,
De=——"-—. 4.36
‘T KT (4:36)
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Para o caso de cisalhamento simples, a velocidade u,. caracteristica do escoamento é
u. = a’, em que novamente 7 é a taxa de cisalhamento. para o caso de escoamento
extensional unidirecional permanente, u. = a€, sendo é a taxa de deformacao exten-

sional.

As quantidades redefinidas para a adimensionalizagao do par de equagoes constitutivas

governantes sao:

i) =L, a=2, ng, i—> B= (4.37)

Desta forma, as equacoes constitutivas adimensionais para o tensor de tensao o e o

tensor conformagao B, com t. = a/u., resultam, respectivamente em

& = i(¢)D + %D(f)ﬁ, (4.38)
d—lézﬁa-ﬁJrﬁ-(%ﬁ)T—L}f)(ﬁ—l), (4.39)
dt Deltr(B)]'/2 3
em que
- o r 14 L?

Examinando o lado direito da equacao adimensional para o tensor conformacao, Eq.
(4.39), podemos deduzir que para altos valores do nimero de Deborah a contribuigao
elastica do polimero torna-se desprezivel quando comparada com o primeiro termo res-
ponsavel pelo estiramento das macromoléculas pelo escoamento associado a anisotropia
do fluido. Isto pode ser explicado pelo fato que quando o tempo de relaxacao do
polimero é maior do que o tempo caracteristico do escoamento, as macromoléculas nao
relaxam na escala de tempo do escoamento. O par de equagoes adimensionais (4.38)
e (4.39), pode ser visto como uma boa aproximagao para se descrever escoamentos de
solugoes poliméricas em regime diluido como aqueles de alto peso molecular usados

para reducao de arrasto em escoamentos turbulentos (Cunha e Andreotti, 2007).
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4.4 SOLUCOES ANALITICAS

Uma vez obtidas as equagoes constitutivas que modelam o comportamento elastico da
solucdo polimérica (Eqgs 4.38 e 4.39 ), temos uma expressao fechada para o tensor de
tensoes. Assim, com o objetivo de se analisar em certos limites assintoticos, o compor-
tamento reoldgico de solugoes poliméricas diluidas para diferentes escoamentos cisa-
lhantes impostos serao assumidas algumas restrigoes no sentido de linearizar o modelo

nao linear de fluido. Nessas condigoes algumas soluc¢oes analiticas sao propostas.

Conforme pode ser notado, a equagao do tensor conformacao (Eq. 4.39) em termos de
suas componentes recai num sistema de equacoes diferenciais nao lineares. Na condicao
de escoamentos fracos, ou seja no limite assintético de pequenos nimeros de Deborah
(De — 0), os termos nao lineares f(R) tendem para a unidade. Com esta simplificagao
é possivel efetuar-se a integracao das equacoes diferenciais governantes analiticamente
e determinar a solucao para cada componente do tensor B. Diante das componentes do
tensor B, as mesmas poderao ser substituidas na expressao do tensor de tensoes dada
pela equacao (4.38) obtendo-se dessa forma uma caracterizagao reoldgica da solugao
polimérica para regimes de De — 0. A seguir serao apresentadas solugoes analiticas
no regime assumido para um escoamento cisalhante oscilatério e para escoamentos

extensionais permanentes e oscilatérios.

4.4.1 Cisalhamento oscilatorio

Nessa secao mostra-se a solugao analitica de um escoamento cisalhante oscilatério, em

que o perfil de velocidade adimensional é dado por:

u = (Tycos(wt), 0,0) (4.41)

E importante ressaltar que para os casos de escoamentos transientes, isto é, para cisa-
lhamento oscilatério e para o extensional oscilatorio, a adimensionalizacao feita na
equagao constitutiva (4.35) para o tensor conformagao B, sofre uma pequena mo-
dificacao de re-escala quando o tempo é admensionalizado. Nestes casos, o tempo é
adimensionalizado usando como escala o tempo de relaxagao, 7, do polimero, tal que
t =t/7. Isto é feito com o intuito de se obter uma escala de tempo mais apropriada para
observacao da resposta transiente da solucao polimérica, tendo uma caracterizacao do
comportamento do polimero mais detalhada em janelas de tempos facilmente ajustados

computacionalmente.
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Da mesma forma, a frequéncia é adimensionalizada com o tempo de relaxacao 7, isto

éWw=uwr.

Com essa adimensionalizacao baseada no tempo de relaxacao, a equacao constitutiva

adimensional para o tensor conformagao B, transforma-se para:

B _ e(Vi-B+B- ~ﬁT_M 5_1
d}?_D(V B+B-(Vu)') B (B ) (4.42)

Para o caso especifico do limite de viscoelasticidade linear em que o regime de pequenas
deformagoes do fluido é considerada, v << 1. Neste limite pode-se assumir o compor-
tamento de mola linear e que as distancias entre as extremidades da macromolécula
estao sempre nas vizinhancas da distancia de equilibrio correspondente a configuracao
de macromolécula randomizada. Isto implica que: f(R) = 1 e R = 1. Com estas
simplificagoes a equagao diferencial governante adimensional para o tensor de tensoes
(Eq. 4.42), reduz-se a

dB

oo _1
E:De(Vu-B—i—B-(VU))—2(B——). (4.43)

3

Agora, para um escoamento cisalhante oscilatorio, o gradiente adimensional de veloci-

dade ¢é dado por:

0 cos(wt) 0 0 00
Vi=|[0 0 0 va' = | cos(@) 0 0 (4.44)
0 0 0 0 00

A componente élg, que sera diretamente substituida na equagao do tensor de tensoes, é
obtida a partir da expressao do tensor conformagao dado pela equagao (4.43), apds subs-
tituigdo dos gradientes de velocidade (4.44) correspondente ao escoamento aplicado,

tem-se:

dBi, .~ ~
i DeBayscos(wt) — 2 (Blg> ) (4.45)
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d§22 ~ 1
2 — 9By — = ). 4.46
dt < > 3) (4.46)

Integrando-se a componente Egg do tensor conformacao, obtém-se que Egz = 1/3.
A condicao inicial do sistema (em ¢t = 0) é prescrita considerando uma configuracao
isotrépica da macromolécula, isto é, B(0) = I/3 em que I é a matriz identidade.

Conseqiientemente a integragao da equacao (4.45) com By =1 /3 resulta em:

1 De
3 (w?+4)

By = [2003(@?} +w sen(@ﬁﬂ (4.47)

Agora, substituindo-se a componente §12 definida em (4.47) na equacgao constitutiva do

tensor de tensoes (4.38), para a componente de tensao de cisalhamento 72, obtém-se:

~ ~ 3¢ o~ 3w o~
012 = {u(qﬁ) + m] cos(wt) + msen(wt) (4.48)

Comparando a equagao (4.48) com as componentes em fase e fora de fase da tensao de
cisalhamento; &5 = 7' cos(0t) 4 1" sen(@t), determina-se os médulos viscoso e eldstico

em regime viscoeldstico linear (De < 1) dados, respectivamente, por:

/ Sgb " . 3¢&

77:/7(¢)+(— e =ty

Sy (4.49)

3

’ , . N . .. ~ . , . ,

em que 77 estd associado a energia de dissipacao viscosa e é definida como mddulo
. . " ’ . .

viscoso do fluido, enquanto 1 esta associado ao armazenamento de energia durante a

deformagao, sendo o médulo elastico do material.

Nas figuras (4.2) e (4.3) sao mostradas, respectivamente, a resposta em frequéncia do
fluido em termos dos médulos viscoeldsticos ' e 1" descritos pela equacio (4.49). E
importante notar que os limites assintéticos vistos nas figuras (4.2) e (4.3) sdo obtidos
quando tomamos os limites de @ — 0 e @ — 0o nas expressoes de ' e " em (4.49).
Portanto, no limite & — 0 7 — [i(¢) + 3¢/4 ou seja (n — f1)/¢ = 3/4, n" — 0.
Este corresponde a um regime permanente viscoso com fluido sem efeito eldstico, mas

com viscosidade efetiva ' = fi(¢) + 3¢/4. O limite de freqiiéncias @ — oo também
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é caracterizado por um regime Newtoniano em que ° — fi(¢) e ' — 0. Em altas
freqiiéncias o tempo de relaxacao das macromoléculas é muito maior do que a escala
de tempo do escoamento ou excitacao do fluido. A microestrutura do material nao
tem tempo para responder a excitagao em alta frequéncia. Em freqiiéncias moderadas
1071 <@ < 1, as figuras (4.2) e (4.3) mostram o regime de viscoelasticidade linear em

que o fluido apresenta além de uma resposta viscosa, uma resposta elastica.

O valor (" /®)maz = 3/8 ocorre em @/27 = 1/7. Nessa faixa de frequéncia o fluido a-
presenta um comportamento nao-Newtoniano analogo ao efeito pseudo-pléastico viscoso

observado em um cisalhamento permanente.

Nota-se que a partir de uma frequéncia @/2m ~ 10~ 0 médulo viscoso diminui com o
aumento da frequéncia enquanto o fluido passa armazenar energia até um valor maximo
do médulo eléstico (" /¢)mae = 3/8, ocorrendo em @/27 = 1/7. Em altas freqiiéncias
o regime volta a ser permanente viscoso, correspondendo a um fluido Newtoniano

equivalente de viscosidade de cisalhamento 7" = 7i().

0.8

<
o)
|

L(0))/0

ks

<
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|
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Figura 4.2: Médulo viscoso 77/ em funcao da frequéncia de excitagao w/2.
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Figura 4.3: Moddulo elastico n” em fungao da frequéncia de excitacdo w/2m o ponto
(1" /) maz = 3/8 e corresponde a uma frequéncia & = 2.

4.4.1.1 'Tensoes normais

Tensoes normais sao associadas com efeitos nao lineares do escoamento. Portanto
quando lineariza-se as equacgoes governantes e considera-se regimes de pequenas de-
formagoes (viscoeldstico linear), as componentes normais do tensor de tensoes &, isto
é 011, 022 € 033 tém o mesmo valor. Experimentalmente, pode ser constatado (Barnes
et al, 1989) que uma vez que o escoamento produz deformagoes apreciaveis nas macro-
moléculas, a diferenca entre as tensoes normais, caracterizando efeitos nao lineares, é
diferente de zero. De um ponto de vista fisico, a diferenca de tensoes normais tem a
sua origem na anisotropia microestrutural do fluido. Conforme mencionado, a macro-
molécula é deformada durante o escoamento, produzindo-se uma anisotropia de tensoes

normais e, consequentemente, diferencas de tensoes normais.
Usando um procedimento similar ao da secao §(4.4.1), pode-se obter uma solucdo

analitica para a primeira diferenca de tensoes principais N;. Esta grandeza viscométrica

¢ definida como N1 = 5:11 — 522.
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Com o fim de se determinar uma expressao explicita de N; em termos dos parametros
fisicos identificados anteriormente pela analise dimensional, calculam-se as expressoes

para as componentes Bq; e Bas.

Portanto, da equacgao (4.43), tem-se o seguinte par de equagoes diferenciais ordindrias

para condicao de escoamento cisalhante oscilatério

déll . ~ ~ ~= ~ 2
d%, = De(Blg + Bgl)COS<wt> -2 (BH> + g (450)
dégg ~ 2
— =—-2(B —. 4.51
7 ( 22> + 3 ( )

Como pode ser mostrado, integrando-se a equacao (4.51) tem-se que Bay = 1/3. Em
seguida, integrando-se a equagao (4.50), usando a simetria 512 = Egl e a equagao

(4.47) resulta para a componente Ell a seguinte expressao:

5 1 N 4De? N 4De? — 2De?0? (2650) + 6De%w (2657)
= = = = = COS\ 2w = = Sen| sw
T3 12@+1) 2@+ 4@+ 1) 12(32 + 4) (@2 +1)
(4.52)

Note que no caso de um escoamento em regime de pequenas deformacoes, De << 1,
no limite em que De — 0 (regime Newtoniano), os termos com De? passam a ser
infinitésimos de ordem superior e podem ser desprezados. Nesse caso, as componentes
do tensor conformagao da macromolécula reduzem-se a i.e. En = Egz = §33 =1/3.
Substituindo-se este resultado do limite assintético De — 0 na equagao (4.38), obtém-

se para as componentes 11 € gy do tensor de tensoes, respectivamente

5 _ 3¢ 3¢De 3¢De(2 — &?) . 96 Dels .
o1 = 2De + 2(&2 +4) + 4(&2 +4)(C~02 i 1)008(200 )+ 4(&2 _'_4)(&32 I 1)sen(2w )
(4.53)
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- 3¢
092 = ﬁ (454)
Novamente pode ser inferido que no limite assintético em que De — 0 (regime New-
toniano) todos os termos da equagao (4.53) que contém o termo De no numerador se
aproximam de zero, fazendo com que g1 — 099, Ou seja a primeira diferenca de tensao
normal N; — 0. Resultado este ja esperado porque para De — 0 os efeitos elasticos
no fluido sdo ausentes. No caso mais geral da expressao N1 = 011 — 092, determina-se

que:

3pDe 3¢pDe(2 — &%) o~ 9pDew o~
11 i r @) EmEr o S (499)

le

Analisando a equagao (4.55), pode-se concluir que para uma excitacao oscilatéria ex-
tensional com frequéncia w, a primeira diferenca de tensao normal N; apresenta uma

resposta com frequéncia 2w.

4.4.2 Escoamento extensional permanente

O estudo de escoamentos extensionais tem sido de grande importancia nas ultimas
décadas devido ao aumento em aplicacoes industriais e outras situagoes praticas. Como
exemplo cita-se o problema de mudangas abruptas de geometria num escoamento de
fluidos viscoelasticos. No contexto de escoamentos extensionais a definicao de viscosi-
dade extensional torna-se essencial para a caracterizacao de liquidos elasticos, sendo
esta quantidade interpretada como uma medida da resisténcia de um fluido a ser es-
tirado nas diregoes principais extensionais. A este fenomeno denomina-se inibicao de
estiramento sendo exatamente esta a principal razao de associarmos uma viscosidade

extensional a efeitos elasticos do escoamento.

Num escoamento extensional uniaxial permanente, o perfil de velocidade dimensional
¢ dado por (Barnes et al, 1989):

1 1
u = (éxq, —§é$2, —§é$3), (4.56)

ou em termos adimensionais a equacao (4.56) é escrita na forma,
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-~ 1 1
u = (1’1,—5552,—51’3), (457)

em que € é a taxa de deformagao extensional. A viscosidade extensional p. é definida
a partir das componentes normais do tensor de tensoes. Em termos admensionais

define-se p./ps € é escrito na sua forma adimensional, como:

e 201 -0n-0
M_: 011 — 022 033. (4.58)
s 6

Na equagao (4.58) os indices denotados por 1,2 e 3 referem-se as componentes normais
do tensor de tensdes. Note que para este tipo de escoamento (isto é, puramente exten-
sional), g2 = 013 = d93 = 0. A definicao da viscosidade extensional dada na equagao
(4.58) pode ser normalizada usando-se a viscosidade de Trouton, que corresponde a
viscosidade extensional de um fluido newtoniano medida num escoamento puramente

extensional permanente, p, = 3us.

4.4.2.1 Dois limites assintéticos do problema

A seguir examinam-se dois regimes relevantes no estudo de fluidos eldsticos em resposta
a uma excitagao extensional permanente. Esses dois regimes sao classificados aqui
como sendo:(i) em regime eldstico, no qual o escoamento aplicado é dito fraco, o que é
equivalente ao limite De << 1. Nesse caso a resposta é caracterizada por um regime
elastico linear e o parametro dominante é apenas o numero de Deborah De, com
extensibilidade ou razao de aspecto da macromolécula L nao tendo uma contribuicao
significativa na resposta do polimero. (ii) O segundo regime é denominado regime
anisotropico, em que a excitacao corresponde a um escoamento intenso. Este regime
ocorre para moderados e altos nimeros de Deborah, isto é, De ~ 1. A resposta nao-
linear do sistema é fortemente vinculada a razao de aspecto da macromolécula L, sendo

este o parametro relevante do escoamento neste limite anisotrépico.

O gradiente de velocidade adimensional para um escoamento extensional é representado

na forma matricial, como sendo

82



Vi=vi'=|0 -1/2 0 (4.59)

e Limite Elastico Linear

Vale comentar que o regime elastico pode ser interpretado como um limite em que a
macromolécula encontra-se num estado de deformagao incipiente, mantendo-se prati-
camente no estado de equilibrio randéomico ou Browniano. Nesse limite elastico linear
podemos estabelecer as seguintes hipdteses. A func¢do nao linear f(R) usada para co-
rrigir o comportamento linear da mola é considerada igual a unidade. Nesse regime ao
considerarmos um escoamento fraco, que implica De < 1, £ ~ a e, consequentemente
R ~ 1. Assim, diante as hipdteses anteriores, as componentes da equacao diferencial
adimensional que governa a evolugao temporal do tensor conformacgao ]§, Eq. (4.39),

se reduzem a:

dB 1\ =~ 1 dB 2 2\ ~ - -
~”=2K1——6>Bu+—6}, 32:——(1——>B22, Bas = Bao.

dt De
(4.60)

Considerando-se o regime permanente da equagao (4.60), dBi; Jdt = dBsy Jdt = 0, as

expressoes para as componentes By e By do tensor conformacgao reduzem-se a:

~ (1-— De)™! ~ 2(De + 2)7t
By = 3 = 3

(4.61)
Uma vez obtidos os valores para as componentes do tensor conformagao, pode-se subs-
tituir os mesmos na equagao do tensor de tensoes, Eq. (4.38). O célculo da viscosidade

extensional no regime eldstico linear (De < 1) é obtido usando-se a equagao (4.58).

Isto leva a

He _ ﬂ+3_¢(pe+2)—1(1—De)—1. (4.62)

Ps s 2
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Desde que De < 1, pode-se aproximar os termos (1 — De)™! por séries binomiais e

simplificar a equacao (4.62) para

e * 3
- “oDe. (4.63)

s

onde p* = p/ps + 3¢/4 representa a viscosidade de cisalhamento modificada pela
dependéncia da fragdo volumétrica ¢. Na equagao (4.63) fica clara a dependéncia
linear que a viscosidade extensional tem com De no limite assintético De < 1. Por
outro lado, este resultado indica que para uma solucao polimérica diluida, isto é, ¢ < 1
e para escoamento fracos, ou seja De < 1, a contribuigdo nao Newtoniana O(¢pDe)
das macromoléculas do polimero sobre a viscosidade extensional é muito baixa quando
comparada como termo p*. Deste modo, o comportamento da solugao polimérica
diluida num regime eléstico linear é aproximadamente o de um fluido Newtoniano

equivalente com viscosidade de cisalhamento p/ps + 3¢/4.
e Limite Anisotrépico (De ~ 1)

No presente contexto um regime anisotrépico corresponde a situagao em que polimero
estd sujeito a escoamentos intensos, em que De ~ 1, e as macromoléculas sofrem
grandes deformagoes (regime de estiramento da macromolécula). Em conseqiiéncia do
estiramento da macromolécula R ~ L > 1. Num escoamento extensional unidirecional
permanente a macromolécula é estirada na dire¢ao 11 (ou na diregdo do eixo “x”
num sistema de referéncia cartesiano). Assim, escoamentos intensos nos quais altos
valores de Deborah sao considerados, a componente do tensor conformagao éll é de
ordem de L2, enquanto que as outras componentes §22 e §33, sao de ordem um ou
pode-se considerar EH > Egz ~ Egg. Considerando-se a andlise anterior, as seguintes

aproximacoes sao validas

R*>=tr(B)~ By, Vu-B=B- (Vi) ~ Bjjeie; (4.64)

Substituindo-se o termo do traco da equacdo (4.39) como sendo [tr(B)]'/? = R, e

reescrevendo esta mesma equacao diferencial em termos de R, obtém-se:
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R, 2/(R)

—_— 2 J—
=R (1) (4.65)

Define-se o tamanho ou extensao de equilibrio da macromolécula R; como sendo o
valor de R no qual a extensao da macromolécula atinge seu limite de saturacao ou
extensdo maxima, isto é, dR/dt = 0. Nestas condi¢oes pode-se escrever a equacao

(4.65) em termos do comprimento de equilibrio anisotrépico Ry na forma:

2f(Re)

R, —
k R? De

(R —1)=0 (4.66)

Do mesmo modo que assume-se que a primeira componente do tensor conformacao By
¢ muito maior que as outras componentes EQQ e §33, por conseqiiéncia pode-se mostrar
que a componente do tensor de tensdes 77, obtida da equacao adimensional (4.38),
é a componente dominante do sistema. Nestas condicoes a viscosidade extensional é

calculada apenas em termos de oy, resultando em

pe 90
= apetti S (Fe). (4.67)

E facil mostrar que, a partir da equagao (4.66), a corre¢ao de mola nao linear é obtida
como f(Rr) = R3De/[2(R? — 1)]. Substituindo-se esse resultado na equagio (4.67)

obtém-se,

pe _ 99 Ri

p 2R -1

(4.68)

O resultado obtido em (4.68) indica que em condigoes de escoamentos mais intensos
(com altos numeros de Deborah) e no limite de extensibilidade maxima das macro-
moléculas, a viscosidade extensional torna-se independente da relaxacao do polimero
(independente de Deborah). Quando R tende para L, a viscosidade extensional é
proporcional a ¢L3, que corresponde a mesma dependéncia funcional da viscosidade

extensional proposta por Batchelor (1970) na teoria de fibra rigida.

85



Também, pode-se denotar o nimero de Deborah Dej,, correspondente ao limite assintdtico
quando R;, — L. Assumindo R; = cL, em que ¢ é uma constante da ordem da unidade,

e inserindo esta condi¢do na equagao (4.66), obtém-se:

1

Aot (4.69)

DGL ~

Avaliando a equagcao (4.69) para valores numéricos tipicos ¢ = 0.99 e L = 80, obtém-se
que De; ~ 0.6. Conseqiientemente, em uma solugao polimérica, na qual ¢ < 1 mas
¢L3 > 1, a presenca das macromoléculas na solucio exerce um forte efeito nao linear
devido a anisotropia produzida pelo alto grau de deformacao das macromoléculas em

escoamentos em que De ~ 1.

4.4.3 Escoamento extensional oscilatdrio

Da mesma forma como tratado na subsecao §(4.4.1), para cisalhamento simples osci-
latorio, aborda-se aqui o caso de escoamentos extensionais oscilatérios. Na sua forma
dimensional considerando um sistema de eixos cartesianos, o perfil de velocidade do

escoamento em questao é dado por:

1 1
u = (éJTl, —§é$2, —§é$3), (470)

em que € = éycos(wt) é a taxa de deformagao extensional aplicada ao escoamento,
com €, sendo a amplitude de oscilagao. Para uma analise de resultados em termos dos
parametros adimensionais (De, L, ¢), as varidveis sao escritas na forma adimensional.
Portanto o perfil de velocidade adimensionalizado com a velocidade caracteristica do

escoamento u. = aéy é dado por:

- . 1. 1 o~
u = (71, —5%2, —Emg)cos(wt), (4.71)

Seguindo o mesmo procedimento ja usado para o cisalhamento oscilatério (§(4.4.1)),
as equagoes constitutivas aqui empregadas sdo também da forma das equagoes (4.42)
e (4.38), com a diferenga na adimensionalizagdo da equagao do tensor conformagao
B. Nessa adimensionalizacao a variavel independente ¢, foi também adimensionalizada

com o tempo de relaxacao da macromolécula 7.
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No caso de um escoamento extensional oscilatério, o gradiente de velocidade em termos

adimensionais é dado por:

1 0 0
Vi=Vui' =cos@t) | 0 =1/2 0 (4.72)
0 0 —1/2

Decompondo as componentes da equagao (4.42) e usando o gradiente de velocidade
(4.72), resulta em um sistema de equagoes diferenciais ordindrias desacopladas para
escoamento oscilatério em andlise. A evolucao temporal das componentes Ell e égz

sao descritas pelas seguintes equagoes diferenciais:

dBy; 2f(R) , ~

d,tv = 2D€§11008(@~) - T(BH - 1/3) (473)
€
df; = —DeBycos(t) — i}?(égg —1/3) (4.74)

Cabe ressaltar que as outras componentes do tensor conformacao Bis, Big € Bsg nao
sao explicitadas devido a que num escoamento extensional oscilatorio, as componentes

de interesse referem-se as componentes normais By, Bas € B3z = Bas.

No sentido de se obter uma expressao que possa ser integrada analiticamente, considera-
se novamente que o regime de escoamento aplicado o qual gera apenas pequenas de-
formacgoes das macromoléculas. Isto é equivalente a se examinar o limite assintotico em
que De << 1. Nestas condigoes as seguintes aproximacoes nas equagoes (4.73) e (4.74),
R ~ 1 e conseqiientemente f(R) ~ 1, sdo validas. As referidas equagoes diferenciais

sao reduzidas para

5 L
dd%ll — 9DeBuycos(@) — 2(Bu — 1/3) (4.75)

87



dB ~ - ~
dZ” — —DeByycos(Dt) — 2(Byy — 1/3) (4.76)

Integrando-se as equagoes diferenciais (4.75) e (4.76) pelo método classico do fator
integrante (Mathematica 4.0), resulta nas seguintes expressoes para as componentes

B11 e Byy do tensor conformacao

B e t0

2 ¢ / N
= T aq' | e=f® 4.77
3De /0 ¢ ] ‘ (477)

EQQ — 6—9(;) +

2 g / N
_3D€/o eg(t)dt'] e 9 (4.78)

em que as fungoes f(t) e g(t) sdo definidas pelas seguintes expressoes:

@) = 2t 2sen(Wt) o0 = 2t sen(wt)

- T =< _+ ~
De w De w

(4.79)

As integrais da solugao das equagoes (4.77) e (4.78) podem ser resolvidas de forma
fechada aproximando a func¢ao exponencial por uma expansao binomial com trunca-
mento na terceira ordem. Isto é feito para o limite em que f (%V) — 0, o que implica
que De — Ot. E instrutivo lembrar que estamos diante da hipotese de pequenas
deformagoes e portanto no limite elastico linear, isto é, De < 1, conseqiientemente,
tem-se que ot < 1o que limita a presente aproximacao para tempos curtos, ou em
baixas freqiiéncias. Com essas aproximacoes e notando que os termos exp(—f(t)) e
exp(—g(t)) fora da integral nas equacdes (4.77) e (4.78) tendem para a unidade no
regime analisado, apds substituicao das séries nas integrais e procedendo com a inte-

gragao, obtém-se uma representacao geral,

Dy ~ Féqb’“’“)(tN; De,w) + Féq)’“’“)(tN; De, D) cos(@t) + Gg)’“’“)(tN; De,©) sen(wt)+

ngk)({; De, &) cos(20t) + G%’c’c)(f; De, ) sen(20t) + Fgfg"")(’ﬂ De,w) cos(3wt)
(4.80)
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Aqui a quantidade arbitraria ®,, pode denotar tanto EU, EQQ, 011, 022 OU [i.. Dessa

forma, as grandezas reoldgicas sao caracterizadas em fungao dos parametros fisicos

adimensionais e da frequéncia de excitacao w, para as condi¢cbes mencionadas anterior-

mente. Agora, resta explicitar as funcoes Fg’“’“)(?, De,©) e G%’Ck)(’tv; De, ) para cada

uma destas quantidades reologicas. Para Bj;, tem-se:

RO 2t +_4+4g+ 22 N 8t L3
o 3De  3Dew? = 3De?  9De3  De3it
2 N 32 N A2 N 4t
De200*t  Dew* De2w?  3Det
FB) _ A 16t 4 32 16¢2
@ "~ 3Dew?  3De2w?  Del*  Dedwidetildew*  Dedwidetildew?
qBw _ 16 32
“ o 3De2w3  Dedd’
(Bu) _ 2
bt =  De2it
G(én) _ 2 _ 4’{
%o 3Dew3  De2w3’
= 4
Fo —
3w 9Dew*
Para Egg, tem-se:
5 oA 2+t 22 8t? 16
FB2) _ 4 _ — —
0 + 3De + 3Dew? + 3De? + 9De3  Dedwidetildew* + 2D62<,u4jL

4 N 2 N 4t
9Dew*  De2w?  3De*
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(4.81)

(4.82)

(4.83)

(4.84)

(4.85)

(4.86)

(4.87)



B _ 2 8t L1618
7 3Dew? 3De2n?  Dedwt  2De*  Ded?’

G(~§22) _ 8 16? '
w 3De23  Dedw?

(Beo) _ __ 1
2w 2De2t

1 t

P _ - '
6Dew?®  De2w3

2w o

(Ba) _ 1
3w 18 Dew?’

(4.88)

(4.89)

(4.90)

(4.91)

(4.92)

Substituindo-se os resultados obtidos para as componentes do tensor conformagao éll

e Byy na equagao (4.38), obtém-se as componentes normais gy; € gag Cujas componentes

a partir da expressao (4.80) sao denotadas, respectivamente, como:

s _ 99 301 3(—4+4D) 307 dgf 1449
0 2De = De? 2De2? De3  De*r  Detot

9 144 18012 6ot
n ¢+ ¢+ ¢+¢

De3t  De2wt*  De3w?  De5

pEn) _ 60 246t 18¢ 48¢ 72012

5 T De2d? | De3d?  De2dt  Delot | Dedi?
e _ 24 1440t
w De3w3  Detw3’
Gu) 90
F. 2w T De3ot

90

(4.93)

(4.94)

(4.95)

(4.96)



3¢ 18¢t

Gglom) — 2% - 4.97
% De?2w?  3De3w3 ( )
Gu) 2¢

F3&7 - D€20~L}4 . (498)
E para oq9, tem-se:
g _ 90 30t 36(2+1) 3¢  46F 1449 9%
0 "~ 2De  De? 2De20? De3  Det  Det*r  4De3i?
20 9t 6ot
o~ — . (4.99
De2* * 2De3? + Deéb ( )
5 3¢ 12¢t 720 9¢ 36

L N A B 4.100
w De2w?2  De3w?  Detotr  4De?wt De? ( )

. 12¢ 7201
) _ 120 oy 4.101
w De3w3  De*w3 ( )

G22) 90

20 - 4D63&4' (4102)

5 3¢ 9t
G2 _ _ — 4.103
20 4De23 2De33 ( )
FEm 9 (4.104)

B 4Dt

Finalmente, substituindo-se as componentes normais do tensor de tensoes na equacao
(4.58), obtém-se fi. = p./p em termos das fungdes apresentadas na expressao (4.80),

CO1mo:

3¢(—6+3t)  288¢ 27¢ 142¢ 27 Pt
2De2? Dew*  ADe3t  De2w*  2De30?
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FF = (4.105)




) _

9¢ 360t 816 1206

De??  De3w?  4De?w*  Det?

G(Jje) _ 36¢ _ 216¢t '
w De3w3 Deto3
) _ 279
P = " 4De3A
G(Ee) _ 9¢ _ 279t '
2 4De?203  2De33
(ie) _ 9¢
B = ~ipegr
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5 METODOLOGIA DA SOLUCAO NUMERICA

Neste capitulo descreve-se a metodologia numérica usada para o cdlculo das compo-
nentes do tensor conformacao B. Estas componentes sao avaliadas por meio de dois
métodos numéricos bem conhecidos na literatura. Sao estes: o método de Runge-Kutta
e o método de Newton-Raphson (Press et al, 1992). Uma vez descritos, estes métodos
serao aplicados considerando-se as vantagens que cada um apresenta de acordo com as

condicoes e tipo de escoamentos examinados.

Conforme mencionado no capitulo anterior, a descricao do tensor de tensoes do es-
coamento requer o conhecimento prévio da parte tensorial nao isotrépica, dada pela

expressao:

o =2us(¢,y)D + &g, (5.1)

em que o termo op é a tensao eldstica associada a presenca de macromoléculas no
escoamento. O tensor de tensoes o pode ser escrito de uma forma adimensional em

termos do tensor conformagao como sendo:

~ o 90f(R) 5
o = j(¢)D + Z—DeB' (5.2)

Aqui a evolucao do tensor conformacao B é obtida a partir da equacao diferencial

ordinaria (EDO) nao linear tensorial dada por:

B _ oo 5. f onr_ B (51
—==Vi-B+B- (Vi) DB (B 3). (5.3)

Uma vez que a EDO néo linear (5.3) nao pode ser resolvida por um método de solucao
analitico, um dos objetivos principais do presente capitulo é obter uma solucao aproxi-
mada de B numericamente para acoplar a equagao (5.2), e caracterizar o comporta-

mento viscoelastico da solugao polimérica em um dado escoamento.
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A partir do par de equagoes constitutivas dadas pelas equagoes (5.2) e (5.3), imple-
mentam-se dois esquemas numéricos com o objetivo de se obter a solugao de um dado
escoamento em regimes nao lineares. O primeiro esquema numérico corresponde ao
método de Newton-Raphson usado para regimes permanentes (isto é dB / dt = 0) e para
escoamento com pequenos numeros de Deborah. Observa-se uma rapida convergeéncia
se obedecidas essas condigoes. O segundo esquema numérico corresponde ao método
de integracao numérica, conhecido como método de Runge-Kutta de quarta ordem,
aplicado para solucao da EDO do tensor conformagao (5.3) em condicoes de escoamento
intensos (De ~ 1) em que a escolha do passo de tempo nao dificulta a questao da
convergencia, em contraste com os casos com pequenos De. Conforme sera visto mais
adiante, neste tltimo caso a convergéncia é prejudicada, tornando o método de Newton-

Raphson mais adequado.

5.1 IMPLEMENTACAO DAS EQUACOES CONSTITUTIVAS

Nesta secao mostra-se a seqiiéncia de equacoes incorporadas durante a elaboracao do
c6digo numérico. As equagoes (5.2) e (5.3) formam um sistema de equagoes bem posto,
cuja solucao em termos da tensao o, requer o conhecimento da evolucao temporal do
tensor conformacao B. A avaliacao deste tensor é feita pelo calculo de suas com-
ponentes. Desta forma é conveniente descrever a equagdo (5.3) em notagao indicial.

Portanto:

— — . —|—
dt 0y, &

0% Deltr(B))1/2 (5:4)

dBi;  0u; ~ 5 01 2f(R) (Zj - 5_]) |

3
em que o termo [tr(B)]Y/2 = (By; + Bay + Bss)'/2. Note que a equacio (5.4) expressa as
componentes do tensor Eij, com os indices i, 7 = 1,2, 3. Assim, por exemplo, a compo-
nente “12” corresponde ai = 1e 7 = 2. O termo referente ao efeito ou correcao elastica
da corregao de mola nao linear, f(R), é obtido a partir da relagao f(R) = L?/(L*— R?)
em que L é a extensibilidade do polimero cujo valor é considerado um parametro (ou
dado) de entrada do cédigo numérico e R = (En + Boy + §33)1/2. O ntimero de Debo-
rah, De, também é considerado como parametro de entrada. As componentes do vetor
velocidade u dependem do tipo de escoamento externo aplicado, que serao quatro tipos
diferentes de escoamentos cisalhantes. O primeiro caso de escoamento € o cisalhamento
simples, o segundo um escoamento cisalhante oscilatério, o terceiro um escoamento pu-

ramente extensional permanente e finalmente sera explorado o caso de escoamento
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extensional oscilatério. Numa forma adimensional, os quatro campos que caracterizam

os escoamentos mencionados anteriormente sao dados, respectivamente por:

u = (7,0,0) (Cisalhamento simples) (5.5)
U = (T2,0,0)cos(@t)  (Cisalhamento simples oscilatério) (5.6)
~ .~ 1. 1. .
u = (71, —5%2, —5933) (E'scoamento extensional) (5.7)
-~ . 1. 1. ~ : oo
u = (7, —5% —§x3)cos(wt) (E'scoamento Extensional oscilatorio) (5.8)

E importante ressaltar que, para os casos de escoamentos oscilatérios a equagao (5.3)
sofre uma pequena modificagdo em conseqiiéncia da adimensionalizacao considerada.
Para esses casos de escoamentos transientes a escala de tempo usada para adimen-
sionalizacao das equacoes foi o tempo de relaxacao da macromolécula, 7. Com esta

redefini¢do de escala , a equagao (5.4) é reescrita da forma:

dém’ _ Ou; ~ ~ Ju; 2f(R) (=5 0y
b pe ( B+ B aik) By— 29, (5.9)

Uma vez determinadas as componentes do tensor conformacao B;j, as mesmas sao
diretamente substituidas na expressao do tensor de tensoes dada pela equacao (5.2).

Em notacao indicial, tem-se a seguinte equacao em termos adimensionais:

~ ~ N 99f(R) ~
i = (@) Dij + %Bm‘, (5.10)

E importante notar que na equagao (5.10) o tensor taxa de deformagao adimensional,
ﬁij, depende do tipo de escoamento aplicado. A fracao volumétrica de macromoléculas

na solugao ¢ é fornecida como parametro de entrada no cédigo computacional.
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Uma vez preditas as componentes do tensor de tensoes, a avaliacao da primeira diferenca

de tensoes principais, N7, é imediata,

Ny =011 — 092 (5.11)

5.2 SOLUCAO PARA CONDICAO DE REGIME PERMANENTE DO
TENSOR CONFORMACAO

Na condicao de regime permanente do tensor conformacao (dﬁ /dt = 0) a variacio de
qualquer componente Eij em relacdo ao tempo é nula (isto é, dézj /dt = 0). Nestas

condigoes a equagao (5.4) reduz-se a:

O ~  ~ ou; 2f(R) [~ 6y
B+ Byt — Y (BT ) o 12
07, T oz, DeR ( i 3) ’ (5.12)

A condicao de regime permanente leva o sistema de equacoes diferenciais ordinérias

nao lineares a se reduzir a um sistema de equagoes algébricas nao lineares do tipo:

fi(xy, g, T3, .. ) = 0
fo(x1, 29,23, ..., 1,) = 0

fn(xlny,xg, 7'1771) = 0

(5.13)

ou, de outra maneira, numa forma vetorial compacta, pode-se escrever (5.13) como:

F(z) =0 (5.14)

em que © = [11,Ts,...,2,]7. Aqui o simbolo “T” denota a transposicao do vetor .
Sendo B;; um tensor de segunda ordem com 9 componentes, em geral independentes,

cada componente deste tensor, uma vez substituida na expressao (5.12), resultara em
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um sistema de nove equacoes algébricas nao lineares. Conseqlientemente, cada fungao
fn representa uma equagao do referido sistema de equacgoes e os argumentos, x,,, deno-
tam cada componente E,] A solugao numérica deste sistema nao linear de equagoes
algébricas pode ser obtida pelo método iterativo de Newton-Raphson. Este método foi
escolhido nao s6 pela simplicidade na sua implementacao, mas, também, pela rapida
convergéncia uma vez escolhido uma estimativa inicial apropriada (consistente). As

iteragoes do método evoluem segundo a seguinte equagao de recorréncia:

= 2b — [J(ah)] T F(aF) (5.15)

em que J(x*) é a matriz Jacobiana do sistema de equagoes dada por:

of(xk)  af(xk) df1(x*)
ox1 Oxo T Oxn,
Afo(T*)  9f2(TF) o df2(X*)
Jat)y=| 0w o (5.16)
fn(XT*)  dfn(X*) dfn(X)
ox1 Oxa e O0xn,

O método numérico sera aplicado para o caso de escoamento extensional permanente,
com o campo de velocidade dado pela equagao (5.7). Substituindo-se o campo de
velocidade (5.7) na equagao (5.12), obtém-se uma seqiiéncia de nove equagoes algébricas
que podem ser representadas conforme expresso em (5.13). Entretanto, para os nossos
objetivos de calculo de tensoes elasticas 011, 092 € 033 é necessario apenas avaliar as
componentes da diagonal principal do tensor conformacao, ou seja, §11, Egg e Egg.
Agora, da equagao (5.12), tem-se que o sistema de equagoes das fungoes F(x) em

termos das componentes principais do tensor conformacao é dado por:

flzéll_%(éll—%) =0 (5.17)
fo=—Ba - QDLGZ) <§22 - %) =0 (5.18)
f3 = —Egg - 2DL£ <§33 - %) = O (519)



Considerando f;, fo e f3 fungdes, as componentes da matriz Jacobiana (5.16) podem

ser calculadas conforme as expressoes a seguir:

;B%C; = De( i+ R) — g(R)(Bu — 3) ~ f(R)
A = DeByy — g(R) (B~ 3)
JAE = DeByy — g(R)(Bu - 3)
aaé”i = DeBay + 29(R)(Bas — %)
aag; N De(% + R) +29(R) (B2 - %) +2f(R)
aag; = DeBay + 29(R)(Bas — é)
aﬁé‘i — DeDBys + 2g(R)(Bss — %)
aag; = DeBay + 29(R)(Bss — %)
0% — De(Z8 4 B) + 29(R) (Bus — ) + 24 (R)
0B 2R

Onde g(R) = 8f(R)/8§ij parai=7j =1,2,3.

(5.20)

(5.21)

(5.22)

(5.23)

(5.24)

(5.25)

(5.26)

(5.27)

(5.28)

Tendo as componentes da matriz Jacobiana e as fungoes fi, fo e f3 em termos das

componentes normais de B;;, resta-nos avaliar uma estimativa inicial, que serd imposta
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considerando-se a configuracao inicial da macromolécula em estado de equilibrio. Nesta
condicao a isotropia do polimero pode ser assumida tal que a matriz identidade torna-
se a melhor opcao de condicao inicial do sistema. Dessa maneira fazemos Eij = %&j
com t = 0, onde d;; é a matriz identidade.

A implementagao do esquema numérico é melhor detalhada a seguir. Cabe obser-
var que o codigo numérico para este caso recebe um conjunto de dados que sao os
parametros ajustaveis segundo o tipo de escoamento examinado. Tais parametros sao
classificados em parametros fisicos: De, L, ¢, 7, w, dy e dw, e parametros numéricos,
como a tolerancia requerida (tol), parametros ajustaveis segundo a faixa de variacdo
dos parametros fisicos De, L, ¢ dados como m,n,p, respectivamente. O perfil de ve-
locidade do escoamento investigado também é fornecido como parametro de entrada
na forma do seu gradiente, Vu. Como mencionado anteriormente, um chute inicial
adequado, aqui considerado éij = %5@', ¢é necessario para a convergéencia do método
de Newton. A solucao aproximada é obtida por meio da funcao dlsarg, que tem como
parametros de entrada o sistema de equagoes F(L, De, éw(O)) e a matriz Jacobiana
J(L, De, EM(O)) Esta funcao baseada no método de Newton-Raphson é implementada

a partir da biblioteca numérica do Fortran 90, IMSLF90. O esquema do algoritmo

numérico para este caso é mostrado na figura (5.1).

Maiores detalhes das funcgoes usadas e das principais subrotinas do programa sao

mostrados no apéndice B.

Os resultados obtidos com este método foram satisfatorios considerando regimes pro-
ximos ao limite elastico em que pequenas deformagoes sao consideradas. Também
foi constatado que o método trabalha muito bem para escoamentos fracos, nos quais
o ntimero de Deborah é muito pequeno, sendo da ordem de O(107°). Métodos de
integracao numérica no entanto, apresentam problemas devido a definicao do passo
de tempo. Como serd mostrado na se¢ao seguinte referente ao método de Runge-
Kutta, o passo de tempo é proporcional a De. Para regimes mais intensos com maiores
deformagoes, o método de Newton-Raphson tem problemas na convergéncia ja que a
escolha de uma estimativa inicial considerando-se a isotropia nao é mais vélida. Com
essas consideragoes as componentes do tensor conformacao sao substituidas na equagao
(5.15). Resolve-se o problema até o sistema convergir uma vez atingida uma tolerancia
especificada. A tolerancia foi definida em tol = 107!2 de forma a obter pequenos erros.
Para casos de deformacoes induzidas por escoamentos em altos Deborah o método de

Runge-Kutta é a melhor opcao e por esta razao sera analisado a seguir.
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(a) Parametros de entrada: m, n, p, dDe, dL,L, De,, 0,
(b) Define-se o gradiente de u,,

(c) Chute inicial para o tensor B,
De =De,
(d) fazer i =1atén
L=L,
B,=B
(e) fazer j=1até m
0=9,
define-se J(L, De, B), F(L, De, B))
aplica-se dlsarg(J, F, B) € obtém-se B,
calcula-se R e f(L,R)

(f) fazer k=1 atép

calcula-se 6,,(De,L,0.B)
calcula-se W, (6,,, G,,, G33)
0=0+do
Fim de (f)
L=L+dL
Fim de (e)
De =De + dDe

Fim de (d)

Figura 5.1: Representacao do esquema numérico implementado para os casos de escoamentos
permanentes em que o método de Newton-Raphson é usado

5.3 METODO DE RUNGE-KUTTA (Regime Transiente do Tensor Con-

formacgao)

O método de Runge-Kutta foi usado para obter uma aproximagao das componentes do

tensor conformacao B integrando-se a equacgao diferencial ordinaria (5.4) quando o

K
escoamento cisalhante é permanente, ou a equagao (5.9) para o caso de cisalhamento
oscilatorio. A implementacao do algoritmo numérico, uma vez definido o passo de
tempo para o problema de valor inicial em anélise, envolve a avaliacao de derivadas
temporais em quatro pontos diferentes no interior do intervalo de tempo. Em partic-
ular, toma-se uma média ponderada das derivadas no intervalo de integracao. Com a
evolucao temporal determina-se de forma explicita x,, 1, representando o vetor solugao
de  no tempo n + 1, onde x = (En, élg, §13, . §33). Portanto, a partir do conheci-
mento do vetor solu¢ao em um passo de tempo anterior x, e do calculo das derivadas

temporais, tem-se na estrutura do esquema numeérico a seguinte equagao de recorréncia:
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1
g (k1 20 + 2k + Fa) (5.29)

Tn+1 = T
onde ki, ko, k3 e k4 sdo as fungoes associadas, respectivamente, aos quatro passos do

método de Runge-Kutta de quarta ordem, dados por:

= Atf(tn )
Atf(ty + At/2, 20 + k1 /2)
Atf(ty + At/2, 20 + k2 /2)
= Atf(t, + At, z, + k).
(5.30)

No presente contexto f(¢,x) é uma funcao definida de acordo com a equagao diferen-
cial governante. Para o problema em questao f (%V, EZ]) = dgij / dt sendo esta funcio
dependente do campo de velocidade do escoamento o qual o fluido elastico é sub-
metido. Outra quantidade importante para o controle da convergéncia do método foi
o passo de tempo de integracao At. Considerando que o nimero de Deborah denota
uma razao entre duas escalas de tempo, relacionando a razao entre o tempo da es-
cala microestrutural do fluido com o tempo caracteristico do escoamento, o passo At
é estabelecido como uma fungao do nimero de Deborah a partir de uma anélise di-
mensional de escala do escoamento. Para escoamentos cisalhantes permanentes mais
intensos, caracterizados por altos De, o passo de tempo adimensional At é controlado
em funcao do parametro elastico De. Nessas condicoes garante-se a convergéncia da

solucao com erros de integracao menores do que 1%. Portanto estabelece-se que:

At = min{107* 1072 De} (5.31)

Para escoamentos cisalhantes transientes ou oscilatérios é constatado que a convergéncia
da solucao numérica apresenta uma forte dependéncia da frequéncia de excitacao w.
Dessa forma, o controle do passo de tempo At fica também condicionado ao parametro

1/w, no sentido de garantir a convergéncia dos resultados, assim:
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1 —1
At:mm{1o3, v } (5.32)

w

Como a implementacao do método de integracao numérica requer o conhecimento da
fungao f(t,z), vale apresentar a definigao desta fungao para cada tipo de escoamento

cisalhante examinado.

5.3.1 Cisalhamento simples

Em um cisalhamento simples, geralmente a grandeza a ser avaliada é a tensao de cisa-
lhamento ou a viscosidade dinamica de cisalhamento, que é constante para fluidos New-
tonianos. Em se tratando de liquidos elasticos, como solugoes poliméricas, a viscosidade
de cisalhamento decresce como o aumento da taxa de cisalhamento, % (efeito pseudo-
pléstico). O modelo constitutivo de duas equagoes examinado no presente trabalho
rigorosamente nao captura esse fenomeno, mantendo a viscosidade de cisalhamento
aproximadamente constante, como ocorre com os fluidos de Boger ( Bird et al., 1987).
Contudo, com o objetivo de validar nosso esquema numérico e tendo em conta que
a primeira diferenca de tensoes normais, Ny, é uma das grandezas de alta relevancia
quando trata-se de fluidos eldsticos (nao-lineares). No capitulo 6, mostram-se alguns
resultados em termos dessa grandeza e a validacao do cédigo numérico por meio da
solugao analitica correspondendo a baixos nimeros de Deborah e regime eldstico (li-

near) de mola.

A partir da equagao diferencial governante (5.4), a fungao f é definida em termos das

componentes de B;;, como segue:

*ox,  DeR

U AP 2f(R)(~ (5ij> (5.33)

t,B;;) = —By; + B B — 2
f<7 J) al'k kJ+ J 3

Para representar a grandeza N, precisa-se das componentes principais da tensao o;;.
Considerando que para este tipo de escoamento o perfil de velocidade é dado pela
equagao (5.5) e em vista da simetria do tensor conformagao, tem-se que a funcao f
usada para a implementacao deste método, em termos das componentes normais de

Bi;, se reduz a:

dBu _ = 2/(R) ( B — 1) (5.34)



dBy  2f(R) (5 1
= = " Deh (B22 — —) : (5.35)

em que a componente §12 é obtida a partir da equacao:

dBi, =  2f(R) =
=~ = Byy — B .
dt 22 DGR 22 (5 36)

Uma vez determinadas as componentes B;; do tensor conformacao, calculam-se as
componentes de tensoes normais o1 e 099, pela substituicao direta dessas componentes

na equagao (5.10). Da equagao (5.11) determina-se Ny = 717 — 099.

5.3.2 Cisalhamento oscilatorio

Tendo explorado efeitos elasticos de solugoes poliméricas sujeitas a um cisalhamento
simples permanente, considera-se, a seguir, uma anélise reolégica do mesmo fluido su-
jeito a cisalhamento simples oscilatério com uma frequéncia de excitacao w. Neste tipo
de escoamentos transientes, estamos interessados em examinar a evolugao temporal e
resposta em frequéncia do fluido, uma vez conhecidos @ e a amplitude de deformacao
Yo como parametros de entrada. As grandezas de interesse neste caso sao funcoes
das componentes normais e da componente na direcao de cisalhamento do tensor con-
formacao B. O perfil de velocidade do escoamento é dado pela equacao (5.5). Dessa

forma as funcoes f, definidas em termos das componentes de B;;, necessarias para a

R
implementagao do esquema de integracao numérica sao obtidas por substituicao do
perfil de velocidade de cisalhamento oscilatorio na equagao (5.9). Nessas condigoes o

sistema de equagoes diferenciais dado em (5.9), reduz-se a:

dByy  _~ 2f(R) (= 1
=2B ———— | By — = .
di 12005(wt) DeR 11 3 (5 37)
dB»  2f(R) (=~ 1
i~ Der \P273 (5.38)
dBia F(R) ~
i Bascos(wt) — DeR Bys. (5.39)
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Note que By = Elz, By = Bs; = Bys = Bsy = Bss = 0. As equagoes (5.37) a (5.39) es-
tabelecem um sistema de equacoes diferenciais ordindrias acopladas nas quais a solugao
numérica é obtida resolvendo-se de forma iterativa cada uma das componentes do ten-
sor conformacao. Uma vez determinadas as componentes éij, o resultado é substituido
na equagao (5.10) para determinagao do tensor de tensoes e, conseqiientemente, da

primeira diferenca de tensoes normais Ni = 011 — 099.

5.3.3 Escoamento extensional permanente

Quando liquidos elasticos sao submetidos a escoamentos extensionais permanentes
pode-se avaliar as propriedades reolégicas de origem elastica como a viscosidade ex-
tensional e as diferencas de tensoes normais N; e Ny. Conforme ja mencionado, estas
grandezas sao funcoes das componentes do tensor conformagao EU O perfil de veloci-
dade para o escoamento em questao é dado pela equacao (5.7). Uma vez substituido o
escoamento prescrito na equagao (5.9), determina-se o sistema de equagoes diferenciais

referentes as fungoes f = déij /dt, expressas por:

dBy .~  2f(R) (=~ 1

= 2B, — L (B — = 4
dt " per \7M 3 (5.40)
dBy  ~ 2f(R) (5 1
dBy; = 2f(R) (5 1
“B By 2L Y By — = 42
dt B Der \7F 3 (542)

As expressoes (5.43) a (5.45) sdo usadas nas equagdes recursivas (5.30) para-se obter
a evolucao temporal das componentes principais de EU Como antes, uma vez obtidas
estas componentes, as tensées normais gij, 09 sao calculadas a partir da equacgao
(5.9), que por sua vez sao usadas na expressao (4.58) para o calculo da viscosidade

extensional ou para quantificar Ny por meio da equagao (5.11).

v
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5.3.4 Escoamento extensional oscilatdrio

Novamente, as grandezas reoldgicas de interesse sao fungoes das componentes normais
do tensor conformacao e da frequéncia de forcamento do fluido. O método de Runge-
Kutta é modificado para incorporar as caracteristicas e parametros do novo escoamento
como a frequéncia de excitagao. O perfil de velocidade é descrito pela equagao (5.8).
Usando o mesmo procedimento descrito em §5.3.3, explicitam-se as fungoes f, requeri-
das no algoritmo baseado nas expressoes (5.30) e, dessa forma, obtém-se a solugao das
componentes normais de éij, por meio da expressao de recorréncia temporal (5.29).
Para condigao de escoamento extensional oscilatorio, o sistema de equagoes diferenciais
que governam a evolucao temporal das componentes do tensor conformacao reduz-se

a.

dBn .~ 2f(R) (5 1

di = QBllcos(wt) — D—eR Bll — § (543)
dByp = 2f(R) (= 1

di = —BQQCOS(wt> — DeR BQQ — 3 (544)
dBs;  ~ 2f(R) (~ 1

di = —ngcos(wt) - D—e}% B33 - g . (545)

Vale lembrar que da mesma forma que no escoamento de cisalhamento simples osci-
latério, a frequéncia de oscilacao w e a amplitude de deformacao £y sao consideradas

parametros de entrada da rotina numérica.

No caso de escoamentos oscilatorios, em adicao aos esquemas de integracao numérica
foi necessaria a incorporac¢ao de uma rotina FFT (Transformada Rapida de Fourier)
para avaliacao dos coeficientes de Fourier. Coeficientes estes necessarios para o cdlculo
dos moédulos viscoelédsticos como fungoes da frequéncia. Os resultados dessa analise de

Fourier serao mostrados em detalhe no capitulo 6.

Os detalhes relevantes sobre a implementacao do esquema numérico desenvolvido com
base na linguagem de programacao Fortran 90 sao mencionados a seguir. Para a
execucao do cédigo numérico sao necessarios alguns parametros de entrada. Tais

parametros podem ser classificados de duas formas. Parametros fisicos formados por:
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o0, Lo, Y0, wo, € parametros numéricos, como o passo de tempo ajustado segundo as
equagoes (5.31) e (5.32). O segundo tipo de parametros sao definidos como parametros
numéricos ajustados segundo os resultados requeridos, relacionados com a discretizacao
do tempo e a faixa variacao da frequéncia de excitacao w, dados como, m,n,p,q. Outro
parametro fisico de entrada importante é a condicao inicial do problema, dado em
termos de B;; = 0;;/3, em que ¢;; é a matriz identidade. O perfil de velocidade u
também é fornecido segundo o escoamento examinado. Duas subrotinas sao usadas na
implementagao do algoritmo numérico. A subrotina ou fungao RK que tem como argu-
mentos os parametros De,L e w encarregada de implementar o método de Runge-Kutta
e obter a evolucao temporal do tensor conformacao B. A segunda funcao denotada
como FOURIER com argumentos dados por B, 012, N; é encarregada de obter os coefi-
cientes de Fourier da grandeza em questao por meio da transformada rapida de Fourier.
E instrutivo mencionar que o calculo da transformada de Fourier Rapida foi implemen-
tado com base na biblioteca numérica IMSLF90, requisitando as subrotinas dfftri e
f2trf. Estas subrotinas fornecem os coeficientes de Fourier para uma dada frequéncia
de excitacao do fluido w. Desse modo a resposta em frequéncia das tensoes podem ser
avaliadas em termos dos modos de Fourier. Obtém-se assim o espectro de frequéncia
de tensoes elasticas do fluido. Maiores detalhes de ambas fungoes e das principais sub-
rotinas do cédigo numérico podem ser vistas la listagem feita no apéndice B. A seguir

mostra-se o algoritmo representativo do cédigo numérico:
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(a) Parametros de entrada: n, m, De, L, . ¥,, ®,, d®

(b) Define-se o gradiente de u;
i,j=1,2,....9
(c) Chute inicial para o tensor Blj

Inicia-se De, L, ¢, @, Y,
(d) fazer p =1latén
De= vy, ®
chama-se a fun¢do RK(De, L, @) e obtém-se B
(e) fazer q=1até m
calcula-se R e f(L,R)
calcula-se as componentes de 6 ( De, L,0.B),

calcula-se  W,(0,;, Gy, Oy3)

calcula-se N,
Fim de (e)

chama-se a funcio FOURIER (B, ¢

ij*

N,)

127
0=0+do

Fim de (d)

Figura 5.2: Representacao do esquema numérico implementado para o caso de escoamentos
transientes em que o método Runge-Kutta é usado
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6 RESULTADOS DAS SIMULACOES DO
COMPORTAMENTO NAO LINEAR DE FLUIDOS
ELASTICOS

Neste capitulo serao apresentados os principais resultados das simulagoes numéricas
para cisalhamento simples permanente, cisalhamento simples oscilatério, para escoa-
mento extensional permanente e para escoamento extensional oscilatorio. Examina-se
como o par de equagoes constitutivas, discutido na segao §(4.3) respondem a diferentes
escoamentos cisalhantes impostos, variando-se o ntimero de Deborah De, a extensi-
bilidade do polimero L, a fracao volumétrica do polimero ¢, bem como também a

frequéncia de oscilagao w nos casos de escoamentos oscilatérios.
referéncia

A equacdo do tensor conformagao (4.39), que fornece a variacdo temporal da con-
figuragao da macromolécula, é uma equacao diferencial ordindria nao linear devido
aos termos de correcao de mola nao linear e do arrasto viscoso. Como descrito no
capitulo 5, foram usados dois métodos numéricos para modelar o comportamento nao
linear do liquido eldstico examinado. O método do Runge-Kutta foi escolhido por
ser um dos métodos mais eficazes para resolver problemas nao lineares de valor ini-
cial. Solugoes permanentes da equacao diferencial nao linear do tensor conformagao,
equacao (4.39), foram obtidas numericamente com o uso do método Newton-Raphson.
Esse método numérico mostrou-se mais eficiente para explorar solugoes em escoamen-
tos fracos, inclusive podendo-se trabalhar em regimes de numeros de Deborah muito
pequenos (i.e. De < 107°), superando as dificuldades de passo de tempo muito pe-
queno quando usado o método do Runge-Kutta no limite de De — 0. Ja no regime
de altos numeros de Deborah (escoamentos fortes) o método numérico usado para
integracao numérica da equacao diferencial do tensor conformagao foi o método de
Runge-Kutta de quarta ordem, devido ao problema de convergéncia que o método de
Newton-Raphson apresenta neste regime. Para cada caso simulado, o passo de tempo
foi cuidadosamente selecionado, para garantir uma boa acurédcia da integragao, como
uma funcao do nimero de Deborah e da frequéncia de oscilacao para o caso de escoa-
mentos oscilatorios. Nas secoes subseqiientes apresentam-se os resultados obtidos para

cada um dos escoamentos examinados, variando-se os parametros fisicos relevantes em
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cada caso.

6.1 CISALHAMENTO SIMPLES PERMANENTE

Considera-se, primeiramente, o caso de cisalhamento simples em que o perfil de veloci-

dade é dado na forma dimensional como

u = (yz2,0,0), (6.1)

Dando continuidade a analise anterior em termos de quantidades adimensionais, as
variaveis aqui estudadas serao apresentadas em termos adimensionais. Assim, a veloci-
dade é adimensionalizada por uma velocidade caracteristica do escoamento, definida
como sendo u. = ya. Conseqiientemente, o perfil de velocidade adimensional resulta

em u = (72,0,0). Em adigao, o tensor taxa de deformacao adimensional é dado por:

1

o = O
o O =
o o O

Quando sujeita a cisalhamento simples permanente, uma das caracteristicas mais im-
portantes do comportamento de uma solucao polimérica refere-se a diminuicao da vis-
cosidade de cisalhamento com o aumento da taxa de cisalhamento. Viscosidade esta
definida como ps = o012/4. Entretanto nosso modelo constitutivo de duas equagoes
nao captura este fenémeno. Por outro lado, como visto na segdo §(4.4), uma outra
propriedade ainda mais importante, caracterizando regimes nao lineares do comporta-
mento do fluido é o surgimento de uma diferenca de tensoes normais. Em um escoa-
mento cisalhante simples, para o limite de pequenas taxas de deformacao, tem-se que
a primeira e segunda diferencas de tensoes sao proporcionais ao quadrado da taxa de

cisalhamento, isto é

Ni=Ci¥+0(Y) e No=Co?+ 0%, (6.3)

em que Cy e Cy sdo constantes (Barnes et al, 1989). Da equacdo (6.3) nota-se que

quando a taxa de cisalhamento é muito pequena, o termo quadréatico de ¥ tende a

109



zero, resultando em diferencas de tensoes quase nulas. Isto de certa forma mostra
que a diferenca de tensoes normais no fluido é um efeito essencialmente nao linear.
Enquanto 7 aumenta, a diferenca de tensoes N; tendo essa dependéncia quadratica
com a taxa de cisalhamento passa a ser dominante no escoamento em relacao as tensoes
cisalhantes. Cabe ressaltar que em muitos modelos que consideram tensoes normais,
assume-se que Ny = 0. Esta é conhecida como hipdtese de Weissenberg (Barnes et
al, 1989), que por muito tempo foi constatada experimentalmente. Hoje em dia com
redmetros extensionais mais sofisticados pode-se medir Ny # 0, mas em geral, verifica-
se que N1 >> Ny. O modelo microestrutural de liquido eldstico utilizado no presente
trabalho produz N, = 0.

A figura (6.1) mostra o comportamento da primeira diferenga de tensoes normais adi-
mensional, N; = 017 — 092, em funcao do nimero de Deborah, para valores tipicos
L = 80 e ¢ = 300ppm, tanto para a solucao analitica como para a solugao obtida
numericamente. Aqui o nimero de Deborah De é uma medida da intensidade do es-
coamento, podendo ser interpretada como a taxa de cisalhamento adimensional. E
visto que para valores de De ~ (.1 existe uma boa concordancia entre os resultados
obtidos por integracao numérica e a solucao analitica de N;. Vale lembrar que, a
solucao fechada para N; foi calculada pela integracao analitica das equacgoes adimen-
sionais do tensor conformagao (4.39) e o tensor de tensdes (4.38), no limite eldstico
correspondendo a f(R) = 1, para regimes estacionarios. Conforme especificado ante-

riormente

3
N, = §¢D62 (6.4)

Conforme mencionado no inicio do capitulo, para pequenas deformacoes tem-se uma
dependéncia de N; sempre quadratica com o nimero de Deborah. Para altos valores de
De, a dependéncia quadratica nao é mais valida, ja que o comportamento nao linear da
mola do modelo Dumbell e do arrasto viscoso torna-se relevante. Fisicamente, esta nao
linearidade representa o estiramento significativo que a macromolécula sofre quando
escoamentos de maiores intensidades sao aplicados. Nessas condigoes, a funcao f(R)

que corrige a constante eldstica da mola é diferente da unidade.

O resultado mostrado na figura (6.1) serviu também como um teste da metodologia de

integracao numérica.
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Figura 6.1: Primeira diferenga de tensoes normais adimensional, N1 /¢, em fungao do nimero
de Deborah, para L = 80 e ¢ = 300ppm. Linhas sélidas representam a solugao analitica para a
condigao de mola linear. Os simbolos (quadrados abertos) denotam a solugado numérica para
o modelo Dumbbell considerando as correcoes da mola nao linear e a correcao do arrasto
viscoso. O encarte mostra detalhes da dependéncia quadrética de Nj/¢ em termos de De
para escoamentos fracos (De — 0).
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6.2 CISALHAMENTO OSCILATORIO

Nesta secao apresentam-se resultados das simulagoes numéricas para o caso de escoa-
mentos cisalhantes simples oscilatérios. Serao explorados resultados para as grandezas
reolégicas de interesse tanto no dominio do tempo como no dominio da frequéncia.
Mostra-se a evolucao temporal das componentes do tensor conformagcao E, que carac-
terizam a configuracao das macromoléculas da solucao polimérica. Em adicao calcula-
se a tensao de cisalhamento 715, para diferentes intensidades do escoamento (isto é,
diferentes ntimeros de De) e a primeira diferenca de tensdes normais N;. O ntmero
de Deborah De é definido como De = w7y, em que a frequéncia de excitacao w e a
amplitude de deformacao 7y estao na forma adimensional. Para todos os resultados

examinados, os valores de ¢ = 300ppm e L = 80 foram usados.

Num escoamento cisalhante oscilatério a deformagao é denotada pela seguinte ex-

pressao:

v = Yosen(wt) (6.5)

Derivando-se a equagao (6.5), obtém-se a taxa de deformacao, isto é,

3 = yowcos(wt) = Ypcos(wt) (6.6)

Dessa forma, o perfil de velocidade para este tipo de escoamento é definido conforme:

u = (Yx2,0,0) = Ao(cos(wt)xs, 0,0), (6.7)

que numa forma adimensional, reduz-se a

u = (cos(Wwt)z,,0,0) (6.8)

Agora, com a finalidade de ilustrar a evolucao temporal da configuracdo da macro-

molécula do polimero quando submetida a um cisalhamento oscilatério, sao mostradas
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nas figuras (6.2) e (6.3) as componentes do tensor conformacao na direcdo “11”, By;.
Nas figuras (6.4) e (6.5) apresenta-se o resultado da componente do tensor conformagao,
§12. Os resultados foram obtidos para diferentes nimeros de Deborah e w = 1. Na
sequéncia de resultados para éll e Ezg mostra-se a resposta em frequéncia desde a
condigao periédica harménica simples com frequéncia igual da excitacdo (regime vis-
coeldstico linear) até respostas em frequéncia periédica, mas com visivel grau de nao
linearidade em regime de escoamento de altos De. De certa forma os resultados in-
dicam uma bifurcacao na resposta do tensor conformacao. Nota-se que para De < 1,
em que um regime de viscoelasticidade linear pode ser considerado, Bi; tem uma ampli-
tude de oscilagao muito pequena quando comparada com Em, podendo ser considerada
aproximadamente constante, EH ~ 1/3. Uma vez tendo escoamentos de maior inten-
sidade, o que implica maiores De, como mostra a figura (6.2), é visto um crescimento
consideravel na amplitude de By;. Isto caracteriza uma configuracao anisotropica das
macromoléculas, que da origem a diferencas de tensoes mormais como sera visto nas
secoes subseqiientes. Para valores de De > 10, a amplitude de oscilagao de EH é uma
ordem de magnitude maior do que a amplitude de Em, caracterizando uma resposta
predominantemente elastica nao linear. Nota-se que para valores de De > 100, a am-
plitude de oscilagao chega a um limite o qual é constante independendo do ntimero de
Deborah.

De maneira analoga a EH, a componente Elg apresenta um sibito aumento na sua
amplitude a medida que o niimero de De é aumentado, conforme mostram os resultados
das figuras (6.4) e (6.5). Resultados estes que sdo caracterizados por respostas em
frequéncia do fluido periédicas com grau de nao linearidade maior na configuragao
mostrada na figura (6.5), para De = 150. Ressalta-se que as componentes para as

direcoes égg e §33 nao sao mostradas ja que Egz =1/3e §33 = EQQ.

Em geral a grandeza de maior interesse em aplicacoes de engenharia em escoamentos
cisalhantes é a resposta em termos da tensao de cisalhamento 715. As figuras (6.6)
e (6.7) mostram a tensdo de cisalhamento adimensional em func¢do do tempo para

diferentes ntimeros de Deborah De.

Na figura (6.6), mostra-se o caso para escoamento oscilatério simples com De = 0.1,
L = 80 e ¢ = 300ppm. Esta condicao corresponde a um escoamento de baixa in-
tensidade, que recai no regime viscoelastico linear, em que pequenas deformacoes sao
consideradas. Para esse caso tem-se uma resposta em frequéncia harmonica simples

(linear) com pequenas amplitudes de oscilacdo e na mesma frequéncia da excitagao,
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Figura 6.2: Componente do tensor conformacao adimensional By em funcao do tempo adi-
mensional, para De =0.1,1,10, L =80, ¢ =300 ppm e w =1

w = 1. Na mesma figura mostra-se o caso permanente em que w = 0. Observa-
se a amplitude maxima de oscilacao é proxima do valor permanente, caracterizando
um equilibrio entre as forcas elasticas e viscosas, mantendo a macromolécula na sua
forma randomica (isto é, pouco deformada). Vale mencionar que esta configuracao

corresponde a uma resposta em frequéncia essencialmente linear.

A medida que aumenta-se a intensidade do escoamento (De cresce), a resposta em
frequéncia do fluido sai do regime linear. Uma anisotropia de tensoes devido a con-
figuracao deformada e orientada das macromoléculas pelo escoamento e respostas mais

complexas é observada.

Na figura (6.7) a resposta em frequéncia da tensdo de cisalhamento para dois escoa-
mentos com altos nimeros de Deborah; De = 10 e De = 150 é mostrada. Para ambos
os casos nota-se um aumento na amplitude de oscilagao, caracterizando um compor-
tamento nao linear em comparagao com respostas harmonicas simples mostradas na

figura (6.6). Para esses regimes a macromolécula é deformada e estirada fortemente
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Figura 6.3: Componente do tensor conformacao adimensional By em funcao do tempo adi-
mensional, para De = 150,500, L =80, ¢ =300 ppm e w =1

pelo escoamento. Para De = 10 a macromolécula oscila com amplitudes muito maiores
que as amplitudes de oscilagao do caso linear (De = 0.1), mas longe do valor de 7o
para o caso permanente em que w = 0 e a deformacao da macromolécula é ainda maior
para um mesmo nimero de Deborah. Entretanto, para o caso em que De > 150 o
escoamento ¢é intenso o suficiente para que a maxima deformacao da macromolécula
seja atingida. Neste caso o fluido oscila na amplitude de maxima deformacao, que
como esperado coincide com o valor para o regime permanente, w = 0, considerando-
se 0S8 mesmos parametros, como mostra a figura (6.7). Assim o fluido encontra-se
em um regime nao linear em que a amplitude de oscilacao aumenta substancialmente
com o aumento de nimero de Deborah. Com isso, a forma da curva senoidal adquire
uma forma mais complexa, devido aos diferentes modos de oscilagao superpostos que

a macromolécula responde.

As figuras (6.8), (6.9) e (6.10) mostram a primeira diferenca de tensées normais, Ny, em
funcao do tempo adimensional para diferentes nimeros de Deborah, De, com L = 80,

¢ = 300ppm e w = 1. Na figura (6.8) ¢ mostrada uma resposta harmonica sim-
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Figura 6.4: Componente do tensor conformagao adimensional na dire¢ao do cisalhamento
By em funcao do tempo adimensional para De =0.1,1, L =80, ¢ =300 ppm e w =1

ples do fluido sujeito a um cisalhamento oscilatério em termos da primeira diferenca
de tensdes N; e das componentes de tensées normais do tensor de tensoes 011 € 0o
(encarte). Como mencionado anteriormente, em regime da viscoeldstico linear, para
pequenas deformagoes, a macromolécula é pouco estirada devido ao equilibrio entre
as forcas elasticas e forcas viscosas do escoamento, mantendo praticamente sua con-
figuragao randomica inicial. Dessa forma as tensoes normais embora diferentes de zero,
como mostra o encarte da figura (6.8), apresentam valores muito préximos(oi; ~ 0a2),
podendo-se considerar N; =~ 0 tanto no caso oscilatério, como também no caso per-
manente (em que w = 0). Consequentemente, para escoamentos com pequenas de-
formacoes, a grandeza relevante é o9, recaindo na teoria de viscolesticidade linear.
E importante mencionar que 017 sendo aproximadamente igual a 059 indica que nao
existe anisotropia de tensoes normais. Em outras palavras, efeitos nao lineares rela-
tivos a diferencas de tensoes normais sao inexistentes. Como sera visto nos resultados

subsequentes em regimes nao lineares ou fortemente anisotrépicos g1 >> 099.

Uma vez em regimes nao lineares de escoamento, a macromolécula é deformada saindo
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Figura 6.5: Componente do tensor conformacao adimensional na Bis em funcdo do tempo
adimensional, para De = 10,150, L =80 , ¢ = 300 ppm e w = 1.

do seu estado isotrépico de equilibrio e resposta harmonica simples, gerando uma re-
sisténcia a deformacao e criando uma diferenca de tensoes normais ou anisotropia de
tensoes. Esta anisotropia de tensoes é caracterizada pelo aumento da tensao normal
011, correspondendo a tensao na direcao na qual a macromolécula é estirada pela agao
das forcas viscosas do escoamento. Fato que pode ser interpretado como uma resposta

elastica nao linear do fluido, conforme mostram as figuras (6.9) e (6.10).

Nota-se um aumento substancial na amplitude de oscilagdo de Ni/¢ devido a inten-
sificagao do escoamento, isto é, aumentando-se De. Para De = 10, o polimero é
deformado e sai da sua configuracdo de equilibrio randomico isotrépica. A diferenca
de tensao normal N;/¢ passa a oscilar em amplitudes bem mais altas, embora ainda
muito menor do que o valor correspondente ao caso permanente (w = 0), em que
N; /(@ =0) 29 x 10°. Observa-se também que as oscilagoes de N;/¢p, mesmo sendo
periédicas, nao sao mais harmonicas simples devido a contribuicao nao linear inserida
no escoamento pelo estiramento das macromoléculas na dire¢cao das linhas de corrente

do escoamento.
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Figura 6.6: Tensao de cisalhamento adimensional 715 em fungdo do tempo adimensional, para
De=0.1,L=80,¢ =300 ppmew=1.

Na figura (6.10) é apresentado o caso para um escoamento muito intenso em que De =
150. Nestas condicoes, o efeito da anisotropia de tensoes se torna muito mais visivel
e a amplitude de oscilagao chega ao limite maximo de estiramento da macromolécula.
Dessa forma esta amplitude de oscilagao atinge praticamente o mesmo valor que o
caso permanente (w = 0), como atesta a figura (6.10). Neste extremo de estiramento
a macromolécula atinge o limite maximo de deformacao e a amplitude de oscilagao
de Ni/¢ chega a um limite no qual um nimero de Deborah acima deste valor nao
modificaria esta amplitude maxima de oscilagao. E visto também que outros modos
(ou harménicos) de oscilagao estao contribuindo com a resposta da reoldgica do fluido.
Observa-se uma forma de oscilacao bem fora do padrao de movimentos periédicos

harmonicos simples.

Nas figuras (6.11) e (6.12) sdo mostrados os diagramas de fase para a componente
do tensor conformacao Elg, para diferentes De, com L = 80, ¢ = 300ppm e w = 1.
Estes diagramas de fase usados geralmente para avaliacao de respostas nao lineares de

sistemas dinamicos, sao obtidos plotando-se o valor de Biy versus a sua derivada com
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Figura 6.7: Tensao de cisalhamento adimensional 712 em fungdo do tempo adimensional, para
De =10,150, L =80, ¢ = 300 ppm e w = 1. Na figura mostra-se também o caso permanente
pela linha horizontal (- - -) correspondendo a w = 0 para De = 150.

respeito ao tempo E’m = d§12 / dt, para um perfodo completo. Os graficos apresentados
correspondem aos valores destas duas grandezas para um determinado tempo, contidos
dentro de um periodo 27/w. Os diagramas de fase da resposta dinamica do fluido
podem ser interpretados com um indicador da presenca de efeitos nao lineares na
resposta em frequéncia pela comparacao com o padrao circular de respostas harmonicas

simples.

A figura (6.11) apresenta quatro diagramas de fase para quatro ntumeros de Debo-
rah diferentes. Para o caso elastico linear em que De = 0.1, tem-se uma geometria
aproximadamente circular mostrando um comportamento harmonico simples em §12
e dByy/df e possuem uma diferenca de fase proxima a 7/2. Uma vez aumentando-se
a intensidade do escoamento é visto que tanto Elg e sua taxa temporal comecam a
incorporar efeitos nao lineares, o que resulta na distor¢ao do diagrama de fase padrao
circular. A distor¢ao do diagrama de fase torna-se mais evidente como aumento do
nimero de De. Para De = 150 e De = 500 tem-se um comportamento semelhante,

mas com amplitudes de oscilacao cerca de 10 ordens de magnitude maiores de Bj; e
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Figura 6.8: Primeira diferenga de tensoes adimensional Nj/¢ em fungao do tempo adimen-
sional, para o caso linear onde De = 0,1 ; L = 80, ¢ = 300ppm e @ = 1. No encarte da figura
mostram-se as tensées normais adimensionais nas direcées “11” e “22” em funcao do tempo
adimensional para De = 0,1. O caso @ = 0 também é mostrado.

d§12 / dt em relacdo aos resultados com De = 10. Em relacio aos resultados de regime

elastico linear, as amplitudes de §12 e d§12 / dt chegam a ser 10 vezes maior.

Na figura (6.12) mostra-se o diagrama para todos os De simulados em uma mesma
escala. A referida figura foi obtida multiplicando-se por uma constante os valores reais
obtidos para cada caso, no sentido de mostrar os diagramas numa mesma escala para
efeito de comparacgao. Notam-se as bifurcacoes da solucao associada a cada nimero de
Deborah.

Da mesma maneira como apresentado para §12, na figura (6.13) sdo mostrados diagra-
mas de fase da tensao de cisalhamento o2 versus a sua derivada doo/ df, para diversos
De com L = 80, ¢ = 300ppm e w = 1. Embora o resultado para De = 10 mostre o
diagrama levemente distorcido, caracterizando uma resposta nao linear, ja é possivel
ver uma diferenca apreciavel do caso elastico linear em que De = 0.1. Para De = 100

a resposta é mais complexa, fazendo com que a amplitude para ambas grandezas 712
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Figura 6.9: Primeira diferenga de tensoes normais adimensional Nj/¢ em funcao do tempo
adimensional, para De = 10 , L = 80, ¢ = 300ppme w = 1.

e sua derivada aumente pelo menos uma ordem de magnitude em relagao ao resultado
de De = 10. E visto também uma mudanca drastica na forma do diagrama, indicando
uma nao linearidade bem evidente na resposta reologica do fluido com referéncia a
tensao cisalhante 015. Da mesma forma pode-se atestar que para De = 150, a curva
tem um subito aumento na amplitude de doqy/ dt da ordem de 100 vezes maior em

relacao a De = 100.

Em adigao a figura (6.14) mostra uma comparagao dos diagramas de fase numa mesma
escala para efeito de ilustrar as bifurcagoes observadas na resposta reologica do fluido.

Nota-se que maiores De implicam numa resposta do fluido fortemente nao linear.

Como complemento aos resultados anteriores, as figuras (6.15) e (6.16) mostram os
diagramas de fase da primeira diferenca de tensoes normais, Ny, para varios valores
de De. Como no caso de 12, a figura (6.15) apresenta o resultado de N; versus a sua
taxa dN; /d%v para valores de Deborah crescentes, variando de 0,1, a De = 150. Note

que em contraste com os diagramas de fase mostrados anteriormente, as figuras (6.15)
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Figura 6.10: Primeira diferenca de tensoes adimensionais N1 /¢ em fungao do tempo adimen-
sional, para um caso fortemente nao linear com De = 150, L = 80, ¢ = 300ppm e w = 1,
Também é mostrado o caso permanente w = 0 pela linha horizontal (- - -).

e (6.16) indicam que o eixo de N; apresenta apenas valores positivos. Isto significa a

resposta de N; ao longo do tempo oscila dentro de valores sempre positivos.

Novamente, a figura (6.16) mostra uma comparagao dos diagramas de fase para N; em
diferentes De; De = 0.1,10,100. A medida que o escoamento é intensificado é vista
a sequeéncia de bifurcagoes dos diagramas de fase associado a cada De examinado,

caracterizando efeitos elasticos nao lineares no fluido.
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Figura 6.11: Diagramas de fase mostrando §12 Versus dﬁlg/df, para De = 0.1, 10, 150, 500,
L=280,w=1.
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Figura 6.12: Diagramas de fase mostrando Elg versus d§12 / d%v, numa mesma escala, para
De =0.1,10,150, L = 80, w = 1.
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Figura 6.13: Diagramas de fase mostrando a tensao de cisalhamento adimensional 712 versus
sua derivada doi2/dt, para De = 0.1,10,100, 150, L = 80, ¢ = 300 ppm e w = 1.
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Figura 6.14: Diagramas de fase mostrando a tensao de cisalhamento adimensional o1 versus
sua derivada dois/dt, numa mesma escala, para De = 0.1,10,100, L = 80, ¢ = 300 ppm e
w=1.
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Figura 6.15: Diagramas de fase mostrando a primeira diferenga de tensoes normais adimen-
sional Nj, versus sua derivada dN;/dt, para De = 0.1,10, 100,150, L = 80, ¢ = 300 ppm e
w=1.
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Figura 6.16: Diagramas de fase mostrando a primeira diferenca de tensGes normais adimen-

sional N; versus sua derivada dNp/ d%v, numa mesma escala, para De = 0.1, 10,100, L = 80,
¢=300 ppmew =1
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6.2.1 Resposta em frequéncia das quantidades reolégicas

Até aqui, foram apresentados resultados no dominio do tempo para cada uma das
grandezas reoldgicas examinadas. Por outro lado, resultados no dominio da frequéncia
também podem ser obtidos com o objetivo de se examinar a resposta em frequéncia do
fluido. Primeiramente examina-se como o fluido responde uma vez aplicada uma exci-
tacao em uma determinada frequéncia @. O fluido pode responder com oscilagoes nao
s0 na frequéncia de excitagao imposta, mas também em outras freqiiéncias ou modos
de oscilagao caracterizando assim um comportamento nao linear. Mostra-se que em
regime viscoelastico linear as grandezas reoldgicas dependem somente da frequéncia,
enquanto que para regimes nao lineares esta dependéncia é também fungao da de-
formacao. As respostas do sistema de equagoes examinado serao mostradas variando-se

tanto o numero de Deborah como a frequéncia de excitacao w.

Tendo obtido a série temporal que caracteriza a resposta do fluido a uma excitacao,
aplica-se a FFT (“Fast Fourier Transform”). Conforme mencionado no capitulo 4,
fazemos uso das funcoes disponiveis em biblioteca numérica com o objetivo de achar os
coeficientes de Fourier, para representacao da série temporal e determinar o espectro de
frequéncia do sinal. Nesse sentido é possivel mostrar que, dependendo da intensidade do
escoamento (grau de nao linearidade), o fluido pode responder em vérias frequéncias
além da frequéncia fundamental aplicada. Estas outras freqiiéncias sao conhecidas
como harmonicos de segunda, terceira e ordens superiores. Considerando, entao, que
a grandeza reoldgica de caracterizacao pode ser representada por meio de uma série
infinita de senos e cossenos, definem-se os parametros a,(w) e b,(w) como sendo os
coeficientes correspondentes aos termos em cossenos e senos, representando a resposta
em fase e fora de fase com respeito a excitagao respectivamente. Cabe informar que os
espectros de poténcia das quantidades reolégicas adimensionais §127 012 € Np, foram

examinados para uma frequéncia de excitacao w = 2w, com L = 80 e ¢ = 300 ppm.

Nas figuras (6.17), (6.18), (6.19) e (6.20), sdo mostrados os modos ou freqiiéncias de
oscilacao da macromolécula do polimero em resposta a uma excitacdo com w = 2,
em termos da componente tensor conformagao Biy. Os resultados foram obtidos para

diferentes intensidades de escoamento, variando-se o nimero de Deborah, De.

Na figura (6.17) sdo mostrados os coeficientes de Fourier a, (@) e b,(w) para De dife-
rentes. Quando De = 0,1 o escoamento ¢é considerado fraco e, conseqiientemente, as

deformagoes sao pequenas. Neste limite a macromolécula, praticamente, permanece

126



no estado de equilibrio randomico. Assim, espera-se uma resposta linear em um unico

modulo fundamental que oscila com a mesma frequéncia de excita¢ao w/2m = 1.

102k 10k _EX@)
: - [] b,@)
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&610'3- De =0.1 102F De =1
4
10 - 10-3:_
71 I | l | | :l - - L lll Ll I
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Figura 6.17: Espectro de poténcia de Bia, mostrando os coeficientes de Fourier a, (&) e by (@),
para De =0.1,1, L = 80 e w = 27.

No caso de De = 1, a macromolécula sofre uma deformacao mais intensa e as carac-
teristicas viscoelasticas nao lineares do escoamento comecam a dominar o comporta-
mento reoldgico do fluido, portanto outros modos ou harmonicos nos quais as moléculas
respondem comegam a ser visiveis, como mostra a figura (6.17). Assim tendo um escoa-
mento levemente mais pronunciado sobre as macromoléculas, como o caso de De =1,
outro harmonico em w = 67 surge. Este segundo harmonico apesar de ter uma ampli-
tude muito pequena quando comparado ao harmonico principal ou fundamental, indica
o inicio de uma resposta em frequéncia nao linear das macromoléculas do polimero a

uma excitagao harmonica simples de deformagao ou taxa de deformacao.

Quando aumenta-se o nimero de Deborah, De, as macromoléculas apresentam uma
configuracao ainda mais estirada o que consequentemente produz uma anisotropia

no escoamento. E visto que enquanto o escoamento aplicado oscila na frequéncia

w = 27, para De = 10 (ver figura 6.18), a macromolécula sofre deformagoes elevadas,
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armazenando energia elastica, como conseqiiéncia da resisténcia a deformagao inerente
a sua constituicao. Essa forma de energia armazenada é distribuida em outros modos

do movimento de oscilacao e relaxacao da macromolécula.

Observa-se que para o escoamento com De = 10 mostrado na figura (6.18) o movi-
mento transiente de um liquido elastico comeca a apresentar outros graus de liberdade
vibracionais (em 107 e 147) caracterizando um espectro discreto e um aumento na com-
plexidade na resposta do fluido. Conforme mencionado em condic¢oes de altos niimeros
de Deborah a macromolécula sai da configuracao de equilibrio randomico, respondendo
de forma ainda mais complexa e uma série de harmonicos podem ser identificados. Vale
notar que o harmonico fundamental é ainda dominante quando comparado com os ou-

tros harmonicos.
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Figura 6.18: Espectro de poténcia da série temporal Elg, mostrando os coeficientes de Fourier
an(w) e by(w), para De =10, L = 80 e w = 2.

Aplicando-se agora um escoamento intenso o suficiente para produzir estiramento na
macromolécula até seu limite maximo, como é o caso quando considera-se De = 150,
respostas ainda muito mais complexas poderao ser vistas em termos dos muitos ou-

tros modos oscilatérios com os quais o polimero responde. As figuras (6.19) e (6.20)
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mostram os coeficientes de Fourier a,(w) e b,(w) para essas condigoes de deformagao
extrema do polimero em cisalhamento oscilatério. Os resultados indicam que existe um
aumento significativo no nimero de modos nos quais a macromolécula oscila, carac-
terizando assim um comportamento do fluido fortemente nao linear e anisotrépico.
Nota-se inclusive a possibilidade de harmonicos com valores negativos. Ressalta-se que
os primeiros harmonicos sao dominantes, contendo grande parte da energia de oscilagao

das macromoléculas.
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Figura 6.19: Espectro de poténcia de Elg, mostrando os coeficientes de Fourier a, (@), para
De =150, L =80 e w = 2w. O encarte da figura mostra modos vibracionais com amplitude
negativa.

E importante notar que as distribuicoes de modos de oscilacao mostradas nas figuras
(6.19) e (6.20) tendem para um espectro de poténcia aproximadamente continuo quando

comparado aos resultados discutidos e mostrados na figura (6.18).

Como complemento aos resultados da analise espectral de Elg, mostram-se também
nas figuras (6.21) e (6.22) os coeficientes de Fourier a,(w) e b,(@), associados a série
temporal do sinal da tensao de cisalhamento o5 para De = 150. E visto que a tensao
de cisalhamento, como a resposta de Elz, apresenta um espectro de poténcia com

diversos modos de oscilagao como conseqiiéncia do armazenamento de energia enquanto
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Figura 6.20: Espectro de poténcia de Elg, mostrando os coeficientes de Fourier b, (w), para
De =150, L =80 e w = 2w. O encarte da figura mostra modos vibracionais com amplitude
negativa.

a macromolécula deforma e relaxa. Novamente os coeficientes tém valores tanto posi-
tivos como negativos, embora muitos dos negativos apresentando amplitudes muito
pequenas. A energia do movimento estd concentrada nos modos de frequéncias mais
baixas. Nota-se também a tendéncia do espectro tornar-se continuo a medida que o

nimero de graus de liberdade vibracionais aumentam com o nimero de Deborah.

Em adicdo, as figuras (6.23) e (6.24), apresentam também os espectros de poténcia
em termos dos coeficientes de Fourier para a primeira diferenca de tensoes normais NV;
para De = 150. A primeira diferenga de tensoes normais N; é de fato uma medida da
anisotropia das tensoes elasticas e sempre um efeito nao linear na resposta de um liquido
elastico. Para o regime viscoelastico linear, em que apenas pequenas deformagoes estao

envolvidas, constata-se que N; =~ 0.

Para De = 150, os resultados nas figuras (6.23) e (6.24) mostram a resposta reolégica
do fluido em termos de N;. Da mesma maneira que a tensao de cisalhamento g9, a

diferenca de tensoes normal N; também apresenta um espectro de poténcia em que a
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Figura 6.21: Espectro de poténcia de &12, mostrando os coeficientes de Fourier a, (@) , para
um caso fortemente nao linear correspondendo a De = 150, L = 80, ¢ = 300 ppm e w = 2.

energia, associada a Ny, esta distribuida por varios modos vibracionais do movimento.
Vale observar que neste regime de altos Deborah os efeitos elasticos nao lineares devi-
dos a NNy apresentam uma distribuicao de energia praticamente uniforme em todas as
frequéncias, com amplitudes em média cerca de 10® maiores do que as associadas a o1s.
Este resultado indica que nesse regime de escoamento a anisotropia produzida pelo
estiramento das macromoléculas, intimamente relacionadas com a diferenca de tensoes

normais Ny, é o fator preponderante na resposta reoldgica de um liquido elastico.
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Figura 6.22: Espectro de poténcia de 12, mostrando os coeficientes de Fourier b, (@) , para
um caso fortemente nao linear correspondendo a De = 150, L = 80, ¢ = 300 ppm e w = 2.
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Figura 6.23: Espectro de poténcia de N1, mostrando os coeficientes de Fourier a, (@), para
um caso fortemente néo linear correspondendo a De = 150, L = 80, ¢ = 300 ppm e w = 2.
O encarte da figura representa modos vibracionais negativos.
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Figura 6.24: Espectro de poténcia de Np, mostrando os coeficientes de Fourier b, (@), para
um caso fortemente nao linear correspondendo a De = 150, L = 80, ¢ = 300 ppm e w = 2.
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6.2.2 Moddulos viscoelasticos do fluido

Com o objetivo de se investigar as caracteristicas viscoeldsticas de um polimero, apre-
senta-se no inicio dessa secao um estudo dos coeficientes associados com a tensao de
cisalhamento no dominio da frequéncia em fase e fora da fase com a excitacdo 7.
Estes coeficientes sao conhecidos como fungoes viscoelasticas do material, os quais
no caso linear ou seja no regime de pequenas deformacoes, podem ser calculadas por
meio de uma expressao analitica, mostrando uma dependéncia apenas da frequéncia
w, conforme visto na se¢ao §(4.4.1). Por outro lado, aumentando-se a intensidade do
escoamento, envolvendo configuragoes de maiores deformacoes do polimero, as fungoes
viscoelasticas passam a depender também da amplitude de deformacao 7. Os referidos
coeficientes ' e 1" sdo denotados, respectivamente, como médulos de dissipacao viscoso

e armazenamento de energia.

As figuras (6.25) e (6.26), mostram as funcdes viscométricas ' e 1" em funcio da
frequéncia de excitagao para diferentes amplitudes de deformacao y. Variando-se a
frequéncia de excitagao @ numa faixa entre &/27 = 8.0 x 107% e W/2r = 10%. Dessa
forma, aplica-se a FFT ao sinal temporal de tensao de cisalhamento em questao e
obtém-se o espectro de poténcia do mesmo. Em seguida toma-se o valor do coeficiente
de Fourier, a, e b,, para a frequéncia fundamental (frequéncia de excitacao) e para
cada um dos valores da faixa de frequéncia de excitacao obtém-se um ponto da curva.
Dessa maneira é possivel examinar a resposta em frequéncia do fluido em termos dos
coeficientes de Fourier da tensao de cisalhamento para uma ampla faixa de frequéncia.
Na figura (6.25) apresenta-se a funcio viscoeldstica i (médulo viscoso) em fase com a
taxa de deformacao cisalhante. Esta funcao tem propriedades dissipativas, mostrando
um comportamento equivalente ao “shear thinning” por diminuir com o aumento da
frequéncia w, mesmo em regime viscoelastico linear. E visto também que o fluido
tem um comportamento Newtoniano em baixas e altas freqiiéncias, com caracteristica
puramente viscosa. Nota-se, no entanto, que para grandes amplitudes de deformacao e
frequéncias moderadas tem-se um regime viscoelastico nao linear em que efeitos viscosos
e elasticos estao presentes no fluido com intensidade equivalente. Conclui-se portanto
que num regime de viscoelasticidade néao linear ' e 1", além de serem uma funcao da

frequéncia, dependem também da amplitude de deformacao 7.

, ’ . " . .
A figura (6.26) mostra o comportamento do médulo eldstico  para diferentes ampli-
tudes de deformagao 7y. Observa-se que em contraste com a curva simétrica correspon-
dente ao regime viscoeldstico linear, & medida que efeitos nao lineares sao incorporados

ao fluido, pelo aumento de 7y, o ponto de maximo é distorcido para a esquerda, que-
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Figura 6.25: Resultados numéricos do médulo viscoso adimensional em funcao da frequéncia
adimensional para diferentes 7y. Com L = 80, ¢ = 300 ppm

brando a simetria e linearidade da resposta eldstica, e a amplitude méxima de 7"
chega a atingir um valor 6 vezes maior do que o valor associado ao regime viscoelastico
linear. Verifica-se, no entanto, que em baixas e altas frequéncias o mecanismo de ar-
mazenamento de energia por efeitos elasticos é inexistente e o fluido possui apenas

caracteristicas viscosas.

As figuras (6.27) e (6.28) mostram a variagdo dos pontos maximos das curvas dos
médulos viscoeldsticos ' e 1, respectivamente, referentes aos gréficos (6.25) e (6.26),
em funcao da amplitude de deformacao imposta 7. Estes graficos podem ser usa-
dos para se determinar a amplitude de deformacao que deveria ser aplicada ao fluido
para ocorrer uma transicao de um regime viscoeldstico linear para um regime nao li-
near. Para pequenas deformagoes (79 — 0) a dependéncia dos médulos viscoeldsticos
é funcao apenas da frequéncia w. Uma vez aplicados esforcos de maiores amplitudes
de deformacao, quando 7y ~ 10, observa-se uma forte dependéncia de 1, € 7., com
aumento da amplitude de deformacao, caracterizando um regime fortemente nao linear

de viscoelasticidade. Cabe informar que a curva que passa sobre os pontos, obtidos
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Figura 6.26: Moddulo elastico 77” em fungdo da frequéncia para diferentes ~y; para L = 80,
¢ = 300 ppm

numericamente, é resultado de um ajuste polinomial para descrever a tendéncia dos
pontos maximos dos modulos viscoelasticos em funcao da amplitude de deformacao

imposta.

Da mesma forma que foi investigado para a tensao de cisalhamento, podem-se mostrar
os moédulos associados a primeira diferenca de tensoes normais N; em fase e fora de
fase com a excitagao imposta. Os resultados sdo mostrados nas figuras (6.29) e (6.30),

/ 11 ~ ~ . . ~
termos de 0 e # em funcao da frequéncia para diferentes 7.

A figura (6.30) mostra no encarte os pontos de maxima amplitude de G" em funcao
da deformacao imposta 7. Estes pontos indicam que para pequenas deformacoes, os
valores méximos de 3" sdo aproximadamente nulos com 5, — 0, j& que esse comporta-
mento corresponderia a um regime viscoelastico linear em que nao existe diferenca de
tensoes normais. Com o aumento de 7, o modulo eldstico 5" associado a N; aumenta
consideravelmente, chegando a um valor maximo com ordem de magnitude igual a

. . . s e ~ . ~ " ,
unidade. Em regimes viscoelasticos nao lineares com 7y = 10, # também apresenta
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Figura 6.27: Amplitude maxima de 17/ em fun¢ao da deformacao adimensional 7g, para L = 80,
¢ = 300 ppm
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Figura 6.28: Amplitude méxima de 7" em funcio da deformacdo adimensional 7, para
L =80, ¢ = 300 ppm

uma rapida variacao e uma forte dependéncia com 7y = 10.

Fica também evidente dos resultados das figuras (6.29) e (6.30) que em regimes de
baixas e altas frequéncias os coeficientes tendem a se anular ji que os mesmos estao
associados com a primeira diferenca de tensoes N;. Nota-se, no entanto, que para
& — 0, mas com valores ¥y ~ 1, o modulo viscoso 3 associado a N; apresenta valores
baixos, mas nao nulos contribuindo para a dissipacao viscosa do movimento. O modulo

" , . A~ .
(G, por outro lado, é sempre nulo em baixas e altas frequéncias.
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Figura 6.29: Médulo viscoso 3 associado a N; em funcdo da frequéncia adimensional & /27
para diferentes 7p; L = 80, ¢ = 300 ppm.
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Figura 6.30: Médulo eldstico 8" associado a N; em funcio da frequéncia adimensional & /27
para diferentes 7g; L = 80, ¢ = 300 ppm. O encarte mostra os valores de méxima amplitude
em funcao de 7.
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6.3 ESCOAMENTO EXTENSIONAL PERMANENTE

Nesta secao serao mostrados os resultados das simulagoes numéricas obtidos para o
caso de um escoamento extensional uniaxial permanente, cujo perfil de velocidade é

dado na sua forma dimensional, por:

1 1
u = (éx, —§éy - 562), (6.9)

em que € é a taxa de deformagao extensional aplicada a solugao polimérica. Devido
ao fato de estar sempre explorando a resposta do fluido em termos adimensionais, a

equagao (6.9) ¢ escrita na sua forma adimensional como segue:

- 1.1

u = (7, Y- 52), (6.10)

E importante notar que a taxa extensional ¢ tendo dimenséo 1 /T (inverso do tempo)
a velocidade foi adimensionalizada usando a escala éa. Com as abordagens anteri-
ores a equagao (6.10) combinada as equagoes (4.38) e (4.39) formam um sistema de
equagoes diferenciais ordindrias nao lineares bem posto. Resolve-se esse sistema de
equacoes e examinam-se resultados da resposta do fluido variando-se os parametros

fisicos adimensionais definidos na sec¢ao §(4.2).

6.3.1 Configuracao da macromolécula

Primeiramente apresentam-se resultados da configuracao da macromolécula em fungao
do tempo para uma excitacao do fluido na forma do escoamento extensional permanente
(6.10). A figura (6.31) mostra a evolucao temporal da configuracao da macromolécula
em termos do quantidade R = tr(é), que representa uma medida do estiramento da
macromolécula. Os resultados sao obtidos para diferentes De, com uma extensional-
idade do polimero L = 80 e a concentracao volumétrica ¢ = 200ppm. Para todos
os valores de nimeros de Deborah simulados, verifica-se que R atinge um patamar,
correspondendo ao regime permanente da macromolécula associada aquela intensidade
de escoamento extensional. No encarte da figura é mostrado o regime elastico no qual
existe uma dependéncia evidente de R com De. Também nota-se que para De > 0.6
um regime anisotréopico de configuragao da macromolécula é alcancado e, conseqiiente-

mente, R passa a ser independente do nimero de Deborah, De. Em adi¢ao, o encarte da
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figura mostra que para valores pequenos de De, correspondentes a um regime elastico
com baixa anisotropia, os valores de R sao ainda pequenos (R ~ 1) em conseqiiéncia
da baixa intensidade do escoamento aplicado. Em outras palavras pode-se dizer que a
macromolécula nao foi estirada o suficiente para produzir uma anisotropia no fluido ao
longo da direcao extensional. Num regime anisotrépico em que o escoamento deve ser
mais intenso (De ~ 1), nota-se um crescimento rapido de R a partir de um determinado

tempo, caracterizando configuragoes altamente estiradas das macromoléculas.
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Figura 6.31: Comprimento da macromolécula, R = tr(B) em fungao do tempo adimensional
para De variando de 0.35 a 1; com L = 80 e ¢ = 200ppm. O encarte mostra o comportamento
de R para o limite eldstico aproximadamente isotrépico (escoamentos fracos).

Na figura (6.32) é mostrada a variagdo do comprimento de equilibrio da macromolécula
em funcao do nimero de Deborah, De. quando submetido a um escoamento extensional
uniaxial permanente. Os valores neste caso da razao de aspecto ou extensionalidade
da macromolécula e a concentracao volumétrica, sao respectivamente, L = 3.5 ¢ ¢ =
200ppm. A curva mostrada na figura (6.32) indica uma transicao entre o regime eldstico
isotropico que é definido para De < 1 e o regime anisotrépico da macromolécula que
com De ~ 1, conforme discutido anteriormente. Para De < 1, o comprimento de
equilibrio R, da macromolécula, apresenta valores R., ~ 1 em vista que, neste regime

o efeito da mola elastica impede que o polimero sofra estiramentos consideraveis. Por
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outro lado, para valores de Deborah acima da unidade, a taxa de extensao ¢ grande o
suficiente para que a macromolécula sofra maiores estiramentos sem que a mola elastica
resista a essa deformacao imposta pelo escoamento extensional aplicado. Assim, com
o aumento do nimero de Deborah, o polimero sai de um regime aproximadamente
eldstico linear, em que f(R) ~ 1, para um regime anisotrépico. Conforme o escoamento
vai tornando-se cada vez mais intenso, a extensao da macromolécula vai tornando-se
limitada pela resisténcia incorporada no modelo de mola nao linear dado pela equacao
(4.33). Conforme vai se atingindo o limite maximo de extensao das macromoléculas, R
vai tendendo a valores cada vez mais proximos de L. Nesse sentido uma vez superado
o limite elastico isotrépico, para De > 1 argumenta-se que o mecanismo dominante no

escoamento é a anisotropia produzida pelo estiramento das macromoléculas.
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Figura 6.32: Solucao permanente R, para o comprimento da macromolécula R = tr(B) em
funcao de De para L = 3.5 e ¢ = 200 ppm.

6.3.2 Viscosidade extensional

A figura (6.33) apresenta a resposta reolégica do fluido em termos da viscosidade ex-
tensional adimensional em funcao do tempo adimensional para um escoamento exten-
sional permanente em questao, para diferentes valores de ntimeros de Deborah, com

o parametro de extensionalidade do polimero L = 80 e a concentracao volumétrica
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¢ = 200ppm. E visto também que a viscosidade extensional atinge um patamar para
todos os valores simulados de De, correspondendo ao regime permanente da reologica
do fluido para as condigoes simuladas. No encarte da figura (6.33) o comportamento
da viscosidade extensional para De correspondentes ao regime eldstico isotropico é

destacado.

Os resultados indicam que para valores tipicos da extensibilidade de um polimero de
alto peso molecular L = 80, o valor méximo atingido no regime permanente da viscosi-
dade extensional fi, —p*, é de aproximadamente 10° ordens de grandeza maiores do que
no regime elastico isotrépico em que De < 0.55. Nota-se ainda que os valores obtidos
para a viscosidade extensional para valores de De < 0.5 sao quase correspondentes ao
valor newtoniano p* ~ 1. Neste regime de De pequenos, o polimero nao responde do
ponto de vista reolégico com uma tensao normal significativa porque as macromoléculas
nao apresentam deformacoes aprecidveis pelo escoamento. Vale destacar que o compor-
tamento reolégico do fluido neste regime é semelhante a predicao analitica apresentada
na secao §(4.4.2) do capitulo 4, em que a contribui¢do ndo Newtoniana para a vis-
cosidade extensional foi estimada da ordem de O(¢pDe) para R ~ 1 < L e ¢ < 1.
Isto comprova o fato que somente quando o polimero sofre maiores deformagoes e em
condicoes de macromoléculas anisotrépicas os efeitos nao-Newtonianos sobre a reologica

do fluido sdao mais evidentes.

A figura (6.34) mostra o comportamento da viscosidade extensional em funcao de
De para diferentes valores da extensionalidade do polimero L = 3.5,15,25,35 e uma
concentracao volumétrica, ¢ = 200ppm. O resultado da integracdo numérica mostra
que para De < 0.5 a viscosidade extensional adimensional depende fortemente do
numero de Deborah De, sendo fracamente afetada por L. Na mesma figura o en-
carte mostra uma comparacao entre resultado de viscosidade extensional obtidos na
integragdo numérica e a solugao assintotica dada pela equagao (4.62). O intervalo de
nimeros de deborah considerado no encarte foi [0, 0.15]. A linha tracejada é valida estri-
tamente para De — 0. Para De ~ (.1 a resposta reoldgica em regime elastico isotrépico
da viscosidade extensional ¢ descrito com boa acuracidade pela solugao analitica dada
pela equagdo (4.62). Cabe lembrar que de acordo com a solugao analitica da vis-
cosidade extensional no regime eldstico, a ordem de dependéncia de fi. é (3/8)¢De.
Entretanto, verifica-se que essa aproximacao linear é estritamente valida para valores
de De < 0.05. O desvio da aproximagao eldstica vista no encarte da figura (6.34) ao
se incrementar os valores de De é uma conseqiiéncia direta da transicao para regimes

no qual as macromoléculas ja sao significativamente estiradas pelo escoamento, o que
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Figura 6.33: Viscosidade extensional adimensional relativa fi. — p* em funcao do tempo
adimensional para Deborah variando de 0.35 a 1; com L = 80 e ¢ = 200ppm. O encarte
mostra o comportamento da viscosidade extensional para o limite elastico isotrépico.

¢ visivel quando D > 0.5. Uma vez que as macromoléculas do polimero sofrem es-
tiramento capaz de produzir anisotropia no fluido, o comportamento do fluido muda
completamente. Neste caso a anisotropia, que no regime elastico é uma contribuicao
praticamente inexistente, torna-se o mecanismo dominante do escoamento e as macro-
moléculas comportam-se como longas fibras rigidas que tendem a se alinhar com a

direcao de extensao do escoamento.

Na figura (6.34) também pode ser visto que para pequenos valores de L, o que cor-
responde a polimeros de baixo peso molecular, o regime anisotrépico é gradualmente
alcancado, enquanto que para polimeros de alto peso molecular, a viscosidade exten-
sional salta de valores O(1) para O(10?), isto para um valor tipico de L = 50. A
transicao do escoamento para o regime anisotropico é observado com De = 0.6, para
todos os valores de L simulados. Neste regime a viscosidade extensional é independente
do nimero de Deborah De, atingindo desta forma valores uniformes que dependem
somente de L como foi mostrado anteriormente na equacao assintética (4.67). E im-

portante ressaltar que o comportamento reoldgico do fluido em termos da viscosidade
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extensional obtido pela simulagao numérica apresenta uma boa concordancia qualita-
tiva com resultados experimentais feitos por Gupta, Nguyen e Sridhar (2000). Isto de
certa forma vem validar que as corregoes de mola nao linear e do arrasto viscoso no
modelo microestrutural examinado o tornam bastante promissor para ser usado em

outras aplicagoes de fluidos nao Newtonianos.
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Figura 6.34: Viscosidade extensional adimensional relativa ji. — p* em funcao do nimero de
Deborah para L = 3.5, 15, 25,35. Uma comparacao entre a solugao analitica e o resultado da
simulacao numérica para o regime elastico também mostrado no encarte da figura. No encarte
a linha sélida representa a solucao (4.62) e a linhas tracejada a aproximagao, (3/8)¢De.

Em adicao, a dependéncia da viscosidade extensional adimensional com o parametro
anisotrépico ¢L3, para valores de nimeros de Deborah variando de De = 0.6 a De =
2.0, é mostrada na figura (6.35). Foi usada uma ampla faixa de valores da extensibili-
dade do polimero L para diferentes concentragoes volumétricas; ¢ = 200ppm, 250ppm,
300ppm, 350ppm e 400ppm. A dependéncia linear da viscosidade extensional com ¢L3
observada na figura foi, previamente, predita pela teoria de Batchelor (1970) sobre ca-
racterizacao reolégica de uma suspensao de fibras rigidas num solvente Newtoniano. O
mesmo comportamento também foi mostrado nas nossas andlises tedricas para o limite
assintético correspondendo a conformacgao macromolecular R — L, para escoamentos

com altos nimeros de Deborah (escoamentos intensos). No caso de solugoes muito
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diluidas, consideradas neste trabalho, a dependéncia linear entre j. e ¢L® mostrada
na figura (6.35) pode ser atribuida estritamente & anisotropia causada pelas macro-
moléculas estiradas pelo escoamento, comportando-se de forma analoga a fibras rigidas.
No encarte pode ser visto um importante resultado, mostrando que para De ~ 1, as
variagoes com relacao a este parametro adimensional sao praticamente despreziveis e,
conseqiientemente, todos os resultados se ajustam ao longo de uma reta (9/2)¢L3,
que concorda com a anélise tedrica expressa pela equacao (4.67). Sendo investigadas
solugoes muito diluidas, as reorientagoes devido as interacoes hidrodinamicas entre as
macromoléculas nao sao significativas neste regime de diluicao. Desde que o efeito de
relaxagao do polimero para tempos caracteristicos de um escoamento em altos De é um
efeito praticamente desprezivel (quando De ~ 1), podemos concluir que a anisotropia
é o mecanismo dominante. Desta maneira, mostra-se que para solucoes poliméricas
diluidas de alto peso molecular, como as que sao usadas para reducao do arrasto em
escoamentos turbulentos, a contribuicao do polimero associada com a anisotropia de

tensoes ¢é o fator predominante num regime anisotrépico em que R — L.
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Figura 6.35: Viscosidade extensional adimensional relativa fi. — p* em funcao do parametro
anisotrépico ¢L3, para diferentes valores de De. Os valores da concentracio sio 200ppm,
250ppm, 300ppm, 350ppm e 400ppm; com L variando desde 70 a 80. Pontos + De = 0.6;
x De = 0.8; losango aberto: De = 1.0; circulo aberto De = 1.2; quadrado cheio: De = 1.4;
triangulo aberto De = 1.6; circulo sélido: De = 1.8; quadrado aberto: De = 2.0. O completo
regime anisotrépico para 5 valores de De > 1 é mostrado no encarte da figura.
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6.4 ESCOAMENTO EXTENSIONAL OSCILATORIO

Nesta secao serao apresentados resultados das simulacoes numéricas obtidos para o
caso de escoamento imposto sendo extensional e oscilatério. O perfil de velocidade

dimensional para o referido escoamento é dado por

1 1
u = (éz, —§éy — 562), (6.11)

em que € = €gcos(wt) é a taxa de deformagao extensional aplicada ao polimero, com €,
sendo a amplitude de oscilagao. Continuando num contexto de quantidades adimen-

sionais, a equagao (6.11) pode ser reescrita na forma adimensional como segue:

a = cos(t) (7, —%gj— %5}, (6.12)

Novamente a equagao (6.12) combinada com as equagoes (4.38) e (4.42), resulta em um
sistema de equacgoes diferenciais ordinarias nao lineares que pode ser integrado numeri-
camente pelo método descrito na segao §(5.3) do capitulo 5. Resolve-se esse sistema de
equagoes para diferentes excitacoes, variando-se a intensidade do escoamento, ou seja o
numero de Deborah, De. Os resultados para as grandezas reoldgicas de interesse, tais
como as componentes principais do tensor conformacao B e a viscosidade extensional
definida em termos das componentes normais do tensor de tensoes o serao integradas.
Os resultados serao tratados tanto no dominio do tempo, bem como no dominio da
frequéncia. Analogamente, como feito no escoamento cisalhante oscilatorio, definimos
o numero de Deborah como De = w ¢y, em que ¢y é a amplitude de deformacao ex-
tensional. Também examina-se o comportamento dos moédulos viscoelasticos para este
escoamento, avaliando-se os coeficientes da viscosidade extensional em fase e fora de
fase com respeito a excitacao. Todas as simulagoes foram realizadas para a razao de
aspecto L = 80 e uma concentracao volumétrica de ¢ = 300 ppm. A frequéncia de

oscilacao da excitacao nos resultados no dominio do tempo é fixado em w = 1.

6.4.1 Configuracao da macromolécula

Com o intuito de examinar a variacao da configuracao da macromolécula em escoa-

mento extensional oscilatorio, para diferentes intensidades do escoamento, mostram-se
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Figura 6.36: Componente do tensor conformagao adimensional By; em funcdo do tempo
adimensional, para De = 0.01,0.5,3,5. L =80, ¢ =300 ppm e w =1

nas figuras (6.36) e (6.37) as componentes do tensor conformacao, By; e By em funcao

do tempo, para diversos De.

Na figura (6.36) mostra-se By para diferentes intensidades de escoamento. Para o
caso eléstico linear isotrépico em que De = 1072 as oscilacoes de EH sao de pequena
amplitude persistindo a macromolécula praticamente em equilibrio randomico. Com
aumento do De, observa-se que a amplitude das oscilacoes de §11 chega a um limite
maximo 6000 vezes maior do valor da amplitude para De = 0.5. Isto implica que
a macromolécula chegou ao seu limite maximo extensional. Nota-se também que a
extensibilidade méaxima de uma macromolécula ocorre em De muito maiores quando a
mesma ¢ sujeita a cisalhamento simples oscilatério. Isto justifica porque parte de um
escoamento cisalhante simples esta associado com taxa de rotagao da macromolécula.
No caso de um escoamento puramente extensional nao existindo essa parcela de rotacao
a configuracao atinge o limite maximo para De menores quando comparado ao cisa-

lhamento simples.
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Como mencionado na andlise dos resultados para cisalhamento simples, é visto que a
resposta temporal de By, sofre seguidas bifurcacoes a medida que se intensifica o escoa-
mento aumentando-se De. A solucao pode apresentar um comportamento harmonico
simples em baixos De até fungoes de ordem superior, ainda que periédicas, com estru-
tura bem mais complexa do que uma onda harmonica simples. Isso caracteriza efeitos
nao lineares no escoamento que é refletido diretamente na reologia do fluido em ter-
mos de uma viscosidade extensional resultante da anisotropia das macromoléculas que

produzem anisotropia de fungdes normais no fluido

Na sequéncia, a figura (6.37) mostra o comportamento da componente Bay para dife-
rentes intensidades do escoamento extensional em questao. Esta componente encontra-
se em fase oposta com EH, indicando que quando a macromolécula é estirada a com-
ponente B,y torna-se muito pequena. Uma vez que a macromolécula estira, a mesma
pode relaxar devido ao préprio movimento oscilatorio bem como pela elasticidade do
modelo de mola nao linear. Durante configuracoes de relaxacao a componente Bas
aumenta e pode chegar a valores de amplitudes da ordem de 3000 para De = 5. O
resultado da figura (6.37) indica que para De = 5, égz sofre um sibito aumento na am-
plitude de oscilagao, mantendo-se constante a partir deste valor. Observa-se também
que as figuras mostram que estas componentes oscilam em amplitudes positivas, sendo
que o crescimento de EH é cerca de 2 vezes maior causando assim uma anisotropia
na configuragao da macromolécula do polimero e, consequentemente, uma diferenca de

tensoes normais que serd discutida em seguida.

6.4.2 Resposta temporal da viscosidade extensional

As figuras (6.38), (6.39) e (6.40) mostram dependéncia temporal da viscosidade exten-
sional para diferentes De. A figura (6.38) apresenta o resultado para o caso eldstico
linear em que De = 0.01. E visto que a amplitude das oscilagoes e o patamar perma-
nente para o caso w = 0 chegam a valores préximos, indicando pequenas deformacoes

da macromolécula, mantendo-se na configuracao de equilibrio randémico.

Para De = 1, a figura (6.39) mostra um comportamento diferente em rela¢ao ao modo
de oscilagao em que a curva mostra uma leve distorcao do caso harmonico simples da
figura (6.38). Para esse grau de intensidade do escoamento, a resposta reoldgica do

fluido ja manifesta os efeitos nao lineares.

Na figura (6.40) mostra-se o caso de um escoamento em que De = 5. Nota-se que

a amplitude de oscilagao da resposta da viscosidade extensional relativa, nesse alto
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Figura 6.37: Componente do tensor conformagao adimensional Bsy em funcdo do tempo
adimensional para De = 0.01,0.3,5. L =80, ¢ =300 ppm e w =1

valor de De, chega muito préxima ao patamar horizontal de regime permanente w = 0.
Cabe ressaltar que na verdade a configuracao de regime permanente ja é alcancado
a partir de De = 3. Nessa configuracao, a macromolécula sofre o maior estiramento
possivel, tal que o aumento do niimero de Deborah nao influencia mais no pico de
amplitude maxima. A figura também mostra ainda uma resposta periédica mas com
comportamento fortemente nao linear pelo surgimento de outros graus de liberdade

vibracionais ou modos de oscilacao de amplitudes significativas.

Completando o estudo anterior, a figura (6.41) apresenta os diagramas de fase da vis-
cosidade extensional relativa, ji* versus uf, em que p* = (fle—Jis)/¢ e i = dy: /dt, para
diferentes De. As curvas da figura (6.41) mostram bifurcagoes na resposta reolégica do
fluido desde um regime aproximadamente harmonico simples linear para De = 0.01,
em que pequenas deformagcoes sao consideradas, até o regime nao linear em que as
macromoléculas estao sujeitas a grandes deformacoes. E visto que as curvas sao distor-
cidas de uma geometria aproximadamente circular que representa o diagrama de fase

de respostas periddicas harmonicas simples até configuragoes mais complexas como é
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Figura 6.38: Viscosidade extensional relativa adimensional (fi, — 1*)/¢ em funcao do tempo
adimensional em que De = 0.01; L = 80, ¢ = 300 ppm e w = 1. Também é mostrado pela
linha horizontal tracejada o caso permanente w = 0.

o caso de De = 2, cuja geometria ja esta bem distorcida do padrao harmoénico simples.
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Figura 6.39: Viscosidade extensional equivalente adimensional (i1 — p*)/¢ em fungao do
tempo adimensional em que De = 1; L = 80, ¢ = 300 ppm e w = 1.

154



W)/

(v

0

(

0

800000
700000 |
600000
500000 |
400000 |-
300000 -
200000

100000 |

Ot /27

Figura 6.40: Viscosidade extensional relativa adimensional (fi, — p1*)/¢ em funcao do tempo

adimensional para De = 5; com L = 80, ¢ = 300 ppm e w = 1.

No mesmo grafico é

mostrado o valor correspondente ao escoamento extensional permanente (linha horizontal

tracejada)caso permanente tal que @ = 0.
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Figura 6.41: Diagramas de fase da viscosidade extensional du’/dt em fungdo de u’ para
De =0.01,0.5,1,2; L = 80, ¢ = 300 ppm, & = 1.
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6.4.3 Resposta em frequéncia para escoamento extensional oscilatério

Nesta secao apresentam-se resultados no dominio da frequéncia para as mesmas quan-
tidades examinadas nas secoes anteriores para dominio do tempo. Examinam-se os
espectros de poténcia das quantidades (conformacao e reologia) em andlise com o obje-
tivo de determinar os diferentes modos de oscilagao que a macromolécula pode respon-
der num movimento vibratério nao linear. Seguidamente, destaca-se, em particular, a
resposta em frequéncia dos médulos viscoelasticos para uma larga faixa de frequéncias

de excitagao.

As figuras (6.42) e (6.43) mostram os espectros de poténcia de By para diferentes De.
Para De = 0.01 um regime linear é considerado. Nesse regime pequenas deformagoes
sao consideradas, caracterizando um caso peridodico harmonico simples tendo uma res-
posta linear em frequéncia. Para De = 1, no entanto, maiores deformagoes do polimero
estao presentes, levando o fluido elastico a uma resposta em frequéncia nao linear. Os
espectros mostram os coeficientes de Fourier a,(w) e b,(w) da componente do tensor
conformacao Bii, a qual pode ser descrita em termos de uma série de Fourier. Para
capturar a resposta em frequéncia aplica-se a FFT (Fast Fourier Transform) a série
temporal da quantidade EH para uma excitacao com frequéncia de oscilacao w = 2.
Para o caso harmonico simples (De < 1) o espectro de poténcia da figura (6.42)(a)
é constituido apenas do harmonico fundamental. Isto implica que toda a energia do
movimento do liquido eldstico é concentrada na frequéncia fundamental @ = 27. Para
De =1 (figura (6.42)(b)) o escoamento torna-se mais intenso e a macromolécula sera
mais deformada. Nesse caso a energia armazenada como conseqiiéncia da resisténcia a
deformagao, sera distribuida em outros modos de oscilacao e, conseqlientemente, uma

resposta em frequéncia nao linear é estabelecida.

Na figura (6.43), mostra-se a resposta em frequéncia do fluido quando aplicado um
escoamento ainda mais intenso quando De = 3. Nesse regime no qual a amplitude de
oscilacao torna-se independente do niimero de Deborah e a extensibilidade maxima da
macromolécula é alcancada, conclui-se que a resposta é altamente nao linear devido
ao aparecimento de muitos outros harmonicos vibracionais do movimento oscilatério
da macromolécula. Do ponto de vista de sistemas dinamicos, num regime de altos
nimeros de De o movimento possa apresentar varios graus de liberdade e o espectro

de poténcia vai se tornando cada vez mais continuo

Da mesma forma como que foi investigado para By, mostram-se nas figuras (6.44)(a,b)

e (6.45) os espectros de poténcia da viscosidade extensional relativa pf. Uma vez
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Figura 6.42: Espectro de poténcia de Bi;, mostrando os coeficientes de Fourier a, (@) e b, (@),
para o caso linear em que De = 0.01 e um caso nao linear com De = 1. Para L = 80 e w = 2.

aplicada uma excitacao com frequéncia de oscilacao w = 2w, conforme esperado, para
o caso harmonico simples (De = 0.01) a resposta reolégica extensional ocorre na mesma
frequéncia da excitagao e apenas esse harmonico fundamental é visto no espectro de
poténcia mostrado na figura 6.42(a). Diferentemente de um caso em De = 1 (ver
figura 6.42(b)) outros harmonicos estao envolvidos com a energia total do movimento

oscilatorio.

Finalmente na figura (6.45) plota-se o espectro de poténcia de ,J: para um escoamento
de maior intensidade de deformacao em que De = 3. Novamente, observa-se uma
resposta da reologia do fluido elastico fortemente nao linear, refletindo-se no apareci-

mento varios harmonicos de oscilacao com amplitudes da ordem de 10%.

6.4.4 Moddulos viscoelasticos para escoamento extensional

Num escoamento oscilatorio extensional também pode-se examinar os médulos vis-
coelasticos em termos dos coeficientes de Fourier. Definem-se os médulos viscoelasticos

como grandezas que representam a dissipacao e armazenamento de energia do fluido
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Figura 6.43: Espectro de poténcia de Bi;, mostrando os coeficientes de Fourier a, (@) e b, (@),
para o caso nao linear em que De = 3; L =80 e & = 27.

em um escoamento oscilatério. Estes médulos serao denotados por n*, que representa
a dissipagao estando em fase com a taxa de deformagao E, e n**, representando o ar-
mazenamento de energia estando fora de fase em relacio a ¢. As figuras (6.46) e (6.47)
mostram respectivamente os médulos viscoelasticos n* e n** como fungao da frequéncia
w/2m, para diferentes amplitudes de deformagcao extensional €. Na figura (6.46) para
uma faixa de frequéncia entre 1072 e 1 verifica-se um comportamento nao Newtoniano,
equivalente a um fluido pseudo-plastico, para o médulo viscoso n*. Em baixas e altas
frequéncias o fluido comporta-se do ponto de vista reolégico como Newtoniano . Nestas
condicoes extremas de frequéncias, independente da intensidade de €y, n* é constante e
n** se anula. Vale também destacar que sendo para escoamentos com €5 > 0.7 é visivel
o aparecimento de um ponto de méximo na figura (6.46 ), sendo sua amplitude maior
quanto maior for €;. No caso de ¢y = 3 observa-se dois méaximos consecutivos, carac-
terizando uma resposta com alto grau e valores de nao linearidade, como mostra-se no

encarte da figura (6.46).

Como um resultado final mostra-se na figura (6.47) a variagdo do médulo eldstico n**
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Figura 6.44: Espectro de poténcia da viscosidade extensional equivalente ,uN;, mostrando os
coeficientes de Fourier a(w) e b(w), para o caso linear onde De = 0.01 e um caso nao linear
com De = 1. Para L = 80, ¢ = 300 ppm e w =27

em funcdo da frequéncia w/27 para diferentes amplitudes de deformacao extensional,
¢o. Esta funcao sempre exibe um maximo mesmo para o caso “linear” em que ¢y = 0.01.
Nota-se que a medida que ¢y aumenta a amplitude maxima aumenta e a mesma passa
a ocorrer em frequéncias um pouco mais baixas. Isto indica que os médulos de baixa
frequéncia que geralmente tém caracteristicas viscosas passam a ter efeitos eldsticos
nao lineares. O maddulo ™ esta relacionado com a resposta eldstica do fluido, por-
tanto a medida que a macromolécula é estirada pelo escoamento a area sob o grafico
aumenta, o que pode ser interpretado como um aumento da energia armazenada como
consequiéncia direta do aumento da contribuicao eldstica do polimero. A medida que
aumenta-se €y a amplitude de n** torna-se maior do que a de n*. Isto indica que em
regimes fortemente nao lineares as contribuicoes viscosas sao dominadas pelos efeitos

elasticos, caracteristicos exclusivamente de regioes nao lineares. No encarte da figura

k%

e €m funcao da amplitude

(6.47) mostra-se a dependéncia do valor de méaximo de 7
de deformacao €. Nota-se no encarte, que quando a amplitude de deformacao é pe-
quena, denotando casos tipicamente lineares, a dependéncia do médulo elastico com a

amplitude de deformacao é desprezivel e a resposta do fluido em termos desse médulo
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Figura 6.45: Espectro de poténcia da viscosidade extensional equivalente ﬁi, mostrando
os coeficientes de Fourier a,(w) e b,(w), para um caso nao linear com De = 3; L = 80,
¢ = 300 ppm e w = 27.

é funcao apenas da frequéncia de excitagao. Entretanto, aumentando-se a amplitude

de deformacao as condicoes de linearidade sao perdidas e nota-se um subito aumento

*k

- enquanto a deformacgao em termos de ¢, aumenta, implicando na dependéncia

de n

dos médulos n* e n** com €, e denotando regimes nao lineares do fluido.
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Figura 6.47: Espectro de frequéncia da fungao viscoelastica n** representando o armazena-
mento de energia, para €y = 0.01,0.5,0.7,1,2,3. Com L = 80 e ¢ = 300 ppm
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7 CONCLUSOES

Neste trabalho, foi apresentada uma analise das propriedades reologicas de solucoes
poliméricas em regime diluido submetidas a escoamentos cisalhantes simples e exten-
sionais tanto permanentes como oscilatérios. Uma revisao da teoria de fluidos nao
Newtonianos foi apresentada, mostrando o desenvolvimento de alguns modelos cons-
titutivos que descrevem fluidos viscoelasticos. Foi visto como, a partir da teoria da

viscoelasticidade linear, modelos constitutivos nao lineares podem ser construidos.

Obtivemos medidas experimentais da viscosidade de cisalhamento de uma solucao
de poliacrilamida com ajuda de um viscosimetro padrao de cilindros rotativos tipo
Couette. Constatou-se o comportamento nao linear da viscosidade, a qual decresce a
medida que aumentamos a taxa de cisalhamento, caracterizando um comportamento
pseudo-plastico da solucao polimérica ensaiada. Também foram obtidos dados experi-
mentais do efeito da concentragao volumétrica das macromoléculas na viscosidade de

cisalhamento, para uma determinada taxa de cisalhamento.

Um par de equacgoes constitutivas foi apresentado a partir de uma analise de escala
e condigoes de equilibrio termodinamico no qual o balanco entre as forcas viscosas e
forcas Brownianas restauradoras foi considerado. O modelo constitutivo explorado foi
baseado no modelo esfera-mola ou Dumbbell e descreve o comportamento microscopico
da macromolécula por meio da evolucao temporal do tensor conformacao B. Tensor
este que quando incorporado na equagao constitutiva do tensor de tensoes, a carac-
terizacao macroscépica da reologia do fluido é obtida. Duas corregoes referentes ao
modelo foram incorporadas. A primeira refere-se a corre¢cao de mola nao linear no qual
uma restricao da deformacao méxima da macromolécula, L, é imposta. A segunda
foi associada a uma correcao do arrasto viscoso para levar em consideracao a con-
figuragao de macromolécula deformada. O modelo constitutivo foi adimensionalizado
de forma apropriada e foram identificados trés parametros adimensionais relevantes
para descricao do comportamento do fluido: o nimero de Deborah De, a extensibili-
dade do polimero L e a concentragao volumétrica ¢. Todos os resultados examinados

na dissertacao foram obtidos para diferentes valores destes parametros fisicos.

Na sequéncia foram examinados diferentes tipos de escoamentos cisalhantes com o ob-
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jetivo de se obter uma caracterizacao reolégica de uma solugao polimérica. Resultados
analiticos e solugoes numéricas foram apresentados para cisalhamento simples, cisa-
lhamento oscilatorio, para escoamento extensional uniaxial e escoamento extensional
oscilatério, considerando uma longa faixa de variacao dos parametros adimensionais
que governam o modelo constitutivo nao linear examinado (isto é, De, L, ¢ e @). Foi
visto que para escoamentos cisalhantes oscilatorios o modelo constitutivo capturou o
comportamento linear e nao linear dos médulos viscoeldsticos 7 e ' em funcao da
frequéncia de excitagao e da deformacao imposta. Para escoamentos extensionais per-
manentes, determinaram-se dois limites assintoticos, assumindo regimes de pequenas
e altas deformacoes sofridas pela macromolécula. Mostrou-se que no primeiro caso a
solugao polimérica diluida comporta-se aproximadamente como um fluido newtoniano.
Para grandes deformagdes ou regime anisotrépico da macromolécula foi obtida uma
expressao analitica para a viscosidade extensional a qual mostrou uma dependéncia
funcional do tipo ¢L? concordando com a mesma escala proposta por Batchelor na sua

teoria de fibras rigidas.

As simulagoes computacionais foram realizadas mediante dois métodos numéricos. O
primeiro, usado para escoamentos em regime permanente e baixos De, foi o método
de Newton-Raphson. O segundo método de integracao mais explorado foi o método
de Runge-Kutta de quarta ordem. Este método foi usado para solucao dos problemas
em regimes permanente e transiente e de grandes deformacoes sofridas pelo polimero.
Os métodos foram validados e testados com solugoes assintéticas para um escoamento
cisalhante simples. O modelo constitutivo usado mostrou a dependéncia quadratica
da primeira diferencia de tensoes normais Ny com a taxa de deformacgao () para
pequenos valores de 4. Uma vez validada a integragao numérica, o comportamento
reolégico do fluido em escoamentos complexos foram examinados. Para escoamentos
cisalhantes oscilatérios foram determinadas as propriedades reolégicas do fluido em
funcao do nimero de Deborah e da frequéncia de oscilagao w. Constatou-se que para
regimes nao lineares, outros harmonicos de oscilacao aparecem e os diagramas de fase
mostram curvas distorcidas em relagao a resposta harmonica simples representada por
um circulo no referido diagrama. Os modulos viscoelasticos foram examinados além
do regime de viscoelasticidade linear (De < 1). Para regimes viscoeldsticos nao li-
neares mostrou-se uma dependéncia de n’ e " néo sé da frequéncia de oscilacido como
também da amplitude de deformacao. Também foi investigado o comportamento da
primeira diferenca de tensoes N7, como principal indicadora de efeitos nao lineares e

anisotropicos na resposta nao linear de um fluido elastico em movimento.
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Para o caso de escoamentos extensionais, identificaram-se dois regimes nos quais a
elasticidade e a anisotropia das macromoléculas, independentemente uma da outra sao
relevantes. Para pequenas deformagcoes da macromolécula o parametro fisico relevante é
o numero de Deborah De caracterizando um regime praticamente isotrépico. No regime
anisotrépico (De ~ 1), maiores taxas de deformagoes estao presentes no escoamento e a
configuracao da macromolécula encontra-se com alto grau de estiramento. Neste 1ltimo
regime, portanto foi mostrado que a viscosidade extensional depende, principalmente,
da extensibilidade do polimero L sendo diretamente proporcional a ¢L3. O comporta-
mento do polimero pode ser caracterizado de maneira aproximada por um modelo de
fibras rigidas postulado por Batchelor, na qual a viscosidade extensional é independente
do numero de Deborah. A anisotropia causada pelo estiramento das macromoléculas
e o alinhamento das mesmas na direcao do escoamento é o principal mecanismo que
influencia na reologia do fluido. Resultado este que poderia explicar porque a adigao
de poucos ppm de um polimero de alto peso molecular produz mudancgas tao dréasticas
na queda de pressao em escoamentos turbulentos em canais de tubos. Nosso trabalho
sugere com base nos resultados obtidos que a anisotropia de tensoes produzida pelo
estiramento das macromoléculas, resultando num aumento significativo da viscosidade
extensional, pode ser o fator preponderante para a estabilizacao de escoamentos lami-

nares e a redugao do fator de atrito em escoamentos turbulentos.

No estudo de escoamentos extensionais oscilatorios de um liquido elastico, procedemos
novamente com uma andlise dinamica do comportamento do fluido por meio de dia-
gramas de fase e espectros de poténcia das séries temporais componentes do tensor
conformacao e da viscosidade extensional. Mostrou-se que aumentando-se a intensidade
do escoamento, representado pelo parametro De, as solugoes bifurcam para curvas
mais complexas, indicando uma conformacao nao linear das macromoléculas. Outros
modos de oscilacao foram evidentes em regimes nao lineares. Definiram-se os médulos
viscoeldsticos extensionais relacionados a dissipacao e armazenamento de energia n* e
n**, respectivamente. Foi visto também que além da dependéncia padrao da frequéncia,
existiu uma dependéncia da amplitude de deformacao extensional, em consequéncia
das maiores deformacoes do polimero presentes no escoamento, caracterizando assim

regimes fortemente nao lineares.

7.1 TRABALHOS FUTUROS

Os principais resultados apresentados nesse trabalho estao sendo utilizados em pesquisas

desenvolvidas pelo Grupo de Mecanica dos Fluidos de Escoamentos Complexos - UnB
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no tépico de reducao de atrito de escoamentos turbulentos. A controvérsia que ainda
persiste na literatura refere-se a questao de se saber qual o principal mecanismo de
redugao de arrasto em escoamentos turbulentos. Seriam efeitos eldsticos representa-
dos pelo parametro nimero de Deborah no modelo aqui explorado ou anisotropia de
tensoes produzida pelo estiramento das macromoléculas pelo escoamento, representado
pelo parametro L 7 Simula¢oes numéricas diretas (DNS) deveriam ser desenvolvidas
usando modelos de fluidos viscoelasticos nao lineares para investigar a principal causa

desse mecanismo.

Um estudo com expectativa promissora, vinculado ao presente trabalho, seria incorpo-
rar o modelo de fluido viscoelastico discutido na presente dissertagao para investigar o
problema de colapso de bolhas ou gotas em meios nao Newtonianos elasticos. Problema
este de alta relevancia para caracterizagao de escoamentos multifasicos particulados co-
mumente usado na industria petroquimica como emulsoes agua-oleo na presenca de um
gas. Pesquisas na area de microhidrodinamica de emulsoes formada por gotas elasticas
dispersas em fluido viscoso ou o problema inverso (gota viscosa em fluido eldstico)
vem sendo recentemente explorado por alguns grupos de pesquisa trabalhando na area
de fluidos complexos ou microfluidos. A caracterizacao de emulsoes desta natureza
por meio do estudo numérico usando métodos de integral de contorno na escala da
orientagao e deformacgao de gotas em liquidos eldsticos é um problema de alto interesse
cientifico e tecnologico que vem sendo estudado apenas recentemente pelo alto grau de

complexidade envolvida.

Do ponto de vista fenomenoldgico é necessario investir em modelos constitutivos mais
representativos do comportamento eldstico de um fluido nao Newtoniano de forma a
capturar também a segunda diferenga de tensoes normais Ny = 095 — 033. Aparatos
experimentais para medidas de viscosidade extensional e diferenca de tensoes normais
sao sempre promissoras em caracterizacao viscométrica de fluidos além da dependéncia

da viscosidade de cisalhamento 7.
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A DISCUSSOES MATEMATICAS

A.1 Objetividade das Derivadas de Oldroyd

Nesta secao, apresenta-se a prova da objetividade das derivadas Oldroyd.

De uma maneira geral as derivadas Oldroyd-Maxwell podem ser representadas para-

metricamente, da forma:

6;::%+(2a—1)[0’-D+D'0‘]—|—[0'-W—W'0']> (A1)

com 0 < a <1, tal que @ = 0 corresponde a derivada Oldroyd alta, o = 1 derivada de

Oldroyd baixa e para a = 1/2 a equagao se reduz a derivada co-rotacional ou Jaumann.

Dessa maneira queremos provar que estas equacgoes diferenciais sao objetivas com res-
peito a mudancga de referencial. Assumindo que o tensor o seja objetivo, isto é o’ =
Q- o -Q", com respeito a dois referenciais zyz e z'y'z' respectivamente, em que Q é
um tensor ortogonal. Definindo-se os tensores taxa de deformagao, D e tensor taxa de

rotacao W, respectivamente, como:

D=-(Vu+Vu') e W= (Vu-Vu') (A.2)

N —
N —

com u sendo o campo de velocidade. Pode-se provar que:

D'=Q -D Q" ( Objetivo ), (A.3)

W=Q W -Q"+Q-Q" ( Nao Objetivo ). (A4)

Da mesma forma, pode-se provar que a derivada material nao é objetiva, uma vez que:
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D/a./
Dt

DO' . . T
Q2 Q+Q0-Q"+Q-0-Q" (A5)
Segue que se a = 1/2, a equagao (A.1) se reduz a:

51/20’_D0’
T—E—F[U'W—W'U], (A6)

em qualquer sistema de coordenadas. Considerando-se uma transformacao homogénea

de referencial, com o intuito de verificar a Lei de Transformacao, tem-se:

o o’ Do’
”;t - D: Yo W —W' o], (A7)

Considerando as equagoes (A.4) e (A.5), a equacao (A.7) resulta:

N 4 ) ) )
W7 Qg Q0@ Q0@ - [@ W Q)1+ Q Q] Q0@

Dt
+Q0-Q" (@ W-Q")+Q-Q"], (A8)

efetuando os produtos, obtém-se

5’1/20"

ot

:Q.%.QT+Q.J.QT+Q.J.QT_
QW-Q" Q- o-Q"-Q-Q"-Q -o-Q7
+Q 0 Q" QW-Q"+Q-0-Q"-Q-Q", (A9)

Nota-se que pelas propriedades do tensor ortogonal Q - QT = I e verificando que
Q- Q"'=qQ- QT, a equagao (A.9) fica
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(5’1/20"

- Q100 @ Q0 Q-

St
Q W.-6-Q"'-Q-0-Q7
+Q o W-Q'-Q-0-Q"-Q-Q", (A10)
ou
5/1/20',_ Do T 57
S —Q 5 Q'+ Q0 Q" Q0 Q -

Q.w.a.QT_Q.a.QT

+Q-c-W-Q"-Q-0-Q'. (All)

A equagao (A.11) mostra termos que se anulam, simplificando-se

e _ o Do

— (). .T_. ..T o - .T
= =Q- 5 QT -QW-s-Q"+Q-0c-W-Q".

A equagao (A.13) pode ser re-escrita da forma:

AN o D
L2 —Q~<—U—W-0'+0'-W>-QT.

ot Dt
Como
51/20’ Do
obtém-se:
ot ot '
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A equagao (A.15) é a prova mostrando que a derivada co-rotacional ou derivada de

Jaumann é objetiva, uma vez que obedece a lei de transformacao.

Voltando para a equagao (A.1) resta mostrar que o termo (2a—1)(e- D+ D-o) obedece
a Lei de transformacao, para mostrar que a equagao paramétrica das derivadas de
Oldroyd-Maxwell (A.1) sdo objetivas. Para isso, note que o tensor taxa de deformagao
D, definido na equacao (A.2), obedece a Lei de Transformacao e é objetivo. Dessa

forma, pode-se mostrar facilmente que:

2a-1)(0'- D'+ D' -0')=(20-1)(Q-0-Q"-Q-D-Q"+Q-D-Q"-Q-0-Q")
(A.16)

Novamente, fazendo uso da propriedade de ortogonalidade Q" - @, a equacio (A.16)

se reduz:

2a—1)(¢'-D'+D - 0')=(20-1)(Q-0-D-Q"+Q -D-0o-Q"), (A.1T)

ou, o que é equivalente

2a—-1)(¢'-D'+D -0)=Q-2a—1)(c-D+D-0) Q" (A.18)

Verificando-se a Lei de Transformacao, podendo concluir que a equagao (A.1) é objetiva.
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A.2 Demonstragcao da equacao para Oldroyd B a partir do modelo mi-

croestrutural de duas equacoes

Nesta secao, apresenta-se em detalhes como é obtida a equacao constitutiva de um
fluido Oldroyd-B, da forma:

oo 0D

o+ Alg = 2p(9) (D + )\2?) ) (A.19)

a partir do par de equagoes constitutivas dados em termos do tensor conformacgao B e

do tensor de tensoes o, da forma:

o =2u5(¢)D +nGB(t). (A.20)
DB KT KT
- — B+ B -VuT — B I A.21
Dt Vu-B+B-Vu muaN§? * 3rpa’’ ( )

Deriva-se a equagao (A.20) em relagdo o tempo com o observador transladando com a

particula, isto é:

Do DD DB

Isolando DB/Dt e B a partir das equagoes (A.20) e (A.22), tem-se:

DB Do DD\ 1
i = (Ft - 2#s(¢)7t) vel (A.23)
1
B = (o - 2u(¢)D) —. (A.24)

Substituindo (A.23) e (A.24) na equagao (A.21), obtém-se
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(57— 20057 g = Vo 0 = 20)D)

1 - KT 1 KT
. (o —2u,(¢)D) —
G Y muaN6? (o= 211(9) D) nG + 3mpa

I, (A.25)

realizando as operagoes de produto, obtém-se:

Do DD\ 1 1
(E - 2%(@@) 5= (Vu-o=24,(¢9)Vu-D) =+

1 KT 1 KT
(- Vu" —2u,(¢)D - Vu') nG  wpaNo? (o —2ps(6) D)

— I, (A.26
nG * 3mpa’ ( )

re-arranjando alguns termos da equacao (A.26, obtém-se):

(&_VU'U—O'~V’U,T>%— (Q—VU'D—D-VUT) 2#5(925)

Dt Dt nG
KT 1 KT
— (0 —2 D)— I. (A2
mpaN 62 (= 2015(9) )nG * 3mpa (A.27)

Multiplicando a equagao (A.27) por nG, e notando que os termos entre paréntese sao

as derivadas objetivas de Oldroyd, obtém-se:

oo 0D KT KT
E - 2MS(¢>W - W[LGN52 (G - 2Ms<¢)D) +nG

el (A.28)

Como visto no Capitulo 2, temos que N6? = a?, dessa forma a equagao (A.28), fica:

oo oD KT

27 9 =
ot #s(9) ot + pa’

(—0' — 2u,(6)D + ”iGQ I) . (A.29)

Como definido no Capitulo 2, 7 = 2rua®/ KT e G = 3KT/a?. Com essas consideragoes
a equagao (A.29), resulta:
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TdOo T 0D

= _2Ns(¢)ﬁ

rle T + (-0 — 2u,(é)D + nKTI), (A.30)

definindo A = 7/2 e 6 = o — nKTI, re-arranjando a equacao( A.30), obtém-se a

equacao constitutiva para um fluido Oldroyd-B, da forma:

. oo oD
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B PRINCIPAIS SUBROTINAS NUMERICAS

A seguir sao apresentadas as subrotinas mais importantes implementadas para casos
permanentes e baixos De. Da mesma forma, sao apresentadas as subrotinas mais

importantes implementadas para casos transientes e escoamentos intensos (De altos).
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R s S e e T N eWtO n- Rap hSO n**********************

program main
call load_data
call eval_stress
call print_results

end program main
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subroutine eval_stress
use all_modules
implicit none

integer :: iphi,iL,ide
real :: R,mu,de,L,phi
real ::

start_time,stop_time

call cpu_time(start_time)
open(unit=1,file="f.plt")
write(unit=1,fmt=300)

de=de_o do ide=1,nde
L=L o
Bo=B
write(unit=1,fmt=301)de
doiL=1,nL
phi=phi_o
call eval_conformation(L,de,Bo)
R=sqrt(tr(B))
write(unit=1,fmt=*)L,R,f(L,R)
do iphi=1,nphi
mu=(1.0+0.0128*phi)
sigma=2*mu*D+((9.0*phi)/(2*de))*f(L,R)*B
vis_e(iphi,iL,ide)=(2*sigma(1,1)-sigma(2,2)-sigma(3,3))/6.0-(mu+3.0*phi/4.0)
vis_a(iphi,iL,ide)=vis_ana(phi,de)
if(verb_flag.eq.1) write(unit=*,fmt=100)de,L,phi,vis_e(iphi,iL,ide)
phi=phi+delta_phi
end do
L=L+delta_L
end do
de=de+delta_de
end do

close(unit=3)

call cpu_time(stop_time)

if(verb_flag.eq.1)write(unit=* fmt=200)stop_time-start_time
100 format('de=",e11.4," L="e11.4,' phi=',ell.4, vis_e='ell.4)
200 format(/, Time expended in stress evaluation=",e11.4,/) 300

format(‘variables="L" "R" "f"") 301 format('zone t="de=",f5.1,"")

return
end subroutine eval_stress
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subroutine eval_conformation(L,de,M)
use all_modules
implicit none

real, intent(in) :: L,de,M(3,3)
real :: err,x(3),delta_x(3)
x(1)=M(1,1) x(2)=M(2,2) x(3)=M(3,3)

do
call eval_Jac(L,de,x)
call eval_Res(L,de,x)
call solve_ls(delta_x)
x=x+delta_x
call eval_err(err)
if(err.It.tol) exit

end do

B(1,1)=x(1) B(2,2)=x(2) B(3,3)=x(3)

return
end subroutine eval_conformation

subroutine solve_lIs(delta_x)

use numerical_parameters use imsIf90
implicit none

real, intent(out) :: delta_x(3)

call disarg(3,Jac,3,-Res,1,delta_x)

return
end subroutine solve_ls
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R i S e S T R un g e- Kutta

program main

call load data
call rheology

end program main

subroutine rheology

use all_modules
implicit none

real :: phi,w,gama,L,de, R, w2,w3 integer :: igama, iw, n, cont
open(unit=50,file="B_vs_t.dat',status="unknown’)

L=L ocont=0

do igama= 1,ngama

do iw=1,nw
de=gama*w

call eval_conformation(de,L,w)
do n=1,nstep-1
R=sqrt(B(1,1,n)+B(2,2,n)+B(3,3,n))
sigma(1:3,1:3,n)=4.5*(f(L,R)/de)*B(1:3,1:3,n)
N1(n) = sigma(1,1,n) - sigma(2,2,n)
write(unit=50,fmt=102)t(n), N1(n)
end do
call load_fourier(w)
call loadfourierN1(2*w)
call loadfourierB(w)
cont=cont+1
call print_results(cont)
call deall_fourier
end do
end do

close(unit=50,status="keep") Iclose(unit=5,status="keep")

return
end subroutine rheology
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subroutine eval_conformation(de,L,w)
use all_modules

implicit none

real, intent(in) :: de,L,w

integer :: n

call initial_vectors

do n=1,nstep-1
k1=FUNC(B(1:3,1:3,n),L,de,t(n),w)
k2=FUNC(B(1:3,1:3,n)+0.5*dt*k1,L,de,t(n)+0.5*dt,w)
k3=FUNC(B(1:3,1:3,n)+0.5*dt*k2,L,de,t(n)+0.5*dt,w)
k4=FUNC(B(1:3,1:3,n)+dt*k3,L,de,t(n)+dt,w)
B(1:3,1:3,n+1)=B(1:3,1:3,n)+dt*(k1+2*k2+2*k3+k4)/6
t(n+1)=t(n)+dt

end do

return
end subroutine eval_conformation
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subroutine load_fourier(w)
use all_modules

use imsIfo0

implicit none

real, intent(in) :: w integer :: i, nperiod, nmin, nmax, npoint,j
integer :: imax, aux, ifreq real :: periodo

open(unit=1,file="anbnSigma_vs_omega.dat',status="unknown’)

periodo = (2.0*pi)/w ! um periodo nperiod = int(nstep*dt/periodo) !
numero de periodos nmin = int((nperiod-1)*periodo/dt) nmax =
int(nperiod*periodo/dt) npoint = (nmax-nmin)+1 print*,'numero de
periodos =", nperiod,nstep

if(mod(npoint,2).eq.0) then
npoint=npoint-1 ! pegando um numero impar de linhas
nmax = nmax-1

end if

allocate(temp(1:npoint)) allocate(funcion(1:npoint))
allocate(dft(1:npoint)) allocate(wfft(1:2*npoint+15))
allocate(omega(1:(npoint+1)/2)) allocate(an(1:(npoint+1)/2))
allocate(bn(1:(npoint+1)/2))
aux=0
do imax=nmin,nmax

aux=aux+1

temp(aux)=t(imax)

funcion(aux)=sigma(1,2,imax)
end do

temp=temp-temp(1)
an=0.0 bn=0.0

do i=1,(npoint+1)/2
omega(i)=(i-1)/(temp(npoint)-temp(1))
end do

call dfftri(npoint,wfft)
call df2trf(npoint,funcion(:),dft,wfft)

lao=dft(1)/npoint !'mean of the signal
do ifreq=2,(npoint+1)/2
an(ifreq)=2*dft(2*ifreg-2)/npoint
bn(ifreq)=-2*dft(2*ifreg-1)/npoint
end do

close(unit=1, status='keep") 102 format(40(1x,e16.10)) return
end subroutine load_fourier
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