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Resumo

Sistemas com interagoes de longe alcance podem apresentar propriedades termodinamicas
peculiares como nao-aditividade, calor especifico negativo e inequivaléncia de ensembles.
Neste caso o ensemble mais conveniente para calcular as grandezas termodinamicas é o
ensemble microcanonico. Entretanto, calcular a funcao de particao microcanonica é, por
muitas vezes, uma tarefa dificil, devido a integracao sobre as posicoes. Por isso, métodos
computacionais sao importantes para resolver esse problema. Neste trabalho é feita uma
comparagao entre dois métodos de Monte Carlo para estudar a termodinamica de sistemas
com interacao de longe alcance, com o intuito de analisar qual algoritmo é superior ao

outro em diferentes situagoes.

Palavras-chave: Termodinamica, Longo Alcance, Monte Carlo



Abstract

Systems with long-range interactions may present strange thermodynamics properties as
non-additivity, negative specific heat and inequivalence of ensembles. In this case the most
convenient ensemble to calculate the thermodynamic quantities is the microcanonical en-
semble. However, calculate the microcanonical partition function is often a hard task, due
the integration over the configuration space. Thus, computational methods are important
to solve these problems. In this report a comparison is made between two Monte Carlo
methods to study the thermodynamics of systems with long-range interactions, in order

to analyze what algorithm is superior to the other in different situations.

Keywords: Thermodynamics, Long-Range, Monte Carlo
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Introducao

Sistemas com interacoes de longo alcance surgem em diversas areas da fisica. Po-
demos encontrar esses tipos de sistemas em astrofisica, fisica de plasma, hidrodinamica,
fisica atomica e fisica nuclear. Uma interagao é dita ser de longo alcance se o potencial

* com a < d, onde d é a dimensao espacial, r é a

decai, a longas distancias, como r~
distancia entre duas particulas e & uma constante, [6]. A caracteristica principal de um
sistema com interagao de longo alcance é a nao-aditividade. Por exemplo: dado um sis-
tema dividido em duas partes, A e B, que interagem entre si, a energia total do sistema

é
Eiotad = B+ Ep + Eap,

com F,, Eg e Fap sendo a energia da parte A, a energia da parte B e a energia de
interacao entre A e B, respectivamente. Se o sistema possui uma interacao de curto
alcance, entao Fap < E4+ Ep, e podemos desprezar a energia de interacao, ficando com
Fiota ~ F4+ Eg. Como a energia total é a soma das energias de cada parte, dizemos que
o sistema é aditivo. Caso o sistema possua uma interacao de longo alcance, nao podemos
desprezar a energia de interacao e, com isso, a energia total do sistema nao é dada pela
soma das energias de cada parte, Ey # Ea + Epg, logo, temos um sistema nao-aditivo.

Outra caracteristica recorrente em sistemas com interagoes de longo alcance é o calor
especifico negativo, que leva a inequivaléncia entre os ensembles microcandnico e canoénico
no calculo de grandezas termodinamicas. Essa inequivaléncia faz com que a abordagem
microcandnica seja mais adequada para estudar esses tipos de sistemas. A funcao de

particao microcanoénica, em funcao da energia F e do volume V', é
Wn(E,V)=C(N) [0(E - Hy(p,q))dpdq,

com Hy(p,q) sendo a hamiltoniana de um sistema composto de N particulas e C'(N)

uma funcao de N. Calcular a funcao de particao microcanonica é uma terafa ardua e,



muitas vezes, impossivel de se realizar analiticamente. Por esse motivo, é necessario o uso
de métodos computacionais para estudar a termodinamica de tais sistemas.

Em 1991, John R. Ray, seguindo a mesma ideia do trabalho de Metropolis et al.,
desenvolveu um método de Monte Carlo Microcanoénico, baseado no trabalho de Pearson
et al. Em 2001, F. Wang e D. P. Landau desenvolveram um método de Monte Carlo para
calcular densidade de estados de sistemas discretos através de um passeio aleatério na
energia. Mais tarde, o método foi generalizado para sistemas continuos por Shell et al.
O objetivo deste trabalho é comparar os dois métodos, a fim de saber qual apresenta
melhores resultados em diferentes situagoes.

Este trabalho esté organizado da seguinte maneira. No Capitulo 1 é feita uma revisao
sobre os potenciais termodinadmicos, em especial a entropia, e da construgao dos ensembles
estatisticos. No Capitulo 2 é realizada uma analise mais detalhada de sistemas com inte-
ragoes de longo alcance, da origem da inequilavéncia entre ensembles e sao apresentados
exemplos de sistemas desse tipo. No Capitulo 3 sao expostos com detalhes os métodos
de Monte Carlo citados acima. Por fim, no Capitulo 4 sao apresentados os resultados e

discussoes.



Capitulo 1

Entropia e Ensemble Microcanonico

A entropia é o potencial termodinamico diretamento ligado ao ensemble microcano-
nico. Neste capitulo, vemos o surgimento do conceito de entropia e sua relagao com
outros potenciais termodinamicos. Fm seguida vemos uma interpretagao estatistica para

a entropia e a construcao dos ensembles a partir dela.

1.1 Entropia na Termodinamica

A esséncia da termodinamica é descrever um sistema fisico, composto de varios cons-
tituintes, através de poucos parametros macroscopicos, [11]. Encontrar as equagdes de
movimento de 10?3 particulas é uma tarefa dificil, sendo impossivel. Por conta disso, ao
invés de descrever um sistema através da dinamica das 10%* particulas que o compoe,
podemos usar o equilibrio termodinamico para reduzir o ntimero de variaveis necessarias
para descrevé-lo. Ou seja, deve existir uma funcao, que depende apenas de variaveis
macroscopicas, capaz de descrever por completo o comportamento termodinamico de um

sistema. Essa fungdo é a entropia, pela segunda lei da termodinamica, [10]:

Um macroestado de um sistema pode ser caracterizado por uma quantidade S, denomi-
nada entropia. Em qualquer processo, para o sistema ir de um macroestado A para um

macroestado B, se isolado, a entropia tende a crescer, ou seja:

AS > 0. (1.1)

A segunda lei define o equilibrio termodindmico de um sistema como sendo o macroestado

que possui maior entropia. Algumas coisas merecem ser destacadas da segunda lei da
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termodindmica: a primeira é que ela é valida para sistemas isolados, ou seja, se vérios
sistemas interagem entre si e alteram seus estados termodinamicos, entao o que nao pode
decrescer é a entropia total, que é a soma das entropias de todos os sistemas que participam
do processo. Porém, o mais importante é que a entropia depende do macroestado do
sistema, ou seja, ela ndo é uma funcao do estado microscopico (microestado) do sistema.
Sistemas idénticos em diferentes microestados podem ter a mesma entropia, se estiverem
no mesmo macroestado, e sistemas no mesmo microestado podem ter entropias diferentes,
se estiverem em diferentes macroestados.

Um sistema isolado, composto de NN particulas, tem como varidveis macroscopi-
cas grandezas extensivas (proporcionais ao tamanho do sistema) como energia interna
E, volume V (sistemas tipo fluido), magnetizagdo M (sistemas magnéticos). Ou seja,
S = Sy(E,V), para sistemas tipo fluido, e S = Sy(F, M), para sistemas magnéticos.
Toda a informacao sobre o sistema estda contida na entropia, porém muitas vezes esta-
mos interessados em processos associados & mudancas nos parametros extensivos, entao

devemos tomar a forma diferencial de S, [5]. Definindo:

H
T

@ (Ge), =7 0 (), =7 © (), =7 @ (), =7 02
com T, P e H sendo a temperatura, a pressao e o campo magnético, respectivamente.
Essas variaveis sao intensivas (independentes do tamanho do sistema) e, definidas como em
(1.2), estéao de acordo com o conceito fisico de temperatura, pressdo e campo magnético,
[5, 23, 26]. Com isso, os diferenciais da entropia, para sistemas tipo fluido e magnéticos,

sao dados por

1 P
— —dE + — 1.
ds Td —I—TdV, (1.3)
1 H
= —dF — —=dM 1.4
s Td Td, (1.4)

Pela segunda lei da termodindamica, no equilibrio, a entropia de um sistema isolado
deve ser maxima, ou seja, ela deve satisfazer dS = 0 e d®S < 0, [5]. Considere dois
subsistemas idénticos e aditivos, cada um com energia E e entropia S = S(FE). A entropia
total é Sy = 25(F). Se um dos subsistemas receber uma quantidade de energia AF

do outro subsistema, entao a nova entropia total serd Sy = S(F + AE) + S(E — AE).
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Como inicialmente os subsistemas estavam em equilibrio térmico, de (1.2), fica claro que

devemos ter

S(E + AE) + S(E — AE) < 25(E). (1.5)

No limite em que AE — 0, temos a forma diferencial

%S

— < 0. 1.6
0E? — (1.6)
Entretanto a condi¢ao (1.6) s6 vale para AE — 0 enquanto a condigao de concavidade
(1.5) vale para todo AE, [5]. O mesmo argumento pode ser feito em rela¢do as variaveis

V e M levando as expressoes

<0. (1.7)

1.2 Potenciais Termodinamicos

Na segao 1.1 temos o surgimento da entropia com a segunda lei da termodinamica,
porém a entropia nao é o unico potencial termodinadmico de onde podemos extrair infor-
magoes sobre nosso sistema. Outro exemplo é a energia interna, que possui uma relagao
direta com a entropia. Por simples inversao de variaveis temos E = Ey(S, V), para sis-
temas tipo fluido, e F = Ex(S, M), para sistemas magnéticos. Além da entropia S e
da energia interna FE, outros exemplos de potenciais termodinamicos sao a energia livre
de Helmholtz F', a entalpia H e a energia livre de Gibbs G. Os potenciais termodiné-
micos podem ser fungoes de grandezas extensivas ou de grandezas intensivas. De (1.3) e
(1.4), temos que as variagoes infinitesimais da energia interna, de sistemas tipo fluido e

magnéticos, sao dadas por:

dE = TdS — PdV. (1.8)

dE = TdS + HdM. (1.9)

Das equagoes (1.8)-(1.4), temos que:
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(a) (g—g)V:T, (b) (%)S:_P’ () (g—g)M:T, (d) (S_J\Eéf)S:H’ (1.10)

No equilibrio, quando a entropia ¢ maxima a energia interna ¢ minima, [5|. Entdo a
condicao de concavidade para a entropia ¢ uma condi¢ao de convexidade para a energia,
com isso

0’E 0’E S 0’E

(@) 355 20, ()

A energia interna se relaciona com os outros potenciais termodinamicos através de

transformadas de Legendre, [5],

F=E-TS, (1.12)
H=E+PVouH=FE—HM, (1.13)
G=E-TS+PVouG=FE-TS—-HM, (1.14)

Fazendo o diferencial das equagoes (1.12)-(1.14) e usando (1.8) e (1.9):

(a) dF = —SdT — PdV, (b) dF = —SdT + HdM, (1.15)
(a) dH = TdS + VdP, (b) dH = TdS — MdH, (1.16)
(a) dG = —SdT + VdP, (b) dG = —SdT — MdH. (1.17)

Das equagoes (1.15)-(1.17), podemos concluir que, nos sistemas tipo fluido F' = Fn(T,V), H =
Hn(S, P), G =Gn(T, P) e nos sistemas magnéticos F' = Fy (T, M), H = Hn(S,H), G =
Gn(T, H). Portanto, das equagoes (1.15)-(1.17), temos que:

(a) (g—g)v = -8, (b) (g—i)T =P, (c) (g—i)M =S, (d) (g—ﬁ)T = H, (1.18)
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oG oG oG oG
W () ==s.0 (52) =vi@ (52) =-s @ (52) =-m a20)

or ), oP ), or ), oH ),
As equagdes (1.2), (1.10) e (1.18)-(1.20) sd@o chamadas equagoes de estado. Equagoes de
estado sao relacoes entre as variaveis do estado de um sistema termodindmico, onde a
partir delas temos o comportamento do sistema. Uma das propriedades da transformada

de Legendre é que, se uma fungao Y (X) é convexa em X, entao sua transformada W (P)

sera concava em ®. Com isso, de (1.12)-(1.14)

0PF 0?F 0P’F
O*H O*H O*H

(@) S5 20, (8) 555 <0, (0) 5y <0, (1.22)
0*°G 0*G 0*G

(a) 72 0, (b) 9p2 = 0, (¢) 9 S 0. (1.23)

As derivadas de segunda ordem dos potenciais termodinamicos geralmente descrevem
a resposta do sistemas a pequenas mudangas. Exemplos sao o calor especifico, que mede
a absor¢ao de calor por uma variacao na temperatura, a compressibilidade, que mede a
resposta do volume a uma variacao da pressao, e a susceptibilidade, que mede a capacidade
de um material de magnetizar-se sob a agdo de um campo magnético, [23]. Usando as
equagoes (1.2), (1.10) e (1.18)-(1.20):
(i) Calor especifico a « constante: C,, =T (g—;)x

e Volume constante:

a8 ) O*F
ov=r(Gr), - (7)), -
e Pressao constante:
oS OH 0*G
=1 (5),- (o), - (57), e

e Magnetizacao constante:
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05 oF O*F
Cy =T (_) _ (_) 7 <_> . (1.26)
or ) orT ) o172 ),
e Campo magnético constante:
0S OH 0°G
Cy=T (_) - (_) _— (_) | (1.27)
or ), or ) 4 o172 )
1
(ii) Compressibilidade a x constante: k, = v (g—?)x
e Compressibilidade isotérmica:
1 (8‘/) 1 (82G )
kr=——|=—=) =—= (=] . (1.28)
V- \OP ), V \oP? ),
e Compressibilidade adiabatica:
1 [foVv 1 [(0*H
——_ (=) =—= ) 1.29
" V<8P)s V(W)S (129
M
(iii) Susceptibilidade a x constante: y, = oM :
oH ],
e Susceptibilidade isotérmica:
oM 0*G
XT = (_) = — ( ) ) (1.30)
oH ) 0H? )
e Susceptibilidade adiabéatica:
oM 0*H
_ - _ . 1.31
s (8[{)5 (8}[2)5 (131)

Existem outros potenciais termodinamicos, que nao foram apresentados aqui, a partir

dos quais pode-se extrair outras informacgoes de um sistema fisico. Isso mostra a impor-

tancia de conhecer os potenciais para o estudo da termodinamica. Porém, é necessaria

uma forma de obter os potenciais termodindmicos, dado um sistema qualquer. Para isso,

é preciso entender qual o significado fisico deles.
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1.3 Entropia na Fisica Estatistica

A entropia é o potencial termodindmico que possui uma interpretacao estatistica,
gragas a segunda lei da termodinamica. O macroestado de equilibro de um sistema, estado
de maior entropia, pode ser visto como o estado mais provavel para um dado conjunto
de variaveis macroscopicas fixas, como energia E, volume V e ntumero de constituintes
N, uma vez que a segunda lei da termodinamica é vélida para sistemas isolados. Como,
em um sistema isolado, todos os microestados acessiveis sao equiprovaveis, o macroestado
mais provavel é aquele que possui o maior ntiimero de microestados . Entao, deve haver

uma relag@o entre a entropia e o numero de microestados, [16]:

S = f(W), (1.32)

onde f(W) é uma funcdo qualquer de W. A entropia possui a propriedade de ser aditiva,

ou seja, dois sistemas, A e B, com entropias S e Spg, possuem uma entropia total

Stotal - SA+SB. (133)

No entanto, o niimero de microestatos total é dado por

Wtotal = WAWBa (134)

com Wy e Wpg sendo o numero de microestados dos sistemas A e B, respectivamente.
Uma vez que S é aditiva e W é multiplicativo, a fungao f(W) deve satisfazer a seguinte

condicao:

fWaWg) = f(Wa) + f(Whs). (1.35)

Diferenciando ambos os lados de (1.35) em relacao a Wy, temos

We [ (WaWg) = ['(Wa), (1.36)

e diferenciando ambos os lados de (1.35) em rela¢do a Wp, temos

Waf' (WaWp) = f'(Wa), (1.37)

onde as linhas em (1.36) e (1.37) representam derivadas em rela¢do ao argumento da
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fungao. Das equagoes (1.36) e (1.37):

Waf' (Wa) = Wgf' (Wg). (1.38)

Como o lado esquerdo da equagao (1.38) nao depende de W e o lado direito nao depende

de W4, ambos devem ser iguais a uma constante k, ou seja,

W (W)=k= f(W)=FkInW + constante. (1.39)

substituindo (1.39) em (1.35), tem-se que o valor da constante de integragdo é igual a
zero. Substituindo (1.39) em (1.32), temos que a entropia de um sistema isolado é dada

por:

S=knW. (1.40)

A expressao (1.40) foi originalmente formulada por Ludwig Boltzmann, em 1872, mas
s6 foi escrita da presente forma por Plank, em 1900, com k = 1,38 x 10723J/K sendo a
constante de Boltzmann. A entropia de Boltzmann é valida para sistemas isolados, onde
os microestados acessiveis do sistema sao equiprovaveis. A generalizacdo para quando
os microestados nao sao, necessariamente, equiprovaveis, veio com J. Willard Gibbs, em

1878:

W
S = —k:Zpi In p;, (1.41)
i=1

com p; sendo a probabilidade do sistema estar no microestado 2. Uma expressao seme-
lhante a (1.41) também foi encontrada mais tarde por Claude E. Shannon [21], em 1949,
no estudo sobre teoria da informacao. Uma demonstracao simples de como a expressao
(1.41) surge, no contexto da teoria da informagao, pode ser encontrada na referéncia [12].
Uma maneira de se chegar a expressao (1.41) é imaginar um sistema composto de N
sistemas menores, idénticos uns aos outros, Figura 1.1. Os sistemas podem estar em qual-
quer um dos W microestados acessiveis. O sistema composto esté isolado, portanto sua

entropia é dada por

S=knW, (1.42)
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—— Sistema

AN /
N

Sistema composto

Figura 1.1: Sistema composto de N sistemas menores. Cada sistema pode estar em
qualquer um dos W microestados acessiveis.

com S e W sendo a entropia e o nimero de microestados do sistema composto, respecti-

vamente. O ntumero de microestados WV do sistema composto, é obtido a partir de

N
W:ZW—J, (1.43)

com n; sendo o ntmero de sistemas no microestado 7. O somatoério é realizado sobre todos
os {n;} compativeis com o macroestado do sistema composto. Devido ao comportamento
da fungao fatorial, podemos aproximar o valor do somatério em (1.43) pelo maior termo
da soma,

N

W —

AL (1.44)
Hizl n;!

—— - A probabilidade de encontrar um sistema

i=1Thi

onde {n;} é o conjunto que maximiza

*

2
N, CO

no microestado i é p; = m

w w
=N =) p=1 (1.45)
=1 =1

Aplicando o logaritmo em (1.44) e utilizando a aproximagao de Stirling, Inx! ~ xInz —x,

temos que
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w
nW = InN!-— Zlnn;«k! ~
i=1

12

w W
NlnN—N—an‘lnnf+an:

i=1 i=1

w
= NlnN—anlnn;‘:
w . W,
= Nizlpiln/\/'—/\/'izl%lnnf:

w w
— ./\/'Zpiln/\/’—f\/’Zpilnn;‘ —

i=1 i=1

%% w *
mn.:
;le [Inn! — InN] ;le nN

W
s lnWw = _szi In p;. (1.46)
i—1

Substituindo (1.46) em (1.42), temos a entropia do sistema composto ¢ dada por

W
S = —NkZpilnpi. (1.47)

i=1

Portanto, a entropia de um sistema qualquer é dada por

S w
S = N —k izlpi In p;, (1.48)

que é a mesma expressao de (1.41).

1.4 Ensembles Estatisticos

Uma vez obtidas as probabilidades de um sistema se encontrar em qualquer micro-
estado i, temos a entropia do sistema em questao, pela expressao (1.41). Resta agora
obter os p;s para diferentes situagoes. Aqui é apresentado para duas situagoes, o caso
de um sistema isolado (ensemble microcandnico) e o caso de um sistema em contato
térmico com um reservatorio de energia (ensemble canonico). Outros ensembles seguem

as mesmas ideias, mudando apenas a natureza do reservatorio com que o sistema interage.
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e Ensemble Microcanonico

O ensemble microcanénico corresponde a um sistema isolado. Neste caso, todos os

microestados acessiveis ao sistema sao equiprovaveis, p; = p, Vi. Temos que,

W 1%% 1
izlp Zzlp D P=7 (1.49)

Substituindo (1.49) em (1.41), temos que a entropia microcanoénica ¢ dada por

w w
S = —k’Zpilnpi:—kZplnp:
i=1 i=1
w
1 1 w 1 1
= —k —In—=—k—In—=—kl
;W W W W S
S S=klnW. (1.50)

A expressao (1.50) é a entropia de Boltzmann (1.40), como era de se esperar. No caso
de um sistema isolado, temos energia F, volume V' e ntimero de constituintes do sistema
N conservados, ou seja, S = Sy(F,V). No caso de sistemas discretos, W é obtido por
métodos de contagem, quando o sistema é continuo, o niimero de microestados do sistema
¢ obtido a partir de, [11],

€0

Wi(B,V) = ot / 5(F — Hy(p, q))dpda. (1.51)

com Hy(p,q) sendo a hamiltoniana de um sistema composto de N particulas, h a cons-
tante de Plank, ¢y, uma constante qualquer com unidade de energia e d a dimensao do

sistema. A expressao (1.51) é chamada Fungao de Particdo Microcanénica.
e Ensemble Canonico

O ensemble candnico corresponde a um sistema em contato térmico com um reserva-
torio de energia, Figura 1.2. Seja E; a energia do sistema e FE,. a energia do reservatorio,
correspondente a um microestado 7 do sistema, a energia total é dada pela soma da energia

do reservatorio e a energia do sistema, no caso em que a energia é aditiva,
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Reservatorio

—1— Sistema

Figura 1.2: Sistema em contato térmico com um reservatorio de energia.

EO :Er_'_Eia (152)

com Ej sendo a energia total, que é conservada. A probabilidade do sistema estar no
microestado i, com energia F;, é proporcional ao nimero de microestados do reservatorio

com energia F,.,

bi X W(Er)a (153)

sendo W o ntumero de microestados do reservatorio. Como o reservatorio é muito maior
do que o sistema espera-se que FE, > FE;, no equilibro. Com isso, podemos expandir

In W (E,) em torno de Ej.

OE,

1 (0*InW(E,) ~ 2

mW(E,) = 1nW(E0)+<—8an(E*)>

Usando (1.52) e mantendo apenas os termos de primeira ordem em E;

InW(E,) ~InW(E,) — BE;, (1.54)

_ (9n W(E,)
com = <—8Er > ~ :Eo. De (1.53) e (1.54),

pi = oW (Eo)e PP, (1.55)
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com « sendo uma constante. Usando (1.45), ficamos com

w
Z P = Z aW(EO)efﬁE"
i=1 ;

~ 1
Substituindo (1.56) em (1.55), temos
e_BEz
P = ) 1.57
pi=— (1.57)
com Z sendo a Funcao de Particao Candnica, dada por
w
Z=Y e (1.58)
i=1
Substituindo (1.57) em (1.41), temos que a entropia canoénica é dada por
W W o—BE;  ,—BE;
e e
S = —k:izlp,;lnpi = —k; S In—
W o—BEi W —BE;
— € _ € —BE;
= k:z; S InZ kz; o Ine
7 w
= kzlnz+k5;piEi
S =k[InZ+ B(E)]. (1.59)
com (F) sendo a energia média do sistema, que pode ser expressa como
w w —BE;
e P olnZ
(E)=> pEi=) 7 Bi=— 95 (1.60)

i=1 i=1
No ensemble candnico, como o sistema estd em equilibrio térmico com o reservatorio, a
energia pode variar, mas a temperatura 7', o volume V' e o nmero de constituintes N do

sistema sao fixos, ou seja, S = Sy (T, V). Escrevendo (1.59) como
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—%mzz@—%

e comparando com (1.12), F' = E — T'S, podemos inferir que existe uma correspondéncia

S, (1.61)

entre as grandezas estatisticas e termodinamicas, [16], do seguinte modo
1
F = 3 InZ, (1.62)

1

f= =

(1.63)

A funcao de particao canonica para sistemas continuos é uma fungao da temperatura

e do volume, dada por, [16],

Zn(T, V) = hd; - / exp (-%ﬁ)dpdq. (1.64)
com Hy(p,q) sendo a hamiltoniana de um sistema composto de N particulas, h a cons-
tante de Plank e d a dimensao do sistema. O somatorio em (1.58) ¢ feito sobre todos
os microestados acessiveis ao sistema e o numero microestados que possuem a mesma

energia £ é dado por Wy (F,V). Entao, podemos substituir o somatorio sobre todos os

microestados por um somatorio sobre a energia:

ZN(T, V)= Wn(E,V)exp (-%) (1.65)

No caso de sistemas continuos,

Zn(T, V) = é/ooo Wi (E, V) exp (—%)dﬂ (1.66)

As expressoes (1.65) e (1.66) mostram que as fungoes de partigao canonica e microcanonica
relacionam-se por uma transformada de Laplace, ou seja, uma vez obtida a funcao de
particao microcanonica podemos, através de uma transformada de Laplace, obter a fungao
de particao canonica ou obtida a fungao de particao canonica, via transformada inversa

de Laplace, obtemos a func¢ao de parti¢ao microcanoénica [16],

L tico
€ KT E 1 1
WN<E, V) = 2—722 /1 ZN(T, V) exp (k’_T>d (k_T) , ﬁ > 0. (167)

T —1300
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Uma forma alternativa de se obter os ensembles estatisticos é através da maximizacao
do namero de microestados do sistema composto W (Figura 1.1), apresentado na segao
1.3. Obter os n; da expressao (1.44) é equivalente a obter os p; da expressao (1.48), ou
seja, temos que maximizar (1.48), dado os vinculos de cada ensemble, utilizando multi-

plicadores de Lagrange.
e Ensemble Microcandnico

No caso do ensemble microcanoénico, todos os N sistemas estao isolados, ou seja,
energia F, volume V e ntumero de constituintes /N sao fixos. Portanto, o tinico vinculo é

a normalizagao dos p;:

w
> pi=1 (1.68)
=1

Maximizando (1.41) com o vinculo (1.68), temos que

w w

W w
—25(1%111271;) _04251%' = —25]% [lnpi—i—l] —0625]% =
i=1 i=1

i=1 i=1

w
= =) dpi[lnp;+1+a] =0,

=1

lnp+l+al=0-—=p =t (1.69)

com « sendo um multiplicador de Lagrange. Aplicando a normalizagao em (1.69), ficamos

com

w w 1
= Z 11—« _ W —1-« — 1 N —1l-a —_ ].70

=1

opi = (1.71)

1
W’

que ¢ o mesmo resultado de (1.49).
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e Ensemble Canénico

No caso do ensemble candnico, todos os N sistemas estao em equilibrio térmico, as
energias dos sistemas podem variar, mas temperatura 7', volume V e ntmero de consti-
tuintes N sao fixos. O sistema composto estéa isolado, portanto sua energia £ é conservada.

Seja F; a energia de um sistema no microestado ¢, no caso em que a energia ¢ aditiva,

w
> niEi =& =N(E), (1.72)
=1

com (E) sendo a energia média dos sistemas. Com isso, além do vinculo da normalizagao

(1.68), temos também

ZpiEi = (B). (1.73)

Maximizando (1.41) com os vinculos (1.68) e (1.73), temos que

w w w W W
—25(]0111’1]%)—@Z5pi—5z5(piEi) = —251%[111297;4‘1]—0625]9@'—
i=1 i=1 i=1 i=1

=1 -
—BY _ opiE;
=1

w
= —Z5Pi[lnpi+1+04+5Ei]:07

i=1

L [np;+14+a+BE]=0—p =e "% P (1.74)

com « e ( sendo multiplicadores de Lagrange. Aplicando a normalizagao em (1.74),

encontramos

w

w w 1
sz _ Z e—l—ae—ﬁEi — e—l—a Ze—ﬂEi =1 — 6_1_0‘ = E’ (175)
=1

=1 =1

1
sendo o multiplicador de Lagrange 5 = T temos o mesmo resultado de (1.57):
—BE;
L op== (1.76)

Z



Capitulo 2

Sistemas com Interacoes de Longo

Alcance

No Capitulo 1 sao apresentados os ensembles estatisticos, em especial o canoénico e
0 microcanonico, e como eles se relacionam entre si e com os potenciais termodinamicos.
Entretanto, em sistemas com interagoes de longo alcance, os ensembles nem sempre sao
equivalentes e faz-se necessario o uso do ensemble microcanonico, por ser o ensemble
relacionado a sistemas isolados. Neste capitulo, vemos uma definicao de interacoes de
longo alcance e como a principal caracteristica de sistemas desse tipo, a nao-aditividade,
leva & inequivaléncia entre os ensembles microcanénico e canénico. Na tltima se¢ao sao

apresentados alguns exemplos de sistemas com interagoes de longo alcance.

2.1 Definicao

Para definirmos uma interacao de longo alcance, vamos calcular a energia potencial
u de uma particula localizada no centro de uma esfera de raio R, onde todas as outras
particulas estdo homogeneamente distribuidas (Figura 2.1), [6]. A longas distancias, a

interacao de pares das particulas é dado por um potencial do tipo

Vi) = (2.1)

com r sendo a distancia entre as particulas, J e a constantes. Exluindo a contribuicao
para a energia u vinda de particulas localizadas a curtas distancias r < §, uma vez que o
interesse é a natureza de longo alcance do potencial e para evitar a divergéncia a curtas

distancias, temos que, em d dimensoes
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Figura 2.1: Particula localizada no centro de uma esfera com distribuicao homogénea de
particulas. O raio da esfera exterior é R e da esfera interior é §.

R
= pJQd/ rdmolddy =
5

_ pJ € T,dfa|R
d—« J
Q
u = gj—d [RT* —67°], sea#d, (2.2)
—

onde p é uma densidade qualquer e 2; é o volume angular em d dimensoes. Quando

a = d, temos

u=pJQln (?), se o =d. (2.3)
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Com isso, podemos escrever

JQ
=t [Rie — 5] a#d.
pJ 2y 1n (3)’ a=d.

De (2.4), se @ > d entao a energia potencial ¢ finita quando R — 00, neste caso
a energia cresce linearmente com o tamanho do sistema e dizemos que a interacao ¢é
de curto alcance. Se a < d a energia potencial diverge quando R — oo, ou seja, a
energia cresce superlinearmente com o tamanho do sistema e a interacao é dita ser de
longo alcance, [6]. Sistemas com interagoes de longo alcance podem ser encontrados em
diversas areas da fisica, como astrofisica, fisica de plasma, hidrodinamica, fisica atémica
e nuclear. Sistemas desse tipo podem apresentar diversas peculiaridades, como calor
especifico negativo, susceptibilidade negativa, inequivaléncia entre ensembles e quebra de

ergodicidade.

2.2 Aditividade e Nao-Aditividade

Sistemas com interacoes de longo alcance sao intrinsecamente nao-aditivos. Essa
é a principal diferenca entre sistemas com interagoes de longo alcance e sistemas com
interacoes de curto alcance. Para entender melhor a aditividade, seja um sistema dividido

em dois subsistemas, 1 e 2, com energia total

Eiotar = Eq + Eg + Eipy, (2.5)

com Fi, Fs e F;,; sendo a energia do subsistema 1, a energia do subsistema 2 e a energia
de interacao entre os subsistemas, respectivamente. No caso em que as interagoes sao
de curto alcance, existem mais interagoes entre particulas de um mesmo subsistema do
que particulas de subsistemas diferentes (como ilustrado na figura 2.2(a), onde as linhas
solidas azuis representam interagoes entre particulas de um mesmo subsistema e as linhas
tracejadas vermelhas representam interacoes entre particulas de subsistemas diferentes). E
facil notar que, quando o niimero de particulas cresce (N — o0), o nimero de linhas sélidas
azuis se torna muito maior que o namero de linhas tracejadas vermelhas, pois a interacao
entre os subsistemas fica restrita as particulas que estao préximas a barreira que os separa.

Com isso, podemos dizer que no limite termodinamico (N — 00) E;,,; < E1+ FEs, ou seja,
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(a) Interacao de Curto Alcance (b) Interacdo de Longo Alcance

Figura 2.2: Representacao de um sistema dividido em dois subsistemas que interagem
entre si através de (a) interagoes de curto alcance e (b) interagoes de longo alcance.
As linhas solidas azuis representam interacoes entre particulas do mesmo subsistema e
as linhas tracejadas vermelhas representam interacoes entre particulas de subsistemas
diferentes.

Etotal ~ E1 -+ EQ. (26)

Como a energia do sistema é dada pela soma das energias de cada subsistema, dizemos
que a energia é aditiva. Quando as interagoes sao de longo alcance, o nimero de linhas
tracejadas vermelhas é proporcional ao nimero de linhas solidas azuis, Figura 2.2(b),
porque a interacao entre os subsistemas nao fica restrita as particulas proximas a barreira.
Mesmo no limite termodinamico, a energia de interacao tem a mesma ordem de grandeza

das energias dos subsistemas, F;,; ~ E; + Fs, ou seja,

Eiotal # E1 + Es. (2.7)

Como a energia do sistema nao é dada pela soma das energias dos subsistemas, dizemos
que a energia nao é aditiva. Se a energia de um sistema for aditiva, reduzir pela metade
o tamanho do sistema implica em reduzir pela metade a energia do sistema, ou seja, se

um sistema for aditivo ele sera necessariamente extensivo, [6]:
Aditividade = Extensividade,
logo, também vale que:
Nao-extensividade = Nao-aditividade.

Sistemas com interacao de longo alcance geralmente sao nao-aditivos e nao-extensivos.

Entretanto, a extensividade pode ser recuperada através da prescrigao de Kac, [6]. A
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prescricao de Kac é um artificio mateméatico de renormalizagao do potencial do sistema,
com a finalidade de tornar a energia potencial proporcional ao tamanho do sistema, assim
como ¢é a energia cinética. Porém, mesmo recuperando a extensividade de um sistema,
ele continua sendo nao-aditivo.

Um exemplo de sistema extensivo e nao-aditivo, que é visto com mais detalhe no
Capitulo 4, é o modelo de Curie-Weiss para o estudo de sistemas magnéticos, [6]. A

Hamiltoniana de Curie-Weiss tem a seguinte forma

J = J (N
Hew = “oN ZISiSj = ToN (; Si) ; (2.8)

7/7‘7:

onde os spins podem assumir os valores S; = +1 e J é uma constante de acoplamento. O

1

~ ¢ a prescrigao de Kac, com isso a energia ¢ proporcional ao nimero de particulas

fator
N e o sistema é extensivo. Cada spin estd situado em um sitio e interage com todos
os outros spins, ou seja, a interagdo nao decai com a distancia (o = 0). Uma forma de

escrever (2.8) ¢ utilizando a magnetizacao do sistema,

N
M=Nm=>) 5, (2.9)

i=1
onde M e m sao as magnetizagoes extensiva e intensiva, respectivamente. Com isso, a
hamiltoniana de Curie-Weiss se torna
J o JN

H — __M _ 21
CW = THN 9 M (2.10)

a expressao (2.10) é proporcional a N, ou seja, extensiva. Se um sistema for dividido
em dois subsistemas (1 e 2) de tal forma que as % particulas do subsistema 1 estao com
spin para cima e as outras % particulas do subsistema 2 estao com spin para baixo, como
ilustrado na figura 2.3, entao as energias E; e Ey (correspondente aos subsistemas 1 e 2,
respectivamente) serdo, de (2.10)

JN

By=Ey=—"". (2.11)

Entretanto, calculando a energia total do sistema encontramos E = 0. Como E # F;+ Es,

o sistema nao ¢ aditivo. E interessante notar que, de (2.5),

JN
Eint = E — By — Ey = - (2.12)
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ou seja, Fj,; cresce com N. Mesmo no limite termodindmico o sistema continua sendo

nao-aditivo.

+++++++++++
+++++++++++
+++++++++++
+++++++++++

+++++++tttH - - - - - - - - - -
++++++++++H - - - - - - - - - -
i =k I
++++++++t+H - - - - - - - - - -

Figura 2.3: Representacao de um sistema de spins dividido em dois subsistemas com %

spins em cada um. No subsistema 1 todos os spins estao para cima e no subsistema 2
todos os spins estao para baixo.

2.3 Equivaléncia e Inequivaléncia de Ensemble

Em sistemas com interacoes de curto alcance, os ensembles estatisticos sao equiva-

lentes. A equivaléncia entre os ensembles possui duas propriedades importantes, [6]:

(i) No limite termodinamico, as flutuagoes dos parametros termodindmicos que nao estao
fixados desaparecem;
(ii) Um macroestado que pode ser realizado em um ensemble também pode ser realizado

em outro ensemble.

Por exemplo, no caso da equivaléncia entre os ensembles microcanonico e candnico:
um sistema isolado com uma energia fixa possui uma temperatura média. Se um mesmo
sistema for colocado em contato térmico com um reservatorio a essa mesma temperatura,
entao ele tera uma energia média igual a energia do sistema isolado. Portanto, existe uma
correspondéncia um-para-um entre a energia e a temperatura. A vantagem da equivaléncia
entre ensembles ¢é a liberdade de poder escolher o ensemble onde os calculos sao mais faceis
e extrair dele toda a termodinamica do sistema. Utilizando as expressoes (1.40) e (1.62)

em (1.65), [9], temos
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©exp (_ FNT(T)) _ ;exp [_% (E — TSN(E))], (2.13)

onde a constante de Boltzmann k é fixada como sendo 1 daqui para frente. No equilibro,

o valor do somatorio em (2.13) pode ser aproximado pelo maior termo da soma, com isso

Fn(T) ~ ming [E — TSy(E)]. (2.14)

Para satisfazer a condi¢ao de minimo em (2.14), devemos ter

a%[E—TSN(E)]:0—>1—Taaig:0—>aaig:%, (2.15)
2 2 2
% [E—TSn(E)] >0 — —T% >0— 88% <0. (2.16)

Quando as condigoes (2.15) e (2.16) sao satisfeitas, temos

Fn(T) ~ E — TSy(E), (2.17)

recuperando a transformada de Legendre (1.12). Ou seja, para existir equivaléncia entre
os ensembles candnico e microcanénico, a entropia S deve ser uma funcao concava da
energia F, [6]. Quando a entropia de um sistema isolado possui uma regiao convexa,
como a regiao [Fj, Fy] da linha solida da figura 2.4(a), é possivel substituir a regiao
convexa por um "envelope concavo", [6]. Das equagoes (1.2)(a) e (1.63),

Es

Ey
onde B(F) esta representado na figura 2.4(b). A integracdo em (2.18) pode ser realizada

sobre linha tracejada da figura 2.4(b), com isso, temos que

S(E») = S(Er) + (B2 — Ev)pr. (2.19)
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S(E,)

S(E,)

(a) Entropia vs. energia

B(E)

(b) Inverso da temperatura vs. energia

Figura 2.4: (a) Representagdo da entropia S em funcao da energia E (linha soélida) com
uma regiao convexa, [Ey, Ey|, e um envelope concavo (linha tracejada). (b) Representagao
do inverso da temperatura  em fun¢ao da energia F (linha solida).
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A condicdo para que (2.19) seja igual a (2.18) é que as areas A; e Ay, na figura 2.4(b),
sejam iguais. Integrando sobre a linha tracejada da figura 2.4(b), de E; até um valor
qualquer de E € [E, Es], temos que a equacao da reta tracejada com inclinagao Sr

(Figura 2.4(a)) é dada por

S(E) — S(El) + (E - El)ﬂT, E c [El, EQ] (220)

Precisamos saber qual o significado fisico desta reta. Para isso, considere que o sistema
se separe em duas fases, uma com energia F; e a outra com energia Es, entao a entropia

total sera

S = (1= \)S(Ey) + AS(Ey), (2.21)

onde A € [0,1] é a fragao do sistema com energia Fy. No caso em que a energia também

¢é aditiva, a energia total do sistema ¢é expressa como

E=(1—\E; + \E,. (2.22)

Substituindo (2.19) em (2.21), temos

S = S(Ey) + \(Es — E1)Br. (2.23)

Da equagao (2.22), podemos escrever (2.23) como

S(E) = S(Ey) + (£ — E1)pBr, Ee€lEy,E), (2.24)

que é a mesma expressao para a reta (2.20). Ou seja, a reta tracejada da figura 2.4(a)
corresponde a uma separacao de fases no sistema. Como a entropia da separacao de
fases é maior, o sistema tende a se separar nas duas fases. Neste caso, a regiao convexa
é substituida pela reta tracejada (Figura 2.4(a)), recuperando a equivaléncia entre os
ensembles. Esse procedimento, de construcao de um "envelope céncavo", é chamado de
construcao de Maxwell.

Sistemas com interacoes de longo alcance possuem energia nao-aditiva, mesmo no
limite termodinamico. Portanto, nao é possivel existir uma separacao de fases, pois a
equacgao (2.22) deixa de ser valida. Neste caso, quando nao é possivel recuperar a equiva-

léncia entre os ensembles, fica claro que nao ha uma correspondéncia um-para-um entre
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energia e temperatura (linha solida da figura 2.4(b)). Das equagdes (1.2) e (1.24),

0?8 B 1 5 95
9 TR0 (2:25)
ou seja, nas regioes onde a entropia é uma funcao convexa da energia, o calor especi-
fico C' é negativo. Resumindo, quando um sistema possui energia aditiva, a construgao
de Maxwell garante a equivaléncia entre os ensembles, porém quando o sistema possui

energia nao-aditiva e calor especifico negativo, os ensembles microcanonico e canénico sao

inequivalentes (Figura 2.5).

@a possui energi@—»@

O sistema possui calor
especifico negativo?

Ensembles séo
inequivalentes.

Ensembles sao
equivalentes.

Figura 2.5: Fluxograma que ilustra quando temos equivaléncia e inequivaléncia entre os
ensembles canonico e microcanonico.

Quando um sistema nao possui energia aditiva, como sistemas com interagoes de
longo alcance, é recomendado o uso do ensemble microcandnico, pois as construcoes do

ensemble candnico exigem a aditividade da energia (equagdes (1.52) e (1.72)).

2.4 Exemplos

Nesta secao sao apresentados alguns exemplos de sistemas com interagoes de longo
alcance, que sao usados para analise dos métodos computacionais no Capitulo 4. O mo-
delo HMF-1D é resolvido analiticamente e numericamente, mas o modelo HMF-2D apenas

numericamente.
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e HMF-1D

A Hamiltoniana de Campo Médio unidimensional (HMF-1D) ¢ definida como, [1]:

Hy = Zp; =) [1—cos (6; — 6], (2.26)

onde 6; € [0,27) é a posigao da particula i de massa unitaria, p; ¢ o momento conjugado
correspondente e o fator % ¢ a prescricao de Kac. Esse sistema pode ser interpretado
como particulas movendo-se em um circulo de raio unitario interagindo por um potencial,
atrativo (J > 0) ou repulsivo (J < 0), de alcance infinito, [6]. Neste trabalho é estudado
o caso atrativo (J = 1). O modelo HMF-1D possui diversas propriedades térmicas e
dindmicas que aparecem em outros sistemas com interagoes de longo alcance e, por conta

disso, ¢é utilizado como um modelo simplificado para alguns sistemas fisicos reais. A

hamiltoniana (2.26) pode ser reescrita da seguinte maneira

<N

55

Il
WE
Y

+
2=
WE

[1—cos(0; —6,)] =

s
I
—
o
-
<
Il
-

I
WE
N |

+
)=
WE

[1 — cosb; cosB; —sinb;sinb;| =

S
Il
—
-
Il
—

'7j

N 2 1 N N

_ Z% + ﬁ N2 _ Z COS 01 COSs 0] — Z Slnez Sln9]] =
=1 i,j=1 b=l
N2 N A ’ Y sin i

= —Z - 1_ . - :
2ir - &) - &%)

Definindo as componentes = e y da magnetizacao intensiva como

1« 1 —
mmzﬁizlcosé’i e myzﬁizlsiné’i, (2.27)

a Hamiltoniana de Campo Médio fica

HN:ZéJFE[l—mQ}, (2.28)
i=1

2

com m? = m2 + m?

5~ A solugao analitica de equilibrio para esse sistema ¢ conhecida e

obtida no Capitulo 4, junto com resultados numeéricos.
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e HMF-2D

A Hamiltoniana de Campo Médio bidimensional (HMF-2D) é definida como, [3]:

o+l 1
Hy = Z%_‘—ﬁ Z [Cl+02+d—61COS(9i—€j)—
i=1 ij=1
—cycos (¢; — ¢;) — dcos (6; — 6;) cos (¢ — )], (2.29)

para cada particula 7, p;y ¢ o momento conjugado a 0;, p;, ¢ 0 momento conjugado a ¢; e

1, o e d sao constantes. Podemos reescrever a energia potencial em (2.29) como

1
U = W [C1+CQ+d—61COS<9i—Qj>—

ij=1

—cy o8 (¢ — ¢j) — dcos (0; — 0;) cos (¢ — ¢;)] =

1
= oN Z [c1 4+ ca+d—cy(cosb;cosB; +sinb,;sinf;) —
ij=1
—¢3 (cos ¢; cos ¢; + sin ¢; sin ;) —
—d (cos 8; cos0; + sin 0, sin 0;) (cos ¢; cos ¢; + sin ¢; sin gb] =

N

= % Z(cl+02+d - (Zcos&) Zsm@

3,7=1

N 2 N
(Z cos (bi> + (Z sin (bi> —
i=1 i=1

—d Z (cos b, cos @; + sinb; sin ;) (cos ¢; cos ¢; + sin ¢; smqb]) . (2.30)

1
i,j= Aij

Definindo as magnetizacoes nas diregoes € e ¢ como

N 0 2 N ing 2
cos 0; sin 0;
my = <§ N ) +<§ ~ ) , (2.31)

i=1 =1

N 2 N . 2
mg, = (Z COJSVQS’) + (Z SH]IV@) , (2.32)

respectivamente, ficamos com
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1 N

U= g5 |N(er+ ot d) = N? (exmi - cam3) —d Y~ Ay |- (2.33)

1,j=1

Temos que

A;; = (cosb;cosb; +sinb;sinb;) (cos ¢; cos ¢; + sin ¢; sin ¢;) =
= cos0; cos ¢; cos 8 cos ¢; + sin 0; sin ¢; sin 0 sin ¢; +
+ cos 8; sin ¢; cos 0; sin ¢; + sin 6; cos ¢; sin 6} cos ¢; =
= £ [cos (0 + 64) cos (6 + 6+ cos (6 — 6:) cos (6 — 6)+
+sin (6; + ¢;) sin (0 + ¢;) + sin (6; — ¢;) sin (6; — ¢;)] . (2.34)

Realizando a soma sobre ¢ ¢ j em (2.34),

[cos (0; + ¢;) cos (0; + @) + cos (0; — ¢;) cos (0; — @)+

2,

sin (6; + ¢;) sin (0; + ¢;) + sin (6; — ¢;) sin (6; — ¢;)] =

KX;COS(@JF@)) + (;sin(€i+¢i)> +
+ (Zcos )2 (Zsm (6; — &) )2 :

2

Z — [P} + P?], (2.35)

&
Il
i

]
§D>
I

—+ N | —
WE

N —

onde as polarizagoes P, e P_ sao definidas como

Pi _ <Z COS (QJZV‘f’ sz)) + <Z sin (QJZV"‘ sz)) ’ (236)

_ <Z COS (0;\/._ ¢z)> 4+ <Z sin (QJZV— Cbz)) 7 (2'37>

Substituindo (2.35) em (2.33), temos a energia potencial escrita em termos das magneti-

azoes e polarizagoes:
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N
U=—
2

N

[cl +ey+d—cymi — cgmgS — (Pf + PQ)] ) (2.38)

Substituindo a expressdo (2.38) em (2.29), podemos escrever a hamiltoniana do modelo

HMF-2D como

N

2 2
HN:ZM—F? |:Cl+62+d—01m3—02m§)—

d
, 2 2
=1

(P} + Pf)} : (2.39)

O modelo HMF-2D apresenta uma transi¢ao de fase de segunda ordem com calor
especifico negativo, [3]. Como o sistema possui energia nao-aditiva e calor especifico ne-
gativo, héa inequivaléncia entre os ensembles candnico e microcanonico (Figura 2.5) e, como
o ensemble canonico nao ¢ recomendado para sistemas com interacoes de longo alcance
(por nao possuirem energia aditiva), faz-se necesséario o uso do ensemble microcanonico.
Entretanto, calcular analiticamente a fungao de particao microcanoénica para o modelo
HMEF-2D é um trabalho arduo, em comparacao aos modelos de Curie-Weiss e HMF-1D.

No Capitulo 4 sao apresentados resultados numéricos para o caso completamente atrativo,

c=c=d=1,[2, 14, 19, 24].



Capitulo 3

Método de Monte Carlo Microcanonico

No Capitulo 2 vimos que nem sempre os ensembles sao equivalentes, e que o en-
semble microcanodnico deve ser usado nestes casos. Contudo, obter a fungao de particao
microcandnica, analiticamente, nem sempre é possivel. Por conta disto, o uso de métodos
computacionais, para obter a funcao de particao microcanonica, é essencial para o estudo
da termodinamica de sistemas com interagao de longo alcance. Neste capitulo, sao intro-
duzidos o método de Monte Carlo microcandénico proposto por John R. Ray, [18], seguindo
a mesma ideia do método canonico de Metropolis et al., [15], e o método de Monte Carlo
proposto por Fugao Wang e David P. Landau, [25], para calcular a densidade de estados

de um sistema.

3.1 Visao Geral

Os métodos de Monte Carlo sao uma classe de algoritmos computacionais que se
baseiam em amostragens aleatorias para obter resultados numéricos. Este tipo de método
é utilizado em diversas areas como fisica, quimica e biologia. Os métodos de Monte Carlo

variam, mas tendem a seguir o seguinte padrao:

1. Define um dominio de possiveis valores;
2. Gera valores aleatoriamente dentro do dominio a partir de uma distribuigao
de probabilidades;

3. Realiza os calculos a partir desses valores.

Simulagbes computacionais usando métodos de Monte Carlo necessitam de nimeros

aleatorios. No entanto, a geracao de nimeros aleatorios é impossivel de se realizar em
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um computador. Por isso, ao invés de gerar niimeros realmente aleatorios, existem gera-
dores de ntimeros pseudo-aleatérios. Um bom gerador de niimeros pseudo-aleatoérios deve
satisfazer a condicao de que os nimeros gerados devem ser uniformemente distribuidos
no dominio determinado. Um teste para essa condi¢ao é gerar pares de niimeros pseudo-
aleatorios, (x,y), entre 0 e 1 e verificar se eles preenchem o quadrado de &rea unitaria
uniformemente. A figura 3.1 mostra o resultado do teste para o gerador de nimeros

pseudo-aleatorios padrao da linguagem C'.

Figura 3.1: Pontos gerados por um gerador de ntimeros pseudo-aleatorios.

A motivagao para utilizar o método de Monte Carlo em fisica estatistica é o calculo
de integrais de muitas variaveis. Para obter o valor médio de uma grandeza macroscopica
X, temos que calcular, sobre todo o espago de fase, o valor médio de X (p,q) usando a

distribui¢ao de probabilidade dos microestados do sistema, P(p,q):

<X>= /X(p,q)P(p,Q)dpdq- (3.1)

Uma estimativa do valor da integral em (3.1), utilizando integragdo de Monte Carlo, é

Np
1
<X > =) X a) PP ), (3.2)
i=1

com Np sendo o numero de pontos, (p,q), gerados no espago de fase. A principal moti-
vagao para utilizar a integracao de Monte Carlo vem do fato de que o erro desse método

1
¢ inversamente proporcional a N2, [13|, independente da dimensao da integral.
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3.2 Meétodo de Metropolis

Ao invés de selecionar um ponto no espaco de fase aleatoriamente e atribuir a ele uma
probabilidade P(p, q), ¢ mais interessante gerar, previamente, pontos com probabilidade

P(p,q). Desta forma, o valor médio de X (equacdo 3.2) é dado por

1 &
Np; (pis a;) (3.3)

com X*(p, q) sendo os valores de X (p, q) para pontos gerados com probabilidade P(p, q).
Uma forma realizar isso é utilizando o algoritmo de Metropolis et al., [15], que é usado
para sistemas em contato térmico com um reservatorio de energia (ensemble canoénico).

Neste caso, a probabilidade é dada por

P ) e—BE(Pp.q) (3.4)

p7q - ZN(/87V)’ .
1

com f = = e Zyn(f,V) sendo a fungao de parti¢do candnica. Computacionalmente,

T

realizar a integracdo nos momentos ¢ impossivel, uma vez que p € (—00,00), mas a
integracao nas posigoes é possivel, pois ¢ € V. Portanto, devemos ter uma probabilidade

que dependa apenas de q,

P(q) = /P(p,q)dpz m/e‘mp’q’dp=

1
- - —BIKP)+U (@] 1y —
e
Zn(B,V) / p

N

U@ - )
- ZNw,V)/dpeXp( b 2m) -

i=1

) N D
- 26/ dp[[ex (‘5 2m) B
e—BU(a) 00 p? aN
e

Usando [ e=%%"dy = \/f em (3.5), ficamos com
&Y

dN
2 2 e—BU(a)
””) ‘ = f(B,V,N)e V(@ (3.6)

ﬁ ZN(ﬁvv)

Com a expressao (3.6), o algoritmo de Metropolis funciona da seguinta forma:

P(q) = (
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1. Define uma condigao inicial para o sistema, q, com energia potencial U(q);
2.1. Muda aleatoriamente a posicao de uma particula, q — ¢, e computa a nova
energia potencial U(q’);

2.2. Aceita a nova configuragao com a probabilidade:
e—BU(@)
A(q — q') = min (1, m).
Caso a nova configuracao seja aceita, a nova configuracao q do sistema é q':
q—q;
3. Repete os passos 2.1-2.2 até o equilibrio ser atingido;

4. Calcula todas as propriedades usando a distribuicao de posigoes.

Para provar que esse método gera configuragbes com probabilidades proporcionais
a e PV primeiro deve-se notar que temos duas probabilidades no algoritmo: a proba-
bilidade de transi¢cdo de uma configuragdo q para q’, II(q — ¢'), e a probabilidade de
aceitacao desta transi¢do, A(q — q’). A primeira estd associada ao passo 2.1, enquanto

a segunda ao passo 2.2, [15]. Fica claro que

l(q = q') =1I(d" = q), (3.7)

enquanto que A(q — ') # A(q' — q). Para que um sistema se encontre em equilibro, a
probabilidade de encontrar o sistema em uma configuracao q deve ser constante no tempo,

ou seja,

IOP(q)
ot

=0, (3.8)

com a variagao temporal de P(q) sendo dada pela equagao mestra, [20]:

Usando as equagoes (3.8) e (3.7) na equagao (3.9), temos que

Y (g = q) [P(q)A(d = q) — P(q)A(q — q')] = 0. (3.10)

Uma condigao suficiente para que (3.10) seja satisfeita é a equagao de balango detalhado,
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[20]:

Pld) Alq—d) )
Plq)  Ald —q) v ad (3.11)

Substituindo A(q — q') e A(qd" = q) em (3.11), ficamos com

P(q) min(1,e fU@ V@) -aU()
P(q)  min(1,ePU@-U@)) — e=BU@ " (312)

Com isso, temos que

P(q)e’U@ = P(q)ePV ) = constante. (3.13)

Como o lado esquerdo de (3.13) s6 depende de q e o lado direito de ', devemos ter

P(q) o e PU@), (3.14)

Ou seja, com a probabilidade de aceitacao do método de Metropolis, temos configuragoes
q com probabilidades proporcionais a e #V(@ sendo geradas. No caso de sistemas discretos
o algoritmo aceita transicoes de microestados ¢ para microestados j com probabilidade
A(i — j) = min (1, e BB _Ei)). Com isso, sao gerados microestados ¢ com probabilidades

proporcionais a e #Fi,

3.3 Meétodo de Ray

O método de Monte Carlo de Metropolis é aplicado para sistemas em equilibrio
térmico com um reservatorio (ensemble canénico). Um método de Monte Carlo micro-
candnico foi apresentado por Micheal Creutz em 1983, [8]. O método é formulado para
sistemas sem energia cinética e introduz um demonio, com energia Ep, que interage com
o sistema, de tal forma que a energia total, dada por F' = U(q) + Ep, é conservada. Em
1991, John R. Ray apresenta um método de Monte Carlo microcanoénico, seguindo os mes-
mos principios do método de Metropolis, que pode ser aplicado em sistemas com energia
cinética, [18]. Seguindo o trabalho de Pearson et al., [17], a média de uma grandeza X
em um sistema isolado (ensemble microcandnico) composto de N particulas, volume V' e

energia F é dada por:
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<X > = it [ X0 S W apda = [ X(pP(p.adpda, (3.15)

com Hy(q,p) sendo a hamiltoniana de um sistema composto de N particulas, h a cons-
tante de Plank, ¢y uma constante qualquer com unidade de energia e d a dimensao do
sistema. A funcao de parti¢cao microcandnica pode ser escrita como

€0

WN(E,V) = /5(E— Hy(p,q))dpdq = /w(p,q)dpdq, (3.16)

com w(p, q) sendo a densidade de probabilidade no espago de fase. Assim como no método
de Metropolis, devemos ter uma densidade de probabilidade que dependa apenas de q.

Aplicando uma transformada de Laplace em (3.16), ficamos com

ZIn(B,V) = /Ooe‘BEWN(E,V)dE:
0

€ o _
= thON!/O /dpdq dE ¢ PP5(E — Hy(p,q)) =

S0 —BIK(P)+U(a)]
AN N /dpdqe p)rEl (3.17)
onde K(p) e U(q) sao as energias cinética e potencial, respectivamente. Seja a parte

cinética dada por K(p) = > i , temos

i 2m

Zn(BY) = %/dqe}(p [_5U(q)]/dpexp (—ﬁﬁji) _
— hdeVON! /dqexp [—5U(Q)]/dPHeXp <_62p¢in> N

= / dqexp [~3U(q)] {/mdpexp (—ﬁ%)r]v. (3.18)

—0o0

Usando [ e=%*"dy = \/f em (3.18), chegamos em
o)

aN
€ 2mm\ 2 _
Zn(B,V) = thON' (7) /dq e PU@, (3.19)

Aplicando a transformada inversa de Laplace em (3.19), temos que Wy (E, V) fica
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aN

Wn(E, V) =L {Zn(B,V)} = ﬁ /alqﬁ_1 {(MTW) B e_ﬁU(Q)} . (3.20)

r
Usando £7! { } = (t —1)"e~ 7Ot — 1) em (3.20), ficamos com

W(EV) = Fay (222”) C Ja@E-va)treE-va). @2
€0 2mm E aN 1
vl = ra () E-v@) e vy s2)

Das equagoes (1.40) e (3.21), temos que

dN
2

Sn(E, V) =InWy(E,V) =In [/ dq(E —U(q))? ' O(E -~ U(Q))| + Swo,  (3.23)

. Derivando (3.23) em relagao a E e usando (3.22)

g | €0 2mm o
(6]0) 811 = In
A TN\ A2

temos que a temperatura é dada por

dN ) (E-U)?

T 9B [ dq(E - U(@)3 " o(E - U(q))
[da(E-U(q) "6(E - U(q))
[da(E-U(q)= " 6(E - U(q))

+

K >, (3.24)
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A densidade de probabilidade em um sistema isolado fica dada por

w@  (E-U(q)? 'O(E-U(q))

HQZWMEVYfMME—wmﬂ”@w—Um»

(3.25)

Portanto, seguindo o mesmo modelo do método de Metropolis, o algoritmo de Ray segue

CcOomao:

1. Define uma energia E e uma condigao inicial para o sistema, q, com energia
potencial U(q) < FE;

2.1. Muda aleatoriamente a posigdo de uma particula, q — ¢, e computa a nova
energia potencial U(q');

2.2. Aceita a nova configuracao com a probabilidade:

dN _q

. (E-U(q))= 'O(E - U(q))
A N=min |1, )
aza < (- U()* )

Caso a nova configuracao seja aceita, a nova configuracao q do sistema é ('
q—q;
3. Repete os passos 2.1-2.2 até o equilibrio ser atingido;

4. Calcula todas as propriedades usando a distribuicao de posigoes.

aN
Desta forma, sdo gerados pontos q com probabilidades proporcionais a (F — U (q))T_l,

de onde é possivel calcular todas as médias de grandezas macroscopicas relacionadas a

um sistema isolado.

3.4 Meétodo de Wang-Landau

Em 2001, Fugao Wang e David P. Landau apresentaram um método de Monte Carlo
para calcular a densidade de estados W de um sistema, [25|. Diferente do método de
Metropolis, que gera microestados ¢ seguindo uma distribuicao canonica para uma dada
temperatura e % o método de Wang-Landau tem como objetivo estimar a densidade
de estados W (E) através de um passeio aleatorio em todos os microestados possiveis do
sistema. A probabilidade de encontrar o sistema em um microestado ¢ com energia F; é

dada por

P, = < (3.26)
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Como a densidade de estados do sistema nao é conhecida, usa-se uma densidade de estados
estimada g(F) que é modificada constantemente para que a condigao de balango detalhado

seja satisfeita. Neste caso, a probabilidade de aceitacao, é dada por

1

Al = §) = min (1, %) — min (1, gggj;) . (3.27)

Para aproximar g(F) do valor real W(E), o algoritmo de Wang-Landau trabalha da

seguinte maneira:

1. Estabelece g(E) = 1 e o histograma H(E) = 0, V E. Define o fator de

modificacao fy = e!

e um estado inicial 7, com energia F;, para o sistema;
2.1. Muda aleatoriamente o estado de uma particula, : — j, e computa a nova
energia Fy;

2.2. Aceita o novo estado com a probabilidade:
E;
A(i — j) = min (1, M).
g

Caso o novo estado seja aceito, o novo estado ¢ do sistema é j: i — j;
2.3. Modifica g(E;) — g(E;)f e H(E;) — H(E;) + 1;
2.4. Se o histograma H(F) nao esta "plano", retorna ao passo 2.1;

2.5. Se o histograma H(E) esta "plano", modifica f = f2 e coloca H(E) =0, V

3. Repete os passos 2.1-2.5 até que f = foin;
4. Calcula as propriedades usando a densidade de estados final g(F).

Para mostrar que o algoritmo aproxima g(E) de W (FE), primeiro deve-se notar que,

1no inicio, a condi¢ao de balango detalhado (3.11) néo é satisfeita

B W(E) | o(B) _ Al )
B 7 o) - AG— D) 529

Com (3.27) e (3.28), a equagao (3.9) fica escrita como

== {H(j —i)A(j — i)P; (%g; - 9(?))] . (3.29)
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W(E) _ g(Ei)
op W(E;) ~ g(E;)
entao esse termo contribui para que =t 0, ou seja, o estado ¢ é visitado mais vezes

ot
~ . W (E:) 9(E;)
em relagao ao estado j, aumentando g(FE;). Entretanto, se < ,
WI(E;)  g(Ej)

. P; : L : .
termo contribui para que — < 0, ou seja, o estado j é visitado mais vezes em relagao

ot

ao estado ¢, aumentando g(E;). Desta forma, a tendéncia é de que a condi¢ao de balanco

Como II(j — i)A(j — i) P; > 0, sejam dois estados, i e j, quaisquer, se

entao esse

detalhado seja satisfeita:

~ SV (3.30)

A precisao do método de Wang-Landau, o quanto g(E) se aproxima da densidade de
estados real, é da ordem de In f, [25], onde f ¢ o fator de modifica¢ao. Porém, um fator de
modificagdo muito proximo de 1 aumenta o tempo de convergéncia de g(F). Portanto, o
ideal é comecar com um valor de f grande, f, = e! ~ 2.718281, e diminuir gradativamente
até um valor proximo de 1, f,;, = 1.000001. Além da forma usual de diminuir o fato de
modificagao (passo 2.5), outras formas mais eficientes foram propostas, [4, 7|. O critério
para diminuir o fator de modificacdo é que o histograma H(FE) seja "plano"(como ele
nunca serd perfeitamente plano, a condic¢ao real é que H(FE) nao seja menor do que, por
exemplo, 70% do valor médio do histograma < H(E) >,V E), desta forma, ¢ garantido
que o sistema tera visitado todos os valores possiveis de E. Uma vez obtida a densidade

de estados g(F), a entropia ¢ encontrada através da equagao (1.40)

S(E) = Ing(E). (3.31)

O método de Wang-Landau, proposto originalmente, é aplicado apenas para sistemas
discretos. A generalizagdo para sistemas continuos veio em 2002 com Shell et al., [22].
A ideia é escrever a fungao de partigao microcandnica sem as integrais nos momentos,
dependendo apenas de uma densidade de estados configuracional. Partindo da expressao

(1.51), a funcdo de partigao microcanoénica pode ser escrita como

Wi(E.V) = s [ O(E - Hy(a.p))dadp =
— iy [ OB - K(p) - Ula))dadp (3.32)
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Usando a propriedade [~ (¢ — 2)d(x — n)dz = (£ — n) da funcdo delta em (3.32),

Wx(B,V) = m [ dadp 5(5 - K(p) - Ua) =

~ vy e [ dadp 8B~ K(p) —2)3( - Ula) -

- /_Oo {/5@ K(p )—s)dp} [/5(5—U(q))dq] de —

= / Wg(E —¢e,V)Wy(e, V)de, (3.33)
com
€0
WielE = 2,V) = gty [ 8B = K(p) = ip, (334
Wole.V) = [ 6~ Ul)da (3.35)
De (3.35), fica claro que Wy (e, V) ¢é uma densidade de estados configuracional, com &
sendo a energia potencial. Se a parte cinética do hamiltoniano ¢ dada por K(p) =, %,

entdo podemos resolver Wy (E —e, V') aplicando uma transformada de Laplace em (3.34),

Zg(B,V) = /OO BE-OW(E -, V)A(E —¢) =

S / / BE-DS(E — K(p) — ¢)dpd(E — &) =
_ _ % —BE(P) Jry — _ DPi _
~ BN / "dp = v / o p( P 2m>dp
€ N p2
_ 0 _p P _
T hAN NI /Hexl)( Bzm)dp

00 2 dN
= hdeON! {/ exp <—52p—m)dp} . (3.36)

Usando [ e=*"dx = \/f em (3.36), temos
oY

dN

Zr(B,V) = ﬁ (zmTﬁ) - (3.37)

I'(n+1)

Usando a transformada inversa de Laplace £7! { —
s

} = 1"O(t) em (3.37) obtemos
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Wi(E —¢e,V):

1 1 2mm =
Wg(E—¢e,V) = LT {Zk(B,V)} = thN!£ {(T) } =
dN

€0 2mm\ 2 v
T ()N ( h? > (E—e)2 7 O(E —¢). (3.38)

Substituindo (3.38) em (3.33), a fungao de partigao microcanonica fica expressa como

Wy (E,V) = F(%f;’)m (223”> N /OO (E— )T 10(E — e)Wy(e,V)de.  (3.39)

—00

Para obter Wy (e, V'), pode-se utilizar o método de Wang-Landau para sistemas continuos,

[22], que é executado da seguinte forma:

1. Estabelece g(U) = 1 e o histograma H(U) = 0, V U. Define o fator de
modificagao fy = e! e uma configuragao inicial q, com energia potencial U(q), para o
sistema;

2.1. Muda aleatoriamente a posigdo de uma particula, q — ¢, e computa a nova
energia potencial U(q');

2.2. Aceita a nova configuracao com a probabilidade:
A(q — ') = min (1, —
g

Caso a nova configuracdo seja aceita, a nova configuragao q do sistema é ('
q—q;

2.3. Modifica g(U(q)) — g(U(a))f e H(U(q)) — H(U(q)) + 1;

2.4. Se a condic¢@o de minimo de H(U) ndo ¢é satisfeita, retorna ao passo 2.1;

2.5. Se a condigao de minimo de H(U) é satisfeita, modifica f = f 3 e coloca
H{U)=0,vYU;

3. Repete os passos 2.1-2.5 até que f = foin;

4. Calcula as propriedades usando a densidade de estados final g(U).
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Com isso, g(U) — Wy(U). Substituindo g(U) em (3.39) temos a funcao de parti¢ao

microcandnica e, da equagao (1.40), a entropia do sistema

Sy(E) = InWy(E) = In Um (E—=U)?'O(E — U)g(U)dU| + Syo, (3.40)

—00

. Uma vez obtida a entropia, toda a termodinamica

com Syo = In [ € <2mﬂ)dév
LN\ R2

do sistema ¢ derivada dela. E importante notar a diferenca nos passos 2.4 e 2.5 (proposto

por Shell et al., [22]), onde o critério para diminuir o fator de modificagao é que a energia

menos visitada do histograma H (F) tenha sido visitada um nimero minimo de vezes (e.g.,

20 vezes). Essa condigdo é mais fraca do que a condigdo do histograma ser "plano", mas

ainda garante que o sistema visite todas as energia possiveis.



Capitulo 4

Resultados

No Capitulo 3 sao apresentados alguns métodos de Monte Carlo microcanénicos, o
método de Ray e o de Wang-Landau. Neste capitulo sao apresentadas solugoes analiticas
de equilibrio de alguns modelos de sistemas com interacoes de longo alcance, que sao
mostrados como exemplos no Capitulo 2, junto de resultados numéricos obtidos utilizando
os métodos de Monte Carlo microcanonicos do Capitulo 3. Também ¢é realizada uma
analise sobre a aplicabilidade dos métodos e, quando igualmente aplicados, é feita uma
comparacao de desempenho, com o intuito de descobrir qual método é recomendado em
diferentes situagoes. Os programas utilizados nos calculos numéricos apresentados neste
capitulo foram escritos na linguagem de programacao C', os codigos fonte dos programas

principais encontram-se no Apéndice A.

4.1 Curie-Weiss

O modelo de Curie-Weiss é apresentado na se¢ao 2.2 como um exemplo de sistema

com energia extensiva e nao-aditiva. A hamiltoniana de Curie-Weiss é dada por

N 2
onde os spins podem assumir os valores S; = £1 e J é uma constante de acoplamento,
quando J > 0 temos o caso ferromagnético e quando J < 0 o caso antiferromagnético. Em
termos da magnetizagao intensiva do sistema, equagao (2.9), a hamiltoniana é expressa

como
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Para obter a entropia do sistema, devemos calcular o niimero de microestados W para
uma dada energia F. Sendo N, e N_ o niamero de spins +1 e —1, respectivamente, temos
N!

W= NN (43)

O numero de particulas do sistema é N = N, + N_, e a magnetizacao extensiva é M =

N, — N_ (pela expressao (2.9)), portanto

N+:%(N+M) ’ N_:%(N—M), (4.4)
W [(N;M)ﬁ(NQM)}!' (4.5)
an:InN!—ln{N;M}!—ln{N;M]!. (4.6)

Usando a aproximagao de Stirling em (4.6),

InW ~ NInN-—-N — (N;M>IH(N—£M) —

(N—M) (N—M) N+M N-M
- In + + =
_|_
2

2 2 2 2
_ NlnN—(N M>1n<N;M)—<N;M>In<N;M>

N N? — M? M N-M
an:NlnN—?ln <—) —i——ln( > (4.7)

4 2 N+M

Substituindo a magnetizagao extensiva pela magnetizagao intensiva, M = Nm, em (4.7),

N 1 —m? N 1-—
InW = NIHN_EIII[]W( m)}—i— mln( m>:

4 2 I+m
N N 1—m? N 1—
= NInN—-—InN?*—-"—"In m + " m
2 2 4 2 1+m
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Pela equagao (4.2), a densidade de energia é dada por

E Jm?
A 4.9
e=~ 5 (4.9)
o . ) _ Sn(E) .
Substituindo (4.9) em (4.8), a entropia por particula s(e) = A ¢ expressa como

si(e):%[\/ﬁm(l_ﬂ)—ln(lﬂeﬂ, (4.10)

14+ vVF2e 4
onde é fixado |J| = 1 por praticidade, s;(e) e s_(e) sdo as entropias para o caso ferro-
magnético (J = +1) e antiferromagnético (J = —1), respectivamente.

Como o modelo de Curie-Weiss é discreto, para obter a entropia numericamente, deve
ser utilizado o método de Wang-Landau original (que é aplicado em sistemas discretos).
Como apresentado no Capitulo 3, a proposta de F. Wang e D. P. Landau é diminuir o fator
de modificagao, f, sempre que o histograma de energia for "plano", [25]. Enquanto que a
proposta de Shell et al., [22], é de que o fator de modificagao seja alterado sempre que a
energia menos visitada tenha sido visitada um nimero minimo de vezes. Entretanto, dife-
rente do método de Ray, onde o tempo de execucao do programa é definido manualmente
através do ntumero de passos, o método de Wang-Landau possui critérios de parada que
podem ser satisfeitos rapidamente ou apenas em tempos muito longos, fazendo com que
mesmas condicoes iniciais tenham tempos de execucao muito distintos. Como o objetivo
é comparar o método de Wang-Landau com o de Ray, ambos devem ter um critério de pa-
rada manual. A proposta deste trabalho é que o fator de modificagao seja alterado sempre
que um nimero pré-determinado de passos seja cumprido. E recomendado um niimero de
passos grande o suficiente para que todas as energias sejam visitadas para valores grande
de f. Com esse critério, o tempo de execugao de um programa é praticamente o mesmo
para as mesmas condigoes iniciais. A figura 4.1 mostra as entropias teoéricas do modelo
de Curie-Weiss, (4.10), junto das entropias obtidas numericamente, para 10® particulas,
utilizando diferentes critérios para alterar o fator de modificacao. Na figura 4.2 estao os

erros relativos das entropias 6.5, dados pela féormula

s(e) — s(¢)
s(e) ’

onde s(e) é a entropia tedrica e z indica o critério utilizado no calculo numérico, podendo

5S, = (4.11)

ser plano (para o critério original de F. Wang e D. P. Landau), minimo (para o critério

proposto por Shell et al.) e passos (para o critério proposto neste trabalho).
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Figura 4.1: (a) Entropia vs. Energia (ferromagnético). (b) Entropia vs. Energia (antifer-
romagnético) para o modelo de Curie-Weiss.
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Figura 4.2: (a) Erro da entropia vs. Energia (ferromagnético). (b) Erro da entropia vs.
Energia (antiferromagnético) para o modelo de Curie-Weiss.
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Nota-se que todos os critérios de modificacao apresentam resultados com erros relati-
vos da ordem de 107!, Sendo o critério do ntimero de passos com erros maiores, em média.
Contudo, o valor absoluto da entropia nao ¢ importante no contexto da termodinamica,
uma vez que toda a informacao do sistema é obtida através de suas derivadas. A figura
4.3 mostra as temperaturas obtidas a partir da derivacao das entropias numéricas, junto
da temperatura teédrica. Os erros relativos de cada temperatura 67,, estao na figura 4.4

e sao obtidos pela formula

T(e) = Tu(e)

T | (4.12)

m:‘

onde T'(e) ¢é a entropia tedrica e x indica o critério utilizado no calculo numérico, podendo
ser plano, minimo e passos. Os erros para a temperatura ficam em torno de 10~!. Neste
caso, o critério do niimero de passos apresenta os menores erros, em média. A diferenca de
precisao entre os critérios de modificagao é muito pequena, porém o tempo de execugao do
programa varia bastante. A tabela 4.1 mostra os valores médios dos tempos de execugao

de cada um dos critérios utilizados mantendo a precisao entre eles.

Nimero de Passos Minimo Plano
Particulas Namero Visitacao %
Tempo (s) de Passos Tempo (s) Minima Tempo () Minima
10 0.21 10° ~0.001 100 ~0.001 20%
100 4.53 108 0.17 100 0.35 20%
1000 282.29 107 219.22 100 270.71 20%

Tabela 4.1: Tempos médios de execucao para diferentes critérios de modificagao do método
de Wang-Landau aplicado ao modelo de Curie-Weiss.

Na figura 4.5 estao os valores da tabela 4.1. Apesar dos critérios plano e minimo serem
mais rapidos do que o critério passos, pelo comportamento do tempo de execugao em
funcao no nimero de particulas, é de se esperar que para um namero grande de particulas
o critério de modificacao passos seja vantajoso. O critério de modificacao baseado no

numero de passos sera o critério utilizado daqui para frente neste trabalho.
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Figura 4.3: (a) Temperatura vs. Energia (ferromagnético). (b) Temperatura vs. Energia
(antiferromagnético) para o modelo de Curie-Weiss.
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Figura 4.5: Comparacao de tempos de execucao para diferentes critérios do método de
Wang-Landau.

4.2 HMF 1D

O modelo HMF-1D é apresentado na se¢ao 2.4 como particulas movendo-se em um
circulo unitario interagindo por um potencial de alcance infinito. A hamiltoniana do

modelo é dada por

N 2 | X
Hy = =+ 4 — [1— — 0.
N ; 5 +2N”:1 cos ( )]
N 9
b; N 2
= C A 4.13
;2+2 —m’], (4.13)

com N sendo o niimero de particulas e m = |/m2 + m?, a magnetizagao intensiva, onde

1 & 1 &
= — Zcos 0, e my=— Zsin@i. (4.14)
N N

Como trata-se de um sistema continuo, devemos obter a funcao de particao microcanonica,
(1.51). Sejam K e U as energias cinética e potencial, respectivamente, de um sistema com

energia total E. O numero de microestados desse sistema ¢ dado por, [6],
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Wn(E) = /5(E—HN)1N_[dpid9i —
= /ﬁdpidei/dm (K—i%) S(E— K - U({6:})) =

7j=1

S

=1

- /dK/ﬁdm(K i%)/HdME K -U({6:}))

~~ v

Wein(K) conf(E K)

_ / KW i (K )W (E — K). (4.15)

Utilizando uma transformada de Laplace para resolver W,;,(K), temos

Zan(B) = / W (KA —

e o0 N N pg
/0 /_oo [Ldwe 25 )
=1 j=1
oo N N pg
— _ Fi)
= /_OoHdp,eXp( ,622>
=1 j=1
o N N 2
— ) Rt _
= /OOHdeHeXp( ﬂg)
i=1 j=1
oo p2 oo p2 [e's) 2

Usando ffooo e dy = \/f em (4.16), temos que
«

Zn) = (%) (4.17)

vz

r 1
Aplicando a transformada inversa de Laplace £} {%
Sn

} = t"O(t), em (4.17), ob-

temos
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Won(K) = E‘l{ZCm(K)}zﬁ‘l{ 2”)2}:

B
_ (27)% 1 F(%) . (277)% N
Lt { 5 } Tyt o
como K >0,
_ (QW)% Yo
S In W (K) = ganﬂ' + (g — 1) InK —InT (g), (4.18)

usando a expressao assintotica da fungao I', InT'(NV) ~ (N — %) InN - N + %ln 27, em

(4.18),

In Wep (K) >~ g {ln27r+ (1 - %) In K — (1 - %) lng +1-— %111271’} . (4.19)

Desprezando os termos que vao a zero no limite em que N — o0, a equacao (4.19) se

torna

In Wi (K) ~ g [1 +Indnr +1n %}
N K
. Wen(K) ~exp |— [ 1+ Indr+1In— | |. (4.20)
2 N
Substituindo (4.20) em (4.15)
N K
Wy (E) = /dKeXp {3 (1 +Indr +1In N)] Weonf(E — K). (4.21)

Definindo a densidade de energia total, cinética e potencial como e = %, k= % eu= %,
respectivamente, e definindo também a entropia configuracional como S.pf(e — k) =
+ In Wepns(E — K), onde € — k = u. A funcdo de parti¢ao microcanonica (4.21) pode ser

reescrita como
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1 1 1
Wx(Ne) = N/dk: exp [N (5 + 5 Indm + 5 Ink + scons(e — k))] : (4.22)

A expressao (4.22) nos da o nimero de microestados do sistema com uma energia total
E = Ne. Podemos ver a integracao em k£ como a soma de todos os microestados com

uma energia total &/ = Ne e energia cinética K = Nk, ou seja,

Wy(Ne) = / d(Nk)Wy(Ne, Nk). (4.23)

Comparando (4.23) com (4.22), temos que

1 1 1
Wy (Ne, Nk) = exp {N <§ + 3 Indm + 3 Ink + Seonf(e — /{:))] . (4.24)

Substituindo £ = e — u, em (4.24), temos o numero de microestados do sistema com

energia total £ = Ne e energia potencial U = Nu,

1 1 1
Wy (Ne, Nu) = exp [N (5 +3 In4rm + 5 In (e —u)+ sconf(u)>] . (4.25)

Com isso, a entropia por particula, em funcao de e e u, é obtida aplicando o limite

termodindmico

1 1 1 1
s(e,u) = lim ¥ InWy(Ne, Nu) = 515 In4rm + 3 In (e — u) + Scons(u). (4.26)

N—oo

Uma forma de se obter s(e), ¢ maximizando a expressao (4.26) em relagdo a u, para isso
¢ necessario ter uma expressao explicita da entropia configuracional s..,f(u), ou seja, é
preciso calcular We,, ¢ (U).

No caso do HMF-1D, da equagao (4.13), U e |m| possuem uma correspondéncia um

para um, ou seja, definindo

W(m) = /Hd@ié (Z cos 0; — Nm> ) (Z sin9i> : (4.27)

temos que W (m) é proporcional a We,,s(U) (a constante de proporcionalidade desaparece
no limite termodinamico), [6]. Existe uma degenerescéncia continua da fase do sistema,

portanto, nao ha perda de generalidade em definir a magnetizagao na dire¢ao do eixo =,
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como foi feito na expressao (4.27). Usando a representacdo de Fourier da fungdo § em

(4.27), temos

W(m) = (%)2/0;@2 /(:dqlfndé’iexp [iql (Zcos@i—Nm>] X
X exp [iql (Z sin@i)] —

1\? [ 00 ,
= (2—> / dq2 / dql / H d@ieleth exp (iql Z COoSs 91 + igs Z sin 91> =
T oo . ; i i
1\? [ o0 ,
= (2—> / dgs / dq / H d9i6—2q1Nm exp [Z (1qy cos 6; + igy sin QZ)] =
a e e i

7

2 poo 00
— (%) / d(]g/ dqle—iqle / Hd‘gz [eiql cos 01+iq2 sin@l} . [eiql cos O +iq2 siné'N}
—00 —00 i

N

1 2 poo ' e 2m ) )
— <%> / dqlequNm/ dq2 |:/ deez(ql cos 0+q2 sm@)} ) (428)
—00 —00 0

Usando acosz+bsinz = Rcos (z — a), onde R = Va2 + 0% e a = tan™! (2), ficamos com

1 2 S o0 ) 1
W(m)=(§> / dg, / e (7 + ). (4.20)

onde Jy(z) é a funcdo de Bessel de ordem zero,

2w
Jo(z):/ dfe’ st (4.30)
0

Com isso, podemos escrever (4.29) como

1 2 poo 0o
W(m):<§)/ / dqidgoe™NT(aa2) (4.31)

1
com f(q1,q2) = —igym—+1In Jy ((qf - q§)2>. Podemos aproximar a integral em (4.31) pelo
valor méximo do integrando, devido ao comportamento da funcao exponencial. Usando
o fato de que a derivada de Jy é —J; (funcdo de Bessel de ordem um), para achar ¢} e ¢,

que maximizam f(q, ¢2), temos que resolver o seguinte sistema:

1
S ((Qi‘2 + QS2)2> a

1 * *
Jo (((ﬁz + qij2)2) Vit + e

—0, (4.32)

m +
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=

Jl <q*2+q*2) "
(6 +a)) g — 0. (4.33)

Jo (a2 +a2)?) Vai© + 63

Da equagao (4.33), temos que g3 = 0, com isso a equagao (4.32) fica

J *
! (q}k) = —im. (4.34)
Jo (a7)
Definindo ¢ = —i7y e usando a propriedade das funcoes de Bessel I,,(z) = i~"J,(iz), onde

I,,(z) é a fungao modificada de Bessel de ordem n, obtemos

=m, (4.35)

Denotando por B;,, a funcao inversa de %, temos que ¢ = —iB;,,(m). Com isso,

1 2
W(m) ~ (%) eN[_mBin/u (m)-Hn IO(Binv (m))} ’ (436)

Sconf(m) = lim %ln W(m) = —mBjn,(m) + In Iy (Bipe(m)). (4.37)

N—o0

Substituindo (4.37) em (4.26) e usando u = 3 — $m?, temos que a entropia por particula

1
2

em funcao de e e m é dada por

s(e,m) = ~ (14 ndr) + ~In (e Ly lmQ) By (m) + In Iy (Baw(m)).  (4.38)

2 2 2

N | —

De (4.38), temos

Os(e, m) m
= — B, 4.
om 2¢ — 1+ m? in (M), (4.39)
Js(e, m) 1
= . 4.4
Oe 2e —1+m? (4.40)

A entropia por particula como funcao apenas da densidade de energia do sistema
s(e), é obtida através da maximizagdo de (4.38) em relagdo a m, obtendo-se assim uma
magnetizac¢ao de equilibrio m(e). A magnetizagao espontanea m(e) é obtida igualando a

equacgao (4.39) a zero, ou seja, ela deve satisfazer
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m(e)
2e — 1+ m?(e)

— Biny(m(e)) = 0. (4.41)

Uma vez obtida a entropia s(e), a temperatura do sistema é dada por (utilizando as

equagoes (4.39), (4.40) e (4.41))

ds(e) 1 [0s(e,m) N ds(e,m) Om
de T(e) Oe om  0e |, o

_ [0s(e,m) m om B
B de N (26 —1+m?2 Bmv(m)) e :|m=m(e) -

~ [0s(e,m)
B e | (e

. T(e) = 2e — 1 +m?(e). (4.42)

A solugao da equagao (4.41) é obtida graficamente e estéa ilustrada na figura 4.6, para
O<e< % a magnetizagao m(e) decresce de 1 até 0, enquanto para e > % a unica solugao

é m = 0. Na figura 4.6 também estd a magnetizacao de equilibrio encontrada com o

método de Ray e de Wang-Landau.

® Wang-Landau
X Ray

—— Tebrico

Magnetizagio
I

=
=
1

Energia

Figura 4.6: Magnetizagdo esponténea teorica (linha solida) e valores obtidos numerica-

mente, utilizando dos métodos de Ray (pontos azuis) e Wang-Landau (pontos vermelhos),
para o modelo HMF-1D.
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Os graficos da entropia s(e) e da temperatura T'(e) teoricos estdo na figura 4.7 junto
dos resultados numéricos utilizando os métodos de Ray e de Wang-Landau, ambos calcula-

dos com 10 particulas. E possivel notar, da figura 4.7(b), que existe uma descontinuidade

3

na derivada da temperatura em relagao a energia em e = 4

(ou uma descontinuidade na
segunda derivada da entropia em relagao a energia) o que caracteriza uma transi¢ao de
fase de segunda ordem. O sistema possui uma fase de equilibrio com magnetizagao nao
nula para 0 < e < %, e uma fase com magnetizagao nula para e > %.

Ambos os métodos apresentam bons resultados, em comparagao com o resultado
analitico. As figuras 4.6 e 4.7 mostram uma quantidade de pontos muito maior para o
método de Ray, em comparacao ao de Wang-Landau. A razao disso vem do fato de que,
diferente do método discreto, o método de Wang-Landau continuo nao calcula diretamente
a entropia do sistema s(e), o que ele obtem ¢é a entropia configuracional s(U) = In g(U),
onde U é a energia potencial e g(U) é a densidade de estados configuracional. Substituindo
s(U) na equagao (3.40), temos a entropia do sistema. Ou seja, apos o célculo da entropia
configuracional uma integragao ainda deve ser feita, para obtermos a entropia s(e). Na
figura 4.8 temos a entropia configuracional do modelo HMF-1D, para diversos nimeros
de particulas. Com s(U) obtido pelo método de Wang-Landau é possivel obter a entropia
do modelo HMF-1D em funcao da energia e da magnetizacao. Da equagao (4.13), temos
que

U(m) =

g (1—m?). (4.43)

Com isso, usando a equagao (3.40)

stem) = I { (B~ U(m))* " expls @(m))]}
1

ol o]l (G0} o

O grafico da entropia como funcao da energia e da magnetizacao esta na figura 4.9.
E possivel notar que para baixas energias, e < 0.75, os valores da magnetizacdo que
maximizam a entropia sao nao nulos, enquanto que para energias altas, e > 0.75, os
valores da magnetizacdo que maximizam a entropia sao todos zero. As comparagoes de

desempenho dos métodos é feita na segao 4.4.
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® Wang-Landau
X Ray
—— Teérico

T T T T T T T T T T T T T T T T T T T
02 04 06 08 10 o1z 14 16 18 20
Energia

(a) Entropia HMF-1D

® Wang-Landau
X Ray
—— Tedrico

Temperatura

-
0 03 1. 15 2
Energia

(b) Temperatura HMF-1D

Figura 4.7: (a) Entropia teorica (linha solida) e valores obtidos numericamente, utilizando
os métodos de Ray (pontos azuis) e Wang-Landau (pontos vermelhos), para o modelo
HMF-1D. (b) Temperatura tedrica (linha soélida) e valores obtidos numericamente, uti-
lizando os métodos de Ray (pontos azuis) e Wang-Landau (pontos vermelhos), para o
modelo HMF-1D.



Capitulo 4. Resultados

0 50 100 150 200 250 300
800_ I 1 1 1 | 1 1 1 1 | 1 1 | 1 1 1 1 | 1 1 1 I | I 1 1 1 _800
700 ) 700
] 500 Particulas E
— 6004 - 600
o . r
c ] r
8 500_: 400 Particulas :_500
o ] C
3 ] L
2 400 F 400
= . 300 Particulas -
S 300- £ 300
m - L
=y . 200 Particulas r
o 200 F 200
. B L
h, ] r
100 100 Particulas —100
0 -0
-100 F————1—+———+1— — 11— -100
0 50 100 150 200 250 300

Energia Potencial

Figura 4.8: Entropia configuracional do modelo HMF-1D.

0.4

Magnetizagdo 04 s 08 [Energia

Figura 4.9: Entropia do modelo HMF-1D em funcao da energia e magnetizagao.
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4.3 HMF 2D

O modelo HMF-2D é apresentado na secao 2.4, com a hamiltoniana dada por

N

K + 7 1
Hy = Zp Pio "oy B eon =6
— cos (qb qb]) — cos (0; — 6;) cos (gbi — ;)] =

=1

onde, para cada particula ¢, p;s € o momento conjugado a 0;, p;s ¢ 0 momento conjugado

a ¢;. As magnetizagoes my e my e as polarizagoes P, e P_ sao dados por

+ (Z Siife") , (4.46)

i=1

mg, = (Z Cojs\fﬁsi) + (Z Si?v¢i> , (4.47)
p? = (Z COS(QT“Z’) (Z sin (6 +¢’Z ) , (4.48)

P2 = (Z cos ) (Z sin ( )2, (4.49)

Neste trabalho nao é apresentada uma solugao analitica de equilibrio para o HMF-2D,
mas existe uma estimativa analitica da curva calorica feita por M. Antoni e A. Torcini,
[3], que indica uma transi¢ao de fase de segunda ordem com calor especifico negativo
eme~ 2eT ~ 0.5. Os graficos da entropia e da temperatura do modelo HMF-2D,
obtidos pelo método de Ray e de Wang-Landau, estao na figura 4.10 e estao de acordo
com resultados numéricos prévios, [2, 14, 19, 24]. Assim como no caso do HMF-1D, uma
integragao deve ser feita depois que a entropia configuracional s(U) é obtida, pelo método
de Wang-Landau. Na figura 4.11 esta a entropia configuracional do modelo HMF-2D,
para diversos niumeros de particulas. As magnetizagoes e polarizagoes, calculadas pelo
método de Ray usando as equagoes (4.46)-(4.49), estdo na figura 4.12. As comparagoes

de desempenho dos métodos é feita na segao 4.4.
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X Ray
® ‘Wang-landau

T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T
05 1 15 2 25

Energia

(a) Entropia HMF-2D

X Ray

7 ® Wang-Landau

08+

074

=
=%
|

Temperatura
|

=
=
|

03+

02+

01+

Energia

(b) Temperatura HMF-2D

Figura 4.10: (a) Entropia obtida numericamente, utilizando os métodos de Ray (pontos
azuis) e Wang-Landau (pontos vermelhos), para o modelo HMF-2D. (b) Temperatura ob-
tida numericamente, utilizando os métodos de Ray (pontos azuis) e Wang-Landau (pontos
vermelhos), para o modelo HMF-2D.
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Figura 4.11: Entropia configuracional do modelo HMF-2D.
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Figura 4.12: Magnetizagoes e polarizacoes do modelo HMF-2D.
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4.4 Discussoes

Existem diferengas notéveis entre os métodos de Ray e Wang-Landau. A primeira
delas sendo o fato de que o método de Wang-Landau pode ser aplicado em sistemas dis-
cretos, o que nao é possivel com o método de Ray. Isso vem do fato de que a probabilidade
de aceitacao do método de Wang-Landau, assim como no método de Metropolis, depende
apenas da energia potencial U, que pode ser substituida pela energia total E para sistemas
discretos. Para o método de Ray, a probabilidade de aceitacao depende da energia total e
da energia potencial, tornando a simples substitui¢ao de U por E inapropriada. No caso
de sistemas continuos, os dois métodos possuem diferencas a respeito da aplicabilidade.

No calculo numérico do HMF-1D, ambos os métodos mostram boa concordancia com
os resultados tedricos para entropia, temperatura e magnetizacao (Figuras 4.6 e 4.7). Com
o método de Ray obtemos a distribuigao de posigoes {f;} e com isso é possivel calcular
a magnetizagao, pela equagao (4.14), e a temperatura, pela equagao (3.24). A entropia é

obtida através da temperatura por:

s(e) = /TLde. (4.50)

Através do método de Wang-Landau obtemos a densidade de estados configuracional g(U)
e usando a equagao (3.40) obtemos a entropia do sistema. Uma vez obtida a entropia s(e),

tem-se a temperatura através de

T(e) = (diiie))_l . (4.51)

A magnetizagdo é obtida da equagao (4.42) utilizando T'(e). Pelo método de Wang-
Landau, ainda é possivel obter a entropia como fungao da energia e magnetizacao pela
equagao (3.40), uma vez que a energia potencial possui uma relagdo de um para um com
o modulo da magnetizagao, equagao (4.43). Resumindo, todas as informagoes que podem
ser extraidas do método de Ray sao derivadas da distribuigao de posi¢oes, enquanto que
as informacoes extraidas do método de Wang-Landau vem da densidade de estados.

O tempo de execugao de cada programa depende de diversos fatores como niamero de
particulas, nimero de passos e nimero de pontos calculados. Fixando os mesmos ntimeros
de pontos calculados e nimeros de passos para ambos os métodos, o tempo de execugao
dos programas para cada algoritmo, no modelo HMF-1D, encontram-se na tabela 4.2.

O tempo de execucao em fungao do numero de particulas, para nimero de passos e pontos
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Ntimero de Ray Wang-Landau
Particulas Tempo () Numero Ntumero Tempo () Numero Numero
de Passos | de Pontos de Passos | de Pontos

100 123.42 10° 10? 5.65 10° 10?
200 228.24 10° 10? 8.75 10° 10?
300 337.54 10° 10? 12.71 10° 102
400 477.86 10° 102 17.57 10° 102
500 624.31 10° 102 22.22 10° 102

Tabela 4.2: Tempos de execu¢ao com nimero de passos e pontos fixados para diferentes
numeros de particulas dos métodos de Ray e Wang-Landau aplicados ao modelo HMF-1D.

fixados, da tabela 4.2 estao na figura 4.13.
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Figura 4.13: Tempos de execucao dos métodos de Ray e Wang-Landau para diferentes
nimeros de particulas aplicado ao HMF-1D.

A figura 4.13 mostra que o método de Ray é mais sensivel a mudangas no niimero

de particulas do que o método de Wang-Landau. Fixando o mesmo ntmero de pontos

para ambos os métodos, temos os tempos de execugao e o nimero de passos necessarios

para que os métodos convirjam aos valores reais. Na tabela 4.3 encontram-se os tempos

de execugao e numero de passos para convergéncia dos programas, com mesmo niumero

de pontos, para o modelo HMF-1D.
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Ntimero de Ray Wang-Landau
Particulas Tempo () Numero Ntumero Tempo () Numero Numero
de Passos | de Pontos de Passos | de Pontos
100 57.53 10? 500 96.21 10° 500
200 449.41 2 x 10% 1000 248.58 2 x 10° 1000
300 1518.13 3 x 10% 1500 550.87 3 x 10° 1500
400 3917.54 4 x 10% 2000 914.17 4 x 108 2000
500 8224.55 5 x 10% 2500 1374.03 5 x 100 2500

Tabela 4.3: Tempos de execucgao para diferentes niimeros de particulas dos métodos de
Ray e Wang-Landau aplicados ao modelo HMF-1D.

O numero de passos necesséarios em func¢ao do niimero de particulas, com o mesmo niimero

de pontos para ambos os métodos, da tabela 4.3 estao na figura 4.14.
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Figura 4.14: Numero de passos necessarios nos métodos de Ray e Wang-Landau para
diferentes nameros de particulas aplicado ao HMF-1D.

Pela figura 4.14 é possivel notar que o método de Wang-Landau necessita de mais
passos para convergir quando o nimero de particulas aumenta. Porém, os ntimeros de
passos citados aqui sao diferentes para cada método. No caso de Ray, o nimero de
passos representa a quantidade de passos que o programa executa para convergir um
ponto, enquanto no caso de Wang-Landau, o niimero de passos representa a quantidade

de passos que o programa executa para alterar o fator de modificacao f. Como o método

de Wang-Landau converge todos os pontos de uma vez (ao contrario do método de Ray que
Npas X Nmod
)

Npon
onde Np,s ¢ o nimero de passos para alterar o fator de modificagao, N,,,q ¢ 0 nimero de

converge ponto a ponto), o niumero de passos para convergir um ponto seria

vezes que o fator de modificagao é alterado (9 vezes, para o método usado neste trabalho)

e Npon € 0 ntimero de pontos. Com isso, o nimero de passos para convergir um ponto
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com o método de Wang-Landau no modelo HMF-1D ¢ 1.8 x 10%, para qualquer ntiimero
de particulas da tabela 4.3. Ou seja, o nimero de passos para convergir um ponto é
independente do niimero de particulas para o método de Wang-Landau, mas cresce com
o ntimero de particulas para o método de Ray.

Analisando o tempo de execucao de cada programa, levando em conta o niimero de
passos necessarios para a convergéncia e o mesmo numero de pontos para ambos os mé-
todos, temos a figura 4.15, usando os dados da tabela 4.3. E possivel notar que o método
de Wang-Landau apresenta um desempenho melhor do que o método de Ray. Entretanto,
o tempo de execugao para o método de Ray pode ser diminuido reduzindo o ntimero de
pontos calculados. Isso nao pode ser feito com o método de Wang-Landau, pois o niimero
de pontos calculados é inversamente proporcional ao tamanho de cada intervalo de energia
do histograma. Caso os tamanhos dos intervalos de energia sejam muito grandes, o que
corresponde a diminuir o nimero de pontos calculados, o sistema corre o risco de ficar
preso dentro de um desses intervalos de energia e nao visitar todas as energias possiveis.
Porém, uma forma de reduzir o tempo de execucao do método de Wang-Landau, é aplicar
o método para varios intervalos de energia separadamente, reduzindo o ntimero de passos
necessarios para que o sistema visite esses pequenos intervalos, e unir as densidades de
estados obtidas em cada intervalo para obter a densidade de estados em todo o intervalo

de energia desejado, [25].
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Figura 4.15: Tempos de execugao dos métodos de Ray e Wang-Landau aplicado ao HMF-
1D.
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Para o calculo numérico do HMF-2D, ambos os métodos apresentam resultados que
estao de acordo com resultados numéricos anteriores, |2, 14, 19, 24], (Figuras 4.10 e 4.12).
Assim como no caso do HMF-1D, todas as informagoes obtidas pelo método de Ray sao
médias usando a distribuigao de posigoes {0;, ¢;}. A temperatura é obtida pela equagao
(3.24), as magnetizagoes e polarizagoes pelas equagoes (4.46)-(4.49) e a entropia, uma vez
obtido T'(e), pela equagao (4.50). Da mesma forma como no HMF-1D, as informagoes
obtidas com o método de Wang-Landau sao derivadas da densidade de estados. E impor-
tante notar que, pelo método de Wang-Landau, nao é possivel calcular as magnetizagoes
e polarizagoes, pois ndo ha uma expressao como (4.42) para elas. Para encontrar expres-
soes deste tipo, seria necessario resolver o modelo HMF-2D analiticamente, assim como
foi feito no HMF-1D. Uma forma de encontrar os parametros de ordem numericamente
pelo método de Wang-Landau, seria encontrar uma entropia que dependa dos parametros
de ordem e maximizar em relacao a eles. Exemplos de como encontrar a entropia como
fun¢ao de mais variaveis sao encontrados no trabalho de Shell et al., [22].

Fixando os mesmos niimeros de pontos calculados e niimeros de passos para ambos os
métodos, o tempo de execugao dos programas para cada algoritmo, no modelo HMF-2D,

encontram-se na tabela 4.4.

Ntimero de Ray Wang-Landau
Particulas Tempo () Numero Ntumero Tempo () Numero Ntumero
de Passos | de Pontos de Passos | de Pontos
100 47.34 10* 10? 1.88 10* 10?
200 107.33 10* 102 3.82 10* 102
300 179.38 10* 102 6.40 10* 102
400 247.83 10* 10° 9.33 10* 10°
500 316.55 10* 10° 12.05 10* 10°

Tabela 4.4: Tempos de execucao com nimero de passos e pontos fixados para diferentes
ntmeros de particulas dos métodos de Ray e Wang-Landau aplicados ao modelo HMF-2D.

O tempo de execuc¢ao em fungao do nimero de particulas, para nimero de passos e pontos
fixados, da tabela 4.4 estao na figura 4.16. A figura 4.16 mostra que o método de Ray é
mais sensivel a mudancas no nimero de particulas, assim como é observado no HMF-1D

(Figura 4.13).



Capitulo 4. Resultados 72
0 100 200 300 400 500 600
3/Of—— b e o 350
1 O Wang-Landau O [
3004 | O Ray £300
250 ] o [ 250
200 200

= ] O [
%150—; 150
g B
100 ] o 100
50 L 50
0] o} o ° © Lo
S0+ —r——————-50
0 100 200 300 400 500 600

Numero de Particulas

Figura 4.16: Tempos de execugao entre dos métodos de Ray e Wang-Landau para dife-
rentes nimeros de particulas aplicado ao HMF-2D.

Escolhendo o mesmo ntimero de pontos calculados em ambos os métodos, temos os
tempos de execugao e o niimero de passos necessarios para que os métodos convirjam aos
valores reais. A tabela 4.5 mostra os tempos de execucao e niimero de passos para conver-

géncia dos programas, com mesmo numero de pontos calculados, para o modelo HMF-2D.

Nimero de Ray Wang-Landau
Particulas Tempo () Numero Ntumero Tempo () Numero Numero
de Passos | de Pontos de Passos | de Pontos
20 86.58 2 x 104 300 155.78 2 x 10° 300
40 479.20 4 x 10% 600 468.49 4 x 10° 600
60 1479.52 6 x 10? 900 938.18 6 x 10° 900
80 3395.63 8 x 10% 1200 1598.79 8 x 10° 1200
100 6628.30 10° 1500 2521.32 107 1500

Tabela 4.5: Tempos de execucgao para diferentes niimeros de particulas dos métodos de
Ray e Wang-Landau aplicados ao modelo HMF-2D.

Os valores dos nimeros de passos necessarios em funcao do nimero de particulas, com
o mesmo nimero de pontos para ambos os métodos, da tabela 4.5 estao na figura 4.17.
Aparentemente o método de Wang-Landau necessita de mais passos quando o nimero de
particulas aumenta (Figura 4.17), mas o mesmo argumento usado no HMF-1D é aplicado
aqui, de tal forma que o numero de passos para convergir um ponto com o método de
Wang-Landau, para o HMF-2D, ¢ 6 x 10%, para qualquer ntimero de particulas da tabela
4.5. Assim como no HMF-1D, o ntimero de passos para convergir um ponto no método
de Wang-Landau ¢ independente do ntimero de particulas, mas aumenta com o nimero

de particulas no método de Ray.
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Figura 4.17: Numero de passos necessarios nos métodos de Ray e Wang-Landau para
diferentes nimeros de particulas aplicado ao HMF-2D.

Olhando para o tempo de execucao de cada programa, levando em consideracao o
numero de passos necessarios para a convergéncia e o mesmo nimero de pontos para
ambos os métodos, temos a figura 4.18, usando os dados da tabela 4.5. Assim como no
modelo HMF-1D, o método de Wang-Landau apresenta um desempenho superior ao mé-
todo de Ray. Mas, deve-se levar em consideracao que ambos os métodos possuem formas
de terem seus tempos de execucao reduzidos. Sendo elas: a redugao no niimero de pontos
calculados, para o método de Ray, e o calculo em diferentes intervalos de energia, para o

método de Wang-Landau.
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Figura 4.18: Tempos de execugao dos métodos de Ray e Wang-Landau aplicado ao HMF-
2D.



Conclusao

Como foi mostrado no Capitulo 2, sistemas com interagoes de longo alcance possuem
energia nao-aditiva e podem apresentar inequivaléncia entre os ensembles. Como visto
no Capitulo 1, a construgao do ensemble canoénico supoe a aditividade da energia, ou
seja, para estudar sistemas com interagoes de longo alcance é recomendado o ensemble
microcandnico. Neste trabalho foi apresentada uma analise de dois métodos de Monte
Carlo microcanonico, para estudar a termodindmica de sistemas com intera¢oes de longo
alcance.

A proposta apresentada nesse trabalho de um novo critério para alterar o fator de
modificacao f, no método de Wang-Landau, mostrou-se tao eficiente quanto as propostas
anteriores, [22, 25|, com a vantagem de reduzir a variagdo do tempo de célculo computa-
cional do método. No que diz respeito a aplicabilidade dos métodos, o de Wang-Landau
pode ser aplicado a sistemas discretos, o que nao é possivel com o método de Ray. O
método de Wang-Landau é recomendado quando buscamos informacoes do sistema que
sao derivadas de um potencial termodinamico, como a entropia. Enquanto que o de Ray
¢ recomendado quando as grandezas a serem calculadas sao obtidas através de médias
usando a distribuicao de posigoes do sistema. Considerando o desempenho dos métodos,
o de Wang-Landau apresenta melhores resultados, quando a quantidade de informagao e

precisao exigida ¢ a mesma para os dois.



Apéndice A

Codigos Fonte

e Método Ray

#include <stdio.h>

#include <stdlib.h>
#include <math.h>

#include <time.h>

#include "energy.c"

#include "entropy-Ray.c"
#include "temperature-Ray.c"
#include '"new-state-c.c"

int main()
{
int N, L, K, M, Q, I, J, Z, P;
float UO, U, dU, Vol, Volin, EC, EC2, EP, EP2, T, Tsoma, ALPHA, PA,
V, R, S, Ssoma;
FILE *initl, *entr, *temp;

//LEITURA DE PARAMETROS

initl = fopen("initl.txt", "rt");

entr = fopen("entr.txt", "wt");
temp = fopen("temp.txt", "wt");
srand (time (NULL)) ;

fscanf (initl, "%d\n", &N);
fscanf (init1l, "%f\n", &Vol);
fscanf (initl, "%f\n", &Volin);
fscanf (initl, "%f\n", &UO);
fscanf (initl, "%f\n", &dU);
fscanf (init1, "%d\n", &Q);
fscanf (initl, "%d\n", &K);
fscanf (initl, "%d\n", &M);
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float *X = (float*)malloc(N*sizeof (float));
float *X2 = (float*)malloc(N*sizeof (float));

//INICIA A PRIMEIRA SEQUENCIA

Z = 0;

U = U0 + ZxdU;

for(J=0;J<N; J++)

{
R = (float)rand()/RAND_MAX;
V = (float)Volin*R;
X[J] = v,
}
EP = energy (*VARIAVEISx*);
EC = U - EP;
if (EC < 0)
{
printf ("\nENERGIA CINETICA INICIAL NEGATIVA
}
if (EC >= 0)
{

//COMEGA O LOOP

I =0;
Ssoma =

//PROPOE UM NOVO ESTADO

do

{
new_state_c (*VARIAVEIS*) ;
EP2 = energy(*xVARIAVEIS*);
EC2 = U - EP2;

}

while(EC2 < 0);

PA = EC2/EC;

PA = (0.5%((float)N)-1)*log(PA);

: %f\n\n", EC);
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PA = exp(PA);
ALPHA = (float)rand()/RAND_MAX;

if (ALPHA < PA)

{
AT = PR; /*SISTEMA E ATUALIZADO PARA O NOVO ESTADO*/

//COMPUTA A ENTROPIA E TEMPERATURA

S
T

entropy (*VARIAVEIS*) ;
temperature (*VARTAVEIS*) ;

//REALIZA A MEDIA DOS VALORES

if (I >= K)

{
Ssoma = Ssoma + S;
Tsoma Tsoma + T;

//INCREMENTA O CONTATOR DE PASSOS

I = I+1;

//TESTE PARA FINALIZACAO

+

while(I < K+M);
S = Ssoma/M;

T = Tsoma/M;

printf ("AE\t%E\thE\t%d/%d\n", U/N, S/N, T, Z, Q);
fprintf (entr, "%f\t%f\n", U/N, S/N);
fprintf (temp, "%f\t%f\n", U/N, T);

Z = 7+1;
}
while(Z <= Q);

fclose(initl);
fclose(entr);
fclose(temp);
free(X);
free(X2);

return(0) ;
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e Método Wang-Landau Discreto

#include <stdio.h>
#include <stdlib.h>
#include <math.h>
#include <time.h>
#include "energy.c"
#include "check-energy.c"
#include "shuffle.c"
#include "new-state-d.c"
#include "check-flat.c"
#include "check-minimum.c"
#include "check-step.c"
#include "rescale.c"
int main()
{

int N, L, M, I, J, P, V, NN, WO, AT, PR, t=1;

float U, U2, ALPHA, PA, epsilon, Emin, Emax, dE, flat, minimo, f;

FILE *initl, *init2, *entr;
//LEITURA DE PARAMETROS
initl = fopen("initl.txt", "rt");
init2 = fopen("init2.txt", "rt");
entr = fopen("entr.txt", "wt");
srand (time (NULL)) ;
fscanf (initl, "%d\n", &L);
fscanf (initl, "%f\n", &epsilon);
fscanf (initl, "%f\n", &Emin);
fscanf (initl, "%f\n", &Emax);
fscanf (init1l, "%f\n", &dE);
fscanf (initl, "%d\n", &WO);
fscanf (initl, "%f\n", &flat);
fscanf (init1l, "%f\n", &minimo);
fscanf (initl, "%f\n", &f);

M= (

int) ((Emax - Emin)/dE);

int *A = (int*)malloc(L*sizeof(int));
int *A2 = (int*)malloc(L*sizeof(int));

float *S = (float*)malloc(M*sizeof(float));
float *H = (float*)malloc(M*sizeof (float));
float *E = (float*)malloc(M*sizeof (float));

for(I=0;I<L;I++)
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{
fscanf (init2, "%d\n", &A[I]);
}
NN = 0;
for (I=0;I<L;I++)
{
NN = NN + A[I];
}
int *X = (int*)malloc(NN*sizeof (int));

//INICIA A PRIMEIRA SEQUENCIA

for (I=0;I<M;I++)

{

S[I] = 0.0;

H[I] = 0.0;

E[I] = Emin + I*dE;
}
N = 0;

for(I=0;I<L;I++)

{
for (J=N;J<N+A[I];J++)
{
X[J] = 1,
}
A2[1] = A[I];
N =N+ A[I];
}

U = energy (*VARIAVEIS*) ;

//TESTA SE A ENERGIA INICIAL ESTA NO INTERVALO DEFINIDO
check_energy(Emin, Emax, U, &f);

//EMBARALHA AS ENTRADAS DE X
shuffle(X, N);

do
{

//PROPOE UM NOVO ESTADO

do
{
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new_state_d (*VARIAVEIS*) ;

U2 = energy (*VARIAVEIS*);
AT = (int) ((U - Emin)/dE);
PR = (int) ((U2 - Emin)/dE);

}
while(AT > M || PR > M || U2 < Emin);

PA
PA

S[AT] - S[PR];
exp(PA);

ALPHA = (float)rand()/RAND_MAX;
if (ALPHA < PA)

{
AT = PR; /+SISTEMA E ATUALIZADO PARA O NOVO ESTADO*/
+
H[AT] = H[AT] + 1.0;
S[AT] = S[AT] + f;

//APLICA O CRITERIO PARA DIMINUIR O FATOR DE MODIFICAGAO

check_flat(M, &t, H, flat, &f);
check_minimum(M, &t, H, minimo, &f); /*ESCOLHER APENAS UMx*/
check_step(M, &t, H, minimo, &f);

//REESCALA A ENTROPIA

rescale(W0, M, S);
}
while(f > epsilon);

//COMPUTA A ENTROPIA

for (I=0;I<M;I++)
{
fprintf (entr, "%f\t%f\n", E[I]/N, S[I]/N);

fclose(initl);
fclose(init2);
fclose(entr);
free(A);
free(A2);
free(S);
free(H);
free(E);
free(X);

return(0) ;
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e Método Wang-Landau Continuo

#include <stdio.h>
#include <stdlib.h>
#include <math.h>
#include <time.h>
#include "energy.c"
#include "check-energy.c"
#include "new-state-c.c"
#include "check-flat.c"
#include "check-minimum.c"
#include '"check-step.c"
#include "rescale.c"

int main()

{

int N, M, P, I, WO, AT, PR, t=1;

float U, U2, Vol, Volin, ALPHA, PA, epsilon, V, R, Emin, Emax, dE,
flat, minimo, f;

FILE *initl, *entr;
//LEITURA DE PARAMETROS

initl = fopen("initl.txt", "rt");
entr = fopen("entr.txt", "wt");

srand (time (NULL)) ;

fscanf (initl, "%d\n", &N);
fscanf (initl, "%f\n", &Vol);
fscanf (initl, "%f\n", &Volin);
fscanf (initl, "%f\n", &epsilon);
fscanf (init1l, "%f\n", &Emin);
fscanf (init1, "%f\n", &Emax);
fscanf (initl, "%f\n", &dE);
fscanf (initl, "%d\n", &WO);
fscanf (initl, "%f\n", &flat);
fscanf (init1l, "%f\n", &minimo);
fscanf (initl, "%f\n", &f);

M = (int) ((Emax - Emin)/dE);

float *S = (float*)malloc(M*sizeof (float));
float *H = (float*)malloc(M*sizeof(float));
float *E = (float*)malloc(M*sizeof (float));
float *X = (float*)malloc(N*sizeof (float));

float *X2 = (float*)malloc(N*sizeof (float));
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//INICIA A PRIMEIRA SEQUENCIA

for(I=0;I<M;I++)

{

S[I] = 0.0;

H[I] = 0.0;

E[I] = Emin + I*dE;
}
U =20.0;

for(I=0;I<N;I++)

{
R = (float)rand()/RAND_MAX;
V = (float)Volin*R;
X[1] =V,

}

U = energy (*VARIAVEIS*) ;
//TESTA SE A ENERGIA ESTA NO INTERVALO DEFINIDO
check_energy(Emin, Emax, U, &f);

do
{

//PROPOE UM NOVO ESTADO

do

{
new_state_c (*VARIAVEIS*) ;
U2 = Energia(*VARIAVEIS*);
AT = (int) ((U - Emin)/dE);
PR = (int) ((U2 - Emin)/dE);

}
while(AT > M || PR > M || U2 < Emin);

PA
PA

S[AT] - S[PR];
exp(PA) ;

ALPHA = (float)rand()/RAND_MAX;
if (ALPHA < PA)

{
AT = PR; /*SISTEMA E ATUALIZADO PARA O NOVO ESTADO*/
}
H[AT] = H[AT] + 1.0;
S[AT] = S[AT] + f;



Apéndice A. Codigos Fonte

83

//APLICA 0 CRITERIO PARA DIMINUIR O FATOR DE MODIFICAGAO

check_flat(M, &t, H, flat, &f);
check_minimum(M, &t, H, minimo, &f); /*ESCOLHER APENAS UMx*/
check_step(M, &t, H, minimo, &f);

//REESCALA A ENTROPIA

rescale(WO, M, S);
}
while(f > epsilon);

//COMPUTA A ENTROPIA

for (I=0;I<M;I++)
{
fprintf (entr, "%f\t%f\n", E[I], S[I]);

fclose(initl);
fclose(entr);
free(S);
free(H);
free(E);
free(X);
free(X2);

return(0) ;
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e Modificador de Estados Discreto

#include <stdio.h>
#include <stdlib.h>
#include <math.h>
#include <time.h>

void new_state_d(int X[], int A[], int A2[], int N, int L, int *P,

int *V)
{
int I;
float R1, R2;
do
{
R1 = (float)rand()/RAND_MAX;
*P = (int)N*R1;
}
while (A2[X[*P]] <= 0 || *P >= N);
do
{
R2 = (float)rand()/RAND_MAX;
*V = (int)Lx*R2;
}

while(*V == X[*P] || *V >= L);

for (I=0;I<L;I++)
{
A2[1]

AlI];

A2[X[*P]] = A[X[*P]] - 1;
A2[*V] = A[*V] + 1;
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e Modificador de Estados Continuo

#include <stdio.h>
#include <stdlib.h>
#include <math.h>
#include <time.h>

void new_state_c(int N, int *P, float X[], float X2[], float Vol,
float *V)
{
int J;
float R1, R2;

for (J=0;J<N; J++)

{
X2[J] = X[JJ;

+

do

{
R1 = (float)rand()/RAND_MAX;
*V = (float)Vol*R1;
R2 = (float)rand()/RAND_MAX;
*P = (int)Nx*R2;

}

while(*P == N);

X2[*P] = *V;
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