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Resumo

Nesta tese estudamos o comportamento assintotico de somas parciais de varidveis aleatérias que
constituem uma cadeia de Markov X = {X, },>¢. Assim, provamos a convergéncia, em distincia
Mallows, de somas parciais associadas a cadeias de Markov com espaco de estados enumerdvel para
uma varidvel aleatéria a-estavel, com 1 < o < 2, abordando, separadamente, o caso Gaussiano e o
caso cauda-pesada. Como uma aplicagdo, demonstramos a convergéncia fraca de um tipo especial de
soma parcial, o processo empirico 3, (z) relativo a uma cadeia de Markov com espago de estados geral,
bem como do processo considerado o seu inverso, o processo quantil empirico ¢, (¢).

Palavras-chave: cadeias de Markov, distribuicdes estdveis, distancia Mallows, processos empiricos.
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Abstract

In this dissertation we prove the convergence in Mallows distance of partial sums of random vari-
ables associated with a Markov chain with countable state space to a «a-stable random variable, with
1 < a < 2, addressing separately the Gaussian case and the heavy-tailed case. As an application, we
prove the weak convergence of a special type of partial sum, the empirical process [3,,(x) on a Markov
chain with general state space, as well as its inverse process, the empirical quantile process ¢, (t).

Keywords: Markov chains, stable distributions, Mallows distance, empirical processes.
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Introducao

Nesta tese, nosso tema central € o estudo do comportamento assintético de somas parciais de
varidveis aleatérias que constituem uma cadeia de Markov X = {X,},>0, através de ferramentas
como a distancia Mallows. Como uma aplicacdo direta, estabeleceremos a convergéncia fraca de um
tipo especial de soma parcial, o processo empirico [3,,(x) associado a uma cadeia de Markov com
espaco de estados geral, bem como de seu processo inverso, o processo quantil empirico g, (t).

Assim, inicialmente provaremos a convergéncia, em distancia Mallows, de uma soma parcial de
variaveis aleatdrias que constituem uma cadeia de Markov com espaco de estados enumerdvel, para
uma varidvel aleatdria a-estdvel, com 1 < o < 2, abordando, separadamente, o caso gaussiano € o
caso cauda-pesada.

A propésito, a distancia Mallows de ordem r > 0 entre duas fung¢des de distribui¢ao F' e GG é dada
pela expressao

1
d, (F,G) = ( inf F|X — Y]’") , (1)
(X)Y)
onde o infimo é tomado sobre todos os vetores aleatdrios (X, Y') com distribuicdes marginais F' e G,
ou seja, X tem distribui¢do F, e Y tem distribui¢do GG. Além disso, essa expressdo € uma métrica no
espaco das distribui¢cdes com r-ésimo momento finito, descrito por
[e.9]
L= {F ¢ funcao de distribuicdo; /

—00

2| dF (z) < oo} .

Essa poderosa ferramenta tem sido sucessivamente usada para obter teoremas do tipo limite central
para distribuicdes a-estaveis. Citamos, por exemplo, os resultados de Johnson e Samworth (2005)
para o caso gaussiano, e os resultados do tipo Lindeberg em Barbosa e Dorea (2009) para o caso ndo-
gaussiano. Além disso, a op¢ao por essa técnica pode ser justificada por trabalhos como o de Bickel e
Freedman (1981), que mostraram, entre outros detalhes, que a convergéncia nesta métrica, parar > 1,
implica a convergéncia tanto em distribui¢do como dos momentos associados.

Provados os resultados para somas parciais de varidveis aleatdrias constituindo uma cadeia de Mar-
kov enumeravel, o préximo passo l6gico é provar a convergéncia fraca para um tipo particular de
soma parcial: o processo empirico. Assim, dadas varidveis aleatérias X, X, ..., X, com fun¢do de
distribui¢do £, o processo empirico associado a essas varidveis aleatorias € definido como

Bu(z) = Vn(F,(x) = F(z)),x €R, n=>1,



em que
n

D lixiw)<e)

Fo.(r,w) = =1
n

¢ a funcdo de distribuicdo empirica relativa a essas mesmas variaveis aleatdrias.
Além disso, tendo em vista a convergéncia desejada, um processo estocdstico { B(t),0 <t < 1} é
denominado Ponte Browniana se

B(t) =W(t) —tW(1),0 <t <1,

em que {W(t),0 <t < oo} é um Movimento Browniano.

No caso i.i.d., conforme Billingsley (1968), é fato conhecido a convergéncia fraca de /3,,(x) para
B(F(z)), para 0 < F(x) < 1. A luz desse resultado cldssico, nés provamos, para uma cadeia de
Markov com espaco de estados geral e ergddica, que essa mesma convergéncia fraca vale. Para tal
propésito, novamente foi fundamental a distancia Mallows, agora para obtermos a convergéncia das
distribui¢des finitas.

Apo6s descrevermos a importancia da distancia Mallows e nossos resultados relacionados a somas
parciais, especificamente o processo empirico, tratamos, agora, do resultado obtido para o processo
considerado o inverso desse ultimo, o qual denominamos processo quantil empirico.

Dadas varidveis aleatérias X, Xo, ..., X,, com funcdo de distribuicdo F', definimos o processo
quantil empirico associado a essas varidveis aleatérias, como

@(t) =Vn (F, () = F(t)),t€(0,1), n>1,
o F (t,w) = inf{z; F,(z,w) > t}

€ a inversa generalizada empirica ou funcio quantil empirica, e

F~(t) =inf{z; F(z) > t}, F (0)=F (07)

¢ a inversa generalizada de F'.

Sabe-se que ha uma dificuldade intrinseca na tentativa de obter a convergéncia fraca do processo
quantil empirico diretamente, com a mesma metodologia aplicada para o caso empirico. Assim, a
estratégia que adotamos em nosso trabalho € usar algum método alternativo, a fim de eliminarmos essa
dificuldade e obtermos a convergéncia desejada. Para isso, a partir do caso empirico, usamos o Lema
de Vervaat e o Teorema de Skorohod, bem como as versoes uniformes dos processos empirico e quantil
empirico, para obtermos a convergéncia fraca de ¢, (t). Essa convergéncia ja é conhecida para o caso
i.i.d., conforme Csorgo e Révész (1981). Em nosso caso, nds a obtemos para varidveis aleatérias que
constituem uma cadeia de Markov com espaco de estados geral e ergddica.

ApOs essa breve abordagem de nossos objetivos, motivagdes e ferramentas utilizadas, descrevemos,
agora, como estd organizada esta tese. Uma melhor caracterizagdo de cada capitulo sera fornecida na
introducao de cada um deles.



No Capitulo 1, apresentamos conceitos e resultados preliminares que sdo fundamentais para o
bom entendimento dos capitulos seguintes. Assim, abordamos aspectos tedricos relativos a cadeias de
Markov, distribui¢des estaveis, distancia Mallows, processos empiricos, convergéncia fraca e rigidez,
bem como resultados relacionados sobre integrabilidade uniforme e desigualdades para martingales.

No Capitulo 2, provamos a convergéncia, em distancia Mallows, de uma soma parcial de varidveis
aleatdrias que constituem uma cadeia de Markov com espacgo de estados enumeravel, para uma varidvel
aleatoria a-estdvel, com 1 < o < 2, abordando, separadamente, 0 caso gaussiano € o caso cauda-
pesada. O caso gaussiano, por sua vez, conecta-se com os resultados obtidos no Capitulo 3 relativos ao
processo empirico, que € um tipo de soma parcial de varidveis aleatorias.

No Capitulo 3, demonstramos a convergéncia fraca, sob condi¢cdes adequadas, dos processos empirico
e quantil empirico, associados a uma cadeia de Markov com espaco de estados geral, ergddica. Assim,
na Subsecdo 3.2.1 provamos a convergéncia, através da distancia Mallows, das respectivas distribui¢des
finitas do processo empirico f3,,(t) e de B(t) e, na Subse¢do 3.2.2, provamos a rigidez de {3, }. Por
fim, na Secdo 3.3, usamos a convergéncia fraca do processo empirico obtida na Secdo 3.2, para pro-
varmos a convergéncia fraca do processo quantil empirico ¢, (t) associado a uma cadeia de Markov
ergddica com espaco de estados geral, sob condi¢des adequadas. Assim, na Subsecdo 3.3.1 provamos
essa convergéncia para t fixado, visando a uma melhor compreensao da se¢iao seguinte por parte do
leitor deste texto e, na Subse¢@o 3.3.2, provamos a convergéncia fraca desejada de ¢, (t), para todo ¢
em (0, 1).



Capitulo 1

Conceitos Preliminares

1.1 Notacoes e Abreviacoes

N Convergéncia em distribuicdo;
2 Igualdade em distribuic¢ao;
NEAN Convergéncia em probabilidade;
2% . Convergéncia quase-certa;
oy Convergéncia na a-ésima distancia Mallows;
I, : Normaem LF;
i> :  Convergéncia localmente uniforme;
i.9.d Independentes e identicamente distribuidas;
= : Convergéncia fraca;
o(X o-algebra gerada por X;

)
aNb : Min{a,b};

N, 0?) Distribui¢do normal com média p e variancia o2 ;
C[0,1] : Espaco das fungdes g : [0, 1] — R continuas;
Djo, 1] Espaco das fungdes h : [0, 1] — R continuas pela direita e com limite finito pela esquerda.



1.2 Cadeias de Markov

Nesta secdao, abordamos inicialmente a teoria bdsica relativa a cadeias de Markov com espacgo
de estados enumerdvel e, posteriormente, para espago de estados geral. Assim, consideraremos, a
seguir, cadeias de Markov X = { X, },>¢ com espaco de estados enumerdvel S e matriz de transi¢do
P = (P;).

Note que se a cadeia X € ergddica, entdo

lim ijn = Wj,Vi S S, \V/.] S S, (11)
n—oo
onde P;" = P(X, = j/Xo = i). Neste caso, m = (7;),.g € a Unica distribui¢do que ¢ distribui¢do
limite. Também, para cadeias ergddicas existe no maximo um subconjunto fechado de estados recor-
rentes e aperiddicos. Pela teoria cldssica de cadeias de Markov (veja, por exemplo, Cinlar (1975) ou
Breiman (1992)) temos para o tempo da k-€sima visita ao estado ¢,

0=r10(i) <m(i) < (i) <...<m(i) <..., (1.2)

onde 74 (7) = inf{n;n > 7_1(7), X, =i}, k > 1.

Nos resultados abaixo a seguinte notacdo € usada: se v é uma distribuicao inicial, nés denotamos
sua correspondente probabilidade e esperanca por P, e E,, respectivamente; e se v estd concentrada
no estado ¢ nds simplesmente escrevemos P; e F;.

Proposicao 1.1 Seja X uma cadeia de Markov aperiddica, recorrente positiva e, para i € S, seja
{7(1) }x>0 definido por (1.2). Entdo (1.1) vale e

a) As varidaveis {1y (i) } x>0 s@o tempos de parada com respeito as o-dlgebras {o(Xy, ..., Xg) }x>0
e, para k > 1, {11.41(i) — (i)} sdo independentes e identicamente distribuidas com tempo
médio de recorréncia dado por

B (i) — 74(3)} = m; — l (1.3)
Se m; = 0 nds consideramos m; = oQ.
b) O processo X, (41, X7 (i)42, - - -» tem a mesma distribui¢do que X1, X, ..., e € independente
de o(Xp,n < 11()) .
c) Se Vi, é 0(Xr(i), Xrg(i)+1s - - - » Xrpya (i)—1)-mensurdvel, entdo Vy, Vi, Va, ..., sdo independentes

e identicamente distribuidas sob P,.

A seguir, nds estabelemos uma proposi¢cao importante para cadeias de Markov, conforme o Teorema
2.2 de Karlin e Taylor(1981).



Proposicao 1.2 Se i e j estdo na mesma classe recorrente, entdo

lim ™= —iPp,", (1.4)
n—oo
> B
m=0
onde
Pyt = iPT =Y P(X, =j,Xpo1 #i,..., X1 #i|Xo = 1) (1.5)
m>0 m>1

Note que ¢ F;;" é o nimero esperado de visitas ao estado j entre visitas sucessivas ao estado 7.
Agora, fazemos algumas consideracdes sobre cadeias de Markov quando o espago de estados é
geral.

Definicao 1.1 Seja E um conjunto qualquer. O espaco de estados E é dito geral se estd equipado
com uma o-dlgebra contavelmente gerada B(FE), isto é, gerada por uma quantidade enumerdvel de
subconjuntos de E.

Definimos, assim, o conceito que generaliza a idéia de matriz de transi¢do apresentada para o caso
enumeravel, e que, analogamente, exerce a funcdo de lei de probabilidade de transi¢cao de um passo da
cadeia.

Defini¢do 1.2 Se P = {P(z,A),x € E, A € E} é tal que
a) para cada A € E, P(., A) é uma fungcdo mensurdvel ndo-negativa em E; e

b) para cada x € E, P(x,.) é uma medida de probabilidade em E,
entdo nos chamamos P um niicleo de probabilidade de transicdo ou funcdo de transicdo de
Markov.

Assim, considere uma cadeia de Markov {X,},.,, que tem valores em FE, com o nicleo de
transi¢do definido acima. Ou seja, { X, },-, ¢ um processo estocdstico com valores em £ que satisfaz:

P(Xny1 € AlXo, ..., Xy) = P (Xnp1 € AlX,), (1.6)
e

P(X, €Ay =) = P A) = [ PRy Py A, TSmsn ()
E



A equacdo (1.7), denominada equagao de Chapman-Kolmogorov, decorre da equagao (1.6), conhe-
cida como propriedade de Markov.

Assim como no caso enumerdvel, € um fato conhecido que uma cadeia de Markov {X,,} ., com
espaco de estados geral F também é completamente determinada pelo nicleo P e por uma distribuicio
inicial po(A) = P (X, € A). Por isso, temos que

P (Xo € Ao,Xl € Al, c. 7Xn € An) = / ﬂo(dl‘o)/ P(l’o,dl’l) .. / P(mn_l,dxn).
Ag A1 An

Uma situacdo interessante ocorre quando jio(A) = 0,(A),onde x € E e

1, sexeA
6I(A)_{O, sex ¢ A.

Neste caso, dizemos que o processo se inicia em = € denotamos iSso por

P(X, € A|X, = 2) = P, (X, € A).

Para finalizarmos esta secdo, definimos os conceitos gerais de distribui¢ao estaciondria e distribuicao
de equilibrio de uma cadeia de Markov com espacgo de estados geral.

Definicao 1.3 Uma medida de probabilidade 7 é denominada uma distribui¢do estaciondria para uma
cadeia de Markov com niicleo de transigdo de probabilidade P, se 1 = wP.

Definicao 1.4 Uma medida de probabilidade 7 é denominada uma distribuicdo de equilibrio se

lim |P"(z,A) —7(A)| =0, VxeFE e VA€cE.

n—o0

1.3 Distribuicoes Estaveis

As distribui¢des estdveis sao fundamentais para o estudo do comportamento assintético de somas
parciais de varidveis aleatérias. Nesta secao, listamos alguns fatos bésicos relacionados a essa impor-
tante classe de distribui¢des.

Definicao 1.5 Para 0 < o < 2, dizemos que G é uma distribuicdo a-estdvel se, para qualquer n > 2,
existem niimeros reais d,, tais que

Zi4 ot ...+ ZnEnaZ+d, ZLaG, (1.8)

onde 7y, Zs, ..., Z, sdo copias independentes de Z.



Definicao 1.6 Uma varidvel aleatdria G possui distribuicdo estdvel se existem pardmetros o € (0, 2],
0>0,0€[-1,1] epn €R, tais que a sua funcdo caracteristica tem a seguinte forma:

exp (—ao‘|t|o‘ (1 - iﬁ(sinal(t))tanﬂ) + iut) , se a# 1,

®d(t) = E (exp(itG)) =
(t) = B (exp(it) exp (<ol (1 2 sinat )il ) + it ) se 0 =1

Se a defini¢do acima € satisfeita, denotamos G = S, (0, /3, 1), onde o é chamado pardmetro de es-
cala, § é o parametro de assimetria e  é o parametro de locagdo. Exemplos cldssicos sao a distribui¢do
Gaussiana N (1, 202) = Sy(0, 0, 11), a distribui¢do Cauchy padrio S;(1,0,0) e a distribui¢do de Levy
S 1 (,0,0). Além disso, as distribui¢des estaveis constituem a tnica distribui¢do limite possivel para
somas parciais adequadamente estabilizadas de varidveis aleatdrias independentes e identicamente dis-
tribuidas.

A proposicao abaixo nos da alguns resultados que serdo necessarios mais adiante (veja, por exem-
plo, Samorodnitsky e Taqqu (2000)).

Proposicao 1.3 Assuma que Z tem uma distribui¢do a-estdvel S, (o, 3, ).
a) Se0 <o <a<?2entio E{|Z|*} <ocoeE{|Z|*} = 0.
b) Sea > 1, entdo E(Z) = p e as constantes d,, em (1.8) podem ser tomadas como d,, = ji(n—n=).

c) Sel<a<28=0acRebelR, ent[ian—l—biSa(|a\0,0,au+b).

1.4 Distancia Mallows

Conforme Mallows(1972), parar > 0, ar-€sima distancia Mallows entre duas funcdes de distribuicao
de probabilidade F' e GG é dada por

d.(F,G) (B{|X -V}, XZFY <G, (1.9)

= inf

(X,Y)
onde o infimo é tomado sobre todos os vetores aleatdrios (X, Y') com distribuicdes marginais F' e G,
respectivamente. Pela mesma notag¢ao, nés também escreveremos

d.(F,G)=d.(X,Y), XZFYZ<G. (1.10)

No espago das fungdes de distribuicio com r-ésimo momento finito, a distancia Mallows, também
conhecida como métrica de Wasserstein, satisfaz as seguintes relacdoes métricas:

di(F,G) < d,"(F, Fy) + di(Fy,G), 0<r<1 (1.11)



d.(F,G) < d,(F, Fy) + d,(Fy, G), r>1, (1.12)

onde F{ € uma func¢do de distribui¢do. A conexd@o entre convergéncia em distancia Mallows e a con-
vergéncia em distribuicdo foi demonstrada por Bickel e Freedman (1981).

Teorema 1.1 (Bickel e Freedman (1981)) Para r > 1 e fungdes de distribuicdo Fy e {F, },>1 satis-
fazendo [ |x|"dF;(x) < oo, j > 0, nds temos

A (F, ) 230 F, 3 Fe /\xran(x) g / |z|" dFy (). (1.13)

Conforme Dorea e Ferreira (2012), o seguinte teorema nos fornecerd uma maneira alternativa e
simples para calcular a distancia Mallows quando r > 1.

Teorema 1.2 (Dorea e Ferreira (2012)) Para r > 1, temos

d(F,G) = E{|F (U) -G (U)

'}
_ /O [F~(U) - G~ (U)|"du
= E{|X*—Y*|’"}=/|a:—y|’"dH*<w,y),

onde U é uniformemente distribuida no intervalo (0,1), F~ e G~ sdo as funcdes inversas generaliza-

das de F e G,

F~(u) =inf{z; F(z) > u}, 0<u<l,
e (X*,Y™") é um vetor aleatério com distribuicdes marginais X * LRy LGe distribui¢do conjunta
H* dada por
H*(z,y) = P(X* <z,Y" <y)=F(z) N G(y),
comu AN v =min(u,v).
A distancia Mallows tem sido sucessivamente usada para obter teoremas do tipo limite central para

distribuicdes a-estdveis. Assim, citamos os resultados de Johnson e Samworth (2005) para o caso
Gaussiano, e os resultados do tipo Lindeberg em Barbosa e Dorea (2009) para o caso ndo-Gaussiano.



Teorema 1.3 (Johnson e Samworth (2005)) Sejam &,&1,&5 . .., varidveis aleatdrias independentes e
identicamente distribuidas. Assuma que 0 < var(§) < oo e que para algumr > 2 temos d,.(§, Z) < oo

com Z < Sa(0,0, ). Entdo

g (St g ) oy
nvar(§)
onde Zy £ S5(1,0,0) = N(0,1).

Teorema 1.4 (Barbosa e Dorea (2009)) Sejam 0 < a < 2 e {(&,, Zn) }n>1 uma sequéncia de vetores
aleatorios independentes tais que Z1, Zs, . . ., sdo copias independentes de uma varidvel aleatoria o-

estavel 7 < S, (0,0, ). Assuma que para todo b > 0 nds temos

1 o
Jim n kz_: E {Kk — I(I&Zﬂwﬁ‘ﬁ)} =0

Entdo, existe uma sequéncia de constantes {c,, },>1 tal que

o (8 7 g

na

Além disso, se 1 < « < 2 entdo podemos tomar ¢, + |1 = Z E(&).
k=1

1.5 Resultados Relacionados

O Teorema 1.1 e o Lema 1.1 abaixo indicam a conexao entre distancia Mallows e integrabilidade
uniforme.

Definicdo 1.7 Uma sequéncia de varidveis aleatorias {&, }n>1 € dita uniformemente integrdvel se

lim sup/ |£n|ldP =0
7o n J(lgal>e)

Pelo Teorema 5.4 em Billingsley (1968), nds temos

Lema 1.1 ( Billingsley (1968)) Suponha que &, 4 &. Se {&}n>1 sdo uniformemente integrdvelis,
n—oo

entdo E(&,) — E(&). Condicdes suficientes para integrabilidade uniforme sao dadas por

a) Para algum e > 0, nés temos sup E{|&,|'T} < oo;

n>1

ou
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n—oo

b) & e &, sdo ndo-negativos e E(&,) — E(&).

Defini¢iio 1.8 Para uma sequéncia de varidveis aleatérias {X,},~, ¢ S, = o(Xi;i = 1,...,n),
dizemos que { X, %”}nZI € uma martingale se, para cada n, estdo satisfeitas as condi¢oes abaixo:

a) S, C Sy e X, é3,-mensurdvel;
b) E|X,| < oo;
c) Xp = E (X011|S0), g.c. .

Martingales também estdo relacionadas a integrabilidade uniforme. O Lema abaixo é o Teorema
2.22 de Hall e Heyde (1980).

Lema 1.2 (Hall e Heyde (1980)) Sejam {Z s %n} umamartingale e 1 < r < 2. Se {|&,|" }n>1
n>1

k=1

1 IS
lim —E{ } =0.
n—oo 1

A seguir, listamos algumas desigualdades de momentos que serdo necessarias para nossas demonstracoes,
dentre elas a desigualdade de Burkholder em (1.17) e algumas desigualdades de Martingales (veja Hall
e Heyde, 1980).

€ uniformemente integrdvel, entdo

n

> &

k=1

Lema 1.3  a) Para varidveis aleatorias &1, &, . . ., nos temos
E{ > & }gZE{ygkr“}, para 0 <1 <1 (1.14)
k=1 k=1
e
E{ Zék } <n! ZE{]&V}, para r > 1. (1.15)
k=1 k=1

Se, em adicdo, &, &, . . ., sdo independentes, entdo

“|

n

> (& — B(&)

k=1

} <2 E{|&— E(&)|'}, para 1<r <2 (1.16)
k=1
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b) (Burkholder (1973)) Se {Z &, %n} é uma martingale, existe uma constante C(r) > 0 tal
k=1 n>1

E{ } < C(r)E (Zg,ﬁ) . parar > 1. (1.17)
k=1 k=1

Para \ > 0, nds temos a cldssica desigualdade de Kolmogorov:

{mm Z&c >A} {

1 1
Além disso, parap > 1 e — + — = 1, nés temos
p q
1 1 1

(el )= (s e} _

})p§< {mm }) <E{ })p 119

Nos obteremos resultados relacionados a convergéncia em distribui¢ao de somas parcias aleatoria-
mente indexadas e para isso a condi¢cao de Ascombe para preservacao da convergéncia fraca serd usada
(para detalhes, veja, por exemplo, Dorea, David e Werner (1984)).

que

ng

} , para r > 1. (1.18)

n

> &

k=1

Lema 1.4 (Dorea, David e Werner (1984)) Suponha que &, A &o e seja {vp }n>0 uma sequéncia de
indices aleatdrios para a qual N v > 0. Sedado e > 0 en > 0, existem No(e,n) e do(e,n) > 0
n

tais que paran > Ny(€e,n) nds temos

p ( max |& — &,| > e) <, (1.20)

[k—n|<dn

d
entdo &, — &o.

1.6 Processos Empiricos

Enunciamos, nesta secao, defini¢des e resultados bésicos acerca de processos empiricos. Maiores
detalhes podem ser encontrados em Csorgo e Révész (1981) ou em Shorack e Wellner (1986).
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Definicao 1.9 Sejam X1, ..., X,, varidveis aleatérias. Para cada natural n > 1, definimos a n-ésima

funcdo de distribuicdo empirica associada a X1, Xo, ..., X, como
D lixiw)<e)
Fo(r,w) =" (1.21)
n

Se fixarmos z, a fungdo acima € uma varidvel aleatéria e o numerador representa o nimero de
indices ¢'s que satisfazem X;(w) < z. Por isso, F,,(x) também pode ser vista como a propor¢do de
valores da amostra que sdo menores ou iguais a .

Definicao 1.10 Definimos o Processo Empirico, referente as varidveis aleatorias X, . .., X, com uma
fungdo de distribuicdo comum F', como

Bu(z) = V/n(Fu(z) — F(z)), x€R,n> 1.

Além disso, é também fundamental para a obten¢do de nossos resultados a versao uniforme do
processo empirico, que definimos a seguir.

Definicao 1.11 O processo empirico uniforme é dado por
u,(t) = Vn(U,(t) —t), te€0,1],n>1, (1.22)
onde U, (t) € a distribuicdo empirica uniforme.
Cabe observarmos que, se tomarmos £’ continua, entao
Pn(x) = un(F(z)). (1.23)

Essas defini¢cdes instigam uma reflexdo acerca de uma possivel associac¢@o entre (3,,(x) e a distribuicéo
Gaussiana, tendo em vista o Teorema do Limite Central. De fato, o processo empirico tem relacao di-
reta com uma variavel aleatéria Gaussiana especifica, que € chamada Ponte Browniana.

Definicao 1.12 Um processo estocdstico { B(t),0 <t < 1} é uma Ponte Browniana se
B(t) = W(t) —tW(1),0 <t < 1,
em que {W (t),0 <t < 0o} é um Movimento Browniano.

E bem conhecido que B(t) é um processo Gaussiano e £(B(t)) = 0. Além disso, para s, € [0, 1),

Cov[B(s), B(t)] = Cov [W(s>—sw(1),w(t —tv’“vu)]

= min{s,t} — st = (s At) — st.
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Portanto, Var(B(t)) = t(1 — t), o que evidencia a Ponte Browniana como um processo Gaussiano
com média zero e fungdo covaridncia “(s A t) — st”.

A proposito, o Teorema do Limite Central para processos empiricos € enunciado da seguinte ma-
neira:

Teorema 1.5 Sejam X, ..., X, varidveis aleatorias i.i.d. com fungdo de distribuicdo F'. Se v € R é
tal que 0 < F(x) < 1, entdo

Bu(x) ~5 Z(x) £ N(0, F(2)(1 — F())).

No Capitulo 3 provaremos que para cadeias de Markov gerais e ergddicas valerd a convergéncia de
fn(x) para a Ponte Browniana B(F'(z)) no sentido de processos.

Na sequéncia, abordamos resumidamente conceitos bésicos sobre o processo quantil empirico, um
processo estocdstico que pode ser considerado como o inverso do processo empirico 3, ().

Definicao 1.13 Sejam X1, ..., X, varidveis aleatérias com uma fungdo de distribuicdo F', entdo

a) A inversa generalizada de F' é a funcdo dada por
F~(t) =inf{z; F(z) > t}, F (0)=F (0%);
b) A inversa generalizada empirica ou funcdo quantil empirica é dada por
F. (t,w) = inf{z; F,(x,w) > t}.

Da mesma maneira como para F},, associamos a inversa empirica F,, um processo estocdstico.

Definicao 1.14 Definimos o processo quantil empirico, associado as varidveis aleatorias X, ..., X,
com uma fungdo de distribuicdo comum F', como

@(t) =vn (E, (t) = F(t)), t € (0,1),n > 1.

Analogamente ao caso empirico, ha também a versao uniforme do processo quantil empirico, que
definimos a seguir.

Definicao 1.15 O processo quantil empirico uniforme é dado por
un(t) = VU, (t) = 1), t€[0,1],n>1, (1.24)
onde U, (t) é a distribui¢do quantil empirica uniforme.

Além disso, temos que



gu(t) = Vi (U, (1) = 1) . [F(&)] (1.25)

onde t AU, (t) <& <tVvU, (t)e [F‘(fn)]/ ¢ a derivada de F'~(.) aplicada em &,. Observe que
podemos considerar &, = t.

Embora F,, funcione como bom estimador para a distribui¢ao F', a distribui¢do quantil empirica ndo
funciona como um bom estimador para a inversa generalizada F'~, exceto nos pontos de continuidade
desta, o que ja restringe qualquer analogia que possa ser feita com [, (x). No caso i.i.d., o pr6ximo
teorema confirma esse raciocinio ao mostrar que, assintoticamente, o comportamento de ¢, (t) esta
bem caracterizado, mas com hip6teses mais restritivas do que as que temos para o0 comportamento
assintético de 3, (z).

Teorema 1.6 (Shorack e Wellner (1986), p. 639) . Sejam X, ..., X, varidveis aleatorias i.i.d. tais
que F é uma funcdo de distribuicdo derivdavel em F~(t), t € (0, 1), e satisfaz a condi¢do F'(F~(t)) =

m > 0, com f sendo a densidade de probabilidade associada a F'. Neste caso, é verdade que
d B(t) d t(l — t)
@W(t) — ————= =N (O, — | - (1.26)
fF=(1)) f2(F=(t))

1.7 Sobre Convergéncia Fraca

Nesta se¢do, inicialmente apresentamos um resumo de resultados bdsicos relativos a convergéncia
fraca de sequéncias de medidas de probabilidade, estabelecendo, em seguida, condi¢des suficientes
para a convergéncia fraca em um espago métrico particular, o espaco D[0, 1] com a topologia de Sko-
rohod. Estes assuntos sao tratados com detalhes nos capitulos 1 e 3 de Billingsley (1968). Aqui nds
nos limitaremos a enunciar alguns resultados e defini¢des contidos nessa referéncia bibliografica, com
o objetivo de facilitar a compreensao do conteido. Em seguida, abordamos importantes resultados que
nos permitem usar a convergéncia fraca do processo empirico de maneira a obter a convergéncia fraca
para o caso quantil.

No que se segue, S e S’ representam espagos métricos quaisquer e S a o-4lgebra de Borel que lhes
estd associada.

Definicao 1.16 Sejam P,, n € N, e P medidas de probabilidade em (S,S). Dizemos que {P,},>1
converge fracamente para P e escrevemos P, = P, se [ fdP, converge para [ fdP, para toda
fungdo f real continua e limitada definida em S.

Consideramos agora uma sequéncia { X,, },,>1 de elementos aleatérios em (.S, S) e { P, },>1 a sequéncia
das respectivas distribui¢des.

Defini¢ao 1.17 Dizemos que {X,,}n,>1 converge em distribuicdo para o elemento aleatério X, e es-

D U
crevemos X,, — X, se { P, }n>1 converge fracamente para a distribui¢do de X.
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Tendo em conta a definicdo anterior, todos os resultados a seguir relativos a convergéncia fraca
podem ser reescritos em termos de convergéncia em distribuicdo de varidveis aleatorias. Além disso,
X, = X significa que a sequéncia de medidas de probabilidade relativas a X,, converge fracamente
para a medida de probabilidade associada a X.

Teorema 1.7 (Billingsley (1968)) Seja g uma funcdo mensurdvel de S em S' e X,, = X. Se o con-
Junto de descontinuidades de g tiver medida P nula, entdo g(X,) = g(X).

A seguir, introduzimos dois conceitos basicos para o estudo da convergéncia fraca em espagos
métricos.

Defini¢ao 1.18 Um conjunto [| de medidas de probabilidade em (S, S) é rigido se, para todo € > 0,
existe um conjunto compacto K tal que P(K) > 1 — €, para toda P de [].

Particularizamos, agora, o nosso estudo, considerando o espaco métrico D|0, 1], que é o espago das
fungdes reais definidas em [0, 1] que sdo continuas pela direita e tém limite finito a esquerda.
O teorema a seguir estabelece condi¢des suficientes para a convergéncia fraca em D|0, 1].

Teorema 1.8 (Billingsley (1968)) Se {P,},.>1 é uma sequéncia rigida de medidas de probabilidade
em D0, 1] e as distribuicdes finitas { P, },>1 convergem fracamente para as distribui¢ées finitas de P
, entdo P, = P.

Por este teorema, para demonstrar a convergéncia fraca de uma sequéncia {P,},>1, ¢ suficiente
mostrar que { P, },>; € rigida e que as suas distribui¢cdes finitas convergem fracamente. Além disso,
nessa abordagem podemos sempre considerar a sequéncia {X,,},>1 associada a { P, },,>1. O seguinte
teorema estabelece condi¢des suficientes para a rigidez de uma sequéncia { X,,(.) },,>1. Trata-se de uma
versdo do Teorema 15.5 de Billingsley (1968).

Teorema 1.9 (Billingsley (1968)) Uma sequéncia {X,,(.)},, € rigida se as seguintes condigdes sdo
satisfeitas:

a) para cada n > 0, existe um a € R tal que
P{|X,.(0)] >a} <7, n>1.

b) Para cada 1 e € positivos, existem um 6, com 0 < 6 < 1, e um inteiro ng tais que

P{ sup |Xn<s>—Xn<t>|z€}s5n,, -

t<s<t+d

para todo t.

16



O Teorema 1.8 abaixo mostra que a convergéncia fraca das distribui¢des finitas de X, € equivalente
a convergéncia em distribuicdo da sequéncia de vetores aleatérios (X,,(¢1), ..., X, (tx)). Assim, o resul-
tado a seguir € uma das principais ferramentas na tentativa de provar a convergéncia das distribui¢des
de dimensao finita de um processo estocdstico.

Teorema 1.10 (Cramer-Wold) Sejam X,, = (Xn(l),Xn(Q), . ,Xn(’“)) eX = (X, X® . X®)
vetores aleatorios k-dimensionais. Entdo

X, 2 x

se, e somente se, para todo (ty,1s, ... 1) € R*, ocorre

k
S x, 0 S x O
j=1

J=1

Para obtermos a convergéncia fraca do processo quantil empirico, objeto de estudo da segunda
secdo do capitulo 3, enunciamos a seguir alguns importantes resultados e defini¢des.

Definicao 1.19 Se {f,,n > 0} sdo fungdes reais definidas em R, entdo f, converge uniformemente
para foem A C R se

sup | fn(x) — fo(x)] — 0, n — 0. (1.27)
€A
Para fungdes em R, convergir localmente uniformemente (Lu.) significa que (1.27) vale para qualquer
intervalo compacto A.

Observacio 1.1 Conforme Billingsley (1968), se uma funcdo x,,(t) "—s- x(t) na topologia Skorohod,
e a fungdo limite x(t) é continua (definida em um compacto), entdo, equivalentemente, x.,,(t) et

x(t) (localmente) uniformemente.

Teorema 1.11 (Skorohod) Sejam X, X1, X, ... elementos aleatorios em um espaco métrico separdvel

. D ~ . L. / / / .
S tais que X,, — X. Entdo existem elementos aleatorios X , X1 , X5 ,... definidos em um mesmo
espaco de probabilidade e tendo as mesmas distribuicoes de probabilidade que X, X1, Xs, ..., tais
que X, X5 X

Além disso, a seguir apresentamos um lema que associado ao Teorema 1.11, junto a relagdo expli-
citada na Observacdo 1.1, permite-nos obter a convergéncia fraca do processo quantil empirico, dado
que ja obtivemos o resultado para o caso empirico. Esse lema é uma adaptacdo do Lema 1 de Vervaat
(1972). Para mais detalhes e sua demonstracdo, veja Resnick (2007) e Vervaat (1971).
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Lema 1.5 (Vervaat, 1971) Suponha que para cada n, z,, € D|0, 1] é uma fun¢do ndo-decrescente e
zo € C[0,1]. Sec, » cce

n—oo

Cn (zp(t) — 1) — x0(1), (1.28)

localmente uniformemente, entdo também

Cn (201 (t) — 1) =3 —mo(2), (1.29)

localmente uniformemente.
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Capitulo 2

Comportamento Assintotico de Cadeias de
Markov via Distancia Mallows

2.1 Introducao

Neste capitulo analisamos o comportamento assintdtico de cadeias de Markov X = {X,},>0
ergddicas, com um espago de estados enumerdvel S. N6s consideraremos funcionais da cadeia no sen-

tido que para ¢ : S — R obteremos a convergéncia das somas parciais S,, = Z o(X)). A distribuicdo

1=0
assintética de somas parciais de varidveis aleatdrias independentes e identicamente distribuidas esta

intimamente relacionada as distribuicdes a-estaveis, ja que essas constituem a unica distribuicao li-
n -~ Yn
an
distribui¢des a-estaveis com somas parciais de varidveis aleatorias i.i.d. de cauda pesada € andloga ao
que ocorre com a distribuicao normal e as varidveis aleatérias com segundo momento finito.

Nosso estudo sera subdividido em dois casos: o caso Gaussiano (o« = 2) e o caso Cauda-Pesada
com média finita (1 < a < 2).

Na secdo 2.3 abordamos o caso Gaussiano. Nossos Teoremas 2.1 e 2.4 estabelecem condi¢des sob
as quais, além da convergéncia em distribui¢do, também obtemos a convergéncia em distancia Mallows
bem como a convergéncia dos momentos existentes. Esses resultados podem ser visualizados como
uma extensdo do Teorema do Limite Central (TLC) para cadeias de Markov (conforme Teorema 1,
Cap. 16, Chung (1960) ). Nosso corolério 2.1 pode ser enxergado como uma prova alternativa para o
TLC de Chung.

Na Secdo 2.2, alguns resultados preliminares sdo obtidos. Além disso, a conexdo entre nossos
estudos e a distancia Mallows estd ilustrada no Lema 2.3. Nosso Lema 2.4 estabelece condi¢des sob
as quais somas parciais aleatoriamente indexadas preservam a convergéncia em distribuicao.

Na Secdo 2.4 consideramos o caso Cauda-Pesada, 1 < a < 2. Assim, nés adicionalmente ex-
ploramos a conexdo entre distancia Mallows e a convergéncia para distribui¢des estaveis. E impor-

mite possivel para somas parciais estabilizadas De fato, quando o < 2, a relag@o entre
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tante mencionar que a distancia Mallows é de particular interesse no estudo de varidveis de Cauda-
Pesada. Para 1 < o < 2 seu uso constitui uma técnica alternativa para obter resultados do tipo TLC.
Nosso exemplo 2.1 ilustra uma cadeia de Markov com distribui¢do limite de Cauda-Pesada. Os Teo-
remas 2.5 e 2.8 fornecem a convergéncia em distancia Mallows e em distribui¢ao quando, para algum
Tr41(i)—1
1 < a < 2, uma varidvel aleatdria a-estavel Z existe tal que d, Z (0(X)) — pe), Z | < o0,
=75 (4)
Tr41(3)—1
onde Z (¢(Xi1) — pe) denota as somas parciais entre duas visitas consecutivas da cadeia de Mar-
l=73,(4)
kov ao estado i, e g = E-{¢(X;)}, onde 0 < k < n e« é a distribui¢do de equilibrio. Além disso,
com a condigdo adicional d,, (¢(Xy), Z) < oo, estendemos esses resultados para o caso geral.

2.2 Resultados Preliminares

N6s consideraremos uma cadeia de Markov aperiddica e recorrente positiva X = {X,,},>0 com
espaco de estados enumerdvel S, probabilidade de transi¢dio P = (F;;);es jes € distribuicdo limite
m = (m;)ies- Seja i € S um estado arbitrario fixado e denote por 74 (i) o k-€simo tempo de visita ao
estado 7, ou seja,

0=r1o(i) <m(i) <m(i) <...<m(i) <..., (2.1)
onde
71(1) = inf{n;n >0, X, =i}
e
Te+1(?) = inf{n;n > (), X,, = i}, k> 1.
Note que nds ndo estamos assumindo X, = ¢ e, para fins de notagdo, as vezes simplesmente

escreveremos 7y ao invés de 75 (1).
n

Seja ¢ : S — R e considere a soma parcial S,, = Z ¢(X;). Para estudarmos o comportamento

1=0
assintotico de S,,, nds usaremos a férmula de decomposicao (disseccao) em Chung (1960), dada por

n T1—1 In—1 [Tk+1—1
Sp = ¢(X)) = Z¢Xl+2 > 6(X) +Z¢Xl
1=0 k=1 L l=m l=m,
onde
l, = sup{k; (i) < n}. (2.2)
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Observe que temos 7, (i) < n < 7, 11(i) e, como a cadeia é recorrente, também temos 7, (i) —
co. Além disso, se assumirmos que E, {|op(X;)|} = Z |¢(j)|m; < oo, podemos escrever, para j

n—oo

JjES
EA{o(X)}
71(3)—1 ln—1 n
So—npg = > (B(X) = po) + D _Yili)+ D> (6(X0) = pg),
1= k=1 I=m,,, (i)
onde
Te41(i)—1
Vi (i) = (p(X1) — pto)- (2.3)

I=7% (%)

Lema 2.1 Seja X uma cadeia de Markov aperiddica e recorrente positiva e assuma que E {|p(Xy)|} < oo,
0 < k < n. Entdo para todo i € S,

a) {me41(1) — (i) }k>1 € uma sequéncia de varidveis aleatorias i.i.d. com E{t1(i) — 7(i)} =

— < oo E, sen — oo,
T

Tk+1 — Tk gq.c. { g.c. T, q.c. 1 n—m, qec
Thtl T Tk g6y g 4oy o T go 20 BT T aey ) (2.4)
n n l, ; n

Além disso, n — 7, € limitado em probabilidade, no sentido de que dado € > 0 existem Ny(e) e
K (€) tais que

P(n—m, >k)<e n>Ny(e), k> K(e). (2.5)

b) Ser >1e E{(mk41(i) — 7(7))"} < oo, entdo

mH(z)n—m(z))?" g, %_)0 (2.6)

¢) {Yi(?)}k>1 € uma sequéncia de varidveis aleatorias i.i.d. e, para j1, = E.{¢(Xo)}, temos

Tk+1(i)—1

E{Yi(i)} =0 ¢ EX Y (X)) :%M. 2.7)

1= (i) !

i—1

Além disso, se E.{|V(Xy)|} < oo, V:S — R, entdo E V(X)) p = —EA{V(Xo)}
T

=
+
=
=
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. .\ 1 . .
Demonstragdo. (a) Como a cadeia é recorrente positiva, temos — < oo e, pelo item (a) da Proposi¢ao
T
1.1, {7x+1(7) — 7% (?) }x>1 é uma sequéncia de varidveis aleatdrias i.i.d.. As convergéncias quase-certas

(2.4) podem ser encontradas em Chung (1960). Em todo caso, € bastante simples mostrar, por exemplo,

Tn gq.c. 1
que — — —. De fato, escreva
n s

Tn =Tn — Tnel+Tn-1—Tno+...+T9—71 +71.
Usando o fato de que {741 — 7% } € uma sequéncia de variaveis aleatérias i.i.d. com média finita, uma

aplicagdo direta da Lei Forte dos Grandes Niimeros nos da a convergéncia desejada.
Além disso, a desigualdade (2.5) € justamente o Teorema 2 do Capitulo 14 em Chung (1960).

(b) Para provarmos (2.6), notemos que

E{(res =)'} 2 S0P (7 — ) 2 ).

n>1
Segue que, para € > 0,

ZP((TkH — 1) >en) < B {1 = m)'} < 0.

€
n>1

Por Borel-Cantelli, se { £, } ¢ uma sequéncia de eventos tais que Z P(E,) < oo, entdo P ﬂ U E,
n>1 m>1n>m
0. Desta forma, ao considerarmos E,, = ((1541 — 7%)" > €n), temos que

(m U ()] -0

m>1n>m

(i1 = 7)" g

Logo, 0.

(m(4))" 2 0.

Se Xo = j # i, entdo 7y(i) representa a primeira visita ao estado . Como a cadeia é recor-
rente, ao considerarmos o tempo passado, ela teria visitado o estado ¢ antes do tempo 0. Segue que
E{m (i)} < E{m(i)—7(i)}. Claramente, também temos que E{(7(i))"} < oo e 0 mesmo raciocinio

(1 (2))

Note que se Xy = ¢ entdlo 71 (¢) tem a mesma distribuicdo que 75(i) — 71 (7) e, assim,

acima nos leva a 5 0.

3

(c) Como Y;,(7) € o(Xo, (5), Xrp (i) 415 - - - » Xrpy1(s)—1)-mensuravel, pelo item (c) da Proposicdo 1.1
temos que Yi(i), Ys(i),..., sdo varidveis aleatérias i.i.d. . Além disso, ndo é necessdrio assumir
que a independéncia € sobre P;, pois estamos tomando k£ > 1. Para provarmos (2.7), note que
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Te41(4)—1
E Z I(X; = j) ; representa o nimero esperado de visitas ao estado j entre visitas sucessi-
I=7x (1)
vas ao estado 2. Como 7 e j pertencem a mesma classe de recorréncia, podemos usar a Proposi¢ao
1.2,

S SR
m=0

m0 i 0 =
n—00

Sar IS

m=0 nm:O

Como E.{|p(Xo)|} < oo, podemos escrever

. Uy
lim Ry

E{ > ¢<Xl>} - Z¢(j)E{ 3 I<Xz:j)}

=Ty, jES

Por (2.3),

E{Yi(i)} = E{ > (e(X) - /~L¢>)} = i—f — ppE{ 71 — 7} = 0.

=Ty

Tk+1—1
1
Exatamente os mesmos argumentos mostram que £ { Z V(X l)} = —E{V(Xo)}.
T

=Ty

v

A seguir, abordamos uma extensdo da desigualdade (1.15) para numeros reais e alguns resultados
relacionados a distancia Mallows.

Lema 2.2 Para niimeros reais r, s, ..., T, er > 1, temos que
n
r —1 r
|x1 4+ ...+ x| <n' g |zk|".
k=1

~ T oz ~
Demonstragd@o. Como |z|" é uma fungdo convexa, temos que

(Jza|” + |w2f") <2777 (|21 ]" + [a] ") -
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Assuma que isso € verdade para todo £ < n. Entdo para n + 1 existem dois casos a analisar. Se n + 1
€ par entdo, por convexidade,

14+ . x| 1
L 2o< S mt g eq| Flrpel et e
2 2 5 +1
1/n+1 r—1 n+1 . (7’L + 1)7”71 n+1 .
< 3 P D DL
2 2 2
k=1 k=1
por hipétese de inducao. Assim,
n+1
EEE R e AP U (O D N P I
k=1
Se n + 1 é impar e n > 3, entdo por hipdtese de inducdo
r n r—1 r
e
r n\r—1 . .

De outra maneira,

T

lo1 + ...+ Zpr] = (n+ 1)

%—i—l x1+...+x%+1 % x%+2+...+$n+1
+
ntl g nt 1 z

e, por convexidade,

x1+...+x%+1
241

=+ |13

n+1

T T Q+1
|21+ .o+ Tpa] < (n+1) (2 ) "

T—I—(n—l— 1) (

Agora, usando (2.8) e (2.9), obtemos

n+1
R o AP U S Dl N F 1
k=1

v

Lema 2.3 Seja X uma cadeia de Markov aperiodica e recorrente positiva e assuma que para algum
i€ S algumk > 1er >0, temos d, (Yy(i), Z) < 0o, onde Z possui uma distribui¢do o -estdvel,
com 1 < o < 2. Entdo, temos
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a) Sel < o < 2, nos necessariamente temosr < « e

E {|Yk(z’)r/} <o, O0<r' <r 2.10)
b) Se r > 2, nds necessariamente temos o caso Gaussiano, o = 2. E, se E {(Yk(z))z} > (), entdo
V(i
d, (M Zo) <00, ZoZN(0,1),0,%() = E{(Ya(i))’}.
0
Além disso, temos E {|Yi(5)|"} < oo, para todo j € S.
c¢) Para todo k' > 1, temos que d, (Y,/(i), Z) < oo. Além disso, para 0 < 1’ < r, nds temos

d(Yi(4), Z) < 0o, paratodo j € Sel > 1

Demonstracdo. (a) Como Z é a-estdvel, pela item (a) da Proposicdo 1.3, temos £ {|Z |a/} < 00 para

0<da <aeFE{|Z]"} = oo. Assim, ndo podemos ter r > «. Por outro lado, por Minkowsky,

(2 {mr})" <o 0360, 29+ ({121 })7

onde consideramos Z* com uma distribuicio a-estavel, Z* £ Z e, além disso, (Yi(2), Z%) 2 H com
H(z,y) = P(Yi(i) < z) A P(Z < y) tal que, pelo Teorema de Representagdo 1.2,

@ (i), 2%) = E{%ili) - 2"}

Resta mostrar que d,» (Yx(i), Z*) < oo, mas isso segue pela desigualdade de Liapounov, pois temos
0<r <.

(b) Por (a), se 7 > 2 nds ndo podemos ter « < 2. Como para distribuigdes a-estaveis sdo para
a < 2, necessariamente temos o = 2. Para Z Gaussiana, nés temos F {|Z|"} < oo e, considerando
Z* como acima, temos pela desigualdade de Minkowsky

TS . * -
(B D)7 < dr (Yi(0), 27) + (B4 27 }) 7 < o0,
Como E {|Yx(i)|"} < coer > 2, a desigualdade de Liapounov nos dé o7 (i) = E {Vi*(i)} < oc. Se

Y 2/ - Y .
kz ((Z)) } = le E{Zy*} = 1. Claramente, temos que d,. (M, ZO) < 00.
o (i

os(i)
Como a cadeia € recorrente positiva, temos pelo Teorema 4 do Capitulo 14 de Chung (1960), que
E{|Y(j)|"} < oo dado que E {|Yi(i)|"} < oo para algum i.

o3(i) > 0, entdo E {

(c) Pelo item (c) do Lema 2.1, as varidveis aleatérias Y7 (7), Y5(7), . . ., tém a mesma distribuig@o e,
pela defini¢do de distancia Mallows, temos d,. (Yx(i), Z) = d, (Y (i), Z), Yk > 1. Por (2.10) e para
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/ .
0 <7’ < r, temos que F {|Yk(z)|r } < oo. Como ¢ e j pertencem a mesma classe de recorréncia,

o Teorema 4 do Capitulo 14 de Chung(1960) nos fornece £ {|Yk(j)]r/} < 00. Mas Y1(j), Y2(5), - - -,
tém a mesma distribuicdo e isso conclui a prova.

v

Lema 2.4 Seja V, = ZYk(z) e assuma que para algum 1 < r < 2 temos E{|Y(i)|"} < oo e
k=1

Vi d : : . o ..
Z — V. Seja {l,}n>1 definido como em (2.2), entdo se a cadeia é aperiddica e recorrente positiva,
nr

Vi, d
temos que — — V.

T
n

: o o |
Demonstragd@o. Mostraremos que a sequéncia de varidveis aleatdrias indexadas {/,,},,>1 € { “
nr ) np>1

) I ln ge. . -
satisfazem as condi¢des do Lema 1.4. Por (2.4), temos — <5 7, > 0. Resta verificar que a condigdo
n

de mixing de Ascombe (1.20) € satisfeita, ou seja, dado € > 0 existe J(¢) tal que, para n grande,

Ln(e):P(maX iV 26)§6.
[l—n|<én | [+ nr
Note que
Vi Vi Vi Vi Vi Va
max |4 — —7| < max |4 — —3 max - —
[l—n|<én | [+ nr [l—n|<én | [+ nr [l—n|<én | nr nr
Segue que
L,(e) < Lyi(e)+ Lyoa(e)
Vi v Vi Vu
= P max —ll— iZE + P max —f— 1Z£ .
ll—n|<én | [+ nr 2 [l—n|<én | pr nr 2

Assim, temos para L,, 1 (¢),

nr —Ir €
Lu) =P (z%f?@n K ( (nl): ) = 5) '
Agora,
nr —Ir n%—n%(l—d)%_l—(l—é)%
(nl)r T pinr(1—6)  ar(1-0)
- 11 5 N
nr (1—6)r



As desigualdades acima valem desde que 1 < r < 2 e nés podemos tomar 0 < ¢ < 1. Segue que

Lni(e) < P ( max [Vj| > 5"(1—_5)> |

[l—n|<dén 2 or
Como Y (i), Ya(i), ..., sdo varidveis aleatdrias i.i.d. com média zero, observamos que o processo
{Vp,o(Y1(4), ..., Y, (7)) }n>1 forma uma martingale. Desde que r > 1, pelas desigualdades de martin-

gales (1.18) e (1.17), existe uma constante C'(r) > 0 tal que

L) < (g)rﬁfz{mm

< o) (g)ﬁff (g Yﬁ(z’)) 2

Como g < 1, nés temos pela desigualdade (1.14)

L@ <00)(2) oS n B GO,

€

67"Jr1

et 4+ 2rC(r)E {|Yr(4)|"}

Como E {|Yx(i)|"} < oo por hipétese, tomando 0 < § < , obtemos que

€
Ln71(6) S 5

Para estimar o segundo termo L,, 5(¢), denotemos [.] o maior inteiro e definamos n; = [n(1 —9d)] e
ne = [n(1+ J)]. Assim, note que

W_Vn

nr

Vm - an

1
T

<2 max
n1<m<neg

max
[l—n|<dén

n

e que {V,, — Vi, bin>n,+1 € também uma martingale. Assim, nés podemos proceder como acima, tal
que para alguma constante C’ (1) > 0 obtemos

L,s(e) < P( max |V, —V,,| > ini)

< C’(r)(%)T%E (Z Yf@);
k=ni+1
< o/m(‘—‘)?"”?‘”1E{|Yk<z'>|r}.

€ n
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ng — Ny
Ao notarmos que

~ 26, novamente para uma escolha adequada de J, obtemos L,, »(¢) <

N ™

1sso completa a prova.

2.3 O Caso Gaussiano

Considere a decomposi¢do da soma parcial S,, — nfg, com py = E {¢(Xy)}, 0 < k < n, dada
por

k=1
com ()1
A() = D (8(X0) = pg)  Bali) = > (6(X) — py)
=0 I=7,, (1)
© Tr1—1(7)
Vi) = > (6(X) — py)
=73 (4)

Nesta se¢do, para um estado ¢ € S arbitrariamente escolhido, nés analisamos a normalidade as-
sintética de S,, quando 0 < wvar{Yx(i)} < oco. Mostraremos que, comparado ao termo central, os

termos A, (i) e B, (i) sdo negligiveis. Assim, precisamos primeiro estabelecer condi¢des que garantam
ln—1

a normalidade assintética de Z Y} (7). Nosso Lema 2.3 sugere a seguinte condic@o.
k=1

Condicéo 2.1 Seja X = {X,, },>0 uma cadeia de Markov aperiddica e recorrente positiva. Assuma
que para algum v € S e k > 1, temos E{YkQ(z)} > 0 e que, para algum r > 2, temos que
d, (Yy(i), Z) < oo, onde Z tem uma distribui¢cdo normal.

Note que, se a Condigdo 2.1 € satisfeita, nés temos F {|Y;(i)|"} < oo pelo item (b) do Lema 2.3.
Entdo E {|Y%(j)|"} < oo paratodo j € S. Assim, a Condigéo 2.1 estaria satisfeita para todo j € S.
Como r > 2, nés também obtemos 0 < E {Y;*(i)} < oo e, se trocarmos ¥( . ) no item (c) do Lema

2.1, por (¢(.) — pg)°, obtemos

E{ > (6(X) - W} = %E {(6(X0) = o)},

l=Tg
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e, assim,

7(0) = B {(00X) = e} + BL Y (6050 = ha) (60X0) = 1)
1Al =73,

Como mostrado no Capitulo 16 de Chung (1960), se 0,*(i) < oo para algum ¢, entdo o4%(j) < oo
para todo j € S. Além disso, 0,2 = m;04%(7) independe do estado .

E importante destacar que para a normalidade assinttica necessitamos somente da Condigdo 2.1
satisfeita para » = 2. Nesse caso, podemos estabelecer uma forma simples dela.

Condicao 2.2 Seja X uma cadeia de Markov aperidodica e recorrente positiva, e assuma que para
algumi € S e algum k > 1, temos que 0 < E {YkQ(z)} < o0.

Nao ¢é dificil ver que se a Condigdo 2.2 € satisfeita, entdo

43 (Yi(i),Z) < E{(Yi(i) — 2)*} < 2{E{Vi*(i)} + E{Z*}} <

e, assim, a Condicao 2.1 vale para r = 2.

Teorema 2.1 Assuma que a Condigdo 2.1 vale e seja Z LN (0,1). Entdo

RAG!
ay(i)y/n’

n—oo

d, Zo | =30. 2.11)

Além disso,

RAG R0
k=1 d k=1 n—00
k=t Az e BEL | LY Bz, (2.12)
oy (i)v/n oy (i)v/n
Demonstragdo. Pelo item (c) do Lema 2.1, Yi(i), Y5(i), ..., sdo varidveis aleatérias i.i.d. . Pelas

hipéteses e o item (b) do Lema 2.3, temos que 0 < var(Yy (7)) < co. Assim, uma aplicagdo direta do
Teorema 1.3 nos da (2.11). Para provarmos (2.12), precisamos verificar as hipoteses do Teorema 1.1 .
Como F {|Zy|"} < oo, resta mostrarmos que

RAC!
oo (i)/n
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Pelo Lema 2.3 (b) temos que E{|Y;(7)|"} < oo. Como Z Yi (i), o(Y1(i), Ya (i), . .. ,Yn(i))} forma
k=1
uma martingale, podemos aplicar as desigualdades (1.17) e (1.15). Assim, existe uma constante

C(r) > 0 tal que

r
n 2

11 I 1 O(r) ).
- ~ L Y5 (4) < ——=5F Y (1)
nz 04" (1) { ; } nz 04" (1) ;
]_ C(T) r_1 AT
< =2\ E{|Y;
< ron B
C(r) .
< SO pmG <,
oy’ (i)
e, assim, (2.12) segue pelo Teorema 1.1.
v
Teorema 2.2 Assuma que a Condicdo 2.1 vale e seja 7 LN (0,1). Entao
d, (LZO> X0, V, = iYk(i). (2.13)
7s(D)V1n =
Além disso,
‘/l -1 d { VE -1 T} n—00
el g e Bt VY Bl 7). (2.14)
RO ENGA

Demonstragdo. Sem perda de generalidade, nés podemos assumir que 0,%(i) = 1. Pelo Teorema

—2 % Z,. Como —— %5 7, > 0, pelo Lema 2.4 segue que —2=— % 7,

NLD n I, — 1
V ln -1 q.c. Wn—l V;n—l T}
< 00, Vn, €

Como ——— — 1, obtemos que
4 Vi

anterior, temos que

d .
— Zy. N6s mostraremos que F {

que (2.14) Vgle. Assim, pelo Teorema 1.1nseguiré (2.13).
Antes de provarmos a convergéncia a direita em (2.14), mostraremos que

Vi,
E = < K < o0. 2.15
IS =
Note que
(ln=Fk)=(m <n, 71 >n) = (1, <N, Ty1 > 1),
tal que (I, = k) € o(X,, , X5 41,..., X5 ,,—1)-mensurdvel. Por outro lado, observe que V;, _; é

o(X7, Xr 41, .., X5 —1)-mensurdvel. Pela Proposi¢do 1.1(c), temos que I,, e (Y1(3),...,Yin-1(7))
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sao independentes. Sendo E{Y} (i)} = 0, o processo {V,,_1,0(Y1(4),...,Y,-1(i))} é também uma
martingale. Procedendo como na prova do teorema anterior, existe uma constante C'(r) tal que

E{Vi, '} < CE (2 Yﬁ@))

ou, equivalentemente,

E{|Vi,l'/ln} < C(r)E (iﬁf@) /ln

IN

In—1
O(T)(ln - 1)%_1E {Z |Yk:(2)|r/ln}

< Ol 'E {i |Yk(i)|T/ln} :

onde para a ultima desigualdade aplicamos o Lema 2.2. Agora,

{821 = el Lmvi )

1,2

< cw{”;f E{i\mwzn}}

n k=1

= C)E{O)}

Vi1
Vi,

Assim, obtemos (2.15), desde que F{|Yy(i)|"} < oo, pelo Lema 2.3(b).

V — n—o00 ln .C.
Resta mostrar que F { | 2= } =% E{|Z|"}. Como = %5 7 > 0, dado € > 0, defina
n

Vi,
L

——m| < e). Entio, P(A,°(e)) ™3 0, conforme ¢ — 0. Por (2.15), temos que

n—00,e—0
—

dP

r

0. Agora, nés devemos mostrar que
Vi, — Va
Lot dP

/An(e) \/E B %

Assim, nés temos a convergéncia desejada, pois o teorema anterior nos da & {

n—o00,e—0

0. (2.16)

n

- } ¥ B{|Z|").

A prova de (2.16) € similar a prova do Lema 2.4 e nés daremos um resumo. Assim, definindo
ny = [(m; — €)n] e ng = [(m; + €)n], temos que
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max Vi1 ——Vn < max Vi1 —W"_l + max Vin — Vi
n1<lp<ns \/ln \/ﬁ T ni<In<na | /M AL ni<m<nz | 4 /N VAL

Claramente, o mesmo vale com as correspondentes esperangas. Além disso, os processos {V}, 1}
e {V,, — V,,, } sdo martingales. Assim, usando a desigualdade de martingale (1.19), com p = r e
r

q:
r —

T temos que

1 1\’
Lnae) = E{m'v' (m—f—m) }

1 1\ r
< — E "
< (=) FgEval

nq " T
1—,/— E
( ng) r—1 { A/
, obtemos que L,, 1(¢) — 0, conforme n — oo

nq T; — €

Vi1

Como F {

} < oopor(2.15)e
1 N9 T + €

e ¢ — 0. Além disso,

vm_vn "

Lyo(e) = E{mglqgicm I ! }
1 T

- E{WV, = V.. |}

T BV~ Vaul')

As desigualdades (1.17) e (1.15) nos dao a existéncia de C'(r) > 0, tal que

N3

E{Vi, =V} < CO(r)E <Z Y/f(i))

k=nq

IN

C(r)(ny —m +1)57'E { > |Yk(i)|r}

k=nq

= O(r)(nz = + D)2 E{(0)["} -

Segue que

L) < C(r)

r—1

r no —ny+ 1
n

)gEﬂYk(z‘)r}.

No — N — 2€ (6) n—00,e—0

Mas 0.

1 n—oo .
R e — — 0. Assim, L, o
nq 1—c¢ nq
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Finalmente,

T

‘/l —1 Vn

n

N

‘/l —1 Vn

n

Vi,V

dPgE{ max

n1<lp<ng

e (2.16) segue.

/An © } ’
v

No6s podemos facilmente reescrever este teorema ao trocar [, por 7, = 7, (i). Neste caso, é
necessdrio substituir o42(i) por 042 = T;042(1).

Teorema 2.3 Assuma que a Condigdo 2.1 vale e que Z IN (0,1). Entao, para todo i € S, temos

‘2’17171 n—oo
dy  Zy | =0, (2.17)
O'qz,w /T,

71, (1) —1

onde ‘7%,1 = Z ((X)) — pg). Além disso,

I=71(4)

‘21—1 d V;'z—l
—r— — 7y e K n

To/Tiy O4/T

Demonstragdo. Pelo Lema 2.3(b), se a Condicdo 2.1 estd satisfeita para algum ¢ € S, entdo ela esta

} =X E{|Zo|"Y. (2.18)

Tlp—1

O/ Ty,

satisfeita para todo 7 € S. N6s mostraremos que £ {

} < oo e que (2.17) vale. Entdo pelo

Teorema 1.1 nés teremos (2.18).

Vi
Por (2.15), observe que temos E{ In—1

oo (1)V1n

'
[

} < K < oo. Claramente, 0 < — < le
Tl

ln—1

Vot = Vit = 3 V(). Segue que
k=1

E =FE l—”Vl“—il giE{ }S#K«m.
Tt /Ti06(1)V1n ;2 ™2

Assim, para (2.17) nés temos, pelo Teorema da Representacdo 1.2, a existéncia de Z;” LN (0,1)

tal que
(e ) = (1)) -

Vi, -1
0o(1)V1n

Tlp—1

0'(1,1 /T,

S

Vi,—1
()W,

0.

T

_ ZO*
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Pela desigualdade de Minkowsky,

Vo L, 1 ( Vi L, 1
Oo/T o H T, /T <U¢(i)\/m ’ . T, /T ’ )
In
Como— < 1, temos que
T,
ln 1 Vz —1 ) 1 Vi —1 n—o0
— - — 7y < “ — 7yl — 0.
H n, VA (mm ") = VAEleve 7,
ln 1 q.c.,n—)oo ” .
Pelo Lema 2.1, temos /| — ~—— 1. Além disso,
T, /i
[, 1 1
- —1| 2 <2 — 1) 12y,
(ﬁ )0_(ﬁ- )i
Como E{|Zy*|"} < oo, obtemos pelo Teorema da Convergéncia Dominada
I, 1
- -1z =30.
H( T /i ) :
Agora, (2.17) segue por (1.9),
V;'ln& ‘/;lnfl *
dT’ 7Z0 S - Z()
O'qg,/Tln Uq&w”—ln .
v
Com a notacdo acima, temos que
Sn_ An ) ‘Z' -1 Bn .
o/ og/n og/n ogyn
onde
T1—1 n
An()) =D (0(X0) = o) e Buli) = Y (6(X1) — pg)-
=0 l=m,

Como, para r = 2, a Condicdo 2.2 implica a Condicao 2.1 e, pelo Lema 2.1, Tt 2 1, temos por
n
(2.18)
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‘/77”4 Tl sznq d

sl e Tt S 7
Ud)\/ﬁ N Oy+/Ti, 0

A() v, o, Bald)
oo 0 G

Além disso, pelo Teorema 8 do Capitulo 14 de Chung (1960), temos

Isso nos permite estabelecer:

Corolario 2.1 Assuma que a Condicdo 2.2 vale e seja Zy = N (0,1). Entdo

Sn —Nie d
_— 2. 2.20
%\/ﬁ — 4o ( )

De maneira a adicionarmos convergéncia ds em (2.20), precisaremos de afirmacdes adicionais so-
bre os momentos. Suponha F, {(ng(Xk) - u¢)2} < o0, para 0 < k < n, ou, equivalentemente,

dy(p(Xy), Zo) < 0o, onde Z; < N(0,1). Assim, pelo Lema 2.2,

(fj (6(X)) — w)

=0

IA
&
Iy

Além disso, podemos observar que o evento (13 = k) é o(X,,, X7, 41,..., X,,_1)-mensurdvel e
71—1
Z (0(X)) — pg)” é 0(Xo, X1, ..., Xy _1)-mensurdvel. Assim, a Proposi¢io 1.1(c) nos garante que

=0
T1—1

GRS Z (¢(X;) — pg)* sdo independentes sob P;. Se tempos negativos sdo considerados, entdo para
1=0

T1—1 T1—1

algum tempo m < 0 nés teriamos X, =i, 71 < 174 —me Z (o(X)) — ,u@2 < Z (o(X)) — u¢,)2.
=0 l=m
Isso nos permite escrever
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=
—N—
N
< &
RS
N———
[N}
——
IA
=
T
o
S
)
°-
[\

= %#Ei {%} B {Z (P(X1) — M¢)2} :
1

Agora, F; {E} = "% 0 e, pelo Lema 2.1(c) com ¥(.) = (é(.) — p,), temos que
n ™n

Ei {z_: (6(X0) = “¢)2} - E{ > (X)) - M¢>)2} = %Ew {(6(X0) = )"}

=0 =Ty,

Assim,

Similarmente, temos que

n

B(1) 2 n—m +1 9
E e < F{ —)7 X;) —
{(% ) } < BT S 600 )
T T M1l
<« pd Tt =T X)) — )2
< BOEE Y 00 - )
Tln+171

Pela Proposicdo 1.1, notemos que (73,11 — 7,) Z (p(X)) — u¢)2 tem a mesma distribui¢do

l=m,

T1—1 ; 2
Bn n—oo
que 71 E (p(X)) — u¢,)2 dado que X = i, ou seja, sob P,. Segue que F { ( (Z)) } =20.

— os\/n
/ ‘77— - n—+00
d2 ( Tl_n w1 7Z0> ; Oa
N O¢p+/Ti,

Logo, como
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obtemos o seguinte coroldrio.



Coroldrio 2.1 Assuma que a Condigdo 2.2 vale e que E {(¢(X},) — u¢)2} < oo, para0 < k < n.
Entdo, para Zy < N(0, 1), temos que

Sn—nllqﬁ n—00
do | ————, 4
2( opvn 0) 0

STL - S’n - 2 n—oo
On e 4, Zo e E {( \}z_/w) } = E{Z} = 1.
O¢ n

2

Tk+1—1
Observacdo 2.1 Como a Condigdo 2.2 requer E{Y,*(i)} = E ( Z (p(X)) — u¢)> < 00,
=T
nés conjeturamos que isso garantiria que E{(6(Xo) — j14)°} < co. Mas nds néo estamos hdbeis a
mostrar isso.

Para generalizarmos o corolario acima para » > 2, observe que o Lema 2.2 foi usado para obter
desigualdades do tipo

r—1 T1—1

1=0 T1 r
E; NG SEi{ s ;W(Xl)—ucb! }

\ /

Isso sugere que além de assumirmos E, {(¢(Xo) — ug) '} < oo, precisamos controlar E;{m"'}.
Sendo a cadeia recorrente positiva, temos que F;{m1} < oo, que é o caso para r = 2. No caso geral,

T ) r
para r > 2, sabendo que 2 < 1 e considerando E;(712) < oo, obtemos
n

1 31 3 E; b n—0o
Ei{ﬁ }:E{(E> I }g i(112) nooe 2.21)

=
nz2 n n n

Condicao 2.3 Seja X uma cadeia de Markov aperiddica e recorrente positiva. Assuma que para
algumi € S ek > 1 temos que E {YRQ(Z)} = 0,%(i) > 0. Além disso, assuma que para algum

r > 2 temos que B {|6(Xi) — oI} < o0, para 0 < k < m, B{(mli) ~ m(i)?} < oo e

d,(Yi(1), Z) < 00, onde Z tem uma distribui¢cdo normal.

Assim como para a Condicdo 2.1, se a Condigdo 2.3 é satisfeita para algum ¢ € S e algum k£ > 1, ela
é satisfeita para todo i € S e todo k > 1. A hipétese d,(Yy(i), Z) < oo garante que F{|Y;(7)|"} < oo

V(i
e o Lema 2.3(b) mostra que d, (%, Zo) < 00, fornecido que o,4(i) > 0, Zo = N(0, 1).
Op(?
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Teorema 2.4 Assuma que a Condi¢cdo 2.3 vale. Entdo, para py = E {¢(Xy)}, 0 < k < n, e
03) = Wiaq%(i),
g, Sn= e 2o ) =30, Zo £ N(0,1), (2.22)
O'¢\/ﬁ
S —nplg d Sn = npig |\ nooo ,
— — 7 ES|—— — E{|Zo| }. 2.23
gev/n 0 € {‘ To/n {1Zo|"} (2.23)
Demonstragdo. N6s faremos uso do Teorema 1.1 ao mostrarmos que
Sp — npig |
El|l——— < 4 2.24
{ osv/n ‘ } o 224

e que (2.22) vale. Consequentemente, teremos (2.23).
Usando a decomposicao (2.19) e a notagdo do Teorema 2.17, temos pela desigualdade de Min-
kowsky,

V.. 1 By (4)

asv/n oev/nl|,

osv/n osv/nl,
Pelo Teorema 2.17 e o fato de que T— < 1, obtemos
E lnfl / n 7'l'nf]- E < 0.

Pelo Lema 2.3(b), temos que
T1—1 1
E; Z |9(X1) — gl ¢ = ;En{lﬁﬁ(xo) — pip|"} < o0
1=0 ¢

‘/;' ‘/Tlnfl

O ¢+ /Tl,,

N3

Como E; (7'15) = F; {(Tk+1 — Tk) } < 00, obtemos

{fa) e

Analogamente, mostra-se que

SR

e, assim, (2.24) segue. Agora, o mesmo tipo de argumento como no caso r = 2 nos da (2.22).



2.4 O Caso Cauda-Pesada

Nesta sec@o, lidamos com o caso onde a média € finita, 1y, = E {¢(X;)} < 00,0 < k < n,
mas o segundo momento nao € finito, tal que nos deparamos com uma situa¢ao de cauda-pesada e os
resultados para o caso Gaussiano ndo sdo aplicaveis. Como as distribui¢des a-estaveis, S, (0,0, 1)
com 1 < a < 2, estdo relacionadas com a mesma logica que a distribuicdo normal para somas parciais
de varidveis aleatorias i.i.d., é natural conjeturar que, sob condicdes adequadas, o mesmo valerd para
funcionais de cadeias de Markov. Para X = {X, },>0e ¢ : S — R, espera-se que a soma parcial
estabilizada satisfaca

n

Z (p(X1) — po)

S, — =
Db _ =0 5 9,(0,0,0), 1<a<2 (2.25)
na na

Claramente, se nds tomarmos S, (o, 0, 1) como a distribui¢do limite em (2.25), entdo o Teorema
1.4 mostra que teriamos

Sy — iy + na
ﬂ? pd, Sa(0,0, 1).

noa
Para ilustrar essa situacdo, nosso exemplo abaixo exibe um processo de excesso (residual) que
possui uma distribui¢do limite de cauda-pesada.

Exemplo 2.1 Seja X = {X,,},>0 uma cadeia de Markov irredutivel, recorrente positiva, ndo-periédica
e homogénea no tempo, com espago de estados {1,2,3,...}. Considere P{X, =i —1|Xy, =i} =1,
Vi > 2, e denote por F a distribui¢do do salto do estado 1, ou seja, para todo i € Z™,

F(i)= P{X; =i+1|Xy=1}.

Vamos mostrar que se F' é de cauda-pesada, ou seja, possui segundo momento infinito, entdo a
distribuigdo limite de X também é de cauda pesada. Para isso, inicialmente vamos exibir a matriz de
transigcdo de X, e encontrar sua distribuicdo limite. De fato, tal matriz é dada por

) F(1) F

S O O o
W~
N—

(
0
1
0
0
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[e.e]

Para o cdlculo da distribuicdo estaciondria, como TP = T, E m; = 1 e, pela matriz de transigdo
Jj=1

P, Z F(i) = 1, obtemos
i=0

I
—_
|

Agora, se chamarmos h(k) = Z F(7)

i=k—1 1=0

F (i), temos que klim h(k) = 0. Assim, existe
—00

1
M € N tal que h(k) = 0, para todo k > M. Disso, temos que m, = T onde

L:OO (1— F(z)): h(k) < oo.

1 h(2) h(3)
o)

Portanto, m = | —, —=,
: <L L

[e.e]

Assumiremos, assim, que F' é de cauda-pesada, ou seja, E k*F (k) = oo, e mostraremos que

k=0
k—2
N 1Y F(i)
Z P—=0 | = . De fato, como
k=1
k—2 00
1= F(i)=F(k—1)+Y_ F(i),
=0 i=k
obtemos que
k—2 00 ] 00
. 1-Y F(i) Y RF(k-1) > K> F(i)
2 =0 | _ k=l k=1 i=k ‘ 296
; 7 - T (2.26)

Assim, como klim E F(i) =0, existe n € N suficientemente grande, tal que
— 00
i=k
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Portanto, por (2.26),

™
B
[N}
I
o
Y
o~
ﬂ‘
&~

v

e o exemplo estd concluido.

Assim como no caso Gaussiano, nds consideraremos a decomposicao (dissec¢do) conforme Chung
(1960),

ln—1 Trt1(1)—1
S =ty = An()) + Y Yi(i) + Bu(i),  Yili)= > (6(X) — ).

Condicao 2.4 Seja X uma cadeia de Markov aperiodica e recorrente positiva. Assuma que para

algum 1 < o < 2 existe uma varidvel aleatéria a-estdvel 7 < Sa(04,0,0) tal que d,(Yy(i), Z) < oo,
para algum i € S e algum k > 1.

Note que pela Proposigio 1.3 temos que E{|Z|"} = oo tal que o fato que d,(Y%(i), Z) < oo ne-
cessariamente garante que Y;(4) ndo é uma constante. Assim, o requerimento do tipo £{Y;%(7)} > 0
na Condi¢do 2.1 é desnecessario para o caso a-estavel, 1 < a < 2. Além disso, se d,(Y%(i), Z) < 0o

para alguma varidvel a-estdvel ndo-enviesada Z < Sa(0i,0, 1), entdo temos que d,(Yy (i), Z') < oo

d . -
para Z' = S,(0;,0,0). Isso nos permite reestabelecer a condi¢do de uma forma aparentemente menos
restritiva, mas equivalente: trocando S, (0, 0,0) por S, (0, 0, ).
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Pelo Lema 2.3(c), se a Condicdo 2.4 € satisfeita para algum estado 7 e algum £ > 1, entdo ela é
satisfeita para todo k£ > 1. Além disso, como a cadeia é recorrente positiva, nos temos para todo j € .S,
do (Yr(j), Z) < copara 0 < o < a. Nossa Observacdo 2.2 adiante mostrard que se nés assumirmos

adicionalmente que E {|¢(X k) — u¢|a/} < oo, para0 < o < a, entdo se a Condigio 2.4 & satisfeita
. d . . e . d

para o estado i com Z = S,(0;,0,0), e é também satisfeita para o estado j com Z = S,(0;,0,0),

entdo ma0; = Wjéaj = 0. De fato, mostraremos que

S, —
on e 4y 728 (5,0,0).

na

Teorema 2.5 Assuma que a Condigcdo 2.4 é satisfeita para o estado i e seja Z 2 Sa(04,0,0) para
algum o; > 0. Entdo

ZYk<Z)
do | =2 7 | =20 (2.27)

na
Além disso, para 1l < o/ < «, temos

PR AG) R AG)

— L7 e E{|MEL—| VX E{Z)7). (2.28)

na na

\ Vs

Note que, pela Proposigdo 1.3, temos E{|Z|*} = oo e, se (2.27) vale, entdo necessariamente nds

RAG

temos £ ¢ | ———— = oo. Segue que em (2.28) nds ndo podemos esperar trocar o’ por & como
na
no caso Gaussiano. Para provar (2.27), como Y;(7), Y3(i), . . ., sdo varidveis aleatdrias i.i.d. , é simples

verificar que as condicoes do tipo Lindeberg do Teorema 1.4 sdo satisfeitas e a prova de (2.27) pode ser
obtida como um caso particular do Teorema 1.4. Ao invés disso, daremos uma prova simples e direta
baseada em integrabilidade uniforme e desigualdades de martingale, seguindo as idéias em Soares
(2015).
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Demonstragdo. (Teorema 2.5)

(i) Seja 7+ £ 7 £ Sa(07,0,0). Como o > 1 e d(Yi(i),Z) = do(Yi(i), Z*), pelo Teorema de
Representagdo 1.2, podemos tomar Z* tal que a distribui¢do conjunta de (Y%(7), Z*) € Fy, ;) A Gz-,
sendo Fy, (; e Gz~ as respectivas distribuicdes de Y}, (i) e Z*. Neste caso, temos que

A, (Yi(i), Z) = E{|Y3(i) — Z"|°} < .

Pelo Lema 2.1(c), nds temos que E{Y;(i)} = 0e Yi(i), Ya(i),..., sdo varidveis aleatorias i.i.d. .
Assim, podemos tomar Z;*, Z5", ..., cOpias independentes de Z* tais que
do®(Yi(i), Z) = E{|Y3(i) — Zo"["} < o0, k=1 (2.29)

Além disso, pela Proposicdo 1.3, temos que

205+ .+ 2
Lo 4 (2.30)

na

Agora, {Z (Ya(i) — Zu), 0 (Y1(i) — 2y, Yo (i) — Zo*, ..., Y, (i) — Zn*)} forma uma mar-
k=1 n>1
tingale. Assim, pelo Lema 1.2, nés temos para 1 < o < 2,

1= B [
—-F Yi(i) — Z,* — 0 2.31
- { kz:;( k(i) — Zi") } ; (2.31)
dado que {|Y(i) — Zx|"},, € uniformemente integrével. Como Y1 (i), Ya(i), . .., sdoi.i.d. , nés temos
parac > 0,
sup / Vi (i) — Zon?|2dP = / Yi(i) — 2 7dP =% 0,
m S ([Ym (1) =Zm"|>c) (1Y (2) =21 "|>c)

onde a dltima convergéncia segue de (2.29) e, assim, obtemos a integrabilidade uniforme.
Para provarmos (2.27), nés temos, por (2.30),

3
3
Q

RA0 pRAG Z*

d.” — 7

na n « na

IA
&
ol
Il
|
o
Il

IA
&3
—
SRS

43



e o resultado segue por (2.31). Claramente, também temos a parte a esquerda de (2.28).
(ii) Agora, mostraremos a convergéncia na parte a direita de (2.28). Como 0 < o’ < «, temos
ZYk<Z) ZYk(@) ZZk*
= k=1 k=1

do | =2 | =do | ———, I

ng N« nao

n—oo O

Por (2.30) e a Proposic¢do 1.3(a), temos para o’ < a,

(\ n VA
2%
Bl :E{\Zya'}<oo.
na
\ Vs
Segue que
> (i)
B = ’H—%"E{yzr"}.
na
\ /

v

Seja {l,,} definido por (2.2). Agora, nés estendemos os resultados acima para a sequéncia de indices
3 In—1 a

> V(i)

(ln - 1)

aleatérios {l, }. Note que, como F {|Z|"} = oo, nés ndo podemos esperar £

QI+~

Assim, o Teorema 1.1 ndo pode ser usado como no caso Gaussiano.

Teorema 2.6 Assuma que a Condicdo 2.4 vale para o estado i e seja Z 2 Sa(0:,0,0) para algum
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o; > 0. Entdo

ln—1
D Yild)
doy | 2=2—— Z | =X0. (2.32)
(ln - 1)5
Além disso, para 1 < o < «, temos
ln—1 (11,-1 o)
Z Y (4) Z Y (4)
el 4z e BB LY E{Z)7). (2.33)
(Il —1)= (I —1)=
\ /
Demonstragd@o. Como acima, sejam 71", Z,*, ..., cOpias independentes de Z, tais que

do” (Yi(i), Zy") = E{|Yx(i) — Z:"|"}, k=1,2,1, — 1.

Para provarmos (2.32), observe que I, é determinado por (7, < n,7,41 > n), tal que [, é
o(Xn , Xs +1,..., Xy .,—1)-mensurdvel. Por outro lado, Z," depende da cadeia { X, },>o somente

em relacdo a Y% (i), sendo independente de Y}/ (7), para k' # k. Dessa forma, segue que a soma par-
ln—1

cial Z (Yi(i) = Z") éo(Z:", ..., Zip—1", X7y, oo, Xri 41, - .., X7, —1)-mensurdvel. Pela Proposi¢do
k=1

ln—1 l—1
1.1(b), temos que [, e Z (Yr(i) — Zx") s@o independentes. Além disso, Z (Ye(i) — Zx*) é uma
k=1 k=1
ln—1
soma de varidveis aleatorias i.i.d. com média zero. Assim, {Z (Yi(i) — Zk*)} forma uma mar-
k=1 n>1

tingale. Como 1 < «a < 2, obtemos, pela desigualdade (1.16),

E{ i (Ye(i) — Zi") |ln} < 2F {"Z Yi(2) — Zk:*|a’ln}

= 2(ln = 1) E{Y(i) = Zi"[[ln}
= 2(l, — 1) do® (Yi(0), Z4") -
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Segue que

ln—1

P ACEF/A

k=1

1
<zn—1>E{

Pelo Lema 1.2, temos a convergéncia

<zn1—1>E{ 3 0l - ) un} <y,

Junto a limita¢do em (2.34), obtemos, pelo Teorema da Convergéncia Limitada,

( In—1 [CAY
> (Vi) - Z)
IoRE= ; =30.
(ln - 1)5
\ Vs

Agora, considerando a funcdo caracteristica, temos que

ln—1 m—1
it 1 T E Zk* it 1 T Zk*
(In—1) (m—1)a
E<e k=1 l,=m) = E<Qe k=1

— E{Gitz}.

ln—1
(zt L T Zk*)
(ln—1)a .
Logo, E< e k=1 I, g = F {e”Z}. Portanto,

Segue que

46

|ln} < Qdaa (Yk(l), Zk*) < Q0.

(2.34)

(2.35)

(2.36)



ln—1

i V(i) Z_ Yi()) Dz

dy | =2—— 7 | = d,
(ln - 1)5

Y

=% (1)

Ql~

e, assim, obtemos (2.32). Claramente, a convergéncia em distribuicdo € uma consequéncia imediata.
Para 1 < o' < «, a convergéncia dos momentos de ordem ' pode ser obtida usando os mesmos
argumentos como na demonstracio de (2.28).

v
Sejam
_ 1, (1) —1
Vii= Y (6(X) = ig), (2.37)
I=71(1)
ln—1 ln—1
Vie—1 = ZYk(l) e Vi,-1= Z Zy7,
k=1 k=1
onde Z1*, Zy*, ..., sdo cOpias independentes de Z como em (2.35). Claramente, temos que
‘N/Tzn—l _ (ln - 1)(i | =
T, Ty, (I, — 1)5’
e, se as hipdteses do Teorema 2.6 estdo satisfeitas, entdo
i 1 Z 1 1 Z
go | (ln - 1) “ Vi1 _ g (ln - 1) « Vi1 (ln — 1) * Vi1
" Tlné ’ Tl (ln - 1)é ’ Tl (ln - 1)é’ Tin (ln - 1>é
L1 v S|
< plin” l,—1 __ Vi,—1 : (2.38)
T | (l,—1)a (I, —1)=
Vv S|
S E bl 1 Vln_l 1
(ln_ 1)5 (ln_l)a

=g [ et ) e
(ln_l)a

< 1 e (2.32), para obtermos a dltima convergéncia acima.

n

Observe que usamos o fato que
T

n

Isso nos permite concluir
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A
VT 1 V
n— ln—1 p
1 - _ nl O
T, o Tl,

n

Por outro lado,

7 L—1\* 1 L1\ +
Vlnllz(n_ ) Vlnlli<n_ ) ZLHTZ%Z.
T, @ T, (I, — 1)« T,

ln

s A <. d
A ultima convergéncia segue pelo fato que 2% .. Agora, usando o fato que, se 1, — 1 e

Tl

n

~ d . .
Nn — 0, entdo v, + 1, — 1, nés concluimos que

V. -1 d 1 Vi -1 d
e S meZ ou —nm Sy 7 (2.39)
Tl & TieT], @

Como nés néo temos F{|Z|“} < oo, ndo podemos proceder como no caso Gaussiano para obtermos

‘Z - n—0oo
da< lnll,miz> 0.

T, ©

Alternativamente, pela Proposi¢ao 1.3, temos £ {|Z |O‘, < oopara0 < o < a. Se tomarmos
0 < a < a, por (1.12) nés obtemos

~ ~ A 1 Z
V., _ 1 V., _ I, — 1\« _ I, —1\= _ 1
d., ln1177TiEZ <d. ln117( ) Vi—1 vd ( > Vi, L naZ
U T, @ T, (I, —1) Ty, (I, —1)=

Q=

Q=

n

Pela prova do Teorema 2.6, obtemos

1 Z 1
—1\ = B —1\=
0. (zn ) vlnll,méz _— (ln )Z,miz
T, (ln_l)a T,
() =
_ﬂ-Za
Tl

1
L —1\« c. / .
( = ) —mia| 2% 0 e como E{]Z\O‘ } < 00, obtemos a ultima con-
Tln

3
(§

Eq|Z"

IN

— 0.

Por (2.4), temos que

vergéncia como consequéncia do Teorema da Convergéncia Dominada. Atrelado a (2.38), isso nos
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Tln‘"

‘A//;' — n o
da,< In 1,7@&2) %0, (2.40)

Agora, o Lema 2.3(c) mostra que se a Condi¢ao 2.4 € satisfeita para algum estado 7, entdo temos
do(Yi(4), Z) < o0, Vj € S. Assim, (2.39) e (2.40) continuam vélidas se o estado i é trocado por
qualquer outro estado j € S. Claramente, neste caso, [, e 71(j), 72(j), ..., terdo que ser definidos
como em (2.1), trocando ¢ por j.

Teorema 2.7 Assuma que a Condicdo 2.4 vale para o estado i e seja Z 2 Sa(04,0,0) para algum
0; > 0. Sejal < o < a. Entdo, para j € S, existe Z(j) < Sa(0},0,0), tal que

‘7;' j)— n—00
dy (%,Z(]‘)) %), 2.41)
mieT, = (j)
‘7;' j)— ‘7;' - “ n—rQ0 /
—ele L 2() e BY || 2 S E{1ZO)N ) 42)
7T..].E,Tlna(]) W]ETlna(j)

N6s podemos reescrever (2.41) e (2.42) como

"Zr j)— n—o0
da’ lnl(J)_ 1771-]'%2(‘]') l> 07
71, (4)

Noés mostraremos adiante que
7 2(5) £ 7y 2(3') £ Salmj0;,0,0) = Sa(e,0,0).
Ou seja, temos que Wjiaj = 0,Vj € S. Assim, de maneira a estender esses resultados para a soma
parcial S,, — npuy = Z (¢(X;) — pe), ndo ha perda de generalidade ao fixarmos o estado ¢ que satisfaz

1=0
a Condigao 2.4.

Com V, _; dado por (2.37), seja

Sy — g1y = An(i) + Vi 1+ Ba(d), (2.43)
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—_

T1— n

onde A, (i) = ((X1) — 1e) € By(i) = Z (¢(X;) — ). Paracontrolar os termos A,,(7) e B,,(7),

=0 l=m,
nossas provas necessitardao que F, {|¢(Xk) — u¢|a/} < 00,0 <k <1, paraa’ < . Uma condigio

suficiente para isso é d,(¢(Xy), Zy) < oo, para alguma varidvel aleatoria a-estdvel Z;. Como no
caso Gaussiano, nés conjeturamos que a condicdo d,(Yx (i), Z) < oo é suficiente para mostrar que
do(Pp(Xk), Zy) < 0o, mas ndés ndo estamos hdbeis a mostrar isso.

Condicao 2.5 Seja X uma cadeia de Markov aperiddica e recorrente positiva. Assuma que para
algum 1 < a < 2 existe uma varidvel aleatdria a-estdvel Z (i) < Sa(0:,0,0) tal que d. (Y (1), Z(i)) <
00, para algum i € S e algum k > 1. Além disso, assuma que E, {]¢(Xk) — ,ud,\a/} <00, 0<k<1,
paral < o < a.

. . . d 1
Teorema 2.8 Assuma que a Condigdo 2.5 vale para o estado i e seja Z = S,(0,0,0), como = m; o o
Entdo paral < o/ < «, temos

na

Sn - n—oo
dy (Mz> 120, (2.44)

1 ? 1
na na

Sn—mhy 4, E{‘M }moE“ZP/} (2.45)

Demonstragdo. (i) Iniciamente, mostramos que

“|

Por (2.43) e pela desigualdade de Minkowsky, obtemos

D

Como o/ > 1, pelo Lema 2.2, temos que

Sy — Nty
S

na

} < oQ. (2.46)

An (1)

1

n o

Vo, -1
S

N o

Sy — Nl
na

Bali)

1

n o

‘

o ’ % , o

«

E {|An(i)\a,} < E {ﬁ“'_l z_: o(X0) — Mas!a/}
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o' —1 T1—1 -1

T o 1 o

E; {IT E o(Xi) — pgl } < ﬁEi { E |[O(X1) — g } :
n o 1=0 =0

oo = -1 00 L () < 1 camo 5 000 -} <

- _ _ — e —| — —. Com - — 0,

ote que (67 nd \n — nd 0 Ho

(0]
temos, pelo Lema 2.1(c),

= 5 {Jo(X0) — ol } < oo

B, {Z [6(X) - wl“} -

=0

Segue que
ATL . O/ n o
E D o (2.47)
na
Analogamente,
Bn(z) o 1 a’'—1 g o’
E 1 S E o (Tln-‘rl - Tln) Z |¢(Xl) - M¢|
e ne l=n,
1 Tln+171
< SEQ D 100X — el
l=m,
= B {J0(X0) — el } TF 0
= 3 p 0 220 .
Além disso, para o termo Tl"l ,como 75, < n, nds temos, por (2.42),
na ,
Vo[ Vo |
Bol b= By ()T
‘7; - o . ; y
< p{|o= l>E{7Qa|Z(@)| }<oo,
Tl,
e isso completa a prova de (2.46).
(ii) Agora, n6s demonstramos (2.44). Sejam Z,*, Z,", . . ., cOpias independentes de Z(7) 4 Sy(0,0,0).
ln—1
D%
RS A0}

Entao, como mostrado no Teorema 2.6, temos que T
(ln o 1)3
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ln—1

Agora, paraVj, 1 = Z Yy (i), temos
k=1

‘77171—1 . (ln_l)(i ‘/ln—l
ne n (I, —1)
In—1

Z
SejaV,, 1= Z Z)". Assim, temos que

Q=

k=1
L—1\* V b —1\* -1\ V; - 1\* ¥
4, ("‘ ) ol ( n =~ ) 26)) = d.~ <"_ ) el ( S ) VioL
n (I, — 1)« n n (I, — 1)« n (I, — 1)«
( o
o z
< B (ln_ 1) ol Vi, __ Vi,-1 :
n (lp—D=  (I,—1)=
: o
Vi v
< B¢ ln—1 __ ln—1 : o
(ln - 1>E (ln - 1)5
\
onde a dltima convergéncia segue de (2.35).
Como Z(i) 2 +Zek {|Z |al} < 00, pelo Teorema da Convergéncia Dominada, temos que

T«

a/

1 1
(L —1\" . L, —1\°, .
Ao (( ) Z(z),Z) < E ‘( ) Z(i) - Z
n n
L — 1\ 1 RN R
= E (( ) 1-1) 1Z|* 3 =0,
n ;o

1 N ln =1\ 1 ge
onde para ultima convergéncia nds usamos o fato de que ( = 2% 1 (conforme o Lema

n Wii
2.1(a)).
(iii) Pelo Teorema 1.1, n6s concluimos a prova.

v

~ 1 P . . . .
Observacao 2.2 Claramente, m;~0; = o ¢é independente de i. Caso contrdrio, escolhendo-se j # 1,
teriamos que

S, — 1
# <, z4 Sa(mi=0;,0,0)

na
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S, — )
on e 4y LS, (n;%0;,0,0).

|~

Mas isso é uma contradigdo.
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Capitulo 3

Convergencia de Processos Empiricos
Associados a Cadeias de Markov com Espaco
de Estados Geral

3.1 Introducao

Neste capitulo, provamos a convergéncia fraca dos processos empirico e quantil empirico associ-
ados a uma cadeia de Markov com espaco de estados geral e ergddica. Existem diversas referéncias
na literatura provando esses resultados para o caso onde as variaveis aleatorias associadas sdo i.i.d. .
Em nosso trabalho, buscamos estender o caso i.i.d, através de técnicas alternativas como a distancia
Mallows, para o caso empirico, e 0 Lema de Vervaat, para o caso quantil empirico.

Na Seg¢do 3.2 provamos que o processo empirico [3,(x) converge fracamente para a Ponte Brow-
niana B(F(x)), tanto para = fixado como no sentido de processos. Para z fixado, ao observarmos
que, embora { X, },>0 seja uma cadeia de Markov com espago de estados geral, o funcional Ijx, <,
€ uma cadeia de Markov discreta, o resultado pode ser obtido como uma simples adaptacdo do Teo-
rema Ergddico para cadeias de Markov discretas, conforme consta em textos como em Chung (1960).
Também existe, ainda, uma outra forma de obtermos esse resultado inicial, conforme esta construida
em Meyn e Tweedie (2009), mas usando conceitos muito complexos relativos a cadeias de Markov
com espaco de estados geral, que fogem ao objetivo desta tese. Apesar disso, obtivemos esse resultado
no Lema 3.2 como uma simples consequéncia da convergéncia na distancia Mallows demonstrada no
Lema 3.1.

De fato, o uso da distdncia Mallows é imprescindivel para obtermos, no Teorema 3.1, a con-
vergéncia entre as respectivas distribui¢des de dimensdo finita de /3,,(x) e B(F'(z)) que, atrelada a
rigidez de {/3,,} provada no Teorema 3.2, demonstram a convergéncia fraca, no sentido de processos,
do processo empirico f3,,(x) para a Ponte Browniana B(F'(z)).

Uma vez obtida a convergéncia fraca do processo empirico, o passo logico seguinte € provar a
convergéncia fraca para o caso quantil empirico. Para o caso i.i.d., muito sobre a teoria e resultados
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relacionados ao processo quantil empirico pode ser estudado em Shorack e Wellner (1986) e Csorgo
e Révész (1981), dentre outras referéncias. Assim, também estendendo o caso i.i.d, na Se¢do 3.3
provamos, sob condi¢cdes adequadas e com as varidveis aleatorias associadas constituindo uma cadeia
de Markov com espaco de estados geral e ergddica, a convergéncia fraca do processo quantil empirico
().

Ha uma certa dificuldade na tentativa de tratamento do processo quantil empirico com a mesma
metodologia adotada para o caso empirico. Assim, algum método alternativo € necessario para elimi-
narmos essa dificuldade. Nossa estratégia, dessa forma, € provar o caso quantil empirico usando o caso
empirico ja demonstrado na Secdo 3.2. Nossa primeira tentativa foi usar o chamado Método Delta,
muito utilizado em referéncias estatisticas. Porém, a aplicacao desse artificio mostrou-se inconsistente
e, assim, procuramos na literatura um outro método que fosse coerente com a teoria probabilistica
referente ao nosso objetivo. Dessa maneira, o método encontrado, e que nos € de fundamental im-
portancia, consiste basicamente em usar o Lema de Vervaat atrelado ao Teorema de Skorohod, com a
mesma abordagem adotada em Vervaat (1971), Haan e Ferreira (2006) e Resnick (2007).

Assim, na Subse¢do 3.3.1, como uma forma de nos habituarmos e entendermos melhor a demons-
tracao do caso geral da subsecao seguinte, provamos a convergéncia em distribui¢ao do processo quan-
til empirico ¢, (t), com t fixado. Dessa forma, no Teorema 3.4 mostramos o caso quantil uniforme e,
no Teorema 3.5, provamos o caso ndo-uniforme.

Finalmente, na Subsec¢do 3.3.2, através da mesma metodologia utilizada na Subsecdo 3.3.1, genera-
lizamos os resultados obtidos ao provarmos a convergéncia fraca, no sentido de processos, do processo
quantil empirico ¢, (t), comt € (0, 1).

3.2 Convergénca Fraca do Processo Empirico

Nesta secdo, provaremos a convergéncia fraca do processo empirico, associado a uma cadeia de
Markov { X, },,>0 ergddica e com espago de estados geral, para a Ponte Browniana B(F'(z)), ao ob-
termos a convergéncia das distribui¢des finitas e a rigidez de {/3,,}. Para que a defini¢do do processo
empirico e nossos resultados fagcam sentido, como a cadeia é ergddica, durante todo esse capitulo va-
mos tomar F(z) = E,(¢(Xy)), para 0 < k < n, onde 7 ¢ a distribuicdo limite da cadeia.

Inicialmente, note que Ijx,<,) torna-se uma cadeia de Markov discreta com espago de estados
{0,1}. Além disso, ndo ¢ dificil verificar que essa cadeia é ergddica. Assim, podemos entdo apli-
car os resultados do caso Gaussiano do Capitulo 2 ao processo empirico. De fato, podemos reescrever
Bn(z) da seguinte maneira:

n

> (Ix<a — F(2))
ﬁn(x) = \/ﬁ
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Dessa forma, identificando ¢(X;) = Ijx,<a) € pto = Er(¢(Xy)) = F(x), 0 < k < n, como
consequéncia do Corolério 2.1, obtemos o seguinte lema.

Lema 3.1 Seja {X,,},>0 uma cadeia de Markov com espago de estados geral e ergddica. Entdo, se
0 < F(x) < 1para x € R fixado, temos

do( Bu(), B(F(x))) =% 0,
onde B(F(x)) 2 N(0, F(2)(1 — F(x))).

Demonstragdo. Como I[x,<,) = {0,1} e0 < F(x) < 1, as hipdteses do Coroldrio 2.1 estdo satisfeitas.

Logo, com o, = \/F(x)(1 — F(x)) sendo a varidncia assintdtica, temos que

dQ ) ZO 07
(x/F(x)(l—F(x)) >

d . . .
onde Zy = N(0,1). Mas isso é equivalente ao que queriamos provar.

Com essa mesma argumentagdo, pelo Coroldrio 2.1, obtemos o seguinte lema:

Lema 3.2 Seja {X,,},>0 uma cadeia de Markov com espago de estados geral e ergddica. Entdo, se
0 < F(z) < 1 para x € R fixado, temos

Ba(z) 25 B(F(x))),

onde B(F(z)) £ N(0, F(z)(1 — F(x))).

3.2.1 Convergéncia no Sentido das Distribuicoes Finitas

A seguir, demonstramos a convergéncia do processo empirico [3,(x) para a Ponte Browniana
B(F(x)), no sentido das distribui¢des de dimensdo finita. Para simplificar nossos cdlculos denota-
remos B(F(x;)) = B,,, para z; fixado.

Teorema 3.1 Para fixados v, x5, ...,z € R, Vk € N, temos

(Bn(xl)a Bn(xQ) s 7571(1%)) i> (BJCN Bdfzv s 7B-73k) .

Demonstragdo. O caso k = 1 ja estd feito no Lema 3.2. Provemos o caso k = 2. Sejam a,b € Re
F, 2 e G4 as fungdes de distribui¢do das varidveis aleatdrias

aBy(z1) + bBn(z2) € aBy, + bB,,,
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respectivamente.
Pela definicao de distancia Mallows e a desigualdade cléssica

o+ yl” <227 (Jaf + [y PP,

vélida para quaisquer nimeros reais x e y sempre que p > 1, obtemos

d2(Fp2,Gy) < ElaBu(z1) + bBu(z2) — (aBy, + bB,,) |?
Ela(Bu(x1) = Br,) + b (Bu(12) — Bay) |

2 {|a*E|Bn(x1) — Bay) I* + b E|Ba(22) — B, |*}
2 {lal*d3 (Bu(21), Bx,) + [0]d5 (Bu(2), m)} )

IN

onde a dltima igualdade advém do Teorema 1.2, com (f3,(x;), B.,) L F Ba(ai) N F,,» i = 1,2. Pelo
Lema 3.1 aplicado para x; e x5, obtemos que

A2 (Bn(zi), By,) =30, i=1,2,

e, assim,
n—od
dg (Fn’g, Gg) — 0.

Logo, para quaisquer a, b € R,

aBn(x1) + bB,(z2) N aB;, + bB,,,

isto &,

aBn(z1) + bB(22) LN aB;, + bB,,,

pois as hipdteses do Teorema 1.1 estdo naturalmente satisfeitas.
Portanto, pelo Teorema de Cramer-Wold, concluimos que

(671(1:1)7 ﬁn('rZ)) i> (B1'17 B$2) :

Para o caso geral, podemos utilizar o principio da inducgdo finita para obtermos, para p > 1, a
desigualdade

k p k
Z a;| < Q(k—l)(P—1)|a1|P + Z o (k—j+1)(p—1) |aj|”, (3.1)
j=1 j=2
onde {a;,j =1,...,k} C R, e adaptar a demonstracdo com os mesmos argumentos do caso k = 2.
Assim, sejam ay, as, ..., ar € Re F, ; e Gy as fungdes de distribui¢do das varidveis aleatdrias

M?r
||M?r

aJ/Bn x] xja

Jj=1
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respectivamente.

Pela definicao de distancia Mallows e a desigualdade (3.1), temos que

2

k k
&3 (Fur,Ge) < E|D a;Bu(x;) =Y a;Ba
p j=1

2

= E Zaj (Bn(2;) — Ba,)

=2

k
< 2V BlBu(m) = Bul + ) 25 VN0, u(a) - B,

’ 2

k
= 25 Var P} (Bu(wr), Bay) + 3 207 Ve Pd3 (Bu(xy), B, )

Jj=2

onde a ultima igualdade advém do Teorema 1.2, com (3, (x;), By,)

Pelo Lema 3.1 aplicado para 1, xo, . . . , 7, obtemos que

e, assim,
n—oo

dQ (Fn,k;Gk) — 0.

Logo, para quaisquer aq, as, . ..,a; € R,

k k
d
Z ajﬁn(a:j) —2> Z CLJ‘ij,
j=1 j=1

ou seja, novamente pelo Teorema 1.1,

k k
d
Z ajﬁn(xj) — Z ajij.
j=1 j=1

Portanto, novamente pelo Teorema de Cramer-Wold, segue que

(Bn(x1), Bu(2), .., Bu(r)) N (Bays Bays - - -
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3.2.2 A Rigidez de {5, }

Na subsec¢ao anterior, provamos que as distribuicdes de dimensao finita do processo empirico con-
vergem para as respectivas distribui¢des finitas da Ponte Browniana. A seguir, provaremos que {3, }n>1
é rigida e, assim, concluiremos que /3,,(x) converge fracamente para a Ponte Browniana B(F'(x)).

Teorema 3.2 Seja (3,,(x) o processo empirico associado a uma cadeia de Markov com espaco de
estados geral e ergddica, entdo {5, }n>1 € rigida.

Demonstragdo. Vamos mostrar que {[3,},>1 satisfaz o Teorema 1.9. Inicialmente, dado n > 0, se

E|3,(0)]
n

tomarmos a > , obtemos

B0 ¢,

P{8,(0)] > a} <
Assim, agora € suficiente mostrar que, para cada 7 e € positivos, existem um J, com 0 < § < 1, e
um inteiro ng tais que, se n > ng, entao

P{ sup Iﬁn(S)—ﬁn(t)IZE}Sén (32)

t<s<t+4

vale para todo .
Por conveniéncia de notag¢do, podemos tomar ¢ = 0 em (3.2), e entdo é suficiente (pois podemos
considerar 2¢ ao invés de € no teorema, e fazermos as adaptacdes) provarmos que

P{ s 18,5 - 5,00) >} <

0<s<d

A inequacdo acima € suficiente, pois como a cadeia de Markov € ergddica, podemos tomar a
distribui¢do inicial como sendo a estaciondria e, assim, as distribuicdes dos incrementos serdo esta-
cionarias.

Além disso, temos que

P{ sup [Ba(s) — 5a(0)] > } < P{ sup |Ba(s)| > 5} + P{ sup [6,(0)] > f} NE

0<s<é 0<s<d 2 0<s<d 2
- € on -
Vamos primeiro provar que P < sup |5,(s)| > 5 < 5 Pela defini¢cdo de supremo, se temos
0<s<d

€ . , € .
sup |Bn(s)| > Y entdo obrigatoriamente |3, (¢)| > 5> para algum c tal que 0 < ¢ < §. Assim, temos
0<s<d

aue | sup 13, (5) > 5| < [130)) > §]- Loto,

0<s<
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P{ sup |Bn(s)| > %} < P{|6n(c)| > %}

0<s<§
52.3.21  on
Pelo Lema 3.2, e tomando 0 < ¢ < 1talque Fi(c) <de — < 5 temos que
€
P{B (0> £} "= PIIN| > S
n\C . a
2 VF(e)(1 - F(c))2

{F(e)(1 = F(o)}* BINT*

< 4
5)
_ F(c)®.3.2
< — g
3.24.62
<
< =
on
< _
27

Assim, para essa escolha adequada de 0 e n excedendo algum n4, obtemos que

P{Ig.(0)l > 5} < 2

e, portanto,

P{ sup |Bn(s)| > E} < 5—77

0<s<4 2
Agora, como
€ €
P3 swp |80 > 5 p = P{18.(0) > 5}
0<s<é
0 mesmo argumento usado acima para ¢ = () mostra que
)

P{ sup 6,(0)] > 5} <=

0<s<§ 2

e, assim, por (3.3), (3.4) e (3.5), obtemos

P{ s 150(6) = 0,00 > ef < G+ G = o

0<s5<6

Logo, pelo Teorema 1.9, {3, } é rigida.
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Assim, pelos Teoremas 3.1 e 3.2, concluimos, pelo Teorema 1.8, que

Pn(x) = B(F(x)).

3.3 Convergéncia Fraca do Processo Quantil Empirico ¢, ()

3.3.1 Convergéncia de g, (t) para t fixado

Nesta subse¢do, provaremos a convergéncia do processo quantil empirico ¢, (t), para t fixado.
Como ja ressaltamos, hd uma dificuldade intrinseca na tentativa de tratar o processo quantil empirico
com a mesma metodologia adotada para o caso empirico. Assim, algum método alternativo é ne-
cessario para eliminar esse problema. Dessa maneira, através do Teorema de Skorohod e um lema de
Vervaat adaptado, conseguimos demonstrar a convergéncia em distribui¢do, para ¢ fixado, do processo
quantil empirico associado a uma cadeia de Markov com espago de estados geral e ergddica , para

B(1)
JE=(1))
relacdo com o caso uniforme.

Com base na relacdo (1.23), o Lema 3.2 fornece o seguinte resultado.

a varidvel aleatoria B; = , utilizando os resultados obtidos para o processo empirico e sua

Teorema 3.3 Seja {X,,},>0 uma cadeia de Markov com espago de estados geral e ergddica. Para F
continua e x fixado, set = F(z) € R é tal que 0 < F(x) < 1, entdo

un(t) 5 N(0,t(1 — 1)) £ B(t).

Demonstragd@o. Como F' é continua, basta usarmos a rela¢do f,,(xz) = u,,(F(z)), fazermos F'(z) =t
e aplicarmos o Lema 3.2.

v

Agora, usaremos o Lema 1.5 e o Teorema 1.11 para provarmos a convergéncia do processo quantil
empirico uniforme v, (t), para ¢ fixado.

Teorema 3.4 Seja { X, },>0 uma cadeia de Markov com espago de estados geral e ergddica. Para F
continua e x fixado, set = F(z) € R é tal que 0 < F(z) < 1, entdo

on(t) =55 B(2).
Demonstragdo. Pelo Teorema 3.3, temos que

Va(Un(t) — ) = un (t) -2 B(1),

no espago de Skorohod D|0, 1]. Assim, pelo Teorema 1.11, temos que existem varidveis aleatdrias

Uy *(8) £ Uy (t) e B*(t) £ B(t) tais que
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V(U () = 1) = uy"(t) = B*(t),

na topologia Skorohod. Como B*(t) é continua, temos, pela Observagdo 1.1, que essa convergéncia é
localmente uniforme, ou seja,

lim sup [vn(U,*(t) —t) — B*(t)| =0, q.c. .
n—aoo 0<t<1
Agora, pelo Lema 1.5, temos que
lim sup |vn((U,") (t) —t) + B*(t)| =0, q.c. .
n——oo 0<t<1

Novamente pela equivaléncia citada na Observagdo 1.1, temos que a convergéncia acima ocorre quase-
certamente também na topologia Skorohod, isto é:

V((Ua) (1) = t) == =B*(t),

na topologia Skorohod. Além disso, como (U,,*)™ () < U, (t) e —B*(t) < —B(t), concluimos que

va(t) = (U, (t) — t) -2 —B(t) £ B(t).
v

A seguir, demonstramos a convergéncia em distribuicao, para ¢ fixado, do processo quantil empirico
qn(t), na versdo nao necessariamente uniforme.

Teorema 3.5 Seja {X,,},>0 uma cadeia de Markov com espago de estados geral e ergddica. Se I é
absolutamente continua com densidade f, x estd fixado et = F(x) € R é tal que 0 < F(x) < 1,
entdo

a, B()
S EIO)

Demonstragdo. Pelas hipoteses, temos que
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pois V(U (1) — £) % B(t) e TWn ) = FT() nsee o107 44 que U (1) — £, unifor-

memente.

/ 1
Como (F~(t)) = ——=——, pois F'(z) é absolutamente continua, concluimos que

JE=(1))

3.3.2 Convergeéncia de ¢,(t) como Processo

Na ultima subsecdo, provamos a convergéncia em distribui¢do do processo quantil empirico g, (t)
B(t)
J(E(1))
sentido de processos. Como o Lema de Vervaat adaptado 1.5 e o Teorema 1.11 valem para proces-
sos gerais, o resultado segue pela convergéncia fraca ja obtida para o caso empirico e os passos da

demonstracdo sdao analogos a se¢cdo anterior.
Com a mesma argumentagdo usada na demonstragdo do Teorema 3.3 e pela convergéncia fraca
Bn(x) = B(F(x)), obtemos o seguinte resultado.

para , com t fixado. A seguir, demonstraremos que a convergéncia fraca também ocorre no

Teorema 3.6 Seja { X, },>0 uma cadeia de Markov com espago de estados geral e ergddica. Para F
continua, set = F(z) € Rétal que 0 < F(x) < 1, entdo

un(t) = B(t).

Agora, usando o Lema de Vervaat adaptado 1.5 e o Teorema 1.11 no sentido de processos, obtemos
o teorema abaixo.

Teorema 3.7 Seja {X,,},>0 uma cadeia de Markov com espago de estados geral e ergddica. Para F
continua, set = F(x) € R é tal que 0 < F(z) < 1, entdo ocorre a convergéncia fraca

4

ua(t) = —B(t) < B(1). (3.6)

Demonstragdo. Ja obtivemos que u,,(t) converge como processo para a Ponte Browniana B(t), isto é,

un(t) := v/n(Un(t) — t) = B(1),

em DJ0, 1]. Pelo Teorema de Skorohod, existem u,,*(¢) < un(t) e B*(t) L

tais que

B(t), definidos em [0, 1],

un () == B*(1),
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em DJ0, 1]. Defina, agora,
uy, " (t)

vn

Entdo, U,,"(t) é quase-certamente ndo-decrescente, pois U, " (¢) < Uy (t). Como

U (t) ==

+t.

V(U () — ) = u,* () L5 B*(t),
em D0, 1], e B*(¢) tem trajetdrias quase-certamente continuas, essa convergéncia ocorre localmente
uniformemente. Logo, pelo Lema de Vervaat, temos que

V((Ua')™ () = 1) == =B*(t),
localmente uniformemente. Ou seja, na topologia Skorohod, em D|0, 1],
Va((U") (1) —t) == =B (t),
e, como (U,*)™ (t) < U, (t), concluimos a convergéncia fraca
vn(t) = V(U™ (t) = t) = —B(t) < B(1),

como queriamos.

v

Finalmente, obtemos a convergéncia fraca do processo quantil empirico ¢,(t), na versdo nao ne-
cessariamente uniforme.

Teorema 3.8 Seja {X,,},>0 uma cadeia de Markov com espago de estados geral e ergédica. Se F
é absolutamente continua com derivada continua, densidade f e 0 < F(x) < 1, entdo ocorre a
convergéncia, como processo,

Demonstracdo. Defina

o(s) = s. (F(1)".
Comot AU, (t) <t <tVU, (t),aequagdo (1.25) nos dd
Gn(t) = Vi (U, (8) = 1) - (F (1) = (F7(#)) val?)-

Assim, como ®(s) é continua, o Teorema 1.7 e (3.6) implicam que

gn(t) = (F~(1)) va(t) = ®(va(t) = ®(B(t)) = (F~ ()" B(t).
Portanto, concluimos a convergéncia fraca

64



Referéncias Bibliograficas

[1] BARBOSA, E. G.; DOREA, C. C. Y. A note on the Lindeberg condition for convergence to stable
laws in Mallows distance. Bernoulli 15 922-924, 2009.

[2] BICKEL, P. J.; FREEDMAN, D. A Some Asymptotic Theory for the Bootstrap. The Annals of
Statistics, Vol. 9, pp. 1196-1217, 1981.

[3] BILLINGSLEY, P. Convergence of Probability Measures. John Wiley & Sons, New York, 1968.
[4] BREIMAN, L. Probability. Philadelphia, Classics in Applied Mathematics - 7, 1992.

[S] BURKHOLDER, D.L. Distribution Function Inequalities for Martingales. The Annals of Proba-
bility, 1(1): 19-42, 1973.

[6] CHUNG, K. L. Markov Chains with Stationary Transition Probabilities. Springer, 1960.
[7] CINLAR, E. Introduction to Stochastic Processes, 1975.

[8] CSORGO, M.; REVESZ, P. Strong Approximations in Probability and Statistics. Academic Press,
New York, 1981.

[9] DOOB, J.L. Stochastic Processes. Willey Classics Library, 1990.

[10] DOREA, C. C. Y.; FERREIRA, D. B. Conditions for Equivalence Between Mallows Distance
and Convergence to Stable Laws. Acta Mathematica Hungarica, Vol. 134(1-2), pp. 1-11, 2012.

[11] DOREA, C.C.Y.; DAVID, H.T; WERNER, W.M. Uniforme e-Independence and the Convergence
in Distributon of Randomly Indexed Sequence. Math. Proc., Cambridge Philosofical Society,
vol.96, 533-542, 1984.

[12] FELLER, W. An Introduction to Probability Theory and its Applications. Vol. II. Second Edition.
New York, John Wiley & Sons, 1971.

[13] HAAN, L.; FERREIRA, Ana. Extreme Value Theory: An Introduction. Springer, 2006.

[14] HALL, P; HEYDE, C. C. Martingale Limit Theory and its Application. Academic. New York,
1980.

65



[15] JOHNSON, O. ; SAMWORTH, R. Central Limit Theorem and Convergence to Stable Laws in
Mallows Distance. Bernoulli, Vol. 11, pp. 829-845, 2005.

[16] KARLIN, Samuel; TAYLOR, Howard M. A First Course in Stochastic Processes. 2* edicao.
Academic Press, 1975.

[17] MALLOWS, C. L. A Note on asymptotic joint normality. Annals of Mathematical Statistics , Vol.
43(2), pp. 508-515, 1972.

[18] MEYN, S.P.; TWEEDIE, R.L. Markov Chains and Stochastic Stability. New York, 2009.
[19] RESNICK, Sidney 1. Heavy-Tail Phenomena. Springer, 2007.

[20] SAMORODNITSKY, G.; TAQQU, M.S. Stable non-Gaussian Random Processes. Chapman and
Hall, 1994.

[21] SOARES, Wembesom M. Convergénca em Distancia Mallows Ponderada com Aplicacdes em
Somas Parcias e Processos Empiricos. Universidade de Brasilia, 2015.

[22] SHORACK, G; WELLNER, J. Empirical Processes with Applications to Statistics. Wiley, New
York, 1986.

[23] VERVAAT, Wim. Functional limit theorems for processes with positive drift and their inverses.
Z Wahrsch. verw. Gebiete 23, 245-253, 1971.

[24] von Bahr, B.; Esseen, C.G. Inequalities for the rth Absolute Moment of a Sum of Random Varia-
bles, The Annals of Mathematical Statistics, 36: 299-303, 1965.

66



	Introdução
	Conceitos Preliminares
	Notações e Abreviações
	Cadeias de Markov
	Distribuições Estáveis
	Distância Mallows
	Resultados Relacionados
	Processos Empíricos
	Sobre Convergência Fraca

	Comportamento Assintótico de Cadeias de Markov via Distância Mallows
	Introdução
	Resultados Preliminares
	O Caso Gaussiano
	O Caso Cauda-Pesada

	Convergência de Processos Empíricos Associados a Cadeias de Markov com Espaço de Estados Geral
	Introdução
	Convergênca Fraca do Processo Empírico
	Convergência no Sentido das Distribuições Finitas
	A Rigidez de "4266308 n"5267309 

	Convergência Fraca do Processo Quantil Empírico qn(t)
	Convergência de qn(t) para t fixado
	Convergência de qn(t) como Processo


	Bibliografia

