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RESUMO

Esta tese propoe formulacoes do método dos elementos de contorno isogeométricos
acelerados pela aproximacao cruzada adaptativa. As formulagoes sao desenvolvidas
para problemas potenciais e de elasticidade linear, bi e tridimensionais. Na formulagao
isogemétrica do método dos elementos de contorno, as fungoes de forma polinomiais sao
substituidas pelas fungbes splines racionais nao-uniformes (sigla em inglés: NURBS).
Uma vez que as NURBS sao as fungoes usadas pelos programas de desenho assistidos
por computador para representar as geometrias de figuras planas e solidas, a discretiza-
¢ao do modelo geométrico nao é mais necessaria. Contudo, por serem matematicamente
mais complexas que as fungoes de forma polinomiais, o uso das NURBS aumenta muito
o custo computacional da formulagao. Ao se tratar as matrizes de influéncia do método
dos elementos de contorno como matrizes hierdrquicas e aproximé-las pelo método de
aproximacao cruzada adaptativa, o custo computacional é reduzido. Esta reducao do
custo é tao mais significativa quanto maior forem os tamanhos das matrizes. As for-
mulacoes desenvolvidas sao implementadas e aplicadas na anéalise de varios exemplos
numeéricos e seus resultados sao comparados com o método dos elementos de contorno
com o uso de fungoes de forma polinomiais.

A maior vantagem da formulacao proposta é a diminuicao do trabalho do enge-
nheiro, uma vez que a etapa de geracao da malha que, em problemas de larga escala,
é o que demanda mais horas de trabalho é reduzido ou, na melhor das hipodteses,
eliminado.

Palavras Chave: Elasticidade, Método dos elementos de contorno, ACA, isogeomé-

trico.
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ABSTRACT

This thesis proposes an isogeometric boundary element method accelerated by the
adaptive cross approximation. The method is developed for potential and linear elastic
formulations, in bi and tri-dimensional space. In the isogeometric method, the polyno-
mial shape functions are substituted by the non-uniform rational B-splines (NURBS).
Since NURBS are used by CAD software to model the geometry, the discretization of
the geometric model is no longer necessary. However, since the NURBS functions are
mathematically more complex than polynomials, the usage of such functions increases
the computational cost of the method. By treating influence matrices of the boundary
element method as hierarchical matrices and approximating them by the adaptive cross
approximation, the computational cost is reduced. This reduction is more pronounced
the bigger the sizes of the matrices. The developed method is implemented and ap-
plied in the analysis of different numerical examples and its results are compared to
the boundary element method with polynomials as shape functions.

The biggest advantage of the proposed method is the decrease in the engineer’s
work, since the mesh generation step, that in large scale problems demands the most
man-hours, is reduced or, in the best case scenario, eliminated.

Keywords: Elasticity, Boundary Element Method, ACA, isogeometric.
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1 INTRODUCAO

1.1 Meétodos numéricos para a solucao de equacoes diferenciais

Quase todos os processos fisicos da natureza podem ser descritos por uma equa-
¢ao diferencial, usando as leis fundamentais da fisica como o equilibrio, a preservacao
de energia e outros. Isso, combinado com as leis descrevendo o comportamento dos
materiais, faz com que os modelos matematicos sejam extremamente precisos, ou seja,
tenham um grande poder de reproduzir os fendémenos naturais. Estas previsoes redu-
zem significativamente o custo no desenvolvimento de novos produtos pois reduzem a
demanda por ensaios experimentais que, por sua vez, possuem custos elevados se com-
parado com a anélise tedrica. Entretanto, apenas uma classe limitada de problemas tem
uma solugao analitica. Sem técnicas numéricas seria praticamente impossivel resolver
problemas préticos de engenharia com um grau de precisao razoavel. A maior parte das
técnicas numeéricas se baseiam no principio que é possivel obter equacoes e relagoes que
descrevem o comportamento de uma pequena parte diferencial do corpo, construindo
modelos discretos a partir do modelo continuo. Com a evolu¢ao dos computadores,
os métodos numeéricos tém-se tornado cada vez mais precisos, robustos e acessiveis. O
grande avanco na velocidade de processamento e na capacidade de armazenamento dos
computadores fez com que o tamanho dos problemas analisados pudessem crescer de
maneira substancial. Ao mesmo tempo, os algoritimos e métodos numéricos, também
evoluiram. Novas estratégias de resolucao de sistemas lineares e representacao de ma-
trizes reduziram a complexidade de muitas formulacoes, em especial das do método
dos elementos de contorno como ficard mostrado nesse trabalho.

Depois de décadas de desenvolvimento, o método dos elementos de contorno (MEC)
se firmou entre os métodos numéricos para solucao de equacoes diferenciais parci-
ais. Comparando com métodos mais populares, como o método dos elementos finitos
(MEF) e o método das diferengas finitas (MDF), que s@o classificados como métodos
de dominio, o MEC se diferencia por ser um método de contorno, significando que a
discretizacao numérica é conduzida em uma dimensao espacial reduzida, por exemplo,
para problemas de trés dimensoes, a discretizagao é realizada somente nas superficies
de contorno. Essa redugao leva a um sistema com menos graus de liberdade. O efeito
¢ ainda mais pronunciado quando o dominio é infinito. Dominios infinitos tem de ser
truncados ou aproximados em métodos de dominio. No entanto, o MEC automati-
camente modela o comportamento no infinito sem a necessidade de uma malha para
aproximaé-la.

Atualmente fazer a malha, considerando o usuério, é a parte mais trabalhosa e cara



no processo de simulagdo, particularmente no MEF (BELYTSCHKO et al., [1994). Sem
a necessidade de lidar com a malha no interior do dominio, o MEC é mais eficiente na
geracao de malha. Para problemas de fronteira mével, o ajuste da malha é muito mais
simples com o MEC. A analise isogeométrica é uma tentativa de facilitar a geragao da
geometria usando a discretizacao dos softwares de desenho assistido por computador
(CAD), onde o MEC tem significativas vantagens que serdo mostradas nas sessoes a

seguir.

1.2 Meétodo dos elementos de contorno

Apesar das principais propriedades das equagcoes diferenciais ja serem bem estabele-
cidas no século 19, somente no trabalho de [Fredholm| (1903)) as primeiras investigagoes
foram feitas nas equagoes integrais. Ele apresentou as condi¢oes de existéncia e unici-
dade, conhecidas como os teoremas de Fredholm. Desde entao, as equagoes integrais
foram estudadas intensamente.

O MEC é um método numérico que resolve equagoes diferencias parciais que foram
transformadas em equagoes integrais. Ele pode ser aplicado em diversas areas da
ciéncia e engenharia como mecéanica dos fluidos, actustica, electromagnetismo, mecénica
da fratura, plasticidade, estabilidade, elasticidade e outros.

Uma das principais diferengas entre o MEC e o MEF se refere as fungoes peso
usadas para encontrar a forma fraca das equagoes diferenciais parciais. O MEF usa
funcoes arbitrarias e simples. Enquanto o MEC usa solugoes analiticas representando
os efeitos de uma carga pontual em outro ponto de um dominio infinito (BECKER]
1992), solugoes essas conhecidas como solugbes fundamentais. O uso dessas fungoes
sao a razao da maior precisao do MEC em relacao ou MEF, particularmente em regioes
onde as variaveis apresentam alto gradiente.

Atualmente, diversos livros que tratam sobre o MEC, em diversas areas de aplica-
¢ao, podem ser encontrados, como por exemplo em Wrobel| (2002), Brebbia, Wrobel e
Telles| (1984)), Wrobel e Aliabadi| (2002), Becker| (1992)), Banerjee e Butterfield| (1981]),
Katsikadelis (2002)), Katsikadelis (2016)), Beer| (2000)), Beer| (2015), Brebbia e Walker
(2013), Brebbia e Dominguez (1996) entre muitos outros.

A ideia que o MEC é superior aos métodos de dominio uma vez que eles reduzem a
dimensao do problema ao discretizar apenas sua superficie ¢ um tanto quanto simplista.
As matrizes geradas pelo método sao cheias, nao-simétricas e tem um custo alto de mon-
tagem. Varias técnicas tem sido investigadas na tentativa de superar essas dificulda-
des: wavelets (BUCHER et al., 2002), solver baseado em blocos (RIGBY; ALIABADI,
1995; CROTTY],|1982), processos de aglutinagao (KANE; KUMAR; KASHAVA| 1990)
e técnicas iterativas (MANSUR; ARAUJO; MALAGHINTI, 1992; BARRA et al., 1992]).
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Uma técnica popular é o método dos multipolos (AOKI et al., [2004; CARRIER; GRE-
ENGARD; ROKHLIN| |1988; (CHENG; GREENGARD; ROKHLIN| 1999; (CHEW et
al.l 2004 GREENGARD; ROKHLIN| [1987; [HE; LIM; LIM| 2008; | ROKHLIN| 1985
WANG; YAO, [2005; LIU} [2009). O método dos multipolos, apesar de tornar o MEC
mais eficiente para problemas de larga escala, precisa conhecer previamente a expansao
da solucao fundamental em séries. Todos os termos da série, para uma determinada
precisao, devem ser calculados anteriormente e depois integrados, o que altera signifi-
cativamente o processo de integragao do MEC padrao. Outra técnica muito popular
¢ baseada na aproximagao cruzada adaptativa (ACA) (HACKBUSCH, 2016; BEBEN-
DORF; GRZHIBOVSKIS, 2006, BEBENDORE; RJASANOW] 2003, BEBENDORE|
2000). Essa técnica reduz eficientemente o tempo de montagem e o custo de armaze-
namento das matrizes do MEC.

A ACA aproxima as matrizes densas do MEC por matrizes hierarquicas, que pos-
sibilita uma representagao com menor quantidade de dados. Essa representagao se
baseia em uma estrutura de arvore que descreve o particionamento em blocos da ma-
triz. Cada bloco contém uma aproximacgao de baixo posto ou a propria matriz exata.
Sao nesses blocos aproximados que estao os ganhos computacionais. Hackbusch! (1999),
Hackbusch| (2000), |Grasedyck e Hackbusch| (2003)) definem a aritmética de matrizes hi-
erarquicas incluindo operagoes como adi¢ao, multiplicacao, inversao e fatoracao LU
utilizando as vantagens obtidas pelas aproximagoes de baixo posto.

Para resolver um sistema de equacoes lineares, com muitos graus de liberdade,
convém aplicar-se métodos iterativos (GREENBAUM], |[1997) a fim de se obter uma
performance superior. Qualquer um dos métodos classicos, como Jacobi, Gauss-Seidel,
residuo minimo (MIN-RES), gradiente conjugado, gradiente conjugado bi-estabilizado
(bicgstab) ou residuo minimo generalizado (GMRES), tem como principal custo a mul-
tiplicagao matriz-vetor que é bem mais eficiente quando se trata de matrizes hierar-
quicas. Um codigo MEC que utiliza ACA, matrizes hierarquicas e técnicas iterativas
se torna competitivo e pode acelerar em muito o tempo necessario requerido pelas

simulagoes.

1.3 Analise isogeométrica

A tecnologia predominante usada pelo CAD na representacao de geometrias com-
plexas é a B-spline ndo-uniforme racional (NURBS). Isso possibilita reproduzir de
maneira exata entidades que seriam apenas aproximadas por func¢oes polinomiais, in-
cluindo segoes conicas circulares. Existe uma vasta literatura que trata dos diferentes
aspectos das NURBS (por exemplo: |Peigl e Tiller| (1996)), Rogers (2000)) e as déca-

das de pesquisa resultaram em diversos algoritimos eficientes para a avaliagao rapida e
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refinamento. O conceito principal apresentado em Hughes, Cottrell e Bazilevs (2005)
¢ empregar as NURBS nao s6 como discretizagao da geometria, mas também como
ferramenta de discretizacao na anélise, atribuindo a denominagao de anélise isogeo-
métrica para essa familia de métodos. Posteriormente, o livro de |Cottrell, Hughes
e Bazilevs (2009) foi publicado, dedicando-se exclusivamente a andlise isogeométrica
utilizando o método dos elementos finitos (MEF). Esse tipo de anélise ja foi aplicado
nas mais diversas areas, incluindo mecéanica dos sélidos, mecanica dos fluidos e contato
mecénico. A ideia de usar tecnologias do CAD no MEF ja vem sendo discutida desde
Kagan et al.| (2000) onde B-splines sdao usadas como as fungoes de forma no MEF.
No MEC, uma formulagao utilizando B-splines é apresentada inicialmente em [Cabral
et al.| (1990) e Cabral, Wrobel e Brebbial (1991)) mas ainda sem ter a preocupagao na
integragao ao CAD. Essa integragao foi observada, posteriormente, em [Simpson et al.
(2012)) e |Simpson et al.| (2013).

As NURBS se mostraram vantajosas na formulacao de contato, no MEF, quando
comparada a discretizacao tradicional. A presenca de superficies facetadas pode gerar
saltos e oscilagdes nas respostas de forcas de superficie, ao menos que malhas muito
finas sejam utilizadas. As superficies suaves geradas pelas NURBS geram, consequen-
temente, melhores resultados para as tensoes de contato. Esse problema pode ser
observado em (Temizer, Wriggers e Hughes| (2011)), [Temizer, Wrigger ¢ Hughes (2012)
e Lu/ (2011)).

Problemas de placas e cascas sao outro campo onde a suavidade das funcoes de
base das NURBS sao vantajosas, particularmente para placas finas, onde formulagoes
sem rotagao podem ser facilmente construidas (KIENDL et al., 2010; BENSON et
al., [2013; DENG et al. 2015; KIENDL; BLETZINGER; LINHARD J. WUCHNER|,
2009). Observa-se ainda um efeito reduzido do shear-locking quando comparado com
os elementos padrdes. Em Lu/ (2009) e [Lu, Zhou e Xianlian| (2011]), novos elementos
suaves e curvos sao propostos com sucesso, utilizando os conceitos isogeométricos.

Na mecéanica dos fluidos e na analise de interacao fluido-estrutura, em Nielsen et al.
(2011)), Bazilevs e Akkerman| (2010) e Bazilevs et al. (2008]), as NURBS foram utilizadas
com sucesso. A suavidade e alta continuidade das curvas as tornaram especialmente
interessantes nesse casos. Ao utilizar as NURBS, equagbes que contém derivadas de
alta ordem das variaveis de campo podem ser criadas de maneira direta. Exemplos
desse caso sdo a equacdo de Cahn-Hilliard (GOMEZ et al., [2008), modelos de dano
com gradiente (VERHOOSEL et al.| 2011b), elasticidade gradiente (FISCHER et al.|
2011) e a equag@o de Kohn-Sham para modelagem da estrutura eletronica de materiais
semi-condutores (MASUD; KANNAN| 2012).

O refinamento k (exclusivo da analise isogeométrica), que consiste numa elevagao



de ordem e inclusao de nos simultanea (HUGHES; COTTRELL; BAZILEVS, [2005), se
mostrou mais robusto e preciso que o tipico refinamento p em problemas de vibragao

estrutural (COTTRELL ct al), 2006, [ HUGHES; REALL; SANGALLI, 2008; [THAT cf
al] 2012).

O conceito isogeométrico também esté presente nos métodos sem malha, criando

métodos baseados em splines, como apresentado em Wang e Zhang| (2014)), Shaw e Roy|
(2008)), |[Kim e Youn| (2012).

Apesar de aplicadas com éxito em diversas areas do MEF, existem algumas des-

vantagens inerentes as NURBS de um ponto de vista geométrico. A impossibilidade
de garantir que diferentes superficies curvas se mantenham seladas é um dos maiores
desafios presentes na geometria computacional. Além disso, a estrutura de produto ten-
sorial presente nas superficies das NURBS impossibilita o refinamento local
COTTRELL; BAZILEVS] 2005)).

A alternativa mais promissora é usar as T-splines, apresentadas em [Sederberg et
(2003)), que tem as mesmas fungoes de base das NURBS mas tem uma diferente

estrutura de nés. As T-splines solucionam o problemas de vazios entre superficies

distintas e permite o refinamento local. Entretanto, em Buffa, Cho e Sangalli (2010)

verifica-se a existéncia de malhas inadequadas para anélise, sendo necessario cuidados
especiais na criacao delas (MORGENSTERN; PETERSEIM] 2014).

Apesar da extensa utilizagdo das T-splines, como por exemplo em Bazilevs et al.|
(2010), [Thomas e Scott, (2015)), Dorfel, Jiittler e Simeon| (2010), |[Evans et al.| (2015),
Thomas et al| (2015), Scott et al| (2013), elas ainda nao foram adotadas na grande

maioria dos programas de CAD e alternativas continuam sendo propostas como poly-
cube splines (WANG et al., [2008; LI et al., |2013), PHT-splines (DENG et al., [2008) ¢
LR-splines (DOKKEN; LYCHE; PETTERSEN] 2013). Mesmo sendo possivel realizar

refinamento adaptativo local nas T-splines, a adi¢do de nds nesse contexto tem alta

complexidade enquanto é relativamente simples realizar essa operagao em PHT-splines.

Outras estratégias incluem o uso de B-splines hierarquicas (BORNEMANN; CI-
RAK| 2013; [VUONG, [2012; SCHILLINGER et al., 2012) e de splines Powel-Sabin
(VANRAES, 2004; SPELEERS et al., [2012)). As B-splines hierarquicas tornam possi-

vel o refinamento local por meio da propriedade das fungoes de base hierarquicas que

podem ser reescritas por uma combinacao linear delas mesmas. As Powel-Sabin spli-
nes descrevem superficies numa triangulacao, diferindo do usual produto tensorial das
B-splines, o que facilita a discretizacao de topologias complexas. Nelas, usualmente,
miultiplas parametrizagoes das NURBS sao necessarias. Garantir certa continuidade ao

fazer essa uniao nao é tarefa trivial. Superficies aparadas sao apresentadas em
Marussig e Zechner| (2015), Kim, Seo e Youn (2010), (Cardenas e Rubén| (2009),




villa, Fernandez-Méndez e Huerta (2011), Schmidt, Wiichner e Bletzinger| (2012) como
alternativa na representagao desses dominios complexos.

Apesar de mais desenvolvida no contexto do MEF, a anélise isogeométrica é real-
mente isogeométrica somente no MEC. Nos modelos CAD somente as superficies sao
definidas, o interior dos sélidos nao é explicitamente modelado. No MEF, essa defi-
ni¢ao é necessaria, o que exige uma etapa adicional de analise onde as representacoes
CAD tem que ser convertidas para modelos sélidos. Enquanto isso, no MEC, somente
a discretizacao do contorno, que é completamente definida pelo CAD, é necesséaria.

Além disso, a alta continuidade das func¢oes de base das NURBS diminui a espar-
sidade das matrizes no MEF, aumentando consideravelmente o custo computacional
do método (COLLIER et al., 2012)). Esse efeito ndo ¢ observado no MEC, ja que
as matrizes geradas sao cheias. Outra desvantagem do MEF isogeométrico é que a
quadratura de Gauss deixa de ser 6tima uma vez que o integrando deixa de ser um
simples polindémio. Esse comportamento ja é observado mesmo no MEC padrao ja que

a solucao fundamental, que faz parte do integrando, nao é um polinémio.

1.4 Objetivos, contribuicao e desafios desse trabalho

O presente trabalho tem como objetivo o desenvolvimento e implementagao de uma
formulacao isogeométrica juntamente com elementos de contorno rapido, utilizando a
ACA como método rapido e as NURBS como fungoes de base isogeométrica. Nao foi
encontrado na literatura nenhum trabalho onde a formulagao isogeométrica do MEC
é usada em conjunto com métodos rapidos. Um dos maiores desafios quando estas
formulacoes sao usadas em conjunto é a aplicacao das condi¢des de contorno, como
ficara claro ao longo desse trabalho.

A formulagao proposta lida com essas questoes de maneira satisfatoria, resultando
em um método acelerado que nao necessita geracao de malha por obter todas as enti-

dades diretamente da geometria.

1.5 Descrigao do trabalho

Neste trabalho sao apresentadas formulagoes do método dos elementos de contorno
isogeométrico para analise problemas potenciais e elasticos aceleradas pela ACA. No
proximo capitulo, o capitulo 2, a teoria classica do método dos elementos de contorno
para problemas elasticos e potenciais é apresentada. As solu¢oes fundamentais bi e
tri-dimensionais para as duas formulagoes sao introduzidas. A equacao integral de
contorno é obtida e discretizada usando funcoes polinomiais de qualquer ordem. O

capitulo 3 apresenta a formulacao basica da ACA usando o formato de matriz hierér-



quica em conjunto com método iterativo na solugao do sistema linear. O procedimento
e todos os aspectos matematicos da implementagao sao descritos. No capitulo 4 sao
apresentadas as técnicas isogeométricas, detalhando a formulacao das NURBS. No ca-
pitulo 5, as NURBS sao introduzidas como fung¢oes de forma na formulacao do método
dos elementos de contorno, dando origem & formulacao do método dos elementos de
contorno isogeométricos acelerado pela ACA. Uma atencao especial é dada para a
integracao, colocacao e na implementacao das condigoes de contorno. O capitulo 6
contém os resultados numéricos obtidos. No sétimo e tltimo capitulo estao localizadas

as conclusoes e sugestoes para futuros trabalhos.



2 FORMULACOES DAS EQUACOES INTEGRAIS
DE CONTORNO

2.1 Introdugao

A base do MEC sao atribuidas as formulagoes classicas do século XIX de |Somigliana,
(1885)), para problemas elasticos, e de Fredholm| (1903)), para problemas potencias. E,
mais tarde, foram continuadas por Mikhlin et al. (1964) e [Neuber| (1954). Em 1963,
foram apresentados os primeiros resultados na solugao de problemas bidimensionais
pelo MEC por [Jaswon| (1963), Symm (1963). E, em Rizzo| (1967)), apresentou-se o
MEC para problemas de elasticidade bidimensional, que foi estendido para problemas
tridimensionais em |Cruse (1969). A introdugdo de elementos de maior ordem em
Lachat e Watson (1976)) aumentou a eficacia do método. As se¢oes seguintes mostram
o desenvolvimento matemético do método. Mais detalhes podem ser encontrados em
diversos livros, como [Wrobel e Aliabadi (2002)), Kane, (1994)), Brebbial (1982), Beer
(2015)), [Katsikadelis| (2016)).

2.2 Problemas potenciais

Nessa se¢ao, o MEC sera desenvolvido para problemas que sao descritos pela equa-
¢ao potencial:
Viu = f. (2.1)

Essa é a equagao governante da teoria potencial. Para f = 0, a equagao ¢ co-
nhecida como equagao de Laplace. Enquanto para f # 0, essa equagao é conhecida
como equagao de Poisson. Diversos sao os problemas descritos por essas equagoes, por
exemplo, tor¢ao de barras nao circulares, deflexdo de membranas elasticas, flexao de
placas apoiadas, transferéncia de calor, escoamento de fluidos ideais, escoamento em
meios porosos, difusao de fons, fluxo elétrico, entre outros.

Na figura pode-se observar um dominio {2 com seu contorno I' divido em duas
partes I'; e 'y , onde I'; corresponde as condigdes de contorno de Dirichlet (potencial

conhecido) e I'y as condigdes de contorno de Neumann (derivada do potencial conhe-
cida).
2.2.1 Solucao fundamental

A solucao fundamental, que é a base da formulacao do MEC, para a equacao de

Laplace, corresponde a resposta do potencial em um meio infinito quando a fonte é



Figura 2.1: Defini¢do do dominio

concentrada em um ponto. Matematicamente, ela corresponde a solugao particular
analitica da equagao de Fourier quando o termo nao homogéneo (termo referente a

fonte) é igual ao delta de Dirac.
V2u* = A(P, Q). (2.2)
A fungao do delta de Dirac, descrita como:

wsexr =X

A(X,z) = { , (2.3)

0 no restante do intervalo

ou seja, a funcao delta de Dirac é zero em todos os pontos do dominio com excecao do
ponto x = X onde ela se fica igual a infinito.

A funcao delta de Dirac tem outras propriedades interessantes:

o

/ A(X,z)dx =1 (2.4)
/A(X, z)f(x)de = f(X) paraa < X <b (2.5)

Uma solugao particular da equagao (2.2) é chamada de solu¢ao fundamental da
equagao (2.1). Ela pode ser obtida escrevendo a equagao (2.2)) com a origem no ponto

fonte em coordenadas polares, para o caso 2D:

10 ou* 1 0%u*
ror (7" or ) + e = ARQ) (2:6)




e em coordenadas esféricas para o caso 3D:

r?or 20 \° = A(P )

em que r é a distancia entre o ponto onde a fonte é aplicada (ponto fonte P) e o

ponto onde o potencial é medido (ponto campo Q). Considerando que a solugdo é
axissimétrica e que o lado direito é zero para todos os pontos menos a origem, a

equacao (2.6) pode ser escrita como:

10 ou*
ror ( o ) =0 (28)

e a equagao (2.7) como:

10 ([ ,0u

Depois de ser integrada duas vezes gera no caso bidimensional:

u* = Alog(r) + B (2.10)

e no caso tridimensional: y
w=—+DB (2.11)

T

onde A e B sao constantes arbitrarias. Como procura-se uma solugao particular, pode-
se definir B = 0. A constante A pode ser determinada aplicando as equagoes em um

dominio circular tendo o ponto fonte como origem junto com a identidade de Green,

gerando:
a *
/ V2 dQ) = / Y s, (2.12)
Q T 87?,
Como num circulo % = %, a equacao pode ser escrita como:
2w 1
/ A(P,Q).dQY = / A-rdf. (2.13)
Q 0 r
Ao integrar o lado direito e aplicar as propriedades do delta de Dirac no lado esquerdo
obtém-se:
1=2nA, (2.14)
portanto:
1
A=—. 2.15
o (2.15)
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A solugao fundamental bidimensional se torna, finalmente:

. log(r)
o

u

(2.16)
Fazendo o mesmo procedimento em um dominio esférico, obtém-se

/ (P,Q).d0 = / / Ty sin b (2.17)

Ao integrar o lado direito duas vezes e aplicar as propriedades do delta de Dirac no

lado esquerdo obtém-se:

1=4nA (2.18)
portanto
1
A= I (2.19)

A solugao fundamental tridimensional se torna, finalmente:

1
e 2.20
“ dmr ( )
2.2.2 Equacgao integral de contorno
Dada a equacao de Laplace:
V2u =0, (2.21)

multiplicando a equagao (2.21)) por uma fungao peso w(z,y) e integrando sobre o domi-
nio A, assume-se que o resultado da integral é zero (método dos residuos ponderados).

Assim, tem-se:

/ (Vu)wdd = 0,

// (75 >°"dA -
/ / wdA + / / Ui = 0. (2.92)

Pelo teorema de Gauss-Green, tem-se:

0
/f(x,y)nzds:/Aa—idA, (2.23)

onde f é uma funcao qualquer, n, é a componente na dire¢ao x do vetor n normal ao

contorno s da area A. Aplicando o teorema dado na primeira parcela da Eq.(2.22)),

11



tem-se: 9 9 /9
u u
%wnxds /A£ (830 ) dA. (2.24)

Aplicando a regra da derivada do produto de fungoes, tem-se:

ou Ow
— —wdA+ | ——dA. 2.2
/ wngds = / Y od /895 axd (2.25)

Escrevendo os termos da equagao de forma conveniente, segue:

ou Ow
—wdA = | — ——dA. 2.2
/ 8w2Wd wnm / o &nd (2.26)

De modo anéalogo, obtém-se:

/ —wdA / wny,ds / g—;g—zdfl. (2.27)

Substituindo as Egs.(2.26]) e (2.27) na Eq.(2.22), tem-se:

ou ou ou Ow (3u ow
/S(%wnx + a—ywny) ds — /A (% o oy oy ) dA = 0. (2.28)

ou ou E)w 8u (‘%}

Aplicando o teorema de Gauss-Green e usando a regra da derivado do produto de

Simplificando

fungoes pode-se obter as seguintes igualdades:

Ou Ow &u 0w
‘ ou 0 6 82
u ow w

Substituindo as equagdes ([2.30) e - na equagao ([2.29)), tem-se:
ou Ow Ow Pw  Pw
KM ods — | («Zn, d gw 99N g =
8nws /S<uaxn +uay ) s+/ (6x2+5)y) 0

/—wds - /ua—wds + / uV?wdA = 0. (2.32)
s on A

Com o objetivo de obter uma equacgao integral que nao possua integrais de dominio,
a fungao w deve ser escolhida de forma que a integral de dominio da equagao (2.32])

desapareca. Qualquer funcao harmonica, ou seja, funcao cujo o laplaciano é igual a

12



Figura 2.2: Contorno modificado.

zero, satisfaz essa exigéncia. Contudo a escolha que se mostra mais adequada é a
funcao cujo laplaciano é o delta de Dirac (BREBBIA| |1982):

Viw = A(P,Q),

o que implica na utilizagao da solucao fundamental desse problema como funcao peso,

ou seja, w = u*. Entao tem-se:

/—u ds —

Tomando o ponto fonte no interior do dominio A, pela propriedade do delta de Dirac,

—uds—/ 5 (P)=0.

u(P) = uau /%u*ds. (2.34)

8u

/ uA(P,Q)dA, (2.33)
A

tem-se:

on

s
A Eq. ¢ a equacao integral de contorno quando o ponto fonte encontra-se no
interior do dominio.

A fim de considerar o ponto P no contorno, faz-se uma pequena modificagdo no
mesmo, conforme a figura 2.2}

Assim, tem-se:

ou* Lo0u 8u* Lou
u(P) = /ss*u 5 / u %ds—l— U / u %ds (2.35)

Considerando que que s* é um arco de circunferéncia com centro em P, tem-se que

13



du” — _ 9% 16 contorno modificado bidimensional, portanto:

on or
ou* 2 Oy 02 1
/s*uands__/_glu(?r 5d9——/_01u%5d9.

Observando que r = ¢ para qualquer 6, e fazendo ¢ tender a 0, u assume o valor de

u(P). Por fim, tem-se:

ou*  u(P)(0y+06)
/Su n ds = — o .

A mesma analise deve ser feita para:

ou b2 _q ou
*—ds = —— log r—rd#.
/s*u an™ /91 ok " an"

Como r = ¢ = constante, tem-se:

L ou -1
/S* u %ds = ﬂlg%slogs(ﬁg +61),

L ou
/S*u %dS—O.

Voltando a equagao original, segue:

ou ou* u(P) (62 + 6)
P)= [ Zurds — -
u(P) s 5, Y ds /su o ds + o 0,
2 — (92 + 81) ou / ou*
py (2O [ s .
u(P) ( o S o U ds Su o ds
Conforme a Fig.(2.2)), 0;,; ¢ o d&ngulo interno do contorno dado por 6;,; = 2w — (61 +
0s).
Assim: / 5 5
int u u*
P)= [ Zuras — [ uLly
27 (P) s@nu ° S“an %

que é a integral de contorno quando o ponto fonte pertence ao contorno.
Quando o ponto fonte nao pertence ao contorno nem ao dominio, devido & propri-

edade do delta de Dirac, tem-se:

@u*ds — Ou

on S u ds = 0. (2.36)
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Generalizando, a equagcao integral de contorno pode ser escrita como

cu(P) = (9_nu*d8_ Uaain

ds, (2.37)

onde

1, se P € ao dominio

CcC = eint

it se P € ao contorno

0, se P ¢ ao dominio ou ao contorno

Quando o ponto fonte encontra-se em ponto suave do contorno, isto é, nao é um
canto, tem-se:

eint o m 1

— = . 2.
27 27 2 ( 38)

Fazendo os mesmos passos para um problema tridimensional, obtém-se

o on o or 4

o Amr? 47

0 0 1
/ w s = —/ w2 e? sin 0dOdy = —/ u*——e?sin 0dfdyp = 0.
o on o Oor o Amr
onde #,, ¢ o angulo solido da esfera com origem no ponto fonte.

A equacao geral de contorno pode entao ser escrita da mesma maneira do caso
bidimensional, equagao ([2.37)), alterando apenas os valores de c:

1, se P € ao dominio
c = 47T79501 P
=\ 5 se € ao contorno
0, se

P ¢ ao dominio ou ao contorno

2.2.3 Derivada da solucao fundamental

A equacgao 1} depende da derivada da solu¢ao fundamental %in*. Uma maneira

conveniente de escrever essa funcao, em duas dimensoes, é:

ou* B ou* Or —1 or

o0 = or on 2w om (2.39)

e em trés dimensoes:

ou* B ou* Or —1 Or

on  Or On  4mr20n (2.40)
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2.3 Problema elastico

O problema geral de elasticidade pode ser representado conforme a figura 2.1} onde
I'; corresponde as condi¢oes com os deslocamentos conhecidos e I'y s condigoes com as
forcas de superficies conhecidas. Usa-se a notacgao indicial para representar as equagoes
de maneira compacta. No caso bidimensional os indices subscritos variam de 1 a 2 e
enquanto no caso tridimensional eles variam de 1 a 3. A derivada parcial em relagao a
uma coordenada z; ¢ dada por uma virgula subscrita como a; = % e a, ¢ a derivada
em relacdo & normal da superficie. Indices repetidos indicam soma ao menos que o
inverso seja afirmado. Para o caso estatico, o somatoério das forcas aplicadas ao corpo

tem de ser zero. O que pode ser escrito pela seguinte equagao integral:

/tidl“ + / bidQ) = 0 (2.41)
T Q

onde t; sao as forcas de superficie e b; sao as forcas de corpo. A equacao (2.41)) contém
tanto em integrais de superficie quanto de volume.

O teorema de Green relaciona uma integral de volume a uma de superficie:

Q r

onde g; ¢ uma fungao arbitraria com derivada primeira continua. Considerando também

a transformacao de tensao de Cauchy:

ti = 04N, (243)

onde o;; sao as componentes do tensor de tensoes, pode-se rescrever a equagao de

equilibrio estatico de maneira conveniente, onde todas as integrais sao de dominio:

Q Q

2.3.1 Teorema de Betti

O teorema de Betti é baseado no principio do trabalho virtual. Dado um corpo

® @, ;2 (2 :
i o€y € 0. \€ , O teorema diz que

com dois estados distintos de tensao-deformacao o
o trabalho realizado pelas tensoes do sistema (1) nos deslocamentos do sistema (2) tem
de ser equivalente ao trabalho realizado pelas tensoes do sistema (2) nos deslocamentos

do sistema (1). Isso pode ser escrito matematicamente da seguinte forma:
1) (2 2) (1
/Qai(j)egj)dﬂ = /Qagj)egj)dQ (2.45)
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que pode ser reescrita, por meio da relacao deformagao-deslocamento:

1
€ij = 5(%] + ), (2.46)

COIMao:
1 1
5 /Q o (e + 1) = /Q o (s + uj) V. (2.47)

Devido a simetria do tensor de tensoes e ao somatorio relativo aos indices repetidos,

a equacao pode ser reescrita da seguinte forma:

/Ug)(ui,j)(z)dﬁz/ag)(ui7j)(1)d9. (2.48)
Q Q

Usando a regra do produto

(gijui) j = (i) jui + 04 (us) (2.49)

ij(ui) j = (owui) j — (035) jus (2.50)

pode-se reescrever o lado esquerdo da equacao (2.48|) como:

/Qoﬁkuhﬂﬁhwzzt[;Uoﬁkunﬂnd-—oﬁzwu%”]dﬂ (2.51)

O segundo termo do lado direito da equagao pode ser escrito como as forcas de

corpo, conforme a equacgao ([2.44)):

/ ol (us;) P dQ = / (o3 (ui)®) ;2 + / oM ()P d2. (2.52)
Q Q

Q

Aplicando o teorema da divergéncia a primeira integral do lado direito, obtém-se:

/ o ()P = / (o) () @)l + / b ()P dg. (2.53)
Q Q

r

A forma final do teorema de Betti é obtida ao realizar esse procedimento nos dois lados

da equacao:

ﬁ@?w@mm4lﬂWw@m:4@%w%mﬁ+éﬁwwwﬂ@m>
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e aplicar a transformacao de Cauchy, dada pela equacao ([2.43):

/ @ ar + / bMulPdo = / ;% udr + / PV dQ. (2.55)
r Q r Q

2.3.2 Equagao integral de contorno

A equacao contém tanto integrais de superficies quanto de dominio. Essa
equacao, sob hipoteses especificas, pode ser transformada numa equacao integral de
contorno. Considere, sem perda de generalidade, o sistema (1) como o problema a
ser resolvido e o sistema (2) como um estado de tensao arbitrario usado para facilitar
a solugdo do problema. O sistema (2) corresponde a um meio infinito, homogéneo,
isotropico e elastico sob um carregamento pontual. Esse carregamento pontual é re-
presentado pelo delta de Dirac que considera uma for¢a de corpo b;. Aplicando as
propriedades do delta de Dirac ao tltimo termo da forma final do teorema de Betti

(2.55)), obtém-se:

/é%&9=/A@wmw@=¢me (2.56)
Q Q

O sistema (1) contém justamente as variaveis desconhecidas. Portanto, considerando

as forcas de campo nulas, pode-se dizer que:
V= u(Q) 1 = 15(Q) , b = 0. (2.57)

Enquanto as variaveis do sistema (2) s@o as respostas relativas ao carregamento pontual,

podendo ser escritas da seguinte forma:

ul? = Uii(p, Q)e; , 1 = Ty(p, Q)e;, (2.58)

onde ) ¢ um ponto no contorno, p um ponto no dominio e U;; e T;; sao as solucoes
fundamentais. Ao substituir esses termos na equagao (2.55)) obtém-se a identidade de

Somigliana para deslocamentos:
w)+ [ . Qu@dr = [ Uy Qt(@ur (2.59)
r r

Essa equacao relaciona os deslocamentos de um ponto interno p com os valores de des-
locamento e forcas de superficie no contorno. Ainda é necessario encontrar as solugoes

fundamentais desse problema, que é explorado a seguir.
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2.3.3 Solugoes fundamentais

O primeiro passo na obtengao da solugao fundamental é encontrar a equacao de
Navier para a elasticidade. Partindo da relacao tensao-deformacao:
2uy

Oij = Eéijgmm + 2peq, (2.60)

onde ¢;; ¢ o tensor de deformacoes, 1 ¢ o médulo de cisalhamento e v o coeficiente de

Poisson, e usando a relagao deformagao-deslocamento ([2.46)), obtém-se:

 2p
1 -2v

Ojij 5Z-jum,n + /L(Uijj -+ Ujﬁ'), (261)

onde ¢ ¢é o delta de Kronecker. Pode-se substituir essa relagao na equagao de equilibrio:
04,5 + bl =0 (262)
e obter a equacao de Navier para deslocamentos:

1
— — = Ui + Ui 2.63
L 1 =9y J JJ ( )
Essa relagao, apesar de ter exatamente trés incognitas e trés equagoes diferencias par-
ciais, os trés deslocamentos, que sao justamente as incognitas, estao acoplados, o que
torna dificil encontrar uma solucao analitica. A estratégia empregada consiste em ex-
pressar o vetor de deslocamentos em termo de outro vetor GG; que satisfaz a equacao

de Navier.
1

i =Gijj— 54—
=T 90 )

Gjij (2.64)
onde G; é o vetor de Galerkin. Substituindo na equagao (2.63)), obtém-se:

—b:
Gy iinp = —. 2.65
Jikk [ ( )

A nova equacgao, depois de ter os componentes de deslocamentos expressados em
termo do vetor de Galerkin, é desassociada. Isso é evidente pela presenca de somente
um termo livre 7. O operador que o vetor de Galerkin estd submetido é um operador
bi-harmonico que é amplamente estudado em analise (ZWILLINGER] [1998).

Considerando o carregamento como uma for¢a pontual, visto que se procura a

solugao fundamental, obtém-se:

G@jjkk/ub + A(p, Q)e, = 0. (2.66)
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A solucao desse equacao é conhecida como solugao de Kelvin e é dada, em trés dimen-

soes, por:
1

Gi= mr(% Q)e; (2.67)

onde r(p, Q) é a distancia entre o ponto fonte p e o ponto fonte (). Substituindo a
equacao ([2.67)) na equagao (2.64)), encontra-se a solu¢ao fundamental de deslocamentos:

B 1 1
 16um(1 - v)r(p,Q)

onde U;;(p, Q) representa o deslocamento num ponto () na direcdo j devido a um

Uii(p, Q) (B = 4v)dy; + ra(p, Q)r5(p, Q)], (2.68)

carregamento pontual na dire¢cao ¢ num ponto p.
A equagao ([2.61)) relaciona a tensao com o deslocamento e com ela pode-se transfor-
mar a solugao fundamental de deslocamento ([2.68)) na solucao fundamental de forgas

de superficie:

—1

W= 500

ral(1 = 2v)0i5 + 3ri(p, Q)1 (P, Q)]

— (1 =20)[r;(p, @)ni = ri(p, Q)ny]  (2.69)

onde o termo n; denota as componentes da normal no ponto campo @ e T;;(p, Q)
representa a forca de superficie num ponto () na diregao j devido a um carregamento
pontual na dire¢ao ¢ num ponto p.

As solucoes fundamentais bidimensionais sao obtidas de maneira analoga. O vetor

de Galerkin para duas dimensoes é

1
G; = ———r?log(1/r)e; 2.70
Sy los(/r)e (270
e solugoes fundamentais de deslocamento e forcas de superficie, para estado plano de

deformagao, sao dadas por:

1

Uij(p, Q) = Sr(1= )

(3 —4v)log(1/r)di; + 11 4] (2.71)

~1 (1-2v)
W[(1 = 20)85; + 20 5] +
717“7 [( V) J _l_ Tv TJ] + 477'(1 _ V)/f'

Tij(p, Q) = g [rgmi —ringl. (2.72)

As solugoes fundamentais dependem somente de propriedades materiais e da dis-

tancia entre pontos fonte e campo e, portanto, podem ser facilmente calculadas. A
equacao (2.59), reescrita abaixo:

w(p) + / Ty(p, Q)uy(Q)dT = / Usi(p. Q)t;(Q)dr

r
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Figura 2.3: Alteragao da geometria para consideragdo da singularidade no contorno

contém apenas termos presentes no contorno com excecao do primeiro termo que con-
siste num ponto fonte dentro do dominio. Para que todas as grandezas estejam no
contorno, o ponto fonte p também tem de estar no contorno e serd chamado agora de
P. Devido a presenca de fungoes singulares nas solu¢oes fundamentais, as integrais
precisam de um tratamento especial, tanto em duas quanto em trés dimensoes. Esse
tratamento consiste em dividir o dominio em duas partes: uma contendo a parte singu-
lar e outra nao. A superficie alterada tem forma semicircular ou hemisférica centrada
no ponto singular P, conforme pode ser observado, no caso bidimensional, na figura
2.3

No novo dominio em analise, o ponto fonte nao esta dentro do dominio o que faz com
que o primeiro termo da equacao desapareca. Essa pode ser rescrita, levando

em conta as novas superficies, como:

/rr T (p, Q)uj(Q)dF+/ T (p, Q)uy (Q)dT =

€

| vr.@u@r+ | Ui @u@dr. 27

Ie
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O préximo passo é tomar o limite dessas integrais para ¢ — 0. As integrais de

superficie em I' — I', se torna integrais em I, restando examinar as integrais em I'.:

ti | T35, QJus Q)T (2.74)
€

lim | Us(p, Q)t;(Q)T" (2.75)

e=0 Jp.

A solugao fundamental U;;(p, Q) pode ser separada em uma parte singular de ordem
log(r) e em uma parte nao singular que tem limite igual a 0. Analisando primeiramente

somente a parte singular, obtém-se:

«

lim [ log(r)dl’ = l% log(e)eda = ozll_rg(a loge) = 0. (2.76)

e—0 . 0

Levando esse limite em consideragao e que o ponto () tende ao ponto P a medida
que ¢ tende a zero, pode-se dizer que:

lim

e—0

Uij(p, Q)t;(Q)dl = Clg%ti(P)/ log(r)dl’ = 0. (2.77)

FE £

Analisando agora o nicleo singular 1/r da solugao fundamental 7;;(p, Q):

07

li_{% . %dl“ = ll_rg% i ésda = a. (2.78)

E interessante notar que, mesmo com o limite do comprimento indo para zero, essa

integral de linha tem seu limite diferente de zero. Isso ocorre somente porque a integral é

singular e é calculada no sentido do valor principal de Cauchy. Na solu¢ao fundamental,

o nucleo singular estd multiplicado por diferentes derivadas de r que alteram o valor
da integral, mas continuam sendo nao-nulas.

Considerando esse limite nao-nulo e o fato que o ponto () tende ao ponto P a

medida que ¢ tende a zero, pode-se dizer que:

e—0 T r

€

1
tim [T (. Quy (@)l = Clim s (P) / Lar = c,uy(p). (2.79)
onde o termo livre Cj; depende da geometria do problema e para pontos suaves ¢ igual

a %(51-3-, como foi mostrado detalhadamente para o caso potencial na secao anterior. A

identidade de Somigliana pode entao ser reescrita com grandezas somente no contorno
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da seguinte maneira:

Ciju;(P) + /

r

T,(PQuy(@dr = [ Uy(P. (@ (2.80)

T

Essa é a equagao normalmente usada no MEC mesmo com suas integrais sendo singula-
res. Uma alternativa é usar a hipotese de deslocamento de corpo rigido. Essa hipotese
assume que o corpo esta livre de forcas de superficie se todos seus pontos tiverem os

mesmos deslocamentos. Nessa situagao a equagao (2.80) se reduz a:

r
Substituindo esse resultado na equacao anterior, obtém-se:

[ 1P Qi@ — (P = [ Uy(P.QI@)r 282

r r

Essa equagao ¢ conhecida como uma equagao auto-regularizada (RICHARDSON; CRUSE;
1999). Nesse tipo de equacao, somente integrais fracamente singulares tem de ser cal-
culadas, evitando a avaliagao das integrais no valor principal de Cauchy ou na parte
finita de Hadamard. Esse processo de regularizacao nao modifica o significado da equa-

¢ao integral de contorno original, uma vez que trata-se apenas de uma manipulacao

algébrica da mesma (CRUSE; RICHARDSON] [1996)).

2.4 Discretizacao

O objeto de analise desse trabalho ¢ a formulagao isogeométrica. No entanto, tam-
bém é importante mostrar o funcionamento do método convencional pois o mesmo sera
usado em comparacoes com os resultados produzidos pelas formulagoes apresentadas
neste trabalho. O contorno I', que delimita o dominio §2 do problema apresentado na
figura ¢ dividido em um nimero finito M de segmentos, denominados elementos
de contorno. O contorno real é portanto substituido por um contorno aproximado,
quando trata-se do método convencional, baseado em esquemas de interpolagao previ-
amente definidos. Da mesma forma, as grandezas do contorno (deslocamentos e forgas
de superficie) s@o aproximadas por fungoes de interpolagao definidas em termos de seus
valores nodais no contorno.

Os elementos de contorno podem ser continuos ou descontinuos e ter diferentes es-
quemas de interpolacao como, por exemplo, constantes, lineares, quadraticos, ctbicos
e quarticos. Para o caso bidimensional a interpolacao das variaveis desconhecida se da

ao longo de uma curva. Assim, as fungoes de interpolacao, ou fungoes de forma, sao
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polindmios de um parametro apenas. No caso tridimensional, as fungoes de forma irao
depender de dois parametros distintos por se tratar de uma superficie. Os deslocamen-
tos, forcas de superficie e coordenadas do contorno, em duas dimensoes, sao descritos

portanto pelas seguintes relacoes:

w(Q) = ug(€) = iNiuz

1=

tr(Q) = te(§) = f)lNit}; (2.83)
14(Q) = i (€) = iN

onde u} , ti, z% sdo, respectivamente, os valores do deslocamento, forga de superficie
e coordenadas dos pontos nodais do contorno. O parametro m presente no somatoério
corresponde ao nimero de pontos nodais do elemento assumindo os valores 2, 3, 4 e 5
para elementos lineares, quadraticos, ciibicos e quarticos, respectivamente. Na equacao
, N; representa as fungoes de interpolacao em termos da coordenada intrinseca &
no caso 2D e das coordenadas £ e n no caso 3D.

Com intuito de possibilitar a avaliagao numérica das integrais presentes nas equa-
¢oes integrais de contorno, faz-se necessaria a transformagao das coordenadas carte-
sianas globais dos elementos em coordenadas adimensionais locais. As coordenadas
cartesianas dos nos dos elementos sao parametrizadas em coordenadas adimensionais
que assumem valores entre -1 e 1, o que possibilita a utilizagao imediata da quadra-
tura de Gauss padrao. O jacobiano da transformacao de coordenadas adimensionais

intrinsecas £ para coordenadas globais z; ¢ dado, em duas dimensoes, por:

J(§) = (%—?)2 + (%—?)2 (2.84)

e em trés dimensoes por:

J(&m) = ||wie X @] (2.85)

Uma atengao especial deve ser dada as jungoes entre elementos quando da discreti-
zacao do contorno do problema. As componentes do deslocamento tem valores tinicos
nas intersegoes entre elementos. Entretanto, o mesmo nao pode ser assegurado para
as componentes da forca de superficie. Podem existir descontinuidades na forga de
superficie em pontos onde a normal ao contorno nao seja unica (figura . Mesmo
em partes suaves do contorno, a forca de superficie pode apresentar descontinuidades
(figura , 0 que nao ¢é raro ocorrer em casos praticos. O algoritmo do MEC imple-

mentado permite a existéncia de descontinuidades da normal ou das forgas de superficie
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ni

elemento 2

elemento 1

Figura 2.4: Descontinuidade da normal no contorno

vvvvy |

elemento 1 elemento 2

Figura 2.5: Descontinuidade da forca de superficie

utilizando um tnico né nas juncoes entre elementos. E possivel prescrever diferentes
valores de forga de superficie nos elementos anterior e posterior ao n6é compartilhado.
Pode-se ainda prescrever a forca de superficie na extremidade de um elemento e o
deslocamento na extremidade do outro elemento. Deve-se apenas manter a relacao de
uma incognita por no.

A forma discretizada em termos de deslocamentos é obtida com base na equagao
(2.80) e é dada por:

Ol-juj(P)jLZ/F Ty;(P, Q)uk(Q)dl = Z/F (P Q)tE(Q)dT . (2.86)

sendo M o numero de elementos, I'; o contorno do elemento i.

Quando o ponto de integracao estd sobre o elemento a ser integrado, a primeira
integral da equacao se torna fortemente singular e a segunda integral fracamente
singular. Devido & presenga do ntucleo fortemente singular, a primeira integral na
equagao devera ser interpretada no sentido do valor principal de Cauchy. A
segunda integral por sua vez nao necessita de interpretacao especial. Entretanto, deve-
se tomar cuidado no sentido da correta avaliacao desta integral, tendo em vista a
natureza logaritmica da solu¢ao fundamental.

A avaliacao numeérica da primeira integral da equagao pode ser feita através
de esquema de quadratura de Gauss padrao, exceto para o elemento que contém o ponto
fonte, que devera ser avaliada de forma diferenciada. Essa integral pode ser calculada
por meio de uma expansdo assintotica (GUIGGIANI et al., [1992), consideragdes de
deslocamento de corpo rigido (BREBBIA| [1982) ou uma integracao numérica especial

(KUTT, 1975). Enquanto a integral singular do lado direito pode ser calculada através
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de integracao logaritmica ou através da transformacao proposta por (TELLES| 1987).
Uma alternativa para se evitar a presenca de integrais singulares na formulagao padrao
¢ a utilizacao de pontos de colocagao fora do dominio.

A equacao pode ser aproximada usando a interpolacao desejada e escrita em

termo das valores nodais e das fungoes de interpolagao /V;:

/F (P, Quy(Qdr = / L(P.Q) <2Nku> )dg (2.87)

/F Uy (P,Q)t;(Q)dI = / 4(P.Q) (zw) (2.88)

1 k=1

resultando em:
> Cius(P)+ ; ; (uf /_ T(P, Q)Nkj(g)dg) -
ii (tk/ i (P, Q)NkJ(f)df) (2.89)

k=1

A equacao pode ser escrita de forma compacta, da seguinte forma:

> Cyub(P)+> 0 ubHE ZZtk L (2.90)

k=1 k=1 k=1 k=1

onde Hj; e Gj; sdo as integrais da equagdo (2.89). Fazendo
H;; = H}; + Cj (2.91)

nas entradas relativas ao ponto fonte, torna-se possivel realizar a colocagao em todos
os noés do contorno e obter um sistema com N equacoes, onde N é o niimero de graus

de liberdade, que pode ser escrito de forma matricial por:
Hu = Gt, (2.92)

onde H e G sao matrizes quadradas de tamanho N e u e t sao vetores com os valores
nodais de deslocamentos e forgas de superficie.
Substituindo as condigdes de contorno na equagao matricial (2.92), obtém-se um

sistema linear que pode ser escrito como:

Ax =b, (2.93)
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onde x é o vetor que contém os deslocamentos e forcas de superficie desconhecidos,
A é uma matriz de coeficientes que é cheia e nao simétrica e b é obtido por meio da
multiplicagao dos valores conhecidos pelas colunas correspondentes de H e G.

O sistema pode ser enfim resolvido usando um processo de solucao direto ou um
iterativo. No entanto, a solucao e o armazenamento da matriz A ficam caros para
problemas maiores. Na tentativa de superar esse problema, esse trabalho propoe o uso

do ACA, que sera detalhado no proximo capitulo.
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3 MATRIZES HIERARQUICAS E
APROXIMACAO CRUZADA ADAPTATIVA

3.1 Introdugao

O método dos elementos de contorno gera matrizes cheias, o que torna problemas
de larga escala custosos tanto em custo de armazenamento quanto em tempo gasto
nas suas operacgoes. Essas matrizes, apesar de cheias, podem ser representadas com
complexidade linear ou logaritmico-linear devido ao comportamento dos dados nelas
encontrados. Qualquer matriz pode ser aproximada por uma matriz hierarquica com
uma precisao arbitréria. Porém, para a maioria das matrizes essa aproximagao tera
complexidade igual ou maior a da matriz original.

No caso do MEC, a suavidade assintotica das solugoes fundamentais é condigao sufi-
ciente para a existéncia da representacao de baixo posto (BEBENDOREF; RJASANOW|
2003; 'TYRTYSHNIKOV] 1996 GOREINOV; TYRTYSHNIKOV; ZAMARASHKIN|
1997; BEBENDORF, 2000). A singularidade esté presente somente quando o ponto
fonte coincide com o ponto campo. O tempo de montagem da matriz pode ser drasti-
camente reduzido usando o ACA uma vez que apenas algumas das entradas da matriz
original precisam ser calculadas.

A ideia basica é dividir a matriz em blocos, baseados no tamanho e na distancia
entre um grupo de pontos de colocagao e um grupo de elementos de contorno, classi-
ficando esses blocos por representacoes de baixo posto ou posto cheio. Para mostrar
intuitivamente como sao realizadas essas aproximacoes e 0os requerimentos que as pos-
sibilitam, serd mostrado um exemplo simples como em [Kurz, Rain e Rjasanow| (2007)).

Considere K : [0,1] x [0,1] — R uma funcdo de dois escalares e A € R™" uma

matriz cujos elementos ay; sao dados por:

ap = K(zg,y) , k=1,...,n,1l=1,...n, (3.1)

com (zx,y;) € [0,1] x [0,1]. Fica evidente que a memoria necessaria para armazenar
essa matriz ¢ de ordem n? e a quantidade de operacoes necessarias para realizar uma

ltiplicaca triz-vetor também & n?. O iment dratico d d
multiplicagdo matriz-vetor também é n°. O crescimento quadrético dessas grandezas
torna os valores proibitivos mesmo para um n nao muito grande. A alternativa proposta
é procurar uma aproximacao A da matriz A diminuindo a memoéria ocupada e realizar
as operagoes com a aproximagcao no lugar da matriz original.

Para garantir a qualidade dessa aproximacao, define-se uma tolerancia ¢, tal que:

28



|a—-4]| <=ial,. (3.2)

onde [|A|, ¢ a norma de Frobenius da matriz A, dada por:

1/2
IA]l, = (Z aé) - (3.3)

k.l

A escolha de valores menores de £ melhoram a aproximacao enquanto aumentam o
custo computacional.

A melhor aproximagao que pode ser obtida para a matriz A é calculada a partir da
sua decomposi¢ao em valores singulares. Essa decomposicao reescreve a matriz pelo
produto

A =USV', (3.4)

onde S é uma matriz diagonal n por n cujos elementos sao seus valores singulares e as
colunas de U e V s@o os vetores singulares associados da matriz A. A aproximacgao
procurada descarta os menores valores singulares e seus vetores associados enquanto a
equacgao estiver sendo obedecida. Essa decomposi¢ao nao é usada normalmente,
uma vez que ela apresenta elevado custo: sao necessarias n® operacoes. Ela sera usada
aqui para ilustrar o funcionamento do método, vindo a ser substituida, posteriormente,
pela ACA.
A funcgao K, apresentada na equagao , é definida como:

K(z,y)=1/ [a + (z — y)2] ) (3.5)

Desta forma, obtém-se uma matriz A que terd um comportamento semelhante ao espe-
rado das matrizes de elementos de contorno. A funcao K tem uma quase singularidade
que pode ser controlada pelo parametro «, uma vez que ao se reduzir o valor desse
parametro a singularidade fica mais evidente. Esse comportamento pode ser observado
nas figuras [3.1], 3.2 [3.3] e 3.4 onde é apresentada a fungdo K para distintos valores de
o

O dominio sera divido em ambas direcoes em n partes iguais. A matriz A é obtida
para diferentes valores de o, 10°, 107%, 1072 e 1073, e de n, 100, 200, 400 e 800.

As figuras [3.5], 3.6 [3.7] e [3.§ mostram a evolugao da aproximagao para quantidades
diferentes de entradas. Por entradas, entende-se a quantidade de valores singulares
utilizados na aproximagao. Como era esperado, ao utilizar mais valores singulares
obtém-se uma aproximacao melhor e consequentemente um menor erro. Porém, é inte-

ressante observar que o comportamento se mantém o mesmo para diferentes valores de
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y 1 X

Figura 3.1: Funcdo K para a = 10°.

y 1A X

Figura 3.2: Funcao K para a = 1071,
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100

y -1 X

Figura 3.3: Funcdo K para oo = 1072.

1000

y -1 X

Figura 3.4: Funcao K para a = 1073,

31



n. Isso é o que torna o método eficiente para problemas de larga escala. A aproximacao
precisa de n(2m+1) entradas, onde m é o nimero de valores singulares, para aproximar
uma matriz de tamanho n, que necessitaria de n? entradas. E como o parametro m se
mantém constante, o nimero de entradas vai apresentar um crescimento linear onde

antes era quadratico.

0 100 entradas

107 NN T e 0o @=10°

LU S G NS S Ul (Y [T 1) p

107 F& N\ A o H
4 ~— =10

<< a=10"

Erro na norma de Frobenius

0 20 40 60 80 100
Numero de entradas na aproximagio

Figura 3.5: Erro na norma de Frobenius para a aproximagao com SVD para n = 100.

0 200 entradas

1077 g Sy =107
. e N e |

-5 | | = a=10_3 |

Erro na norma de Frobenius

_15 hd \ —¥ v v v v

0 50 100 150 200
Numero de entradas na aproximagao

Figura 3.6: Erro na norma de Frobenius para a aproximagao com SVD para n = 200.
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400 entradas
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Erro na norma de Frobenius
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Nuamero de entradas na aproximagao

Figura 3.7: Erro na norma de Frobenius para a aproximacao com SVD para n = 400.
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Figura 3.8: Erro na norma de Frobenius para a aproximagao com SVD para n = 800.
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A tabela mostra o valor de m para que se obtenha um e menor que 107°
e a razao entre a memoria gasta pela aproximacao e a gasta pela matriz original.
Nessa tabela fica evidente a economia de memoria proporcionada por essa aproximacao.
Nos casos onde a singularidade é mais fraca, observa-se que mesmo para matrizes
pequenas a aproximagao ¢ vantajosa. No entanto, quando a singularidade é aumentada,
esse vantagem sO ¢ observada para matrizes maiores, nao sendo possivel obter uma

representacao com o erro requerido para n = 100 e o = 1073,

Tabela 3.1: Memoria gasta na aproximagao com SVD.

« m n = 100 n =200 | n=400 | n =800
109 7 15,000% 7,500% 3,750% | 1,875%
1071 | 16 33,000% 16,500% | 8,250% | 4,125%
1072 | 47 95,000% 47,500% | 23,750% | 11,875%
1073 | 142 | nao convergiu | 142,500% | 71,250% | 35,625%

O préximo passo é subdividir a matriz A na tentativa de isolar os efeitos da singu-
laridade. Na figura [3.9] pode-se observar a divisao da matriz A em 4 partes em cada
diregao. Essa divisao gera trés diferentes regides com distintos comportamentos, de
acordo com a proximidade da diagonal principal e, por consequéncia, da singularidade.
A tabela contém os valores de m para diferentes graus de singularidade e com um

€ menor que 1075,

3

3 |3

Figura 3.9: Divisao em blocos da matriz

Agora pode-se observar claramente o efeito da singularidade na aproximagao, os
blocos que estao ao longo da diagonal apresentam os maiores valores de m. Para valores
suficientemente grandes de m, trabalhar com a aproximacao se torna mais caro que do

que com a matriz original. Na tabela 3.3 estao os novos valores para as razoes entre as
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Tabela 3.2: Valores de m para as diferentes areas da figura [3.9

Area |a=10" |a=10"'|{a=10"2 | a=10"3
1 3 6 14 37
2 3 5 7 8
3 3 4 4 4

memorias. Ao comparar com a tabela fica evidente, que quando a singularidade é
relevante, a divisao por blocos é essencial, sendo a memoria reduzida em 3 vezes para

a = 107%. No entanto, para o = 10° a divisdo em blocos ocupa mais memoria que a

aproximacao da matriz inteira.

Tabela 3.3: Memoria gasta na aproximagao com a divisdo em blocos da figura 3.9

o n =100 | n =200 | n =400 | n =800
10° | 17,50% | 8,75% 4,38% 2,19%
1071 | 28,00% | 14,00% | 7,00% 3,50%
1072 | 47,00% | 23.,50% | 11,75% | 5,88%
1073 | 94,50% | 47.25% | 23,63% | 11,81%

Na figura observa-se uma nova proposta na divisao por blocos da matriz. Essa
divisao s6 ocorre nos blocos que apresentaram um valor elevado de m, visto que somente

nesses blocos essa redivisao é vantajosa, como podde ser observado na comparagao entre

as tabelas e para o = 10°.

4

4 4

Figura 3.10: Redivisao em blocos da matriz

Na tabela estao listados os valores de m encontrados para as diferentes areas

da figura [3.10] A redivisdo se mostra eficaz em reduzir o valor de m para a = 1072

e a = 1073, Essa reducao resultara em uma significativa economia de meméria como
pode ser observado na tabela
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Tabela 3.4: Valores de m para as diferentes areas da figura [3.10

Area |a=10" |a=10"'|{a=10"2 | a=10"3
1 3 4 8 19
2 3 4 6 7
3 3 5 7 8
4 3 4 4 4

Tabela 3.5: Memoria gasta na aproximacao com a divisao em blocos da figura [3.10

« n =100 | n =200 | n =400 | n =800
10° | 16,63% | 8,31% 4,16% 2,08%
1071 | 22,88% | 11,44% | 5,72% 2.86%
1072 | 31,38% | 15,69% | 7,84% 3,92%
1073 | 44,63% | 22,31% | 11,16% | 5,58%

Esse exemplo ilustra bem o poder do método para matrizes com singularidades na
diagonal. As comparacoes dessa secao foram feitas em relacao a memoria gasta, mas o
custo de operacao, utilizando a aproximacao e a matriz padrao, pode ser analisado da
mesma maneira e os resultados obtidos serao similares aos apresentados.

No entanto, o exemplo trabalha com uma distribuigdo uniforme de pontos. Se
considerarmos x e y como pontos fonte e campo, respectivamente, este exemplo corres-
ponde a uma malha retilinea de pontos (problema unidimensional). Essa distribuigao
nao é a esperada no MEC visto que somente o contorno é discretizado e este contorno
estaré em mais de uma dimensao podendo, inclusive, ser curvo. Além disso, a ma-
triz foi decomposta em seus valores singulares (singular value decomposition - SVD)
e a decomposicao SVD nao é uma técnica vidvel para problemas reais devido ao seu
alto custo de processamento. Nas proximas segoes serao apresentados a Aproximagao
Cruzada Adaptativa (ACA) como alternativa a decomposicao SVD e um método de

clusterizacao hierdrquica para tratar uma distribuicao qualquer de pontos.

3.2 Matrizes de baixo posto

O posto de uma matriz A é o ntimero de linhas ou colunas linearmente indepen-
dentes de A. Uma matriz A € R™™ de posto k£ pode ser escrita por um produto
diadico:

A=UV, (3.6)
onde U € R™* ¢ V € RF*™ Essa representacao é exata e precisa de k(m-+n) entradas
em vez de mn. Na figura pode-se observar essa representacao num caso onde ela

é vantajosa.
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Figura 3.11: Aproximagao de baixo posto: algumas entradas da matriz original representam
o bloco inteiro.

Outra vantagem é quando se faz uma multiplicagdo matriz-vetor (HACKBUSCH,;
NOWAK] 1989):

Ax = UVx = U(Vx). (3.7)

Agora, em vez de serem necessarias 2mn operagoes aritméticas, sdo necessarias 2k(m+
n) — k operagoes para realizar essa multiplicacdo. Para baixos valores de k, essa
representacao sera vantajosa. Porém, ao se considerar uma matriz de posto completo
(k = n), observa-se que a representagdo por um produto diddico ocupara o dobro de

memoria. Portanto, a matriz A é considerada de baixo posto quando:

k(m +n) < mn. (3.8)

Essa é condicao suficiente para que essa representacao seja vantajosa. Matrizes que
tem um posto muito menor que as suas dimensoes sao a base da eficiéncia das matrizes

hierarquicas.

3.2.1 Aproximacgao Cruzada

Goreinov, Tyrtyshnikov e Zamarashkin (1997) apresentaram uma alternativa a de-
composi¢ao SVD sobre o nome de aproximacao esqueleto. O método consiste em dois

passos:
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e Encontra-se o par de indices (i*, 5*) de maior valor, em modulo, da matriz.
e calcula-se os vetores U;; = A; j» e Vi ; = A= j /A j=.

A matriz A =UV ¢ a aproximacao de posto 1 que era procurada. Para encontrar
uma aproximacao de posto k deve-se repetir esses dois passos k vezes ao resto A — A
acrescentando, a cada passo, uma coluna a matriz U e uma linha a matriz V. Essa
aproximacao representa exatamente uma matriz de posto £ em k passos.

Uma alternativa é usar um pivotamento parcial onde nao é necessario conhecer a
matriz inteira previamente nem procurar os indices (7%, j*) em toda a matriz. A escolha
dos indices é feita ao longo de um indice fixo, ou seja, o elemento méximo é obtido em
apenas uma coluna ou linha.

O algoritimo mostra o procedimento completo para a aproximagao cruzada
parcialmente pivotada. Nele o operador : representa todas as entradas naquela diregao
e max uma funcao que retorna o valor maximo e a posi¢ao no vetor desse valor. A
condigao abs(dmaz) < 10712 apresenta um problema para matriz esparsas, como as
posicoes nao-nulas nao sao previamente conhecidas, o método é obrigado a encontrar
todas essas posicoes, o que torna essa técnica inutilizdvel nesses tipos de matrizes.
Entretanto, para a maioria das matrizes do MEC o método pode ser utilizado com
sucesso pois as mesmas sao, quase sempre, cheias. A matriz H, por possuir na sua
formulacao um produto escalar entre dois vetores, tera blocos de zeros quando estes

vetores forem ortogonais. Este problema seréd tratado mais adiante nesse capitulo.

3.2.2 Aproximacao Cruzada Adaptativa

Outra alternativa é a aproximacao cruzada adaptativa. Essa variacao determina o
posto k adaptativamente com uma precisao €. Uma boa heuristica é estimar o erro
|A — A’|| por uma aproximacdo de posto um. Em cada passo ¢ justamente uma

aproximacao de posto um que é calculada, portanto pode-se estimar que:

IA — A% S A - A" &~ A — A% = Jla,b, . (3.9)

onde a,, e b,, sao o vetor e coluna gerados no passo n do método.
Portanto, o erro relativo, utilizado no algoritimo, pode ser estimado usando a norma
euclidiana ou de Frobenius como:
[anbnl

o = 20 Dnll 3.10
el = AT (3-10)

Usando o algoritimo [3.2] a matriz a ser aproximada nao precisa ser calculada previ-

amente: somente as colunas e linhas necessarias para a aproximacao serao calculadas.
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Algoritimo 3.1 Aproximagao cruzada parcialmente pivotada

calcule a primeira linha a da matriz A
V(l,:)=a
[@maz, im] = max(a)
calcule a coluna b relativa a i,,
U(:, 1) = b/amaz
A'=0UV
na = ||A]
a, =V(1,:)
b, =U(;1)
[ ,im] = max(b,)
for i=1:k-1 do
t=1+1
calcule a linha a relativa a 7,
a=a—U(ip,)V([1:i—1,:)
V(i,:)=a
[@maz, im] = max(a)
if |@maz| < 107'2) then
if todas as linhas ja tiverem sido usadas then
break
else
1, = proxima linha nao calculada
continue
end if
end if
calcule a coluna b relativa a i,,
b=b-U(1:i—-1)V(1:i—1,:)
U(:, i) = b/amas
[ ,im) = max(b)

a,=V(i,:)
b, = U(:,1)
end for
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Tanto os requerimentos de memoria quanto o niimero de operacgoes sao de ordem linear

nesse algoritimo.

Algoritimo 3.2 ACA parcialmente pivotado
calcule a primeira linha a da matriz A
V(l,:)=a
[@maz, im] = max(a)
calcule a coluna b relativa a i,,

U(:,1) = b/amaz
A'=UV
na = |[A]
a, =V(l,:)
b, =U(;1)
[ ,im] = max(b,)
1=1
while ||a,b,|| > nac do
1=1+1
calcule a linha a relativa a i,,
a=a—U(i,, )V{A:i1—1,)
V(i,:) =a
[@mazs im] = max(a)
if |amae| < 107'2) then
if todas as linhas ja tiverem sido usadas then
break
else
1, = proxima linha nao calculada
continue
end if
end if
calcule a coluna b relativa a i,
b=b-U(,1:i—1)V(1:i—1,:)
U(:, 1) = b/amas
[ ,im) = max(b,)

a, =V(i,:)
b, = U(:,1)
end while

Em [Bebendorf (2000), Bebendorf e Rjasanow| (2003)) encontra-se provas da conver-
géncia do ACA para o caso onde a matriz tenha como origem fungoes suaves em pontos
do dominio. A hipétese de distribuicao dos pontos nao leva em consideracao que no
MEC a discretizacao esta contida apenas no contorno. Esse detalhe pode vir a causar
problemas na convergéncia do método como pode ser mostrado no exemplo a seguir.

Na figura |3.12] observa-se quatro distintas areas ao longo de um canto e o bloco
criado com as areas 1 e 2 como pontos fonte e as areas 3 e 4 como pontos campo. No
caso onde a solucao fundamental possui um produto interno do vetor raio com o vetor

normal (matriz H), a matriz gerada tem valores iguais a zero para todas as entradas
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0 3 4
n 0 cheia | zero

2| zero | cheia

Figura 3.12: Configuragdo que causa problemas no ACA e a matriz resultante

onde a normal é perpendicular ao vetor raio.

Considere o uso do algoritimo nessa situagao comegando com um indice per-
tencente a area 1. Logo todas as entradas relativas a area 4 serao iguais a 0 pois 0s
vetores raio (que liga o ponto fonte ao ponto de integragao) e a normal a superficie
sao ortogonais. Portanto, o maximo dessa linha estara na area 3 e o indice da coluna
também. O produto interno teré entradas nao nulas somente quando essas pertence-
rem as areas 1 e 3. Esse comportamento se repete nos passos seguintes fazendo com
que o método nao enxergue o segundo bloco com as areas 2 e 4. Consequentemente,
o algoritimo converge para uma aproximacao com erro alto cujo o estimador de erro

usado tem valor abaixo do procurado.

3.2.3 Aproximagao Cruzada Adaptativa modificada

Na secao anterior observou-se, por meio de um contra-exemplo, que a utilizagao da
ACA na montagem de matrizes de influéncia do MEC nao é aconselhavel.

Uma grande vantagem da ACA é ela poder funcionar em modo caixa-preta. Uma
vez conhecida a localizagao das funcoes de base, o procedimento de montagem das
matrizes nao precisa ser conhecido. Em Borm e Grasedyck (2005]) observa-se uma
alternativa interessante que utiliza um processo interpolador criando uma abordagem
hibrida. Apesar de nao apresentar os problemas de convergéncia da ACA, essa abor-
dagem perde a grande vantagem de poder trabalhar em modo caixa-preta.

Uma variagao da ACA, conhecida como ACA+ e apresentada primeiramente em
Grasedyck| (2005), propoe uma modificagao da estratégia de pivotamento com o obje-
tivo de superar as situacoes onde a ACA padrao falha.

Esse método se diferencia por utilizar colunas e linhas de referéncia antes de calcular
as entradas que serao usadas na aproximacao. A coluna de referéncia é escolhida contra-
intuitivamente pela entrada de menor valor da linha. Essa escolha garante que cada

bloco nao-nulo seja intersectado por uma linha ou coluna de referéncia.
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O pivotamento é, entao, definido com base nas informagoes obtidas nos vetores
de referéncia, que pode ser observado no algoritimo Esse algoritimo produz uma
aproximacao de posto um. No proximo passo, os vetores de referéncia podem ser apenas
atualizados, sendo somente necessario determinar novos quando os mesmos tiverem sido

usados como os proprios vetores da aproximacao.

Algoritimo 3.3 ACA parcialmente pivotado modificado

o =1
calcule a linha a"f relativa a i,
(ayed, i) = min(a™)

calcule a coluna b"¢f relativa a i,
[are/ i;] = max(a”/)

max?

[brel ;] = max(bef)

max?

if a’¢/ > e/ then

max max
calcule a coluna b relativa a i;

U(;,1)=b

[bimaz, 1] = max(b)

calcule a linha a relativa a ;
V(1,:) = a/bnas

else
calcule a linha a relativa a i;
V(l,:)=a

[@maz, ;) = max(a)
calcule a coluna b relativa a i;
U(;,1) = b/amas

end if

A'=UV

Apesar de nao haver uma prova de convergéncia da ACA+, ou para alguma ou-
tra técnica de pivotamento parcial, ele tem o seu funcionamento comprovado para as

aplicacoes desse trabalho.

3.3 Clusterizacao hierarquica

Na secao anterior foi mostrado que matrizes de baixo posto podem ser representadas
eficientemente por um produto diddico, com uma aproximacao podendo ser obtida
facilmente pela ACA. Entretanto, dificilmente se encontra matrizes globalmente de
baixo posto, o que torna necessaria a divisao em blocos como pdde se observar no
exemplo introdutorio.

Para se realizar a divisao em blocos da matriz, o primeiro passo é construir uma
particao hierarquica dos pontos envolvidos na discretizacao. Existem diversos métodos
que se propoem a realizar essa particao. Nesse trabalho serd utilizada uma arvore

binaria. A arvore é composta de nés. O primeiro n6 é conhecido como raiz e contém
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todos os pontos analisados. A partir da raiz os pontos sao divididos e dois novos nos

sao criados. Esse processo, de divisao em dois noés, é repetido até que se atinja um

ntmero preestabelecido de pontos dentro de todos nés. O tltimo né da arvore, aquele

que nao se divide mais, é chamado de folha. Na figura observa-se esse processo

em funcionamento.
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Figura 3.13: Arvore binaria

Para se realizar a divisao do né em seus filhos, o algoritimo [3.4] sera utilizado.

Algoritimo 3.4 Divisao binéria

X = média(x)

C' = covariancia(z)
leigval, eigvec] = eig(C')
[ ,ind] = max(eigval)
for cada ponto z; do

if (z; — X¢)eigvec(:,ind) > 0 then

x; € Cll
else
x; € Clg
end if
end for

O algoritimo usa a anélise dos componentes principais (PCA) para encontrar a

diregao da divisao. A PCA é um método estatistico linear que encontra os autovalores

e autovetores da matriz de covariancia dos dados e, com esse resultado, pode-se reali-
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zar a reducao dimensional dos dados e analisar os padroes principais de variabilidade
presentes.

Ao se calcular o autovetor relacionado ao maior autovalor, se obtém a direcao
na qual o n6 tem a maior variabilidade e, por consequéncia, a maior extensao. Ao
usar (x; — Xg)eigvec(ind) = 0 para separar os pontos, se garante que o plano de
separagao é perpendicular a esse autovetor e que passa pelo centro do n6. Ao utilizar
esse algoritimo, se espera obter uma divisao mais representativa do que uma onde
simplesmente se divide o n6 na metade de uma das suas componentes, uma vez que a
divisao se da sempre na direcao de maior extensao.

Mesmo criando a arvore, o processo de divisao em blocos nao esté finalizado. Cada
bloco da matriz é o resultado da interacao entre dois nés da arvore. O algoritimo|3.5|faz
o pareamento dos diferentes nés de maneira eficiente, garantindo que os maiores blocos
possiveis, obedecendo a condicao de admissibilidade, formem a matriz completa. Esse
conjunto de blocos, compostos de matrizes aproximadas pela ACA e matrizes cheias,

é chamado de matriz hierarquica.

Algoritimo 3.5 Divisao em blocos

1, =[0] > as listas iniciais contém somente a raiz
I, = [0]
c=0

while nimero de elementos de 1; > ¢ do
if Condicao de admissibilidade entre 1;(c) e I3(c) then
o par 1;(c) e Iy(¢) é um bloco de baixo posto
else
if ambos os noés sao folhas then
o par li(¢) e Ix(¢) é um bloco de matriz cheia
else
if o primeiro né contém mais elementos que o segundo then
adiciona os dois filhos de 1;(¢) em 1;
adiciona duas vezes ly(c) em 1y
else
adiciona duas vezes l;(c) em |4
adiciona os filhos de 13(c) em 1,
end if
end if
end if
c=c+1
end while

A condicao de admissibilidade é o que garante a qualidade das aproximagoes cal-
culadas. A ideia é assegurar que os noés de um bloco nao se aproximem, de maneira a
evitar que a singularidade do MEC influencie os blocos que forem aproximados. Isso

certifica que as submatrizes desses blocos sao de baixo posto, possibilitando, assim, sua
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aproximacao. Um bloco é considerado admissivel se seus nos C;; e Cj5 obedecerem:

min(diam(C;1, Cj2)) < n|[(Cy1, Ci2)|l, (3.11)

onde n é o parametro que define o quao separados os nos tem que estar. Com 1 =1 os
noé6s poderiam se tangenciar e para 7 = 0 a condi¢gao nunca seria atingida, pois os nos
nunca estariam suficientemente afastados. Portanto, n s6 pode assumir valores entre 0
e 1.

Calcular o diametro de um conjunto de pontos e a distancia entre conjuntos resulta
em um esforgo computacional alto porém desnecessario uma vez que aproximagoes
simples e ainda mais restritivas podem ser facilmente obtidas. Por exemplo, pode-se

usar:

diam(Cjy) < 2max(Xg — 1), (3.12)

diam(Cp) < 2max(Xge — 2),

. T . .
dist(Cy1, Cp2) < ||x1 — x2| — é(dlam(cll) + diam(Cjy)),
onde X é o centro do no calculado no algoritimo 3.4}

3.4 Solugao do sistema linear

Ao escrever a matriz de maneira hierarquica, nao é interessante usar um método de
solugao direto, uma vez que ao fazé-lo nao se mantém a economia de memoria gerada
ao utilizar essa representacao. Ao usar um método iterativo, pode se fazer uso das
operacoes matriciais aceleradas. A operagao de maior relevancia no contexto do MEC
¢ multiplicacao matriz-vetor. Essa operagao ¢ a base dos métodos iterativos utilizadas
na solucao do sistema linear, sendo ela a operacao de maior custo. A representagao
da matriz por um produto diadico faz com que as operagoes matriciais tenham de ter
um tratamento distinto. (Grasedyck e Hackbusch| (2003)) e Bebendorf (2008]) detalham
todas as operagoes envolvendo as matrizes hierarquicas.

A multiplicacao de uma matriz hierarquica e um vetor consiste em multiplicar cada
bloco da matriz pelo subvetor correspondente as colunas daquele bloco. Se o bloco
for admissivel, essa multiplicacao é otimizada e é calculada pela equagao . Se o
bloco nao for admissivel, essa multiplicacao é calculada por meio de uma multiplicagao
matriz-vetor padrao. Essa é uma operagao que nao envolve nenhuma aproximacao,

obtendo o resultado exato da multiplicagao.
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3.4.1 O meétodo dos residuos minimos generalizados (GMRES)

A operacao de multiplicag@o matriz-vetor é a que gera maior impacto na solugao do
sistema quando métodos iterativos sao utilizados. Nesta tese, o método dos residuos
minimos generalizados (GMRES) foi o método escolhido para a solu¢do do sistema
linear. O método, inicialmente proposto por Saad e Schultz| (1986]), aproxima a solugao
iterativamente em um subespaco de Krylov com residuo minimo. A iteracao de Arnoldi
é usada para formar a base para o subespaco de Krylov.

Considerando um sistema linear:
Ax =Db, (3.13)

onde A é uma matriz n X n, b um vetor conhecido e x um vetor desconhecido.
O procedimento se inicia com uma estimativa inicial xg que produz um residuo que
pode ser facilmente obtido por:

rog = b — AXO. (314)

Na iteracao m a solucao aproximada ¢ dada por:

Xm = X0 + Vny, (3.15)

onde y é um vetor e V,,, é uma base para o subespaco de Krylov de ordem m definido

CO1mo:

Ry = {I'(), AI'(), ceey Am_lro} (316)

O GMRES aproxima a solugao exata pelo vetor x,, que minimiza a norma do residuo
r, = b — Ax,,. Os vetores 1y, Ar, ..., A" 'ry sao quase lincarmente dependentes e,

por isso, a iteracao de Arnoldi é utilizada no GMRES para obter vetores ortonormais:

Vi, Vo, ooy V. (3.17)

O processo de Arnoldi também produz uma matrix superior de Hessenberg, H,,,

que satisfaz a relacgao:

AV,, = V"HH, (3.18)

Com isso o residuo na iteracao m pode ser escrito como:

rm=b—AX,,=b—-AX¢+V,Y)=r)— AV, y =10 — V. H,y  (3.19)
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A aproximagao é entao obtida encontrando um valor de y que minimize a norma
do residuo e substituindo na equagao . O algoritimo GMRES tem a propriedade
que a norma do residuo pode ser computada sem que a iteracao tenha sido formada,
ou seja, tem-se o célculo a prior: do erro. Logo, a agao custosa de formar a iteracao
pode ser adiada até que a norma do residuo seja considerada pequena o suficiente.

O GMRES padrao tem um sério problema: a quantidade de trabalho computacional
e memoria utilizada aumenta linearmente a cada iteragao. O custo se torna rapida-
mente proibitivo, a nao ser que a convergéncia seja extremamente rapida. A maneira
padrao de lidar com esse problema é reiniciar a iteracao. Depois de um ntmero pré-
definido de passos, os dados acumulados sao eliminados e os resultados intermediarios
sao usados como uma nova estimativa inicial. Esse procedimento é repetido até que a
convergéncia seja alcancada. A dificuldade esta em escolher um valor apropriado para
quantidade de passos. Se esse nimero for pequeno demais, o GMRES pode convergir
vagarosamente ou falhar completamente. Um valor muito grande envolve um custo
elevado.

A escolha de um parametro de recomego ainda é motivo de pesquisa e nao se tem um
consenso de como realizé-la. Em |Joubert| (1994), [Vorst e Vuik (1993)), [Saad e Schultz
(1986) observa-se que para valores grandes do parametro ha uma melhora na conver-
géncia do método. No entanto, em Eiermann, Ernst e Schneider| (2000), |[Embree, (2003))
ficou evidente que valores menores do parametro podem resultar em menos iteragoes
para alguns problemas. Esse resultado mostra como ¢ dificil definir um valor para esse
parametro. Usualmente se procura escolher previamente um valor que balanceie as
propriedades de boa convergéncia tipicamente associadas com valores grandes do para-
metro e a reducao do custo computacional resultante de um valor menor. No entanto,
algumas propostas vem sendo apresentadas para definir o parametro de recomeco adap-
tativamente devido a diferentes razdes (BAKER; JESSUP; KOLEV, 2009; | BAKER;
JESSUP; MANTEUFFEL| 2005, ZHANG; NODERA| 2005; [HABU; NODERA| 2000;
SOSONKINA et al |1998). Em Baker, Jessup e Kolev| (2009) uma estratégia de de-
finicao do parametro de recomeco simples é apresentada levando em conta a natureza
ciclica da direcao do vetor residual. Essa técnica se mostrou consistentemente mais
eficiente do que utilizar um parametro pré-definido e por isso foi utilizada nesse traba-
lho. Uma apresentacao completa e detalhada do método GMRES foge do escopo dessa
tese. Para um maior detalhamento sugere-se consultar Merkel et al.| (1998), |[Leung e
Walker| (1997) para a formula¢ao padrao do método e Baker, Jessup e Kolev| (2009)

para a modificagao utilizada.
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4 CURVAS E SUPERFICIES NURBS

4.1 Introducgao

As discretizacoes usualmente utilizadas em problemas de engenharia nao possuem
continuidade na derivada da variavel principal ao longo de elementos distintos. Esse
comportamento é esperado visto que suas fungoes de forma tem seu comportamento
definido por trechos e isso introduz mais uma fonte de erro ao processo.

Os métodos mais populares para se preservar essa derivada é a utilizagao de splines
em seus diversos tipos: Overhauser, Bezier, B-splines, Non Uniform Rational Basis
Splines (NURBS), T-splines e PHT-splines. As NURBS para problemas de elasticidade
bidimensional foram apresentados pela primeira vez por |Simpson et al.| (2012), [Simpson
et al. (2013)).

As funcoes de forma lagrangianas usuais nao sao capazes de descrever geometrias
mais complexas exatamente. Enquanto as NURBS conseguem representar, exatamente,
secoes conicas, incluindo, circulos, hipérboles, elipses e parabolas. Usar a representacao
analitica no MEC acarreta, para geometrias complexas, em uma precisao maior para
um mesmo namero de elementos. As NURBS sao mais adequadas para representar as
geometrias e podem também ser adequadamente usadas para aproximar as variaveis
de campo.

No MEC, a grande vantagem de usar as mesmas fungoes que descrevem a geome-
tria para aproximar as variaveis de campo é nao ter que criar uma malha especifica: a
mesma discretizacao usada no modelo geométrico, gerada nos programas de modela-

gem, também sera usada pelo MEC.

4.2 Curvas de Bézier

Pierre Bézier desenvolveu curvas e superficies de forma livre, que ficaram conhecidas
pelo seu nome, para o design de automoveis enquanto trabalhava na Renault. Usando

a base de Bernstein se pode definir a curva de Bézier como:
n
P(t)=) Bil.(t), 0<t<1 (4.1)
i=0
onde os coeficientes B; sao chamados de pontos de controle, que formam o poligono de

controle, e a base de Bernstein J,,;(t) ¢ dada por:

n

Jni(t) = <.)t(1 — )"t (4.2)

]
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Curva de Bezier
— % — Poligono de controle

Figura 4.1: Curva de Bézier

Uma curva de Bézier de ordem n = 3 e seu poligono de controle podem ser obser-

vados na figura[4.2] As propriedades mais importantes dessa curva sdo:

e O numero de pontos de controle menos um é o grau do polindémio definido pela

curva.
e A curva comeca no primeiro ponto de controle e termina no ultimo.

e Os vetores tangentes, no final e no inicio da curva, coincidem com os segmentos

do poligono de controle.
e A curva estda sempre contida na envoltoria complexa dos pontos de controle.
e A curva nao é afetada por uma transformagcao afim.

e Cada ponto da curva é calculado como uma soma ponderada de todos os pontos de

controle. Logo, uma mudanga de um ponto de controle afeta a curva globalmente.

4.3 B-splines

As B-splines sao uma forma generalizada das curvas de Bézier. Uma B-spline é
composta de uma ou mais curvas de Bézier com um mecanismo de continuidade entre
os segmentos. Cada ponto de controle define e influencia apenas um segmento da curva

B-spline. A curva é descrita matematicamente por:

n+1
P(t) =Y BiNik(t), tmin <t<tme, 2<k<n+l (4.3)
=1
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onde B; sao os pontos de controle e N; ;. sao as funcoes de base de ordem k e grau k—1.

Essas fungoes nao sao definidas explicitamente e sao calculadas recursivamente por:

1 i <t <y
N (1) ={ s e (4.4)

0 restante do intervalo

(t — u))Nip-1(t) L (Uiyr — 1) Nip1p—1(t)

N;x(t) =
’ Ujtk—1 — Uj Uitk — Wit1

(4.5)

onde u; sao os valores do vetor de nés U. O vetor U é uma série de parmetros reais
crescentes e tem uma forte influéncia nas fungoes de base de uma B-spline. O ntmero
de intervalos no vetor U define o ntimero de segmentos na curva. Cada segmento sofre
influéncia de k£ pontos de controle. Cada vez que o parametro ¢t entra em um novo
segmento, um novo ponto de controle se torna ativo, enquanto um ponto antigo é
descartado. O nimero de nés, m, o nimero de pontos de controle, k, e a ordem da

curva, n , estao relacionados por:
m=k+n+1 (4.6)

Nos consecutivos podem ter o mesmo valor. Quando isso ocorre, o segmento relativo
aqueles nos tem comprimento igual a zero. Consequentemente, dois pontos de controle
sao ativados ao mesmo tempo, e dois sao desativados. Isso altera a continuidade de
uma curva anteriormente suave. A quantidade de nés coincidentes é conhecida como
um né com certa multiplicidade. A multiplicidade de um né é limitada a ordem da
curva, uma vez que uma multiplicidade maior acarretaria em uma curva descontinua
e pontos de controle inutilizados. Nas figuras [4.2] [£.3] e pode-se observar a
B-spline quadréatica, seus segmentos e as fungoes de base para dois valores distintos de
UiUi=[1234567809eU=[1 114567809
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Funcgdes de base

Figura 4.2: B-spline

0.8

— % — Paoligono de controle
B-spline

- B

e seus segmentos para para Uj

Vetar de nos

Figura 4.3: Fungoes de base da B-spline para U;
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Pode-se observar claramente o efeito do vetor U. Ao inserir uma multiplicidade
de ordem 3 no inicio da curva, ocorre uma mudanga nas fun¢oes de base e o primeiro
ponto de controle passa a fazer parte da curva. Cada segmento dessa curva poderia
ser representado por uma curva de Bézier, porém seriam necessarios trés vezes mais

pontos de controle. As propriedades mais importantes dessa curva sao:

e A soma das bases para qualquer valor de t é igual a 1.

As bases sdo sempre maiores ou iguais a zero.

O grau da curva é um a menos que a ordem da curva. A ordem da curva nao

pode ser maior que o nimero de pontos de controle.
e A curva estda sempre contida na envoltoria convexa dos pontos de controle.

e A curva nao é afetada por uma transformacao afim.

Cada ponto da curva é calculado como uma soma ponderada de parte dos pontos
de controle. Logo, uma mudanga de um ponto de controle afetara a curva apenas

localmente.

4.4 B-splines racionais nao uniformes (NURBS)

Em uma NURBS, um peso é associado a cada ponto de controle. Caso todos os pesos
tenham o mesmo valor, a curva é, na realidade, uma B-spline. A maior vantagem de se
trabalhar com as NURBS ¢é representar exatamente circulos, se¢des conicas e objetos de
forma livre. Esse foi o maior motivo dessa representagao ter sido amplamente adotada
na industria.

A maneira mais conveniente de se representar uma NURBS é usando coordenadas
homogéneas. Esse sistema de coordenadas adiciona mais uma dimensao aos pontos de

controle, essa relativa aos pesos:

B" = | B,w Byw w, (4.7)

onde B" é o ponto de controle no sistema de coordenadas homogéneo. A equacao (4.3)
é, entao, aplicada da mesma maneira que nas B-splines, resultando em uma B-spline
que se encontra no sistema de coordenadas homogéneas. Para se obter a NURBS, se
realiza a proje¢ao dessa curva no plano w = 1. Um ponto na projegao é obtido a partir

do ponto equivalente na curva homogénea:

P(t) = {L’f)g i%} . (4.8)



Esse processo pode ser observado na figura

Curva em coordenadas homogéneas
Proje¢do da curva

Figura 4.6: NURBS em coordenadas homogéneas.

As NURBS podem também ser calculadas pela equagao:

En—i—l BN, n+1

P(t) =

onde R;;(t) é a funcao de base racional.

Apesar de também existir uma equacao recursiva para as NURBS, essa nao é ma-
neira usual pela qual os programas comerciais calculam a curva. Estas usam, normal-
mente, as coordenadas homogéneas.

As NURBS sao uma generalizagao da B-spline substituindo a base polinomial por
uma razao de polindmios. Por essa razao, suas caracteristicas sao basicamente as

mesmas.

4.4.1 Derivadas NURBS

As derivadas das fungoes de base sao grandezas importantes no MEC. Como na

analise isogeométrica as fungoes de base sao as mesmas das NURBS, ¢ essencial poder
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calcula-las.
As derivadas das fungoes de base das B-splines, apresentada na equagao (4.3,

podem ser computadas da seguinte maneira:
ON; k(1) k k

= N;p_1(t) —
ot Livik — t; w-1(t)

——————— Nk (). (4.10)
Livky1 — tig1

Se essa equagao for substituida na equagao da curva (4.3), ela resultara em:

OP(t) <=
% = ; Niy1x-1(t)Qi (4.11)
onde (); é definido por:
n—1
k
Q=) —————(Bin— By). (4.12)

— Ltk — L

Portanto, fica claro que a derivada de uma B-spline, de ordem k, também é uma
B-spline, porém de ordem k — 1, e com novos pontos de controle ();. Essa é uma
propriedade muito interessante que possibilita que o mesmo tratamento realizado nas
curvas seja utilizado nas suas derivadas.

Como a primeira derivada de uma B-spline é outra B-spline, pode-se aplicar esse
técnica recursivamente para obter as derivadas de maior ordem sem maiores dificulda-
des.

Se o sistema de coordenadas homogéneas for utilizado, as derivadas de uma NURBS
podem ser facilmente obtidas pela projecao da B-spline com maior dimensao. Consi-

derando:
w(t)P(t) _ P(t)

PO =—0m ~ o

(4.13)

onde P"(t) sao as primeiras coordenadas, ignorando o peso, e w(t) ¢ a tltima coorde-

nada do sistema homogéneo. Entao:

oPhe ow c
OP(t) _ w(t) 5 — “5EP(t) (4.14)
ot w(t)?

Como P"™(t) e w(t) sdo as coordenadas de P"(t), as suas derivadas sao obtidas
diretamente da equacao (4.11]).
4.4.2 Insercao de noés

No6s podem ser inseridos em um vetor de nés sem mudar a geometria ou as proprie-

dades geométricas da curva. Para cada no inserido, um novo ponto de controle deve ser
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adicionado. Ao adicionar um novo no6 t ao vetor de nos, o seguinte ponto de controle

é adicionado:

Bysei=1
Bi=< aB;+ (1—a)Bi1sel<i<m (4.15)

B,sei=m

onde

lser=1
o= %se1<i<m (4.16)
i+p €
Oset=m

Os valores nodais podem ser inseridos multiplas vezes. Porém, a continuidade das
funcoes de base é reduzida por um a cada repeticao de um né. No entanto, ao definir
o novo ponto de controle conforme as equagoes (4.15)) e (4.16]) a continuidade da curva

é mantida.

4.4.3 Decomposicao de Bézier

A decomposicao de Bézier é obtida inserindo nos repetidos em todos os nos do vetor
de nos até que eles tenham multiplicidade igual ao grau da curva. Na figura[d.7]pode-se
observar o comportamento da curva a medida que os nés sao inseridos de acordo com
o algoritimo apresentado nas equagoes e .

A cada no6 que é inserido, a continuidade das fungoes de base é reduzida enquanto
a curva nao apresenta nenhuma alteracao. A base resultante é decomposta em um
conjunto de elementos de Bézier onde cada elemento corresponde a uma variagao do
vetor de nos.

Considerando uma curva com n pontos de controle e chamando os m noés neces-
sarios para realizar uma decomposicao de @;, podemos definir «; conforme a equacao
(4.16). Pode-se entao escrever uma matriz que relaciona os novos pontos de controle

aos antigos:

(5] 1-— (0] 0
0 (6D) 1-— a3 0
C'=10 0 as l—ay 0 - 0 (4.17)
|0 al Antjr1) 1= Q)

A equagao (4.15) pode ser rescrita em forma matricial de maneira a representar a

sequéncia de variaveis de controle criadas por inser¢ao de nés, como:
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u=[0000.250.50.750.751 1 1]

G_ — — —
u=[0000.250.250.50.750.7511 1]

G_ _——
u=[0000.250.250.50.50.750.751 1 1]

d o A

Figura 4.7: Sequéncia de uma curva e suas fungoes de base ao inserir repetidos nos

B/t = (C/)'B’. (4.18)
Ao repetir essa operacao m vezes, obtém-se a forma final da decomposic¢ao:

B=C'B (4.19)

onde C! = (C™){(C™1)t...(ChHL
Como a insercao de nds nao causa nenhuma modificacao geométrica ou paramétrica,
a curva de Bézier descrita pelos novos pontos de controle tem de coincidir com a spline

anterior:

B'J,.(t) = (C'B)'J,(t) = B'CJ, ;(t) = B'N,,;(t). (4.20)

Logo, como B ¢é arbitrario:

CJ,.(t) = N,.i(t). (4.21)

C é conhecido como operador de extracao de Bézier e depende apenas do vetor de nos.
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4.5 Superficies NURBS

Apenas fungoes splines unidirecionais e curvas foram tratadas até o momento. No
entanto, superficies e volumes também podem ser descritos usando as fungoes tratadas
anteriormente em multiplas direcoes. Uma superficie pode ser criada transladando os

pontos de controle de uma curva,

n+1

P(u) = Z BiR; (u), (4.22)

ao longo de uma outra curva, podendo ser representado por:

n+1
Bi(v) =Y Bi;R;x(v). (4.23)
j=1
Unindo as equacoes anteriores, a superficie obtida por essa translacao pode ser

entao descrita por:

n+1 n+1

S(u,0) =Y > Rjn(v)Ri(u) By (4.24)

i=1 j=1
Uma superficie NURBS pode ser descrita pelo produto tensorial entre duas curvas

NURBS, usando dois parametros independentes u e v:
S('LL,’U) = Z Ri,j(u,v)Bi,j, (425)
i=1 j=1
onde R; j(u,v) é a funcdo de base racional para superficies:

Ni e, (1) Nj, (0)w;

Rij=—— '
Z Z Ni, (U)Nj,ku (U)wi
1

i=1j=

(4.26)

As superficies também podem ser calculadas usando o sistema de coordenadas ho-
mogéneas. Por utilizar o produto tensorial, essas fungoes de base multidirecionais
herdam as propriedades do caso unidirecional. A independéncia linear, a propriedade
de particao de unidade e o dominio de suporte compacto se mantém inalterados para
o caso multidirecional (COTTRELL; HUGHES; BAZILEVS, [2009; PEIGL; TILLER]
1996; ROGERS| 2000).

As superficies criadas com o produto tensorial nao tem a capacidade de realizar um
refinamento realmente local. Quando uma B-spline unidirecional é refinada, colunas ou

linhas inteiras de nos sao adicionadas ao espago bidimensional. Na figura pode-se
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observar esse comportamento quando se refina sucessivamente o canto inferior direito.
Apesar de indesejado, as porc¢oes superiores direitas e inferiores esquerdas também sao
refinadas. Em uma superficie NURBS, todos os pontos de controle tem de estar em uma
malha retangular. Essa restricao topologica faz com que um ntmero grande de pontos
de controle tenha de existir apenas para satisfaze-la. Para conseguir um refinamento
realmente, local é necessario criar uma nova estrutura que nao seja baseada em produtos

tensoriais globais.

(a) Malha inicial. (b) Refinamento do pro- (¢) Refinamento  real-
duto tensorial. mente local.

Figura 4.8: Falta de refinamento local nos produtos tensoriais.

As T-splines foram apresentadas inicialmente em Sederberg et al.| (2003) no con-

texto CAD. A T-splines sao uma generalizacao das superficies NURBS e sao capazes
de diminuir consideravelmente a quantidade de pontos de controle em superficies com-
plexas, justamente pela propriedade de refinamento local (SEDERBERG et al., 2004)).
As T-splines jé estao presentes em importantes softwares comerciais de CAD
DESK] [5012).

Recentemente as T-splines tem sido aplicadas na anélise isogeométrica nas mais
diversas areas (BAZILEVS et al., 2010; DORFEL; JUTTLER; SIMEON, 2010; SCOTT)

et al, [2013; SCOTT et all 2012 SCOTT et al., 2011; VERHOOSEL et al., [2011b;

VERHOOSEL et all, 2011a} [SIMPSON et al| [2014; DIMITRI et al) 2014; HOSSEINT
et al., [2014; BAZILEVS: HSU; SCOTT, 2012; BUFFA: SANGALLI; VAZQUEZ| 2014;

\GINNIS et al,, 2014). Um fato importante é que nao existe garantia de que a base

das T-splines seja linearmente independente e, por isso, é preciso definir uma T-spline

adequada para analise o que vem sendo pesquisado extensivamente (LI; SCOTT] 2014;
\VEIGA et al.| 2013; VEIGA et al., 2012).

Apesar das T-splines serem a alternativa mais conhecida, muitas outras foram pro-

postas como base da anélise isogeométrica. As B-splines hierarquicas tem se mostrado
promissoras (KURU et al., [2014; SCHILLINGER et al., 2013} SCHILLINGER; RANK|
2011). As THB-splines, B-splines hierarquicas truncadas, (KISS; GIANNELLI; JUT
TLER, 2012; (GIANNELLI; JUTTLER; SPELEERS, 2014; BERDINSKY et al., 2014)

sao uma modificacao das B-splines hierarquicas que formam uma particao de unidade
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e condicionamento numeérico melhorado. As florestas B-splines (SCOTT; THOMAS;
EVANS, 2014) sao uma generalizacao de B-splines hierarquicas para superficies e volu-
mes de género topolégico arbitrario. As PHT-spline, splines polinomiais sobre malhas
T hierarquicas, (DENG et al) 2008; [LI; DENG; CHEN, 2007; LI; DENG; CHEN|
2010), T-splines modificadas (KANG; CHEN; DENG, 2013) e a splines localmente
refinadas (LR-splines) (DOKKEN; LYCHE; PETTERSEN| [2013; BRESSAN, 2013;
JOHANNESSEN; ANDRE; DOKKEN| 2014) sdo intimamente relacionadas com as T-
splines mas com distintos niveis de suavidade e abordagem quanto ao refinamento local.
Splines (MANNI; PELOSI; SAMPOLI, 2011; [COSTANTINI et al., 2010) e T-splines
generalizadas (BRACCO et al., 2014) incluem fungoes trigonométricas ou hiperboli-
cas as funcoes polinomiais permitindo uma representacao exata de se¢oes conicas sem
usar fungoes racionais. Em [Evans et al.| (2015) é proposta uma T-spline hierarquica
adequada para anélise, adicionando as fungoes de base hierarquicas as T-splines.

Fica bem evidente que ainda nao existe uma tecnologia que dominara o CAD em
um futuro proximo. No entanto o que elas tem em comum ¢é que, por usar as fungoes de
base das B-splines, elas podem ser decompostas em elementos de Bézier, o que facilita

a sua utilizagao.

4.6 Superficies NURBS aparadas

A construcao de geometrias complexas usando a estrutura de produto tensorial
das NURBS é um processo complexo. Uma tnica NURBS nao consegue representrar
superficies complexas sem aparar ou unir mais de uma superficie. Para analisar super-
ficies complexas, distintos produtos tensoriais tem de ser unidos antes do procedimento
de anédlise. Esse processo acarreta numa continuidade de apenas C° na interface dos
produtos. A maneira que o CAD usualmente modela esses objetos complexos é a uti-
lizacao de superficies aparadas, o que impossibilita a utilizacao direta da geometria no
processo de analise. O modelo original tem de ser divido em varios produtos tensoriais,
que significa que o modelo original aparado tem de ser descartado e um novo modelo
CAD criado. Esse processo é custoso e nao pode ser realizado para qualquer modelo.

As superficies aparadas sao o método mais utilizado, atualmente, pelas aplicagoes
CAD. No processo de aparar as superficies, curvas definidas no dominio paramétrico
sao utilizadas para separar a superficie em uma parte a ser mantida e uma parte a
ser aparada e descartada. Como as curvas aparadoras sao criadas arbitrariamente,
a geometria dos elementos aparados pode ser complexa e irregular, dificultando sua
implementagao no contexto dos métodos numeéricos.

No CAD, as superficies aparadas sao modificadas apenas visualmente, ou seja, a

parametrizacao se mantém a mesma e a parte aparada é omitida da vizualizagao.
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Logo, a topologia das NURBS nao é modificada mesmo com a alteragao da geometria

do objeto.
As maneiras de lidar com superficies aparadas podem ser dividas em métodos que

criam um critério diferente de integracao (KIM; SEO; YOUN, 2010; WANG; BEN-|
SONJ 2015 NAGY; BENSON, [2015) e métodos que modificam a parametrizagao das
NURBS (SCHMIDT; WUCHNER; BLETZINGER, |2012; BEER; MARUSSIG; ZECH-|
NER, 2015; MARUSSIG et al., 2016). O segundo grupo apresenta melhor estabilidade

porém uma menor capacidade de ser generalizado.
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5 METODO DOS ELEMENTOS DE CONTORNO
ISOGEOMETRICO

5.1 Introdugao

A formulagao do método dos elementos de contorno, desenvolvida no capitulo 2
usando fungoes de forma polinomiais, serd estendida neste capitulo para o uso das
NURBS como fun¢ao de forma. Esta é a principal caracteristica do método dos ele-
mentos de contorno isogeométricos. Também serd mostrado como a ACA seréd usada

para diminuir o custo computacional da formulacao apresentada.

5.2 Formulagao integral de contorno

Conforme mostrado no capitulo 2, a equacao integral de contorno do MEC, para

problemas potenciais, pode ser escrita como:

u(P) = g—Zu ds — uaazjl

(5.1)

No método isogeométrico, as variaveis sao aproximadas usando as mesmas fungoes da

geometria, no caso, as NURBS. Utilizando a equagao (4.9) podemos reescrevé-la como:

n+1

/Z Rt (g; x’)ds—/Fu*(x,x')nZH (% LRt )) s (5.2)

=1

oué ~ .
onde uf e % sao a temperatura e o fluxo correspondente no ponto de controle i. Como

c ou§ ~ . . . .
ui e 4.+ sao valores nodais, podemos reorganizar da seguinte maneira:

cu(z) nH( / Rin®) 2 (2 x)dF) i(?;; /F u*(x,x')Ri,k(t)dr) (5.3)

Na equacgao ((5.3)) nao ha nenhuma aproximacao na geometria somente nas variaveis

ue a . O contorno é parametrizado por ¢t por meio da equacao e portanto:
n+1 t n+1 t
o ou* dar ou§  [tme= dr’
= ¢ Rip(t)— N—dt | — ! * "R (t)—dt
uie) =3 (v [ Rt Gar) =3 (G [ v o Gar)

(5.4)
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onde

L w

Cada funcao de base é nao nula apenas em um intervalo tinico porém intersectante.
Esse intervalo pode ser entendido como o dominio de influéncia daquele ponto de con-
trole. Esse dominio comega em t; e termina em ¢;,,. Nessa formulagao isogeométrica,
nao se define elementos, ja que eles nao seriam independentes: as integrais sao regidas
apenas pelo dominio de influéncia. Elas podem ser reduzidas para somente os intervalos

nao-nulos:

il - Ou* dr n+1 ous [tk , ar
cu(z) = ; <u’/t Rig(t) 5 (. )dt dt) ; (8n /t u*(z, 2" ) Rip(t )Edt)
(5.6)

Ao trabalhar dessa maneira torna-se simples calcular somente uma vez as fungoes de

base e propriedades geométricas dos pontos de Gauss para cada coluna. E importante
ressaltar que é mais caro calcular as funcoes de base das NURBS do que as funcgoes
polinomiais regulares, tornando-se interessante tomar essas precaucoes.

Para se calcular as integrais numericamente, mais uma mudanca de variaveis é
necessaria. Regularizando o intervalo de integragao possibilitando usar a quadraturas

de Gauss.

n+l 1 n+1 1
) dut,.dl dt oug [+ . np ndEdt
) =3 (v f mat 5o G ) -3 (55 [ v ot Rt G e
(5.7)

onde
dt  tigr — 1

s 2

A equacgao pode ser entao reorganizada com os termos da matriz H de um lado e os

(5.8)

termos da matriz G do outro:

S (o ([ a2 0y ) ) =

=1
A L dr dt
Z( o [ w0 ) 69)

1

Nota-se que o termo ¢, tera influéncia em £ elementos da matriz H, o que nao ocorre
no método tradicional.
Esse procedimento pode ser realizado sem grandes modifica¢oes para o caso tridi-

mensional atentando, apenas, que as integrais de linha sao substituidas por integrais

63



de superficie. O que resulta em:

B[ oo )

2(2

As equagoes elasticas podem ser obtidas pelo mesmo processo que foi apresentado

para o caso potencial.

5.3 Integrais fracamente singulares

Devido a caracteristica singular das solug¢oes fundamentais, quando o ponto fonte
pertencer ao dominio de influéncia, o integrando seré singular e devera ter um trata-
mento especial. Uma técnica bastante utilizada no MEC para calcular indiretamente
as integrais singulares sao a consideracao de um corpo de temperatura constante, no
caso de problemas potenciais, e o deslocamento de corpo rigido, no caso de problemas
elasticos. Essa técnica consiste em calcular primeiro todas as integrais nao-singulares
para um ponto de colocagao em especifico, e entao o deslocamento de corpo rigido é
aplicado para calcular a integral restante. Em fungoes polinomiais o niimero de inte-
grais singulares ¢ igual ao nimero de translagoes de corpo rigido. Isso ocorre porque,
no MEC convencional, para cada ponto de colocacao e o elemento singular correspon-
dente, somente uma funcao de base associada aquele elemento é nao nula. Portanto so6
existe uma integral singular em cada elemento.

Nas NURBS, as func¢oes de base nao tem essa caracteristica, varias delas elas sao
nao nulas nos pontos de colocacao. Para cada ponto de colocagao se tem k integrais
singulares que precisam de tratamento especial.

As integrais de natureza fracamente singular sao calculadas pela transformada pro-
posta por Telleg| (1987). O método aplica uma transformagao cibica de coordenadas
de forma que as abscissas se concentram em torno da singularidade, e faz com que o
jacobiano dessa transformacao se anule no ponto singular. Isso é obtido por meio da

seguinte transformacao:
=P+ +3)
1+ 3~

£= (5.11)

onde

g=ye@-n+lge -1+ ifEE -2 +E (512)

&' é alocalizacdo da singularidade no espaco original e v representa a nova variavel de
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integracao. Portanto, um jacobiano dessa transformacao é dado por:

.3 =7
dé = ——d 5.13
Como pode ser observado, a formulagao apresentada é unidimensional, porém a
extensao para duas dimensoes é direta, pois para cada conjunto de abcissas é trans-
formado separadamente e os pesos multiplicados pelo jacobiano e depois utilizados

conforme ocorre na extensao da quadratura de Gauss-Legendre para duas dimensoes.

5.4 Integrais fortemente singulares

Em |[Ubessi| (2014)), ¢ apresentado um método com avaliagdo direta das integrais
fortemente singulares. O método consiste em realizar expansoes assintoticas dos inte-
grandos da equacao de equilibrio do MEC e extrair a parte singular do niicleo para
que a mesma seja integrada analiticamente. Isto é feito de forma generalizada e con-
siderando o mapeamento dos elementos, nao dependendo de formulagoes especificas
para cada tipo de elemento. O método foi apresentado primeiramente por (Guiggiani e
Casalini (1987)) e com maior detalhamento em (Guiggiani| (1998)).

No MEC bidimensional, o método é aplicado a uma integral sobre um elemento de
contorno em suas coordenadas normalizadas:

1
e = [ T30, Qo(6) (6 (5.14)
onde ¢, é uma funcao de interpolacao associado ao né a e J,, é o determinante do
Jacobiano do mapeamento geométrico. Portanto, o integrando da equacao ja
leva em consideragao a representagao da geometria do problema. O primeiro passo do

método direto é expandir assintoticamente o niicleo em série de Laurent em torno do

ponto-fonte (GUIGGIANI, [1998):

F_i(n) N F_5(n)
p p?

onde p = £ —n é a imagem do raio e n é a posicao do ponto fonte no dominio regula-

Kij(f) 77) =

+--40(1) (5.15)

rizado. Esta expansao separa as parcelas fortemente singular

A equagao pode ser subtraida e somada pelos primeiros termos da expansao
(5.15) sem alteracao do seu contetido. A subtragdo promove a regularizac¢ao do nicleo
singular da integral equanto os termos adicionais tem tratamento analitico.

A expressao final dada por|Guiggiani (1998) para um elemento que contém o ponto
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singular é:

F_ F_ 1-
r r P P —1=n

1 1
F o[- 1
2( 1_7I+_1—77) (5.16)

A deducao da equacao (5.16) nao possui nenhuma aproximacao em relagao a sua

forma original. Como o termo integral possui um termo que promove o cancelamento
da singularidade, ele é regular e pode ser calculado pela quadratura gaussiana padrao.
A aplicacao genérica do método depende apenas do conhecimento das expansoes F_;
e F_, do integrando da equacao .

Em Marczak e Creus (2002) encontram-se os valores F_; = 0 ¢ F_5 = 0 para
a solucao fundamental de fluxo para problemas potenciais, enquanto para a solucao

fundamental de forcas de superficie para problemas elasticos bidimensionais, tem-se:

Py = — g P05 (8) — ns )t )] (1) (517)

F_,=0. (5.18)

Fica claro, ao analisar os valores de F_; e F_5, que a solucao fundamental de fluxo
é regular. Por outro lado, a solucao de forcas de superficie é fortemente singular.
Para o caso tridimensional, um processo semelhante é realizado, o elemento é ma-

peado em elemento retangular padrao:

/F Kpar = | / Tis(p, Q)60 (€) (€)1 (5.19)

e, depois, em coordenadas polares (p,0) centradas em 7 tal que d&dé; = pdpdf. A
equagao (5.19) torna-se, entao:

/0 ' / (5, Q)6a() T (€) pid . (5.20)

Subtraindo e somando os primeiros termos da expansio na equacao ((5.20]) obtém-se a

forma regularizada da equagao:

/0 " /0 ’ Kijdpdo = /O . /0 g {Kij B (F_;(n) N F_;2(n)) N (F_;(n) N F_;Q(n)ﬂ Uit

(5.21)
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A expressao final dada por [Ubessi (2014)) é dada por:

I L e | L

Aﬁblgmb4§w41ﬂm<%+%)yw(52)
C

onde = % e v = —~7 sao os coeficientes do primeiro e segundo termo da expansao

de p.

No nitcleo singular referente as forcas de superficie, temos que F_5 = 0 e que:

—(1—2v) ¢(n)J (1)
F | =———"—-(n,A5 — ngA,) ———. 2
1 87T<1 _ V) (nOé g —Ng Oé) A3 (5 3)
Os parametros A, B e C' sao definidos como:
A; = x4 co8(0) + x; 2sin(0), (5.24)
2 2] ta2 4
Bz’ = .771',11COS ( ) + Xi12 sm(@) COS(@) + €22 San( ), (525)
A= [|Ai (5.26)
e

Dada a falta de generalidade da técnica de imposi¢ao de movimento do corpo rigido
e as limitagdes da quadratura de Kutt| (1975), o método direto se apresenta como o
mais adequado no tratamento das singularidades numa formulagao isogeométrica e por

isso foi utilizado nesse trabalho.

5.5 Pontos de colocagao

Os pontos de controle e nos utilizados para definir as NURBS nao sao necessari-
amente tnicos, como ja foi mencionado; eles podem ter uma multiplicidade de até o
grau da curva. Além disso os pontos de controle nao estao na curva e sim no poligono
de controle. Essas caracteristicas fazem com que essas entidades nao sejam as melhores
escolhas para os pontos de colocacao do MEC.

Em |Li e Qian (2011)) sao testadas diferentes alternativas como pontos de colocagao:
uniforme, pontos de Gauss, valores maximos das fun¢oes de base e as coordenadas de
Greville. Naquela analise, as abcissas de Greville se mostram como a melhor alternativa
para resultados estaveis e precisos no método isogeométrico.

A abscissa de Greville é o ponto no dominio sobre o qual o ponto de controle tem
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influéncia maxima (FARIN| [1996)) e é definida como a média de d nos:

1
Vi = E(ti—i-l + o+ tiva)- (5.28)

Esses pontos sao tnicos, localizados no contorno e tem a mesma quantidade que
os pontos de controle. Quando a curva é suave, eles sao os candidatos perfeitos para
serem usados como pontos de colocagao, e sao assim utilizados em Simpson et al. (2012)
e [Scott et al.| (2013]). Entretanto, quando cantos estao presentes, especialmente para
problemas tridimensionais, se torna problemaético calcular os termos diagonais uma vez
que os pontos de colocacao estarao nos cantos.

Para contornar esse obstaculo, propoe-se uma mudanca nas posi¢oes do primeiro e

do tdltimo ponto de colocagao:

Y1 =7+ B2 — M), (5.29)
Tn = Vn — 6(771 - rYn—l)’ (530)

onde B é um coeficiente que define o quanto o ponto de colocacao se move. Em Wang
e Benson| (2015) fica claro que o valor 6timo é § = 0.5.

Esse procedimento lembra o uso de elementos descontinuos porém, como nao ha
nenhuma mudanca nos pontos de controle, nao havera nenhuma perda de continuidade

na aproximagao.

5.6 Condicao de contorno

Como os ponto de controle estao tipicamente fora do contorno, as condigoes de
contorno nao podem ser aplicadas diretamente. Para superar esse problema um matriz
de transformagdo E para B-splines é proposta em (Cabral et al.| (1990)). Essa matriz
usa as fungoes de base para relacionar os valores nos pontos de controle com os valores

nos pontos de colocacao.

u = Eu, (5.31)
ou Ou,
TR
on on

onde u é um vetor que contém os valores nos pontos de colocacao e u. é um vetor que
contém os valores nos pontos de controle. A mesma ideia pode ser aplicada as NURBS.

A equagao de equilibrio obtida pelo MEC isogeométrico é escrita em termos da
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Figura 5.1: Modificacao das abcissas de Greville.

pontos de controle:

Oue
Hu. =G . 5.32
u on (5.32)
Aplicando a matriz de transformacao, a equagao pode ser reescrita por:
ou
HE 'u=GE ' —. 5.33
" on (5:33)

Essa equagao ja pode ser resolvida da maneira usual do MEC. No entanto, se o ACA
estiver sendo utilizado, a inversa da matriz nao é esparsa e o método seria prejudicado
uma vez que as matrizes hierarquicas H e G se tornariam matrizes cheias depois de
ser multiplicados por E~!. Além disso o custo do calculo da inversa, de ordem n?, se
torna proibitivo a medida que se aumenta o tamanho do problema.

A alternativa proposta é adicionar um n6é com maxima multiplicidade para cada
mudanga no tipo de condigao de contorno. Ao fazer isso, cada intervalo com diferentes
tipos de condicao de contorno podem ser separados e os valores nos pontos de controle

podem ser encontrados, solucionando um simples sistema linear para cada intervalo:
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u. = [Eglug- - Ej'u; B luy | (5.34)
allc _1 6u0

ou ou
— - A it S N i S
on By on E; on E, on |

Fazendo isso, nos segmentos conhecidos, a condi¢ao de contorno fica conhecida nos
pontos de controle. Pode-se, portanto, aplicar o procedimento padrao do MEC na
equacgao . A solugao, porém, sera encontrada em termos dos pontos de controle,
devendo ainda ser levada ao contorno por meio da equagao ([5.32)). Esse procedimento
nao afeta a geometria. Porém, nos pontos onde a mudanca do tipo de condicao de
contorno ocorre, havera apenas continuidade Cj, o que, na maioria dos casos, nao deve
ser um problema.

Ao usar matrizes hierarquicas, a troca de colunas entre as matrizes H e G nao pode
ser feita de maneira simples, visto que as matrizes estao armazenadas em blocos. A
maneira mais simples é calcular diretamente as matrizes A e o vetor b ao invés das
matrizes H e G.

Em Brancati, Aliabadi e Benedetti (2009)), um outro procedimento é apresentado
para problemas actsticos. Ele consiste em trocar os valores correspondentes a condigao

de contorno na aproximacao de baixo posto por zeros:

r x x 0 =z

8 8 8 8 8
8 8 8 8 8

(5.35)
r x x 0 =z
e adicionar os valores que deveriam ser trocados:
r x x 0 x
x z x 0 xzf. (5.36)

00 010

8 8 8 8 8
8 8 8 8 8
~ o~ o~

Esse procedimento aumenta o tamanho da aproximacao mas pode ser facilmente im-
plementado, sendo vantajoso quando se tem de aplicar varias diferentes condicoes de

contorno ao mesmo problema.
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5.7 Tensao no contorno

Uma maneira simples e eficiente de recuperar as tensoes no contorno é usando
a lei de Hooke e a formula de Cauchy a partir do deslocamento, das derivadas do
deslocamento e das forgas de superficie. Para problemas bidimensionais, se define um
sistema de coordenadas tal que e; é um vetor unitario na direcao normal e ey é um
vetor unitéario na diregdo tangente como apresentado na figura[s.2] Esse vetores podem

ser obtidos por:

e =n, (5.37)
m
€y — m, (538)

onde n é o vetor normal e m o vetor tangencial,

dx

— i (5.39)

m
A matriz de transformacao do sistema global para o sistema tangencial local é

Ao

€2
€1

Figura 5.2: Sistema de coordenadas tangenciais bidimensionais.

A= lell . (5.40)

€2
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O tensor de tensoes em coordenadas locais é dado por:

011 = tl, (541)
012 = to, (5.42)

E v
022 = 11— V2€22 + - th, (5.43)

onde a deformacao é dada por:
ou; 0&

= Ay —L >, 5.44
=0 oy (5:44)

Finalmente, a tensao, em coordenadas globais, pode ser obtida como:
045 = AkiAnjUIm- (545)

Para um problema tridimensional, o procedimento é semelhante. O primeiro passo

é construir um sistema de coordenadas tangencial:

dx

- 5.46

my dfl’ ( )
dx

- 5.47

msy d§2a ( )

n =m; X my. (5.48)

onde m; e my sao os dois vetores tangencias e n um vetor normal a superficie. Esse sis-
tema nao é ortogonal nem unitario, para se obter um sistema com essas caracteristicas,

como apresentado na figura @, define-se os vetores unitarios do sistema como:

m;

e =—, 5.49

F o4
n

€3 = —, (550)
n|

€y = €1 X es. (551)

E o tensor de rotagao pode ser escrito da seguinte forma matricial:

€1

A = |€ey| - (552)
€3

Das equagoes constitutivas e das relacoes entre tensao e forcas de superficie pode-se
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Figura 5.3: Sistema de coordenadas tangenciais tridimensionais.

obter as tensoes no sistema tangencial-ortogonal como:

033 — tg, (553)
O23 = 1o, (5.54)
o13 = t1, (5.55)
E v
011 = 1—.° (611 + V‘522) + 1 Vt?n (556)
E
Ti2 = 7 €12 (5.57)
E
099 = 1= .2 (€22 + ver) + 11— Vt?n (5.58)
onde as deformacoes sao dadas por:
8Uj afk
— A, )5k 5.59
€11 15 D&, Oy’ ( )
= Ay —L 2 5.60
€22 2j e, Oy’ ( )
1
€19 = 5(611 + 62). (561)

Entao, finalmente, pode se transferir as tensoes das coordenadas locais para o sis-
tema cartesiano global:
Oi5 = AkiAnjUkn~ (562)
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6 RESULTADOS NUMERICOS

6.1 Problemas potencias

Nessa secao, para avaliar a formulagao isogeométrica potencial, dois problemas
bidimensionais e trés tridimensionais sao apresentados. Mais exemplos, com muitos
graus de liberdade, serao apresentados numa segao posterior de analise dos efeitos da
ACA. Nos problemas bidimensionais, um método padrao com elementos constantes e
usando integracao analitica serd usado como comparagao. Nos casos tridimensionais,
sera comparado com os resultados provenientes do programa encontrado em |Liu/ (2009)),
que, por sua vez, faz uso de elementos triangulares constantes e do fast multipole. A
raiz do valor quadréatico médio (RMS) do erro normalizado é usado como medida de

erro em alguns problemas. Esse medidor é dado por:

2ie1(yt—=ya)®
n

Crms = ~——— (6.1)

Ymaz — Ymin
onde y; é o valor da da variavel calculada numericamente no né6 t, y, ¢ o valor da
variavel calculada analiticamente o ¢, n é o nimero de nos, Ymazr € Ymin Sa0 0s valores
méximos e minimos da variavel y,. Esse € um bom medidor da acuracia do método e,
por ser normalizado e nao depender de escala, pode ser usado para comparar problemas

distintos.

6.1.1 Condugao de calor em um cilindro

O primeiro exemplo é o de um problema de conducao de calor em um cilindro que
¢ modelado como um problema 2D conforme a figura [6.1} Esse problema tem solugao
analitica conhecida que sera usada para verificar os resultados obtidos pelo método dos
elementos de contorno isogeométricos. A temperatura é conhecida no contorno interno
S; e o fluxo no contorno externo S.. A solugao analitica para a temperatura desse
problema ¢ dado por (BRAGA, [2013)):

() =T+ g tog () (6:2)
e para o fluxo por:
TC
Q(T> = Qe? (63)

onde T} e g, sao a temperatura e fluxo nos contornos internos e externos, respectiva-
mente.

Para esse problema, o raio interno é definido como 1m, o raio externo como 2m, a
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Se

Figura 6.1: Problema potencial simples em uma regiao anelar

temperatura interna como 100K, o fluxo de calor externo como 200Wm~2 e a condu-
tividade térmica como 1 Wm™'K™!. Temos como solucao analitica uma temperatura
externa de 377,258872K e fluxo interno de —400Wm=2. O contorno externo e o in-
terno sao discretizado com o mesmo nimero de elementos. Nas figuras e 0.3 estao
os erros percentuais da temperatura no ponto B e o fluxo no ponto A encontrados com

elementos constantes e elementos quadraticos isogeométricos.
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Figura 6.2: Resultado do fluxo no ponto A

Os dois tipos elementos convergem rapidamente para a solugao exata. A discreti-
zagao isogeométrica tem uma resposta melhor com poucos elementos e os elementos
constantes tem uma convergéncia mais rapida. Como as varidveis do contorno sao

todas constantes, a maior diferenca entre os métodos seria a representacao da geome-
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Figura 6.3: Resultado da temperatura no ponto B

tria. No caso isogeométrico, mesmo a discretizacao mais pobre representa exatamente
a geometria enquanto isso nao ocorre nos elementos constantes.

Para verificar as aproximacoes nos pontos internos, a temperatura é calculada em
10 pontos uniformemente distribuidos ao longo do segmento AB. O erro RMS (root

mean square) e 0 erro maximo nesses pontos sao calculados e mostrados na figura .
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Figura 6.4: Erros obtidos ao longo de AB

O erro obtido no método isogeométrico se mostra inferior ao erro obtido com ele-

mentos constante mesmo para uma quantidade de nos que o erro no contorno obtido
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com elementos constantes é menor. Isso pode ser explicado pela geometria exatamente
representada no método isogeométrico.

Braga| (2013)) nao observa grande diferenga, para problemas potenciais, entre os
elementos constantes, lineares e quadraticos. Portanto, a compara¢ao com elementos
constantes com integracao analitica ja é suficiente para comparar o método isogeomé-

trico com o método padrao.

6.1.2 Placa retangular

O problema agora consiste em uma placa retangular como na figura

A
D C
E
[ )
.
/<9
A 0 B

Figura 6.5: Placa retangular

Onde as condicoes de contorno sao:

1 0 0

q=— NG (COS—COSQ+SIH§SIDQ> em BC, (6.4)
= Q 0 — 1n€ inf | em CD (6.5)

q=— 2\/_ cos 5 cosf —sin o s e ) :
Q 0 + mQ inf | em DA (6.6)

q= 2\/_ cos 5 cost +sin 7 s e ) .
T =0em AO (6.7)

e

qg=0em OB. (6.8)

A solugao analitica desse problema é dada por:

u = /1 cos g (6.9)

COS ¢

G = 3 \/7_3 (6.10)

7




-0
Sin )
= . A1

Na figura [6.6] pode-se observar uma boa concordancia entre o resultado obtido, com

60 elementos isogeométricos, e a solugao analitica.

Método dos elementos de contorno

Resultado analitico

Figura 6.6: Temperatura obtida para a placa retangular

Para analisar com maior detalhes, nas figuras e observa-se o erro percen-
tual da temperatura no ponto E para elementos isogeométricos de diferentes ordens
e elementos constantes padroes. Na figura o método proposto na secao |5.6| para
a imposicao das condi¢oes de contorno é utilizado, enquanto na figura nao ha o
cuidado de fazé-lo. Fica nitida a influéncia da transformacao: os resultados obtidos
com o método proposto sao muito superiores a alternativa. Esse problema é um 6timo
exemplo uma vez que as condi¢oes de contorno impostas nao sao constantes. Sao, na
verdade, bastante complexas, contendo inclusive uma singularidade no ponto O. En-
quanto isso a geometria do problema é muito simples, sendo representada exatamente
por elementos de ordem qualquer. Mesmo na formulagao de contorno padrao, nao ha
erros devido a aproximacao da geometria.

Os resultados encontrados na figura mostram uma melhora na convergéncia a
medida que se aumenta a ordem da curva. Pode-se observar que mesmo o elemento iso-
geométrico de mais baixa ordem, ordem 2, teve uma resposta melhor que os elementos
constantes padroes.

A figura mostra o tempo de montagem das matrizes em relagao ao nimero de
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Figura 6.7: Convergéncia para a solu¢ao analitica do ponto E - método proposto

no6s. O tempo foi normalizado pela menor medida encontrada. Como as distintas curvas
sao paralelas no grafico log-log, fica claro que ao aumentar a ordem, a complexidade do
algoritmo nao é aumentada. Com o aumento da ordem da NURBS, o processo fica mais
demorado e o tempo gasto ¢ multiplicado por uma constante. Isso pode ser observado
claramente na figura onde o tempo esta relacionado com distintas ordens mas

mantendo o numero de nds constantes.
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Figura 6.8: Convergéncia para a solugdo analitica do ponto E - sem a utilizagdo do método
proposto
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Figura 6.9: Tempo gasto na montagem da matriz em relagdo ao ntimero de noés
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Figura 6.10: Tempo gasto na montagem da matriz em relagdo a ordem da NURBS
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Figura 6.11: Esfera discretizada pelas NURBS

6.1.3 Esfera

Nessa segao, analisa-se o problema apresentado por Zhang, Gong e Gao| (2015)).

O problema consiste em uma estrutura esférica tri-dimensional de raio 1 e centro
(0,5;0,5;0,5) conforme apresentado na figura A temperatura prescrita no con-

torno é:

u=1"—y*+2r+2 (6.12)

e a solugao analitica do fluxo é dada por —knVu onde:

Vu=[2z+2 -2y 1]. (6.13)

Na tabela compara-se o erro RMS normalizado para elementos triangulares
constantes e para elementos isogeométricos de ordem 3. Nessa comparacao fica claro
que o desempenho dos elementos isogeométricos é muito superior ao dos elementos
constantes. No entanto, a discretizacao da esfera gera dois polos onde acontece uma
concentracao dos pontos de controle, como pode ser observado na figura [6.11] Essa
concentracao exige uma atencgao especial no tratamento das singularidades. As figuras
e[6.13] mostram o comportamento da solu¢ao fundamental, no espago paramétrico,

para um ponto fonte fora do polo e para um ponto fonte igual a um dos polos. Quando o
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Tabela 6.1: Erro RMS normalizado para o exemplo da esfera

Elementos constantes Elementos isogeométricos - ordem 3
No6s | Erro RMS normalizado | Nos Erro RMS normalizado
320 0,017847 45 0,0110208
1280 0,011417 91 0,00231124
5120 0,010104 153 0,00151761
20480 0,0099437

ponto fonte se aproxima dos polos a singularidade que deveria ser pontual se distribui ao
longo de uma das dire¢oes da integracao, tornando, assim, todas as integrais, proximas
aos polos, quase singulares. O tratamento das integrais singulares também sofrem com
a distor¢ao dos elementos (HAYAMI; MATSUMOTO, 1994)) sendo necessarios mais de
500 pontos de integragao nos polos para se obter um erro de integracao menor que
1076,

0.15 -

Figura 6.12: Solu¢do fundamental para pontos fonte= (0,5 1,5 0,5)

6.1.4 Toroide

Nesse exemplo, apresentado em [Zhang, Gong e Gao| (2015), um toroide de raio

exterior e raio interior iguais a R = 2 e r = 1, respectivamente, é analisado sobre uma

temperatura no contorno igual a:

ZL‘2 y2
u:§+§—z2+5x+5y+5z (6.14)

e a solugao analitica do fluxo é dada por —knVu, onde:
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Figura 6.13: Solu¢ao fundamental para distintos pontos fonte = (1,5 0,5 0,5)

Tabela 6.2: Erro RMS normalizado para o exemplo do toroide

Elementos constantes Elementos isogeométricos - ordem 3
Nos | Erro RMS normalizado | Nos Erro RMS normalizado
1792 0,0086708 81 0,0176615
28224 0,0098135 169 0,0027632
441 0,000568215
Vu=[z+5 y+5 —2z+D5]. (6.15)

Na figura pode-se observar o toroide analisado e o fluxo obtido com 81 pontos de
controle. Pode-se observar que nao existe concentragao de nés nessa geometria, sendo
o tratamento das singularidades mais simples que o caso da esfera.

A tabela [6.2] onde estdo os erros RMS dos pontos de colocagao, mostra uma clara
vantagem do método isogeométrico quando comparado ao elemento constante padrao

atingindo uma alta precisao com uma quantidade muito menor de nés. Em

Gong e Gao| (2015) pode-se comparar com elementos quadraticos padroes, onde com

1600 nos se alcanca um erro de 1072, Portanto, mesmo comparando com elementos de

mesma ordem o método isogeométrico apresenta vantagem sobre o padrao.

6.1.5 Cilindro vazado

Estuda-se o caso 3.1.1, com as mesma propriedades usadas na segao anterior, como
um corpo tridimensional. Na figura [6.15] pode-se observar o cilindro analisado e a

temperatura obtida com 700 pontos de controle.
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Figura 6.14: Toroide discretizado pelas NURBS
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Figura 6.15: Cilindro discretizado pelas NURBS
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Tabela 6.3: Erro RMS normalizado para o exemplo do cilindro

Temperatura externa
Elementos constantes | Elementos isogeométricos - ordem 3

Nos Erro Nos Erro
1506 0,0673 108 0,0085888
4412 0,0306 700 0,0035181
12688 0,0211

Fluxo interno
Elementos constantes | Elementos isogeométricos - ordem 3

Nos Erro Noés Erro
1506 0,1899 108 0,0308377
4412 0,1822 700 0,0109930
12688 0,1976

A tabela[6.3], onde estao os erros RMS dos pontos de colocagao para a temperatura
externa e o fluxo interno, mostra o método tendo uma vantagem mesmo se tratando
de um problema onde as condigoes de contorno nas faces internas e externas sao cons-

tantes.

6.1.6 Cubo

Nos exemplos anteriores, o método isogeométrico apresentava vantagem clara na
representacao da geometria, sendo uma representagao exata enquanto o método padrao
apenas a aproximava. Por isso, esse exemplo trata de um cubo de lado 10 que sera

representado exatamente pelos dois métodos. A temperatura imposta é igual a:

u=x"+19°+32° — 22° — 6yz? — 92y (6.16)

e a solugao analitica do fluxo ¢ dada por —knVu, onde:

Vu=[322 — 32 — 120y — 62> +6y° — 18yz — 9y* + 92 — 6uz]. (6.17)

Na figura pode-se observar o cubo analisado e o fluxo obtido com 216 pontos
de controle. Nesse problema, como existe uma descontinuidade da normal entre as
faces, o fluxo nao é continuo entre as faces e o método proposto se mostrou eficaz na
representacao desse campo descontinuo.

A tabela[6.4] onde est@ao os erros RMS dos pontos de colocagao, mostra, mais uma
vez, uma clara vantagem do método isogeométrico quando comparado ao elemento
de contorno padrao. O aumento da ordem do elemento se mostrou vantajosa nesse

problema, no entanto, mesmo o elemento de ordem 2 teve uma convergéncia muito
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Figura 6.16: Cubo discretizado pelas NURBS

Tabela 6.4: Erro RMS normalizado para o exemplo do cubo

Elementos Elementos isogeométricos | Elementos isogeométricos
constantes ordem 2 ordem 3
Nos Erro Nos Erro Nos Erro
1266 | 0,017333 | 24 0,0300352 54 0,0063108
5394 | 0,012088 | 96 0,00748032 96 0,00171195
21828 | 0,008872 | 216 0,00401579 150 0,000513754
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rapida quando comparado ao método padrao.

6.2 Problemas elasticos

Esta secao apresenta os resultados obtidos para problemas de elasticidade plana

(tens@o plana). As respostas sdo comparadas com solugoes analiticas sempre que dis-

poniveis e com os resultados obtidos utilizando a formulacao padrao do MEC. No

caso bidimensional o método é comparado com elementos constantes e quadraticos en-

quanto os casos tridimensionais serao comparados com o elemento triangular constante

e elementos quadraticos quadrilaterais.

6.2.1 Viga bidimensional

Nessa secao a viga bidimensional é analisada. Sao tratadas vigas engastadas de duas

distintas razoes de aspecto: 4:1, ou seja, 4 unidades de comprimento na horizontal para

1 unidade na vertical e 10:1 e com carregamentos distribuidos e concentrados. Na figura

[6.17] as diferentes configuragoes podem ser observadas.

40N
Y
48m
(a) Caso 1
1IN
A
Jim
N
10m L
(c) Caso 3

48m
(b) Caso 2

10m
(d) Caso 4

Figura 6.17: Diferentes configuragoes de viga

A solugao analitica é conhecida e é apresentada em [Timoshenko| (1934).

carregamento concentrado a solugao ¢ dada por:

_ P b_2<
Y= GET | 4

e para carregamento distribuido por:

Y= REI

Bu+A4)L +2L%]
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Utilizando como propriedades do problema, E =30 kPa, v=0.25 encontra-se uma de-
flexao méxima de 0, 35533 m para o caso 1, 0,1536 m para o caso 2, 0,13421 m para
o caso 3 e 0,5 m para o caso 4.

As tabelas e mostram os resultados obtidos incluindo o erro percentual rela-
tivo. Ao analisar as tabelas, fica evidente que o desempenho dos elementos constantes
é bem inferior aos demais. Enquanto isso, os elementos isogeométricos, de diferen-
tes ordens, tem uma convergéncia muito parecida com a dos elementos quadraticos
continuos.

Ao trocar do carregamento concentrado pelo carregamento distribuido, ha um au-
mento do erro que pode ser explicado pelo fato da solugao analitica usada nao levar
em conta os efeitos de cisalhamento.

O MEC converge para um valor distinto da solucao analitica devido a diferenga
na maneira de se impor as condi¢oes de contorno para este problema, conforme ex-
plicado por |Costal (2015) Uma comparacao mais precisa pode ser obtida utilizando
exatamente as mesmas condigoes de contorno usadas na obtencao da solugao analitica

de Timoshenko.

6.2.2 Placa com furo central

Nessa secao, sera considerado o exemplo de um furo circular numa placa quadrada
de espessura constante, como apresentado na figura[6.18] A placa analisada tem como
propriedades L = 200 mm, d = 20 mm, £ = 200 GPa e v = 0.3. As tensoes 0 € 0y sdo
variadas de modo a gerar trés casos distintos: tracao uniaxial, o1 = 1MPa e 09 = 0,
tracao biaxial, 0y = 09 = 1M Pa, e cisalhamento puro, 04 = 1 MPa e 0o = —1MPa.
Pilkey| (1993) apresenta valores dos fatores de concentracao de tensao para esses trés
casos, assumindo uma placa infinita. Os valores encontrados sao: tracao uniaxial:
K; = 3, tracao biaxial: K; = 2, e cisalhamento puro: K; = 4.

Na tabela [6.7] esta os fatores calculados pelo MEC e o erro relativo comparando
com o fator teérico. Tanto a formulagao padrao quanto a isogeométrica tem uma
convergéncia rapida. Mesmo tendo, na geometria, um circulo aproximado, o elemento

quadratico padrao teve desempenho ligeiramente melhor que o isogeométrico.

6.2.3 Cubo

Esse exemplo trata de um cubo de lado 10 m sob tragdo, conforme figura [6.19}
Esse exemplo simples foi escolhido para tentar tirar todas as vantagens do método
isogeométrico: uma geometria que é representada exatamente por elementos constantes
e condicoes de contorno constantes ou lineares que podem ser obtidas facilmente por

elementos constantes. Nesse exemplo o método padrao, com 300 elementos constantes,
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Tabela 6.5: Viga de razao 4:1

N6s | Deflexdo maxima (m) | Erro relativo | Deflexdo maxima (m) | Erro relativo
Carga concentrada Carga distribuida
Elementos isogeométricos - ordem 2
50 0,366435 3,12539 % 0,170123 7,0427 %
92 0,365078 2,74341 % 0,169045 6,3644 %
176 0,364316 2,52889 % 0,167712 5,5257 %
344 0,364771 2,65689 % 0,167407 5,3338 %
680 0,364763 2,65469 % 0,167222 52174 %
Elementos isogeométricos - ordem 3
54 0,359284 1,11271 % 0,166291 4,6316 %
96 0,364892 2,69106 % 0,167095 51375 %
180 0,365139 2,76041 % 0,167736 5,5408 %
348 0,364858 2,68143 % 0,167311 5,2734 %
684 0,364818 2,67015 % 0,167201 5,2042 %
Elementos isogeométricos - ordem 4
58 0,361469 1,72773 % 0,166331 4,6568 %
100 0,364864 2,68323 % 0,166241 4,6001 %
184 0,365877 2,9681 % 0,167895 5,6408 %
352 0,365075 2,74262 % 0,167325 5,2822 %
688 0,364933 2,70244 % 0,167165 5,1815 %
Elementos constantes
100 0,22127 -35,17% 0,10426 -32,12%
200 0,25737 -24,60% 0,11982 -21,99%
400 0,27744 -18,72% 0,12845 -16,37%
800 0,28766 -15,72% 0,13285 -13,51%
1600 0,29268 -14,25% 0,13502 -12,10%
3000 0,29497 -13,58% 0,13608 -11,41%
Elementos quadraticos continuos
88 0,36291 21341 % 0,16552 4,145 %
176 0,36439 2,5488 % 0,16673 4,9095 %
352 0,36492 2,6976 % 0,16714 5,1686 %
704 0,3651 2,7488 % 0,16728 5,2553 %
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Tabela 6.6: Viga de razao 10:1

No6s | Deflexdo maxima (m) | Erro relativo | Deflexao maxima (m) | Erro relativo
Carga concentrada Carga distribuida
Elementos isogeométricos - ordem 2
50 0,289137 115,452 % 0,0907 118,14%
92 0,160626 19,6911 % 0,607601 21,5202%
176 0,141017 5,07985 % 0,529544 5,90875%
344 0,138011 2,83993 % 0,518624 3,72479%
680 0,137464 2,43246 % 0,516814 3,36275%
Elementos isogeométricos - ordem 3
54 0,135791 1,18527 % 0,510305 2,06095%
96 0,1411 514171 % 0,532488 6,49758%
180 0,134007 -0,14417% 0,500361 0,0722778%
348 0,136645 1,82194 % 0,513148 2,62953%
684 0,137187 2,22555 % 0,515724 3,14471%
Elementos isogeométricos - ordem 4
58 0,13543 0,916516 % 0,507819 1,56387%
100 0,138185 2,96927 % 0,517899 3,57987%
184 0,135469 0,945388 % 0,50728 1,456%
352 0,13726 2,28018 % 0,51589 3,1779%
688 0,137183 2,22311 % 0,5156 3,11996%
Elementos constantes
220 0,052784 -60,41% 0,20583 -58,83%
440 0,073217 -45,08% 0,2803 -43,94%
880 0,089345 -32,99% 0,33891 -32,22%
1760 0,09967 -25,25% 0,37645 -24.71%
3520 0,10548 -20,89% 0,39757 -20,49%
Elementos quadraticos continuos
88 0,13838 3,1087 % 0,52092 4,1845%
176 0,13781 2,6832 % 0,5186 3,7208%
352 0,13756 2,4955 % 0,51749 3,4978%
704 0,13746 2,4224 % 0,51703 3,4068%
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Figura 6.18: Problema da placa com furo

Tabela 6.7: Concentradores de tensao para uma placa com furo central

Elementos quadraticos

Tragao uniaxal

Cisalhamento puro

Tracao biaxial

Nos | Fator Erro Nos | Fator Erro Nos | Fator Erro
20 | 2,7666 | -8,3918 % | 20 3,6 -10,001 % | 20 | 1,9332 | -3,3408 %
40 | 2,8846 | -4,4846 % | 40 | 3,8048 | -4,8308 % | 40 | 1,9644 | -1,7821 %
80 | 2,9912 | -0,9529 % | 80 | 3,9875 | -0,31182 % | 80 | 1,9949 | -0,25413 %
160 | 3,056 1,1934 % | 160 | 4,0985 | 24614 % | 160 | 2,0136 | 0,68137 %
Elementos isogeométricos - ordem 3
Tracao uniaxal Cisalhamento puro Tracao biaxial
Nos | Fator Erro Nos | Fator Erro No6s | Fator Erro
65 | 2,60115 | -13,8692% | 65 | 3,39461 | -15,1348 % | 65 | 1,88831 | -5,58467%
115 | 2,97103 | -1,62165% | 115 | 3,90651 | -2,3372 % | 115 | 2,03554 | 1,77702%
215 | 3,09338 | 2,42976% | 215 | 4,12366 | 3,0914 % | 215 | 2,0631 | 3,15507%
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Figura 6.19: Cubo tracionado

obteve um erro RMS normalizado de 0,000031331 enquanto o isogeométrico com 24
pontos de controle obteve 0,000026275.

Com esse exemplo, fica claro que para casos muito simples o uso do método isogeo-
métrico converge para a solucao analitica mais rapidamente, apresentando erro inferior
a formulagao constante mesmo com um ntmero menor de graus de liberdade. No que
diz respeito a economia de memoria, esta é uma vantagem significativa. Entretanto,
o método isogeométrico nao apresenta vantagens significativas quando comparado ao
padrao no que diz respeito ao tempo computacional, uma vez que calcular os elementos
das matrizes de influéncia para o método de elementos de contorno padrao é significa-

tivamente mais rapido que o método dos elementos de contorno isogeométrico.

6.2.4 Viga tridimensional

Uma viga em balanco, de razao 10:1, que ja foi analisada em um modelo bidimen-
sional, é considerada para anélise tridimensional como apresentado na figura Na
figura observa-se a deflexao calculada para diferentes discretizagoes. Com 2088

pontos de controle, e curvas de ordem 2, foi alcancado um erro relativo de 1,58%.

6.2.5 Cilindro de parede espessa

Para analisar a precisao das medidas de tensao, um cilindro com uma pressao
hidrostatica interna de 50 Pa é considerado. Um modulo de elasticidade de 26kPa e um
coeficiente de Poisson de 0,3 foram utilizados. Esse problema foi apresentado em [Kane
(1994) onde a solucao analitica para as tensoes radiais, o, = 50Pa, e circunferenciais,

o9 = 62, 5Pa, foram mostradas. Na analise isogeométrica, como nao existe aproximagao
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Figura 6.20: Viga tridimensional com carregamento distribuido

0.49

0.485

0.48

Deflexdo méaxima

0.475
0.47

500 1000 1500 2000

Pontos de controle

Figura 6.21: Deflexdo méxima de uma viga de razao 10:1
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Figura 6.22: Cilindro de parede espessa com pressao hidrostatica

Tabela 6.8: Tensao circunferencial para um cilindro de parede espessa

Elemento quadratico padrao(KANE,[1994) | Elemento isogeométrico - ordem 3
No6s Erro relativo - oy Nos Erro relativo - oy
290 0,2512% 54 0,0272%

90 0,0032%

nas normais, as tensoes radiais sao exatas, pois, nesse caso, dependem apenas das
condicoes de contorno e das normais.

Na tabela estao os erros maximos do método isogeométrico e do resultado apre-
sentado por [Kane| (1994). Mesmo comparando com elementos de mesma ordem os

resultados do método isogeométrico tiveram erros menores.

6.3 Analise do uso da aproximagao cruzada adaptativa

6.3.1 Placa quadrada com furos

Para testar a eficiéncia da ACA em termos do tempo de execugao do método, uma
placa quadrada com uma quantidade crescente de furos regularmente distribuidos é
analisada. A figura [6.23] representa o caso com 16 furos. O tamanho dos furos é
modificado de modo que a razao entre as a &area dos furos e a éarea da placa seja

constante e igual a 12,47%.
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Figura 6.23: Placa com furos

Calculando o fluxo em um dos lados da placa e dividindo pelo fluxo da placa sem
furos, pode-se calcular uma condutividade térmica equivalente que é mostrada na fi-
gura [6.24] Observa-se, entdo, que o valor da condutividade converge a medida que a
quantidade de furos aumenta.

Na figura [6.25] esta representada o tempo de execugdo variando a quantidade de
furos, indo de apenas 1 até 121 furos. Pela inclinagao das retas, pode-se verificar uma
evidente mudanca da complexidade do método, sendo o padrao proximo a n? e o ace-
lerado proximo a nlogn. A diferenca de inclinagao faz com que o método acelerado,
apesar de mais lento para problemas pequenos, fique mais rapido para problemas com
mais de 500 graus de liberdade. O alto custo das fung¢oes de base maximiza os efeitos
do pivotamento parcial do ACA fazendo com que o uso da ACA na formulagao isogeo-
métrica se mostrasse surpreendentemente vantajoso mesmo para problemas com baixo
ntmero de graus de liberdade.

Os parametros utilizados na ACA nesse problema foram, e = 107>, n = 0,5 e 100
como numero maximo de noés por folha.

A figura [6.26| relaciona o ganho em desempenho com os distintos valores de n para
o caso de 100 furos. Apesar de variar com a geometria, o valor 6timo de n = 0, 5 nao se
afasta significativamente disso e, por isso, foi utilizado em todos os casos desse trabalho.
Ao diminuir o valor de 1 a condi¢ao de admissibilidade fica mais rigida gerando mais
blocos inadmissiveis. Como consequéncia, os blocos admissiveis tem um posto menor

e podem ser aproximados de maneira mais eficaz.
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Figura 6.24: Condutividade térmica equivalente para quantidades distintas de furos.
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Figura 6.25: Tempo de execugao do programa para a placa com distintas quantidades de
furos.
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Figura 6.26: Tempo de execugao do programa para a placa com distintos valores de 7.

De acordo com Benedetti, Milazzo e Aliabadi (2011)), o valor do erro do ACA deve
ter ordem menor que a menor grandeza analisada. O valor de ¢ = 107° satisfaz essa
condi¢ao nos casos estudados. O valor de cardinalidade igual a 100 é maior que do
que o recomendado usualmente, mas como a montagem da matriz é o processo mais

custoso desse método, um valor mais alto é mais interessante no método isogeométrico

(BRANCATT, [2010).

6.3.2 Cubo com furos

Um cubo com 27 furos esféricos, conforme figura [6.27, sob tragao sera analisado
nessa se¢ao. Considerando F = 210GPa e 1 = 0,28 e um carregamento constante
e igual a 1 Pa em uma das faces, é possivel encontrar um modulo de elasticidade
equivalente comparando o deslocamento do cubo com furos e o de um furo sem furos. O
problema foi analisado com o método dos elementos de contorno padrao e com o método
isogeométrico com uma superficie de ordem 3. A tabela mostra o valor da razao
entre o deslocamento com furos e o deslocamento sem furos para método isogoemétrico
e o tempo gasto pelo método com e sem a utilizacao da ACA. Para o método padrao,
com 35748 nos obtém-se uma razao entre deslocamentos de 0,8075. Percebe-se, entao,

que, com uma quantidade de nés muito inferior ao do método padrao, se obtém um
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Figura 6.27: Cubo com 27 furos sob tragao.

Tabela 6.9: Modulo de elasticidade equivalente para um cubo com 27 furos

Elemento isogeométrico - ordem 3
Nos | Razao entre deslocamentos | Tempo padrao | Tempo ACA
609 0,7732 54,59 60,32
1023 0,7735 168,51 80,47

resultado proximo entre os dois métodos. Além disso, no método isogeométrico, com

1023 no6s o método com ACA foi duas vezes mais rapido que o padrao.
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7 CONSIDERACOES FINAIS

7.1 Conclusao

Este trabalho apresentou uma formulacao isogeométrica do método dos elementos
de contorno acelerada pela aproximagao adaptativa cruzada. Como as NURBS sao
indiscutivelmente a entidade mais usada nos programas CAD, elas foram escolhidas
como as entidades do método isogeométrico. Com isso o método se tornou capaz de
representar exatamente a geometria dos problemas analisados além de ter como base
fungoes suaves de alta continuidade.

A defini¢ao de pontos fontes usando as coordenadas de greville modificada facilita
em muito a formulagao uma vez que os pontos nao se posicionam mais nos cantos
do problema, evitando ter de realizar um tratamento especial dos termos diagonais
nesses casos. Vale ressaltar que a posicao dos pontos de colocacao, por estar proximo
ao canto, demanda uma atencao especial nas integrais numéricas do método devido a
quasi-singularidade forte naquela regiao. Esse efeito é ainda aumentado quando existe
uma concentracao dos pontos de controle, como no caso da esfera.

Foi apresentada uma técnica para aplicar as condicoes de contorno que leva em
consideragao as caracteristicas da ACA no intuito de nao perder as vantagens relativas
ao custo de armazenamento e ao produto matriz-vetor. As grandezas obtidas na solugao
do sistema ficam nos pontos de controle e é necessaria uma transformacgao para obter
os resultados no contorno.

A geracao de uma malha de qualidade para problemas tridimensionais ainda é um
processo trabalhoso e complexo, apesar de mais simples do que nos métodos de dominio.
Portanto, pode ser considerada uma das maiores vantagens do método apresentado nao
ser necessaria a geracao de malha uma vez que a discretizagao é obtida diretamente
dos programas CAD.

Apesar das matrizes hierarquicas terem sido idealizadas para tratar problemas com
muitos graus de liberdade, esse método se mostrou uma combinacao interessante com
o método isogeométrico. Devido ao alto custo das fungoes de base e a necessidade de
uma grande quantidade de pontos de integragao, as vantagens da ACA se apresentam
muito antes do que o método convencional. Essa propriedade é importante porque o
método é capaz de representar geometrias complexas com poucos pontos de controle e
teve, também uma convergéncia mais rapida do que o método padrao. Além disso, a
diferenca entre as ordens do método, n? para o padrao e nlogn para o acelerado, fara
com que a diferenca de velocidade do método aumente rapidamente com o aumento da

quantidade de nos.
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Na analise bidimensional potencial, mostrou-se a importancia de tratar de maneira
diferenciada as condi¢bes de contorno do método isogeométrico. O método teve uma
alta precisao com poucos graus de liberdade, tendo um desempenho ligeiramente melhor
que o método padrao nos casos analisados. Nos problemas elasticos bidimensionais, o
método proposto, com distintas ordens, teve um comportamento semelhante ao mé-
todo padrao com elementos quadraticos continuos enquanto o método com elementos
constantes teve uma convergéncia muito lenta quando comparado aos demais.

Nos problemas potenciais tridimensionais, o método isogemétrico alcangou erros
muito baixos com poucos pontos de controle. No caso do cubo, por exemplo, com uma
quantidade de nos 200 vezes menor que o método padrao, o método teve um erro RMS
menor que o padrao.

A combinagao do método isogeométrico e o ACA se provou robusto e eficiente para
a modelagem de problemas potenciais e elasticos, bidimensionais e tridimensionais,
melhorando a acuracia e a velocidade quando comparado ao método padrao, além de

eliminar as horas do engenheiro usadas com a geragao e ajuste de malhas.

7.2 Trabalhos futuros

A extensao natural do trabalho é desenvolver uma metodologia para tratar superfi-
cies aparadas, tornando o método capaz de lidar com qualquer geometria. As integrais
numeéricas quase singulares do método podem ser estudadas e melhoradas, principal-
mente, em trés dimensoes.

O método apresentado pode ser facilmente estendido para os mais diversos proble-
mas, trocando apenas a formulacao de elementos de contorno. Problemas onde uma

representacao geométrica de qualidade tenha grande influéncia como:
e Problemas de contato;
e Problemas de fronteira movel;

e Otimizacao de forma;

sao certamente os problemas onde o método isogeométrico apresentara as maiores van-
tagens quando comparado com o método dos elementos contorno padrao e também

com outros métodos numéricos como, por exemplo, o método dos elementos finitos.
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