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Resumo

Neste trabalho estudamos a convergência em Informação de Fisher Relativa, de uma sequência

de somas estabilizadas de variáveis aleatórias i.i.d. para uma variável aleatória estável não-

extremal, sob a hipótese de convergência em distribuição.

Palavras-chave: Informação de Fisher, Distribuição Estável, Teoremas de Limites e Con-

vergência em Distribuição.
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Abstract

In this work, we studied the convergence to a non-extremal stable variable in Relative Fisher

Information for stabilized sums of i.i.d. random variables, under the hypothesis of convergence

in distribution.

Key-words: Fisher Information, Stable Law, Limit Theorems and Distribution Convergence.
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Introdução

O estudo de uma grande variedade de modelos teóricos e aplicados, encontrados na literatura,

basei-se no comportamento assintótico de sequências de somas estabilizadas do tipo

Zn =
X1 +X2 + · · ·+Xn

bn
− an, n ≥ 1, (1)

onde Xn, n ≥ 1, são variáveis aleatórias (v.a.’s) independentes e identicamente distribúıdas

(i.i.d.), com função de distribuição F e {an}n≥1 e {bn}n≥1 são sequências de constantes reais,

com bn > 0.

Um dos principais teoremas da Teoria Clássica da Probabilidade, o Teorema do Limite

Central (Básico) estabelece que: sob a condição EX2
1 < +∞, com V arX1 > 0, e considerando

an =
EX1√
nV arX1

e bn =
√
nV arX1 temos a convergência fraca de Zn à distribuição Normal

padrão, ou seja,

Zn
D−→ Z, (2)

com Z
D
= N (0, 1), que é uma distribuição α−estável com α = 2. Aqui,

D−→ indica convergência

em distribuição e
D
= indica igualdade em distribuição .

Sem a hipótese da finitude do segundo momento é conhecido que as posśıveis distribuições

limites de Z são as distribuições α−estáveis, com 0 < α < 2, entre as quais incluem-se as

distribuições de Cauchy (α = 1) e a distribuição de Levy (α = 1/2). Neste caso, diz-se que a

função de distribuição F pertence ao domı́nio de atração da distribuição α−estável Z quando

Zn
D−→ Z. Assim, as distribuições α−estáveis caracterizam-se como limites em distribuição de

somas estabilizadas de v.a.’s i.i.d. e são utilizadas na modelagem de fenômenos aplicados nas

mais diversas áreas, tais como economia, finanças, atuária, entre outras.

Generalizações do Teorema do Limite Central Básico (no caso i.i.d.) para distribuições

limites α-estáveis têm sido amplamente investigadas na literatura (vide, por exemplo, [14]

e [27]). Uma condição necessária e suficiente para que Zn
D−→ Z, onde Z é α-estável com
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0 < α < 2, é que a função de distribuição F possua cauda à direita e à esquerda de variação

regular, com o mesmo ı́ndice caudal α, ou seja,

F (−x) ∼ [c0 + o(1)]x−αL(x) e 1− F (x) ∼ [c1 + o(1)]x−αL(x), quando x −→ +∞, (3)

onde c0 > 0 e c1 > 0 são constantes apropriadas e L(x) é uma função lentamente variante no

infinito, no sentido de Karamata. Neste caso, bn = n1/αh(n), onde h é uma função lentamente

variante dada por h(x) = (1 + o(1))L(x), quando x −→ ∞. Assim, as distribuições α-estáveis

com 0 < α < 2 são distribuições de cauda pesada. O caso α = 2 refere-se à distribuição Normal,

que tem cauda leve.

Devido às inúmeras aplicações de teoremas de limites desta natureza, uma questão de inte-

resse na literatura é se esta convergência fraca em (2) implica em convergência em um sentido

mais forte para a mesma v.a. Z.

Neste trabalho, estamos interessados na convergência relativa à “distância” de Informação

de Fisher ou também chamada Informação de Fisher Relativa, que é usada como “medida” de

discrepância entre duas distribuições.

O conceito de Informação de Fisher foi introduzido por Fisher em 1925 no contexto de

estimação de parâmetros e está fortemente relacionado com o conceito de entropia relativa (ou

divergência de Kullback-Leibler). Neste contexto, e fazendo uso dos prinćıpios da Teoria da

Informação, podemos dizer que a Informação de Fisher é uma medida de discrepância local,

que nos fornece a quantidade de “informação” fornecida pelo parâmetro de interesse de uma

dada distribuição.

Num contexto geral, para X e Y v.a.’s absolutamente cont́ınuas com densidades dife-

renciáveis p e q, respectivamente, a Informação de Fisher Relativa é definida por

I(X||Y ) = I(p||q) =

∫
R

(
p′(x)

p(x)
− q′(x)

q(x)

)2

p(x)dx, (4)

ou equivalentemente,

I(X||Y ) = E (ρX(X)− ρX(Y ))2,

onde ρX(x) =
p′(x)

p(x)
(para x tal que p(x) 6= 0) é chamada função escore.

oSob as hipóteses do Teorema do Limite Central, no caso i.i.d. com EX2
1 < +∞, onde

temos Zn
D−→ Z, com Z

D
= N (0, 1), Barron e Johnson [3] mostram que I(Zn||Z) −→ 0 se, e
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somente se, I(Zn0) < +∞ para algum n0 ≥ 1. Aqui, I(Y ) indica a Informação de Fisher da

v.a. Y definida por

I(Y ) =

+∞∫
−∞

[
p′(x)

p(x)

]2
p(x)dx, (5)

onde p é a densidade de Y , com derivada p′.

Comparando com outros tipos de convergência, a convergência à uma distribuição normal

na distância de Informação de Fisher é uma propriedade mais forte do que em variação total e

do que em entropia relativa. Isto pode ser observado pelas conhecidas desigualdades

σ2

2
I(Zn ‖ Z) ≥ D(Zn ‖ Z) ≥ 1

2
‖pn − ψ‖2TV

válidas se EX1 = EZ e V arX1 = V arZ = σ2, onde pn indica a densidade de Zn, ψ é a

densidade Normal de Z, D(Zn||Z) denota a entropia relativa dada por

D(Zn ‖ Z) =

∫
R

ln

[
pn(x)

ψ(x)

]
pn(x)dx

e ‖pn − ψ‖TV é a distância induzida pela norma da variação total entre Zn e Z. Em [14]

podemos encontrar relações da Informação de Fisher com outros modos de convergência em

situações mais gerais.

Nosso interesse neste trabalho é a extensão do resultado de Barron e Johnson para o caso

em que Z tem distribuição α-estável não-extremal, ou seja, quando α = 2 ou quando 0 < α < 2

e −1 < β < 1, sendo β o parâmetro de simetria. Esta extensão foi obtida em 2014 por Bobkov

Chistyakov e Gotze [6] e é referência principal deste trabalho.

Assim, no Caṕıtulo 1 apresentamos os conceitos e resultados preliminares sobre funções de

variação lenta; convolução de funções, funções de variação limitada, distribuições estáveis e

teoremas de limites relacionados.

O Caṕıtulo 2 é dedicado ao estudo do conceito e das propriedades da Informação de Fisher.

Iniciamos com uma motivação do conceito inserido no contexto da Teoria de Informação e

uma descrição de propriedades gerais da Informação de Fisher. Em seguida, apresentamos

propriedades espećıficas da Informação de Fisher relativas às funções de variação limitada e à

convolução de densidades.

Finalmente, no Caṕıtulo 3 estudamos o teorema principal de Bobkov Chistyakov e Gotze [6]

o qual estabelece que: se Zn
D−→ Z, onde Z é α- estável não-extremal e Zn, n ≥ 1, é a sequência
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de somas estabilizadas em (1), com X1, X2, ... i.i.d. com densidade absolutamente cont́ınua,

então I(Zn||Z) −→ 0 se, e somente se, I(Zn) < +∞ para algum n. Uma breve justificativa

para a exclusão do caso extremal |β| = 1 é apresentada no final do caṕıtulo.
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Lista de Śımbolos

v.a. Variável Aleatória.

f.d. Função de Distribuição.

i.i.d. Independentes e Identicamente Distribúıdas.
D−→ Convergência em Distribuição.

D
= Identidade em Distribuição.

f ∗ g Convolução de f e g.

f(x) ∼ g(x) quando x→ a lim
x→a

f(x)

g(x)
= 1.

f(x) = o(g(x)) quando x→ a lim
x→a

f(x)

g(x)
= 0.

f(x) = O(g(x)) quando x→ a lim sup
x→a

∣∣∣∣f(x)

g(x)

∣∣∣∣ <∞.
R Conjunto dos números reais.

EX Esperança da v.a. X.

V arX Variância da v.a. X.∫
A

f(x)dx Integral de Lebesgue sobre A ⊂ R.

1A Função Indicadora do conjunto A.

[x] Parte Inteira de x.

q.c. Quase Certamente.
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Caṕıtulo 1

Preliminares

O objetivo deste caṕıtulo é apresentar os resultados que dão suporte à teoria desenvolvida nos

segundo e terceiro caṕıtulos.

Na Seção 1.1 apresentamos a definição e alguns teoremas importantes das funções de variação

lenta, entre eles o Teorema de Representação e o Teorema de Convergência Uniforme. O estudo

das funções de variação lenta é importante para nosso trabalho, pois com esta teoria podemos

caracterizar os domı́nios de atração das distribuições estáveis.

Na Seção 1.2 apresentamos algumas propriedades das convoluções de funções definidas em

R e uma fórmula análoga ao binômio de Newton, chamada decomposição binomial para con-

voluções de funções, e obtemos a forma da função caracteŕıstica para a convolução de duas

funções de densidade. Ao final da seção provamos uma desigualdade relacionada à variação

total da n−ésima convolução de densidades absolutamente cont́ınuas.

A Seção 1.3 é dedicada ao estudo das distribuições estáveis, conceito chave neste traba-

lho. Apresentamos algumas propriedades importantes dessas distribuições, a representação da

função caracteŕıstica de uma lei estável, a definição de leis estáveis não-extremais e finalizamos

com uma generalização do Teorema do Limite Central.

Na última seção apresentamos resultados sobre limites uniformes de densidades e das de-

rivadas de densidades de sequências de somas estabilizadas convergindo em distribuição para

uma lei estável.

As referências básicas deste caṕıtulo são [13], [19], [22] e [27].
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1.1 Funções de Variação Lenta

Usaremos a notação h(x) ∼ g(x) quando x→ a para indicar lim
x→a

h(x)

g(x)
= 1.

Definição 1.1.1. Seja h : [0,+∞) → R+. Dizemos que h é de variação lenta, se para todo

t ≥ 0

lim
x→∞

h(tx)

h(x)
= 1. (1.1)

Definição 1.1.2. Uma função g : [0,+∞) → R+ é dita de variação regular de ı́ndice α, se

para todo t > 0

lim
x→∞

g(tx)

g(x)
= tα. (1.2)

Claramente (1.2) é equivalente à escrever g(x) = xαh(x), onde h(x) é uma função de variação

lenta.

Agora vamos apresentar dois teoremas básicos da teoria das funções de variação lenta,

dos quais seguem a maioria das propriedades destas funções. A prova dos teoremas pode ser

encontrada em [22].

Teorema 1.1.3 (Teorema da Convergência Uniforme). Se h é uma função de variação lenta,

então para qualquer intervalo fechado [a, b], 0 < a < b <∞,

lim
x→∞

h(tx)

h(x)
= 1 uniformemente para todo t ∈ [a.b].

Teorema 1.1.4 (Teorema de Representação de Karamata). Uma função h é de variação lenta

se, e somente se, pode ser representada na forma

h(x) = c(x) exp


x∫

x0

w(y)

y
dy

 , (1.3)

para algum x0 > 0, onde c(x) é mensurável em [x0,∞),

lim
x→∞

c(x) = c 6= 0,

e

lim
x→∞

w(x) = 0.
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Corolário 1.1.5. Se h é de variação lenta, então para todo α > 0 temos

lim
x→∞

xαh(x) =∞

e

lim
x→∞

x−αh(x) = 0.

Teorema 1.1.6. Seja h uma função de variação lenta em [x0,∞), para algum x0 > 0. Se f é

uma função real tal que para 0 < α <∞ e algum η ≥ 0, a integral

∞∫
α

xηf(x)dx,

existe então a integral
∞∫
α

f(x)h(tx)dx

existe e
∞∫
α

f(x)h(tx)dx ∼ h(t)

∞∫
α

f(x)dx, quando t→∞.

Ao longo deste trabalho, além das funções de variação lenta vamos utilizar sequências de

variação lenta, o qual definimos a seguir.

Definição 1.1.7. Seja {h(n)}n∈N uma sequência de números reais positivos, dizemos que h(n)

é de variação lenta se para qualquer inteiro positivo k,

lim
n→∞

h(kn)

h(n)
= 1.

1.2 Convoluções de Funções e Funções de Variação Li-

mitada

Definição 1.2.1. Sejam f e g funções reais dadas. A convolução de f e g é representada por

f ∗ g e é definida pela integral

(f ∗ g)(x) =

∞∫
−∞

f(y)g(x− y)dy para x ∈ R.

As seguintes propriedades das convoluções seguem diretamente da definição.

8



Propriedades

(a) f ∗ g = g ∗ f (Comutatividade)

(b) f ∗ (g ∗ h) = (f ∗ g) ∗ h ( Associatividade)

(c) f ∗ (g + h) = (f ∗ g) + (f ∗ h) ( Distributividade)

(d) c(f ∗ g) = (cf ∗ g) = f ∗ (cg) para c ∈ R.

(e)
d

dx
(f ∗ g) =

(
d

dx
f

)
∗ g = f ∗

(
d

dx
g

)
(Regra da Diferenciação)

Observação 1.2.2. Podemos ver que se X e Y são v.a.’s independentes com funções de dis-

tribuição F1 e F2 respectivamente, então Z = X + Y tem função de distribuição F3 = F1 ∗ F2,

isto é,

F3(x) =

∫ ∞
−∞

F1(x− y)dF2(y).

Além disso, se f1, f2 e f3 são as densidades de X, Y e Z respectivamente, então

f3(x) = f1 ∗ f2(x) =

∫ ∞
−∞

f1(x− y)f2(y)dy.

Proposição 1.2.3. (Decomposição Binomial para Convoluções) Sejam f e g funções reais.

Então

(f + g)n∗ =
n∑
k=0

(
n

k

)
fk∗ ∗ g(n−k)∗, (1.4)

onde hn∗ indica a convolução de h n vezes, isto é, h1∗ = h, h2∗ = h ∗ h e para n > 2,

hn∗ = h(n−1)∗ ∗ h.

Demonstração. Claramente (1.4) é válida para n = 1. Das propriedades das convoluções, para

n = 2,

(f + g)2∗ = (f + g) ∗ (f + g) = f 2∗ + 2 (f ∗ g) + g2∗.

Agora, suponhamos que (1.4) é válida para n − 1 e mostremos que também vale para n. De

fato, da hipótese de indução e das propriedades de associatividade e distributividade segue

(f + g)n∗ = (f + g)(n−1)∗ ∗ (f + g)

=

[
n−1∑
k=0

(
n− 1

k

)
fk∗ ∗ g((n−1)−k)∗

]
∗ (f + g)

=
n∑
k=0

(
n

k

)
fk∗ ∗ g(n−k)∗.
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Desta proposição podemos obter uma caracterização da função caracteŕıstica associada à

convolução de duas densidades de probabilidade, que apresentamos a seguir.

Corolário 1.2.4. Se p e q são densidades de probabilidade com funções caracteŕısticas asso-

ciadas f e g respectivamente, então fkgn−k, k = 1, ..., n, é a função caracteŕıstica associada a

pk∗ ∗ q(n−k)∗.

Demonstração. Denotemos por f ∗ a função caracteŕıstica de pk∗ ∗ q(n−k)∗. Usando o Teorema

de Fubbini obtemos,

f ∗(t) =

∞∫
−∞

eitxpk∗ ∗ q(n−k)∗(x)dx

=

∞∫
−∞

eitx

 ∞∫
−∞

pk∗(y)q(n−k)∗(x− y)dy

 dx

=

∞∫
−∞

pk∗(y)

 ∞∫
−∞

eitxq(n−k)∗(x− y)dx

 dy, para z = x− y

=

 ∞∫
−∞

eitypk∗(y)dy

 ∞∫
−∞

eitzq(n−k)∗(z)dz



= fk(t)gn−k(t).

Uma propriedade importante para o desenvolvimento dos caṕıtulos seguintes diz respeito

à variação total da n−ésima convolução de densidades absolutamente cont́ınuas, que será de-

mostrada na Proposição 1.2.8. Para isso, apresentamos inicialmente conceitos e propriedades

de funções de variação limitada e variação total.

Definição 1.2.5. Seja f : I → R, I = [a, b]. A variação de f sobre I, denotada por ‖f‖TV , é

dada pela quantidade

‖f‖TV = sup
n∑
k=1

|f(xk)− f(xk−1)| , (1.5)
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onde o supremo é tomado sobre toda partição P = {a = x0 < x1 < · · · < xn = b} do intervalo

I. Se ‖f‖TV < ∞ dizemos que f é de variação limitada e definimos o número ‖f‖TV como a

variação total de f em I.

Se f não é de variação limitada, escrevemos, ‖f‖TV =∞.

Teorema 1.2.6. Suponhamos que f e f ′ são funções cont́ınuas no intervalo I = [a, b]. Então

f é de variação limitada em I e

‖f‖TV =

∫ b

a

|f ′(t)| dt.

Demonstração. Ver [18], pág.313.

De maneira análoga podemos definir variação total de uma função f : R→ R, isto é,

Definição 1.2.7. Uma função f : R→ R é de variação limitada se

‖f‖TV = sup
∞∑

k=−∞

|f(xk)− f(xk−1)| <∞, (1.6)

onde o supremo é tomado sobre todas as sequências ., ., ., xk−1, xk, xk+1, ., ., . tais que xk → ±∞

quando k → ±∞. Como acima, a quantidade ‖f‖TV é chamada variação total de f em R.

Agora, vamos demonstrar uma desigualdade que é outra consequência das propriedades das

convoluções e do Teorema de Fubbini.

Proposição 1.2.8. Se p é uma densidade absolutamente cont́ınua com derivada p′ cont́ınua,

então

‖pn∗‖TV ≤ ‖p‖TV , para n = 1, 2, 3.... (1.7)

Demonstração. Para n = 2, das regras de diferenciação de convoluções e do Teorema de Fubbini

segue
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‖p2∗‖TV =

∞∫
−∞

|
(
p2∗
)′

(x)|dx

≤
∞∫

−∞

∞∫
−∞

|p′(y)||p(x− y)|dx dy

=

 ∞∫
−∞

|p′(y)|dy

 ∞∫
−∞

|p(z)|dz



≤ ‖p‖TV .

Fazendo indução sobre n, suponhamos que (1.7) é válida para n−1, então repetindo os mesmos

argumentos anteriores segue

‖pn∗‖TV =

∞∫
−∞

| (pn∗)′ (x)|dx

≤
∞∫

−∞

∞∫
−∞

|(p(n−1)∗)′(y)||p(x− y)|dx dy

=

 ∞∫
−∞

|(p(n−1)∗)′(y)|dy

 ∞∫
−∞

|p(z)|dz



≤
∥∥p(n−1)∗∥∥

TV

≤ ‖p‖TV .

Logo, (1.7) é válida para todo n ∈ N.
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1.3 Distribuições Estáveis e Teorema do Limite Central

Generalizado

Nesta seção apresentamos uma śıntese dos conceitos e principais propriedades de distribuições

estáveis. Para maiores detalhes vide [13], [19] e [27].

Definição 1.3.1. Dizemos que uma v.a X segue uma lei estável, se para cada inteiro n ≥ 2 e

X1, X2, ..., Xn v.a’s independentes com a mesma distribuição de X, existem constantes cn > 0

e dn tais que

Zn = X1 +X2 + · · ·+Xn
D
= cnX + dn (1.8)

onde
D
= significa igualdade em distribuição, ou equivalentemente, em termos da função carac-

teŕıstica f de X,

[f(t)]n = eidntf(cnt). (1.9)

Se X é estável, é posśıvel mostrar que existem constantes 0 < α ≤ 2, σ > 0, |β| ≤ 1 e µ ∈ R

tais que

cn = n1/α e dn =

µ(n− n1/α), se α 6= 1

2σβ
n

π
log n, se α = 1.

No caso α > 1, é posśıvel tomar µ = EX.

Os seguintes exemplos mostram quatro casos de distribuições estáveis onde as suas densi-

dades ou funções de probabilidade podem-se escrever por meio de funções elementares.

Exemplo 1. Caso Degenerado, isto é, P (X = µ) = 1. Sabemos que a função caracteŕıstica de

X é f(t) = eitµ. Logo, [f(t)]n = ei(nt)µ = f(nt). Assim, X é estável com cn = n e dn = 0.

Exemplo 2. Distribuição Normal. Seja X
D
= N (µ, σ2), então a função caracteŕıstica de X é

dada por f(t) = exp

{
itµ− t2σ2

2

}
. Logo, [f(t)]n = exp {i(µn− µ

√
n)t} f(

√
nt). Portanto, X

é estável com cn = n1/2 e dn = µ(n− n1/2).

Exemplo 3. Distribuição Cauchy. X
D
= Cauchy(a, b) ou seja, X com densidade

p(x) =
1

π

(
a

a2 + (x− b)2

)
, x ∈ R. e função caracteŕıstica f(t) = exp {ita− b|t|} .

Logo, [f(t)]n = f(nt). Assim, X é estável com cn = n e dn = 0.
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Exemplo 4. Distribuição Lévy. Seja X
D
= Lévy(γ, δ) então X tem densidade

p(x) =

√
γ

2π

1

(x− δ)3/2
exp

{
− γ

2(x− δ)

}
, x > δ,

e função caracteŕıstica f(t) = exp
{
itγ −

√
−2itδ

}
. Logo, [f(t)]n = exp it(γn− γn2)f(n2t) e

portanto X é estável com cn = n2 e dn = γ(n− n2).

Vamos nos reportar à v.a.’s estáveis apenas para o caso não-degenerado.

É conhecido que, com exceção das leis estáveis Normal, Cauchy e Levy, não temos expressões

em termos de funções elementares para as densidades das distribuições estáveis (não degenera-

das), o que temos é uma representação para suas correspondentes funções caracteŕısticas, como

mostra o teorema a seguir.

Teorema 1.3.2. Uma v.a. X não-degenerada é estável, com parâmetros α, σ, β, µ, se, e so-

mente se, sua função caracteŕıstica f tem a forma

f(t) = exp {iµt− σα|t|α [1 + iβ sign(t)w(t, α)]} , (1.10)

onde 0 < α ≤ 2, −1 ≤ β ≤ 1, µ ∈ R, σ > 0 e

w(t, α) =

 tan
πα

2
, se α 6= 1

2

π
log |t|, se α = 1.

Observação 1.3.3.

(a) Por (1.10) temos que os parâmetros α, σ, β e µ caracterizam completamente a distribuição

de X. Assim, costuma-se representar uma v.a. estável X por

X
D
= Sα(σ, β, µ)

e denominar X como v.a. α−estável.

(b) O parâmetro α é chamado ı́ndice de estabilidade e carateriza a taxa de decrescimento da

cauda da lei estável X.

O número β é chamado parâmetro de simetria. Quando β = 0, as distribuições estáveis

são simétricas, como é o caso de uma v.a com distribuição N (µ, σ2) ou com distribuição

Cauchy (γ, δ).

O número σ é o parâmetro escala e µ o de locação. Quando σ = 1 e µ = 0 dizemos que X

é α−estável padrão.
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(c) De (1.10) segue que |f(t)| = e−c|t|
α
, com c = σα, e que f é integrável. Logo, pela Fórmula

de Inversão, temos que a densidade ψ de X é dada por

ψ(x) =
1

2π

∞∫
−∞

e−itxf(t)dt.

Podemos mostrar que as densidades α−estáveis são cont́ınuas e infinitamente diferenciáveis.

(Vide por exemplo [19]). Além disso, segue que

|ψ(k)(x)| ≤
∞∫

−∞

|t|k|f(t)|dt =
Γ((k + 1)/α)

πα
c−(k+1)α, k = 1, 2, 3, ...

ou seja, tanto a densidade ψ como suas derivadas estão limitadas uniformemente em x.

(d) As densidades α−estáveis são unimodais. (Vide por exemplo, Teorema 2.5.3 em [13] ou

[27]).

(e) Se 0 < α ≤ 1, então f não é diferenciável em t = 0 e E(|X|) =∞. No caso 1 < α < 2, f

é diferenciável em t = 0 apenas uma vez e assim E(|X|) <∞, mas E(X2) =∞. Somente

para α = 2, ou seja, quando X segue uma distribuição normal, temos esperança e variância

finitas.

(f) Pode-se mostrar que EXδ <∞ para todo 0 < δ < α (vide por exemplo [10], pág 215.)

No caso α−estável, com 0 < α < 2, embora não existam formas expĺıcitas para densidades

estáveis gerais, são conhecidas várias propriedades de suas densidades. Dentre elas destacamos,

na proposição a seguir, a aproximação assintótica quando x→ +∞ e quando x→ −∞ por leis

de potência com caudas pesadas, ou seja, regularmente variantes.

Proposição 1.3.4. Seja X
D
= Sα(σ, β, µ), 0 < α < 2 com densidade ψ. Então

(a) para −1 < β ≤ 1, temos

P (X > x) ∼ C0x
−α quando x→ +∞

e

ψ(x) ∼ C1x
−(α+1) quando x→ +∞

onde C0 = σαcα(1 + β), C1 = αC0 e cα = sin
(πα

2

) Γ(α)

π
.
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(b) para −1 ≤ β < 1, temos

P (X < −x) ∼ D0x
−α quando x→ −∞

e

ψ(x) ∼ D1|x|−(α+1) quando x→ −∞

onde D0 = σαcα(1− β), e D1 = αD0.

Observe que para 0 < α < 2 e −1 < β < 1 ambas as caudas da densidade, quando x→ +∞

e x→ −∞, podem ser aproximadas por leis de potência, ou seja,

ψ(x) ∼ C1x
−(α+1) quando x→ +∞ e ψ(x) ∼ D1|x|−(α+1) quando x→ −∞. (1.11)

Estas densidades, juntamente com a densidade normal, são chamadas de não-extremais como

definimos a seguir.

Definição 1.3.5. Uma v.a. X α−estável é chamada não-extremal se X segue uma distribuição

normal, ou se 0 < α < 2 e −1 < β < 1 em (1.10).

Observação 1.3.6. Se X é α−estável não-extremal, com 0 < α < 2, como toda densidade

estável é unimodal, segue de (1.11) que a densidade ψ de X é positiva em toda a reta real (isto

é, supp(ψ) = R). Além disso, é posśıvel mostrar que

|ψ′(x)|
ψ(x)

∼ 1

|x|
quando |x| → +∞ (1.12)

e que existe uma constante C > 0 tal que

|ψ′(x)|
ψ(x)

≤ C

1 + |x|
para x ∈ R. (1.13)

Uma outra forma de caracterizar distribuições estáveis é como a distribuição limite de somas

estabilizadas.

Definição 1.3.7. Uma sequência de v.a.’s dada por:

Zn =
Sn
bn
− an, n ≥ 1,

onde an ∈ R, bn > 0 e Sn = X1 + · · · + Xn, com X1, X2, ... v.a.’s i.i.d., é chamada uma

sequência de somas estabilizadas.
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Teorema 1.3.8. Um v.a. Z é estável se, e somente se, existe uma sequência de somas estabi-

lizadas que converge em distribuição para Z. Neste caso, se Z é não-degenerada, a sequência

{bn} de números reais é dada por bn = n1/αh(n), 0 < α ≤ 2, onde h é uma função de variação

lenta no sentido de Karamata.

Uma questão natural é: se X1, X2, ... são v.a.’s i.i.d. com função de distribuição F , sob

quais condições existem sequências {an} e {bn}, com bn > 0, para as quais a sequência de

somas estabilizadas {Zn} converge em distribuição para uma distribuição não-degenerada e

qual seria esta distribuição limite?

Em outras palavras, deseja-se obter condições para as quais uma função de distribuição F

esteja no domı́nio de atração de uma função de distribuição não-degenerada, conforme definimos

a seguir.

Definição 1.3.9. Seja F a função de distribuição de v.a.’s i.i.d. X1, X2, X3, .... Dizemos que F

pertence ao domı́nio de atração de uma função de distribuição não-degenerada G, se existem

sequências de constantes {an} e {bn}, com bn > 0 tais que a sequência de somas estabilizadas

{Zn},

Zn =
X1 +X2 + · · ·+Xn

bn
− an, n ≥ 1,

converge fracamente para G. Ou seja,

Zn
D−→ Z, (1.14)

onde Z é uma v.a. com f.d G.

Aqui
D−→ indica a convergência em distribuição, isto é,

Zn
D−→ Z se, e somente se, P (Zn ≤ x) −→

n→∞
G(x) = P (Z ≤ x), ∀x ∈ C(G),

onde C(G) denota o conjunto de pontos de continuidade de G.

Note que, (1.14) é equivalente a

lim
n→∞

F n∗(bnx+ anbn) = G(x), ∀x ∈ C(G),

onde F n∗ = F ∗ · · · ∗ F , a n-ésima convolução de F , é a função de distribuição de Sn.

Se EX2
1 <∞, a resposta à pergunta inicial é dada por um dos resultados mais importantes

da Teoria da Probabilidade, o Teorema do Limite Central, onde se mostra que para
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an =
ESn√
V arSn

e bn =
√
V arSn o limite segue uma distribuição Normal, ou seja, se F é uma

função de distribuição com segundo momento finito, então F está no domı́nio de atração de

uma distribuição Normal.

Generalizações do Teorema do Limite Central são apresentadas a seguir.

Primeiramente, apresentamos condições necessárias e suficientes para que uma função de

distribuição F pertença ao domı́nio de atração de uma distribuição α−estável.

Teorema 1.3.10. Uma função de distribuição F pertence ao domı́nio de atração de uma

distribuição α−estável se, e somente se,

F (x) ∼ c0 + o(1)

(−x)α
L(−x) quando x→ −∞ (1.15)

e

1− F (x) ∼ c1 + o(1)

xα
L(x) quando x→∞, (1.16)

onde L é uma função lentamente variante no sentido de Karamata, para certas constantes

c0 > 0 e c1 > 0.

Teorema 1.3.11 (Teorema do Limite Central Generalizado). Sejam X1, X2, ... v.a.’s i.i.d. com

função de distribuição F satisfazendo

1− F (x) ∼ cx−γ, quando x→∞,

F (x) ∼ d|x|−γ, quando x→ −∞,
(1.17)

onde γ > 0. Então F pertence ao domı́nio de atração de uma distribuição α−estável padrão,

com parâmetros

α =

γ se γ ≤ 2

2 se γ > 2,
e β =

c− d
c+ d

.

Neste caso, as sequências normalizantes {an} e {bn} são escolhidas de acordo com a tabela

a seguir:
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γ α an bn

0 < γ < 1 γ 0 [π(c+ d)]1/α [2Γ(α) sin(απ/2)]−1/α n1/α

γ = 1 γ β(c+ d)n lnn (π/2)(c+ d)n

1 < γ < 2 γ nE(X) [π(c+ d)]1/α [2Γ(α) sin(απ/2)]−1/α n1/α

γ = 2 2 nE(X) (c+ d)1/2 [n lnn]1/2

γ > 2 2 nE(X) [(1/2)V arX]1/2 n1/2

Tabela 1.1: Forma dos coeficientes an e bn.

Finalizamos esta seção com um teorema que garante que: para que uma função de distri-

buição F esteja no domı́nio de atração de uma distribuição α−estável é necessário e suficiente

que a respectiva função caracteŕıstica f1 associada a F seja regularmente variante perto da

origem.

Teorema 1.3.12. Seja Z = Sα(σ, β, µ) uma v.a α−estável com função caracteŕıstica dada por

(1.10). Uma condição necessária e suficiente para que uma função de distribuição F esteja

no domı́nio de atração de Z, ou seja, que Zn
D−→ Z, onde {Zn} é uma sequência de somas

estabilizadas associadas a F , é que sua respectiva função caracteŕıstica f1(t) satisfaça para t na

vizinhança da origem

f1(t) = exp
{
iµt− c|t|αh(|t|−1) [1 + iβ sign(t)w(t, α)]

}
(1.18)

onde c = σα > 0, α, β, µ, σ, w(t, α) como no Teorema 1.3.2 e h(x) é uma função lentamente

variante quando x→∞ tal que

lim
n→∞

nh(bn)

bαn
= 1. (1.19)

A demonstração do teorema anterior é dada em detalhes em [13] (Teorema 2.6.5.). Note

que de (1.18) segue que numa vizinhança da origem

|f1(t)| = exp

{
−c|t|αh

(
1

|t|

)}
.

No caso especial, quando 0 < α < 2, da prova do teorema pode-se concluir que a função L(x),

aparecendo nas relações assintóticas (1.15) e (1.16) do Teorema 1.3.10, e a função h(x) estão

relacionadas por

h(x) = (1 + o(1))L(x), quando x→∞,
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onde o(1)→ 0 quando x→∞. Assim de (1.15), (1.16) e (1.19) segue que

1− F (bn) + F (−bn) ∼ c

n
quando n→∞.

Logo, temos o seguinte resultado para o caso 0 < α < 2.

Corolário 1.3.13. Se Zn
D−→ Z, onde Z = Sα(σ, β, µ), com 0 < α < 2, então

|f1(t)| = exp
{
−c|t|αh(|t|−1)

}
, (1.20)

onde c > 0 e h(x) é uma função lentamente variante quando x → +∞ satisfazendo (1.19).

Mais ainda,

P (|X1| > bn) = 1− F (bn) + F (−bn) ∼ c

n
. (1.21)

Note que: se E(X2
1 ) <∞, podemos tomar h(x) = 1 e, neste caso, bn ∼

√
n, mas

P {|X1| > bn} = o

(
1

n

)
,

Isto mostra que (1.21) não é verdade para α = 2.

1.4 Distribuições Estáveis e Teoremas de Limites Uni-

formes

Nesta seção apresentamos teoremas de limites uniformes para a sequência de densidades e

das derivadas das densidades de somas estabilizadas convergindo em distribuição para uma lei

estável.

Para isso, seja Z uma v.a. α−estável com densidade ψ(x) e considere a sequência de somas

estabilizadas

Zn =
X1 + · · ·+Xn

bn
− an,

onde X1, X2, ... são v.a.’s i.i.d. e {an} e {bn}, com bn > 0, são sequências de constantes

apropriadamente escolhidas tais que Zn
D−→ Z.

Denotemos para cada n ≥ 1 a densidade e a função caracteŕıstica de Zn por pn(x) e fn(t),

respectivamente. Em particular, p1(x) e f1(t) são, respectivamente, a densidade e a função

caracteŕıstica de X1 = Z1.

O primeiro resultado apresenta condições suficientes para o limite uniforme de pn à ψ.
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Proposição 1.4.1. Suponhamos que Zn
D−→ Z, onde Z é uma v.a. α−estável. Se para algum

ν > 0
+∞∫
−∞

|f1(t)|νdt <∞, (1.22)

então para todo n grande o suficiente, pn é limitada e cont́ınua. Além disso,

lim
n→+∞

sup
x
|pn(x)− ψ(x)| = 0. (1.23)

Demonstração. Ver [13], pág.126.

Notemos que da condição (1.22), podemos obter que para todo n ≥ ν, a função caracteŕıstica

fn é integrável. Logo, as densidades para n ≥ ν são dadas pela fórmula de inversão

pn(x) =
1

2π

+∞∫
−∞

e−itxfn(t)dt.

Utilizando as mesmas ideias da demonstração da Proposição 1.4.1, Bobkov, Chistyakov e Gotze

obtiverem em [7] um resultado semelhante para o limite uniforme das sequências de derivadas

p′n(x) que apresentamos a seguir e que será útil para o desenvolvimento do Caṕıtulo 3.

Proposição 1.4.2. Suponhamos que Zn
D→ Z, onde Z é uma v.a. α−estável . Se para algum

ν > 0
+∞∫
−∞

|f1(t)|ν |t|dt <∞, (1.24)

então para todo n grande o suficiente, pn é continuamente diferenciável e sua derivada p′n é

limitada . Além disso,

lim
n→+∞

sup
x
|p′n(x)− ψ′(x)| = 0. (1.25)

Demonstração. Do comentário após a proposição anterior, temos que para todo n ≥ ν

pn(x) =
1

2π

+∞∫
−∞

e−itxfn(t)dt, (1.26)

e da condição (1.24), obtemos que para todo n ≥ ν, a função tfn(t) é integrável. Assim,

podemos diferenciar (1.26) e obter uma representação similar para p′n, isto é,

p′n(x) =
1

2π

+∞∫
−∞

(−it)e−itxfn(t)dt. (1.27)
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Consequentemente, das propriedades da Transformada de Fourier segue que, para n suficiente-

mente grande, pn é continuamente diferenciável e sua derivada p′n é limitada.

Agora, de (1.27) podemos escrever

p′n(x)− ψ′(x) =
1

2π

+∞∫
−∞

(−it)e−itx (fn(t)− f(t)) dt.

Nosso objetivo é limitar esta integral com expressões que tendam para zero. Para isso,

vamos dividi-la em 3 partes: L1, L2, L3, correspondendo às integrais sobre as regiões |t| ≤ Tn,

Tn < |t| < T ′n e |t| ≥ T ′n, respectivamente, onde (Tn)n≥1 e (T ′n)n≥1 são sequências de números

reais positivos que convergem para infinito suficientemente lento.

Primeiramente, consideremos o caso quando |t| ≤ Tn. Pela hipótese da convergência fraca,

temos que fn(t)→ f(t) uniformemente sobre todo intervalo limitado. Assim,

δn = sup
|t|≤Tn

|fn(t)− f(t)| → 0 quando n→ +∞.

Logo,

|L1| =

∣∣∣∣∣∣∣
∫

|t|≤Tn

(−it)e−itx (fn(t)− f(t)) dt

∣∣∣∣∣∣∣ ≤
∫

|t|≤Tn

|t| |fn(t)− f(t)| dt ≤ δnT
2
n ,

e temos que L1 → 0 quando n→ +∞, como queŕıamos.

Consideremos o caso Tn < |t| < T ′n. Do Corolário 1.3.13 segue que dado 0 < δ < α,

existem números positivos c(δ) e ε, que não dependem de n, tal que para |t| ≤ εbn, a função

caracteŕıstica fn admite a cota

|fn(t)| ≤ e−c(δ)|t|
δ

. (1.28)

De forma análoga, usando a representação (1.10) obtemos a mesma cota para f . Então,

tomando T ′n = εbn, n ∈ N, temos
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|L2| =

∣∣∣∣∣∣∣
∫

Tn≤|t|≤T ′
n

(−it)e−itx (fn(t)− f(t)) dt

∣∣∣∣∣∣∣
≤

∫
Tn≤|t|≤T ′

n

|t| (|fn(t)|+ |f(t)|) dt

≤ 2

∫
Tn≤|t|≤T ′

n

|t|e−c(δ)|t|δdt

≤ 2

∫
|t|≥Tn

|t|e−c(δ)|t|δdt.

Logo, L2 → 0 quando n→ +∞ pois lim
n→∞

Tn =∞.

Finalmente, seja c = sup|t|≥ε |f1(t)|. De (1.24) temos que lim
t→∞
|f1(t)|ν |t| = 0, e assim ,

lim
t→∞

f1(t) = 0 e c < 1. Consequentemente, lembrando que T ′n = εbn, para todo n ≥ ν, segue

∫
|t|≥T ′

n

|t||fn(t)|dt =

∫
|t|≥T ′

n

|t|
∣∣∣∣e−itan (f1( t

bn

))n∣∣∣∣ dt

= b2n

∫
|t|≥ε

|t||f1(t)|ndt

= b2n

∫
|t|≥ε

|t||f1(t)|n−ν |f1(t)|νdt

≤ b2n

∫
|t|≥ε

|t|cn−ν |f1(t)|νdt

=
T ′n

2

ε2
cn−ν

∫
|t|≥ε

|t||f1(t)|νdt.

23



Notemos que a última integral tende a zero quando n→∞. Por outro lado,

|L3| =

∣∣∣∣∣∣∣
∫

|t|≥T ′
n

(−it)e−itx (fn(t)− f(t)) dt

∣∣∣∣∣∣∣
≤
∫

|t|≥T ′
n

|t||fn(t)− f(t)|dt

≤
∫

|t|≥T ′
n

|t||fn|dt+

∫
|t|≥T ′

n

|t||f(t)|dt

e dado que estas duas últimas integrais tendem para zero, obtemos, L3 → 0 quando n → ∞.

Isso completa a prova do resultado.
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Caṕıtulo 2

Informação de Fisher

Neste caṕıtulo apresentamos os conceitos e propriedades relacionadas à Informação de Fisher

que serão fundamentais para o desenvolvimento do próximo caṕıtulo.

Iniciamos, na Seção 2.1, com um breve histórico e uma breve discussão sobre os prinćıpios

básicos da Teoria da Informação e que servem de motivação para a definição da Informação de

Fisher de uma variável aleatória absolutamente cont́ınua a ser utilizada no restante do trabalho.

Na Seção 2.2, introduzimos os conceitos de Informação de Fisher e de Informação de Fisher

Relativa (ou distância de Informação de Fisher) e suas propriedades básicas gerais.

Relações entre a Informação de Fisher e a norma da variação são apresentadas na Seção 2.3.

Na Seção 2.4 apresentamos os resultados de Bobkov, Chistyakov e Gotze [6] relativos à

Informação de Fisher de densidades que podem ser representadas como convolução de duas

densidades com Informação de Fisher finita e que serão úteis para a obtenção dos resultados

auxiliares utilizados na demostração do teorema principal do Caṕıtulo 3.

Finalizamos o caṕıtulo, apresentando na Seção 2.5 uma breve observação sobre as posśıveis

relações entre a convergência na Informação de Fisher e outros tipos de convergência conhecidos.

2.1 Teoria da Informação e Informação de Fisher

A teoria da informação é uma ramo da Matemática, em particular da Teoria da Probabilidade,

que estuda a quantificação da informação. Esta teoria tem muitas aplicações em diversas

áreas, como por exemplo, nos sistemas de comunicação, transmissão de dados, criptografia,

codificação, teoria do rúıdo, correção de erros, compressão de dados, entre outras.
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A origem da Teoria da Informação é atribúıda ao matemático e engenheiro elétrico Claude

Shannon no artigo “A mathematical theory of comunication” de 1948 ( [23]). Um dos concei-

tos principais da Teoria da Informação é o conceito de Entropia como sendo uma medida de

incerteza do valor obtido por uma variável aleatória, ou seja, uma medida da quantidade de

“informação” que ganhamos com o conhecimento do valor da variável aleatória. Na verdade,

o conceito de entropia surgiu primeiramente no contexto de termodinâmica, em Mecânica Es-

tat́ıstica, no século 19, como uma medida de “desordem ”.

No contexto da Teoria da Informação, se A é um evento que ocorre com probabilidade P (A),

define-se a “informação” I(A), que ganhamos com o conhecimento da ocorrência de A, como

sendo

I(A) = − log2 P (A). (2.1)

Na verdade, podeŕıamos escolher qualquer função crescente de P (A) na definição de informação.

Uma justificativa da escolha de log2, usada desde 1928, pode ser encontrada na Seção 1.1.5

de [14]. A escolha do log na base 2 expressa a informação em “bits”, outras bases poderiam

ser usadas como 10, e, entre outras, e a troca da base pode ser feita por Ib(A) = (logb a)Ia(A).

Aqui vamos assumir log na base e, indicado por lnx.

Intuitivamente, (2.1) expressa a ideia de que ganhamos mais informação com o conhecimento

da ocorrência de um evento raro, do que de um evento muito provável. Neste sentido, a Entropia

de Shanon de uma v.a. X é a quantidade esperada de informação ganha sobre o conhecimento

do valor de X. Se X é uma v.a. discreta com função de probabilidade p(x) = P (X = x), então

a entropia de X é definida por

H(X) = H(p) = −E(ln[p(X)]) = −
∑
x

ln[p(x)]p(x).

Se X é uma v.a. cont́ınua com densidade p(x), a entropia de X é dada por

H(X) = H(p) = −E(ln[p(X)]) = −
∫
R

ln[p(x)]p(x) dx. (2.2)

Para maiores detalhes sobre as propriedades da entropia (de Shanon) vide [14]. Vamos nos

concentrar neste trabalho ao caso cont́ınuo.

O uso da Teoria da Informação em Estat́ıstica foi introduzido por Kullback e Leibler em

1951 ( [16]) e mais tarde desenvolvido por Kullback em 1967 ( [15]). Em Estat́ıstica a entropia é

interpretada como uma medida de incerteza ou de “risco”. Neste sentido, o risco ou divergência
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de Kullback-Leibler da densidade q relativo à densidade p, ou também chamada entropia

relativa ou divergência da Informação, é definida por

D(p ‖ q) =

∫
R

ln

(
p(x)

q(x)

)
p(x)dx. (2.3)

Em outras palavras, se X tem densidade p(x) então

D(p ‖ q) = −E
[
ln

(
q(X)

p(X)

)]
. (2.4)

Neste sentido, se uma observação vem de p, D(p ‖ q) mede o risco de usar q no lugar de p.

Lembrando que a entropia H(p) mede o risco associado à p, então

D(p ‖ q) +H(p) = −E [ln q(X)] =

∞∫
−∞

p(x) ln

(
1

q(x)

)
dx

é o risco associado à q, também chamada de entropia cruzada ( “cross entropy”).

Muitas vezes D(p ‖ q) é chamada de distância. No entanto, formalmente ela não define

uma métrica sobre as densidades, pois não é simétrica, nem satisfaz a desigualdade triangular.

Propriedades da entropia relativa podem ser encontradas em [14].

Num outro caminho, no contexto da estimação de parâmetros, Ronald Fisher já tinha in-

troduzido no artigo “Theory of Statistical Estimation”publicado em 1925 ( [12]), o conceito,

denominado posteriormente, Informação de Fisher que está fortemente relacionado com o con-

ceito de entropia relativa. A Informação de Fisher tem inúmeras aplicações em outras diferentes

áreas, especialmente na F́ısica, como mostra o livro de Frieden, em [11].

Mais especificamente, seja uma distribuição com densidade pθ(x) = p(x; θ), com parâmetro

desconhecido θ pertencente a um espaço paramétrico Θ, que aqui vamos assumir unidimensio-

nal, isto é, Θ ⊂ R. O problema usual em estimação estat́ıstica é estimar o valor de θ a partir

de uma amostra de distribuição.

Assim, seja (X1, ..., Xn) uma amostra aleatória da densidade populacional pθ, ou seja,

X1, ....Xn são v.a.’s i.i.d. com densidade pθ(x). Um estimador θ̂ para θ é uma função da

amostra (X1, ..., Xn), ou seja, uma v.a. θ̂ = θ̂n = θ̂(X1, ..., Xn).

Do ponto de vista estat́ıstico, um bom estimador deve ser não-viesado (ou não-viciado), ou

seja, E(θ̂) = θ e que seja consistente, ou seja, θ̂ = θ̂n −→
n→∞

θ em algum sentido probabiĺıstico.

Uma medida usual do erro desta aproximação é o erro médio quadrático E(θ̂ − θ)2, que para

estimadores não-viesados é a sua variância, isto é, V ar(θ̂) = E(θ̂ − θ)2.

27



Neste sentido, a Informação de Fisher está relacionada com um erro médio quadrático,

através da cota de Cramér-Rao que veremos a seguir, e de certa forma fornece informação

quanto à eficiência do estimador.

Neste contexto de estimação de parâmetros define-se a Informação de Fisher como

I(θ) = I(pθ) = E
[
∂ ln pθ(X)

∂θ

]2
=

∫
R

1

pθ(x)

[
∂pθ(x)

∂θ

]2
dx. (2.5)

A variável aleatória

V =
∂ ln pθ(X)

∂θ

é chamada função escore (“score”) e tem média EV = 0. Assim, a Informação de Fisher é a

variância da função escore.

Baseados nos resultados de Rao, 1962 [21], podemos obter uma justificativa intuitiva para

o nome Informação de Fisher.

Para obter informação sobre como pequenas influências no parâmetro θ afeta a verossimi-

lhança pθ(x) = p(x; θ), consideremos θ′ = θ + ∆θ e analisemos a discrepância entre p(x; θ) e

p(x; θ′). Como medida desta discrepância, ou distância, podemos considerar a entropia rela-

tiva, ou divergência de Kullback-Leibler entre pθ(x) = p(x; θ) e p′θ(x) = p(x; θ′) condicionada

ao valor de θ:

d(θ : θ′) = D(pθ ‖ pθ′) = Eθ (ln pθ(X)− ln pθ′(X)) = Eθ
(

ln

[
pθ(X)

pθ′(X)

])
,

onde Eθ indica a esperança condicionada ao valor dado θ.

Supondo que p′θ(x) é duas vezes diferenciável com respeito a θ, usando a expansão de Taylor

até segunda ordem, é posśıvel mostrar que para ∆θ pequeno

d(θ : θ′) ' 1

2
I(θ)(∆θ)2.

Ou seja, I(θ) é uma medida da discrepância entre as duas distribuições. Pode-se verificar que

o argumento anterior não depende da medida d(θ : θ′) de discrepância escolhida. (Vide por

exemplo, [21]).

Assim, podemos dizer que a entropia relativa é uma medida de discrepância global, enquanto

a Informação de Fisher é uma medida de discrepância local, que nos fornece a quantidade de

“informação ” fornecida pelo parâmetro θ.
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Voltando ao contexto de estimação do parâmetro θ, para um estimador θ̂ não-viesado temos

a seguinte desigualdade, conhecida como desigualdade de Cramér-Rao,

V ar(θ̂) = E(θ̂ − θ)2 ≥ 1

I(θ)
. (2.6)

No caso da igualdade em (2.6), dizemos que θ̂ é um estimador eficiente. Assim, I(θ) é uma

medida de eficiência do estimador θ̂.

No caso particular em que θ é um parâmetro de locação e temos que pθ(x) = h(x−θ), então

∂h(x− θ)
∂θ

= −∂h(x− θ)
∂x

e assim, neste caso, podemos escrever a Informação de Fisher da densidade p, dada em (2.5),

como sendo

I(p) =

∞∫
−∞

1

pθ(x)

[
dpθ
dx

(x)

]2
dx. (2.7)

Esta representação, neste caso especial, motiva a definição de Informação de Fisher para

uma v.a. cont́ınua arbitraria X com densidade p(x), que será adotada e estudada nas próximas

seções.

2.2 Propriedades Gerais da Informação de Fisher

Motivados pelas observações no final da seção anterior, podemos definir a Informação de Fisher

de uma densidade p derivável.

Definição 2.2.1. Se uma variável aleatória X tem densidade p absolutamente cont́ınua com

derivada p′, definimos a Informação de Fisher de X como sendo

I(X) = I(p) =

∫
{x : p(x)>0}

[p′(x)]2

p(x)
dx. (2.8)

Quando p̃(x) = p(x) q.c.x, escrevemos I(p̃) = I(p). Em qualquer outro caso, I(X) =∞.

A função ρX(x) =
d

dx
log(p(x)) =

p′(x)

p(x)
é chamada função escore. Assim,

I(X) = Eρ2X(X) =

∫
{x : p(x)>0}

[
p′(x)

p(x)

]2
p(x)dx.

29



Exemplo 5. Se X
D
= N (µ, σ2), então a função score ρX(x) =

−(x− µ)

σ2
e I(X) =

1

σ2
. Como

p(x) = p(0) exp


x∫

0

ρX(u)du

, então a função score é linear se, e somente se, X
D
= N (µ, σ2).

Esta caracterização para as distribuições normais é muito usada na prova de diferentes resul-

tados sobre a Informação de Fisher.

Observação 2.2.2.

(a) Da definição anterior, podemos definir I como um funcional sobre o espaço de todas as

densidades de probabilidade. Se I(X) é finita e p é a densidade de X, sempre assumimos

que p é absolutamente cont́ınua. Além disso, a derivada p′(x) da densidade p(x) existe e é

finita a menos de um conjunto de medida de Lebesgue nula.

(b) Se I(X) < ∞ e p é diferenciável em x0, então p′(x0) = 0 sempre que p(x0) = 0, ver [5],

Proposição 2.1. Como consequência, o domı́nio de integração em (2.8), pode ser estendido

sobre a reta toda, ou seja,

I(X) = I(p) =

+∞∫
−∞

p′(x)2

p(x)
dx.

(c) A Desigualdade de Cramér-Rao mostra que o funcional Informação de Fisher é minimizado

pela densidade Normal. Em outras palavras, dada uma v.a. X com média µ e variança σ2,

a informação de Fisher I(X) é limitada inferiormente pelo inverso da variança, ou seja,

I(X) ≥ 1

σ2
.

A igualdade é atingida se, e somente se, X ∼ N (µ, σ2).

(d) Para a, b ∈ R, b 6= 0 temos que: I(a + bX) =
1

b2
I(X). De fato: se p(x) é a densidade de

X, então a densidade de a+ bX é dada por
1

b
p

(
1

b
(y − a)

)
e dáı por (2.8),

I(a+ bX) =
1

b3

+∞∫
−∞

p′
(

1

b
(y − a)

)2 [
p

(
1

b
(y − a)

)]−1
dy =

1

b2

+∞∫
−∞

p′(x)2

p(x)
dx =

1

b2
I(X),

onde na penúltima igualdade tomamos, x =
1

b
(y − a).
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(e) O funcional I definido sobre o espaço de densidades

S= {p : p é densidade de probabilidade sobre R}

é convexo. Ou seja, para p, q ∈ S e α ∈ [0, 1], temos I(αp+(1−α)q) ≤ αI(p)+(1−α)I(q).

De fato, dado que a função h(u, v) =
u2

v
é convexa para u, v ∈ R, v > 0, temos que se

(x, y), (u, v) ∈ R× (0,+∞) e α ∈ [0, 1],

h(α(u, v) + (1− α)(x, y)) ≤ αh(u, v) + (1− α)h(x, y).

Tomando (u, v) = (p′(x), p(x)) e (x, y) = (q′(x), q(x)), obtemos

(αp′(x) + (1− α)q′(x))2

(αp(x) + (1− α)q(x))2
≤ α

p′(x)2

p(x)
+ (1− α)

q′(x)2

q(x)
.

O resultado segue usando a monotonicidade da integral.

Como consequência da convexidade obtemos a desigualdade de Jensen: para p1, ..., pn ∈ S,

n ∈ N, temos:

I(α1p1 + α2p2 + · · ·+ αnpn) ≤
n∑
k=1

αkI(pk) onde αk > 0,
n∑
k=1

αk = 1.

As desigualdades da próxima proposição nos permitirão obter uma cota superior para a

Informação de Fisher da convolução de densidades, ou seja, de soma de v.a.’s independentes.

Proposição 2.2.3. Sejam X e Y v.a.’s independentes. Então, para qualquer β ∈ [0, 1]:

1. I(X + Y ) ≤ β2I(X) + (1− β)2I(Y ),

2. I(
√
βX +

√
1− βY ) ≤ βI(X) + (1− β)I(Y ).

Demonstração. Ver [14], pág. 26.

Em particular, escolhendo adequadamente β na anterior proposição, obtemos o seguinte

resultado:

Proposição 2.2.4 (Desigualdades de Stam). Se X e Y são v.a.’s independentes, então

I(X + Y ) ≤ I(Y )
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e
1

I(X + Y )
≥ 1

I(X)
+

1

I(Y )
. (2.9)

Com igualdade se, e somente se, X e Y seguem distribuições normais. Generalizando, se

X1, X2, ..., Xk são v.a.’s independentes, então

1

I(X1 + · · ·+Xk)
≥ 1

I(X1)
+ · · ·+ 1

I(Xk)
.

Demonstração. Basta considerar β = 1 para obter I(X + Y ) ≤ I(Y ) e β =
I(Y )

(I(X) + I(Y ))
para obter (2.9).

Da proposição anterior segue que: se X e Y são v.a.’s independentes, então

1

I(X + Y )
≥ 1

I(X)
+

1

I(Y )
≥ 1

I(X)
.

Portanto, I(X + Y ) ≤ I(X). Similarmente, I(X + Y ) ≤ I(Y ). Logo,

I(X + Y ) ≤ min {I(X), I(Y )} . (2.10)

Assim, para a convolução de quaisquer duas densidades p e q

p ∗ q(x) =

+∞∫
−∞

p(x− y)q(y)dx,

temos que (2.10) pode ser escrita como

I(p ∗ q) ≤ min {I(p), I(q)} . (2.11)

Das desigualdades anteriores podemos ver que o funcional I decresce quando adicionamos uma

parcela independente, por isso esta propriedade costuma ser chamada de monotonicidade da

Informação de Fisher.

Para finalizar esta seção, definimos a distância de Informação de Fisher entre duas variáveis

aleatórias absolutamente cont́ınuas e apresentamos duas propriedades relacionadas à distri-

buições estáveis que serão utilizadas no próximo caṕıtulo.

Definição 2.2.5. Sejam X e Y v.a.’s com densidades p e q respectivamente. Definimos a

distância de Informação de Fisher, ou Informação de Fisher relativa com sendo:

I(X ‖ Y ) = I(p ‖ q) =

∫
R

(
p′(x)

p(x)
− q′(x)

q(x)

)2

p(x)dx. (2.12)
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Ou seja,

I(X ‖ Y ) = E (ρX(X)− ρX(Y ))2 =

∫
R

(
d

dx
log

[
p(x)

q(x)

])2

p(x)dx, onde ρX(x) é a função

escore de X.

Notemos que, apesar de chamada de distância, na verdade I(p ‖ q) não é uma métrica, pois

não é simétrica e não satisfaz a desigualdade triangular. Porém, I(p ‖ q) ≥ 0 e I(p ‖ q) = 0

se, e somente se, p(x) = Cq(x) q.c.x, C ∈ R.

Observação 2.2.6. A Desigualdade de Cramér-Rao, motiva a definição de uma versão gene-

ralizada da Informação de Fisher: se X é uma v.a. com média µ, variância σ2 e função escore

ρX , definimos a informação de Fisher padrão ou normalizada de X por:

Ip(X) = σ2I(X ‖ Z) = σ2Eρ2X − 1 = σ2E
(
ρX +

X − µ
σ2

)
,

onde Z é uma v.a. com distribuição N (µ, σ2).

As propriedades a seguir relacionam a Informação de Fisher com a distância da informação

de Fisher, pois mostram, no caso que Z é estável não-extremal e não-normal, que I(X ‖ Z) é

finito se, e somente se, I(X) é finito. No caso que Z é normal, I(X ‖ Z) <∞ se, e somente se,

I(X) <∞ e E(X2) <∞.

Proposição 2.2.7. Se Z é uma v.a. com distribuição estável não extremal de ı́ndice α, α ∈

(0, 2), então para qualquer v.a. X,

I(X ‖ Z) ≤ 2I(X) + c, (2.13)

I(X) ≤ 2I(X ‖ Z) + c, (2.14)

onde a constante positiva c depende unicamente da v.a. Z. Além disso, temos I(X ‖ Z) < +∞

se, e somente se, I(X) < +∞.

Demonstração.

Se I(X) ou I(X ‖ Z) = +∞, obtemos trivialmente as desigualdades. Vamos assumir

inicialmente I(X) < +∞.

Pelas Observações 1.3.3(c) e 1.3.6 temos que a densidade ψ de uma distribuição estável

não-extremal não- normal é positiva e suave, tal que para todo k = 1, 2, ...,

| (logψ(x))(k) | ∼ (k − 1)!

|x|k
quando |x| → ∞
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e
|ψ′(x)|
ψ(x)

≤ c

1 + |x|
, para x ∈ R e algum c > 0.
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Assim, como (a− b)2 ≤ 2(a2 + b2) para a, b ∈ R e como
c

1 + |x|
≤ c, segue

(
p′(x)

p(x)
− ψ′(x)

ψ(x)

)2

≤ 2

(
p′(x)

p(x)

)2

+ 2

(
ψ′(x)

ψ(x)

)2

≤ 2

(
p′(x)

p(x)

)2

+ 2c2.

Logo,
+∞∫
−∞

(
p′(x)

p(x)
− ψ′(x)

ψ(x)

)2

p(x)dx ≤
+∞∫
−∞

2

(
p′(x)

p(x)

)2

p(x)dx+

+∞∫
−∞

2c2p(x)dx.

Isto mostra (2.13) e segue que I(X ‖ Z) < +∞.

Da mesma forma, assumindo I(X ‖ Z) < +∞ podemos escrever(
p′(x)

p(x)

)2

≤ 2

(
p′(x)

p(x)
− ψ′(x)

ψ(x)

)2

+ 2

(
ψ′(x)

ψ(x)

)2

≤
(
p′(x)

p(x)
− ψ′(x)

ψ(x)

)2

+ 2c2,

e obter (2.14). De onde segue que I(X) < +∞.

Proposição 2.2.8. Se Z tem uma distribuição normal, então I(X ‖ Z) < ∞ se, e somente

se, I(X) <∞ e E(X2) <∞.

Demonstração. Como Z
D
= N(a, σ2), então

ψ′(x)

ψ(x)
= −x− a

σ2
. Usando o mesmo argumento da

proposição anterior podemos escrever(
p′(x)

p(x)
− ψ′(x)

ψ(x)

)2

≤ 2

(
p′(x)

p(x)

)2

+ 2

(
ψ′(x)

ψ(x)

)2

= 2

(
p′(x)

p(x)

)2

+
2

σ4
(x− a)2 (2.15)

e (
p′(x)

p(x)

)2

− 2

σ4
(x− a)2 =

(
p′(x)

p(x)

)2

− 2

(
ψ′(x)

ψ(x)

)2

≤ 2

(
p′(x)

p(x)
− ψ′(x)

ψ(x)

)2

. (2.16)

Assim, assumindo I(X) < +∞ e EX2 < +∞ podemos obter de (2.15) que

I(X ‖ Z) ≤ 2I(X) +
2

σ4
E(X2)− 4a

σ4
E(X) +

2

σ4
a2 < +∞.

Por outro lado, assumindo I(X ‖ Z) <∞ podemos obter de (2.16)

I(X)− 2

σ2
E(X − a)2 ≤ 2I(X ‖ Z) < +∞.

Segue que I(X) < +∞ e E(X − a)2 < +∞. Logo EX2 < +∞.
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2.3 Informação de Fisher e Funções de Variação Limi-

tada

Nesta seção apresentamos desigualdades envolvendo a variação total e a Informação de Fisher.

Em particular, obtemos cotas superiores para uma densidade p e sua respectiva função carac-

teŕıstica a partir da Informação de Fisher. No caso especial de convolução de três densidades de

variação limitada podemos obter uma cota superior para a variação total e para a Informação

de Fisher a partir da função caracteŕıstica.

Como vimos na Seção 1.2, denotamos a variação total da densidade p por ‖p‖TV .

Nesta primeira proposição provamos que a variação total de uma função de densidade p

com Informação de Fisher finita é limitada superiormente por
√
I(p). Uma consequência deste

resultado é que a convergência na Informação de Fisher é mais forte do que na norma de

variação total.

Proposição 2.3.1. Se uma v.a. X tem densidade p absolutamente cont́ınua com derivada p′,

então

‖p‖TV =

+∞∫
−∞

|p′(x)|dx ≤
√
I(X). (2.17)

Demonstração. Se I(X) =∞, segue imediatamente (2.17).

Vamos supor que I(X) < +∞. Segue da Definição 2.2.1 que as funções
p′(x)

p(x)
e
√
p(x) são

quadrado integráveis. Assim, usando a desigualdade de Cauhy-Schwartz segue que

‖p‖TV =

+∞∫
−∞

|p′(x)|dx =

+∞∫
−∞

|p′(x)|
√
p(x)√
p(x)

dx ≤

 +∞∫
−∞

p′(x)2

p(x)
dx

 1
2
 +∞∫
−∞

p(x)dx

 1
2

=
√
I(X).

Observação 2.3.2. Seja X uma v.a. com Informação de Fisher finita.

(a) A densidade p de X é uma função de variação limitada. Então os limites

p(−∞) = lim
x→−∞

p(x), p(+∞) = lim
x→+∞

p(x),

existem e são finitos. Como toda densidade é não negativa e integrável em R segue que

estes limites devem ser ambos zero.
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(b) Seja f a função caracteŕıstica da v.a. X, ou seja, para t ∈ R,

f(t) = E(eitX) =

+∞∫
−∞

eitxp(x)dx.

Integrando por partes e usando o fato que lim
x→+∞

p(x) = 0 e lim
x→−∞

p(x) = 0 obtemos para

t 6= 0 que,

f(t) = −
+∞∫
−∞

eitx

it
p′(x)dx.

Logo,

|f(t)| =

∣∣∣∣∣∣−
+∞∫
−∞

eitx

it
p′(x)dx

∣∣∣∣∣∣ ≤
+∞∫
−∞

∣∣∣∣eitxit p′(x)

∣∣∣∣ dx =
1

|t|

+∞∫
−∞

|p′(x)|dx.

Então, para t 6= 0, segue de (2.17) que

|f(t)| ≤ 1

|t|
‖p‖TV . (2.18)

(c) Tendo em vista que p é absolutamente cont́ınua, obtemos

|p(x)| =

∣∣∣∣∣∣
x∫

−∞

p′(y)dy

∣∣∣∣∣∣ ≤
x∫

−∞

|p′(y)|dy ≤
+∞∫
−∞

|p′(y)|dy = ‖p‖TV .

Em outras palavras, p é limitada uniformemente por ‖p‖TV .

Das observações anteriores e usando (2.17) temos que se uma v.a. X tem Informação de

Fisher finita, sua densidade p e sua função caracteŕıstica f(t) possuem cotas superiores análogas

às obtidas pela variação total, usando a Informação de Fisher, ou seja,

sup
x
p(x) ≤

√
I(X) e |f(t)| ≤

√
I(X)

|t|
onde t 6= 0. (2.19)

A proposição a seguir apresenta uma cota superior da Informação de Fisher de uma soma

de três v.a.’s i.i.d. a partir da norma de variação total. Em outras palavras, se p é a convolução

de três densidades com variação limitada obtemos uma espécie de rećıproca da desigualdade

(2.17).

Proposição 2.3.3. Sejam X1, X2 e X3 v.a.’s independentes com densidades p1, p2 e p3 respec-

tivamente, de variação limitada. Então a v.a. Y = X1 + X2 + X3 tem informação de Fisher

finita e, além disso,

I(Y ) = I(p1 ∗ p2 ∗ p3) ≤
1

2
[‖p1‖TV ‖p2‖TV + ‖p1‖TV ‖p3‖TV + ‖p2‖TV ‖p3‖TV ] . (2.20)
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Demonstração. Ver [24].

Observação 2.3.4. A Proposição 2.3.3 não é válida para a soma de duas v.a.’s i.i.d. com den-

sidades de variação limitada. pois se Y = X1 +X2, onde X1, X2 são v.a.’s independentes com

densidades p1, p2 de variação limitada, pode acontecer que a Informação de Fisher de Y seja

infinita. Por exemplo, consideremos X1, X2 v.a.’s independentes que seguem uma distribuição

uniforme no intervalo (−1
2
, 1
2
) e Y = X1 +X2. Claramente X1, X2 são de variação limitada e

a densidade de Y é dada por

g(x) =


1 + x, se− 1 ≤ x < 0

1− x, se 0 ≤ x ≤ 1

0, caso contrario.

Mas,

I(Y ) =

+∞∫
−∞

g′(x)2

g(x)
dx =

0∫
−1

1

1 + x
dx+

0∫
1

1

1− x
dx = +∞.

Para finalizar esta seção apresentamos duas proposições que fornecem cotas superiores para

a variação total de uma densidade p de uma v.a. X em termos de sua função caracteŕıstica.

No caso que a v.a. X satisfaça as condições da Proposição 2.3.3 segue que podemos obter cotas

para a Informação de Fisher de X a partir de sua função caracteŕıstica.

Vale a pena notar que as cotas apresentadas a seguir dependem especialmente das proprie-

dades de integrabilidade de f e suas derivadas, as quais também podem depender da condição

de finitude de alguns momentos de X.

Proposição 2.3.5. Se a v.a. X tem segundo momento finito e

+∞∫
−∞

|t| (|f(t)|+ |f ′(t)|+ |f ′′(t)|) dt <∞,

então X tem densidade p continuamente diferenciável com variação total finita tal que

‖p‖TV ≤
1

2

+∞∫
−∞

(|tf ′′(t)|+ 2|f ′(t)|+ |tf(t)|) dt.

Demonstração. Ver [3], Proposição 5.1, pág.44.
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Proposição 2.3.6. Suponhamos que a função caracteŕıstica f(t) de uma v.a. X tem derivada

f ′(t) cont́ınua para todo t > 0 e que

+∞∫
−∞

t2
(
|f(t)|2 + |f ′(t)|2

)
dt <∞.

Então X tem densidade p absolutamente cont́ınua com variação total finita tal que

‖p‖TV ≤

 +∞∫
−∞

|tf(t)|2dt
+∞∫
−∞

|(tf(t))′|2dt

 1
4

.

Demonstração. Ver [3], Proposição 5.2, pág.25.

2.4 Informação de Fisher e Convolução de Densidades

Vimos na Observação 2.3.4 que a Proposição 2.3.3 não pode ser aplicada para a convolução

de duas densidades de variação limitada. Nesta seção apresentamos os resultados obtidos

por Bobkov, Chistyakov e Gotze [6], que obtiveram cotas superiores, similares às obtidas na

Proposição 2.3.3, para a Informação de Fisher de densidades que podem ser representadas como

convolução de duas densidades com Informação de Fisher finitas.

Para isto, vamos definir algumas notações a serem usadas.

Definição 2.4.1. Dado um número real I > 0 denotamos por B2(I) a coleção de todas as

funções sobre a reta real as quais podem ser representadas como convolução de duas densidades

com Informação de Fisher no máximo I. Ou seja,

B2(I) = {p : p = p1 ∗ p2, com p1 e p2 densidades sobre R, tais que I(pi) ≤ I, i = 1, 2} .

Além disso, a coleção de todas as funções sobre a reta real representáveis como convolução

de duas densidades de probabilidade com informação de Fisher finita será denotada por

B2 = ∪I>0B2(I).

Observação 2.4.2. Similarmente, dado um número real I > 0 e um inteiro k ≥ 1 podemos

definir Bk(I) como a coleção de todas as funções sobre a reta real as quais podem ser represen-

tadas como convoluções de k densidades de probabilidade com Informação de Fisher no máximo

I. Respectivamente,

Bk = ∪I>0Bk(I)
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denota a coleção de todas as funções sobre a reta real representáveis como convolução de k

densidades de probabilidade com informação de Fisher finita e B1 será a coleção de todas as

densidades com informação de Fisher finita.

Note que pela Desigualdade (2.9) da Proposição 2.2.4, segue que

p = p1 ∗ · · · ∗ pk ∈ B1

(
I

k

)
sempre que pi ∈ B1(I), para i = 1, 2, ..., k.

Em particular,

I(p) ≤ I

2
para qualquer p ∈ B2(I).

As densidades da coleção Bk satisfazem certas propriedades interessantes, como por exem-

plo, toda função p ∈ Bk é k−1 vezes diferenciável e sua (k−1)-ésima derivada é absolutamente

cont́ınua. Nós vamos ilustrar estas propriedades no caso k = 2, pois é o caso de nosso interesse.

Assim, se X = X1 + X2, com X1, X2 v.a.’s independentes com densidades p1 e p2 respectiva-

mente, e I(pi) < +∞, i = 1, 2, então p ∈ B2 e

p(x) =

+∞∫
−∞

p1(x− y)p2(y)dy =

+∞∫
−∞

p1(y)p2(x− y)dy. (2.21)

Das propriedades das convoluções podemos derivar dentro do sinal da integral e obter a

derivada da função p. Ou seja,

p′(x) =

+∞∫
−∞

p′1(x− y)p2(y)dy =

+∞∫
−∞

p′1(y)p2(x− y)dy. (2.22)

Analogamente,

p′′(x) =

+∞∫
−∞

p′1(x− y)p′2(y)dy =

+∞∫
−∞

p′1(y)p′2(x− y)dy (2.23)

está bem definida para todo x ∈ R e podemos escrevê-la como convolução das funções p′1 e p′2,

que são integráveis, conforme a Proposição 2.3.1.

Assim, usando o Teorema de Fubbini e o fato que p2 é absolutamente cont́ınua, obtemos

que p′(x) também é absolutamente cont́ınua, pois

p′(x) =

x∫
−∞

p′′(z)dz.

As fórmulas anteriores podem ser usadas para derivar várias relações elementares para a classe

B2, que apresentamos a seguir.
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Proposição 2.4.3. Dada uma densidade p ∈ B2(I), para todo x ∈ R, temos

|p′(x)| ≤ I
3
4

√
p(x) ≤ I. (2.24)

Além disso, p′ tem variação total finita tal que

‖p′‖TV =

+∞∫
−∞

|p′′(x)|dx ≤ I. (2.25)

Demonstração. Sejam p1, p2 densidades de probabilidade tais que p = p1 ∗ p2 , I(p1) ≤ I e

I(p2) ≤ I.

Primeiramente, provemos (2.25) e assim obtemos que p′ tem variação total finita. De fato,

usando (2.23) e o Teorema de Fubbini, temos

‖p′‖TV =

+∞∫
−∞

|p′′(x)|dx ≤
+∞∫
−∞

+∞∫
−∞

|p′1(y)||p′2(x− y)|dydx =

+∞∫
−∞

|p′1(y)|dy
+∞∫
−∞

|p′2(z)|dz.

Mas, por (2.17),
+∞∫
−∞

|p′1(y)|dy
+∞∫
−∞

|p′2(z)|dz ≤
√
I(p1)

√
I(p2) ≤ I,

e (2.25) segue.

Para mostrar (2.24), sejam u1(x) =
p′1(x)√
p1(x)

1{x : p1(x)>0} e u2(x) =
p′2(x)√
p2(x)

1{x : p2(x)>0}.

Notemos que u1, u2 são funções quadrado integráveis, pois I(pi) ≤ I, I = 1, 2.

Por outro lado, de (2.22), temos

p′(x) =

+∞∫
−∞

p′1(x− y)p2(y)dy =

+∞∫
−∞

u1(x− y)
√
p1(x− y)p2(y)dy.

Aplicando a Desigualdade de Cauchy-Schwartz e tomando z = x− y, obtemos

[p′(x)]2 =

 +∞∫
−∞

u1(x− y)
√
p1(x− y)p2(y)dy

2

≤
+∞∫
−∞

u1(z)2dz

+∞∫
−∞

p1(x− y)[p2(y)]2dy

= I(p1)

+∞∫
−∞

p1(x− y)[p2(y)]2dy.
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Agora, por (2.19), temos que sup
x
pi(x) ≤

√
I(pi), i = 1, 2. Então,

[p′(x)]2 ≤ I(p1)
√
I(p2)

+∞∫
−∞

p1(x− y)p2(y)dy

= I(p1)
√
I(p2)p(x).

Mas, p1, p2 ∈ B2, por hipótese. Então I(pi) ≤ I, i = 1, 2 e dáı segue

[p′(x)]2 ≤ I3/2p(x).

Finalmente, como sup
x
p(x) ≤

√
I(p) e por (2.11), I(p) = I(p1 ∗ p2) ≤ min {I(p1), I(p2)} ≤ I,

segue que

|p′(x)| ≤ I3/4
√
p(x) ≤ I3/4[I(p)]1/4 ≤ I,

e (2.24) está provado.

Agora, usando argumentos análogos à prova da proposição anterior, podemos obter uma

cota similar para p′′.

Proposição 2.4.4. Seja p qualquer função em B2. Se para algum x, p(x) = 0 então p′′(x) = 0.

Além disso, ∫
{x : p(x)>0}

[p′′(x)]2

p(x)
dx ≤ I2. (2.26)

Demonstração. Por (2.23), temos que para x ∈ R fixo, podemos escrever

p′′(x) =

+∞∫
−∞

p′1(y)p′2(x− y)1A(y)dy, (2.27)

onde A = {y ∈ R : p′1(y)p′2(x− y) > 0} .

Por outro lado, se p(x) = 0, ou seja,

∞∫
−∞

p1(y)p2(x−y)dy = 0 e então p1(y)p2(x−y) = 0 q.c. y.

Assim 1A(y) = 0 q.c. y. Logo, a integral em (2.27) é zero e portanto p′′(x) = 0. Assim, por

facilidade, podemos considerar a integral sobre R.

Para provar (2.26) consideremos as funções u1 e u2 definidas na demonstração da proposição

anterior. Agora, de (2.23) temos,

p′′(x) =

+∞∫
−∞

p′1(x− y)p′2(y)dy =

+∞∫
−∞

u1(x− y)u2(y)
√
p1(x− y)p2(y)dy.
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Pela Desigualdade de Cauchy-Schwartz segue

[p′′(x)]2 =

 +∞∫
−∞

u1(x− y)u2(y)
√
p1(x− y)p2(y)dy

2

≤
+∞∫
−∞

[u1(x− y)]2[u2(y)]2dy

+∞∫
−∞

p1(x− y)p2(y)dy

= [u(x)]2p(x), (2.28)

onde,

[u(x)]2 =

+∞∫
−∞

[u1(x− y)]2[u2(y)]2dy.

Agora, usando o Teorema de Fubbini,

+∞∫
−∞

[u(x)]2dx =

+∞∫
−∞

+∞∫
−∞

[u1(x−y)]2[u2(y)]2dydx =

+∞∫
−∞

[u1(x−y)]2dx

+∞∫
−∞

[u2(y)]2dy = I(p1)I(p2) ≤ I2.

Deste e de (2.28) segue que

∞∫
−∞

[p′′(x)]2

p(x)
dx ≤

∞∫
−∞

[u(x)]2dx ≤ I2.

O resultado final que obteremos nesta seção será uma estimativa “ tipo-cauda” para a

Informação de Fisher, que seguirá como corolário da seguinte proposição:

Proposição 2.4.5. Seja X uma v.a. tal que sua densidade p ∈ B2. Se

+∞∫
−∞

|p′′(x) log p(x)|dx < +∞,

então

I(X) = −
+∞∫
−∞

p′′(x) log p(x)dx. (2.29)

Demonstração. Ver [7], Proposição 8.1, pág.33.

43



Corolário 2.4.6. Se p ∈ B2(I), então para qualquer T ∈ R,

∞∫
T

[p′(x)]2

p(x)
dx ≤ I

3
4

√
p(T )| log p(T )|+ I

 ∞∫
T

p(x)[log p(x)]2dx

 1
2

. (2.30)

Demonstração. Consideremos o aberto G = {x > T : p(x) > 0} . Então podemos escrever

G =
⋃
n∈N

(an, bn), onde (an, bn) ∩ (am, bm) = ∅ se n 6= m e T ≤ an < bn ≤ ∞.

Note que, se an > T , temos p(an) = 0. Assim por (2.24) e pela continuidade de p, segue

p′(x) log p(x)→ 0 quando x ↓ an.

Similarmente, se bn <∞, p(bn) = 0 e, além disso, p(∞) = lim
x↑+∞

p(x) = 0.

Agora, sejam n ∈ N e T1, T2 números reais tais que a1 < T1 < T2 < bn. Usando integração

por partes, a qual pode ser usada pois pela Proposição 2.4.3 obtemos que p′ é uma função com

variação total finita, e podemos obter

T2∫
T1

[p′(x)]2

p(x)
dx =

T2∫
T1

p′(x)d(log p(x)) = p′(T2) log p(T2)− p′(T1) log p(T1)−
T2∫
T1

p′′(x) log p(x)dx.

Fazendo T1 → an e T2 → bn, no caso an > T temos,

bn∫
an

[p′(x)]2

p(x)
dx = −

bn∫
an

p′′(x) log p(x)dx,

e no caso an = T ,

bn∫
an

[p′(x)]2

p(x)
dx = −p(T ) log p(T )−

bn∫
an

p′′(x) log p(x)dx.

Note que, caso exista n ∈ N tal que an = T , este n é único. Logo,

∫
G

[p′(x)]2

p(x)
dx =

+∞∑
n=1

bn∫
an

[p′(x)]2

p(x)
dx ≤ |p(T ) log p(T )|+

+∞∑
n=1

bn∫
an

|p′′(x) log p(x)|dx

= |p(T ) log p(T )|+
∫
G

|p′′(x) log p(x)|dx. (2.31)
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Só resta limitar adequadamente esta última expressão. Para isto de (2.24) temos

|p(T ) log p(T )| ≤ I
3
4

√
p(T )| log p(T )|. (2.32)

Por outro lado, usando (2.26) e com a Desigualdade de Cauchy-Schwartz obtemos∫
G

|p′′(x) log p(x)|dx

2

=

∫
G

|p′′(x)|√
p(x)

√
p(x)| log p(x)|dx

≤

∫
G

[p′′(x)]2

p(x)
dx

∫
G

p(x)[log p(x)]2dx

 .

Agora, usando (2.26) obtemos∫
G

|p′′(x) log p(x)|dx

2

≤ I2
∫
G

p(x)[log p(x)]2dx. (2.33)

Portanto, de (2.31), (2.32) e (2.33) obtemos

∞∫
T

[p′(x)]2

p(x)
dx =

∫
G

[p′(x)]2

p(x)
dx ≤ I

3
4

√
p(T )| log p(T )|+ I

 ∞∫
T

p(x)[log p(x)]2dx

 1
2

.

e (2.30) está provado.

2.5 Convergência na Informação de Fisher

O objetivo principal deste trabalho é demonstrar o Teorema 3.2.1 de Barron e Johnson [6], a

ser apresentado no Caṕıtulo 3, que estabelece condições necessárias e suficientes para que uma

sequência de somas estabilizadas que converge em distribuição para uma v.a. estável Z convirja

também na distância de Informação de Fisher (Definição 2.2.5) para a mesma v.a. Z.

As relações (2.17) e (2.19), apresentadas na Seção 2.3, a saber

‖p‖TV ≤
√
I(p) e sup

x
p(x) ≤

√
I(p),

já nos dão indicação da razão do interesse em teoremas de limites na distância de Informação

de Fisher. Estas relações e as que apresentaremos na proposição a seguir, mostram que con-

vergência na Informação de Fisher é um resultado mais forte e implica outras formas conhecidas

de convergência. Maiores detalhes sobre estas e outras relações da Informação de Fisher e outras

formas de convergência podem ser encontradas em [14] (Seção 5.4 e Apêndice E).
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Proposição 2.5.1. Se h é uma densidade log-côncava e simétrica em torno de zero, então,

existe uma constante K = K(h) tal que para qualquer densidade p temos

(a)

∞∫
−∞

|p(x)− h(x)|dx ≤ 2K
√
I(p ‖ h).

(b) supx |p(x)− h(x)| ≤ (1 +Kh(0))
√
I(p ‖ h).
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Caṕıtulo 3

Convergência em Informação de Fisher

Relativa e v.a.’s Estáveis

Sejam X1, X2, ... variáveis aleatórias independentes e identicamente distribúıdas com função de

distribuição comum F , e suponhamos que existam sequências de constantes reais {an}n≥1 e

{bn}n≥1, com bn > 0, para as quais a sequência de somas estabilizadas

Zn =
X1 +X2 + · · ·+Xn

bn
− an, n ≥ 1 (3.1)

converge em distribuição para uma v.a. Z com distribuição estável não-degenerada.

Conforme já foi lembrado na Seção 1.4, no Caṕıtulo 1, o Teorema do Limite Central ga-

rante que sob a condição EX2
1 < +∞, com V arX1 > 0, temos para an =

E(X1)√
nV arX1

e

bn =
√
nV arX1 que Zn

D−→ Z, com Z tendo distribuição Normal-padrão, que é uma dis-

tribuição α−estável com α = 2.

Também apresentamos na mesma seção um Teorema do Limite Central Generalizado (Teorema

1.3.11), que apresenta condições suficientes sobre F para que existam constantes {an} e {bn},

apropriadamente escolhidas, para as quais Zn
D−→ Z, onde Z é uma v.a. α−estável, com

0 < α ≤ 2.

Devido às inúmeras aplicações de teoremas de limites desta natureza, uma questão de grande

interesse na literatura é saber se esta convergência fraca implica em convergência em um sentido

mais forte para a mesma v.a. Z.

Neste trabalho, estamos interessados em estabelecer condições para que a convergência

fraca produza a convergência na distância de Informação de Fisher, a qual já observamos no
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Caṕıtulo 2 é mais forte que outros tipos de convergência conhecidos como por exemplo, na

norma da variação total (Seção 2.5).

Assim, vamos assumir que a f.d. F , das v.a.’s i.i.d. X1, X2, ..., possui densidade p, que

também é absolutamente cont́ınua com derivada p′. Vamos indicar por pn a densidade de Zn e

por ψ a densidade de Z.

Neste sentido, no caso clássico do Teorema do Limite Central, onde Zn
D−→ Z com Z tendo

distribuição N (0, 1), Barron e Jonhson [3] provaram que esta convergência fraca implica na

convergência na Informação de Fisher Relativa

I(Zn ‖ Z) = I(pn ‖ ψ) −→
n→∞

0

se, e somente se, I(Zn0) é finito para algum n0 ≥ 1.

Recentemente, Bobkov, Chistyakov e Gotze [7] estabeleceram, sob a hipótese de finitude de

EX2
1 , condições equivalentes à I(Zn0) < +∞ para algum n0 ≥ 1, além de estudarem a validade

do Teorema do Limite Central clássico por meio das propriedades da Informação de Fisher

sobre convolução de densidades. Esse trabalho serviu de base para a obtenção de um resultado

semelhante no caso não-normal, ou seja, quando Zn
D−→ Z e Z tem distribuição α−estável,

com 0 < α < 2 e −1 < β < 1, publicado recentemente pelos mesmos autores em [6], e que será

apresentado neste caṕıtulo .

Cabe ressaltar, que no livro [14], Oliver Johnson já apresentou a conjectura de um resultado,

em certo sentido similar ao obtido por Barron e Johnson [3], (referente à convergência na

Informação de Fisher relativa no caso normal), também seria posśıvel para o caso α−estável,

com 0 < α < 2.

Assim, para a apresentação em detalhes do trabalho de Bobkov, Chistyakov e Gotze [6],

apresentamos na Seção 3.1 alguns lemas auxiliares, que serão necessários para a demonstração

do Teorema principal (Teorema 3.2.2) o qual será apresentado e demonstrado na Seção 3.2

finalizando o caṕıtulo.
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3.1 Resultados Auxiliares

Considere X1, X2, ... v.a.’s i.i.d. tendo função de distribuição comum F (x) com densidade p(x)

e suponha que existem sequências de números reais {an}n≥1 e {bn}n≥1, com bn > 0, tais que

Zn
D−→ Z,

onde {Zn}n≥1 é a sequência de somas estabilizadas dada por (3.1) e Z uma v.a. α−estável com

0 < α ≤ 2.

Por todo este caṕıtulo vamos utilizar a seguinte notação:

pn(x): densidade de Zn.

ψ(x): densidade de Z.

fn(t) = EeitZn : função caracteŕıstica de Zn.

g(t) = EeitZ : função caracteŕıstica de Z.

f(t) = EeitX1 : função caracteŕıstica de X1.

Note que, como X1, X2, ... são v.a.’s i.i.d. com função caracteŕıstica comum f(t), então

fn(t) = eitan [f(t/bn)]n. (3.2)

Como Z é α−estável, pelo Teorema 1.3.8 temos que necessariamente

bn = n1/αh(n), (3.3)

onde h é uma função de variação lenta no sentido de Karamata e pelo Teorema 1.3.2 a função

caracteŕıstica de Z é da forma

g(t) = exp {iµt− σα|t|α [1 + iβ sign(t)w(t, α)]} ,

onde 0 < α ≤ 2, −1 ≤ β ≤ 1, µ ∈ R, σ > 0 e

w(t, α) =

tan
(πα

2

)
, se α 6= 1

2

π
log |t|, se α = 1.

Assim, denotamos Z
D
= Sα(σ, β, µ).

Se a densidade pn é absolutamente cont́ınua com derivada p′n(x), a Informação de Fisher de

Zn é dada por

I(Zn) = I(pn) =

∞∫
−∞

[p′n(x)]2

pn(x)
dx, (3.4)
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e em qualquer outra situação onde a integral não esteja bem definida, definimos I(Zn) = +∞.

Notemos que, pela Observação 2.2.2 (d), temos

I(Zn) = I(Zn + an).

Assim, por facilidade, vamos assumir que an = 0, pois, caso contrário, basta considerar

Z ′n = Zn + an =
X1 + · · ·+Xn

bn
.

No caso α = 2, ou seja, Z tem distribuição Normal e EX2
1 = σ2 < +∞, escolhemos

bn =
√
nσ. Neste caso, se I(Z1) < +∞, então segue da Proposição 2.2.4 (Desigualdade de

Stam) e da Observação 2.2.2 (d) que para todo n > 1,

I(Zn) = b2nI(X1 + · · ·+Xn) ≤ b2nI(X1)

n
= σ2I(X1) = σ2I(Z1) <∞.

Ou seja, sup
n>1

I(Zn) < +∞.

Nosso objetivo nesta seção é provar que esta propriedade se estende para Z α−estável não

extremal. Ou seja, vamos provar:

Lema 3.1.1. Suponhamos que Zn
D−→ Z, onde Z segue uma lei estável não extremal. Se

I(Zn0) <∞ para algum n0, então sup
n>n0

I(Zn) <∞.

Lembrando a Definição 1.3.5: dizemos que Z é α−estável não-extremal se Z tem distribuição

Normal (α = 2) ou se 0 < α < 2 e −1 < β < 1.

Para provar o Lema 3.1.1, necessitamos de vários resultados auxiliares. Por facilidade de

argumentação vamos assumir que n0 = 1. Ou seja, I(X1) = I(p) < +∞.

Pelas observações anteriores, basta analisarmos o caso 0 < α < 2. Para isto, para cada

n ≥ 1, vamos decompor a densidade p(x), de X1, da seguinte forma

p(x) = (1− δn)p̂n(x) + δnq̂n(x),

onde δn =

∫
|x|>bn

p(x)dx e p̂n(x) e q̂n(x) são as densidades truncadas

p̂n(x) =
bn

1− δn
p(bnx)1{|x|≤1} e q̂n(x) =

bn
δn
p(bnx)1{|x|>1}, (3.5)
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com respectivas funções caracteŕısticas

f̂n(t) =
1

1− δn

bn∫
−bn

eitx/bnp(x)dx e ĝn(t) =
1

δn

∫
{|x|>bn}

eitx/bnp(x)dx. (3.6)

Note que, pelo Corolário 1.3.13, segue de (1.21) que

δn ∼
c

n
, quando n→∞, (3.7)

para uma certa constante c > 0, que depende somente de p.

Agora, como pn(x) = pn∗(x), ou seja, a n−ésima convolução de p, podemos obter da Pro-

posição 1.2.3 e das propriedades de convoluções de densidades a seguinte decomposição binomial

pn = ((1− δn)p̂n + δnq̂n)n∗ =
n∑
k=0

(
n

k

)
(1− δn)kδn−kn p̂k∗n ∗ q̂(n−k)∗n . (3.8)

Assim, da propriedade de convexidade do funcional I, demonstrada na Observação 2.2.2 (e) ,

segue que

I(Zn) = I(pn) ≤
n∑
k=0

(
n

k

)
(1− δn)kδn−kn I

(
p̂k∗n ∗ q̂(n−k)∗n

)
. (3.9)

Observe que cada convolução p̂k∗n ∗ q̂
(n−k)∗
n , que aparece na soma, está representando uma den-

sidade de probabilidade com função caracteŕıstica f̂n
k
(t) ĝn

(n−k)(t).

Por (3.9), para provar o Lema 3.1.1, basta obtermos cotas superiores para I
(
p̂k∗n ∗ q̂

(n−k)∗
n

)
,

para cada 0 ≤ k ≤ n, em termos de I(X1) = I(p). Lembrando que, por facilidade de notação,

estamos assumindo que n0 = 1, ou seja, I(X1) = I(p) < +∞.

Faremos isto em vários passos, que serão apresentados por meio de lemas.

No primeiro lema, obtemos cotas superiores para k ≤ n− 3, com n ≥ 3.

Lema 3.1.2. Se k ≤ n− 3, então

I(p̂k∗n ∗ q̂(n−k)∗n ) ≤ C(nbn)2I(p), (3.10)

onde a constante C depende unicamente de p.

Demonstração. Por (2.11) segue que

I(p̂k∗n ∗ q̂(n−k)∗n ) ≤ I(q̂n
(n−k)∗). (3.11)
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Por outro lado, da Proposição 2.3.3 se n − k ≥ 3, como as densidades q̂n são de variação

limitada, segue que

I(q̂n
(n−k)∗) ≤ 1

2

(∥∥∥q̂n[(n−k)/3]∗∥∥∥2
TV

+ 2
∥∥∥q̂n[(n−k)/3]∗∥∥∥

TV

∥∥∥q̂nn−k−2[(n−k)/3]∗∥∥∥
TV

)
.

Mas, das propriedades de variação total temos que

‖q̂ns∗‖TV ≤ ‖q̂n‖TV para s = 1, 2, 3, 4, ...

e então

I(q̂n
(n−k)∗) ≤ 3

2
‖q̂n‖2TV . (3.12)

Da definição de q̂n em (3.5) e como ‖p‖TV ≤
√
I(p), (2.3.1) temos

‖q̂n‖TV =
bn
δn

∥∥p1{|x|>bn}∥∥TV ≤ bn
δn
‖p‖TV ≤

bn
δn

√
I(p). (3.13)

Logo, como δn ∼
c

n
, com c dependendo de p, segue de (3.11) a (3.13) que

I(p̂k∗n ∗ q̂(n−k)∗n ) ≤ I(q̂n
(n−k)∗) ≤ 3

2
‖q̂n‖2TV ≤

3

2

(√
I(p)

bn
δn

)2

≤ 3

2
Ĉ(bnn)2I(p),

onde Ĉ depende de p. Assim fazendo C =
3

2
Ĉ, obtemos o resultado.

Para as outras parcelas de (3.9), quando n− k < 3, vamos novamente utilizar ( 2.11) para

obter

I(p̂k∗n ∗ q̂(n−k)∗n ) ≤ I(p̂n
k∗). (3.14)

Assim, basta encontrarmos uma cota para I(p̂n
k∗).

Por facilidade, consideremos a densidade centrada

rn(x) = p̂n(x+ dn), (3.15)

onde

dn =

1∫
−1

xp̂n(x)dx =
1

bn(1− δn)

bn∫
−bn

xp(x)dx. (3.16)

Note que rn(x) é a densidade de uma v.a. Y − dn, onde Y tem densidade p̂n(x). Assim, será

suficiente mostrar que

I(p̂n
k∗) = I(rk∗n ) ≤ C, (3.17)
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para alguma constante C dependendo somente da densidade p.

Provaremos (3.17) utilizando cotas superiores para a função caracteŕıstica associada a rn(x)

e de suas derivadas.

Assim, denotemos ϕn(t) a função caracteŕıstica associada à rn(x), ou seja, ϕn(t) = Eeit(Y−dn),

onde Y tem densidade p̂n(x). Então,

ϕn(t) = e−itdn f̂n(t), (3.18)

onde f̂n é a função caracteŕıstica associada a p̂n(x).

No lema a seguir, obtemos uma cota para ϕ′n(t) dependendo somente de p.

Lema 3.1.3. Para todo t ∈ R,

|ϕ′n(t)| ≤ C

n
|t|, (3.19)

para alguma constante C > 0 dependendo unicamente de p.

Demonstração.

Por (3.18) segue que ϕ′n(t) = e−itdn(f̂n
′
(t) − idnf̂n(t)) e como ϕ′n(0) = E(Y − dn) = 0,

podemos escrever

ϕ′n(t) = ϕ′n(t)− ϕ′n(0) =

∞∫
−∞

i(x− dn)
(
eit(x−dn) − 1

)
p̂n(x)dx

=
ibn

1− δn

1∫
−1

(x− dn)
(
eit(x−dn) − 1

)
p(bnx)dx.

,

onde a última igualdade segue da definição de p̂n em (3.5).

Agora, fazendo uma mudança de variáveis obtemos

ϕ′n(t) =
1

1− δn

bn∫
−bn

(
x

bn
− dn

)(
eit(x/bn−dn) − 1

)
dF (x).

onde F é a função de distribuição de X1, que tem densidade p(x).

Usando a conhecida desigualdade |eis − 1| ≤ |s|, ∀s ∈ R e em seguida a desigualdade

(a− b)2 ≤ 2a2 + 2b2, obtemos
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|ϕ′n(t)| ≤ 1

1− δn

bn∫
−bn

∣∣∣∣ xbn − dn
∣∣∣∣ ∣∣∣∣t( x

bn
− dn

)∣∣∣∣ dF (x)

=
|t|

1− δn

bn∫
−bn

(
x

bn
− dn

)2

dF (x)

≤ |t|
1− δn

bn∫
−bn

2

(
x

bn

)2

dF (x) +
|t|

1− δn

bn∫
−bn

2d2ndF (x)

≤ 2|t|
b2n(1− δn)

bn∫
−bn

x2dF (x) +
2|t|

1− δn
d2n.

Então, usando (3.16), podemos escrever

|ϕ′n(t)| ≤ 2|t|
b2n(1− δn)

 bn∫
−bn

x2dF (x) +
1

(1− δn)2

 bn∫
−bn

|x|dF (x)

2
 . (3.20)

Integrando por partes com u = x2 e dv = dF (x), obtemos,

bn∫
−bn

x2dF (x) = −b2n (1− F (bn) + F (−bn)) + 2

bn∫
0

x (1− F (x) + F (−x)) dx

≤ 2

bn∫
0

x (1− F (x) + F (−x)) dx. (3.21)

Por outro lado, integrando também por partes, tomando u = x, dv = dF (x),

bn∫
−bn

|x|dF (x) = −bn (1− F (bn) + F (−bn)) +

bn∫
0

(1− F (x) + F (−x)) dx

≤
bn∫
0

(1− F (x) + F (−x)) dx. (3.22)

Agora, como δn ∼
c

n
, com c dependendo somente de p, temos que

1

1− δn
−→
n→∞

1 e assim é

limitada por uma constante que depende somente de p. Então de (3.20), (3.21) e (3.22) segue

|ϕ′n(t)| ≤C|t|
b2n

bn∫
0

x (1− F (x) + F (−x)) dx

+
C3|t|
b2n

 bn∫
0

(1− F (x) + F (−x)) dx

2

, (3.23)
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para alguma constante C > 0 dependendo unicamente de p.

Assim, para obter o resultado desejado devemos limitar as duas integrais em (3.23). Para

isto, lembremos que pelo Corolário 1.3.13 temos |f(t)| = exp {−c|t|αh (1/|t|)} onde c > 0 e h(x)

é uma função de variação lenta quando x→∞ e pelo Teorema 1.3.10,

F (x) =
(c0 + o(1))

(−x)α
h(−x)x < 0 e F (x) = 1− (c1 + o(1))

xα
h(x) x > 0. (3.24)

Por um lado, considerando a primeira integral em (3.23), vamos provar que para alguma cons-

tante C1 > 0,

1

b2n

bn∫
0

x [1− F (x) + F (−x)] dx ≤ C1

n
. (3.25)

De fato, podemos escrever para a função h(x)

bn∫
0

h(x)

xα−1
dx = b2−αn h(bn)

1∫
0

h(sbn)

h(bn)

ds

sα−1
.

Agora, como h é de variação lenta e bn = n1/αh(n), segue do Corolário 1.1.5 que bn →∞ e

dáı, pelo Teorema 1.1.3, temos
h(bns)

h(bn)
−→
n→∞

1 uniformemente para todo s ∈ [0, 1]. Logo

1∫
0

h(sbn)

h(bn)

ds

sα−1
−→
n→∞

1∫
0

ds

sα−1
=

1

2− α
.

Assim, existe M > 0 tal que ∣∣∣∣∣∣
1∫

0

h(sbn)

h(bn)

ds

sα−1

∣∣∣∣∣∣ ≤M. (3.26)

Agora, usando (3.24) e fazendo a mudança de variáveis x = sbn, obtemos

1

b2n

bn∫
0

x (1− F (x) + F (−x)) dx =
1

b2n

bn∫
0

(c1 + c0 + o(1))
h(x)

xα−1
dx

=
1

b2n
(c1 + c0 + o(1)) b2−αn h(bn)

1∫
0

h(sbn)

h(bn)

ds

sα−1
.

Logo, por (3.26) e como h(bn) ∼ bαn
n

(pelo Teorema 1.3.12) e obtemos (3.25) como queŕıamos.

Por outro lado, para obtermos uma cota superior para a segunda integral em (3.23), vamos

considerar três casos separadamente.
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Caso 0 < α < 1. Utilizando (3.24), temos

1

b2n

 bn∫
0

(1− F (x) + F (−x)) dx

2

≤ 1

b2n
(c1 + c0 + o(1))2

 bn∫
0

h(x)

xα
dx

2

. (3.27)

Agora, usando os mesmos argumentos utilizados anteriormente para a prova de (3.25),

obtemos que

bn∫
0

h(x)

xα
dx = b1−αn h(bn)

1∫
0

h(sbn)

h(bn)

ds

sα
.

Mas, quando n→∞,
1∫

0

h(sbn)

h(bn)

ds

sα
→

1∫
0

ds

sα
=

1

1− α
,

e como lim
n→∞

nh(bn)

bαn
= 1, segue que

bn∫
0

h(x)

xα
dx = b1−αn h(bn)

1∫
0

h(sbn)

h(bn)

ds

sα
∼ bn

(1− α)n
, quando n→∞.

Logo, existe C2 > 0 dependendo de p e α, tal que∣∣∣∣∣∣
bn∫
0

h(x)

xα
dx

∣∣∣∣∣∣ ≤ C2
bn

(1− α)n
,

e de (3.27) segue que

1

b2n

 bn∫
0

(1− F (x) + F (−x)) dx

2

≤ C2

n2
,

Caso α = 1. Com h é de variação lenta, pelo Corolário 1.1.5, segue que para todo ε > 0

dado, x−εh(x)→ 0 quando x→∞.

Então, dado ε =
1

4
, existe uma constante C1 > 0, dependendo somente ε =

1

4
, tal que

h(x) ≤ C1x
1/4, para todo x ≥ 1. Logo,

bn∫
1

h(x)

x
dx ≤ C1(b

1/4
n − 1) ≤ C1b

1/4
n . (3.28)
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Agora como 1− F (x) + F (−x) ≤ 1, usando (3.24) e (3.28), obtemos

1

b2n

 bn∫
0

[1− F (x) + F (−x)]dx

2

≤ 1

b2n

1 +

bn∫
1

[1− F (x) + F (−x)]dx

2

≤ 1

b2n

1 + (c0 + c1 + o(1))

bn∫
1

h(x)

x
dx

2

≤ 1

b2n
(1 + C1b

1/4
n )2.

Agora, como bn → +∞, segue que (1 + C1b
1/4
n ) ∼ C1b

1/4
n quando n→∞, e dáı segue

1

b2n

 bn∫
0

[1− F (x) + F (−x)]dx

2

≤ C̃1

b
3/2
n

,

onde C̃1 depende unicamente de p.

Por outro lado, como bn = nh(n) (pois α = 1), temos que b
3/2
n = n3/2h̃(n), onde h̃(n) =

[h(n)]3/2 também é de variação lenta. Então
b
3/2
n

n
= n1/2h̃(n) −→

n→∞
+∞ pelo Corolário 1.1.5.

Assim, segue que
C̃1

b
3/2
n

= O

(
1

n

)
e dáı,

1

b2n

 bn∫
0

[1− F (x) + F (−x)]dx

2

≤ C3
1

n
,

onde C3 é uma constante que depende somente de p.

Caso 1 < α < 2. Neste situação, temos

+∞∫
0

(1− F (x) + F (−x)) dx =

∞∫
0

P (|X1| > x)dx = E|X1| < +∞.

Agora, b2n = n2/αh̃(n), com h̃(n) = (h(n))2 de variação lenta e dáı
b2n
n

= n(2/α)−1h̃(n) −→ 0 pelo

Corolário 1.1.5, pois
2

α
− 1 > 0. Então segue

1

b2n

 bn∫
0

(1− F (x) + F (−x)) dx

2

≤ C

n
,
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com C uma constante dependendo somente de p.

Portanto, em todos os três casos considerados, podemos concluir que

1

b2n

 bn∫
0

[1− F (x) + F (−x)] dx

2

≤ C

n
, (3.29)

para alguma constante C que depende somente de p.

Finalmente, usando (3.25) e (3.29) em (3.23) obtemos (3.19).

No lema a seguir vamos obter uma cota superior para a função [ϕn(t)]k análoga à cota (1.28)

obtida para a derivada da função caracteŕıstica de Zn.

Lema 3.1.4. Sejam δ ∈ (0, α) e η ∈ (0, 1) fixos. Então, existem constantes positivas ε, c, C

que dependem de p, δ, η com a seguinte propriedade: se k > ηn, então

|ϕn(t)|k = |f̂n(t)|k ≤ Ce−c|t|
δ

sempre que |t| ≤ εbn, (3.30)

onde f̂n(t) é a função caracteŕıstica associada à p̂n(x), dada em (3.6).

Demonstração. Por conveniência, vamos assumir |t| ≥ 1. Primeiramente notemos que para

todo t ∈ R,

f̂n(t) =
1

1− δn
(f1(t/bn)− δnĝn(t)) , (3.31)

onde ĝn(t) é a função caracteŕıstica associada à q̂n(t), dada em (3.6).

Por outro lado, do Corolário 1.3.13 temos

|f(t)| = exp {−c|t|αh (1/|t|)} , (3.32)

com c > 0 e h(x) é uma função de variação lenta quando x→∞. Sendo assim, pelo Teorema

de Representação de Karamata (Teorema 1.1.4), podemos representar h(x) como

h(x) = c(x) exp


x∫

x0

w(y)

y
dy

 , (3.33)

onde x0 > 0, c(x)→ c > 0 e w(x)→ 0 quando x→∞.

Como
c(bn/|t|)
c(bn)

→ 1 quando n→∞, existe c0 > 0 tal que
c(bn/|t|)
c(bn)

≥ c0.
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Agora, para ε ∈ (0, 1] fixo, para x0 = minn≤1 {bn : 1 ≤ |t| ≤ εbn}, de (3.33) segue

h(bn/|t|)
h(bn)

=
c(bn/|t|)
c(bn)

exp

−
bn/|t|∫
bn

w(y)

y
dy



≥ c0 exp

−
bn/|t|∫
1/ε

w(y)

y
dy

 .

Como w(x)→ 0, quando x→∞, podemos tomar γ = γ(ε) = sup
y≥1/ε

|w(y)| e obter

h(bn/|t|)
h(bn)

≥ c0 exp

−γ
bn/|t|∫
1/ε

1

y
dy

 ≥ c0|t|−γ. (3.34)

Dáı, usando limn→∞
nh(n)

bαn
= 1 e (3.34) e (3.32) obtemos

|f(t)| ≤ exp
{
−c1|t|α−γ/n

}
,

para alguma constante c1 > 0.

Agora, vamos escolher ε > 0 de modo que γ < α− δ. Então usando a desigualdade anterior

em (3.31), para 1 ≤ |t| ≤ εbn, temos

|f̂n(t)| = 1

1− δn
|f1(t/bn)− δnĝn(t)|

≤ 1

1− δn
(|f1(t/bn)|+ δn)

≤ 1

1− δn

(
exp

{
−c1|t|α−γ

n

}
+ δn

)

≤ exp

{
−c1|t|α−γ

n

}
+ δn. (3.35)

Notemos que para 1 ≤ |t| ≤ εbn, como α− γ > δ > 0, temos

c1|t|α−γ

n
≤ c1(εbn)α−γ

n
.
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Mas como bn = n1/αh(n), então
bα−γn

n
= n−α/γh̃(n) −→

n→∞
0, pelo Corolário 1.1.5, pois

h̃ = (h(n))α−γ é de variação lenta e
γ

α
> 0.

Então, existe K > 0 constante tal que:

c1|t|α−γ

n
≤ c1|bn|α−γ

n
< K.

Agora, usando

log x ≤ x− 1 para x > 0, e−x ≤ 1− 1

K
(1− e−K)x para 0 ≤ x ≤ K,

e como
c1|t|α−γ

n
< K, segue que

log

(
exp

{
−c1|t|α−γ

n

}
+ δn

)
≤ exp

{
−c1|t|

α−γ

n

}
+ δn − 1

≤ − 1

K

(
1− e−K

) c1|t|α−γ
n

+ δn.

Dáı, como δn ∼
c

n
, com c > 0 constante segue que

log

(
exp

{
−c1|t|α−γ

n

}
+ δn

)
≤ c2
n
− c3|t|α−γ

n
,

com c3 constante positiva independente de n. Sendo assim, de (3.35) obtemos

|f̂n(t)| ≤ exp

{
1

n

(
c2 − c3|t|α−γ

)}
.

Como esta desigualdade é também válida para qualquer potência k, temos

|f̂n(t)|k ≤ exp

{
k

n

(
c2 − c3|t|α−γ

)}

= C exp

{
−k
n
c3|t|α−γ

}
.

Portanto, para k > ηn segue

|f̂n(t)|k ≤ C exp
{
−ηc3|t|δ

}
e (3.30) está provada com c = ηc3.
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Notemos que nas demostrações dos lemas anteriores não usamos o fato que I(p) é finito.

Sendo assim, os resultados são válidos para quaisquer distribuições que estão no domı́nio de

atração dessas leis estáveis.

A seguir, vamos apresentar uma aplicação dos dois lemas anteriores, onde inclúımos a

hipótese I(p) < +∞ que é de nosso interesse para provarmos (3.17) no próximo lema.

Primeiramente lembremos que se I(p) é finito, a densidade p tem variação limitada e se

anula no infinito. Assim, da Proposição 2.3.1 temos ‖p‖TV ≤
√
I(p) e dáı podemos obter

‖rn‖TV = ‖p̂n‖TV =
bn

1− δn
∥∥p1{|x|≤bn}∥∥TV ≤ bn

1− δn
‖p‖TV ≤

bn
1− δn

√
I(p). (3.36)

Por outro lado, de (2.18) temos |f(t)| ≤ ‖p‖TV
|t|

, (t 6= 0) onde f é a função caracteŕıstica

de p. Então, usando esta desigualdade para as funções caracteŕısticas f̂n e ϕn, associadas às

densidades de p̂n e rn respectivamente, obtemos de (3.36)

|ϕn(t)| = | ˆfn(t)| ≤ ‖p̂‖TV
|t|

≤ 1

1− δn

√
I(p)

|t|
, (t 6= 0),

e como
δn
n
∼ c, com c dependendo somente de p, segue que

|ϕn(t)| ≤ C
bn
|t|
, (t 6= 0) (3.37)

para alguma constante C dependendo somente de p.

Corolário 3.1.5. Suponhamos que I(p) < ∞. Sejam δ ∈ (0, 1) e η ∈ (0, 1) fixos. Então para

k ≥ 4 existe uma constante C dependendo de p, δ e η tal que

∞∫
−∞

t2|(ϕkn)′(t)|dt ≤ C. (3.38)

∞∫
−∞

(1 + |t|)|ϕn(t)|kdt ≤ C. (3.39)

Demonstração. Como (ϕkn)′(t) = kϕk−1n ϕ′(t), temos de (3.19), no Lema 3.1.3, que

∞∫
−∞

t2|(ϕkn)′(t)|2dt = k2
∞∫

−∞

t2|(ϕn)′(t)|2|ϕn(t)|2(k−1)dt ≤ C2

n2

∞∫
−∞

t4|ϕn(t)|2(k−1)dt. (3.40)
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Basta limitar a última integral por alguma constante C̄. Para isso, se |t| ≤ εbn, de (3.30), no

Lema 3.1.4, segue∫
|t|≤εbn

t4|ϕn(t)|2(k−1)dt ≤
∫

|t|≤εbn

t4Ĉe−c|t|
δ

dt ≤
∫

|t|≤εbn

Ĉ(εbn)4e−c|t|
δ

dt ≤ Ĉ(εbn)4
∫

|t|≤εbn

dt ≤ C̄.

(3.41)

No caso |t| > εbn, observemos que

f̂n(bnt) =
1

1− δn

bn∫
−bn

eitxp(x)dx.

Agora, usando cotas de separação gerais para funções caracteŕısticas discutidas em [4], podemos

obter

sup
|t|≥ε
|ψn(bnt)| = sup

|t|≥ε
|f̂n(bnt)| ≤ e−c, (3.42)

Assim, fazendo a mudança de variáveis t = bny e usando (3.1) e (3.42) , temos para k ≥ 4∫
|t|≥εbn

t4|ϕn(t)|2(k−1)dt = b5n

∫
|y|≥ε

y4|ϕn(bny)|6|ϕn(bny)|2(k−4)dy

≤ b5n

∫
|y|≥ε

y4|ϕn(bny)|6e−2c(k−4)dy

≤ b5ne
−2c(k−4)

∫
|y|≥ε

c

y2
dy

≤ Ĉb5ne
−2ck, com Ĉ ∈ R. (3.43)

Assim, usando (3.41) e (3.43) em (3.40) obtemos

∞∫
−∞

t2|(ϕkn)′(t)|2dt ≤ C2

n2

(
C̄ + Ĉb5ne

−2ck
)
,

e como
1

n2
→ 0 e

b5n
n2

= n(5/2−2)h̃(n) −→
n→∞

0, pois h̃(n) = [h(n)]5 é de variação lenta e
5

2
− 2 > 0,

segue (3.38).

Usando o mesmo racioćınio, podemos provar (3.39).
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Agora, usando as cotas obtidas no Corolário 3.1.5, vamos obter cotas para as parcelas

I
(
p̂k∗n ∗ q̂

(n−k)∗
n

)
em (3.9), para k > n− 3, não inclúıdas no Lema 3.1.2.

Para isso, vamos fazer alguns cálculos preliminares que simplificarão a prova do lema a

seguir. Recordemos que rn(x) = p̂n(x + dn) é uma densidade com função caracteŕıstica ϕn e

que [ϕn]k é função caracteŕıstica da densidade rk∗n . Sendo assim, podemos usar as fórmulas

de inversão para k ≥ 4, pois as cotas obtidas no Corolário 3.1.5 garantem as condições de

integrabilidade que precisamos.

Para x ∈ R podemos escrever,

rk∗n (x) =
1

2π

∞∫
−∞

e−itx[ϕn(t)]kdt, (3.44)

e derivando obtemos

(
rk∗n
)′

(x) =
1

2π

∞∫
−∞

e−itx(−it)[ϕn(t)]kdt. (3.45)

Note que pelo Corolário 3.1.5, para k ≥ 4,

∞∫
−∞

|ϕn(t)|kdt ≤
∞∫

−∞

(1 + |t|)|ϕn(t)|kdt ≤ C

e
∞∫

−∞

|t||ϕn(t)|kdt ≤
∞∫

−∞

(1 + |t|)|ϕn(t)|kdt ≤ C, (3.46)

logo, as igualdades (3.44) e (3.45) estão bem definidas.

Por outro lado, podemos escrever

rk∗n (x) + x
(
rk∗n
)′

(x) = − 1

2π

∞∫
−∞

e−itxt[(ϕn(t))k]′dt, (3.47)

pois, integrando por partes, fazendo u = eitxt e dv = [(ϕn(t))k]′dt e usando (3.44) e (3.45),

temos

− 1

2π

∞∫
−∞

e−itxt[(ϕn(t))k]′dt = x
1

2π

∞∫
−∞

e−itx(−it)[ϕn(t)]kdt+
1

2π

∞∫
−∞

e−itx[ϕn(t)]kdt

= rk∗n (x) + x
(
rk∗n
)′

(x).

Note que, pelo Corolário 3.1.5, (3.47) está bem definida.
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Logo, segue de (3.47) e de (3.44) que

x
(
rk∗n
)′

(x) = − 1

2π

∞∫
−∞

e−itx
(
ϕn(t)k + tkϕn(t)k−1ϕ′n(t)

)
dt.

Isto mostra que a função x
(
rk∗n
)′

(x) ∈ L2
R, pois é a Transformada de Fourier da função ϕn(t)k+

tkϕn(t)k−1ψ′n(t) ∈ L2
R ∩ L1

R. Portanto, podemos escrever

|
(
rk∗n
)′

(x)| ≤ unk(x)

|x|

onde unk(x) ∈ L2
R, com ‖unk‖

2
2 =

∞∫
−∞

(unk)
2dx ≤ C.

Além disso, por (3.46) temos para uma constante C > 0, independente de k e n, que∥∥(−it)(ψn(t)k)
∥∥
1
≤ C e de (3.44) temos

sup
x
|(rk∗n )(x)| ≤ C para todo n.

Logo, após algumas manipulações podemos concluir que

|
(
rk∗n
)′

(x)| ≤ vnk(x)

1 + |x|
, para alguma função vnk(x) ∈ L2. (3.48)

Assim, estamos prontos para provar o seguinte resultado.

Lema 3.1.6. Se 15 ≤ ηn ≤ k ≤ n, então

I(p̂k∗n ∗ q̂(n−k)∗n ) ≤ C, (3.49)

onde C depende unicamente de p e η.

Demonstração. Lembrando (3.14), temos

I(p̂k∗n ∗ q̂(n−k)∗n ) ≤ I(p̂n
k∗),

e pela definição de rn em (3.15), é suficiente provar (3.17), ou seja,

I(p̂n
k∗) = I(rk∗n ) ≤ C.

Assumamos primeiramente que η0n ≤ k ≤ n, onde η0 ≤ η. Notemos que, usando (3.36) como

δn ∼
c

n
, então para alguma constante C > 0,

‖rn‖TV ≤ Cbn
√
I(p) < +∞,
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ou seja, a variação total de rn é finita. Logo, usando os mesmos argumentos para obter (3.12)

na prova do Lema 3.1.2, podemos concluir para k ≥ 3,

I(rk∗n ) ≤ 3

2
‖rn‖2TV < +∞.

Por outro lado, de (3.48), usando a Desigualdade de Cauchy-Schwartz, obtemos

∥∥rk∗n ∥∥TV ≤
∞∫

−∞

|(rk∗n )′(x)|dt ≤

 ∞∫
−∞

u2nk(x)dx

1/2 ∞∫
−∞

dx

1 + |x|

1/2

= C̄ ‖unk‖2 = C,

onde a constante C pode depender de p e η0.

Agora, novamente aplicando a Proposição 2.3.3 para convoluções de quaisquer três densi-

dades rk∗n , isto é, se η0n ≤ kj ≤ n e kj ≥ 5, j = 1, 2, 3 obtemos que,

I(r(k1+k2+k3)∗n ) ≤ 1

2

(∥∥r[(k1+k2+k3)/3]∗n

∥∥2
TV

+ 2
∥∥|r[(k1+k2+k3)/3]∗n

∥∥
TV

∥∥|r(k1+k2+k3)−2[(k1+k2+k3)/3]∗n

∥∥
TV

)
≤ 3

2

∥∥rk∗n ∥∥TV
≤ 3

2
C2. (3.50)

Assim, se k ≥ 15, basta escolher k1 = k2 =
[
k
3

]
, k3 = k−(k1+k2) e teŕıamos kj ≥ 5, j = 1, 2, 3.,

k = k1 + k2 + k3 e o resultado segue de (3.50).

Da mesma forma, se k ≥ ηn, temos kj ≥
[
ηn
3

]
≥ ηn

6
e basta escolher η0 = η

6
, e (3.49) segue

também de (3.50).

Finalmente, podemos agora provar o Lema 3.1.1.

Prova do Lema 3.1.1. Seja 0 < η < 1. No caso, 15 ≤ ηn ≤ n − 3, então podemos por (3.9)

escrever

I(pn) ≤
n∑
k=0

(
n

k

)
(1− δn)kδn−kn I

(
p̂k∗n ∗ q̂(n−k)∗n

)

=
∑

0≤k<ηn

(
n

k

)
(1− δn)kδn−kn I

(
p̂k∗n ∗ q̂(n−k)∗n

)
+

∑
ηn≤k≤n

(
n

k

)
(1− δn)kδn−kn I

(
p̂k∗n ∗ q̂(n−k)∗n

)
.

Agora, na primeira soma como k < ηn ≤ n − 3 podemos usar a cota obtida no Lema 3.1.2 e

na segunda soma, como 15 ≤ ηn ≤ k ≤ n, podemos usar a cota obtida no Lema 3.1.6. Assim
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obtemos

I(pn) ≤
∑

0≤k<ηn

(
n

k

)
(1− δn)kδn−kn C̄I(p)(nbn)2 +

∑
ηn≤k≤n

(
n

k

)
(1− δn)kδn−kn C

= C̃(nbn)2
∑

0≤k<ηn

(
n

k

)
(1− δn)kδn−kn + C

∑
ηn≤k≤n

(
n

k

)
(1− δn)kδn−kn

≤ C̃(nbn)22nδ
(1−η)n
n + C.

Mas, como δn ∼
c

n
, podemos escolher 0 < η < 1 (por exemplo η =

1

2
) tal que

lim
n→∞

(nbn)22nδ(1−η)nn = 0.

Logo, segue I(pn) ≤ C, para alguma constante C > 0 e o lema está provado.

3.2 Teoremas de Limites

Consideremos, como antes, X1, X2, ... v.a.’s i.i.d. com função de densidade comum p(x) e

assuma que p é absolutamente cont́ınua com derivada p′(x).

Suponha que existem sequências de constantes {an}n≥1 e {bn}n≥1 , bn > 0, tais que Zn
D−→

Z, onde Z é uma v.a. α−estável, com 0 < α ≤ 2 e Zn =
Sn
bn
− an com Sn = X1 + · · ·+Xn.

Usando as mesmas notações da seção anterior, nosso objetivo é apresentar o Teorema Prin-

cipal de [6] que estabelece condições para que tenhamos I(Zn ‖ Z) −→
n→∞

0 quando Z é α−estável

não-extremal.

Lembrando que I(Zn ‖ Z) denota a Informação de Fisher relativa ou a distância de In-

formação de Fisher que, de acordo com a Definição 2.2.5, é dada por

I(Zn ‖ Z) = I(pn ‖ ψ) =

+∞∫
−∞

(
p′n(x)

pn(x)
− ψ′(x)

ψ(x)

)2

pn(x)dx, (3.51)

onde pn(x) denota a densidade de Zn e ψ a densidade de Z.

Vimos na Proposição 2.2.7 que se Z é α−estável não-extremal e não-normal, ou seja, 0 <

α < 2 e −1 < β < 1, então

I(Zn ‖ Z) < +∞⇔ I(Zn) < +∞.
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No caso de Z possuir distribuição Normal, na Proposição 2.2.8 temos que

I(Zn ‖ Z) < +∞⇔ I(Zn) < +∞ e EZ2
n < +∞,

onde EZ2
n < +∞ é equivalente a EX2

1 < +∞.

Além disso, pelo Lema 3.1.1, vimos que para Z não-extremal temos que : se I(Zn0) < +∞

para algum n0 ≥ 1 então sup
n≥n0

I(Zn) < +∞.

Antes de enunciarmos o resultado principal deste trabalho, necessitamos demonstrar um

lema auxilar que é na verdade um corolário das Proposições 1.4.1 e 1.4.2.

Lema 3.2.1. Suponhamos que Zn
D−→ Z, onde Z segue uma lei estável não extremal. Se

I(Zn0) < ∞ para algum n0, então, para todo n grande o suficiente, as densidades pn são

continuamente diferenciáveis. Além disso, para todo T > 0 fixo,

T∫
−T

(
p′n(x)

pn(x)
− ψ′(x)

ψ(x)

)2

pn(x)dx = o(1) quando n→∞. (3.52)

Demonstração. Segue do Lema 3.1.1 que para todo n ≥ n0, I(Zn) <∞. Assim, para n ≥ n0, a

expressão (3.52) fica bem definida. Por outro lado, tomando C =
√
I(Zn0) segue de (2.19) que

|fn0(t)| ≤
C

|t|
, t 6= 0.

Por outro lado, como fn0(t) = E(eitZn0 ) = eian0

[
f

(
t

n0

)]n0

, segue que

|fn0(t)| ≤
(
C

bn0

)1/n0

|t|−1/n0 .

Assim, temos
+∞∫
−∞

|fn0(t)|2n0dt ≤
(
C

bn0

)2
∞∫

−∞

|t|−2dt < +∞,

e
+∞∫
−∞

|fn0(t)|3n0 |t|dt ≤
(
C

bn0

)3
∞∫

−∞

|t|−2dt < +∞.

Ou seja, as condições (1.22) e (1.24) das Proposições 1.4.1 e 1.4.2 são satisfeitas e assim

segue (1.23) e (1.25). Além disso, temos para n suficientemente grande que as densidades pn

são continuamente diferenciáveis. Fica assim mostrada a primeira parte da proposição.
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Agora, já vimos que a densidade ψ de uma lei estável não extremal é positiva e cont́ınua

em todo seu domı́nio. Logo existem a e A em [−T, T ] tais que 0 < ψ(a) ≤ ψ(x) ≤ ψ(A) para

todo x ∈ [−T, T ].

Assim, de (1.23), tomando ε =
ψ(a)

2
> 0, para n suficientemente grande

0 <
ψ(a)

2
≤ −ψ(a)

2
+ ψ(x) < pn(x), para todo x ∈ [−T, T ],

ou seja, fazendo k =
ψ(a)

2
> 0 temos para n suficientemente grande que pn(x) ≥ k, se |x| ≤ T .

Por outro lado, pelas convergência uniformes em (1.23) e (1.25) existem sequências de

números reais não negativos (An)n≥1 e (Bn)n≥1 que convergem para zero, tais que para n

grande o suficiente e para todo x ∈ R,

|pn(x)− ψ(x)| ≤ An e |p′n(x)− ψ′(x)| ≤ Bn. (3.53)

Além disso, por (1.12) na Observação 1.3.6, segue que

|ψ′(x)|
ψ(x)

≤ C, para x ∈ R. (3.54)

Finalmente, podemos escrever

T∫
−T

(
p′n(x)

pn(x)
− ψ′(x)

ψ(x)

)2

pn(x)dx =

T∫
−T

(
p′n(x)ψ(x)− pn(x)ψ′(x)

pn(x)ψ(x)

)2

pn(x)dx

=

T∫
−T

(p′n(x)− ψ′(x))2

pn(x)
+

2ψ′(x)

ψ(x)

(p′n(x)− ψ′(x))(pn(x)− ψ(x))

pn(x)
dx

+

T∫
−T

(
ψ′(x)

ψ(x)

)2
(ψ(x)− pn(x))2

pn(x)
dx.

Agora, usando (3.53), (3.54) e que pn(x) ≥ k se |x| ≤ T para n suficiente grande, segue que

T∫
−T

(
p′n(x)

pn(x)
− ψ′(x)

ψ(x)

)2

pn(x)dx ≤
T∫

−T

A2
n

k
+

2

k
AnBnC +

1

k
(CBn)2dx

= 2T

(
A2
n

k
+

2

k
AnBnC +

1

k
(CBn)2

)
.
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A última expressão tende para zero quando n → ∞, pois An → 0 e Bn → 0, e o resultado

segue.

Finalmente, estamos em condições de demonstrar o Teorema Principal deste trabalho.

Teorema 3.2.2. Suponhamos que Zn
D−→ Z, onde Z segue uma lei α−estável não-extremal.

Então I(Zn ‖ Z)→ 0 quando n→∞ se, e somente se, I(Zn ‖ Z) <∞ para algum n.

Demonstração. Suponha que Zn
D−→ Z, com Z α−estável não-extremal.

Se I(Zn ‖ Z) −→
n→∞

0, é imediato que I(Zn ‖ Z) < +∞ para algum n.

Assim, só temos que mostrar a rećıproca.

Suponhamos que I(Zn0 ‖ Z) < +∞ para algum n0 ≥ 1. Então, como observamos anterior-

mente, das Proposições 2.2.7 e 2.2.8 segue que I(Zn0) < +∞. Vale notar que no caso Normal,

também implica EX2
1 < +∞. Dáı, pelo Lema 3.1.1 segue que

I ′ = sup
n≥n0

I(Zn) < +∞.

Agora, como Zn =
Sn
bn
− an, da Observação 2.2.2 (e), segue

I(Zn) =
1

b2n
I(Sn).

Logo, para todo n ≥ n0

I(pn) = I(Sn) = b2nI(Zn) ≤ b2nI
′ < +∞.

Mas, para n ≥ 2n0, temos que pn = pn0 ∗ pn−n0 e dáı, segue da Definição 2.4.1 que pn ∈ B2,

onde B2 indica o conjunto de todas as densidades que são representáveis pela convolução de

duas densidades com Informação de Fisher finita. Assim, pela Proposição 2.4.3 segue que p′(x)

é cont́ınua e de variação limitada.

Então para n ≥ 2n0, escrevemos n = n1 + n2 com n1 = [
n

2
] e n2 = n − n1. Notemos que

n1, n2 ≥ n0 e então

I(Sn1) ≤ b2n1
I ′ e I(Sn − Sn1) ≤ b2n2

I ′.

Agora, como por (3.3), bn = n1/αh(n), segue que existe uma constante I > 0 tal que I(Sn1) ≤

b2nI e I(Sn − Sn1) ≤ b2nI. Dáı para n ≥ 2n0, temos que

Zn =

(
Sn1

bn
− an

)
+
Sn − Sn1

bn
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representa a soma de duas v.a.’s independentes e ambas com Informação de Fisher no máximo

I. Ou seja, pn ∈ B2(I) para todo n ≥ 2n0 e pelo Lema 3.2.1 segue para T > 0∫
|x|≤T

(
p′n(x)

pn(x)
− ψ′(x)

ψ(x)

)2

pn(x)dx = o(1) quando n→∞. (3.55)

Assim, resta mostrar que para um T > 0 adequado

J =

∫
|x|≥T

(
p′n(x)

pn(x)
− ψ′(x)

ψ(x)

)2

pn(x)dx = o(1) quando n→∞. (3.56)

Notemos que J ≤ 2J1 + 2J2, onde

J1 =

∫
|x|≥T

p′n(x)2

pn(x)
dx e J2 =

∫
|x|≥T

(
ψ′(x)

ψ(x)

)2

pn(x)dx. (3.57)

Primeiramente, vamos mostrar que podemos escolher T > 0 tal que J2 < ε para n sufici-

entemente grande. Para isto, vamos considerar dois casos separadamente.

Caso 1. 0 < α < 2.

Dado que Z é estável não-extremal, por (1.12) sua densidade ψ satisfaz,

|ψ′(x)|
ψ(x)

≤ c

1 + |x|
,

para alguma constante c dependendo unicamente de ψ. Logo,

J2 ≤
∫
|x|≥T

(
c

1 + |x|

)2

pn(x)dx ≤
∫
|x|≥T

(
c

1 + T

)2

pn(x)dx ≤
(

c

1 + T

)2

,

e assim podemos escolher T > 0 suficientemente grande tal que J2 < ε,∀n.

Caso 2. α = 2 e EX2
1 <∞.

Podemos assumir, sem perda de generalidade, que EX1 = 0, EX2
1 = 1. Neste caso, ψ é a

densidade de uma Normal padrão e podemos escrever

J2 =

∫
|x|≥T

x2pn(x)dx.

Agora, como EZ2
n = 1, ∀n ≥ 1 temos que q(x) = x2pn(x) é uma densidade de probabilidade na

reta, com função caracteŕıstica ϕ(t) =

∞∫
−∞

eitxx2pn(x) = −f ′′n(t).

Agora, aplicando a conhecida Desigualdade de truncação (Vide [1], pág. 303) para a densi-

dade q, temos
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∫
|x|≥T

q(x)dx ≤ T

2/T∫
0

(1−Reϕ(t))dt.

Ou seja,

J2 ≤ T

2/T∫
0

(1 +Ref ′′n(t))dt.

Em nosso caso, a função caracteŕıstica de Z é g(t) = e−t
2/2, então 1 + g′′(t)→ 0 quando t→ 0

e para qualquer constante c > 0, sup|t|≤c |f ′′(x)− g′′(x)| → 0 quando n→∞.

Assim, dado ε > 0, podemos escolher T > 0 tal que

J2 ≤ T

2/T∫
0

|1 + g′′(t)|dt+ T

2/T∫
0

|f ′′n(t)− g′′(t)|dt

ε

2
+ 2 sup

|t|≤ 2
T

|f ′′n(t)− g′′(t)|dt,

e dáı, segue que J2 < ε para n suficientemente grande e T apropriadamente escolhido.

Por outro lado, para estimar J1, como pn ∈ B2 aplicaremos o Corolário 2.4.6 para obter

que para qualquer T ∈ R,

J1 ≤ I3/4
(√

pn(T )| log pn(T )|+
√
pn(−T )| log pn(−T )|

)
+ 2I

 ∫
|x|≥T

pn(x)[log(pn(x))]2dx


2

. (3.58)

Usando (1.22) e a relação assintótica para ψ(x) quando x→∞ da Proposição 1.3.4 temos para

todo n suficiente grande e para todo T ≥ T0,√
pn(±T )| log pn(±T )| ≤ c̄

log T√
T

+ ε̄n, (3.59)

onde ε̄n → 0 quando n→∞, c̄ > 0 e T0 suficientemente grande que dependem unicamente de

ψ.

Agora, nosso objetivo é limitar a integral J1 com expressões que possam ser tão pequenas

como desejemos para n grande. Note que de (3.59) o problema fica resolvido para a primeira

parcela de (3.58). Assim, só resta limitar a integral∫
|x|≥T

pn(x) log2(pn(x))dx.
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Para isto, vamos escrever

{x ∈ R : |x| ≥ T} = A ∪B,

onde A = {x ∈ R : |x| ≥ T, pn(x) ≤ |x|−4} e B = Ac. Da definição do conjunto A segue

∫
A

pn(x)[log(pn(x))]2dx ≤
∫
A

1

|x|4

[
log

1

|x|4

]2
dx = 16

∫
A

1

|x|4
[log |x|]2dx.

De onde, ∫
A

pn(x)[log(pn(x))]2dx ≤ 32

T
. (3.60)

Por outro lado, já vimos que pn ∈ B2(I) sempre que n ≥ 2n0. Dáı, pn está uniformemente

limitada, pois, supx pn(x) ≤
√
I para todo n ≥ 2n0. Logo, sobre o conjunto B, temos

| log pn(x)| ≤ | log
√
I| ≤ | log

√
I|+ log

√
I

pn(x)
≤ | log

√
I|+ |x|4 log

√
I

=
1

2
log I + 4 log x+

1

2
| log I| ≤ 1

2
| log I|+ 4 log |x|+ 1

2
| log I|

= 4 log |x|+ | log I|.

Agora, note que ( 4 log |x| + | log I|)2 = (log |x|4 + | log I|)2 =

 16 log2(I
1
4 |x|) se I ≥ 1

16 log2(I−
1
4 |x|) se 0 < I < 1.

Portanto, ∫
B

pn(x)[log(pn(x))]2dx ≤ C

∫
|x|≥T

pn(x)[log |x|]2dx, (3.61)

onde a constante C depende unicamente de I.

Finalmente, pela Observação 1.3.3 (f), os momentos E|Zn|δ estão uniformemente limitados

em n, sempre que 0 < δ < α. Fazendo δ =
α

2
, seja K > 0 tal que para todo n, E|Zn|α/2 ≤ K.

Então usando a cota elementar |x|α/4 ≥ cα[log |x|]2, para |x| ≥ T0, onde cα é uma constante

que depende de α, podemos obter,

K ≥ E|Zn|α/2 =

∫
R

|x|α/2pn(x)dx ≥ Tα/4
∫
|x|≥T

|x|α/4pn(x)dx

≥ cαT
α/4

∫
|x|≥T

pn(x)[log |x|]2dx.

Assim, de (3.61) ∫
B

pn(x)[log pn(x)]2dx ≤ CT−α/4, (3.62)
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com alguma constante C independente de n.

Usando (3.60) e (3.62) em (3.58), obtemos

J1 ≤ 2I3/4
(
c̄
log T√
T

+ ε̄n

)
+ 2I

(
32

T
+ cT−α/4

)2

≤ CT−α/8 + εn, (3.63)

onde a constante C é independente de n e εn → 0 quando n → ∞. Assim, isto completa a

prova de (3.56), que juntamente com (3.55) resulta que I(Zn ‖ Z)→ 0 quando n→∞.

Observação 3.2.3.

a) Vale notar que no caso extremal |β| = 1, a densidade ψ(x) tem um comportamento diferente

do caso não-extremal dado em (1.11). Por exemplo, quando 0 < α < 1 e β = 1, a densidade

é estritamente positiva somente num intervalo do tipo (x0,+∞) ou (−∞, x0) e quando

x → x0, ψ(x) → 0 extremadamente rápido. Assim, para garantir a finitude de I(Zn ‖ Z)

em (3.51) seria necessário estabelecer condições adicionais sobre p(x) e pn(x) na vizinhança

de x0. Um comportamento similar é observado no caso 1 ≤ α < 2 e |β| = 1. Para

maiores detalhes sobre o comportamento das densidades α−estáveis não-extremais veja, por

exemplo, [13] ou [27].

b) Em [7] é provado que as seguintes duas condições são equivalentes:

(i) I(Zn) <∞ para algum n ≥ 1.

(ii) Para algum n ≥ 1, Zn tem densidade pn continuamente diferenciável tal que

∞∫
−∞

|p′n(x)|dx <∞.

Ou seja, para algum n, a densidade pn é de variação limitada.

Sendo assim, o Teorema 3.2.2 é válido quando (ii) é satisfeita.

73



Referências Bibliográficas
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