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Resumo

Cordas cosmicas sao defeitos topologicos que surgem naturalmente devido a quebra
espontanea de simetria em varios modelos e teorias que visam descrever o modelo padrao
das interacoes elementares. Assume-se que estas interacoes se unificam em uma escala de
alta energia, chamada escala de grande unificagao (GUT), que é da ordem de 106 GeV.

Devido ao sucesso da teoria da relatividade geral, varias outras teorias alternativas
a relatividade apareceram por diversos motivos. A teoria escalar-tensorial da gravitagao
aparentemente ¢ a mais promissora destas teorias, cuja origem esta relacionada a teorias
fundamentadas em dimensoes maiores do que 4, como teorias de cordas e a teoria de
Kaluza-Klein.

Nesta dissertacao, estudamos as cordas cosmicas neutras utilizando a teoria da relativi-
dade geral e a teoria escalar-tensorial da gravitacao. No final, concluimos com um estudo
comparativo acerca dos resultados obtidos ao utilizarmos as duas teorias na descricao das

cordas cosmicas.



Abstract

Cosmic strings are topological defect which arise naturally due to the spontaneous
breaking of a symmetry in various models and theories which aim to describe the standard
model of fundamental interactions. One assumes that these interactions are unified in a
high energy scale, named grand unified theory (GUT), which is of order of 10'® GeV.

In spite of widely recognized success of the general relativity, the theory gives rise to
many alternative theories for one reason or another. Apparently, the scalar-tensor theory
of gravity is the most promising theory, which origin is related with theories based on
dimensions higher than 4, like string theory and Kaluza-Klein theory.

In this work, we study neutral cosmic strings in general relativity and in scalar-tensor
theory of gravity. In the end, we conclude with a comparative study of the results obtained

by both theories describing cosmic string models.
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Notacao

Ao longo do texto usaremos a seguinte notacao:

A assinatura da métrica utilizada nesta dissertagao é (1,—1,—1,—1).
Indices latinos variam de 1 a 4.
Indices gregos variam de 0 a 4.

A derivada covariante serd denotada por D,A, ou A,,, e a derivada parcial por

_ oA,
A, = ou A, ,.

v Qxr

O campo escalar de Higgs serd denotado por ¢ e o campo escalar das teorias
escalares-tensoriais serd ¢ no referencial conforme (referencial de Einstein) e & no

referencial fisico (referencial de Jordan-Fierz).

Em geral, foi adotado o sistema de unidades h = ¢ = 1, a menos que seja explicita-

mente evidenciado o contrario.

Utilizaremos também as seguintes definigoes:

Métricas:

ds® = g, dxtdx”.

v



Operador d’Alambertiano:

1
-9

O oM (\/—gg‘“’&,) .

5

Conexao métrica:

1 g
FZV = §gp (augcw + al/gcru - 809#1/)'

Derivada covariante:

DA, = 9,4, —T% A,.

Tensor de Riemann:
RZW = 8,,FZU — &,FZV + FZUFﬁV — Fzyfﬁa.

Tensor de Ricci:

R, =R , = g" Ropu-

upv

Escalar de Ricci:

R=g¢g"R,,.
Tensor de Einstein:
1
ij = RMV — §gMVR‘
Identidade de Bianchi:
DG} =0.



e Lagrangeano a partir de uma métrica:

L= §g#,,a':“j:".
e Equacgao de Euler-Lagrange:
oL oL
— —O0y==—=0.
Op 00,

e Conexao métrica a partir de um Lagrangeano:

o LT gy
x? 41, 2" = 0.

para forcas externas nulas.

vi



Capitulo 1

Introducao

A origem dos defeitos topologicos é explicada de forma natural pela quebra espotanea
de simetria descrita em varios modelos e teorias utilizadas na construcao do modelo padrao
das interacoes fundamentais (forgas eletrofracas e fortes). Dentro do modelo padrao, estas
interacoes se unificam em uma escala de alta energia, chamada escala de grande unificacao
(GUT), que é da ordem de 10'® GeV. Nesta faixa de energia, devido a alta densidade
do universo, podemos dar um tratamento classico a gravitacao e assumir que a correcoes
quanticas sao introduzidas através de campos materiais. Se ocorre a unificacao das forcas
elementares em 10'°® GeV, podemos considerar que o universo se resfriou de temperaturas
mais altas para temperaturas comparaveis a escala de GUT e que, nesta escala, sofreu
uma transicao de fase, com conseqiiente quebra espontanea de simetria, dando origem aos
defeitos topologicos, além das particulas intermediadoras das interagoes fundamentais.
A medida que o universo continuou se resfriando, outras transicoes de fase ocorreram e
novas particulas surgiram.

Em principio existem trés tipos diferentes de defeitos topologicos que sao os monopodlos
magnéticos, as paredes de dominio e os vortex do tipo loop ou extensos sendo que os

dois tltimos podem cruzar o universo. No entanto, durante o processo de formacao,



os monopolos teriam se aniquilado com os anti-monopoélos e as paredes de dominio e
os loops colapsaram e se dissiparam em forma de radiagao gravitacional. Desta forma,
apenas os vortex extensos, ou cordas cosmicas, sao estaveis e sobreviveram até os dias de
hoje influenciando na evolucao do universo. Apesar de nao existirem dados observacionais
diretos sobre a existéncia das cordas coésmicas, existem observacoes, como por exemplo o
efeito de lentes gravitacionais, cuja interpretacao mais natural aparenta ser em termos de
cordas cOsmicas.

Apesar de nomes semelhantes, em principio nao existia nenhuma conexao entre cordas
césmicas e a teoria de cordas. A escala de energia de ambas as teorias eram bem diferentes,
sendo da ordem da GUT ou menor para as cordas césmicas enquanto que para a teoria
de cordas era perto da escala de Planck (10'® GeV'). No entanto, a escala de energia para
a teoria de cordas sofreu uma queda substancial. Em [1], Kibble chama a atenc¢ao para o
fato de que a teoria de cordas ou teoria-M prevéem, e até mesmo demandam, a existéncia
de defeitos mascroscopicos tais como cordas coésmicas. Além disso, a supersimetria, que
forma uma conexao entre teoria de cordas e o modelo padrao das particulas elementares,
também exige a existéncia de defeitos macroscopicos.

Como sabemos que estes objetos influenciaram na evolucao do universo, ¢ natural
analisarmos os efeitos gravitacionais destes objetos aplicando a relatividade geral. Entre-
tanto, Brans e Dicke [2] propuseram uma teoria alternativa a relatividade geral onde a
interacao gravitacional passa a ser intermediada por um campo escalar além do campo
tensorial da teoria de Einstein. A idéia original de Brans-Dicke estd fundamentada nos
trabalhos de Jordan [3] que incluiu um campo escalar na a¢ao usual da relatividade geral e,

desta forma, dando origem a teoria escalar-tensorial da gravitagao. O trabalho de Jordan



foi motivado pelos resultados da teoria de Kaluza-Klein da unificacao do campo eletro-
magnético com a gravitagao onde, para que a unificagao fosse possivel, seria necessario
uma dimensao extra que, quando compatificada, daria origem a um campo escalar par-
ceiro do campo tensorial de Einstein. Nos anos 90, a teoria escalar-tensorial ganhou forca
motivada pela teoria de cordas, que tambem prevé um parceiro escalar intermediando a
forca gravitacional junto com o campo tensorial usual. Dai a importancia de se estudar
as cordas cosmicas no contexto da teoria escalar-tensorial da gravitacao.

As cordas cosmicas podem ser classificadas de acordo com a corrente que carregam
como neutras (sem corrente), do tipo-nula (quiral), do tipo-espaco (corrente magnética)
e do tipo-tempo (corrente elétrica). Neste trabalho, serd dada uma abordagem detalhada
das cordas coésmicas neutras utilizando tanto a teoria da relatividade geral quanto a teoria
escalar-tensorial, comparando ambas as teorias sempre que for interessante fazeé-lo.

A dissertacao foi organizada da seguinte forma. No capitulo 2, descrevemos o que
sao e como surgem defeitos topoldgicos com especial atencao as cordas cosmicas. No
capitulo 3, analisamos os efeitos gravitacionais de uma corda cosmica utilizando a teoria
da relatividade geral. No capitulo 4, apresentamos a teoria escalar-tensorial da gravitacao
e depois descrevemos os efeitos gravitacionais de uma céorda coésmica no contexto da teoria
escalar-tensorial para fazermos, no final, uma comparacao dos resultados obtidos pelas
duas teorias de gravitagao. No capitulo 5, apresentamos as conclusoes sobre o estudo das
cordas cosmicas utilizando as duas teorias de gravitacao citadas e algumas perspectivas
futuras. Ao final desta dissertacao, apresentamos dois apéndices com alguns resultados e
procedimentos adotados no programa de computacao algébrica MAPLE utilizado para o

calculo de alguns resultados.



Capitulo 2

Formacao de Defeitos Topolégicos em
Teorias de Calibre

2.1 Nocoes Sobre Quebra Espontianea de Simetria

Teorias de calibre com quebra espontanea de simetria, como as teorias de grande
unificacao, tém sido de fundamental importancia para a compreensao da formacao de
defeitos topologicos no universo primordial. Para tais teorias, as simetrias conhecidas na
fisica de particulas elementares resultam de sucessivas quebras de simetria de um grupo
de simetria maior e estes processos dao origem a diferentes tipos de defeitos. Durante a
evolugao do universo, onde a temperatura vai gradativamente diminuindo, tais quebras
de simetria se manifestaram através de diversas transicoes de fases térmicas que deram
origem a diferentes tipos de objetos tais como paredes de dominio, cordas cosmicas e
monopoélos magnéticos, dependendo da classificagdo da variedade do vacuo da teoria [4,
5]. Nesta secdo, discutiremos as origens dos defeitos topologicos dentro dos modelos de
fisica de particulas, comentando os conceitos fundamentais destes estudos como aplicacoes
ao universo primordial. Como as propriedades dos defeitos topolégicos independem dos
detalhes do modelo fisico, estudaremos modelos de calibre mais simples que possibilitam

a compreensao da origem desses defeitos.
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Figura 2.1: Uma vareta curvada sob pressao. A posicao aleatéria da vareta é um exemplo
de quebra espontanea de simetria.

Para entendermos um modelo de quebra espontanea de simetria iniciaremos anali-
sando dois modelos fisicos simples para depois partirmos para modelos mais complexos.
Primeiro, considere uma vareta fina com sessao transversal circular posicionada vertical-

. . H .
mente em cima de uma mesa e aplique sobre a vareta uma forca F' como ilustra a figura
H 2 H 2L
(2.1). Se F' é pequena, nada acontece com a vareta mas se F' ultrapassa um valor critico
H z . . ~
F .., a vareta se curva em um plano completamente aleatério. Neste caso, a situagao
, ., . . . , =4 =
que era estavel de inicio (vareta na vertical) tornou-se instavel quando F > F'.. ou em
outras palavras, o estado fundamental da vareta que de inicio era simétrico, tornou-se
nao-simétrico. Além disso, existem infinitos estados fundamentais (estados degenerados)
. - — —
que se relacionam por uma rotacao quando F > F'... A vareta, quando se curva, sele-
ciona apenas um desses estados, mas todos os outros podem ser obtidos por uma simples
rotacdo. Resumindo, um parametro qualquer (neste caso a forga) assume um valor critico.
Acima desse valor a simetria é quebrada espontaneamente e o estado fundamental torna-se
degenerado.
Em materiais ferromagnéticos a situacao é analoga. Os atomos desses materiais se

relacionam por uma interagdo do tipo spin-spin. O estado fundamental neste caso é



aquele em que todos os spins estao alinhados. No entando, a partir de uma determinada
temperatura critica, os spins dos atomos passam a ter uma orientacao aleatoria, ou seja,
a simetria foi espontaneamente quebrada.

Estes dois exemplos mostram os principios bésicos da quebra espontanea de sime-
tria. Em ambos os casos, o sistema possui uma simetria, que é quebrada quando um
parametro especifico (for¢a ou temperatura) assume um valor maior ou menor que um
valor critico. Situacoes similares podem ser encontradas em teorias de calibre, onde a
simetria de um Lagrangeano é quebrada devido a um estado fundamental degenerado, ou
seja, nao-invariante por transformagao da simetria original.

Para uma anélise mais detalhada, vamos verificar agora o caso em que a simetria em
questao é a simetria de calibre mais simples. Se quisermos construir um Lagrangeano que

seja invariante por uma transformacao de simetria U(1) local do tipo

¢ — Mg,
Ay — A+ éaﬂA@;), (2.1)
este serd escrito como
. . * 1 v *
»C = (a,u + ZqA,u)gb(au - ZqAM)¢ - ZFuuFl - V(gb 7¢>a (22)

onde I, = 0, A,—0,A, & o tensor de campo eletromagnético e estd descrito em termos do
campo vetorial da teoria de calibre e ¢ ¢ o acoplamento entre os campos. Este Lagrangeano
caracteriza o modelo abeliano de Higgs onde o campo escalar ¢ se acopla minimamente

com o campo de calibre 4,. O potencial V(¢*, ¢) é dado por

V(6 0) = J(6F — ) (2.3

6



Figura 2.2: Potencial de Higgs com o estado de vacuo degenerado.

onde \ e n sao duas constantes arbitrarias positivas. O potencial (2.3), por motivos que
veremos mais adiante, é também chamado de potencial de Higgs e esta representado na
figura (2.2). Ao calcularmos o estado de vacuo, analisando as condig¢bes de minimo do
potencial, verificamos que existem infinitos estados degenerados de vacuo! caracterizados

por um valor nao-nulo de ¢ dado por

W—;be —§¢77 =0
= o =7, (2.4)
e entao
(0]¢0) =n = ¢ =ne”. (2.5)

Os estados de vacuo diferem uns dos outros por uma fase 6 (0 < 0 < 27) e cada um
desses estados estao situados em um circulo de raio . No entanto, as transformacoes
(2.1) mudam o valor da fase dos estados de vacuo de 6 para § + a o que significa que os
estados de vacuo ndo sao invariantes pelas transformagoes (2.1). Portanto, a simetria do
Lagrangeano (2.2) foi espontaneamente quebrada.

Podemos reescrever ¢ em termos de dois campos reais em coordenadas cartesianas

IN3o nos referimos ao estado de vicuo no espaco de Hilbert, mas sim a uma configuracio de campo
classico com energia zero.



como

o(z) = + 2 g@(x)_ (2.6)

No entanto, podemos escolher uma transformacao A tal que ¢ = 0 com o objetivo de

evitar termos acoplados no Lagrangeano. Assim, a expressao (2.2) torna-se
1 1
L= _ZFWFW +¢*n* A AR + 5(8,@1)2 — 20%¢% + termos acoplados, (2.7)

onde os termos ¢*n? e 2An* representam respectivamente as massas dos campos A, e
¢1. Desta forma, devido a quebra espontanea de simetria do grupo U(1) local, o campo
de calibre A, (f6ton) tornou-se massivo apos absorver um grau de liberdade do campo
complexo original ¢. Este processo é chamado de mecanismo de Higgs e, por isso, o

potencial (2.3) é também chamado de potencial de Higgs.
2.2 Alguns Exemplos de Defeitos Topologicos

A quebra espontanea de uma simetria local pode ser responsavel tanto pela massa
do foton quanto pela formagao de defeitos topologicos, dependendo do tipo de campo de
calibre em questao. A seguir daremos exemplos de modelos que, apesar de nao ser uma
teoria de calibre, dard uma melhor no¢ao do que significa formar um defeito topologico a

partir de uma quebra espontanea de simetria.

2.2.1 Exemplo I

Considere a equagio de seno-Gordon dada por [6]

»P¢  Pe
W—w‘i‘ablanb—o. (28)

Esta equagao descreve um campo escalar ¢ em 1 dimensao espacial e 1 dimensao

temporal. Desta forma, possui solucoes dinamicas e estacionarias. Para encontrar uma,



solugao dinamica podemos escrever o campo ¢ como

¢(x,t) = flx —vt) = f(S),
e é facil verificar que
4 +
f(§) = 3 arctan e=7¢

é solugao da equacao de seno-Gordon. Esta solucao da origem a uma onda solitdria, que
se propaga sem mudar sua forma e seu tamanho e, portanto, sem dissipar energia. Estas
ondas solitarias sao chamadas de sdlitons e sao muito importantes no desenvolvimento da
fisica de particulas que, no entanto, nao é o objetivo deste trabalho.

Analisando a equacao (2.8), fica claro que esta possui infinitas solugoes estacionarias
dadas por

9
b= % n=0,+123.. (2.9)

ou seja, a equagao (2.8) possui estado de vacuo infinitamente degenerado.

Agora, considerando o Lagrangeano

1[99\ 1 [09\?
e (Y 1(2) v o0
com o potencial dado por
Vig) = %(1 — cosbe), (2.11)

e escrevendo as equagoes de Euler-Lagrange para o Lagrangeano (2.10), obtemos exata-
mente a equagao (2.8) com estado de vacuo degenerado. Portanto, o Lagrangeano dado
por (2.10) com o potencial (2.11) sofre uma quebra espontanea de simetria em V(¢) =0

dando origem a uma onda solitéria e estacionaria ou soliton estacionéario. A densidade de



energia para ¢ ¢ dada por

=1 (g—f) s (g—f) £V(9). (2.12)

Expandindo (2.11) em série de Taylor podemos escrever

ab?

b
V(9) = 56"~ o' +

e chamando m? = ab e \ = ab® temos

m? A

V(g) = 7@252 T

o+ ...
onde m é a "massa" do soliton e \ é a constante de acoplamento. Fazendo ¢ tender a um
dos zeros de V(¢) (por exemplo em n = 0) quando x — —oo e tender a um zero diferente

do primeiro (por exemplo em n = 1) quando = — oo, teremos entre estes dois valores

uma regiao onde

2mn 0o

¢7’£T7 a#()?

e portanto com energia positiva. Como a configuragao é estatica, dp/0t = 0. Entao, para

a solucdo estacionéria de (2.8), temos

P _ov
0z 09’
que integrando fornece
1 /0¢\°
: (3—96) ~V(9), (2.13)

onde fizemos as constantes de integracao nulas. De (2.12) e (2.13) podemos calcular a

energia do soliton estacionario

E:/de:/[% (%)2+V(¢)

10

dx




-/ oV (g)de = / 1 ()50 = | " v

Calculando a integral obtemos finalmente (b¢ = «)

1

2a\ 2
E=(22
(7)
1
2a\2 [T |
:(—g> / (1 —cosa)zda
b 0

— E:8<%)é _ st (2.14)

2w /b d
/o (1— cosb¢)§£da

Assim, o soliton que foi originado da quebra espontanea de simetria do Lagrangeano
(2.10) em V(¢) = 0 tem energia finita e inversamente proporcional a constante de acopla-
mento .

O soliton do modelo seno-Gordon é importante aqui por ser um exemplo de facil
visualizacao. Considere uma corda infinita e amarrados a ela varios pregos igualmente
espacados e com uma mola ligando cada um deles. Considere também a forga gravitacional
atuando em cada um dos pregos. O estado fundamental neste caso é aquele onde todos os
pregos estao na posicao vertical. Dentro deste exemplo, o soliton encontrado a partir da
equagao (2.8) corresponde a situacdo em que os pregos se encontram como na figura (2.3).
Dessa forma, o soliton, representado pelo exemplo citado, é estavel e ndo pode decair
para o estado fundamental uma vez que seria necessaria uma quantidade de energia semi-
infinita para inverter um nimero semi-infinito de pregos nesta corda. Assim, a estabilidade
do soliton estd ligado a propria condicao de contorno do espago. Podemos dizer entao
que o séliton originario da equagdo (2.8) é um objeto topoldgico, ou seja, um objeto que

tem sua estabilidade justificada na topologia do espaco que, no exemplo em questao, é
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Figura 2.3: Pregos representando o soéliton resultante da equagao de seno-gordon.

uma corda infinita. Uma vez formado o so6liton em 1-dimensio, a tentativa agora seré a

simples generalizagao da solugao (2.11) para duas dimensdes.

2.2.2 Exemplo II

Considere um campo escalar em um espago bi-dimensional. O contorno deste espaco
¢ um circulo infinito chamado S'. Vamos escolher um campo escalar que no contorno
assuma o valor

¢ =ne"  (r— oo), (2.15)
onde r e 0 sao coordenadas polares, 7 é uma constante e n é inteiro para que ¢ seja

univoco. Em r — oo, temos

1 ) N
Vo = —(inne™)6.
r

As funcoes Lagrangeano e Hamiltoniano sao respectivamente

1[99\ 1 .
L=3 (a) - §\V¢\2 = V(e,¢), (2.16)

1[0\ 1 .
=3 (%) +35Iver+vio

Até agora apenas generalizamos o caso seno-Gordon para duas dimensoes. Considere

uma configuracao estatica do tipo

V(g 0") = > — 6" )", (2.17)
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de tal forma que V' = 0 no contorno. Note que assumir o campo escalar igual a (2.15) no
contorno ja é assumir a quebra espontanea de simetria uma vez que no mesmo contorno,
V = 0. Note também que este potencial é igual ao potencial (2.3), se ajustarmos a
constante \. Assim, em r — 00

TL27’]2

1 2

e calculando a energia da mesma forma que no caso de seno-Gordon em 1 dimensao

obtemos

2 00 00 1
B~ / / Hrdrdf = 7m2’r]2/ —dr
0o Jo o T

e desta forma a energia é infinita! Portanto, o soliton encontrado a partir da equagao
(2.8) nao pode ser generalizado para duas ou mais dimensoes. Assim, a tinica maneira de
resolvermos este problema é considerarmos uma teoria de calibre onde o que vale agora,

devido ao calibre, é a derivada covariante do campo escalar ¢ dada por

D¢ = 0,6 +1iqA,¢

e o Lagrangeano (2.16) fica dado por

L = D,pD ¢* — ;LFWF‘“’ — V(¢ ) (2.18)

que, ajustando as constantes A\ e 7, é exatamente o Lagrangeano (2.2) invariante por
transformacoes de simetria do grupo U(1) local.

Escolhendo A, da forma

A=1Vm0) (r— ),

13



isto é,
A —0, Apg——— (r— o0), (2.19)

temos que no contorno

1/0 .
Dyo =+ (a—ﬁ) g =0, Db =0,

ou seja, D, ¢ — 0 quando r — oo. A escolha (2.19) é chamada calibre puro. Além disso,

o tensor F),, fica

n
qr?’

O0rAg — A, =

ou seja, quando r — oo, F,, — 0. Com tudo isso, no contorno o Lagrangeano (2.18) fica
igual a zero e, portanto, o Hamiltoniano também se anula. Isto significa que a escolha do
calibre puro possibilita uma energia finita para o soliton quando » — oo e o problema da
energia divergente no infinito fica contornado. No entanto, a conseqiiéncia de se adicionar
um calibre a essa teoria é que o soliton adquiriu um fluxo magnético. Considere a integral
$ A - dl ao redor do circulo S' no infinito. Pelo teorema de Stokes temos que o fluxo

dentro do circulo é dado por

@:j{A-dlz/B-dS:j(Aerdez—%—” (2.20)

q
e ¢ um fluxo magnético quantizado.

Assim, o que fizemos aqui foi construir um modelo bi-dimensional com energia finita
para um campo ¢ (soliton bi-dimensional), composto por um campo escalar carregado e
um campo de calibre que, neste caso, é o proprio campo eletromagnético. A visualizagao
para este soliton é bastante simples. Considerar a equagdo (2.15) significa dizer que ¢ s6
pode assumir um tnico valor dentro de um circulo de raio a contido em um plano. No
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entanto, quando n — 0, ¢ = 0 e este valor ndo é o valor de vacuo esperado (lembrando que
¢ = 0 nao minimiza o potencial (2.3)). Temos entdo um "buraco" no plano com energia
finita e estavel. Se adicionarmos ao modelo uma terceira dimensao e considerarmos que
¢ nao tem nenhuma dependéncia com esta direcao, entao o ponto se torna uma linha
chamada aqui de wvortez. Uma solugdo caracterizada por um valor de n em (2.15) ¢é
estavel porque nao se pode deformar uma solucao continuamente em uma outra solucao
caracterizada por um outro valor de n. Portanto, este vortex nada mais ¢ do que um
defeito topologico ja que sua estabilidade, mais uma vez, se justifica na topologia da

variedade do vacuo que, neste caso, é um circulo.

2.3 Formacao de Defeitos Topologicos no Universo Pri-
mordial

Toda a justificativa para a formacao de defeitos topologicos se deu a temperatura
nula. No entanto, dentro do cenério cosmologico [4, 5|, o universo primordial era bastante
denso e quente e, portanto, devemos adicionar correcoes de temperatura no potencial

(2.3). Assim, o potencial efetivo para o modelo descrito por (2.2) fica [7]

A+ 3¢°
12

Viglo.T) = Vi) + (2E30) o

A
= ()6 + 5 lol" (221)

onde foram omitidos termos que nao dependem de ¢. Temos também que m?(T'), que é

a massa efetiva do campo de Higgs no estado simétrico (¢) = 0, é dado por

m?(T) A+ 3¢%)T? — 6)]. (2.22)

— 5l
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Esta corregao de temperatura no valor da massa do campo de Higgs pode ser encon-
trada se considerarmos que a massa de ¢ descreve um condensado de Bose de particulas
de Higgs. O valor de equilibrio térmico de ¢ sera encontrado minimizando a energia livre?
deste condensado, que estd relacionada com o potencial efetivo do mesmo, e serd uma
fungao da temperatura. Além disso, no valor do potencial efetivo (2.21), assumimos que
A >> ¢* para que possamos desprezar possiveis correcoes radiativas.

Note que m?(T') se anula quando a temperatura assume um valor critico dado por

6\ 1/2

Para T > T,, o termo m?(T) é positivo e o minimo do potencial efetivo ocorre quando
¢ = 0 resultando em um valor esperado de vacuo (¢) = 0, ou seja, a simetria do sistema
foi restaurada. Para T < T,, o termo m?(T) é negativo, o que significa que o estado
simétrico tornou-se instavel (jA que massa negativa nao é fisicamente aceitavel), ¢ assume
um valor de vacuo nao-nulo e dizemos que a simetria foi espontaneamente quebrada.

Minimizando (2.21) obtemos, para T < T,

8‘/6]0]0 A A 2 )\+3q2 2
_:_* * T g% e T *:
5y =300 — e+ (T ) T =0

A Lo A+33N 0 A

— = = (= )72+ =

59| ( 1 > +3m

A+ 3¢
= |o* =~ (T) %+

1 1
A4332\E[[ 6A N\ o, ,]°
e = _— JE— _T
i ( 6A ) [(/\+3q2>n

2Devemos assumir que o potencial quimico de todas as particulas do condensado é nulo ou ento este
equilibrio térmico seré encontrado minimizando o potencial termodinamico Q = F — > u; N;.
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Vel®.T) &

Figura 2.4: Dependéncia do potencial efetivo com relacao a temperatura. A quebra de
simetria ocorre para um valor 7" < T..

A+ 3¢?

M) - (224

— 1ol (

que é o valor esperado de ¢ que caracteriza a quebra de simetria. A dependéncia do
potencial efetivo com relagdo ao campo ¢ esta ilustrada na figura (2.4) para diferentes
temperaturas.

Desta maneira, como no inicio a temperatura do universo era bastante alta, o valor
esperado de vacuo para o campo ¢ era nao-degenerado. A medida que a temperatura do
universo diminui tornando-se inferior a uma temperatura critica 7, ocorre uma transicao
de fase, o campo ¢ passa a assumir um valor esperado de vacuo degenerado, e a simetria
é dita espontaneamente quebrada dando origem aos defeitos topologicos. Tais objetos
podem ser de diferentes tipos como monopo6los magnéticos, paredes de dominio e vortex
do tipo loop ou extensos. Os monopodlos teriam, ainda nos primoérdios, se aniquilado com os
anti-monopolos enquanto que as paredes de dominio e os loops colapsaram e se dissiparam
em forma de radiagao gravitacional [4, 5|. No entanto, os vortex extensos teriam evoluido
sob os efeitos de tensao e auto-interacao até os dias de hoje. Considerando tais efeitos, os

vortex tém fundamental importancia na compreensao da historia da evolucao do universo,
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em particular na formagcao das galaxias e por isso o estudo do campo gravitacional desses
objetos faz-se importante e necessario. Como o tensor energia-momento desses objetos é
de natureza relativistica, a teoria classica nao é suficiente para a completa descricao desse
campo gravitacional. Desta forma, trataremos os vortex (ou cordas cosmicas) utilizando
relatividade geral e teorias escalares-tensorias da gravitacao para que possa ser feito um

estudo comparativo entre os resultados obtidos utilizando as duas teorias.
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Capitulo 3

Cordas Cosmicas em Relatividade
Geral

Uma vez definido o que é um vortex e qual ¢ a sua origem, o proximo passo ¢ tentar
descrever os efeitos gravitacionais deste objeto, além de sua interacao com a matéria,
calculando o campo gravitacional através das equacoes de campo. Para estes célculos
utilizaremos o funcional acao da relatividade geral. Por isso, vamos explicitar pontos
fundamentais da relatividade geral para podermos aplici-los no célculo das equacoes de

campo de uma corda cosmica, baseando-se nos célculos realizados por Hiscock em [11].
3.1 A Teoria da Relatividade Geral

Podemos escrever as equagoes de campo da relatividade geral a partir de um funcional

acao que descreve a evolucdo do campo gravitacional dado por (8]

Sner = / 2L, + R Lar (i )], (3.1)

onde k ¢ uma constante de acoplamento, 1, sao quaisquer campos de matéria que se
acoplam minimamente ao campo gravitacional g,, e L, e L sao, respectivamente, o La-

grangeano de Finstein e o Lagrangeano de matéria. FEm relatividade geral, o Lagrangeano
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de Einstein tem a forma

1
@_1MG

V=g R (3.2)

onde R é o escalar de curvatura. Escrevendo as equacgoes de Euler-Lagrange para o

funcional Sgg obtemos

(5£g — _ /_g Guu’ (33)
0Ypuw

€
65]\/1 _ /__g TMV7 (34)
O

onde G" ¢ o tensor de Einstein definido na notagao. Dividindo as equagoes de Euler-

Lagrange por y/—g, obtemos as equacoes de campo da relatividade geral
GM = gT", (3.5)

onde Kk = 87G é um resultado conhecido da relatividade geral.

Temos também que, para a relatividade geral, vale o Principio de Equivaléncia que
pode ser formulado de varias maneiras diferentes. Uma de suas formulacoes é o Principio
de Fquivaléncia Fraco que diz que o campo gravitacional se acopla com tudo no
universo. Uma conseqiiéncia direta do principio de equivaléncia fraco é o fato de ser
impossivel isolar um corpo qualquer da agao de uma forca gravitacional na presenca de
um campo gravitacional.

Além disso, podemos considerar que, na relatividade geral, o funcional acao que des-
creve o acoplamento de todos os campos de matéria e suas interagoes eletrofracas e fortes
¢ uma deformacao minima do funcional acao da relatividade especial, obtido pela substi-

tuicdo da métrica de Minkowski 7,,, por g,, e suas derivadas parciais d/0z" por derivadas
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covariantes V,, em relacao a g,,. A esta caracteristica de deformagao minima do fun-
cional acao da relatividade especial damos o nome de Principio de acoplamento minimo
da gravitacao.

Antes de solucionar a equacao (3.5) para cordas cosmicas, devemos mencionar pro-
priedades fisicas e matematicas importantes para sua compreensao. As equacoes de campo
sao equacoes diferenciais para determinar o tensor métrico g,,, a partir de um dado tensor
energia-momento 7,,. Em outras palavras, se temos um dado tensor energia-momento,
resolvemos as equacoes de campo para obtermos a geometria do espago-tempo correspon-
dente. Se o tensor energia-momento é nulo, entao encontramos solugoes de vacuo.

Uma outra maneira de se interpretar as equacoes de campo seria considerar que o
tensor energia-momento pode ser obtido a partir de um dado tensor métrico. Esta pode ser
uma boa interpretagao se o interesse é encontrar que tipo de tensor energia-momento esta
gerando uma determinada geometria do espaco-tempo. Neste caso, podemos escrever as 10
componentes do tensor métrico, calcular as componentes do tensor de Einstein G, e entao
escrever as componentes do tensor energia-momento 7}, através das equagoes de campo.
No entanto, esta nao é uma interpretacao usual porque pode-se obter como resultado um
tensor energia-momento nao fisico violando algumas condigoes de conservagao de energia.

As equacgoes de campo podem também ser interpretadas como sendo 10 equacoes
que conectam 20 quantidades diferentes que sao as componentes dos tensores métrico e
energia-momento. Desta forma, as equagoes de campo sao vistas como vinculos entre
escolhas simultaneas de g,, e T,,. Esta interpretacao permite que a geometria e o tensor
energia-momento sejam obtidos a partir de consideracoes fisicas a cerca do sistema em

questao.
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Com tudo isso fundamentado, a relatividade geral é capaz de descrever o campo gra-
vitacional gerado por uma configuragao de matéria qualquer dada por 7),, onde o campo
tensorial (métrica) se acopla minimamente com a matéria. Além disso, de acordo com as
propriedades da relatividade geral, o tensor métrico seria o tnico responsavel pela forca

gravitacional.
3.2 Solucao do Tipo Vortex em Relatividade Geral

Nesta secao vamos modelar de maneira mais detalhada a corda césmica. Para po-
dermos resolver as equacoes de campo devemos dividir o espaco em duas regides: uma
regiao I exterior a corda (r > ry), onde todos os campos materiais decaem rapidamente
e, portanto, temos vacuo; e uma regiao II interna a corda (0 < r < ry) onde todos os
campos da corda contribuem para o tensor energia-momento. Como estamos interessados
em estudar o modelo descrito no capitulo anterior, devemos escrever a acao de matéria

com o auxilio do Lagrangeano (2.2)
SM = d TN —¢g §DM¢DM¢ - ZF;WFM - Z (¢ ¢ - ) ) (36)

e desta forma construimos um vortex (corda) estatico, com simetria cilindrica, tal como
descrito anteriormente. Calculando as equacoes de Euler-Lagrange para este funcional
podemos encontrar uma configuracao, na qual o vortex esta descrito ao longo do eixo z,

dada por [9]

6= h(r)e™ e A, — %[Q(r) — ), (3.7)

onde h e () sdo fungoes apenas da distancia radial com relagao ao centro da corda. De agora

em diante, vamos assumir os parametros da acao de matéria como sendo aqueles que fazem
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apenas as cordas com n = 1 serem estaveis, sem que esta exigéncia afete as conclusoes
deste trabalho uma vez que estamos interessados aqui apenas em uma demostracao da
existéncia da corda cosmica.

Escrevendo explicitamente as equagoes de Euler-Lagrange para o campo de calibre A,

obtemos
8£M - 1, % 1. * 2 *
9Ar —§Zq¢ M¢ + §zq¢8u¢ +q Au¢¢ ) (38)
o[ OLum o
’ <8(8VA“)> e -

e substituindo os valores (3.7) encontramos

/

Q" - QT = Qn. (3.10)

De maneira analoga, escrevendo as equacoes de Euler-Lagrange para ¢ obtemos

Ot _ _Ligano,0+ LA, ame — g s + 20 (3.11)
oo 2 2
v OLm \ _1,, 14 on
0 (8(6”(;5*)) = 28 0,0 + QZqAMO o, (3.12)

e com os valores (3.7) temos

2

yh
h —— =h|= +4Xh* —n? 1
L on | Do), (3.13

onde denotamos as "linhas" como sendo derivadas com relacao a coordenada r.

Podemos escrever também as condicoes de contorno como

lim A(r) =n, lim Q(r) =0 (3.14)



e desta forma temos as informagoes necessarias para escrevermos explicitamente o campo
de Higgs ¢ e o campo de calibre A,. Uma solugao para estes campos serd dada no préximo
capitulo.

De acordo com as equacoes de Euler-Lagrange para a relatividade geral, podemos

escrever o tensor energia-momento como

T, — \/i__g?;—f (3.15)
Calculando cada componente obtemos [10]
TZZ:V+% -h'2+% (hQQQJrQ—:)-, (3.16)
TTT:V—l -h'2—i (hQQQ—:)-, (3.17)
2| 72 ¢ )|
T‘99:V+% _h’2—r—12 (h2Q2+C§—:)-, (3.18)

e, supondo que a corda é invariante por translacao temporal ao longo de seu eixo de
simetria, temos que 7%, =T" .

Com o objetivo de descrever a dinamica da corda, vamos adotar aqui um "ponto de
vista macroscopico" onde consideramos a corda como sendo descrita por uma acao de
superficie e vamos integrar o tensor energia-momento sobre todos os graus de liberdade
transversos. Como a corda esta alinhada ao longo do eixo z, as coordenadas internas
podem ser identificadas como sendo t e z e as transversas como sendo 7 e . Desta forma,

podemos escrever as componentes internas do tensor energia—momento CcOomo
t z
T t T 2= —H

T, =T%,=0, (3.19)

r

onde p > 0 é uma densidade uniforme de energia.
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3.3 A Meétrica Interna

Para satisfazer as caracteristicas da corda em questao, devemos escrever uma meétrica
que seja estatica com simetria cilindrica. Uma forma geral para este tipo de métrica é

dada por [11]
ds? = e dt* — e*Vdf* — *MNdr® + dz?), (3.20)

onde v, ¥ e A\ sao funcoes apenas de r e 0 < 0 < 2w. Como descrito anteriormente, o

tensor energia-momento é dado por!
T, =T, =—¢ (r<m), (3.21)

com todas as outras componentes nulas, ro é o raio da corda que, para cordas advindas
de uma quebra espontanea de simetria na escala de grande unificacao, é da ordem de
10730 em.

As componentes do tensor de Einstein G* | para a métrica dada por (4.48) podem ser

facilmente calculadas fornecendo as equacoes de campo

Gl = e (W + 9P + N') = —8ne, (3.22)

Gl y=e P+ 12+ N) =0, (3.23)

G, =e WY + VN +¢'N) =0, (3.24)

G7 = e (W V2 — N 4+ Y — V) = —8me. (3.25)

!Nesta secdo vamos considerar o tensor energia-momento como sendo uma densidade linear a priori
e integraremos em quantidades macroscépicas mais adiante sem, no entanto, afetarmos a métrica final
encontrada.
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Além disso, a conservagao do tensor energia-momento fornece uma equacao adicional
™, =8,0", + 11T, =TI T", = (V' + XN)e=0. (3.26)

Se derivarmos a expressdo (3.26) com relacdo a r e substituirmos o resultado em (3.23),
podemos dizer que v e \ sao constantes e podem ser consideradas como nulas por uma
redefini¢do apropriada das coordenadas t, r e z. Desta forma, a equacao (3.24) é satisfeita

automaticamente e obtemos apenas uma equacao dada por
" + " = —8rre, (3.27)

que pode ser resolvida fazendo a substituiciio ©» = In R — R = e¥. Assim

R//
R

= —8Te,
e a solugao geral ¢ a combinacao linear de solugoes possiveis. Neste caso (ggg = R?)
R = Acos(r/r.) + Bsin(r/r.), (3.28)

com 7, = (871'6)_1/2. A meétrica ndo conterd singularidades se A = 0 e B = r,. Desta
forma, a solucao exata da métrica interna de uma corda césmica com simetria cilindrica

e densidade uniforme fica dada por
ds® = dt* — dr* — dz* — r2sin®(r/r.)d6>. (3.29)

3.4 A Meétrica Externa

A métrica externa do espaco-tempo de uma corda deve ser estatica, com simetria
cilindrica e solucao de vacuo das equagoes de Einstein. A forma mais geral para este tipo

de métrica foi dado em 1917 por Levi-Civita [12]

ds? = r2mdT? — T—2m[,r,2m2 (dr2 + dzz) + 01276203@2]7 (3.30)
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onde m e a sao constantes arbitrarias. Como queremos que esta métrica seja invariante de
Lorentz na diregao z, devemos ter que as componentes g, € g,, sao iguais. Esta exigéncia
nos leva a apenas dois valores possiveis de m: m = 0 ou m = 2. No entanto, apenas a
solucao m = 0 é fisicamente aceitavel e esta sera a escolha de agora em diante.

Agora que a métrica externa foi escrita, é razoavel exigir que a métrica seja continua em
todo o espaco e com derivadas também continuas em todo o espaco. Por isso, devemos
ligar as duas solugbes (interna e externa) para podermos definir a constante a. Desta
maneira, sabemos que em r = ry ambas as métricas e suas primeiras derivadas sao iguais.

Assim, em r = r(, temos

oo = Yoo = aro = rusin(ro/r.), (3.31)
D94y Oy,
% = % = a = cos(ro/Ts), (3.32)

onde o simbolo (4) denota a regido externa e (—) denota a regido interna. Assim, temos
que a métrica externa é dada por (3.30) com m = 0 e a constante a = cos(ro/r,). Definindo

uma nova coordenada angular como sendo
O = a0, (3.33)
temos que O’ varia de 0 < ©' < 27a. Reescrevendo este limite temos
2ma = 2mwa + 21 — 27 = 27w — 27|l — a, (3.34)

e desta forma surge um desvio angular proveniente da redefinicao de © dado por 60 =
27[1 — a]. Substituindo o valor da constante a obtemos um desvio de §© = 27|l —
cos(ro/rs)]. Logo, a geometria ao redor da corda é localmente idéntica a um espago-
tempo chato. Esta geometria, no entanto, nao é globalmente euclidiana ja que temos um
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Figura 3.1: Trés angulos diferentes do espago-tempo conico devido ao desvio angular
causado pela presenca da corda césmica.

desvio angular causado pela redefinicao de ©. Assim, a presenca da corda faz com que a
superficie na direcao z e na direcao ¢t tenha uma geometria conica ao invés de um plano.
Este espago-tempo conico pode ser visualizado na figura (3.1).

Além disso, para um espacgo-tempo estatico e com simetria cilindrica, podemos definir
uma densidade linear de massa que é definida pela integral da densidade de energia € sobre
a superficie transversal da fonte, no caso a corda. A massa por unidade de comprimento

é entao
0 27
,u:/ G@d(f:/ / er, sin(r/r,)dOdr, (3.35)
(S) o Jo

onde g, é o determinante da métrica induzida na superficie transversal da corda. Assim
p = 2mer[1 — cos(ro /7., (3.36)

e substituindo o valor de r, = (87¢)~1/2 obtemos
dp =1 — cos(ro/ry). (3.37)

Desta forma, podemos escrever o valor da constante a em termos da densidade linear
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de massa como a = 1 — 4y e, finalmente, podemos determinar o desvio angular que é
00 = 8mu. Note que este resultado é o mesmo encontrado por Vilenkin [13]|, em sua
aproximacao de campo fraco onde ele considerou apenas a primeira ordem em g, mas
com a diferenca crucial de que o resultado 0© = 87 encontrado aqui é exato para todas
as ordens em .

A métrica externa exata, com a constante a definida, fica entdo dada por
ds® = dt* — dz* — dr® — (1 — 4p)*r*de>. (3.38)

Portanto, dada uma configuracao do tipo vortex, construimos de maneira exata a
métrica interna e externa do espacgo-tempo deste vortex. No préximo capitulo, o obje-
tivo também serd a descricao exata dessa configuragao de vortex mas utilizando a teoria

escalar-tensorial da gravitacao e nao a relatividade geral.
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Capitulo 4

Cordas Coésmicas em Teorias
Escalares-Tensoriais da Gravitacao

E sabido que forcas de longo alcance sao transmitidas pelo campo gravitacional g,
e pelo potencial eletromagnético A,. Sendo assim, é natural suspeitar que outras forcas
de longo alcance possam ser produzidas por campos escalares. Tais teorias foram su-
geridas mesmo antes da relatividade geral. A mais promissora destas teorias é a teoria
escalar-tensorial da gravitacao onde um campo escalar partilha a funcao de intermediar
a gravitacao junto com o tensor métrico g,,. Neste capitulo a teoria escalar-tensorial
serd apresentada em detalhes para que, posteriormente, possa ser utilizada no calculo do
campo gravitacional de uma corda coésmica. Primeiramente, sera calculada a métrica ex-
terna da corda de maneira exata e a seguir, utilizaremos o mesmo raciocinio apresentado
por Hiscock em [11]| para a métrica interna. No entanto, da maneira como serao introduzi-
das, a equacOes de campo para a métrica interna nao apresentam solucao exata. Assim,
apresentamos neste capitulo uma solucao linearizadas da métrica interna de uma corda
cosmica utilizando a teoria escalar-tensorial. Por fim, mostramos algumas aplicagoes dos
resultados obtidos em particulas teste na presenca de cordas cosmicas da mesma maneira

apresentada em [23].
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4.1 A Teoria Escalar-Tensorial da Gravitacao

A teoria escalar-tensorial foi proposta primeiramente por Jordan [3] quando este adi-
cionou no funcional acao usual um campo escalar, o que lhe permitiu encontrar uma
"constante" gravitacional varidvel, de acordo com os argumentos de Dirac de que a cons-
tante gravitacional deveria ser dependente do tempo [14]. No entanto, na teoria de Jordan,
o campo escalar se acoplava com a parte material do Lagrangeano, e desta maneira seria
possivel encontrar um termo com um acoplamento exclusivo entre o campo escalar e o
campo de matéria, o que viola o principio da equivaléncia. Utilizando o argumento dado
por Fierz [15] de que o campo escalar nao deveria se acoplar com a parte material do
Lagrangeano para conservar o principio de equivaléncia, Brans e Dicke [2| propuseram
uma nova acao, com a parte material do Lagrangeano desacoplada do campo escalar ¢ e

com o acoplamento nao-minimo entre a métrica e o campo escalar, dada por

Spp = — d4x\/_[ k- —g’“’f) 09,3| + Syi[tm (@), G ()], (4.1)

onde o "til" representa grandezas definidas em um referencial fisico e w, que é o tnico
parametro da teoria de Brans-Dicke, é uma constante adimensional. Aqui, o segundo
termo do lado direito é um termo cinético que descreve a dindmica do campo escalar.
Temos também que o acoplamento entre a métrica e o campo de matéria nao depende do

campo escalar. Além disso, podemos identificar o primeiro termo da direita como sendo

Lep = —\/—<I>R (4.2)

e percebemos que este termo substitui o Lagrangeano de Einstein £, da relatividade geral.

Comparando (4.2) com (3.2), vemos que

oy (4.3)



e, como esperamos que ¢ seja espacialmente uniforme mas que varie com o tempo, vemos
claramente que a "constante" gravitacional, que é constante na relatividade geral, passa
a ser dependente do tempo na teoria escalar-tensorial, de acordo com os argumentos de
Dirac. Note que o acoplamento do campo escalar com o Lagrangeano de Einstein nao
se da de qualquer maneira. Em principio, a introducao do campo escalar ® poderia
ter sido feita apenas adicionando-se o termo cinético. No entanto, a presenca do termo
de acoplamento nao-minimo é de fundamental importancia para a teoria e serd melhor
justificado na se¢ao a seguir.

Mais tarde, Bergmann, Nordtvedt e Wagoner [16] generalizaram a teoria introduzindo
um acoplamento dinamico entre a métrica e o campo de matéria, isto é, um acoplamento
que depende do campo escalar. Finalmente, Damour e Nordtvedt [17] desenvolveram
teorias escalares-tensoriais com multiplos campos escalares.

A partir deste ponto falta justificar fisicamente o que representa este campo escalar
®. Os candidatos para tal justificativa vém de diferentes areas [18]. A teoria de Kaluza-
Klein da unificacao do eletromagnetismo com a gravitacao prevé um espaco-tempo de 5
dimensoes que, quando compatificado para 4 dimensoes, fornece naturalmente um campo
escalar parceiro do tensor métrico. Ja as teorias de campos de grande unificacao baseiam-
se no fato de que todas as forcas da natureza sao mediadas por campos que, dependendo
de sua massa, definem se as forcas sao ou nao de grande alcance. No caso da gravitagao,
dois campos seriam os responsaveis pela forca gravitacional: o graviton, que é um campo
sem massa (longo alcance) de spin 2, além de um parceiro escalar massivo!, chamado

dilaton.

IN3o ha qualquer mecanismo que impeca que o dilaton seja massivo, desde que sua massa nio ultra-
passe o limite de 1 TeV. Sendo assim, os seus efeitos podem ser considerados de longo alcance.
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Portanto, temos uma teoria escalar-tensorial da gravitacao que obedece o principio
de equivaléncia, jA que o campo escalar nao se acopla com os campos materiais do La-
grangeano, mantendo o principio de acoplamento minimo e considerando que a métrica
"fisica" g,, mediadora da forca gravitacional, de acordo com a teoria de campos de grande

unificacao e com a teoria de Kaluza-Klein, é um objeto dado por

G = QQ(‘P)QMV: (4-4)

onde €(¢) é uma funcdo arbitraria do dilaton. Assim, a métrica "fisica” é composta por
uma componente escalar (o campo escalar ) e por uma componente puramente tensorial

(a métrica g,,).
4.2 As Equacoes de Campo

As equacoes de campo para uma teoria escalar-tensorial da gravitacao podem ser

obtidas de duas maneiras distintas que serao analisadas a seguir.

4.2.1 Obtencao das Equacgoes de Campo via Método de Brans-
Dicke

A idéia central deste método é o principio de Mach que diz que as propriedades de
inércia de um corpo vém da aceleracao deste corpo com relacao a distribuicao de massa
do universo, o que significa que as massas inerciais das particulas elementares nao sao
constantes fundamentais mas sim representacoes das interagoes dessas particulas com um
campo escalar ® que cobre todo o universo e que esta relacionado com a densidade do
universo. Com isso, como a massa das particulas elementares s6 pode ser medida a partir

de suas aceleragoes gravitacionais Gm/r?, a constante gravitacional G também nao pode
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ser considerada uma constante e sim relacionada com o valor médio deste campo escalar
D,
A equacao de campo mais simples que descreve este campo escalar ® pode ser escrita

como [19]
O® = 4wATh,. (4.5)

onde OJ representa o operador d’Alembertiano no referencial fisico, A é uma constante de
acoplamento e T,* & o tensor energia-momento de matéria do universo. A partir deste
ponto, pode ser feita uma aproximacao do valor médio de ® se calcularmos o valor do
potencial central de um gas em uma esfera de raio igual ao raio do universo R ~ 10%% c¢m

e densidade igual a p ~ 1072 g em™3. Isto fornece um valor médio igual a

(®) ~ A\pR* ~ X x 10*" g em™. (4.6)

1

Note que 10%" g em~! é um resultado razoavel se comparado com a constante 1/G =

1.35 x 102 g em™! e entdo podemos normalizar ® para escrever

(@) ~ é | (4.7)

onde fizemos A igual a unidade j& que nao estamos interessados no valor exato da relacao
mas sim no fato de que, mais uma vez, podemos ver claramente que GG nao é uma constante
e sim uma funcao do tempo cosmico. Sendo assim, a equacao de campo correta da
gravitagdo é obtida substituindo G por 1/® e incluindo o tensor energia-momento do

campo ® na fonte do campo gravitacional

» 1~ D 8 a4 a4
R — SR = —%[T;g + T, (4.8)
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No entanto, nao podemos perder de vista o principio de equivaléncia e, assim temos
a exigéncia de que apenas a métrica §,,, € nao o campo escalar ®, entra nas equacoes de
movimento de particulas e fétons. Portanto, a equagao que descreve a troca de energia

entre matéria e gravitacao ¢ dada por

. oLk N .

que é a mesma relagao obtida na relatividade geral. Multiplicando a equagao (4.8) por ®

e aplicando a derivada covariante em toda a expressao obtemos

N 1. - _ 1., - . .
(R = 53 Ry + (B — S R)®,, = —Sa(T%, + T, ). (110)

; 2 Y

Utilizando a equagao (4.9) e a identidade de Bianchi (CMJ“V;” = () obtemos

1 N N
R, — S8, R = 87T

vip)

(4.11)

e 0 nosso objetivo serd calcular cada termo desta equagao. O tensor simétrico mais geral
que pode ser construido em termos do proprio campo escalar ® e da primeira ou segunda

derivadas do campo escalar é
Ty, = A(®)®,"®,, + B(®)s",®,,0,” + C(®)d.* , + 5", D(®)d. (4.12)

Calculando a derivada covariante deste tensor temos

Ty, = A(®)D,0 1 0, + A" &, + A(D)D D,

® vip

+B’((I>)<I>;M5”Vc1);pq>;p + B(@)d“ycl);pwcb;p + B(®)0",®,,®.”

HRT

(D), D, + C(D)D ., + D' (B)D,®. 7 + 5 D(®).*,

o)

(4.13)

v
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onde A(®)., = A'(P)P., e a "linha" denota derivada com relacao a ®. Desta forma temos

Ty, = [A(®) + B(®)]0, 2,0, +[A®) + D'())0,000

@ vip

+[A(®) + 2B(®) + C'(®)]®.*, @, + D(®)(OD),, + C(®)I(P,,). (4.14)

)

Como as derivadas covariantes normalmente nao comutam, podemos definir o comu-

tador de derivadas covariantes de um tensor qualquer como sendo

Vi — Vawsn = Vo RY (4.15)

AVK
e entdao o primeiro termo da equagao (4.11) sera dado por
O R, =0 — D = (OB), — (D). (4.16)

Além disso, calculando o traco da equagao (4.8) e utilizando a equagao (4.5) obtemos

_ ~ v 1 - ~ v ~ 87T ~ - v ~ - 14
G B = 509" I = =5 G D™ & G Ty
~ ~ 87T = ‘2]
= R—2R=——C[T, +Ty)]
- 8 [ 1 - -
— R= % T 0P 4 (A(@) +4B(2)®, "Dy, + (C(®) +4D(9))0P)| .
7T bl

Desta forma, o lado esquerdo da equagao (4.11) fica dado por

o, R, — 151 & R = (O0), — O(P,)-
(4.17)
—23, [( + C(®) +4D(®)) 0P + (A(P) + 4B(®))®,#2,,] .

Quando substituirmos as equagoes (4.13) e (4.17) em (4.11), podemos verificar que

1 = —-81D(P),
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—1 = —-87C(®),

_%T (ﬁ +C(®) + 4D(<I>)) = —8m(A(®) + D'(®)),

_%T(A(cb) +AB(®)) = —8r(A'(®) + B'()),

0= A(P) +2B(®) + C'(P).

Resolvendo este sistema de equagoes obtemos a solugao tnica dada por

A@) ==, B®) = 1
() = % D(®) = —%, (4.18)

13
YT 2
ou
2
A= 4.19
3+ 2w (4.19)
Finalmente, podemos escrever as equagoes (4.5) e (4.8) como sendo
3 ST .
U = T,/ 4.2
3+ 2w Mr (4.20)
Rw/ - %gwé = _%TMNV - %(q);uq);v - %gw(b;pq);p)_
(4.21)

_é(q);u;l/ - gW|j(I))_
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4.2.2 Obtencao das Equacoes de Campo via Método Variacional

As equacoes de campo para a teoria escalar-tensorial podem ser obtidas a partir da

acao
1 4 ~ ~ w(é) ~ UV ~
SJF = _7T d TN/ —g OR — ?g’ auq)ayq) + SM[@Z)m(:L'%guV(x)]v (422)

onde g,, ¢ a métrica fisica que contém os graus de liberdade escalar e tensorial, Réo
escalar de curvatura associado & métrica fisica e w(®) é o parametro da teoria que depende
do campo escalar ¢. Além disso, a acao de matéria é arbitraria mas tem a restricao de
conter os campos de matéria 1), universalmente acoplados a métrica fisica para que o
principio da equivaléncia seja preservado. O subscrito "JF" indica que esta acao esta no
referencial fisico ou referencial de Jordan-Fierz.

Note que o funcional (4.22) ¢ semelhante ao funcional (4.1) porém ndo sdo iguais.
Enquanto que (4.1) estd escrito em termos da métrica g,, que é uma componente da
métrica fisica, o funcional (4.22) esta escrito em termos da propria métrica fisica g,
Além disso, o parametro w, que no funcional (4.1) é constante, em (4.22) é uma fung¢ao
do campo escalar ®.

Variando-se a ac@o (4.22) com relacdo a métrica g,, e com relagao ao campo escalar @,
obtemos respectivamente as equacoes de Einstein "modificadas" e a equacao que descreve

a dinamica do campo ®, dadas por

- 1. ~ 8 1 = - w(P)
R;w - §g,uzzR = ET,UJ/ + E(VV(D,M - g,uuqu)> + P2
1 o
% 0,20,® = 55, 0a00°0 ) (4.23)
- 1 - dw
06 = —— (827 — ££9,80" | 4.24
20(®) + 3 <87T a5 On Y ) (4.24)
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além da conservagao do tensor energia-momento (referencial fisico)

v, T", =0, (4.25)

e, neste caso, o "til" nos operadores denota que estes estao construidos no referencial de

Jordan-Fierz ou referencial fisico. Além disso,

- _ 1. =
ij - R/W— 5 HVR

¢ o tensor de Einstein no referencial de Jordan-Fierz e

p = EW (4.26)
¢ o tensor energia-momento da matéria com T = T“M sendo o traco do tensor energia-
momento.

Ao analisarmos as equacdes (4.23) e (4.24), vemos que se T for nulo e se o campo
escalar ® for constante, a equacao (4.23) se reduz a equacdo de Einstein usual enquanto
que a equagao (4.24) torna-se uma identidade se identificarmos a constante gravitacional
como sendo o inverso do campo escalar, isto é, G = 1/®. O importante aqui é ressaltar que
qualquer solucao exata das equacoes de Einstein é uma solucao particular das equacoes
modificadas da teoria escalar-tensorial, onde o traco é nulo e o campo escalar é constante.
De um certo ponto de vista, a teoria escalar-tensorial da gravitacao é uma teoria mais
"geral" que a relatividade geral de Einstein uma vez que esta é uma solucao particular
das equacoes da teoria escalar-tensorial.

Note que as equagoes (4.23) e (4.24) sdo anélogas as equagoes (4.20) e (4.21) e por-
tanto as equacoes de Brans-Dicke também possuem as equagoes de Einstein como solucao

particular mas com a diferenga que em (4.21) o parametro w é constante.
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Desta forma, temos um conjunto de equacoes diferenciais que contém o campo escalar
® na fonte do campo gravitacional. No entanto, as equagoes (4.23) e (4.24) sao bastante
complexas de se trabalhar por conterem termos de acoplamento entre g,, e ®. Por esta
razao, podemos aplicar uma transformacao conforme na agao (4.22), para desacoplar os

graus de liberdade escalar e tensorial, dada por

G = () v (4.27)

e este novo referencial é chamado de referencial conforme ou de Einstein. A acao (4.22)

no novo referencial fica

1
S = 167G /d4x\/ —g [R - 29”1/8,%081190] + Su [1/Jm, Qz(cp)gm,] , (428)

onde R & o escalar de curvatura associado a métrica g,, e G, ¢ a constante da gravitagao
média. Ao aplicarmos a transformacdo conforme na acdo (4.22) obtemos a acao (4.28) se

definirmos

dinQ(p)  1dQ2

= - = 4.29
e desta forma os campos ¢ e ® se relacionam por
9 1

Note que, neste referencial, a fun¢do (p) é arbitraria, ou seja, a especificacdo da
fungao Q(p) define univocamente com qual teoria escalar-tensorial estamos trabalhando.
Além disso, para dar uma definicdo univoca para as grandezas g,,,, ¢ e £(¢) no referencial
conforme em termos das grandezas correspondentes §,,,, ® e w(®) no referencial fisico,

devemos impor que

1

a?(p) = 20(®) + 3 (4.31)
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Assim, variando-se a acdo (4.28) com relacdo a g,, e com relagao ao campo escalar ¢
obtemos respectivamente as equagoes de Einstein modificadas e a equacao de dinamica

do campo ¢, no referencial conforme, dadas por

1
Ry, = 20,90, + 811G (T, — §gWT), (4.32)
G = 20,00, — 4u g 0apdsp + 871G, T,,, (4.33)
Op = —4nG.a(p)T, (4.34)

onde agora o tensor energia-momento 7, ¢ obtido a partir de

o _ 2 Sy
g agr

(4.35)

e, neste novo referencial, nao se conserva, isto é, V, 7", = a(¢)T'V,p. Temos ainda que,
com o auxilio da equacao (4.27), podemos relacionar as quantidades dos dois referenciais

Ccomo
T, = Q7%T,,, (4.36)

o que implica também em TF = Q~4TH ¢ TH = Q-0TW,

Note que, apesar do campo escalar ¢ nao estar acoplado a parte material do La-
grangeano para respeitar o principio de equivaléncia, ele estd acoplado ao traco do tensor
energia-momento como mostra a equagao (4.34) o que evidencia que, de fato, o campo
escalar ¢ estd mediando a for¢a gravitacional junto com o graviton. Como dissemos an-
teriormente, o campo escalar ¢ poderia ter sido inserido na teoria apenas colocando o
seu termo cinético no Lagrangeano de Einstein mas, desta forma, nao terfamos obtido a
equagdo (4.34). Como @ nao esta acoplado a parte material do Lagrangeano em (4.22),
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fica claro que o termo responsavel pela equagao (4.34) é justamente o termo de acopla-
mento nao-minimo em (4.22). Isto justifica o termo de acoplamento nao-minimo na teoria.
O principio de equivaléncia ¢ preservado ao se excluir o acoplamento de ¢ com a parte
material do Lagrangeano e, com o acoplamento nao-minimo entre ¢ e o escalar de cur-
vatura, recuperamos a contribuicao do campo escalar na forca gravitacional quando este
se acopla com o trago do tensor energia-momento em (4.34).

Outra informagao importante que podemos tirar de (4.34) é a de que o campo escalar
© sO interage com campos materiais massivos, nao interagindo, com campos sem massa,
como o foton. Isto significa que a deflexdo da luz na presenca de matéria nao é afetada
pelo campo escalar, sendo responsabilidade exclusiva do tensor métrico, ou em outras
palavras, da geometria do espaco-tempo definida pela matéria. Mais uma vez, a teoria

escalar-tensorial recupera resultados obtidos pela relatividade geral.
4.3 Solucao do Tipo Vortex em Teoria Escalar-Tensorial

O raciocinio utilizado para obter uma solucao do tipo vortex em teoria escalar-tensorial
serd o mesmo aplicado na secao 3.2 deste trabalho?. Mais uma vez a corda sera dividida
em duas regides: uma regiao I externa a corda (r > 1) e uma regiao II interna a corda
(r < ro) onde o comportamento dos campos sao os mesmos que na se¢ao 3.2. Como
estamos interessados em um modelo que dé origem & corda césmica, vamos utilizar a acao
de matéria com o auxilio do Lagrangeano (2.2)

2(oo—), (1.37)

1 1
Sy = / d*z\/—3 {§DM¢>D“¢* — ZF,WFW —

2Como o método de obtencdo das equacdes de campo é andlogo ao da secdo 3.2, esta se¢do apresentard
apenas os resultados relevantes para a conclusao do trabalho, sem detalhamento de contas.
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onde D, = 0, + iqA, e o tensor de Faraday ¢ dado por F,, = d,A, — 0,A,. De agora
em diante vamos considerar todos os campos como sendo apenas a ordem zero de uma
expansao. Isto significa que estamos interessados na corda como sendo fonte dos campos
gravitacional e do dilaton. Desta forma, com o objetivo de encontrar o tensor energia-
momento relevante, a métrica no referencial de Einstein serd a métrica de Minkowski,
enquanto que o dilaton assume um valor constante, de tal forma que, nesta ordem, a
gravitacao é descrita pela relatividade geral em ambos os referenciais. A métrica de

Jordan-Fierz pode ser escrita, em coordenadas cilindricas, como sendo

1
G = Q5" = Qg% Diag (1, —1,-1, ——) (4.38)

r2

e a constante de Newton fica dada por &5 = G, Q2.
Uma configuragao de vortex estatico que é solucao das equagoes de Euler-Lagrange

provenientes do funcional acima tem a forma dada por

o= h(r)e® e A,— é[@(m 16, (4.39)

As equagoes de campo obtidas a partir da agao (4.37) sao

h/ 2
h" — T=hlg AR (R =) |, (4.40)
" Ql 2 Q2h2
Q" — 7 =qQ 0 (4~41)

e as condicoes de contorno para que estes campos descrevam um vortex do tipo linha sao

lim A(r) =n, lim Q(r) =0. (4.42)
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Figura 4.1: Eixo y: Campos X (p) e Q(p); Eixo x: Valor de p com relac¢do a distancia ao
centro da corda.

As equacoes de campo obtidas podem ser resolvidas numericamente com o auxilio
das condigoes de contorno. Uma solugao possivel esta representada na figura (4.1) com
Qo = 1. Note que a escolha de 5 = 1 significa uma métrica de Minkowski, ou seja,
os campos encontrados na se¢ao 3.2 tém esta mesma solugao. Além disso, a figura esta
representada em termos de quantidades adimensionais X = h/n e Q(p) em fun¢do de uma

distancia adimensional com relagao ao centro da corda

p= T = A2 (4.43)

onde rj, &€ o comprimento de onda Compton do campo de Higgs. A figura (4.1) foi adaptada
de [20].
Como queremos encontrar a solucao interna da corda, devemos solucionar a equagao

(3.15) que nos fornece

- 027 1 Q/Q q

T% = 0 n? 4+ = h2Q? 4.44
L =V+= _ +T2< Q+q293>_, (4.44)

B 972 r 1 Q/Q T

Tr — I U I N 202 _ 4.4
V= (h Q qmg)_ , (4.45)

_ Q_2 r 1 Q/2 7

70 0 p2 - = R202 4.4
0 V+ 2 I 7"2 ( Q + qQQ(Q))_ ) ( 6)

44



e temos também que T% = T7. Esta ordem zero do tensor energia-momento deveria ser,
em principio, a fonte para as equacoes de Einstein modificadas.

No entanto, temos mais uma vez a intencao de adotar o "ponto de vista macroscopico”
ja que queremos descrever a dinamica da corda. Vamos considerar a corda como sendo
descrita por uma acao de superficie e vamos integrar o tensor energia-momento sobre
todos os graus de liberdade transversos. Como a corda esta alinhada ao longo do eixo z,
as coordenadas internas podem ser identificadas como sendo t e z e as transversas como
sendo r e 6. Desta forma, vamos reescrever as componentes do tensor energia-momento
de tal maneira que a energia por unidade de comprimento e a tensao sao uniformes e as

componentes transversas sao nulas. Assim, no referencial conforme, temos

T, =T,=0 (4.47)

onde p > 0 é uma densidade uniforme de energia.
Nas proximas secoes vamos aplicar as equacoes modificadas de Einstein no calculo
das métricas interna e externa de uma corda césmica e comparar os resultados com as

métricas correspondentes encontradas no contexto da relatividade geral.
4.4 A Meétrica Externa

A métrica externa do espaco-tempo de uma corda deve ser estatica, com simetria
cilindrica e solucao de vacuo das equacoes de Einstein modificadas. Podemos utilizar a

mesma métrica que na secao 3.3 dada por

ds? = e at? — 2 dg* — 2 (dr? + d2?).

45



No entanto, podemos considerar que o sistema ¢ invariante de Lorentz na diregao z
e entdo temos que gy = —g... Além disso, podemos reescrever a métrica para que esta
descreva o espacgo-tempo da corda em termos da distancia radial ao centro da corda.

Assim,
ds? = e2(dt* — dz*) — 2 dh? — dr?. (4.48)

Temos também que, como estamos interessados na solucao da parte externa da corda,
o tensor energia-momento nesta regiao é nulo. As equacdes de Einstein modificadas
podem ser facilmente calculadas® com o auxilio das equagoes (4.32) e (4.33) fornecendo

as equacoes de campo

R, =v'+22”+y =0, (4.49)
R, =V + 222 +/y =0, (4.50)
Ry =2/ + " 442 =0, (4.51)
G = —V? =Wl =~y (4.52)

Além disso, podemos definir o determinante da métrica como sendo [21]
u=+/—g=Vee = V) (4.53)
e entao

u =2V +¢ e u =2V + Y )u+ (2 +¢) . (4.54)

3Ver apéndice B.
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Desta forma podemos escrever
u//
— =0 WP Y (4.55)
u
Note que se somarmos as componentes R', + R*, + R% = 0 obtemos exatamente

v’ /u = 0. Podemos também obter R’, se fizermos

1
e(2v+v)

1 [ g,)
(2v+i) o, 1 I 9,2 " 1o — ot
e 21'] % {u—gtt} 207+ + v =R, (4.56)

e as outras componentes sao obtidas de maneira analoga. Das equagoes de KEinstein

modificadas temos também que

1
Oy = —0:[ug” d;Jp =0

N %(Wy)' 0. (4.57)

Assim, podemos reduzir o sistema de equagoes (4.49-4.52) a equagoes diferenciais em

termos de u e das componentes da métrica da seguinte forma

e ! (1.5%)

SR, ="=0 (i=t296), (4.59)

%(ugp’)’ = 0. (4.60)

Da equagdo (4.59) segue que u é uma funcdo linear de r (u ~ Br). Assim, de (4.58)

obtemos

r\
gii = Aj (—> ; (4.61)



e de (4.60) temos que
(Br¢') = 0= Bry = const. (4.62)
= ¢ = o + kIn(r/ry), (4.63)
onde j = 1,2 esté relacionado com cada componente e A;, C; e x sao constantes que serao

determinadas adiante. Escrevendo a solucao para u

uw = Br — (gttgzzggg)l/2 = Br (4.64)

— (A2Ay(r/ry)?91 )12 = By, (4.65)
podemos escrever as seguintes relacoes entre as constantes

A1(Ay)Y? = B, (4.66)

20, +Cy =2, (4.67)
e utilizando a componente G", obtemos
K> =C1(1—=0)). (4.68)

A constante A; pode ser absorvida por uma redefinicao de ¢t e z. Assim, a métrica do

vacuo tem a forma final dada por

Ch 2—-2C1
ds? = (ri) (dt* — dz2) — dr* — B? (1) de?, (4.69)
0

To
onde as constantes Ci, B e k sao totalmente determinadas quando introduzirmos os
campos de matéria.
O tensor de Ricci para a métrica (4.69) serd regular apenas se ¢ = ¢q = const.,
ou seja, se Kk = 0. Isto significa que €7 = 4/3 ou C; = 0 sendo que este tltimo valor
representa uma métrica conica e, desta forma, B? = A, pode ser interpretado como um

desvio angular.
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4.5 A Meétrica Interna

Para uma corda estética com simetria cilindrica, podemos utilizar a métrica (4.48)
ds? = 22 — 2 qe? — 220 (dr? — d2?),

e as equacoes de Einstein modificadas para obtermos as seguintes equacoes de campo

Gtt _ 6_2/\[¢N + 77b/Q + )\//] _ 6—2)\(7”)%0/2 . 87TG*94(QO)/L, (4.70)
GG@ _ 6—2>\[V// + V/Q + )\N] _ e—2>\(r)spf27 (4.71)
GTT — 6—2)\[V/)\/ + 1/}/)\/ + V/¢/] — _6_2)\(T)§0/27 (472)

G* = e VY + V" V2" = U N =N = e P2 - 8nGLO (), (4.73)

Op = e V¢’ +9'¢ + ¢"] = 81G.QY (p)al(p)p, (4.74)

onde T%, = T% = —Q%(p)u. No entanto, podemos provar que este conjunto de equagoes
diferenciais ndo possui solucao exata®. Desta forma, consideraremos uma solucao para
cordas cosmicas em uma aproximacao de campo fraco. Nesta aproximacao a métrica com

a qual estamos trabalhando difere infinitesimalmente da métrica de Minkowski, ou seja,

G = Ny + €Ny, (4.75)

onde £ < 1 e o termo ¢'? nas equacoes de Einstein modificadas é desprezado. Além disso,
devemos assumir a condicao de contorno de que o espago-tempo ¢é assintoticamente chato,

isto é, se r é a distancia radial a corda, entao

lim h,, = 0. (4.76)

T—00

4Ver apéendice A.
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Como ¢"”g,, deve ser igual a um escalar, devemos ter que g = n* — eh*”. Como

Nw € constante, podemos redefinir a conexao métrica como sendo

1
12, = 200,00+ Dt~ D50
1
— I, = 5(77p0 — eh”)[0,(Nov + €how) + 0u(Nop + €hop) — 0o (N + €hy)]
1 loa g
= I, = 5(77” — eh”?)[e0,hoy + €0y hgy — €05y

1
=TI, = 55[8uhpy +0,h°, — 0Ny (4.77)

Com um pouco mais de algebra podemos mostrar que o tensor de Einstein, nesta

aproximacao, é dado por
1 g
G}W = ég(ayaphpu + 8u8phpu - Dhul/ - a,uauh - nw/apatfhp + nlWDh)’ (478)
que pode ser escrito como
1 1 .
GMV = —§€D(huy — 57’]“,/7’] hpa)7 (479)
se definirmos o calibre de Fock dado por (em coordenadas harmonicas)
0,.(h" 15”h =
W, = S0h) =0, (4.80)

onde h é o traco de h,,. No entanto, na aproximagao de campo fraco, um corpo percorre

uma distancia da' com velocidade v em um tempo dt, ou seja,
‘ v
dx" ~ velocidade x tempo ~ vot ~ —cdt ~ 0T (4.81)
c
onde ¢ é a velocidade da luz e v/c ~ e. Assim,

g/dx" ~ 1/07,
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e podemos dizer que a aproximacao de campos fracos é uma aproximagcao a baixas veloci-

dades onde podemos escrever, para uma dada funcao f,
e0;f ~ Ouf. (4.82)
Reescrevendo (4.79) temos

1 1 1
Gw/ = _55(5aih/w - 8ih,ul/ - §nuunp 58@'th + 577;w77p aihpa)

1 1
- le = —§5aih,w + Enuynpagthpm (483)

Assim, podemos escrever a equacao de Einstein modificada linearizada como sendo

1 1
G = —ié“l:l(h#,, - §nﬂvnp hpo) = K1},

1
= V?h,, = 167G.(T,, — §nw,77p“Tp0).

onde o termo ¢ foi omitido sem que afete o resultado final.
Como estamos aplicando uma aproximacao de campo fraco, devemos também lineari-

zar as outras grandes relacionadas a corda. Entao,

P = o+ EP1,

Ty = Toyuw + €Ty

No processo de linearizacao, o tensor energia-momento tende para uma distribuigao de

Dirac no plano (¢, z) constante. Assim, em coordenadas cartesianas, temos

Ty=-T..= QQ(¢O)M5($)5(y)7 (484)
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Ty =T, = 0. (4.85)

Desta forma, as equagoes de Einstein modificadas, em coordenadas cartesianas, que de-

vemos resolver para obtermos a meétrica externa de uma corda sao

1
Vzhwj = 16w, (Tuy - 577uu77pUTpa>a (486)
Op, = =V, = =471 G o) T (o) (4.87)

Sabendo que V2 1In(r/rg) = 276(2)d(y), a solugdo de (4.20) é

o1 = 4G, a(00) Q2 (o) In (;) . (4.88)

0
Esta solucao é compativel, em primeira ordem, com a solugao no vacuo se e somente

se

Kiin = 4G (o) €2 (00).- (4.89)

De (4.68) podemos ver que os tnicos valores possiveis para C; sdo C; = 0 e C} = 4/3.
No entanto, o resultado que tem significado fisico é C; = 0 enquanto que o outro valor
corresponde a uma métrica ndo-fisica [11, 13, 22|.

Da equagao (4.86) obtemos

1
Vihy = 167G (T — 5”&2#5(@5(9)) = hy = 0. (4.90)
V2h.. = 167C.(T,. — %mzzua(m)a(y)) SN — (4.91)

1
V2h,, = 167G (T — énm2u5(x)5(y)),

= hae = 8GO (o) pIn(r/10). (4.92)
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1
V2h,, = 167G, (T,, — §nyy2u5(:c)5(y)),

= hy, = 8G.Q*(po)uIn(r/ro). (4.93)
De (4.75), temos
ds® = dt* — dz* — [1 — 8G.Q* (o) In(r/ro)|dz? — [1 — 8G. Q2 (wo)pIn(r /70)|dy?. (4.94)
Voltando para coordenadas cilindricas
ds* = dt* — dz* — (1 — 8G.Q*(po)pIn(r/r))dr? — r*(1 — 8G. % (po ) In(r /o)) d6*(4.95)

Aplicando a transformagao [1—8G.Q%(¢o)In(r/ro)]r? = [1—8G.Q? (o) p]r?, em primeira

ordem em G [13]
ds® = dt* — dz* — di* — #[1 — 8G.Q*(po) ] dO*. (4.96)

Facamos, sem perda de generalidade, 7 = r. Comparando as métricas interna e externa
obtemos que B? = 1 — 8G,Q2%(¢o)u e entdo o desvio angular causado pela corda no
espago-tempo serd, em escalar-tensorial, 60 = 87G.Q?(py)u. Para obtermos a métrica
no referencial de Jordan-Fierz, lembremos que g, = Q*(¢)guw, onde g, é a métrica no

referencial de Einstein. Temos também que

982(po)

Q) = Qo) + o

p1 = Q(po)(1 + alpo)er).
Assim, em primeira ordem em G, u, temos
ds® = Q(o)[1 + 8G.u€¥ (p0)a* (1w0) In(r /1))
x (dt* — dz* — dr* — r?[1 — 8G.Q*(po) u]do?), (4.97)

comr > 0e0 <6< 2m Portanto, a métrica (4.97) representa uma corda césmica neutra

na aproximacao de campos fracos em teorias escalares tensoriais da gravitagao.
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4.5.1 Forca Gravitacional Exercida pelas Cordas Cdsmicas

Ao considerarmos a deflexdo da luz na métrica (4.97), vemos que a diferenca entre
imagens duplas®, dada por 60 = 871G Q% (o) = 87Gop, mantém-se inalterada na teoria
escalar-tensorial da gravitacao. Para cordas originarias na escala de energia de grande
unificagao (GUT), 60 ~ 107° rad. Isto significa que, do ponto de vista deste efeito, ¢
impossivel distinguir a corda cosmica descrita pela teoria escalar-tensorial da gravitacao
da descrita pela relatividade geral. Além disso, a corda césmica em escalar-tensorial

exerce uma forga em uma particula teste nao-relativistica de massa m dada por

M 1
f= —7Vhoo = —4MGopa®(po)

- 4.98
3 (199)
onde hgy = (o) (1 + 8Go(wo)pa(po) In(r/rg)). Note que a for¢a gravitacional é sempre
atrativa e, em escalar-tensorial, é dependente de r. Na figura (4.2) podemos comparar

a intensidade da forca gravitacional exercida pelas cordas cosmicas considerando teoria

escalar-tensorial e relatividade geral.

-3e-10 -

Forca/M
T
1

-6e-10 [ —

---- Corda Cosmica Relatividade Geral
—— Corda Cosmica Escalar-Tensorial

-9e-10 [~ —

!

T

Figura 4.2: Intensidade da forga gravitacional de uma corda césmica em escalar-tensorial
(CET) e em relatividade geral (CRG).

SLembrando que G.Q?(po) = Go, onde Gy é a constante de Newton efetiva.
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4.5.2 Movimento de Particulas Teste

A métrica (4.97) apresenta caracteristicas interessantes ligadas ao fator conforme e
desta forma vamos analisar como este fator afeta o movimento de particulas teste neste
contexto de teorias escalares-tensoriais. Assim, vamos comecar calculando o Lagrangeano
de uma particula teste se movendo em um espaco-tempo do tipo (4.97), que é dado por

L %C(T)[z? _ 22 B, (4.99)

onde C(r) e B(r) sdo dados por

B(r) = r7*[1 — 8G.. (o), (4.100)

C(r) = [1+ 8G.2*(po)a® (o) pIn(r/ro)], (4.101)

respectivamente. Com o auxilio deste Lagrangeano, podemos calcular os momentos con-

jugados (p, = 0L/0*), dados por

pe=E=C(r)f, pg=—L=—C(r)B(r)o,

p.=—C(r)z, p,=—C(r)r, (4.102)

onde o "ponto" denota derivada com relacao ao tempo-proprio 7. As quantidades E, L e
P, sao a energia, o momento angular e a componente z do momento, respectivamente, e
sao quantidades conservadas devido a simetria do espago-tempo.

Vamos considerar o movimento de particulas sem massa (por exemplo f6tons, neutri-
nos, etc). Neste caso, ds*> = 0 e de (4.102) podemos escrever as equagoes de movimento

COINo

t=E/C(r) e =—p,/Cr). (4.103)
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Combinando e % temos
; S (4.104)

Se considerarmos que um fé6ton se movimenta em um plano perpendicular ao plano da
corda e a uma distancia r = r., temos que o movimento deste féton ao longo da direcao
z € nulo. Assim, em r = r,, temos que p, = 0 e , portanto, o féton (ou qualquer outra
particula sem massa) nao sofre qualquer tipo de desvio em sua trajetoria com relacdo a
trajetoria deste mesmo foton na presenca de uma corda coésmica descrita pela relatividade
geral. Este resultado era esperado uma vez que uma particula sem massa nao sofre
nenhuma modificacao devido & transformacao conforme.

Podemos analisar o movimento de particulas massivas através das caracteristicas do
Hamiltoniano dessas particulas. Devido as simetrias do espago-tempo (4.97) e pelo fato
deste espaco-tempo ser estatico, o Hamiltoniano, H = p,2“ — L, é outra quantidade
conservada do sistema e portanto podemos normalizé-lo para que seja igual a 1/2 para

geodésicas do tipo-tempo. Desta forma temos

% — Bi— L6 — C(r) — C(r)2* — %C(r)m

+%C(7’)7'“2 + %O(T)ZQ + %C(T)B(T)QQ, (4.105)

Se considerarmos que a particula estd restrita ao plano equatorial, ou seja, 2 = 0 e

utilizarmos as relagdes (4.102) obtemos

: -1 .1 . 1 1
FEt —LO— ~Ft + -L0 — = = 2 4.1
t— Lo ) T+ 5 6 20(7")7“ 5 (4.106)

— - CET) [Ei — L6 —1] = 0. (4.107)
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Vamos nos concentrar em movimentos circulares com Orbitas estaveis. Assim, temos que

satisfazer as seguintes condi¢oes simultaneamente

o 1 =0;

e 0,V(r)=0,onde V(r) = _C%v") (Bt — L —1];

e 0’V (r) > 0, para que tenhamos um minimo.

Desta forma, temos

. . 1 . .
Ei—L6—1=0 ¢ 0, m(Et—Le—l) =0. (4.108)

Escrevendo ¢ e § em termos das quantidades constantes F e L temos

B L2
- 1= 1.1
o cmBm " (4109
e também
o |t = o] =0 (4.110)
. — —C(r)]| =0. .
C2(r) B(r)
Resolvendo (4.110) temos
2 2 / 2
B L 1. Bl (4111)

C(ry  C(r)B(r) ' 2 * 2C"(r)B3(r)’
onde a "linha" denota derivada com relagdo a r. Substituindo este resultado em (4.109)

temos

B(r)L* 1
_(C)BA(r)\
:L_(—B/(T) ) : (4.113)
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Substituindo o valor de L em (4.109) temos

,_ C'(r)B(r)

b= BmB0

—C(r) (4.114)

C'(r)B(r) + C’(T)B’(r)>l/ g (1.115)

— E =
( B'(r)
Sabemos que a velocidade angular de uma particula teste em movimento circular ao

redor da corda em uma orbita plana pode ser escrita como ¢ = df/dt = H/t Desta forma,

podemos obter uma expressao para ¢ em termos dos coeficientes da métrica (4.97) dada

por
__L C'(r) 12
*TBE (C’(r)B(r) + B(T)C’(T)) (4.116)
_ o 8Gou
T = Go) \/[1 + 8Gopuad + 8Gopad In(r/ro)] (4.117)

onde Gy = G.Q%(yo)-

Apesar do fator conforme nao influenciar particulas sem massa, a velocidade angular
de particulas massivas depende do fator conforme, comprovando que o campo escalar ¢
interage apenas com particulas massivas. No entanto, estes resultados foram obtidos para
cordas cosmicas neutras em teorias escalares-tensoriais da gravitacao. Se considerarmos
outros tipos de cordas, além das cordas neutras, podemos obter resultados diferentes tanto
para o movimento de particulas massivas como para as particulas sem massa. As cordas
quirais® sao um exemplo, onde o féton, considerando o espaco-tempo correspondente &
corda chiral, sofre a acao de uma forca na direcao positiva do eixo z. Claramente, esta

forca deve-se exclusivamente a quiralidade da corda ja que o fator conforme nao atua em

particulas sem massa [23].

60 tensor energia-momento de cordas quirais ndo é diagonal. Nestes casos, temos que as componentes
nao-nulas fora da diagonal dependem de um fator k chamado quiralidade. Para k = 0 temos cordas com
carga maxima e k = 1 temos a corda neutra.
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Capitulo 5

Conclusao

Nesta dissertacao estudamos as cordas cosmicas neutras utilizando a relatividade geral
e a teoria escalar-tensorial da gravitacao. Primeiramente, através das equagoes diferenciais
resultantes da equagao de Einstein, obtivemos de maneira exata a métrica que descreve
0 espaco-tempo interno e externo de uma corda césmica em relatividade geral. Com
um raciocinio anélogo, resolvemos as equacoes diferenciais provenientes das equacoes de
Einstein modificadas para a meétrica externa de uma corda césmica neutra e obtemos
também uma solugao exata. No entanto, a obtencao da métrica interna exata utilizando a
teoria escalar-tensorial mostrou-se inviavel ja que as equacoes diferenciais correspondentes
nao possuem solucoes exatas. Assim, nao existe solucao exata para a métrica de uma corda
cosmica utilizando teoria escalar-tensorial da gravitacao e, desta forma, utilizamos uma
aproximacao de campos fracos, onde a métrica fisica difere da métrica de Minkowski por
uma pequena perturbagao, para obtermos uma forma linear para a métrica que descreve
0 espago-tempo interno e externo da corda.

Além disso, o desvio angular foi calculado utilizando ambas as teorias e constatamos
que este desvio, em escalar-tensorial, ¢ o mesmo desvio em relatividade geral, o que torna

ambas as teorias, do ponto de vista deste efeito, semelhantes. A seguir, estudamos os
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efeitos gravitacionais da corda césmica neutra em particulas teste e observamos que cordas
cOsmicas neutras, segundo a teoria da relatividade geral, nao influenciam na trajetoria
destas particulas enquanto que, considerando a teoria escalar-tensorial, tais particulas
sofrem a acao de uma forca gravitacional, que se anula rapidamente a medida que a
distancia com relacao a corda aumenta. Ou seja, para uma distancia muito grande,
ambas as teorias se equivalem. Calculamos também os efeitos da forca gravitacional nas
particulas teste e constatamos que a velocidade angular destas particulas ao redor da
corda tem relacao direta com o campo escalar da teoria escalar-tensorial.

Podemos resumir os resultados da seguinte forma:

e Nao existe solucao exata para a métrica de uma corda cosmica em teorias escalares-

tensoriais da gravitagao;

e O desvio angular, devido ao espago-tempo externo conico, é o mesmo se considerar-

mos a relatividade geral ou a teoria escalar-tensorial;

e Nenhuma forca atua em uma particula teste na presenca de uma corda cosmica
descrita pela relatividade geral enquanto que esta mesma particula sofre a acao de

uma for¢a do tipo 1/r na presenca da corda descrita pela escalar-tensorial;

e A velocidade angular de uma particula teste ao redor de uma corda césmica deve-se

a presenca do campo escalar.

Como perspectiva, se considerarmos duas particulas viajando em paralelo na direcao
da corda, de tal modo que cada uma passe de um lado diferente da corda, devido a
a geometria nao trivial da parte externa (espago-tempo conico) e a for¢a que a corda
(dependendo de sua estrutura microscopica) exerce sobre as particulas, estas sofrerao um

60



desvio de sua trajetoria e colidirao formando um aglomerado de matéria na forma de uma

parede (wakes). Desta forma podemos realizar:

e Um estudo da formacao de wakes considerando as cordas cosmicas neutras descritas
pela teoria escalar-tensorial da gravitagao, ja que em relatividade nao temos forca

atuando em particulas teste;

e Um estudo de cordas cosmicas com outra estrutura interna como cordas quirais e
cordas com corrente do tipo-espaco e do tipo-tempo para o calculo da forma de

wakes.

61



Apéndice A

Prova da nao-existéncia de solucao
exata para cordas cosmicas em teorias
escalares-tensorias da gravitacao

Na secao 4.5 temos o objetivo de resolver um conjunto de equagoes diferenciais, prove-
nientes das equacoes de campo, de forma exata para encontrarmos a métrica interna de
uma corda cdésmica em teoria escalar-tensorial da gravitagao. No entanto, tal conjunto de
equacoes diferenciais nao admite solucao exata. O que faremos aqui serd mostrar em detal-
hes a inviabilidade de se encontrar uma métrica interna exata em teoria escalar-tensorial
da gravitacao a partir das equacgoes de Einstein modificadas.

A métrica mais geral que descreve o espaco-tempo interno de uma corda cilindrica e

estatica ¢ dada por
ds® = W dt? — 22 — 220 (dr? + d2?). (A.1)
e a equacao de Einstein modificada é dada por
G, = 29" 0up00p — 9" 19"’ Dappp + 87G.T°,, (A2)

com o tensor energia-momento dado por T% = T% = —Q*(p)u. Desta forma, as compo-
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nente do tensor de Einstein sao

Gtt — 672/\[1/}” + ¢I2 + )\//] _ 672>\(r)90/2 . 87TG*Q4(90),U, (A.3)
Gee _ 6—2)\[1// + y’2 + )\//] _ G_QA(T)QO/Q, (A.4)
Grr _ 6—2)\[V/)\/ + ¢//\/ + V’W] _ _6—2/\(7")@/27 (A5)

G* = e WY + 0V + V24" 2 —UN =N = e 2% - 8nG.Q ),  (A.6)
e a equagao para ¢ fica
Op = e [V’ + 99" + ¢"] = 871G (p)a(p)p, (A7)
A equagao de conservagao do tensor energia-momento fornece

T, = ale)Tey (A.8)

=V + )\ = =2a(p)y, (A.9)

e, se a corda é invariante por uma translagdo temporal (G, = G*,) ao longo do eixo z
e se assumirmos a teoria escalar-tensorial de Brans-Dicke, obtemos que v = A = —ap
(o = cte).

Somando as componentes G”, + GY, temos

VA2 N VN N Y =0 (A.10)

— V" V2V =0 (A.11)
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Substituindo este resultado na equacao de ¢ obtemos

e P —ap'd + (ap’ — "¢ + "] = 871G 0 (p)ap (A.13)

— 0 = 871G, QY p)ap, (A.14)

o que é um absurdo! A conclusao que chegamos é que, mesmo trabalhando com a teo-
ria escalar-tensorial mais simples (Brans-Dicke), as equagoes diferenciais para a métrica

interna de uma corda cosmica nao tém solugao exata.
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Apéndice B

Procedimentos utilizando MAPLE

Definicao da Métrica

Vamos explicitar os comandos do MAPLE para definirmos a métrica e os termos de
curvatura.
[> with(tensor):
Comando para trabalhar com o pacote de tensores.
[> coords := [t, theta, r, z]:
Definicao das coordenadas. No caso, Cilindricas.
[> g := array(symmetric,sparse,1..4,1..4):
Pense a métrica como uma matriz 4 x 4, simétrica (symmetric) e cujos valores nao especi-
ficados serao nulos (sparse).
[> g[1,1] := exp(2*nu(r)): g[2,2] := -exp(2*psi(r)): g[3,3] := -1: g[4,4] :=
-exp(2*nu(r)):
Definicao dos elementos da diagonal da métrica. De acordo com o comando anterior,
como nao definimos termos fora da diagonal da métrica, estes serao nulos.
[> metrica := create([-1,-1], eval(g));

Cria e exibe a métrica.
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e2v(r) 0 0 0

0 —e 20 9 0

Jur =1 0 —1 0
0 0 0 —e 20

[> tensorsGR(coords, metric, contra metric, det met, C1, C2, Rm, Rc, R,
G, C);

Calcula respectivamente as coordenadas usadas, as componentes covariantes nao nulas da
meétrica, as componentes contravariantes da meétrica, o determinante da métrica covari-
ante, os simbolos de Christoffel de primeiro e segundo tipo, as componentes do tensor de
Riemman, o tensor de Ricci, o escalar de Ricci, as componentes do tensor de Einstein e
as componentes do tensor de Weyl.

[> display allGR(coords, metric, contra_metric, det met, C1, C2, Rm, Rc,
R, G, C);

Mostra os resultados dos calculos do comando anterior que sao

The coordinates variables are:

zl =1
2 =10
3=
T4 =z

The Covariant Metric
NON-2€T0 COMPONENLS:

cov_gl1 = v
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cov_ 22 = —e?¥(n)
cov_g33 = —1

cov__g44 = — e?v(r)

Determinant of the covariant metric tensor:

detg = — (621/(7"))2 o2 %()

The Contravariant Metric

non-zero components:

1

contra_ g1l = ——qy

contra _g22 = —ﬁ
contra_g33 = —1

1
contra_g44 = —

The Christoffel Symbols of the First Kind

non-zero components:

[11,8]) = — (Lv (r)) eV
113, 1] = (Lv (r)) 2¥()
(22, 3] = (Lap (r)) e2¥()

123,2) = = (40 (1)) ¢
(94, 4] = = (v (r)) 220
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The Christoffel Symbols of the Second Kind
non-zero components:
{1,138} = Jv(r)
{2,238} = S (r)
{3,11} = (Lv(r)) e*¥()
{3,22} = = (o (r) ¥

{344} == (v (r) 2

The Riemann Tensor

non-zero components:

R2323 = (&

T

<
—~
=
~—
N———"
V]
IS
S
2
+

R2424 = (L (r)) e2@) (La (r)) e
R3434 = (v (1)) €20+ (kv (r))” €20

character : [—1,—1,—1,—1]

The Ricer Tensor

non-zero components:

RIT == (40(r) e (£ (1) = (v () 270 = 2 (&

R22 = 2 (%V (1")) (%@/} (r)) e2¥(r) 4 (i—Z@ﬁ (7’)) e?¥(r) 4 (%@D (T))
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33 =2 (£v(n)+2 (Lv ()" + (Lv () + (L0 (1)
Rij = 2 (%Vm)g e270) 4 (Ly (r)) €270 (Lys (1)) + (i_iy(r)> 2 v(r)

character : [—1,—1]

The Ricci Scalar

R=—4 (40 () (£ () —4 (v (1) =6 (Ev() =2 (E0 () -2 (Fv ()

The Einstein Tensor

non-zero components:

G11 = (v (1) 27O (& (1) + (v (1)) 270 + (v (1) ) +
p2v(r) (5% (T)) +e240) (Lo (r))”
G22 = =2.¢20) (L0(r) = 3 ¢2¥0 (Lo ()
G838 = — (Lu (1) = 2 (Lu(r) (Lo (r))
G = — (v ()" e = (v (r) 270 (G0 (1) (J%V(r)) e —
e (& (1)) = 20 (&0 (1)

character : [—1,—1]

The Weyl Tensor

non-zero components:

01212 = ~F (0 (1) €20 (9 (1) 290 4 & (i () 2002940 ¢
1 (%@0(7“))2 e2V(1) 2 () _ 1 (%V(T» p2v(r) g2 (r)



() (v () = £ (e0) (L6 (1)
C2523 = 4 (j_iw (@) e2V0) 4 L (L (p))? g29(0) _ L g20(r) (;jiy (7,)> _

C2424 = L (Lu(r)) e (Lep(r)) e?¥) + L (ddTiy(r)) p2V(r) 2 %(r) _
1 (%w(r» e2V(1) V) L (A ()2 g20(r) g2 ()
Co43h = & (v () 20 4 4 (v () 0 (0 (1) = ¢ (0 (1)) 270
L (o )

character : [—1,—1,—1,—1]
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