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Resumo

O objetivo desse trabalho é aprofundar o estudo de maximos e minimos e sua
abordagem na educacao basica, ampliando o espectro das possibilidades de discussao e
ensino do tema. A abordagem se d4 ao introduzirmos o uso de derivadas e, além disso,
obviamente, tratar sobre os conceitos de vértice, pontos de maximos e minimos, pontos
criticos e concavidade dos graficos para auxiliar a resolu¢ao de problemas tradicionais

de otimizacao, envolvendo nao somente fungoes polinomiais do 2° grau.

Palavras-chave: Maximos, Minimos, Derivadas, Otimizacao, Funcao Polinomial do

2° grau, Resolucao de problemas.
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Abstract

The aim of this work is to deepen the study of maximum and minimum and its
approach to basic education, broadening the spectrum of discussion possibilities and
teaching the theme. The approach is given to introduce the use of derivatives and,
in addition, obviously, handle on the vertex concepts, points of maximum and mini-
mum, critical points and curvature of the graphs to assist the resolution of traditional

optimization problems involving not only functions polynomial of the 2nd degree.

Palavras-chave: Maximum, Minimum, Derivatives, optimization, polynomial func-

tion of the 2nd degree, resolution of mathematical problems.
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Introducao

Faz parte do senso comum considerar a Matematica a mais dificil das disciplinas.
Para a maioria daqueles que afirmam isso, a formacao dessa opiniao se da pelo fato
do ensino dos conteidos ser acumulativo, fazendo com que temas abordados em séries
iniciais voltem a ser discutidos, de modo mais aprofundado, em séries mais avancadas.
Também contribui para isso o fato de que nao se desperta o quanto antes os habitos
de investigacao, leitura e, sobretudo, o pensamento logico-matematico. O que se vé na
maioria dos casos é que os professores nao instigam os alunos a buscar solugoes, mas
apenas ensinam a resolver questoes que ja foram resolvidas, usando apenas principios.

Desde os primordios, o homem ja fazia uso de conceitos matematicos, mesmo que
intuitivamente, seja na caga, na pesca, entre outras atividades. As constantes mudancas
que ocorrem na sociedade e no proprio individuo fizeram com que a Matematica viesse
sendo incluida gradativamente na vida dos homens e transformada em funcoes das
necessidades de sobrevivéncia no meio social.

Ao longo da histéria, a obtencao de valores maximos ou minimos para areas de
regioes planas ou volume de sélidos é um dos problemas que mais fascinaram e de-
safiaram. Questoes elementares como “Qual o paralelepipedo reto retangulo, de area
total constante, tem o maior volume”, cuja solucao pode ser encontrada com célculos
elementares, leva-nos a investigar e geram uma significativa quantidade de problemas
que podem ser resolvidos através da utilizagao de desigualdades, por exemplo.

O que se vé na educagao basica é que sao dadas pouquissimas oportunidades de con-
tato dos alunos com problemas envolvendo desigualdades e otimizacao. Com excecao
feita ao estudo de Funcgoes Quadraticas, no 1° ano do Ensino Médio, é praticamente
nula a abordagem de problemas de maximos e minimos no ensino basico, o que ¢é de se
lamentar pois claramente o tema poderia ser melhor explorado e assim, despertar nos
alunos mais atengao aos conceitos da légica-matematica e a percepgao de que situagoes
de desigualdade podem ser tao, ou mais, importantes que as igualdades. Como o estudo
das derivadas sé se da no nivel superior de ensino, no ensino basico, os alunos nao tém

conhecimento suficiente para usarem métodos analiticos na resolucao de problemas de



Introducao

otimizacao. O ideal é tratar desses problemas utilizando os conhecimentos da educacao
basica para fazer com que o calculo de uma fungao do 2° grau tenha mais sentido e
nao se resuma a apenas encontras as coordenadas do vértice de uma parabola.

Métodos classicos deram origem aos estudos de otimizacao e estes, originaram o
calculo diferencial. A existéncia dos métodos de otimizacao pode ser atribuida a estu-
diosos como Lagrange, Cauchy e Newton. Este tltimo, junto de Leibniz, deu imensa
contribuicao ao desenvolverem métodos de calculo diferencial e de otimizacao. Outros
nomes como Euler, Bernoulli e Weierstrass também contribuiram de forma extrema-
mente valiosas para o avango nas técnicas de otimizacao. Avanco esse que se deu de
forma bem lenta até o advento dos computadores digitais na segunda metade do século
XX. Esses equipamentos foram evoluindo, ganhando velocidade de processamento, for-
necendo assim um grande avanc¢o na pesquisa de novas técnicas.

Com a percepcao de que os problemas de maximos e minimos estao presentes em
varias situagoes, questoes pertinentes passaram a ser levantadas: Quando o homem
comecou a estudar maximos e minimos? Quais sao as teorias usadas na resolucao de
tais problemas? O porqué de estudar maximos e minimos? Evidentemente é mais facil
responder a terceira questao, em relacao as outras duas, mas esperamos que ao final

desse trabalho, todas essas questoes sejam resolvidas de maneira satisfatoria.



Capitulo 1

Funcoes

1.1 Introducao

O objetivo desse capitulo é revisar brevemente as ideias e conceitos fundamentais

de funcao. Sera apresentado o conceito e elementos que compdem uma funcao.

Definicao 1.1 Dados dois conjuntos X e Y, uma funcao de X em Y, representada
por f: X =Y € uma relagao que associa cada elemento de X a um, e somente um,
elemento de Y. Chamamos de x os elementos de X e de y = f(x) os elementos de Y.

Dizemos que o conjunto X é o dominio e o conjunto Y é o contradominio da fungao
f. Para todo z € X, dizemos que y = f(x) é o valor assumido por f no ponto x ou a

imagem de x pela funcdo f. Escreve-se z — f(x) indicando que f associa z em f(z).

Definicao 1.2 Considerando a funcao f : X — Y, chamamos de imagem de f,

(Im(f)), o subconjunto de Y dos valores assumidos pela fun¢ao f. Em outra repre-
sentagao, Im(f) = f(x):xz € X.

Deve-se observar que f(x) é a imagem do elemento z € X pela fungao f. E corri-
queiro encontrar em livros a expressao “a fungao f(x)”quando o correto é “a funcao f
"B compreensivel que a linguagem incorreta torne a comunicagao mais rapida, mas
é indispensavel que se tenha a nocao do que se esta fazendo. Em algumas funcoes
como sen : R — R e log : R, — R é facil utilizar a terminologia correta, deixando
as notagoes sen(x) e log(r) para os nimeros reais que representam os valores destas
funcoes num dado ponto z. Porém, quando se trata de uma funcao polinomial, é mais
facil dizer “a funcao 22 — 3z +2” quando a forma correta seria “a funcao p : R — R tal
que p(z) = 2% — 3z + 2 para todo x € R”. O mesmo ocorre com a funcao exponencial

xT

e”, a qual tem se tornado mais frequente ser escrita por exp(x) = €” e assim, ser dita

como a funcao exp: R — R.

Observacao 1.1 E importante frisar que uma funcao € um conceito matemdtico que
contém trés parametros:



Capitulo 1. Fungoes

1° Um conjunto onde a fungao esta definida, que é chamado dominio da fungao.
2° O conjunto onde a fungao toma seus valores, que é chamado de contra-dominio.

3° Um algoritmo que permite a cada elemento do dominio associar um tnico ele-

mento no contra-dominio.

Diante do exposto anteriormente, temos que duas fungoes f : X - Y eg: X' — Y/,
sao iguais se, e somente se, X = X'; Y =Y" e f(x) = g(x) para todo z € X.

Quando dizemos simplesmente “a funcao f”, ficam subentendidos seu dominio X e
seu contra-dominio Y, mas, sem que eles sejam explicitados, a funcao nao existe. Desse
modo, quando perguntamos “Qual é o dominio da fungao f(x) = % 77, rigorosamente
falando, essa pergunta nao faz sentido. A pergunta correta seria: “Qual é o maior
subconjunto X C R tal que f(x) = % define uma funcao f: R — R 77,

Notamos que a pergunta incorreta é mais simples de formular. Por exemplo, po-

demos definir o volume de uma esfera como uma funcao do seu raio pela férmula:

V(r) = gmr3. Esta formula estd definida para todos os nimeros reais, mas a fungao

volume nao esta definida para valores negativos de r. Assim se a intencao é estudar o
volume deve-se restringir o dominio para todo r > 0.

A seguir, mais alguns exemplos de fungoes:

Exemplo 1.1 Considerando X como sendo o conjunto de todos os hexdagonos do plano
m e R o conjunto dos nimeros reais. Se a cada h € X, fizermos corresponder o nimero
real f(h) = ao perimetro do hexdgono h, obteremos uma fungao f: X — R.

Exemplo 1.2 Considerando C' o conjunto de todas as circunferéncias do plano m e R
o conjunto dos numeros reais. Se a cada ¢ € C, fizermos corresponder o numero real
s(c) = a drea da circunferéncia c, obteremos uma funcgdio s : C — R.

Exemplo 1.3 A correspondéncia que associa, a cada niumero natural n, o seu triplo
3n, define uma fungio t : N — N, com t(n) = 3n.

Observacao 1.2 Nessa dissertacao vamos trabalhar com fungoes cujos dominios sao
subconjuntos de R e cujos contradominios sao todos iguais a R. Como exemplo, ob-
servaremos as sequintes regras e, assim, estabeleceremos as condi¢oes necessarias para
que tais regras sejam funcoes definidas em um subconjunto D C R e tomando valores
em R.

a) f(z) = Vx+ 7. Note que a expressao na parte interna do radical nao pode ser
negativa. Entao, como devemos ter x +7 > 0, entao x > —7. Logo, o dominio
de f é D=[-T;+o0].

b) g(z) = % Nesse caso, a varidvel x ndao pode ser negativa, pois estd dentro do
radical. Portanto, x > 0. Mas também sabe-se que o denominador de uma fracao
ndo pode ser zero. Portanto, x # 2. O dominio de g € o intervalo [0;+oo[ com
excecao feita ao numero 2. Sendo assim, podemos escrever o dominio como a

unido de dois intervalos: D = [0;2[U]2; +o0].

4



Capitulo 1. Fungoes

c) A(s) = %37 onde A(s) é a drea de um hexdgono regular, cujo lado tem compri-

mento s. Reparamos que a expressao algébrica tem restricao e assim, tem como
dominio todos os numeros reais exceto s = 0. Mas, pelo que a fungdo representa,
o0 valor s nao pode ser negativo. Entdo, o dominio de A é o intervalo D =|0; +o0|.

1.2 Funcgoes injetivas, sobrejetivas e bijetivas

A seguir, definiremos as classificacoes das fungoes como injetivas, sobrejetivas e
bijetivas .

Definicao 1.3 Uma funcao f : X — Y € injetiva quando diferentes elementos de X
sao transportados por f em elementos diferentes em'Y . Ou seja, f € injetiva quando

x1 # w9 em X entdo f(x1) # f(x2).

Esta condigao pode também ser escrita na sua forma contra positiva: f(z1) =
f(xe) = x1 = xo.

A funcao t : N — N que associa a cada numero natural n seu triplo 3n é um
exemplo de funcao injetiva. Ja a funcao f : X — R que associa a cada triangulo o
seu perimetro, nao ¢ uma funcgao injetiva, pois podemos ter distintos triangulos com o

mesmo perimetro.

Definicao 1.4 Uma funcao f : X — Y chama-se sobrejetiva quando, para qualquer
elemento y € Y , € associado ao menos um elemento x € X tal que f(x) =y.

A funcao d : N — N que associa a cada numero natural n seu triplo 3n nao é um
exemplo de funcao sobrejetiva, pois, por exemplo, o nimero natural 2 nao é o triplo de
nenhum n € N. Do mesmo modo a funcao s : R — R que associa a cada circunferéncia
do plano 7 sua area, nao é uma funcao sobrejetora, pois um nimero real negativo nao é
area de nenhuma circunferéncia de 7. Ja a fungdo m : S — A que associa sua mediatriz
m(AB) a cada segmento de reta AB € S, onde S é o conjunto dos segmentos de reta
do plano 7 e A o conjunto das retas desse mesmo plano, é uma funcao sobrejetiva, pois

toda reta do plano é mediatriz de algum segmento.

Observacgao 1.3 Sempre que uma func¢ao f : X — Y tenha o seu contradominio Y
igual ao congunto imagem Im(f), dizemos que a fungao f € sobrejetiva.

Definicao 1.5 Dizemos que uma funcao f : X — 'Y é uma correspondéncia biunivoca
entre X e Y quando é injetiva e sobrejetiva ao mesmo tempo. Nesse caso, dizemos que
a funcao € bijetiva.

Para ilustrar de forma mais eficaz este conceito, forneceremos alguns exemplos:

Exemplo 1.4 Sejam X = {1;2;3;4;5} e Y = {1;8;27;64;125}. Definindo f : X —
Y pela regra f(n) = n3, temos uma correspondéncia biunivoca, onde f(1) =1, f(2) =
8, f(3) =27, f(4) = 64 e f(5) = 125.
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Exemplo 1.5 Um exemplo extremamente elementar de uma funcdo bijetiva € a funcdo
identidade f : R — R, definida por f(x) = x, para todo x € R .

Exemplo 1.6 Um exemplo de correspondéncia biunivoca, descoberto pelo fisico Gali-
lew Galilei(1564 — 1642). Considerando o conjunto dos nimeros naturais pares P =
2;4:6;8; ..., obtém-se uma correspondéncia biunivoca p : N — P, onde p(n) = 2n para
todo n € N. O interessante € que P € subconjunto proprio de N.

Exemplo 1.7 Observando os conjuntos X = {1} e Y ={0;1} conclui-se ser evidente
que nao pode existir uma correspondéncia biunivoca f : X — Y. Portanto, f : X —Y
nao € bijetiva.

1.3 Grafico de uma funcao

A partir do grafico da funcao podemos extrair uma série de informacoes a respeito do
comportamento das fungoes (ou situagoes) que ele representa. Por meio dele, podemos
ter uma visdo do crescimento ou decrescimento da fungao, dos valores méximos e/ou
minimos que ela assume, das simetrias, do comportamento para valores x, sejam eles

muito grandes ou pequenos, etc.

Definicao 1.6 O grdfico cartesiano de uma funcao f : X — Y € o conjunto dos pontos
(x;y) do plano que satisfazem a condi¢io, x € X ey = f(x) € Y. Ou seja, o conjunto
de todos os pontos da forma (z; f(x)) do plano, com z variando no dominio de f.

Gf)=(r;y) e X xY :y=flzr) CX xY

De outro modo, dizemos que o grafico de uma funcao é o lugar geométrico dos pontos
que satisfazem sua lei de associacao. Os gréaficos permitem representar geometricamente
as funcgoes e assim facilitar a compreensao de algumas de suas principais caracteristicas.
Por exemplo, podemos através de um grafico verificar se uma dada relacao é ou nao
uma fungao. Para que um subconjunto G C A x B seja o grafico de uma fungao
f A — B, é necessario e suficiente que, para cada r € A, exista um tnico ponto
(z;y) € G cuja primeira coordenada seja x. Para fungoes f : A € B, onde A e B
sao conjuntos de nimeros reais, esta condigao significa que toda paralela ao eixo das
ordenadas, tracada por um ponto de A deve cortar o grafico G num e num s6 ponto
(figura 1.1).

1.4 Dominio e imagem através do grafico

E comum encontrarmos exercicios em livros do ensino médio cujos enunciados pe-
dem para determinar o dominio de fungoes com expressoes algébricas dadas. Como

citamos anteriormente, uma funcao possui trés elementos: dominio, contradominio e
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B (x.f(x)) AxB AxB

Figura 1.1: Na porcao esquerda temos o grafico de uma funcao f : A — B. A direita,
um subconjunto de A X B que nao pode ser grafico de uma funcao de A em B.

lei de associacao. Quando é dito que se conhece a funcao, entao seu dominio ja deve
ser sabido. Portanto, nao faz sentido solicitar que se determine o dominio de uma
funcao dada. A intencao de exercicios deste tipo é pedir que se determine o maior
subconjunto de R possivel que pode ser definido como dominio de uma fung¢ao onde a
expressao algébrica dada estabelece a lei de associacao.

No entanto, se o grafico da func¢ao ja for conhecido, podemos obter facilmente o
seu dominio e assim como sua imagem. Considere o grafico da figura 1.2 e observe que
podemos identificar o dominio e a imagem da funcao através do seu grafico. Observe,

como forma de exemplo, o grafico da figura 1:3 de uma funcao f: D C R — R.

y=1i{x)

imagem de £

dominio de f

Figura 1.2: Grafico de uma funcao f para observar o dominio e a imagem.

Ao tragar retas perpendiculares ao eixo x, de cada ponto do gréafico de f, as in-
tersecgoes dessas retas com o eixo x nos da um subconjunto de R. Esse intervalo é
o dominio D da funcdo f que pode ser expresso como: D(f) = x € R: -3 <z < 4.
Utilizando raciocinio andlogo, ao tragar, por cada ponto do grafico de f, retas per-
pendiculares ao eixo y, as interseccoes dessas retas com o eixo y nos da um subcon-

junto de R. Esse intervalo é o conjunto imagem de f que pode ser expresso como:
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Figura 1.3: Grafico de uma funcao f para determinar o dominio e a imagem.

Im(f)=yeR:-2<y<4

1.4.1 Crescimento e decrescimento

Na educacao bésica (Ensino Fundamental e Ensino Médio), é costumeiro classificar
fungoes do primeiro grau como crescentes ou decrescentes, em funcao do sinal do que é
chamado de coeficiente angular. Porém, crescimento e decrescimento nao sao conceitos
restritos a fungoes elementares como as polinomiais de primeiro ou segundo graus.

Observe suas defini¢oes gerais:
Definicao 1.7 Seja f: D C R — R uma fungao.

(i) Dizemos que f € crescente se x1, xo € D, 11 < x9 — f(x1) < f(x2);

(i1) Dizemos que f é nao decrescente se x1, vo € D, x1 < x2 ) f(x1) < f(22);
(i11) Dizemos que f ¢ decrescente se x1, xo € D, x1 < x9 — f(x1) > f(x2);

(iv) Dizemos que f é ndo crescente se x1, xo € D, 1 < x9 — f(x1) < f(22): Diz-se
que f € monotona se f se encaiza em uma das quatro definicoes acima.

Vejamos alguns exemplos:

Exemplo 1.8 Seja uma fungio f: R — R definida por f(x) = 3x — 2. Observe:
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r1 < Ty = 3w < 3x9 — 311 —2 <313 —2 — f(11) < f(22);

o que de acordo com o item (i) da definicdo anterior classifica f como crescente.
Exemplo 1.9 Seja uma fungao g : R — R definida por g(x) = —4x + 1. Observe:

r1 <29 = (—4)zy > (—4)zg — —dx; + 1> —das + 1 — g(x1) > g(x2);

o que de acordo com item (iii) da defini¢ao anterior classifica g como decrescente.

E evidente que uma funcao pode ser crescente em um determinado intervalo do

dominio e decrescente em outro. Observe o seguinte exemplo:

Exemplo 1.10 Seja uma funcdao h: R — R, cujo grdfico estd representado na figura
1.4: Podemos notar que h é crescente nos intervalos | — oo; —1] e ]1; 00|, e decrescente
no intervalo | — 1;1].

Figura 1.4: Gréfico da funcao h : R — R, crescente em um determinado intervalo e
decrescente em outro.

1.5 Funcao composta e funcao inversa

Abordaremos nesta secao a composicao de fungoes e também as fungoes inversas.



Capitulo 1. Fungoes

1.5.1 Funcao composta

Definicao 1.8 Sejam f: A— B eg: B — C fungoes tais que o dominio de g € igual
ao contradominio de f. Neste caso, definimos a funcao composta go f : A — C, que
consiste em aplicar primeiramente a funcao f e em sequida a funcao g. De maneira
mais precisa, (g o f)(x) = g(f(x)) para todo x € A. Geralmente, basta que a imagem
f(A) da funcao f esteja contida no dominio de g para que a defini¢io (g o f)(x) =
g(f(x)) faga sentido e forne¢a a fun¢ao composta go f : A — C.

Vale também destacar que se f : A — B e g : B — C sao injetivas entao go f :
A — C é injetiva. Assim como a composta de fungoes sobrejetivas é sobrejetiva e a
composta de duas bijecoes é uma bijecao. Podemos representar também a composta

go f através do diagrama da figura 1.5:
f / .\I £
/—_\|4\ /.‘—_\

@ \ ® f LI
X \ f(x) / g{f(x)}
A \ B ' C

gof
Figura 1.5: Grafico que ilustra a composicao de duas funcgoes.

Vejamos alguns exemplos:

Exemplo 1.11 Sejam os conjuntos A = {—1;0;1;2}; B = {0;1;2;3;4} e C =
{1;3;5;7;9;11;13; 15; 17} € as fungdes f : A — B definida por f(z) =212* eg: B — C
definida por g(x) = 2x + 1.

Aplicando f nos elementos de A obtemos:

f(=1) =2, f(0)=0; f(1) =2e f(2) =8

Agora, aplicando g nas imagens dos elementos do dominio de f, teremos:

9(2) =5; g(0) =1eg(8) =17.

Note que o elemento -1 de A foi transformado em 5 pela composta g o f, ou seja,

(9o f)(=1) = g(f(=1)) = 5.

10
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Do mesmo modo temos:

(g0 f)(0) =g(f(0)) =1, (9o f)(1) = g(f(1)) =5 e (go f)(2) = g(f(2)) = 17.

Nesse exemplo, vamos considerar os conjuntos A, B e C, todos iguais a R e as
mesmas fungoes f e g. Podemos encontrar a expressao da fun¢ao composta g o f da

seguinte forma:

(9o @) =g(f(x)) =2f(z) +1=2(22") + 1 = 42" + 1

Exemplo 1.12 Sejam f : R — R e g : R — R definidas por f(z) = x — 1 e
g(x) = 22 + x + 1. Notemos que:

(go @) =g(f(2) =[f@)P+flx)+1=(z 1)+ (e -1)+1=a—z+1:
Ou seja, a composta g com [ serd:
gof:R—R tal que (go f)(z) =2* —x + 1.
Teorema 1.1 (Associatividade da composicio de funcgoes) Quaisquer que sejam as
fungoes f: A— B, g: B—C eh:C — D, tem-se:

((hog)o f)(x) = (ho(ge f))(z)

Demonstracao: Consideremos um elemento qualquer x de A e coloquemos f(z) =

m, g(m) =n e h(n) = p; temos:

((hog)oe f)x) = (hog)(f(x)) = (hog)(m)=h(g(m))=h(n) =p

e notemos que

(g0 () = g(f(2)) = g(m) = n

portanto,

(ho(gof))(x)=h(go f)(x)=h(n)=p
entao temos: ((hog)o f)(z) = (ho(go f))(x); para todo x de A.

11



Capitulo 1. Fungoes

1.6 Funcao inversa

Definicao 1.9 Se existe uma funcao g : Y — X tal que fog=1y ego f = Ix, diz
que a funcao f: X — Y € invertivel.

Observamos que I, denota a funcao identidade do conjunto A, ou seja, 4 : A — A,
I4(x) = z. Neste caso, a funcao g é dita fungao inversa de f e é denotada por g = f~1.

Geralmente, nao é facil aplicar diretamente a definicao anterior para verificar que
uma funcao nao ¢é invertivel, pois deve-se mostrar que nao existe nenhuma funcao
que satisfaga as duas condigoes da definicao. Por isso, é importante que se entenda
que injetividade e sobrejetividade sao condigoes que garantem a existéncia da fungao
inversa.

Observe o seguinte teorema.

Teorema 1.2 Uma funcgao f : Ix — Iy € bijetiva se, e somente se, € invertivel.
Demonstracao : Por hipdtese existe g : Y — X tal que:

(i) fog=1Iye

(i) go f = Ix.

Toma-se y € Y qualquer. Seja x = ¢g(y). Da condigao (i) acima, segue que
f@)=[fg) = fogly) =Iy(y) =y.

Entao, f é sobrejetiva.

Tomemos x1; xo € X tais que f(x1) = f(z2).

Logo, g0 /(1) = g0 f(z2).

Da condigao (ii), segue que Ix(z1) = Ix(x2), logo, T = x5.

Entao, f é injetiva.

Reciprocamente, se f é bijetiva, desejamos construir uma funcao ¢ : Y — X satis-
fazendo as condigoes (i) e (ii) da defini¢ao de fungao invertivel. Dado y € Y qualquer,
como f é sobrejetiva, existe z € X tal que f(x) =y e, como f é injetiva, o elemento
x com esta propriedade é inico. Assim, definimos g(y) como o unico x € X tal que
flx) =y.

As duas condigoes desejadas decorrem imediatamente da construcao de g. Neste

sentido, consideremos alguns exemplos:

Exemplo 1.13 Sejam f : R — [0;+00[ € g : [0; +oc[— R definidas por f(x) = 2% e
9(y) = /Y. Tem-se f(g(y)) =y para todo y > 0 mas g(f(x)) s6 € igual a v quando
x> 0. Sex € R for negativo entdo g(f(z)) = —=x.

Portanto, g ndo € inversa de f. Se considerarmos a restri¢io de f a [0;+o0l, isto €,
a fungdo F : [0;+o00[— [0; +o00[, dada por F(x) = 2%, entao F é uma correspondéncia
biunivoca, e sua inversa ¢ G : [0; +o00[ — [0; +00[, dada por G(y) = \/y, pois G(F(x)) =
G(z®) =Vt =z e F(G(y)) = F(y) = (y)* =y para quaisquer x >0 ey > 0.

12
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Observe que nenhuma fungao ¢ : [0; +oo[— R pode ser inversa de f : R — [0; +00]
porque f nao é injetiva.

Exemplo 1.14 Generalizando, para todo n € N, a funcio v — x" € uma corres-
pondéncia biunivoca de [0;4-00[ sobre si mesmo, cuja inversa €y — /y. Sen € par,
entdo x — " € uma correspondéncia biunivoca de [0; 400 sobre si mesmo, cuja inversa
ey /Y.

Se n € impar, entao x — " € uma correspondéncia biunivoca de R sobre si mesmo,
cuja inversa k : R — R € dada por k(y) — /y.

13



Capitulo 2

O Estudo dos Pontos de Maximo e
Minimo de uma Funcao Quadratica

no Ensino Médio

De acordo com o Curriculo da Educacao Basica do Distrito Federal, os contetidos
trabalhados na dimensao da légica, da andlise e da representacao partem da convic¢ao
de que o raciocinio légico é capaz de romper com os processos de simples memorizacao
de formulas e tabelas, pois desenvolve a capacidade de construir conceitos a partir de
observagoes e de experiéncias vivenciadas dentro e fora da escola.

A ideia de “algebrizar” esta relacionada a capacidade de simbolizar, de operar sim-
bolicamente e de interpretar relacoes simbdlicas. Eo grande inicio da modelagem ma-
tematica. A logica algébrica permite ao individuo traduzir uma situacao-problema em
linguagem matemadtica a partir da qual sao aplicadas rotinas de célculos e algoritmos.

Esse raciocinio contribui para a analise dos fatos, promove o pensamento cientifico e
desenvolve agoes de manipulagao de objetos de aprendizagem, de operacionalizagao, de
representacao e de abstracao. Nesse contexto, a representacao assume, na Matemaética,
o papel de construir modelos simbdlicos de diversos fenomenos, contribuindo para a
percepgao do conhecimento no ambito dos multiletramentos. Dessa forma, a légica, a
analise e a representacao devem atuar em conjunto, colaborando para que os estudantes
possam ter uma visao critica e coerente ao interpretar e agir sobre os fatos.

Na educacgao béasica, o aluno deve desenvolver habilidades e competéncias que o
ajudem a desenvolver seu pensamento logico-matematico. Desenvolver o pensamento
funcional e raciocinar quantitativamente significa pensar em termos de relagoes e
suas varias representagoes sejam elas algébricas, geométricas, tabulares ou graficas
e também, modelar e resolver problemas através da aplicacao de solucoes analiticas.
O aluno deve descrever com exatidao as caracteristicas de uma funcao quadratica,

tais como seu crescimento, decrescimento, valores maximos e minimos de modo que

14
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contribua para a resolugao de questoes envolvendo equacoes do 2° grau.

Mas, no Ensino Médio, os problemas cujo objetivo seja encontrar maximos e minimos
nao devem se restringir a calcular valores utilizando férmulas prontas, sem justificativa
ou demonstracao para tal. Esse habito reforca o conceito de que Matematica se resume
a memorizagao de férmulas. Os PCNs [7] vao de encontro a esse conceito, ja que dizem
que a atividade matemaética deve ter como ponto de partida a resolucao de problemas.
Assim, o aluno valoriza a disciplina de modo a estimular sua compreensao das coisas
ao seu redor e perceba a matematica como um estimulo para o interesse e desenvolva
a capacidade de resolucao de problemas, compartilhando ideias, criando estratégias,
desenvolvendo questionamentos e aplicando os conceitos construidos.

Trataremos nesta secao somente os pontos de minimos e maximos das funcgoes
quadraticas, enfocando naquilo que se pensa como sendo a abordagem mais adequada
sobre o tema para discentes do Ensino Médio. Como pode ser visto nos livros didaticos
do Ensino Médio, chama-se de Fungao Quadratica, uma fungao do tipo f : R — R se
existem a, b e ¢ todos reais e a nao-nulo, tal que, para todo z € R, f(z) = ax®+bx +c.
O gréfico desse tipo de fungao ¢ a conica conhecida como parabola, cuja diregao da
sua concavidade depende do valor do coeficiente a: para cima, quando a > 0 ou para
baixo, quando a < 0.

Forma canonica da Funcao Quadratica é como essa tltima forma pode ser denomi-

nada. Observando-a, podemos notar que apenas x é variavel e, por consequéncia, que

a, % ,ﬁ sdo constantes. Observamos também que se a > 0, o valor minimo de f(x)
. by2 _ A . b2 4
ocorre quando ocorrer o valor minimo para (z + 5-)° — ;7 ; como (z + 5-)* é sempre
maior ou igual a zero, seu valor minimo ocorre quando x + % = 0, ou seja, quando
b . . ~ ;. . _ A1 _ —A
r = 37 ; nessa situagao, o valor minimo de f(z) é f(z) = a[0 — ;5] = 7=
Por meio de raciocinio semelhante, se a < 0, pode-se concluir que o valor maximo
_ b (o _ -A
de f(z) ocorre quando x = 37, o que leva ao valor miximo de f(r) = 7>

Nesse caso, os valores de x e de f(x) sdo conhecidos, respectivamente, por z, (“z” do
vértice da parabola) e y, (“y” do vértice da pardbola). Os alunos devem, portanto, ao
concluirem o Ensino Médio, resolver os problemas que envolvam céalculos dos valores
maximos e minimos de funcoes quadraticas por meio da utilizacao das “férmulas”
deduzidas acima para x, € y,.

Formular e equacionar problemas é uma estratégia basica e extremamente eficiente.
Os problemas que envolvem, em diferentes contextos, questoes de otimizagao, sejam
problemas de maximo ou de minimo podem ser mais um atrativo na constante busca

da contextualizacao de conteuidos estudados.
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Derivadas

3.1 Histdoria das Derivadas

Além daquelas encontradas nos livros de calculo, a derivada tem inimeras aplicagoes
em diversas areas do conhecimento. Esbocar graficos de polinomios é um dos exemplos
da utilizacao desse recurso. Curiosamente a derivada estava presente em problemas
geométricos de tangéncia, por exemplo, como determinar uma reta que intersecta uma
dada curva em um tnico ponto.

No século XVII, Pierre Fermat [6] (1601 — 1665) denominou a familia de pardbolas
superiores utilizando a formula y = t" , onde t é constante e n = 2,3,4,5,--- . Ao
introduzir simbolos algébricos visando estudar a geometria de curvas, forneceu rica
colaboracao para o desenvolvimento da derivada e do cdlculo diferencial e integral de
modo geral. Fermat foi quem desenvolveu um procedimento algébrico para determinar
0s maximos e minimos sobre uma determinada curva. Em uma linguagem geométrica,
esses pontos pertencem a reta tangente a curva e suas respectivas inclinagoes sao iguais
a zero. Christiaan Huygens [6] (1629 — 1695) criou um processo algébrico que gerou
os pontos de inflexao de uma curva e este fato esta relacionado a segunda derivada da
fungao. Isaac Newton [6] (1642 — 1727) e Gottfried Wilhelm Leibniz [6] (1646 — 1716),
apesar de realizarem trabalhos independentes entre si, mostraram a relacao entre as
derivadas e as integrais. Por exemplo, em suas contribui¢oes para o Teorema Funda-
mental do Célculo, ambos tinham seguidores que colaboraram para o desenvolvimento
do calculo no decorrer do tempo. Outros matematicos importantes também colabo-
raram para o desenvolvimento do mesmo, por exemplo, Jean le Rond d Alembert [6]
(1717 — 1783). Contudo, somente no século XIX a defini¢do atual de derivada foi dada
por Augustin Louis Cauchy [6] (1789 — 1857). Segundo ele, a derivada ¢é o limite de
w, quando h se aproxima de 0. Dessa maneira, o formato da funcao que serve
como o limite da razao mencionada, dependera do formato da funcdo y = f(z) dada.

A fim de mostrar esta dependéncia, esta nova funcao é denominada Derivada. Nas
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seguintes secoes, podemos ver como o calculo esta relacionado no curriculo do ensino

médio e sua importancia para este nivel da educacao basica.

3.2 Conceitos Basicos: Limites e Derivadas

3.2.1 Nocoes de Limites

No estudo de progressoes geométricas no ensino médio, ha o primeiro contato com
a nocao de limite. Este fato podia ser percebido quando mencionado o exemplo do

%, i, %, e 72% , n € N, quando n tende ao infinito. Nao
é dificil enxergar que, a medida que o valor de n cresce, & se aproxi is d
) q ) om proxima mais de zero.

Logo, essa sequéncia ¢ convergente, ou seja, seu limite se anula quando n tende ao

comportamento da sequéncia

infinito. Denotamos por:

Além disso, pode-se usar as fungoes na compreensao do conceito de limite. Por
. 2_ ;.
exemplo, analisando o que ocorre com os valores de f(z) = 427896 , de dominio R— {2},

quando x se aproxima de 2, pode-se perceber que como = # 2, dividindo-se o numerador
_ da(z—2)

e o denominador por x — 2, obtém-se f(x) p—

= 4x. Observe o grafico:

Figura 3.1: Gréfico de f(x) = 4”;2%283:

Agora, atribuindo valores proximos de 2 para x, tanto maiores quanto menores e

verificando o que ocorre com a imagem dos mesmos.
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Observe:

f£(1,99) = 7,96
£(1,999) = 7,996
£(1,9999) = 7,9996
£(1,99999) = 7,99996
e

f(2,01) =8,04
£(2,001) = 8,004
£(2,0001) = 8,0004
£(2,00001) = 8,00004

Apo6s os calculos e analisando o grafico a seguir percebemos que, para valores de x

cada vez mais proximos de 2, f(z) assume valores cada vez mais proximos de 8. Logo,

o limite de f(x), quando z tende a 2, é 8.

Figura 3.2: Gréfico de f(x) = 4x, com z tendendo a 2
Em simbolos temos:

limf(x) =8

T—2

Utilizando outras palavras, dizemos que f(x) se aproxima de b quando z se aproxima

de a, se toda possivel sequéncia de valores de x, estes pertencentes ao dominio da

funcao, tendendo para a (mas diferentes de a), corresponde a uma sequéncia de valores

de f(z) tendendo para b. Observe o grafico 3.3:
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¥
= fix)

¥n

b
0 a Xp x

Figura 3.3: Grafico de sequéncias tendendo a a.

Generalizando:

Definicao 3.1 Seja f wma funcao que é definida para todo nimero real em algum
intervalo aberto que contenha a, exceto possivelmente o proprio niumero a. O limite de

f(z), quando x tende a a, serd b, escrito como im f(x) = b, se a sequinte afirmativa
r—a

for verdadeira: Dado € > 0 qualquer, existe um 6 > 0, tal que se 0 < |z — a|] < entao
|f(x) —b] <e.

Observacao 3.1 No cdlculo do lim f(z), o foco deve ser no comportamento de f(x)
r—ra

quando x se aproxima de a e ndo no que ocorre com f(x) para x = a. No exemplo

discutido, vimos que existe lim f(x), mas nao existe f(2).
T—2

3.2.2 O Problema da Reta Tangente

Dada uma funcao f, considere y = f(x), xo um ponto do dominio de f e z; = x¢+h,
onde z; pertence ao dominio da funcao f. Considere também os pontos distintos
A = (xg, f(z0)) e B = (21, f(x1)) pertencente ao grafico da fungdo e a reta r secante
que passa por eles. Considerando o caso em que h > 0, o coeficiente angular da reta r

é:

f(x1) — f(zo)  flxo+h) — f(zo)
; .

T1 — To
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Observe o grafico:

préoximos. Veja a figura 3.5:

Figura 3.4: Reta secante a uma curva

Tr — 2o

varias retas secantes que cortam a curva em dois pontos A

~+tangente

, se aproxima de um determinado valor,

20

Quando z; tende a zg, o coeficiente angular da reta r tende a

f(@) = f(x0o)

Quando h se aproxima de zero (ou seja, quando z; se aproxima de zg), obtemos

e B; , cada vez mais

Figura 3.5: Grafico com algumas retas secantes e uma tangente

Intuitivamente, quando o+ h se aproxima de xy entao os pontos f(xo+h) e f(xg),
nos quais a secante corta a curva, ficam cada vez mais préximos. Desse modo estas
secantes se aproximam cada vez mais da tangente em xy. Quando h tende a 0, e o

: f(zo+h)—f(z0)
quociente —=-———=%

esse devera entao ser o

coeficiente angular da reta tangente. Assim, definimos a reta tangente como a reta que
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passa por A e cujo coeficiente angular é dado por,

o) — im0 ) = F(x)

h—0 h

Observacao 3.2 Nao hd reta tangente no ponto dado, se o limite acima nao existir.

3.2.3 Definicao de Derivada

Considerando f uma funcao e xg um ponto de seu dominio, denomina-se derivada

de f em xj e indica-se por f'(xy) o limite a seguir, quando existe e é finito.

f(xo+h) = f(xo)
- :

/ o 1:
Fla) =}

Assim, se existe a derivada em xy de uma funcao, entao esta sera derivavel em xg.
A funcao serd derivavel em um intervalo aberto, se ela for derivavel em todo nimero
nesse intervalo aberto. Nas se¢oes seguintes, detalharemos mais alguns aspectos sobre
a derivada ja que o principal interesse sao as funcoes polinomiais, a maioria do 2° grau,
ja que na educacao basica, o enfoque é mais frequente nesse tipo. Para isso precisamos
detalhar como sao as derivadas das funcoes constantes, soma e produto de duas funcoes
e de fungoes do tipo f(x) = 2. Além disso, mostrar como usar as derivadas para obter

valores maximos e minimos em diversas situagoes.

3.2.4 Regras de Derivacao

Certas fungoes sao formadas a partir de outras fungoes, por meio de somas, dife-
rencas, produtos. Outras operacoes entre fungoes e suas derivadas podem ser encontra-
das facilmente, desde que se conhegam certas propriedades da derivagao. Consequen-
temente, aplicar a definicao de derivadas para poder calcular a derivada de algumas
fungoes nem sempre serd imprescindivel.

Sejam f, g e h derivaveis:

a) Funcao Constante
Seja f(x) =b,b € R, entao
f'(x) =0
b) Multiplica¢ao por constante
Seja g(x) = ¢ f(z), c € R, entao:
g'(x) = f'(z)
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c) A Regra da Soma e da Diferenga
Seja h(x) = f(x) £+ g(z), temos entdo:
W(x) = f'(z) + g'(x)
d) Regra do Produto
Se f e g forem derivéaveis e h(z) = f(x)- g(x), entao:
W(x) = f'(x)-g(x) + f(2)-g'(x)

e¢) Regra do Quociente

Se f e g forem derivaveis e h(z) = ’gc(—g, entao:

W (x) = f (x)'g(ﬂg)(;g‘)(x)g (z)

3.2.5 Derivadas de Funcgoes Elementares

Como o trabalho tem seu enfoque na Educacao Bésica, nos limitaremos ao estudo
de funcgoes elementares como as funcoes polinomiais, ja que os problemas resolvidos

nos capitulos especificos se referem a esse tipo de fungao.

a) Se f(z) =z, entdo f'(z) = 1. Ou seja, a derivada da funcao identidade ¢ igual a
L;

b) Dada a funcao f(z) = 2", em que n € N temos que f'(x) = n- 2" ';

¢) Toda fungao polinomial é derivavel. Além disso, dada uma fungao polinomial
f(x) = ap+ a1 + asx® + -+ - + apx™, a, # 0
sua derivada é dada por

f'(z) = ay + 2asx + 3azx® + - - - + na,z" "

3.2.6 Intervalos de Crescimento e Decrescimento

Relacionar a derivada de uma funcao a sua propriedade de crescimento. A figura
a seguir mostra uma parte do grifico da fungao f(z) = —2% + 1. Observe que f(z)
¢ crescente no intervalo [—1,0] e decrescente no intervalo [0, 1]. No intervalo em que
¢ crescente, a reta tangente a um ponto qualquer é uma reta crescente (portanto a
derivada da funcao é positiva) e no intervalo em que é decrescente, a reta tangente a
um ponto qualquer é uma reta decrescente (portanto a derivada da fungao é negativa).
A derivada é nula em x = 0.

Desse modo, a relacao entre crescimento e derivada é a seguinte: a fungao é crescente

nos intervalos de derivada positiva e decrescente nos intervalos de derivada negativa.
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7T\ :
/ VoFm) <1
£'a) =1 ¢ \
\
/ \
Figura 3.6: Gréfico ilustrando o crescimento e o decrescimento da funcao f(z) = —z%+1

3.2.7 Maximos e Minimos

Defini¢ao 3.2 Uma fun¢ao f : D — R tem mdzimo absoluto em ¢ se f(x) < f(c)

para todo x no dominio D de f. Neste caso, o valor f(c) é chamado valor mdzimo de
femD.

Definicao 3.3 Uma fungio f : D — R tem minimo absoluto em ¢ se f(x) > f(c)
para todo x no dominio D de f. Neste caso, o valor f(c) é chamado valor minimo de

femD.

Observagao 3.3 Os valores de mdximo e minimo absoluto de uma funcdo sao cha-
mados valores extremos da funcao.

Definigao 3.4 Uma fungdo tem mdzimo local (ou mdzimo relativo) em um ponto c de
seu dominio, se existe intervalo aberto I, tal que c € I e f(x) < f(c) para todo x € I.
Neste caso, dizemos que f(c) € valor mazimo local de f.

Defini¢ao 3.5 Uma fungao tem minimo local (ou minimo relativo) em um ponto ¢ de
seu dominio, se existe intervalo aberto I, tal que c € I e f(x) > f(c) para todo x € I.
Neste caso, dizemos que f(c) € valor minimo local de f.

Observacao 3.4 Os pontos de mdzimo local e pontos de minimo local sdo chamados
extremos locais.

Definicao 3.6 Um ponto ¢ no dominio de uma funcao f é chamado ponto critico se
ocorre um dos dois sequintes casos:

e f nao é derivdvel em x = ¢;
o f ¢ derivdvel em ¢ e f'(c) = 0.

Assim, podemos escrever que: Se x = ¢ € mdximo ou minimo local de f entdo ¢ € ponto
critico de f.
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3.2.8 Teste da primeira derivada

Proposicao 3.1 Considerando a fungao f : [a,b] — R continua e derivdvel em (a,b)
e, também, ¢ um ponto critico de f.

a) Se [’ passa de positiva para negativa em c, entio f tem mdzximo local em c;

b) Se f' passa de negativa para positiva em c, entao f tem minimo local em ¢;

c) Se " nao muda de sinal em c, entdo nao tem mdzximo nem minimo local em c.

Demonstragao:

a)

Se f’ passa de positiva para negativa em c¢ entao existem xg, r1 € (a,b), zg <
¢ < z1, tais que f'(z) > 0se z € (xp,¢) e f'(x) <0sex € (c,x1). Como f é
crescente em [xg, c| e decrescente em [c, x1], segue que f(c) é valor maximo de f

no intervalo [xg, 21| que contém c.

Da mesma forma, se f’ passa de negativa para positiva em ¢, entao existe inter-
valo [z, z1] contendo ¢ tal que f é decrescente em [xg,c| e crescente em [c, 1]

Portanto, f(c) é valor minimo no intervalo [xg, 1].

Seja I C [a,b] um intervalo contendo ¢. Como f’ ndo muda de sinal em ¢
entdo ha um intervalo [z, z1] contendo ¢ tal que f é crescente (respectivamente,
decrescente) em [z, c| e continua crescente (respectivamente, decrescente) em
[c, z1]. Aproximando zy e z; de ¢ o que for necessario, podemos supor que

[zo, 1] C I. Portanto, f(c) ndo pode ser valor maximo e nem minimo em /.

3.2.9 Teste da segunda derivada

Se existe a derivada de f’, entao ela serd chamada de segunda derivada ou de funcao

segunda derivada e serd denotada por f”.

Proposicao 3.2 Considerando f uma funcao derivavel em um intervalo aberto I e
seja ¢ € I tal que f'(c) = 0. Se eziste f"(c), entao:

a) Se f"(c) <0, entdao f possui um mdzimo local em c;

b) Se f"(c) > 0, entao f possui um minimo local em c.

O teste € inconclusivo caso f"(c) = 0.

Demonstragao: Suponha que f'(¢) =0 e f”(c) <0, entdo
" _ i (@)= f()
f"(xo) = lim

= 1im£@ <.

r—c

h—c*7¢
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[0

r—cC

Logo, had um intervalo (a,b) contendo ¢ tal que < 0 para todo x € (a,b).

Portanto, a < x < ¢ implica que z —c <0 e % < 0 implica que f'(z) >0; c<x <b

—C

implica que z —c > 0 e % < 0 implica que f'(x) < 0. Portanto, f passa de crescente
para decrescente em c. Pelo teste da primeira derivada, f tem maximo local em z = c.

O caso b) é andlogo.

Exemplo 3.1 Vamos determinar os pontos de mdzimo e minimos relativos da fun¢ao

1 1
flx) = §x4+ §x3 —4x? — 4x + 5.

Calculando a derivada de f, temos:

1 1
") ==-4a3+ =322 —4-20 — 4 = 223 + 22 — 8x — 4.
2 3

Determinemos os pontos criticos igualando f'(x) a 0. Entao:
208 + 22 —8r —4=0 — (v +2)(22* — 3z — 2) = 0.

Assim, obtemos os sequintes pontos criticos: x = —2, x = = e x = 2. Calculando

a sequnda derivada obtemos: ’
f"(z) = 2-32% + 2z — 8 = 6% + 2x — 8.
Fazendo o Teste da Segunda Derivada:
f'(=2)=6-(=2)>+2-(-2)—8=24—-4-8=12>0.
Logo, x = —2 € ponto de minimo.
(F)=6(F)P+2(3)-8=5-1-8=<0.
Logo, x = %1 € ponto de maximo.

["(2)=6-2>+22-8=24+4—-8=20>0. Logo, x =2 € ponto de minimo.
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ponto de madgimo

:

ponto ge minima | 5

-84

ponta de minimao

Figura 3.7: exemplo de 3.1
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Capitulo 4

Maximos e Minimos de Funcoes

Continuas

Na Matematica existe uma variedade de problemas que consiste em encontrar pon-
tos de um conjunto A nos quais a funcao real f : A — R assume seu valor méximo ou
seu valor minimo. E de suma importancia saber da existéncia desses pontos, antes de
qualquer esforgo no sentido de resolver problemas dessa natureza. Porém, nao podemos
deixar de considerar as possibilidades, pois a funcao pode ser ilimitada superiormente
e nao possuir valor maximo ou ao contrario, pode ser ilimitada inferiormente, o que
implica em nao possuir valor minimo. Contudo, serd que o fato de se considerar uma
funcao limitada (superior ou inferiormente) garante a existéncia de valor maximo ou
minimo 7 A resposta é negativa pois, mesmo limitada, a funcao pode nao assumir valor
maximo, minimo ou também, nenhum dos dois em A.

Ao desenvolver esse capitulo apresentaremos conceitos que permitirem assegurar
a existéncia de valores maximos e/ou minimos de fungdes continuas de uma varidvel
reais quando possuem dominio compacto. Este resultado é conhecido como Teorema

de Weierstrass e sua demonstragao sera feita posteriormente, para uma variavel real.

4.1 Existéncia de Valores Maximos e Minimos de

Funcoes Continuas de Uma Variavel Real

O objetivo primordial desta secao é apresentar importantes resultados que levam a
construcao da demonstracao do Teorema de Weierstrass para funcoes continuas de uma
variavel real. Para tanto, trabalharemos inicialmente com alguns teoremas e defini¢oes

e assim, tal demonstracao sera feita ao final.

Definicao 4.1 Uma sequéncia de niumeros reais € uma funcao r : N — R que associa
a cada numero natural n um numero real x,, chamado n-ésimo termo da sequéncia.
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As notagoes para uma sequéncia $ao (xy, ..., Ty, ...), (x,),n € N ou simplesmente ().
Uma sequéncia (z,) diz-se limitada superiormente (ou inferiormente) quando existe
¢ € R tal que x, < ¢ (respectivamente x,, > ¢), ¥n € N. Diz-se que a sequéncia (x,,)
¢ limitada quando ela € limitada superior e inferiormente. Isto equivale a dizer que:
Jk>0:|z, <k VneN.

Dada uma sequéncia x = (z,), n € N, uma subsequéncia de x é a restricao da
funcao x a um subconjunto infinito N’ =ny; < ns < --- <ny < --- de N. As notagoes
para uma subsequéncia sao ' = (x,) n € N' | (xp1, Tpo, ++ , Tpg, - -+ ) OU (Tpr), kK € N.
A notagao (znx), K € N mostra como uma subsequéncia pode ser considerada como

uma sequéncia, isto é, uma fungao cujo dominio é N.
Defini¢ao 4.2 Dada uma sequéncia (z,,),
(i) diz-se que (x,) converge ao ponto a € R se Ve >0, 3 ny € N; n > ny =
|z, —a| <e.
Escreve-se x,, — a;
(11) diz-se que o nimero real a é limite de (x,,) se, para todo nimero real € > 0, dado

arbitrariamente, pode-se obter ng € N tal que todos os termos x, com indice
n > ng satisfazem a condigao |z, —a| < ¢.

Escreve-se entao a = lim x,,.

Definicao 4.3 Diz-se que um ponto a € aderente ao conjunto A C R quando a € limite
de alguma sequéncia de pontos (x,) € A. Evidentemente, todo ponto a € A € aderente
a A, bastando tomar todos os x, = a.

Chama-se fecho de um conjunto A ao conjunto A formado por todos os pontos aderentes
a A Tem-se AC A. Se AC B, entdo A C B.

Definicao 4.4 Um conjunto F diz-se fechado quando todo ponto aderente a F pertence
a F, isto é, F = F.

Definicao 4.5 Dado um conjunto L C R, diz-se que:

(i) L € limitado superiormente quando existe algum b € R tal que x < b, Yx € L.
Neste caso, diz-se que b é uma cota superior de L;

(11) L € limitado inferiormente quando existe algum a € R tal que a < z, Vr € L.
Neste caso, diz-se que a € uma cota inferior de L;

(111) L é um conjunto limitado quando € limitado superior e inferiormente. Isto signi-
fica que L estd contido em algum intervalo limitado [a,b] ou, equivalentemente,
que existe | > 0 tal que v € L = |z| < I. Caso o conjunto nao seja limitado (ou
também limitado superior ou inferiormente), diz-se que € um conjunto ilimitado
(ou também ilimitado superior ou inferiormente).
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Definicao 4.6 Um conjunto K C R chama-se compacto quando € limitado e fechado.
Consequentemente, todo conjunto finito é compacto. Um intervalo do tipo |a,b] € um
conjunto compacto. Por outro lado, |a,b| € limitado, mas nao é fechado, e, portanto,
também nao € compacto.

Agora, munidos da definicao 1.1, provaremos o resultado que segue.

Lema 4.1 Sejam f: K — R um fun¢ao continua e (x,) uma sequéncia em K com-
pacto. Se x, — a, entio f(x,) — f(a), Ya € K.

Demonstracao: Por hipotese, a fungao é continua e x,, — a, ou seja, a sequéncia

(x,) converge para a. Assim,

(i) pela Definicao 1.1, Ve > 0,30 >0;x € Ke |z —al <d = |f(z) — f(a)| < &;

(ii) pelo item (i) da Defini¢ao 2.2,V e >0, 3ny € N;n > ny = |z, —a| <e.

Dado ¢ > 0, usando a hipétese (i), 30 >0;x € K e [zt —a|] <d = |f(z) — f(a)] <e.
(2.1) Para o ¢ encontrado, usamos a hipdtese (ii) com 0 no papel do £ e obteremos
no € Ny n>ny = |z, —al <d. (2.2)

Logo, aplicando primeiro (3.2) e depois (3.1), temos n > ng = |z, —a| < 6 =
€ Kelr,—al <d=|f(z,) — fla)] <e.

Portanto, se z,, — a, tem-se f(z,) — f(a),Va € K.

Antes de enunciarmos outro resultado importante, definamos supremo e infimo de

nameros reais.

Definicao 4.7 Seja K C R um conjunto limitado superiormente e nao vazio. Um
numero b € R chama-se supremo do conjunto K e escreve-se b = supK, quando é
a menor das cotas superiores de K. Analogamente, se K C R € um conjunto limi-
tado inferiormente e nao vazio, um numero a € R chama-se infimo do conjunto K e
escrevesse a = infK quando é a maior das cotas inferiores de K.

Podemos aprofundar um pouco mais nestas definicoes. De fato, b = supK quando

cumpre as duas condigoes:
(S1) Vz € K, tem-se = < b;

(S2) SeceRétalquex < ¢,V € K, entdo b < ¢. A condicao S2 admite a seguinte

reformulagao:

(S2%) Se ¢ < b, entdo 3 x € K com ¢ < z. Assim, S2’ evidencia que nenhum nimero
real menor do que b pode ser cota superior de K. As vezes se exprime S2’ da seguinte
forma: Ve >0,dz € K tal que b — e < x.

Analogamente, a = inf K quando cumpre as duas condigoes:
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(I1) Vz € K, tem-se a < z;
(I2) Sece R étal que c <z, ¥V € K, entdo ¢ < a.

A condigao 12 pode ser reformulada da seguinte forma: (12’) Se a < ¢, entdao 3 x € K
com x < c¢. Assim, 12’ diz que nenhum niimero real maior do que a pode ser cota
inferior de K. Equivalentemente: V ¢ > 0, 3 x € K tal que x < a +¢&. A seguir
enunciaremos uma propriedade do supremo de um subconjunto dos niimeros reais, a

qual é conhecida como Axioma do Supremo.

Axioma 4.1 Todo conjunto de numeros reais, nao vazio e limitado superiormente,
admite supremo.

Para prosseguirmos, apresentaremos a definicao de sequéncia mondtona, fundamental

para demonstrarmos os resultados que veremos em breve.

Definigao 4.8 Diz-se que uma sequéncia (z,) € monétona quando x, < x,11,Vn € N
ou quando, Tpi1 < T,, Vn € N.

Complementando, no primeiro caso, diz-se que (z,) é mondtona nao decrescente e,
no segundo, que (x,) é mondétona nao crescente. Se, mais precisamente, tivermos
T, < Tpyq (respectivamente, z, > x,41), V n € N, dizemos que a sequéncia é crescente
(respectivamente, decrescente). Toda sequéncia monétona nao crescente (respectiva-
mente, nao decrescente) é limitada superiormente (respectivamente, inferiormente) pelo

seu primeiro termo. A fim de que ela seja limitada é suficiente que possua uma sub-

/

) n' € N uma subsequéncia limitada da

sequéncia limitada. Desta forma, seja (x
sequéncia mondtona (digamos nao decrescente) (x,,). Temos 2/, < ¢, V n € N. Dado
qualquer n € N, 3n' € N’ tal que n < n’. Entado, z,, < 2/, < ¢. O teorema a seguir, nos
da uma condicao suficiente para que uma sequéncia convirja. Através da tentativa de
demonstra-lo ao preparar suas aulas, que o matematico alemao R. Dedekind percebeu

a necessidade de uma conceituacao precisa de nimero real, na metade do século XIX.

Teorema 4.1 Toda sequéncia mondtona limitada é convergente.

Demonstragao: Tomemos uma sequéncia (z,) monétona nao decrescente e limitada.
Sejam K = x1, -+ ,x,, - ea= supK. Afirmamos que a = lim z,,. Assim, dado ¢ > 0,
0 numero a — € nao ¢ cota superior de K. Logo, pela condigao S2’ do complemento
da definicao de supremo e infimo de um conjunto, 3 ny € N tal que a — ¢ < z,, < a.
Assim, np <n=a—-¢c <z, <z, <a<at+e=a—c<z, <a+e=—=
—e < x, <a<e= |z, —al <ce e, peloitem (i) da defini¢ao 2.2, (x,) converge ao
ponto a. Logo, lim x,, = a. Analogamente, se tomarmos uma sequéncia (x,,) monétona
nao crescente e limitada, entao lim x,, é o infimo do conjunto dos valores z,,.

Através do teorema anterior, demonstra-se o corolario seguinte, também conhecido

como Teorema de Bolzano-Weierstrass.
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Corolario 4.1 (Teorema de Bolzano-Weierstrass) Toda sequéncia limitada de nimeros
reais possui uma subsequéncia convergente.

Demonstragao: Pelo Teorema 3.1, basta mostrar que toda sequéncia (z,) possui uma
subsequéncia mondtona. Antes de mais nada, diz-se que um termo z, da sequéncia
dada ¢é destacado quando z, > z,, V p > n. Seja D C N o conjunto dos indices n tais
que z, ¢ um termo destacado. Temos duas possibilidades para D: ser um conjunto
infinito ou um conjunto finito. Se D for um conjunto infinito, ou seja, D = {n; <
ng < .-+ < n <---}, entdo a subsequéncia (x,), € D serd mondtona nao-crescente.
Entretanto, se D for finito, tomemos n; € N como um indice maior de todos os n € D,
entdo x,; nao é destacado, visto que B n € D tal que n > n; = x,; > =,. Logo, 3
No > Ny COM Tpo > Ty . Além disso, z,0 nao é destacado, evidenciando que 3 n3 > no
com Tp3 > Tpo > T,1. Procedendo da mesma forma, obtemos uma subsequéncia
crescente T < Tpo <+ < Tpp < 0+ .

Portanto, sempre conseguimos uma subsequéncia mondétona.

A seguir apresentaremos dois lemas e suas respectivas demonstracgoes serao desen-
volvidas com base nos resultados vistos até aqui. Estes lemas, apds demonstrados,

formarao um unico resultado, o qual sera apresentado como teorema.

Lema 4.2 Seja f : K — R, uma funcdo definida no conjunto K C R. Se K € um
conjunto compacto e f é continua, entao f(K) é um conjunto limitado. Isto €, x1 €
ponto de minimo de f e xo € ponto de maximo de f.

Demonstragao: Suponhamos que f(K) seja um conjunto ilimitado. Assim, V n € N,
Jy, € f(K); |ya| > n. Como y, € f(K), entdo V n, 3 z,, € K; f(x,) = yn. Assim,
(z,) é uma sequéncia em K, com K compacto. Dai, (z,) é limitada. Pelo Teorema
de Bolzano-Weierstrass, existe uma subsequéncia (z,;) convergente a algum ponto a,
ou seja, T,; — a. Como K também é fechado, temos que a € K. Disto segue que
f(zn;) = fla) = yn; — f(a), o que contradiz (3.3), pelo fato de y,; ndo convergir
para nenhum ponto. Portanto, se K é compacto e f é continua, entdao f(K) é limitado.

Lema 4.3 Seja f : K — R, uma funcgao definida no conjunto K C R. Se K € um
conjunto compacto e f é continua, entao f(K) é um conjunto fechado.

Demonstracgao: Seja a € f(K). Assim, 3y, € f(K); y, — a.

Assim, V n, 3z, € K tal que f(x,) = y,. Como z,, € K, temos que (x,,) é limitada.
Pelo Teorema de Bolzano-Weierstrass, existe uma subsequéncia (z,;) tal que x,; — b.
Pelo fato de K ser fechado e z,; — b, tem-se que b € K. Sabemos que f ¢ continua,
assim f(x,;) — f(b). Logo, y,; = f(b) e, por (3.4), y,; — a. Da Unicidade do Limite,
resulta que f(b) = a e, consequentemente, a € f(K).

Portanto, f(K) = f(K), ou seja, f(K) é fechado.
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A seguir, enunciaremos mais um teorema, o qual comentaremos brevemente sua
demonstracao visto que é uma aplicacao direta dos resultados obtidos nos lemas ante-

riores.

Teorema 4.2 Seja f : K — R, uma fungao definida no conjunto K C R. Se f é
continua e K é compacto, entio f(K) é compacto.

Demonstragao: Pelos Lemas 3.2 e 3.3 temos que f(K) é limitado e fechado. Assim,
pela definicao 3.6, f(K) é compacto. Para finalizarmos esta se¢ao apresentaremos
o Teorema de Weierstrass, resultado que garante a existéncia de valores maximos e
minimos de funcoes continuas de uma variavel real, cuja demonstracao é feita utilizando

basicamente os lemas anteriores.

Teorema 4.3 (Teorema de Weierstrass) Seja f : K — R, uma fun¢do definida no
conjunto K C R. Se f € continua e K € compacto, entao 3 x1, xo € K tal que
f(z1) < f(z) < f(z2), YV @ € K.Isto é, x1 € ponto de minimo de f e xo € ponto de
mdazximo de f.

Demonstracao: Por hipdtese, f é continua e K é compacto. Assim, pelo Lema 3.2,
f(K) é limitado. Disto, temos que: 3 a =inff(K) < f(z) < supf(K)=b,V z € K.
Pelo Lema 3.3, f(K) também é fechado, ou seja, a € f(K) e b € f(K). Portanto, 3
1,22 € Ky a= f(x1) e b= f(xg) = f(21) < f(x) < f(22), V2 € K.
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Funcoes Quadraticas

Definicao 5.1 Uma funcdao f : R — R € chamada Fun¢ao Quadrdtica quando existem
a, b, c € R, coma#0, tais que f(x) = x* + bx + ¢ para todo x € R.

A fungao quadratica pode vir escrita na sua forma canonica, mostrada a seguir.
f(z) =ax® +bxr +c

—af

—olat b -

29 2 2 (&
= al(@ + 2 + ) — (£~ 2)

= al(z + 3)° - (2]

O termo b* — 4ac recebe o nome de discriminante do trinomio do segundo grau, e

é representado pela letra grega delta (A). Logo, pode-se escrever:

fl@) =al(z + 32)* = (32)]

. —A) 4
Observe que o termo (x + %)2 > 0 para todo x real. Ja o termo % ¢ constante.
Além dessas consideragoes, a diferenca é minima quando tem-se (z + £)? = 0 —
—b . .
T = % . Neste ponto, se a > 0, f(x) também assume seu valor minimo. Portanto, o
: = _ 2 Lop(=by _ —=A
menor valor assumido pela fungao f(r) = ax® +bx +cé f(5;) = 7. Neste caso, f(z)
nao assume valor maximo, pois a funcao ¢ ilimitada superiormente. Analogamente,
—b

quando a < 0, a funcéo f(z) = ax? + bz + ¢ assume valor maximo em z = 32 e nao

tem valor minimo, pois é ilimitada inferiormente.
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Capitulo 5. Fungoes Quadrdticas

5.1 Aplicacgoes

Muitos problemas envolvendo méximos e minimos se resolvem fazendo uso da func¢ao
quadratica. Essa funcao é bastante familiar aos alunos da Educagao Basica. Logo, é
importante mencioné-la neste trabalho. A seguir serao resolvidos alguns problemas
usando tal funcao.

Problema 5.1. Mostre que entre todos os retangulos de perimetro P, o de area

maxima é o quadrado.

A B
Yy
D C

X

Figura 5.1: Retangulo de lados x e y

Solugao: O perimetro do retangulo é P = 2x + 2y e sua area é dada por z-y.

Mas, 2 +2y = P —» y = % . Substituindo esse valor na area, Ap = z-y —

Ap=1- (152 = Ap= -2+ &
Agora se tem a area em funcao de z, visto que P é fixo, que atingira o valor maximo,
_P
no vértice, entao, r, = % = 1, = m — 1, = f Substituindo o valor de =,
acha-se ,
(P —2z) P—2£) P
Y 2 Y 2 1

Portanto, a drea serd maxima quando v = y = £, ou seja, quando for um quadrado.

Problema 5.2 Encontre as dimensoes de um retangulo PQ RS inscrito num circulo

de raio r que nos dao a maior area possivel.

Figura 5.2: Retangulo Inscrito
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Capitulo 5. Fungoes Quadrdticas

Solugao: Analisando a Figura 5.2, vé-se que, a area do retangulo é dada por
Ag = 2x- 2y = 4xy.

Aplicando o teorema de Pitdgoras no triangulo de lados =, y e r, e tem-se:
=24y = y=Vr2— a2

Agora, substituindo o valor de y encontrado na equacao da area, tem-se a drea em

funcao da variavel x, visto que r é fixo. Sendo assim,
Ap = 4oVr? — 22 = A% = 162°(r* — 2?).

Fazendo a substituicao z = z? tem-se A% = 162(r? — 2) = A% = —162% + 16r%z,

o que ainda pode ser escrito
f(2) = =162 + 16122

Neste caso temos uma funcao quadratica onde a = —16 < 0. Portanto a funcao
assume o valor maximo em
—b —1672 r?

:_:>’U:—:_-
VT o T T o (—16) 2

Substituindo z, na igualdade z = 2? tem-se

2 r’ 2
2=3"= — ===z

.
2 e

Substituindo o valor de x, encontra-se:

T

Portanto, a area do retangulo PQQRS serd maxima quando z = y = 73> ou seja,

quando tiver um quadrado.
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Capitulo 6

Problemas de Otimizacao que

Recaem em uma Funcao Quadratica

Encontrar maximos e minimos de func¢oes é uma das principais aplicagoes do Céalculo
Diferencial. Os chamados “Problemas de Otimizagao” consistem em encontrar uma
funcao que representa o modelo matematico de uma determinada situagao e, de acordo
com o que se busca, encontrar os valores de méximo ou minimo dessa funcao. No
capitulo a seguir, verificaremos exemplos de Problemas de Otimizacao cujos modelos
matematicos sao fungoes polinomiais do 2° grau. Encontrar o ponto no qual a fungao
assume seu valor minimo ou maximo possibilita a obtencao da solugao de uma gama
de problemas dessa natureza.

Problema 6.1: Um fazendeiro deseja circundar, com 150 metros de cerca, uma
area retangular junto a um rio para confinar alguns animais, conforme representado na
figura 6.1. Se o0 objetivo é cercar a maior area possivel, quais devem ser as medidas do
retangulo 7

Solugao: Denominando a largura da area cercada de x e o comprimento de v,
notamos que 2z + y = 150 (1), ja que é essa a quantidade disponivel de cerca. Como
a area de um retangulo é calculada pelo produto das medidas do comprimento e da

largura, teremos

A=x-y (2).

Figura 6.1: Figura ilustrando a situacao apresentada no problema 6.1.
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Capitulo 6. Problemas de Otimiza¢ao que Recaem em uma Func¢do Quadrdtica

De (1) temos que y = 150 — 2z e substituindo em (2) teremos
A(z) = z(150 — 22) = A(z) = 150z — 222,

ou seja, uma funcao quadratica, cujo grafico é uma parabola de concavidade voltada

para baixo. Sendo assim, apresenta ponto de maximo.

—150
2(-2)

y = 150 — 2- 37,5 = 75. Portanto as dimensoes que fazem com que seja maxima a area

Como =z, = 5—5, teremos x, = = 37,5. Assim como y = 150 — 2z =
desse retangulo sao 75m de comprimento por 37, 5m de largura.

Problema 6.2: Um cliente propos a um vidraceiro que se recorte um espelho
retangular com a maior area possivel a partir de um pedago de espelho, cuja forma
¢ de um triangulo retangulo de lados 48cm, 64cm e 80cm. A fim de minimizar a
quantidade de cortes, pelo menos um dos lados do retangulo deve estar sobre um lado

do triangulo. As posicoes sugeridas sao as da figura 6.2.

Figura 6.2: Figura ilustrando a situacao apresentada no problema 2.

Em cada caso, determinaremos qual o retangulo de maior area e fazer a comparacao
dos dois resultados.
Solugao: i) Primeiramente nomearemos alguns pontos, como ilustrado na figura
6.3:
De acordo com o enunciado temos AC = 48cm, AE = 80cm e C'E = 64cm. Sejam
CD =y e DF = z. Note que os triangulos ABF e FFDFE sao semelhantes, logo:
48— y

x 64 —y

o que implica que
4
= ——x + 64.
YT 73

A area do retangulo BC'DF sera:

4 4
Apopr = -y = A(r) = 2 (g2 + 64) = A(w) = —oa” + 64z,
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Capitulo 6. Problemas de Otimiza¢ao que Recaem em uma Func¢do Quadrdtica

Figura 6.3: Figura ilustrando a situagao apresentada no problema 6.2 (i).

O resultado encontrado foi uma funcao quadratica que, como o grafico é uma

parabola de concavidade voltada para baixo, possui um ponto de maximo. Essa area

sera maxima se:

rT= — =T = ——— = T = 24cm
w TR
Calculando o valor de y teremos:

4
y = —5(24)+64:>y:320m

Com esses resultados a conclusao é que para se obter a maior area desse espe-
lho, o retangulo a ser cortado deve ter dimensoes de 24cm de largura por 32cm de

comprimento, resultando na drea maxima de 768cm?.
ii) Analogamente a i, vamos nomear alguns pontos, como ilustrado na figura 5:4:

A

Figura 6.4: Figura ilustrando a situagao apresentada no problema 2 (ii).
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Capitulo 6. Problemas de Otimiza¢ao que Recaem em uma Func¢do Quadrdtica

Pelo o enunciado temos AC' = 48cm, AE = 80cm e CE = 64cm. Sejam BD = x e
DF =y. E possivel calcular a altura h relativa a hipotenusa AE do triangulo retangulo
ACE, usando a férmula “cateto- cateto = hipotenusa- altura”, entao: 48-64 = h- 80
= h = 38,4cm.

Note que a altura do triangulo BCD, relativa a hipotenusa BD, serd 38,4 — y.

Como os triangulos BC'D e ACE sao semelhantes, temos que:

r  384-—y

80 384
implicando em

3072 — 38,4x

B 80

A area do retangulo BDFG sera:

3072 — 38,4z
30

38,422
= A(z)= — =t + 38,4z.

ABDFG:JI~y:>A(ZE):$ 30

O resultado é uma funcao quadratica, cujo grafico é uma parabola de concavidade
voltada para baixo e por consequéncia possui um ponto de maximo. Assim, a area sera
maxima se:

—b 38,4

rT= — = ————==+ — ¢ = 40cm

e ()

Calculando o valor de y teremos:
3072 — 38,4-40
y = 50 : — y =19,2cm

Com esses resultados, a conclusao é que para se obter a maior area possivel desse

espelho, o retangulo a ser cortado deve ter dimensoes de 19,2cm de largura por 40cm
de comprimento. A drea méxima serd também de 768cm?.

Ao compararmos os dois resultados, observamos que os retangulos obtidos tem a
mesma area, 768cm?. Entretanto, no caso (i) sobram apenas dois pedagos do espelho,
enquanto que no caso (i) restam trés pedagos, estes com dreas menores do que 0s
pedagos restantes do caso (i). Outro ponto a se observar é que as dimensoes obtidas
foram diferentes nos 2 casos e sendo assim, a escolha entre eles vai depender do uso
que serda dado ao espelho, ou as sobras do espelho original.

Problema 6.3: Um grupo de turistas fretou um aviao de 100 lugares para uma
excursao. Foi exigido de cada passageiro uma cota de R$ 900,00 mais R$ 10,00 por
cada lugar vago. Qual a quantidade de passageiros para que a rentabilidade da empresa

seja maxima ?
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Solugao: Supondo que x lugares foram ocupados, teremos vagos (100 — z) lugares.
Denominando por R(x) a rentabilidade da companhia, teremos que

R(z) = (900 + (100 — x)-10)- x = R(x) = —1022 + 1900z

que ¢ uma funcao quadratica cuja concavidade é voltada para baixo. Sendo assim,
possui um ponto de maximo. A quantidade de passageiros que maximiza a rentabili-
dade da companhia seréd dada por

—b —1900
Ty = %: Ty = m:%

Logo, a companhia tera a maior rentabilidade com 95 passageiros.

Problema 6.4: Israel tem uma fabrica de sandalias e vende uma média mensal
de 400 unidades, por R$ 20,00 cada. Contudo, percebeu que a cada vez que diminuia
R$ 1,00 no preco unitario, vendia 40 sandalias a mais. Qual deve ser o preco da unidade
de modo que sua receita seja maxima 7

Solugao: Seja x o desconto de R$ 1,00 dado. Assim, sua receita em fungao de x
seria: R(x) = (400 + 40z)- (20 — 1-2) = R(x) = —40z% + 400z + 8000.

Como se trata de uma fungao quadratica, notamos que a concavidade da parabola
que a representa € voltada para baixo e assim possui um ponto de maximo, dado por:

—b —400

_— = U:—:5
2a v

= 2. (—40)

Portanto para que a receita de Israel seja maxima, o desconto por sandalia deve
ser de R$ 5,00. Com isso ele devera cobrar R$ 15,00 por unidade para maximizar sua
receita.

Problema 6.5: Uma granja esta fazendo uma promocao na venda de ovos: “Com-
pre x ovos e ganhe % de desconto”. A promocao é valida para compras de até 5 duzias,
caso em que é concedido o desconto maximo de 60%. Amanda, Bernardo, Cecilia e
Douglas compraram 1, 2, 3 e 4 dizias de ovos, respectivamente. Qual deles poderia ter
comprado mais ovos e gasto a mesma quantia ?

Solugao: Seja p o preco de cada ovo. Logo, com desconto de 2% o prego pago ao

comprar x ovos recebendo o desconto de 2% sera:

X

x D o
P(z) = —(—> _ -(1——):>P _ P
(¥) =pr = ({g5) Pr=p2 100 (z) 100" 7

Note que o maior preco sera alcangado para a seguinte quantidade de ovos:

—b —p
Ty = —— => Ty = —F——
2 (~16)

=50
2a
Note que como 40 e 60 sao equidistantes de 50, quem por ventura comprar 40 ovos
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vai pagar o mesmo de quem comprar 60. Do mesmo modo notamos que 48 e 52 sao
equidistantes de 50, logo Douglas que comprou 4 duzias de ovos poderia ter comprado
4 ovos a mais que pagaria o mesmo valor.

Problema 6.6: O dono de um pequeno teatro percebeu que, com o ingresso a
R$ 8,00, em média 320 pessoas assistem aos espetaculos e que, para cada reducao de
R$ 1,00 no preco dos ingressos, o ptblico aumenta de 100 espectadores. Qual deve ser
o precgo do ingresso para maximizar a receita ?

Solugao: Seja z a reducao no preco do ingresso, entao a receita sera dada por:

R(x) = (320 + 100z)- (8 — x) = R(x) = —1002? + 480x + 2560.

Como se trata de uma funcao quadratica, a concavidade da pardabola é voltada
para baixo e assim teremos um ponto de maximo. Logo, a receita serd maximizada se
o desconto z for:

—b —480

’U:_:> U:—:274
T a0 T 20 (—100)

Ou seja, a receita serd méxima quando o desconto for de R$ 2,40. Sendo assim o
ingresso devera custar R$ 5,60.

Problema 6.7: Um restaurante a quilo vende 100kg de comida por dia, a R$ 16,00
por quilo. Uma pesquisa encomendada pelo dono do estabelecimento revelou que, por
cada real de aumento no preco, o restaurante perderia 10 clientes. Sabendo que o
consumo médio de cada cliente é de 500g, qual deve ser o valor do quilo de comida
para maximizar a receita diaria do restaurante ?

Solugao: Estimando o nimero médio de refeicoes servidas, se o restaurante vende

100kg de comida por dia e cada cliente consome, em média, 500g, a média diaria de

100
0,5

Seja x o valor acrescentado ao prego do quilo. Sendo assim, a receita didria do

refeicoes servidas é: = 200 refeicoes.

restaurante sera:
R(z) = (200 — 10z)- (16 + ) = R(z) = —1022% 4+ 40z + 3200.

Percebendo que se trata de uma funcao quadratica, cuja concavidade da parabola
é voltada para baixo, teremos um ponto de maximo. Com isso, o valor do acréscimo
que maximiza a receita sera:

—b —40
Ty = % — X, = m =2

Logo, para que a receita seja maxima, o restaurante deve cobrar R$ 16,00 + R$ 2,00.
Ou seja, R$ 18,00 o quilo.

Problema 6.8: Um imédvel, de forma retangular, sera construido com lados pro-

porcionais a 3 e 4. O imposto predial ¢ de R$ 7,00/m?, mais uma taxa fixa de R$ 2500.
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A prefeitura concede um desconto de R$ 60,00 por metro linear do perimetro, como
recompensa pela iluminacao externa e pela calgada em volta do prédio. Quais devem
ser as medidas dos lados do prédio para que o imposto seja o minimo possivel 7 Qual
o valor desse imposto minimo 7

Solugao: Como os lados da construcao devem ser proporcionais a 3 e 4, definiremos
os lados como 3z e 4z. Com isso a drea serd dada por A(x) = 1222 e o perfmetro serd

dado por P(z) = 14x. Assim sendo, a expressao que calcula o imposto é:
I(r) = 2500 + T7(3z-4x) — 60-(14x) = I(r) = 842® — 840z + 2500.

Vemos que nesse caso se trata de uma funcao quadratica, com a concavidade da
parabola voltada para cima, possuindo assim um ponto de minimo, que sera:
—b —(—840)
Ty= — — Ty= ———— =25
! ! 2-(84)
Portanto para que o imposto seja o minimo possivel, as medidas dos lados do prédio

devem ser 3-5 = 15m e 4-5 = 20m. Caélculo do imposto:
I(5) = 84-5* — 840- 5 + 2500 = I(5) = 400.

Entao o valor desse imposto serda R$ 400,00.
Problema 6.9: Considerando 2 numeros cuja soma € constante, qual o valor
maximo do produto desses niimeros ?

Solucgao: Sendo “s” a constante que representa a soma dos niimeros x e y, pretende-

se achar os valores tais que o produto z-y seja o maior possivel. De x +y = s
obtemos y = s — z e, portanto, devemos encontrar o valor de x que maximiza o
produto z- (s — x) = —2% + sz. Esse valor méximo ¢ assumido quando
—b —s
r = — = e
2-a 2-(—1)
I s __ 8
Logo,y=s— 5 =3.

Assim, pode-se concluir que o produto de dois nimeros cuja soma é constante
assume seu valor maximo quando esses nimeros sao iguais.

Problema 6.10: A trajetéria de uma bola de futebol, num chute a gol, descreve
uma parabola. Suponha que, “t” segundos apds o chute, sua altura “h”, seja dada,
em metros, por h = —t? + 5t. Determinaremos em que instante a bola atinge a altura
maxima e qual é essa altura maxima.

Solucgao: Como o grafico se trata de uma parabola com concavidade voltada para

baixo, a func¢ao assume um ponto de méximo, quando:
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P
Y 2a Y2.(=1)

Logo, a bola atinge a altura maxima 2,5 segundos apds o chute.

=25

Calculando a altura h maxima atingida pela bola:

N (32— 4 (~1)-0) —25
0T g T 4 (—1) —y 020
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Capitulo 7

Problemas de Otimizacao

Resolvidos com o Uso de Derivadas

Problema 7.1. Deseja-se construir uma caixa, no formato de um bloco reto re-
tangular, utilizando uma folha de papelao, cujas dimensoes sao 40cm por 30cm. Para
isso, retira-se 4 quadrados de lado = (em centimetros), um em cada canto da folha e
dobra-se os lados adequadamente obtendo a caixa. Desprezando a espessura da folha,
determine a medida x do lado dos quadrados a serem retirados para que se maximize

o volume dessa caixa.

X

30-2x

40 -2x

X 40 - 2x X

Figura 7.1: problema 1

Solugao: Como o lado do quadrado a ser recortado mede z, pode-se dizer que a
base da caixa é um retangulo cujos lados sao 40 — 2x e 30 — 2x e a altura mede x.
Queremos encontrar o valor de x para que o volume V' da caixa seja maximizado. A

partir das informacgoes sobre as dimensoes da caixa em funcao da variavel z, temos:
V(z) = 2 (40 — 22)- (30 — 27) = 42* — 1402* + 1200z.

Observe que 0 < 2z < 30, ou seja, 0 < x < 15. Para determinar os pontos criticos
determinemos valores de z para V'(x) = 0.

Igualando a derivada V'(x) = 122? — 280x + 1200 a zero, obtemos, x; ~ 17,67 e
g9 &2 5,65.

O valor x; nao faz parte do intervalo 0 < = < 15 e, desse modo, nao pode ser

dimensao do quadrado a ser recortado.
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Aplicando o valor z5 = 5,65 na segunda derivada V" (z) = 24z* — 280, tem-se:
V”(5,65) = —144, 16 < 0. Logo, conclui-se que x5 = 5,65 cm é a medida do lado do
quadrado a ser recortado que torna maximo o volume da caixa. Este volume é entao:
V(5,65) = 4- 5,65 — 140- 5,652 + 1200- 5,65 = 3032,30cm? .

Problema 7.2. Uma fabrica vende bolas de futebol por R$ 50,00 a unidade. Se
a producao mensal dessa fabrica é x, em milhares de unidades produzidas e é sabido

que o custo total da producao mensal é dado por:

4
C(z) = gx?’ — 302? — 350z — 100.
Entao, qual é a quantidade de bolas produzidas por més para que a fabrica tenha
um lucro maximo ?
Solugao: Sabemos que Lucro é a diferenca entre a receita e o custo. Considerando

a receita R(z) = 50x, consequentemente temos a fungao Lucro:
L(z) = 50z — (%:ﬁ — 302% — 350z — 100) = —%x?’ + 302% + 400z + 100.
Utilizando o teste da derivada primeira temos:
L'(z) = —42® + 60z + 400

Igualando L'(x) a zero, verifica-se que os pontos criticos encontrados sao: z; = —5 e
xo = 20. Analisando os intervalos de crescimento e decrescimento, temos que x5 = 20 é
o ponto que maximiza a funcao L. Por outro lado, podemos encontrar a mesma resposta
usando o teste da derivada segunda. Assim, L”(z) = —8z + 60. Como L"(20) < 0
segue que o ponto critico ro = 20 maximiza a funcao. Portanto, devem ser produzidas
20 mil bolas por més para que a fabrica obtenha o lucro maximo.

Problema 7.3. Uma cidade é atingida por uma moléstia epidémica. Os setores de
saude calculam que o nimero de pessoas atingidas pela moléstia depois de um tempo
t (medido em dias a partir do inicio da epidemia) é dado, aproximadamente, por:
ft) =64t - &

Quando a epidemia estard sob controle 7

Solugao: A taxa de propagagao da epidemia é dada pela variacao da funcao f(¢)
em relacao a t. Derivando f, temos:

f'(t) =64 —¢t*

Assim, para a situacao em que a epidemia esteja controlada, sua taxa de expansao
deve ser nula. Logo, igualando f'(t) a zero, temos: f'(t) = 0 = 64 — t* = 0 =
t =48

Ou seja, apds 8 dias, a taxa de expansao da epidemia se anula, logo ela estard
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controlada.

Problema 7.4. O custo mensal de fabricacao de uma unidade de fita veda rosca
em funcao do prego unitério de venda x, em Reais, é dado por C(z) = ’”—; —222+10x+1
e a demanda mensal p , do mesmo produto, é dada por p(z) = 10 — x . Qual o prego
que deve ser cobrado para maximizar o lucro nessa situacao ?

Solugao: O lucro total é dado por Lucro(L) = Receita(R) — Custo(C'). A Receita
sera calculada por:

R(x) = (10 — x).

Logo, L(z) = 10z — 2? — (% — 222+ 102+ 1) = L(z) = —g—3+x2+1

Derivando a func¢ao Lucro temos:
L'(z) = —2* + 2z,

Igualando L'(z) a zero, encontra-se as raizes 1 = 0 e o = 2. Como L"(2) < 0,
temos que zo = 2 é ponto de maximo de L. Logo, para maximizar o lucro dessa
empresa, o valor de venda do produto deve ser R$ 2,00.

Problema 7.5. Uma ribeirinha pretende sair de um ponto A na margem de um
rio de 1km de largura, atravessar o rio de canoa e entao, chegar o mais rapido possivel
correndo pela margem do rio até um ponto D situado a 2km de distancia da reta que
passa pelo ponto A e é perpendicular ao rio. Se ela remar a canoa a 6km/h e correr a

9km/h, a que distancia de B ela deve terminar a travessia de canoa ?

A
a
~
\\\
E S RIO
i \\
B

Figura 7.2: Figura ilustrando a situacao apresentada no Problema.

Solugao: Sabendo que C é o ponto da margem onde a mulher deve terminar a
travessia de canoa. Fazendo entao BC' = z, teremos C'D = 2 —x. Note que ABC é um
triangulo retangulo e, pelo Teorema de Pitdgoras, teremos AC = +/1+ x2. Seja t; o

tempo de travessia com a canoa (de A até C') e ty o tempo gasto para ir correndo de C

até D. Como a velocidade da canoa é de 6km/h, teremos que t; = —V16.+IQ e que como
a velocidade da corrida é 9km/h, to = Q’T‘”. Diante disso, o tempo total do percurso
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serd t = t1 + to, ou seja, t(xr) = @ + Q_T’”. Note que o intervalo [0;2] é o dominio
da funcao para essa situagao e que estamos em busca do valor de x desse dominio
que minimiza o tempo t(x) para a pessoa sair do ponto A e chegar até o ponto D.
Para determinar tal valor langaremos mao do calculo da derivada de t(x) e assim achar
o(s) ponto(s) criticos, verificando através da regra da segunda derivada se é ponto de
maximo, minimo ou inflexao.

A derivada de t(x) é:

V(z) = 3rx —2y2?2 -1
18Va24+1

[gualando a zero teremos:

3r—2vVa?2 —1 _0
18v22 + 1 '

Note que a fracao sera nula se:
3r—Var2—1=0= 3z =2Vz?— 1.
Elevando ambos membros ao quadrado, teremos:

4 4
9$2:4(:v2—1):>9932—4:1:2:4:>5a:2:4:>x2:g:>:1:::|: v

Como x representa distancia, o valor negativo nao nos interessa. Temos entao que

xr = \/g é o unico ponto critico.

Calculando agora a segunda derivada de t(z) teremos:

1
6(z2 4 1)vVa2 +1

t”(l’) —

Note que "(x) > 0, para todo = € R, logo = = \/g, cujo valor aproximado é 0,89, é
um ponto de minimo de t. Assim, para chegar o mais rapido possivel em D, a distancia

que ela percorrera correndo pela margem do rio sera:

4
C’D:2—\/;%’1,11.

Problema 7.6 Uma industria de 6leo precisa desenvolver uma embalagem de 2
litros. Esta embalagem deve ser um cilindro com base circular.
Sabendo que custo por unidade de area do material utilizado no topo e na base é o

dobro do custo do material utilizado na lateral do cilindro.
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Capitulo 7. Problemas de Otimizagao Resolvidos com o Uso de Derivadas

Quais devem ser as dimensoes dessa embalagem de modo a minimizar o custo com
o material utilizado ?

Solugao: Primeiramente, vamos definir que se trata de um cilindro reto com raio
da base medindo r e altura medindo h, ambas as dimensoes em centimetros.

E necessério relembrar alguns conceitos importantes sobre o cilindro reto a fim de

organizarmos nossos céalculos.

1) A édrea do topo (chamada de A;) é igual & da base (chamada de A;), ambas
calculadas por:

At = Ab = 7T7n2

2) A 4rea lateral (chamada de 4;), cujo formato é retangular, é calculada por:

A; = 2nrh

3) Volume do cilindro, calculado por:

V = nrh

Definindo por C' o custo da producao do topo e da base temos que o custo da
produgao da lateral do cilindro ¢ definido por 2C, em R$/cm?.

Assim sendo, temos que o custo total da producao da base e do topo é dado por:
2C (mr? + mr?) = 47Cr? (1)

E o custo total da producao da lateral é dado por:

C-2mr*h = 2nCr%h (2)

Somando (1) e (2), temos o custo total (T) de producao dessa lata, definido por:
T = 47Cr? 4+ 27Cr*h

Sabe-se que o volume do cilindro em questao ¢ igual a 2 litros, que é equivalente a

2000 em?®. Logo, podemos dizer que:

2000

mr?

V = mr?h = 2000 = h

Agora, vamos reescrever a funcao T em funcao de r como:

2000

1
T(r) = 4nCr® + 2nCr* — = 4nC(r* + 000
T

wr

)
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Capitulo 7. Problemas de Otimizagao Resolvidos com o Uso de Derivadas

Como o objetivo é encontrar o valor minimo do custo, vamos fazer a derivada da

fungao T'(r) e em seguida, igualar o resultado a zero

T'(r) = 4nC(2r — 29)

ArC(2r — W00) — 0 5 2p — 1000 _ () 9p — 1000 _y ;o 8/1000 . 10
r mr r U

A partir desse valor de r, vamos calcular o valor de h.

2000 2000 20 .14
h=—3= 10)2: T :20</j

r T (= L T
( Yo Van2

Considerando o valor aproximado 7 = 3,14, temos que as dimensoes do raio e da
altura do cilindro sao:

10 10
6,28 1,845

4
h =20¢/ — =20-0,405 = 8,1
0 314 0-0,405 = 8,10cm

Logo, para minimizar o custo dessa lata, o raio deve medir aproximadamente 5,42

= 5,42cm

cm e a altura deve medir, aproximadamente, 8,10 cm.
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Consideracoes Finais

Na primeira metade do século passado, o Calculo Matematico fazia arte do curriculo
da educagao basica brasileira. Contudo, a partir dos anos 1960 foi sendo excluido
gradativamente. Ainda que alguns livros didaticos seguissem destinando algumas de
suas secoes a esse tema, o mesmo nao € discutido em sala de aula no Ensino Médio.

Diante das exigéncias de cumprir o atual contetido e apoiados no fato de que o ensino
de Calculo nao é obrigatoério, fica cada vez mais dificil que os docentes busquem fazer
esse tipo de trabalho. Certos fundamentos do Calculo, como vimos nesse trabalho, sao
de grande valia para a formagao dos jovens e nao sao tao complexos que nao possam
ser abordados no Ensino Médio, no 3° ano.

Nesta producao defendemos a ideia de tratar os conceitos de derivada de modo a co-
necta-los com as fungoes polinomiais e introduzir na educacao bésica o necessario para
construcao de graficos, nao somente do 2° grau e, principalmente, verificar maximos e
minimos. Assim sendo, a abordagem com as questoes de otimizacao se tornariam mais
atraentes, visto que neste trabalho priorizamos a ideia de trabalhar os conceitos de de-
rivadas de maneira integrada com os conceitos de fungoes polinomiais e/ou polinomios
e seus respectivos gréaficos, pois atualmente no ensino médio os alunos aprendem a
esbocar grafico de polinomios de 2° grau sem o uso de derivadas e nao aprendem como
fazer o esbogo de grafico de polinomios de 3° grau.

Seria extremamente vantajosa a introducao do estudo de derivadas no Ensino
Médio. Até porque, se trata de ferramenta de alta utilidade para auxiliar em uma
melhor compreensao dos conceitos de crescimento, decrescimento, ponto de inflexao,
concavidade de curvas e, primordialmente, verificar os ponto de maximo e minimo de
funcoes quadraticas e de 3° grau. Além disso, pode se trabalhar de forma interdiscipli-
nar com a Fisica, em questoes que envolvam calculos de velocidade e aceleracao escalar
ou trajetorias parabdlicas. Desse modo, os alunos terao um aprendizado mais signifi-
cativo desses conteuidos e, por conseguinte, serao mais bem sucedidos, ao ingressar no
ensino superior, caso lidem com disciplinas que envolvam calculo.

Portanto, fica a sugestao para os professores da educacao basica, em especial os
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Consideracoes Finais

do Ensino Médio para que, apesar das imposicoes dos curriculos vigentes e da politica
de preparacao para exames de acesso ao Ensino Superior, repensem a ideia de nao
abordarem temas de calculo. Ao invés, que invistam no tema, visto que o mesmo
¢ extremamente enriquecedor para o desenvolvimento das ideias de otimizagao. E
evidente que essa sugestao é apenas um passo diante do longo caminho que levaria para
que o tema fosse novamente introduzido no curriculo e entao trabalhado amplamente

nas fileiras escolares do pais.
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