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Resumo

Neste trabalho estudamos uma familia de relacées de equivaléncia definidas nos vértices de
um digrafo, as chamadas rela¢des de alcance. Primeiramente, apresentamos diversas proprieda-
des gerais das relagoes em questdo e, entdo estudamos tais relagdoes em conexao com propriedades
de grupos de automorfismos de digrafos transitivos. Em particular, o principal resultado apre-
sentado mostra que se um digrafo transitivo D admite um subgrupo nilpotente H do grupo de
automorfismo Aut(D) de D, agindo com uma quantidade finita de érbitas sobre D, entao a classe
de nilpoténcia de H e o numero de 6rbitas estao intimamente relacionadas com determinadas
propriedades das relagoes de alcance.

Além disso, estudamos como as propriedades das relagoes de alcance estao relacionadas com
outras propriedades do digrafo, tais como ‘ter a propriedade Z’ e condigdes de crescimento.

Palavras-Chave: Digrafos transitivos;  Relagoes de alcance;  Propriedade 7Z;
Grupos Nilpotentes.



Abstract

In this work we study a family of equivalence relations defined in the vertices of a digraph,
the called reachability relations. First, we present several general properties of the relations in
question and then we study such relations in connection with properties of automorphism groups
of transitive digraphs. In particular, the main result shows that if a transitive digraph D admits
a nilpotent subgroup H of the automorphism group Aut(D) of D acting with finitely many orbits
on D, then the nilpotent class of H and the number of orbits are closely related to determined
properties of the reachability relations.

Futhermore, we study how properties of the reachability relation are related with others
properties of digraphs, such as ‘having propety Z’ and growth conditions.

Key-Words: Transitive digraphs; Reachability relations; Property Z; Nilpotent groups.
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Introducao

Um digrafo D é um par (VD,ED), onde VD é um conjunto nao vazio e ED C VD x VD
é um conjunto de pares ordenados de elementos de V. D. Os elementos de V' D sdo denominados
vértices e os elementos de ED de arestas. Um passeio W = (vg, €1, 01, €2, ..., €n, vy) de vy até
v, € uma sequéncia de n + 1 vértices (ndo necessariamente pares distintos) vg, vi, ..., vy € N

indicadores €1, ..., €, € {—1,1}, tal que para todo j € {1,2,...,n} temos:
€j = 1= (Uj_177)]‘) e EW

€j = -1= (Uj,Uj—l) c EW

Um passeio € dito alternado se os indicadores ¢; alternam.
Em [5] foi introduzida a nogao de relagio de alcance definida no conjunto de arestas de um
digrafo, denotada por A. Dizemos que uma aresta €’ é alcan¢ada por uma aresta e, se existe um

passeio alternado cuja a primeira aresta é e e a tltima aresta é €.

Em [5] os autores tentaram classificar digrafos altamente transitivos usando propriedades
da relagdo A, com isto foram proposto um ntmero interessante de problemas. Alguns destes
problemas foram estudados, em [10] por Malni¢, Marusi¢, Seifter e Zgrabli¢ e como fruto deste
estudo surgiu o interesse de estudar uma familia de relacdes de alcance agora sendo definida nos
vértices de um digrafo. Assim, juntamente com Sparl, definiram em [11] relagbes de alcance nos

vértices.

Uma defini¢ao informal (para uma defini¢ao precisa veja se¢ao 3) ¢ a seguinte. Primeiro, o
peso de um passeio W é definido como a diferenca entre o niimero de arestas percorridas no
mesmo sentido de W, e o ntmero de arestas percorridas no sentido contrario a W. Seja k > 1
um inteiro. Entao um vértice u esté R§ relacionado com um vértice v, se existe um passeio W
de peso 0 de v a v tal que todo subpasseio de W com vértice inicial u tem peso variando no
intervalo [0, k]. De forma similar, dizemos que um vértice u estd R, relacionado com um vértice
v, se existe um passeio W de peso 0 ligando u a v tal que todo subpasseio de W com vértice
inicial u tem peso no intervalo [—k,0]. Observe que R; e I, sao relagoes de equivaléncias se

D é um digrafo com grau de entrada e grau de saida pelo menos igual a 1. E se RZ = Rk++1
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para algum k entao definimos o expoente exp™ (D) de um digrafo D, como o menor inteiro tal
que R,‘f = R:_H. Agora, se R: #* R,‘Lrl, para todo inteiro k, entdao expt (D) = oo. Similarmente

definimos o expoente exp™ (D).

Também em [5] foi proposto o seguinte problema:

Problema 1. FExiste um digrafo conezxo, altamente arco transitivo e localmente finito tal que

a relagdo de alcance nas arestas € universal?

Este problema ficou um bom tempo em aberto, sendo finalmente solucionado em [6]. Veja
que o Problema 1 também é solucionado, usando relacoes de alcance nos vértices, se supormos
apenas que o digrafo é conexo e tem um laco em cada vértice, ou se o digrafo é conexo, tendo um
ciclo direcionado de comprimento 2 em cada vértice e contém um passeio fechado de comprimento

impar (veja Proposigao 3.6).

Temos também que propriedades de R,i’ e R, estao intimamente relacionadas com proprie-
dade de digrafos, tal como condi¢do para um digrafo ter crescimento exponencial como pode ser

visto no teorema a seguir.

Teorema 3.21. Seja D um digrafo conexo, transitivo e localmente finito. Se pelo menos um

dos expoentes exp™ (D) e exp™ (D) é infinito entdo D tem crescimento exponencial.

Com isto temos que um grupo finitamente gerado tem crescimento exponencial se para um

dos digrafos de Cayley D de G, pelo menos um dos expoentes expt (D) e exp™ (D) ¢ infinito.

Dessa forma, se G nao tem crescimento exponencial, ambos os expoentes exp™ (D) e exp™ (D)

sdao finitos. Neste caso, surge a seguinte pergunta:

Pergunta. O que pode ser dito sobre propriedades das relacdes de alcance em digrafos de

Cayley de um grupo finitamente gerado com crescimento polinomial?

Por um resultado de Gromov, em [8], temos que um grupo finitamente gerado tem cresci-
mento polinomial se, e somente se, ele contém um subgrupo normal nilpotente com indice finito.

Assim, a resposta para a pergunta acima é dada pelo seguinte resultado:

Teorema 4.15. Seja G um grupo agindo transitivamente sobre um digrafo conexo D e seja
N < G normal nilpotente de classe r agindo com m drbitas sobre D, onde 1 < m < oco. Entdo
expt(D) =exp (D) <m(r+1)—1.

Temos também que propriedades de R,‘: e R, estao intimamente relacionadas com proprie-
dades de digrafos, tal como condic¢do para ter propriedade Z (veja Proposi¢oes 3.20 e 3.19). Um

digrafo D tem propriedade Z se existe um homomorfismo sobrejetor ¢ : D — Z, onde Z é o
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digrafo que tem como conjunto de vértices Z e conjunto de arestas {(i,7 + 1)| i € Z}.

Diante disso, concluimos que o presente trabalho tem como objetivo principal estudar as
relacoes de alcance definidas nos vértices de um digrafo, tais como suas propriedades e suas
conexdes com propriedades de grupo de automorfismo de digrafos transitivos e propriedade Z.
Tal estudo sera realizado através de resultados demonstrados em [11] e [13] e esta dividido em
quatro capitulos. No capitulo 1 relembraremos alguns conceitos bésicos da teoria de grupos uti-
lizados neste trabalho. No capitulo 2 daremos algumas defini¢oes basicas da teoria de digrafos.
No capitulo 3 estudaremos propriedades de R,j e R, e suas conexoes com propriedades de di-
grafos tais como propriedade Z e crescimento exponencial, na qual também serd apresentado o
Teorema 3.21 exibido acima. No capitulo 4 estudaremos propriedades de digrafos de Cayley de
grupos finitamente gerados com crescimento polinomial obtidas através das relaces de alcance,
em particular apresentamos o Teorema 4.15 exibido anteriormente, que é o principal resultado
deste trabalho. Finalizaremos este capitulo com uma conjectura, a qual se for verdadeira fornece

uma resposta positiva para o seguinte problema proposto por Grigorchuck:

Problema 4.2. Todo grupo infinito simples e finitamente gerado tem crescimento exponencial?



Capitulo

1

Preliminares

Neste capitulo faremos uma breve revisdo de algumas defini¢bes e resultados da teoria de
grupos, que serdo usados ao longo do trabalho. Alguns resultados apresentados aqui ja fazem
parte de qualquer curso basico de grupos, sendo assim algumas demonstracoes serdo omitidas.
Para um maior aprofundamento no assunto, indicamos [9], [7] e [17].

Seja G um grupo e seja 2 um conjunto ndo vazio. Suponha que para cada g € G e w € )
definimos um elemento 9w € €. Dizemos que isto define uma a¢do de G sobre Q (ou G age sobre

Q ou que  é um G-espago), se valem as seguintes condigoes:
i) 'w=w, para todo w € Q, onde 1 denota a identidade de G.
ii) 9("w) = 9w, para todo w € Q e todo g,h € G.

Exemplo 1.1. O grupo simétrico G = Sym(Q2) (é o conjunto de todas as bijegées de 2 em
munido da operagdo composicdo o ) tem uma ac¢ao natural sobre Q, pois cada elemento de G é

uma permutacao de §, ou seja, o elemento Iw = g(w) € a imagem por g de w. Assim
i) ‘w=-e(w)=uw, onde e é a identidade de Sym(Q).
i) I("w) = I(h(w)) = g(h(w)) = go h(w) = Tw.

Exemplo 1.2. Considere Q) = G e para cada x € G defina um elemento 9z := gx, onde g € G.

Entao temos que
i) 'z =z, onde 1 ¢ a identidade de G.
i) Iz = (gh)x = g(hz) = g("z) = 9("x), para todo g,h € G.

Logo, G age sobre Q. Tal agao é dita uma ag¢ao por multiplicagao & esquerda (ou que G age por

multiplicagdo & esquerda).



Sejam G um grupo, 2 um G-espacgo e w € ). Definimos a drbita de w, como o conjunto
G = {9w|g € G}.
E o estabilizador de w em G, é o conjunto
Gy :={g9 € G| Yw = w}.

E facil verificar que Gy, é subgrupo de G.

Dizemos que a agao de G sobre Q) é transitiva (ou que Q é um G-espago transitivo) se para
todo x,y € Q existe g € GG tal que 9z = y, ou equivalentemente, se G age com uma unica orbita
sobre €. Se alem disso, tal elemento ¢ tinico, entdo a acdo é dita regular (ou G age regularmente
sobre ). Logo, a acdo é regular se é transitiva e G, = {1} para todo = € Q.

A demonstracdo do teorema abaixo pode ser encontrado em [[7], Teorema 1.4A].

Teorema 1.3. Suponha que G age sobre um conjunto ) e que x,y € Q e g € G. Entdo

G

i) Duas orbitas Cx e Cy sio iguais (como conjuntos) ou sio disjuntas, logo o conjunto de

todas as érbitas € uma particao de §Q.
ii) O estabilizador G = gGyg_1 sempre que x = 9y, para todo x,y € Qe g e qG.

i) |Cx| = |G : G|, onde x é um elemento qualquer de Q. Em particular, se G age reqularmente

sobre Q entao |G| = |Q|.

Observagao 1.4. Se G < Aut(Q) (conjunto de todos automorfismo de Q@ em  munido da
operagdo composi¢io de fungées) é um grupo abeliano agindo transitivamente sobre Q entio G
age regularmente sobre . De fato, como G age transitivamente, entdo resta provarmos que o
estabilizador G, = {1}, para todo x € Q. Como G € abeliano, temos pelo Teorema 1.3 que os
estabilizadores elementos de Q) coincidem. Deste modo se g € G fiza algum elemento de €, entdo
g fiza todos elementos de . Como o unico automorfismo que fiza todos os elementos de S € a

identidade, seque que G, = {1}, para todo x € €.

Como (2 é um G-espago, para cada g € G, defina uma aplicagao

pg 2 — Q

w — Jw.

Note que tal aplicacao define uma acao de G sobre §2. Agora, provaremos que a aplicacao acima
¢ uma bijecdo, mostrando que cada p, tem um inverso, onde g € G. Sejam g,h € G e w € Q,

entao
(py © 1) (@) = pglon(w)) = py("(w)) = I(*(w)) = w.



A ultima igualdade é obtida do item (ii) da definicdo de acdo. Assim, (pg o pp) = pgn. Em

particular para h = ¢g~' temos:

Pg © Pg—1 = Pgg—1 = Pe = Pg=1g = Pg—1 © Pg-

E isto implica que (pg) ™! = pg-1, como queriamos. Portanto, p, € Sym(£2). Segue que temos

uma aplicagdo

p:G — Sym(Q)
g = pl9)=ry

Além disso, p € um homomorfismo. De fato, sejam g, h € G, entao
p(gh) = pgn = pgpr = p(g)p(h).
Denotaremos por id o elemento identidade de Sym/(£2). O nucleo de p, dado por
kerp = {g € Glpy = id} = {g € Glpg(w) =id,Vw € O} = {g € G| fw =w,V w € O},

¢ um subgrupo normal de G e pelo 1° Teorema do isomorfismo de grupos:

= Imp < Sym(Q
kerp TP S ym(€2)
onde I'mp denota a imagem de p. Dizemos que p(G) = Imp ¢ o grupo de permutagio induzido
por G em 2. Em particular, se ker p = {1}, dizemos que a agao de G sobre Q é fiel, ou que G

age fielmente. E neste caso, podemos pensar em G como um grupo de permutacao em 2. Caso

G

Ferp 28€ fielmente

contrario, G é um grupo de permutacao modulo ker p. E temos também que
sobre ).
Assuma agora que o conjunto §2 é um G-espago transitivo. Seja ~ uma relacao de equivaléncia

sobre 2. Se & ¢ invariante pela acdo de G, ou seja,

xxy < drx 9y

para todo z,y € Qe g € G, dizemos que ~ é uma G-congruéncia sobre ). Uma G-congruéncia é
dita nao trivial se existe uma classe de equivaléncia com mais de um elemento, e é dita prépria

se existe mais do que uma classe de equivaléncia.

Exemplo 1.5. Para G := GL(2,R) agindo sobre R%\ {(0,0)}, a relagdo

vl & vy Se, e somente se, V1 e vy sdo linearmente dependentes



¢ uma G-congruéncia. Se identificarmos R% com o plano, entio as ~-classes sdo retas passando

pela a origem mas nao contendo a origem.

A relagao entre subgrupo normal de um grupo transitivo G e uma G-congruéncia é dada pelo

seguinte teorema.

Teorema 1.6. Seja Q) um G-espago transitivo e seja H um subgrupo normal de G. Entdo as

orbitas de H sao as classes de uma G-congruéncia sobre 2.

Demonstracao. Sejam x,y € €. Defina a seguinte relacao

A~y < existe algum h € H tal que "z =y.

Note que = é uma relacdo de equivaléncia e as classes de equivaléncias sao as érbitas de H.

h

Suponha que z = y, logo existe h € H tal que "z = y. Queremos mostrar que 9z ~ 9y ,

g € G. Veja que, 9y = 9"z. Como H < G entdo existe algum h’' € H tal que gh = h'g. Assim,
9y = 9hy = M9z o que implica em 9z ~ 9y, pois h' € H.

Agora, se 9z ~ 9y entdo 9y = "z, para algum h € H, logo y = 9 hg g e, portanto = ~ vy,

pois g thg € H. O

Definicao 1.7. Seja Q um G-espago transitivo. Se nao existem G-congruéncias préprias e nao-
triviais entdo dizemos que ) € um G-espago primitivo ou que G age primitivamente sobre ().

Caso contrdrio, dizemos que G age imprimitivamente sobre §2.

A definicao acima implica que se &~ é uma (GG-congruéncia sobre um G-espago primitivo, entao
~ ¢ trivial (todas as classes tem somente um elemento) ou universal (existe somente uma classe,

todo Q).

Definigao 1.8. Um subconjunto nio vazio A C Q é um bloco se para todo g € G, ou AN IA = ()

ou A = 9A. Dizemos que um bloco € nao trivial se |A| > 1, e proprio se A # Q.

Exemplo 1.9. Se G age transitivamente sobre Q e se A e I sdo blocos de G contendo um ponto

em comum entdo ANT é também um bloco de G.



Definicao 1.10. Seja G um grupo agindo transitivamente sobre 2. Seja A um bloco. O sistema

de blocos contendo A, é o conjunto definido por

Y={*A|zeG}.

Um sistema de blocos ¥ é dito sistema de imprimitividade se X é formado por blocos nao
triviais. Observe que um sistema de blocos ¥ é uma particio de €2 e cada elemento de ¥ é um

bloco.

Definicao 1.11. Seja A um bloco. O estabilizador de A é o conjunto de elementos de G que

deiza A invariante, isto €,

G{A} = {g eG | IA :A}.
Note que G{ay € um subgrupo de G.

Lema 1.12. Seja G um grupo agindo transitivamente sobre wm conjunto Q e seja A um bloco

para G. Entao Ga) age transitivamente sobre A.

Demonstracdo. Sejam x,y € A. Pela transitividade de G existe g € G tal que y = 9x. Assim,
yeEAey= 9z € 9A isto &, AN 9A, de onde concluimos que A = 9A, pois A é um bloco.

Portanto g € Gyay. O

Para finalizar este capitulo daremos agora algumas defini¢oes basicas de grupos abstratos.
Sejam G um grupo e X um subconjunto nao vazio de G. Denotamos por (X) o subgrupo de
G gerado por X. Se X ¢ finito e gera G, G = (X)), entdo dizemos que G ¢é finitamente gerado.

Uma palavra sobre X, de comprimento n, é um elemento w € G da forma

_ €1 ,.€2 €
w=ax'wy’. . 2,

onde z; € X, ¢, € {—1,1} en > 1.
Sejam z,y € G. O comutador de z e y é definido como [z,y] = r 'y 'wy. Sejam H, K

subgrupos de G, definimos o comutador de H e K como sendo o subgrupo

[H,K] := ([h,k]|h € H e k € K).



Além disso, se H = K = G, entdao G’ = [G, G] é dito subgrupo derivado de G.

Definig¢ao 1.13. A série central inferior de um grupo G € definida por:

7n(G) = G
72(G) = [m(G),G]
¥(G) = [v-1(G),G]

onder >1.

Dizemos que G ¢é nilpotente de classe r, se r é o menor nimero natural tal que v,41(G) = 1.
A demonstracao do proximo teorema pode ser encontrada em (|17], Teorema 5.36)

Teorema 1.14. Se G ¢é nilpotente de classe r e H I G entao G/H € nilpotente de classe menor

ou igual & T.



Capitulo

2

Digrafos e Grupos

Neste capitulo, inicialmente relembraremos algumas definigoes e resultados bésicos da teoria
dos digrafos. Um destes mostra que em um digrafo infinito transitivo e conexo sempre existe um
passeio direcionado de comprimento arbitrariamente grande iniciando em qualquer vértice. Na
Secao 2.2 definiremos propriedade Z e provaremos que um digrafo D infinito, conexo, e transitivo,
tem propriedade Z se, e somente se, todo ciclo de D é balanceado (veja Lema 2.4). Na Sec¢ao
2.3 estudaremos digrafos de Cayley, em particular, apresentaremos um lema que nos da uma
condigdo necesséria e suficiente para um digrafo ser um digrafo de Cayley. Finalizaremos este

capitulo com uma sec¢do sobre crescimento de digrafos.

2.1 Definicoes

Um digrafo D é um par ordenado (VD,ED), onde VD é um conjunto nao vazio e
ED C VD x VD, conjunto de pares ordenados de V' D. Os elementos de VD sdao chamados
de vértices e os elementos de ED de arestas do digrafo D. Note que um digrafo pode conter la-
¢os (v,v), bem como pares de arestas opostas (u,v) e (v,u). Enfatizamos que com esta defini¢ao
os digrafos considerados neste trabalho sfo sempre simples, no sentido que entre dois vértices
existe no maximo uma aresta em cada dire¢do. Dizemos que D' = (V. D', ED') é um subdigrafo
de Dse VD' CVDe ED' C ED.

Dado um digrafo D, dizemos que D ¢é finito se o conjunto V' D é finito, caso contrario, dizemos
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que D é infinito.

Exemplo 2.1. A Figura 2.1 apresenta um digrafo finito com conjunto de vértices

VD =1{1,2,3,4,5,6,7}

e conjunto de arestas

ED ={(1,2),(2,3),(3,4),(4,5),(5,6),(6,7),(7,1)}.

:"‘— ‘:’

Figura 2.1: exemplo de digrafo

Exemplo 2.2. O digrafo D da Figura 2.2 ¢ infinito, tem como conjunto de vértices o conjunto
dos nimeros inteiros Z e conjunto de arestas ED = { (i,i+1) | i € Z }. O digrafo D é conhecido

como digrafo Z ou digrafo inteiro.

Figura 2.2: digrafo Z

Dado um digrafo D, o grafo correspondente de D é a estrutura obtida de D desconsiderando
as orientagoes das arestas. Dizemos que dois vértices sao adjacentes se eles sao ligados por uma

aresta. Dado um vértice v € VD, os wvizinhos de v sdo todos os vértices adjacentes a v.
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Um passeio W = (vg, €1,01, ..., €n, Up) de vg & vy, de comprimento |W| = n, é uma sequéncia
de n+ 1 vértices (ndo necessariamente distintos) vg, vy, ..., v, e de n indicadores €1,€2, ..., €, €

{1,—1} tal que para todo j € {1,2,...,n} temos:

€ = 1= (vj,l,vj) € EW

€ = —-1= (Uj,’l)jfl) e EW.

Intuitivamente, um passeio € um percurso no digrafo de vértice em vértice ao longo das
arestas, onde os indicadores 1 e —1 informam quando o percurso respeita, ou nao, o sentido da
aresta, respectivamente.

Dizemos que vy é o vértice inicial de W e v, é vértice final de W. Em particular, W é um
passeio fechado se vy = v,.

Um passeio é direcionado se todos os indicadores de W sdo iguais a 1 (ou -1), e ele é alternado

se os valores dos indicadores alternam. Dado um passeio W = (vg, €1,v1,...,€pn,y), O passeio
inverso de W ¢ W1 = (v, —€n,Vp_1,. .., —€1,v0). Para 0 <i < j <n, a subsequéncia
Wi = (Viy €41, Vi1, - - -5 €5, 5)

[N

dita um subpasseio de W. Além disso, se

W/ = (u0,51,u1, e ,(5m,um)

um passeio tal que ug = vy, entdao a concatenacio de W e W' é o passeio

O

/
WW = (’UO,Gl,Ul, . ‘75n7U07517U17 . ‘75maum>

de comprimento n + m. Temos também que o peso de W, denotado por F(W), é

F(W):€1+62+"'+6n7

isto é, a soma dos seus indicadores. Se F'(W) = 0 entao dizemos que W é balanceado.
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Um caminho é um passeio W cujos vértices sdo dois a dois distintos. Dizemos que o digrafo
D é conezo se para todo par de vértices u,v € VD existe um caminho ligando v a v. Caso
contrario, dizemos que D é desconezo. Um ciclo C é um caminho cujos extremos coincidem. Se
D & conexo e nao contém ciclos, entao dizemos que D é uma drvore.

Seja D um digrafo. Dado v € VD e j € N. Definimos Dj(v) como sendo o conjunto de
vértices finais de todos passeios direcionados de comprimento j com vértice inicial v e Dy (v)
denota o conjunto dos vértices iniciais de todos os passeios direcionados de comprimento j com

vértice final v. Se S C VD entao

DI (S)=|JDf(v) e D; ()= D;(v).
veS veS

O grau de saida d*(v) de v é a cardinalidade do conjunto D} (v). E o grau de entrada d~(v) de
v € a cardinalidade de Dj (v). Se os graus de saida (respectivamente de entrada) sdo os mesmos
para todo vértice de D, escreveremos apenas dB (respectivamente d ;). O subindice D é omitido
se D esté claro no contexto. Um digrafo é dito regular se d*(v) = d*(v') e d~(v) = d~ (v'), para
todo v,v" € VD.

Um digrafo D é localmente finito se ambos d* (v) e d™ (v) sao finitos para todo v € V' D. Caso
contrario diremos que D é localmente infinito.

Antes de finalizarmos esta se¢ao, definiremos automorfismo de digrafos e, consequentemente,
a definicao de digrafo transitivo.

Sejam D e D’ digrafos. Um homomorfismo de digrafos ¢ : D — D’ é uma aplicacdo

¢ : VD — VD' que preserva aresta, isto &,
(u,v) € ED = ((u), 6(v)) € ED.

Se ¢ € sobrejetora entdo ¢ € um epimorfismo. Se ¢ € bijetor e a fungdo inversa preserva aresta,
entao ¢ é um isomorfismo e dizemos que D e D’ sao isomorfos. E, se ¢ é um isomorfismo e
D = D', entao ¢ € um automorfismo de digrafos.

O conjunto de todos os automorfismos de um digrafo é um grupo com a operagao de composi-

¢ao de fungoes e tal grupo é denotado por Aut(D). Se existe G < Aut(D) agindo transitivamente
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sobre V D, dizemos que o digrafo D é transitivo. Observe que a a¢do de G sobre VD induz uma

acao natural sobre ED dada por:

I(u,v) := (Yu, v),

para todo (u,v) € ED e g € G.

Lema 2.3. Sejo D um digrafo infinito, conexo e transitivo. Entdo existemn em D caminhos

direcionados de comprimento arbitrariamente grande .

Demonstragdo. Se D é localmente finito, a existéncia de caminhos direcionados de comprimento
arbitrariamente grande é garantida pelo resultado de Trofimov em [19].

Se D ¢ localmente infinito, entdao pelo menos d™ ou d~ ¢é infinito. Suponha que d* é infinito
e seja v1 € VD. Da suposicao e de D conexo, existe vo € VD tal que (v1,v2) € ED. Escolha
agora um vy € VD tal que (va,v3) € ED, onde v1 # vy # v3 (v existe pois dt ¢ infinito, isto
¢, podemos sempre escolher vértices distintos). Repetindo este processo quantas vezes forem
necesséarias, obtemos o caminho desejado. De fato, uma vez que em cada passo temos infinitas
opcoes de escolhas de vértices e apos tal passo temos somente um ntmero finito de vértices

visitados. De forma analoga prova-se o caso d- = oo.

2.2 Propriedade Z

Seja D um digrafo. Dizemos que D tem propriedade Z se existe um epimorfismo ¢ : D — Z,
onde Z ¢é o digrafo apresentado no Exemplo 2.2.
Para um digrafo conexo, infinito e transitivo D ter a propriedade Z é equivalente a afirmar

que todos os ciclos de D s@o balanceados, conforme veremos no resultado abaixo.

Lema 2.4. Seja D um digrafo infinito, conexo e transitivo. Entao D tem propriedade Z se, e

somente se, todo ciclo de D ¢ balanceado.

Demonstra¢do. Suponha que D tem propriedade Z. Entao existe um homomorfismo sobrejetor
¢ : D — Z. Seja C = (vy,€1,v1,...,€y,U,) um passeio simples fechado de D. Como ¢ é um

homomorfismo, entdo

$(vn) = $(v0) + ) _ €& = $(vo) + F(C).
=1
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Como C' é um passeio fechado segue que vg = v,. Logo ¢(v,) = ¢(vg) e, portanto F(C) = 0.
Reciprocamente, fixe u € VD. Defina uma aplicacao ¢ : VD — VZ tal que ¢(u) = 0 e
¢(v) == F(W), onde W & um passeio de u até v. Observe que, se existem dois caminhos distintos
ligando u & v, digamos W1 e Wa, entdo o passeio W = Wi.(Ws)~! é formado pela unido de
passeios simples fechados C1, Cy, ..., Cy,. Logo, F(W) = 0 pois F(C;) = 0 por hipotese. Portanto
F(Wp) = —F(Wy 1) = F(Ws), e segue que ¢ estd bem definida. Agora, seja (z,y) € ED. Por
definigao, ¢(y) = ¢(x) + 1. Como ¢(z) = i para algum i € Z, segue que ¢(y) =i+ 1, e portanto,
(p(x),p(y)) = (i,i + 1) € EZ. Logo, ¢ € um homomorfismo. Finalmente, o fato de ¢ ser

sobrejetora segue do Lema 2.3. O

Exemplo 2.5. Uma drvore infinita regular (com grau de entrada e grau de saida constante)

claramente tem a propriedade Z, pois ndo contém ciclos.

Em |16], Praeger da uma condi¢do para um digrafo conexo, infinito, transitivo nos vértices e

nas arestas ter propriedade Z. Como podemos ver a seguir.

Teorema. Seja D um digrafo infinito, conexo, transitivo nos vértices e nas arestas e com grau

de entrada e grau de saida ambos finitos mas distintos. Entao D tem propriedade Z.

2.3 Digrafos de Cayley

O objetivo principal desta secao serd discutir alguns resultados bésicos sobre digrafos de
Cayley. O digrafo de Cayley Cay(G,S) de um grupo G com respeito & um subconjunto S de
G\ {1}, onde 1 denota a identidade de G, tem como conjunto de vértices o grupo G e o conjunto
de arestas ECay(G,S) = {(g,9s)|s € S}.

Note que G age regularmente sobre D = Cay(G,S) por multiplicagdo a esquerda. Dados
g,x € G, Tg:= xg, para todo g € G. Consequentemente, temos uma acao natural de GG sobre

as arestas de D dada por:

“(g9,95) = (“g,("g)s) = (zg,2gs),

onde x € G. Como (zg,x(gs)) € ED, segue que G preserva aresta e, portanto G ¢ um subgrupo

de Aut(D) agindo regularmente sobre V D.
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Lema 2.6. Seja D = Cay(G,S) um digrafo de Cayley com respeito ao subconjunto S de G.

Entao D € conexo se, e somenle se, S € um conjunto de geradores de G.

Demonstracao. Primeiramente observe que qualquer caminho em D cujo vértice inicial é a iden-
tidade, tem como vértice final uma palavra em S. Suponha que S é um conjunto de geradores
de G. Entao para quaisquer dois vértices u e v de D, temos que u e v sdo palavras em S. Logo,
existem em D um caminho W da identidade até u, e um caminho W' da identidade até v. Assim,
a concatenacdo W LW’ é um passeio de u a v. Como, u e v sdo arbitrarios, segue que D é
CONExXO.

Reciprocamente, seja v € V.D. Temos que mostrar que v é uma palavra em S. Como D
é conexo, existe um caminho com vértice inicial igual a identidade e vértice final v, mas pela
observagao acima temos que v é uma palavra em S. Como v é arbitrario, entdo S é um conjunto

de geradores para G. O

Enfatizamos que, salvo menc¢ao contraria, estaremos considerando que Cay(G, S) é um digrafo

de Cayley de G com respeito ao conjunto de geradores S de G.

Exemplo 2.7. Na Figura 2.3 apresentamos o digrafo de Cayley Cay(Ss,S), onde

Sy = (rtlrd =12 =1,rtr =t) e S = {r,t}.

@

Figura 2.3: Cay(Ss, S), aresta azul: gerada por t; aresta vermelha: gerada por 7.

Exemplo 2.8. Na figura 2./ apresentamos o digrafo de Cayley Cay(Dy4,S), onde

Dy=(rtr* =12 =1,rtr =t) e S = {r, t}.
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7S oS
t ¥ '\ 7 1
= 0= =}
L) A2
})' "‘Or

Figura 2.4: Cay(Dy,S), aresta azul: gerada por t; aresta vermelha: gerada por r.

Lema 2.9. Seja D um digrafo conexo. Suponha que existe um subgrupo G de Aut(D) agindo
reqularmente sobre D. Entao D é isomorfo ao digrafo de Cayley Cay(G,S) de G para algum

conjunto S de geradores de G.

Demonstracao. Fixe v € VD. Como G age regularmente, entdo para cada v € VD existe um

dnico g € G tal que u = 9v. Tome
S={9€G|(v, %v) € ED }.

Primeiramente, mostraremos que S gera GG. Seja g € G e considere o vértice 9v. Como D é
conexo, existe

P = (Uo,vl,...,’l)n_l, ’Un)

um caminho de v até 9dv. Vamos provar por inducao sobre o comprimento do caminho P, que g
¢ uma palavra em S. Sen =1, entdo v € { v |z € SU S}

Assuma agora n > 2 e suponha que o resultado seja valido para todo caminho de comprimento
[ <n. Como ¢FP,_1 € um caminho de comprimento n — 1, por indu¢ao, v,_1 = “v, para alguma
palavra w em S. Com isto temos dois casos. Primeiro, se (vp—1, 9v) = (Yv, 9v) é uma aresta
em D entdo (v, * 9v) também é uma aresta em D, logo w™lg € S. Assim existe s € S tal
que wlg = s, e isto implica que ¢ = ws. Como s,w € S, obtemos que g é uma palavra em S.

Prova-se de forma analoga, se (9v,v,—1) € ED. Como queriamos.
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Seja D' = Cay(G, S) o digrafo de Cayley de G com respeito & S. Defina a aplicagio

$:VD — VD

v — g

Mostraremos agora que ¢ é um isomorfismo de digrafo. Como G age regularmente, segue
que ¢ é uma bijecdo. Pela transitividade de G sobre VD, temos que uma aresta em D é
da forma (v, 9%v), para algum g € G e s € S. Como, ¢(9v) = g e ¢(9°v) = gs, entdo
(p(9v), d(%°v)) = (g,9s) € uma aresta em D', portanto ¢ é um homomorfismo de digrafo. De
forma similar, obtemos que ¢! preserva aresta. Isto prova o resultado.

O

Segue do lema acima que: Um digrafo conexo D é um digrafo de Cayley se, e somente se,

existe H < Aut(D) agindo regularmente sobre D.

Corolario 2.10. Seja G um grupo abeliano agindo transitivamente sobre um digrafo D. Entdo

D é um digrafo de Cayley de G com respeito a algum subconjunto S C G\ {1}.

Demonstracdo. Pela observacao 1.4, G age regularmente sobre D. Se D é conexo, o resultado
segue do Lema 2.9.
Agora, suponha que D é desconexo. Dado u € V D, denote por D, a componente de D que

contém u. Pelo Lema 2.9, D,, = Cay((Sy), Su), onde

Su= {9€G|(u, Ju) € ED }.

Agora, seja v € VD tal que D, # D,. Como G é transitivo, existe g € G tal que v = 9u. Seja

/

(v, ¥v) € ED, com s' € S, entdo (v, *v) = (Yu, *9u). De G abeliano temos gs' = s'g, logo

/ /

(v, *v) = (Yu, gs/u) = I(u, *u)

Slu) € ED implica que s’ € S,. Portanto, D, é uma copia de D,. Como v &

com isto, (u,
arbitrario, segue que todas as componentes de D sao copias de D,,. Portanto, D = Cay(G, Sy).

O
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2.4 Crescimento

Neste trabalho, estudaremos o crescimento de digrafos transitivos. A distdncia distp(u,v)
entre dois vértices em um digrafo conexo e transitivo D é o comprimento do menor caminho
ligando u & v. Tome v € VD.

A fungao crescimento f(n), em relagdo a v com n > 0, é dada por

f(n) =[{u € VD] distp(v,u) < n}|.

Como D é transitivo a funcdo de crescimento nao depende da escolha do vértice v.

Dizemos que o digrafo D tem crescimento exponencial se existe uma constante ¢ > 1 tal que

f(n) >c"

vale para todo n > 0. E o digrafo D tem crescimento polinomial se existem constantes positivas
ced tal que

f(n) < en?
vale para todo n > 0.

Exemplo 2.11. A Figura 2.5 é um pedago de uma drvore T infinita reqular com dt = 1 e

d~ = 2. Note que T ¢ transitiva (veja [[1], Teorema 5.20]) e temos que

F)>2; f(2)>2%5 f(3)>2°% ...

Continuando dessa maneira, obtemos que f(n) > 2", para todo n > 0. Portanto, T tem cresci-

mento exponencial.

Observacgao 2.12. Para cada inteiro h > 0, o subdigrafo T" de T induzido em |J T, (v) serd
1€[0,h]
chamado de drvore bindria de altura h com raiz v := v15. Note que

™mcTl c...cThC...
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=5

g T

1:“] ] / 1 12

A unigo T* := |J T" € uma drvore bindria com raiz v e altura arbitrariamente grande.

i>0

Exemplo 2.13. A Figura 2.6 apresenta um

Figura 2.5: pedago da arvore T

f(n) < b5n, para todo n > 0.

=i =i ';I' *f‘ -

o o
~ i -~ ~ i ~ i -

Figura 2.6: digrafo D.

digrafo D com crescimento polinomial, pois
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Para finalizar este capitulo definiremos agora crescimento de grupos. Dizemos que um grupo
finitamente gerado G tem crescimento exponencial, se existe um conjunto S de geradores tal que
Cay(G, S) tem crescimento exponencial.

Similarmente definimos crescimento polinomial de um grupo.



Capitulo

3

Relacoes de alcance em digrafos

Neste capitulo estudamos uma familia de relacées de alcance, definida sobre o conjunto de
vértices de um digrafo (possivelmente com lacos e pares de vértices ligados por duas arestas
opostas), que generaliza um conceito similar introduzido em [15].

Sejam D um digrafo com grau de entrada e de saida pelo menos igual a 1 e k£ > 1 inteiro.
Sejam u,v € VD. Dizemos que u esta R,‘j—relacionada com v, em simbolos ’U,RZ_U, se existe um
passeio W de u a v tal que F(W) = 0, e para todo 0 < j < |[W] temos F(oW;) € [0,k]. O
conjunto formado por todos tais passeios serd denotado por Rz [u,v]. Similarmente, dizemos
que u estd R, -relacionado com v, em simbolos ul?, v, se existe um passeio W de u a v tal que
F(W) =0, e para todo 0 < j < |[W] temos F(oW;) € [~k,0]. Denotaremos por R, [u,v] o
conjunto de todos tais passeios.

Veremos a seguir que R,j e R, sao relagoes de equivaléncias.

Proposicao 3.1. Sejam D um digrafo com grau de entrada e grau de saida pelo menos 1 ek > 1
inteiro. FEntdo R,‘: e R, sdo relagoes de equivaléncia. Além disso, se D € transitivo entdo R;: €

R, sdo G-congruéncias, onde G < Aut(D).

Demonstra¢do. Primeiramente provaremos que R; é uma relacao de equivaléncia, isto é, que R,‘:
é reflexiva, simétrica e transitiva. Sejam u,v e w vértices de D. Por hipdtese, como D tem grau
de safda pelo menos 1, existe ' € VD tal que (u,v’) é uma aresta em D. Assim (u, 1,u', —1,u) ¢

um passeio de Rf [u, u]. Como Rf - R,‘:, segue que R,‘f é reflexiva. Agora, suponha que uR,jv.
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Sejam W = (ug,€1,...,€n,uy) um passeio pertencente ao conjunto R;[u,v}. Deste modo, o

passeio inverso W' tem peso zero e para todo 0 < j < n, temos
FoW™);) = = F(u—jWa) = —(F(W) — F((Wn—j)) = F(oWa—).

Com isso, obtemos que F(o(W™1);) € [0,k]. Portanto W' € R} [v,u]. Finalmente, suponha

que uRZv e URZ_U/. Sejam os passeios W € Rﬁ [u,v] e W' € R; [v,w]. Considere o passeio

W"” = W.W'. Observe que F(W") =0 e para todo 0 < j < |W”|, temos

e Se 0 < j < |W]|, entdo F(oW)) = F(oW;) € [0, k].

o Se [W| < j < [WI|+|W|entdo F(oW]) = F(W)+EF(jwW}'), como |y W} = oW, para algum

0 < j" < |[W'[. Logo, F(oW]') € [0, k], pois F(W) =0 e F(oW},) € [0,k]. Como queriamos.
Agora mostraremos que se D é transitivo entdo Rz ¢ uma G-congruéncia. Suponha que

uR;v. Provaremos que para todo g € G, temos guRZ’ Jv. Sejam g € G e
W' = (ug, €1, ,€n,Un)
um passeio de R,j [u,v]. Como g preserva arestas temos um passeio
IW = (Jug, €1, Jut, ... en, Juy)

e claramente IW € R,‘:[gu, 9v]. De forma anéloga, prova-se que se guR; Jv, entao uRZv.

Portanto R: ¢ uma G-congruéncia. Analogamente prova-se para I, . O

Denotaremos por R} (v) (resp. R, (v)) a classe de equivaléncia do vértice v. Observe, se uR; v

entao uly,1v, de forma analoga para o caso R, . Deste modo, temos que as sequéncias (R,’:)ke%

+

e (R} )pez+ sdo ascendentes: para todo k temos R; C R

e R C R, . Pelaproposi¢ao acima
temos que, se D é transitivo, entao as classes de R,’: (e similarmente R, ) formam um sistema
de imprimitividade para Aut(D). Dessa forma, em um digrafo conexo contendo lagos em todos

os seus vértices as relagoes RZ e I, sao universais. Além disso, suas respectivas unioes

Rf=J R e R =JR;
keZ+ keZ+
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sao também relacoes de equivaléncia, e se D é transitivo, entdo suas classes formam um sistema,
de imprimitividade para Aut(D)

Enfatizamos que ao longo deste trabalho, k£ é sempre um inteiro maior ou igual & 1. E os
digrafos estudados tem grau de entrada e de saida pelos menos igual a 1.

Apresentamos nas secoes seguintes alguns resultados provados em [11], tais resultados mos-
tram como as propriedades das relagoes de alcance estdo intimamente relacionadas com propri-
edades de digrafos, tais como crescimento e ter propriedade Z. Primeiramente apresentamos
algumas propriedades basicas destas relacGes. E, depois daremos uma condicao suficiente para
um digrafo ter propriedade Z. Finalmente, apresentaremos o Teorema 3.21, o qual nos d4 uma

condi¢o suficiente para um digrafo ter crescimento exponencial.

3.1 Algumas propriedades de R} e R,

Sejam D um digrafo e u,v € VD. Observe que todo passeio em R; [u,v] é um passeio

alternado, isto ¢ um passeio da forma
(up, Lyug, —1ug, 1, .. up—2, 1, up—1,—1,uy,).

Em geral, chamaremos de passeio k-alternado o passeio que é uma concatenagao de passeios
da forma

(u07 17 uy, 17 uz, 17 ey 17uk7 _17 ceey _1771'2]6717 _17 u2k)~

E claro que para k > 2, todo passeio k-alternado estd em R,j [u, v], mas nem todo passeio em
RZ [u,v] é k-alternado. Entretanto, o resultado a seguir mostra que se uRZv entao existe um
passeio k alternado ligando w a v. Os dois proximos resultados podem serem encontrados em

[[13], Lema 3.1 e Proposicao 3.2].

Lema 3.2. Sejam D um digrafo k > 1 um inteiro. Entdo, para quaisquer dois vértices u,v € VD,
temos que uR:v se, e somente se, existe um passeio k-alternado W ligando u até v. Um resultado

andlogo vale para R, .

Demonstracao. Provaremos para o caso R,‘:. Sejam u,v € V' D. Suponha que existe um passeio

k-alternado W de u a v. Entdo, W € R; [u,v].



3.1 Algumas propriedades de R,j e R 22

Reciprocamente, suponha que uR;rv. Como o grau de entrada e saida é no minimo 1,
existe um passeio direcionado de peso positivo ou negativo comecando em qualquer vértice
de D. Dado um passeio W = (ug,€1,...,€n,uy) €m R;“ [u,v], obteremos um novo passeio k-
alternado, inserindo um passeio de comprimento apropriado em cada vértice u; tal que €; # €;41
e F(oW;) ¢ {0,k}. Seja i € {1,...,n} o menor inteiro tal que ¢; # €41 e F(oW;) ¢ {0,k}.

Digamos F(oW;) = [. Seja j < i o menor inteiro tal que €; # €j41. Temos entdo dois casos.

e Caso 1. Se F(oW;) = 0. Neste caso, ¢, = 1 e €41 = —1, entao substituimos W pelo
passeio

W' = oW . (.CU(), Lz, 1,00, 2, _11x(k—l)—1> -1,..., —1,.%'(]) - iWh.
Logo, em W' temos F(oW/,,_;) =k, e

(.%'k,[, _17x(k—l)—17 _17 seey _17 Zo, _17 Uj1ye -y —1,'11,@'/)

é um caminho direcionado de comprimento menor ou igual a k, onde i > i é o proximo indice

satisfazendo €; # €41 e F(oWy) ¢ {0, k}.

e Caso 2. Se F(oW;) = k. Neste caso, temos ¢, = —1 e €41 = 1. Similarmente, substi-

tuimos W pelo passeio

W/ = OWi . (':UOa —1,.1‘1, _17 sy _17xk—lv 17x(k—l)—17 11 R 1,.%'(]) . ng

Assim em W/ temos F(0W1/+(k—l)) =0e

(xk—b 17:1:(1671)717 17 RS 1,$0, ]-7 Ui+1s -+ 17ui/)

é um caminho direcionado de comprimento menor ou igual a k, onde i > ¢ é o proximo indice
satisfazendo €y # €41 e F(oWy) ¢ {0, k}.
Repetindo o processo para W’ e ap6s um numero finito de passos, obtemos o passeio desejado.

O
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Corolario 3.3. Seja D = Cay(G,S) um digrafo de Cayley de um grupo G com respeito ao

conjunto S de geradores. Entdo para qualquer inteiro k > 1 e qualquer g € G temos que
R (9) = gRf (e) = 9(S*.57%) ¢ R (9) = gR;; (e) = g(S™".5%)

onde e € o elemento identidade de G.

Demonstragio. Seja g € G. Primeiramente mostraremos que gR; (e) C R} (g). Sejam u € Ry (e)
e W um passeio de R,j [u,e]. Como G age sobre D por multiplicagdo & esquerda, temos um
passeio YW em R} [gu,g]. Assim gu € R} (g). De forma similar obtemos R; (g9) C gR; (e).
Logo, R;f (9) = gR; (e). Analogamente, temos R (g) = gR;, (e).

Agora, provaremos que R (e) = (S*.S7%). Seja v € R (e). Pelo Lema 3.2 existe um passeio

W e R: [e, v] que é um passeio k-alternado, digamos W = W Wy ... W,,, onde
Wi = (wh, Lwl, ..., Lwg, =1, wh.q,...,—1,wh).
Tome o subpasseio W;. Como por hip6tese D é um digrafo de Cayley, temos
Wi = (e 1,s1,1,8180,1,...,1,81...86, —1,51... SkS;;_,l_l, —-1,...,—1,s1.. .Sks,;_il_l e S;kl),
com s; € S para todo i. Portanto o vértice final de W7 é da forma
wh =s1... Skslz—&l-l 8o € (SR, SRy,

Repetindo, o mesmo argumento para cada W;, concluimos que v € (S*.S7%). Similarmente
obtemos (S*,S7%) C R/ (e). De forma aniloga prova-se que gR; (e) = g(S~*.5*%). Com isto

provamos o resultado. O

A seguir consideraremos as relagoes R,j e R, sob diferentes aspectos. Primeiro, daremos al-
gumas condigdes necessdrias e suficientes para as sequéncias (R} )pez+ e (Ry )pez+ estabilizarem
isto &, existem i, j tais que RT = R;r e R~ = R;. Depois estudaremos propriedades das classes

de equivaléncias de cada relagdo R,j e R .
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3.1.1 As sequéncias (R} )icz+ € (Ry, )rez+

Como ja foi observado no inicio deste capitulo, em um digrafo conexo contendo lagos em
todos os seus vértices as relacbes R,j e R, sao universais.

Agora daremos dois exemplos para o caso em que todos os vértices do digrafo D estdo contidos
em ciclos direcionados de comprimento 2. No primeiro exemplo R; é universal, enquanto no

segundo exemplo R; tem duas classes de equivaléncias.

Exemplo 3.4. Seja D = Cay(Ss,S), onde S3 = (r,t|r® =2 = 1,rtr =t) ¢ S = {r,t}. Entdo
temos que

R (e) = {e,rt}
R;(e) = S37
portanto R; ¢ universal. Além disso, observe na Figura 2.3 que cada vértice de D estd contido

em um passeio direcionado de comprimento 2, e existem ciclos em D de comprimento impar.

Exemplo 3.5. Seja D = Cay(Dy,S), onde Dy = (r,t|r* =12 = 1,rtr =t) ¢ S = {r,t}. Enlio

temos que

Rf(e) = {e,rt} e R;(e) = {e,rZ,rt, 7‘375}
Rf(t) = {t,r3} e R;(t) = {t, . T2t}

Ri(e) = Rj(e) e Ri(t) =Ry (t).

Portanto R;‘ tem duas classes de equivaléncias. Além disso, observe na Figura 2.4 que cada
vértice de D estd contido em um passeio directonado de comprimento 2, e nao existem ciclos em

D de comprimento impar.
Em geral, temos.

Proposicao 3.6. Seja D um digrafo conexo, em que cada vértice estd contido em um passeio

direcionado fechado de comprimento 2. Entdo R = R; =R~ =R, . Além disso,
(i) Se emiste um passeio fechado de comprimento impar em D, entio Ry (e R, ) ¢ universal, e

ii) Se ndo existe tal passeio em D entdo RT (e R; ) tem duas classes de equivaléncias.
p 2 ) q
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Demonstra¢do. Primeiro mostraremos que dados quaisquer v e v € V D, um passeio arbitrario
W = (vo, €1,01,...,€n,v,) de u a v pode ser modificado de modo que obtemos um novo passeio

W' de u a v com as seguintes propriedades:

F(W')=0se |W|é par

F(W')=1se |W|é fmpar (3.1)

F(oWj) € [0,2], para todo 0 < j < |W/|

Comegaremos com o passeio trivial, ou seja W = (u). Redefiniremos W’ ao atingirmos o
j-ésimo vértice de W, supondo as seguintes possibilidades: j é par e F(OW]() é igual a 0ou2
(podemos também supor que j é impar tal que F (OWJ{) = 1 e redefinir W’ de forma anédloga ao
caso quando j ¢ par). Por hipotese de construcao temos que o peso de W’ ¢ ou 0, ou 1ou 2.

Entdo, a partir de v; faremos as modificacoes em W'.

Caso 1: Se

(1.1) F(W') =0 e €j411 = 1, por hipétese de construcao, segue que |W’| é par;

(1.2) F(W') =2 e ¢jq1 = —1, por hipotese de construgao, temos que |W'| € par;

(1.3) F(W') =1 e ;41 arbitrario, por hipotese de construcao, segue que |W’'| é impar.

Entdo, adicionamos ao passeio W’ a aresta de indicador €1, isto &, W' = W'(vj, €j41, vj41)-
Note que em (1.1) e (1.2), obtemos apos as modificacdes F(W') = 1, agora em (1.3) temos
F(W') ¢ igual 4 0 ou 2. Ese W =W’ a condigao 3.1 se verifica, visto que em (1.1) e (1.2) |[W’|

é impar e em (1.3) |[W’| é par, apds as modificagdes.

Caso 2: Se F(W') = 0 e ¢j41 = —1, ( veja que este caso, pode ser o passo 1, ou seja,
quando €; = —1). Por hipotese, qualquer vértice em D estd contido em um ciclo direcio-
nado de comprimento 2. Logo, existe w € D tal que (vj,w) e (w,v;) € D. Neste caso,
redefinimos W/ = W'(v;,1,w,1,v;,€j41,vj41). Observe que, apos as modificacoes, obtemos
F(W') =1 e |W’| é impar, uma vez que antes das mudangas ocorridas em W, tinhamos que

|W'| era par, por hipo6tese de construgao.
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Caso 3: Se F(W') = 2 e ¢j41 = 1. Entao redefinimos W/ = W'(vj, —1,w, =1, v}, €j41,vj41),
onde w é considerado semelhante ao caso 2. Veja que, ap6s as modificagdes, obtemos F(W') =

1 e |W'| & impar.

Observe que, em cada caso foram construido subpasseios com peso ou 0 ou 1 ou 2. Continuando
dessa maneira terminaremos com um passeio W’ de u & v, com a propriedade que queremos,
exceto a possibilidade F(W') = 2. Se isto ocorrer, entdo redefinimos W', agora como sendo
W' = W'(v,—1,w,—1) para um apropriado vértice w. Para provarmos os itens (i) e (ii), preci-

samos das seguintes afirmagdes:

Afirmacgao 1: Sejam u,v € VD entdo uR;v se, e somente se, existe um passeio de com-
primento par ligando u @ v.
De fato, seja u,v € VD e W o passeio ligando u a v , tal que |WW| é par entdo pela construgao
feita acima, podemos obter um passeio W’ de u a v tais que F(W') =0e F(lW]/) € [0,2], para
todo 0 < j < |W'|, portanto uRv.

Reciprocamente, suponha que uR;v. Seja W um passeio de R;[u,v], isto implica que
F(W) = 0, ou seja, temos o mesmo numero de arestas com indicadores 1 quanto de arestas
com indicadores -1, portanto |WW| é par. Com isto provamos a afirmagao.

Seja (u,v) € ED. Pela Afirmacao 1, existem as seguintes classes de equivaléncias:

Ry (u) = {w; € VD] existe um passeio de comprimento par ligando u & w;}

Rf(v) = {wy € VD] existe um passeio de comprimento par ligando v & wa}

Agora, se mostrarmos que uRJ v entdo pela transitividade de RS, obteremos que R é universal.
gora, q 2 b 2 q 2

Como veremos a seguir.

Afirmacgao 2: Se existe um passeio fechado C em D de comprimento impar, entio R;r € uni-

versal, ou seja R; tem somente uma classe de equivaléncia.
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Figura 3.1: passeio

De fato, seja C' um passeio fechado (Figura 3.1) de comprimento impar. Por hipotese D é
conexo, logo existe em D um passeio P ligando u & um vértice w de C'. Temos entdo que o
comprimento de P ou ¢ par ou ¢ impar. Tome o passeio W” = PCP~1(u,1,v). Note que W”
é um passeio de u & v e |W”| é par, tanto para o caso em que |P| é par quanto para o caso em
que |P| é impar. E segue da Afirmacédo 1 que uR;v. Pela transitividade da relacao R;, obtemos
que R; é universal.

Finalmente, mostraremos que R;r = R*™. Por definicio sabemos que R; C R*. Sejam
u,v € VD tal que uR;v. Observe que quando construimos o passeio W/, em nenhum momento
usamos a relagdo R;, logo podemos afirmar que uRTv se, e somente se, existe um passeio
W de comprimento par ligando u a v. Portanto, uR; v como queriamos, dai R; = R". A
prova para R, é feita de modo similar. Como as condicoes para dois vértices estarem R; -
relacionados coincide com a condigao de estarem R, -relacionados, segue que R = R5 . Portanto

R*=Rf =R =R;. 0

Com argumentos similares ao que foi feito na Proposicao 3.6, é possivel provar para um di-
grafo D, onde cada vértice de D esta contido em um ciclo direcionado de comprimento k, que
R* = R} = R;, = R™. Uma prova usando métodos diferentes pode ser encontrada em [15]. Te-
mos também que uma, ou ambas, as sequéncias (R} )zez+ € (Ry )pez+ podem ser finitas, embora
o digrafo em questao nao tenha ciclos direcionado. Contudo, os resultados que serdao apresen-
tados na secdo 3.2 mostram que o fato das sequéncias (R} )yez+ € (Ry )pez+ serem finitas ou
infinitas tem grande importancia para estudar as propriedades de digrafos tais como crescimento
e ter propriedade Z. Daremos, agora trés condi¢Oes necessarias e suficientes para as sequéncias

(R/—;)kez+ e (R,;)kGZJr serem finitas.
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Proposicao 3.7. Seja D um digrafo. Entio R™ = Rg para algum k se, e somente se,
R;H = R,‘f. Uma afirmagdo andloga vale para R™.

Demonstracio. Suponha RT = R,j, para algum k. Note que R; C R,j“ C Rt = R,j, portanto
+ _ pt

Ry =Ry

Reciprocamente, suponha que existe um inteiro positivo k tal que RZH = R,j. Mostraremos

que RZFH = Rz = RLQ. Por definicdo, R, C R}

ol 4o l0go resta mostrar que le+2 - R,jﬂ.

E consequentemente por inducdo teremos RT = R,j. Sejam w,v € VD tal que uR]L_Qv e
seja W = (vg,€1,01,...,€n,v,) um passeio em Rl::r+2[”’ v]. Tome o menor inteiro j, tal que
F(oW;) =k +2, onde 0 < j < n. Se tal inteiro nao existe, entao Rl;:z - R;H, logo nao hé o
que provar. Assuma que j existe. Seja 0 < j; < j o maior inteiro tal que F(oWj,) = 1 e seja
J < j2 < m o menor inteiro tal que F(;,W,) = —1.

Afirmacao: O passeio j Wj, € R, [vj,,v),].

De fato, de acordo com a escolha de vj, e vj,, temos que:
F(;,Wj,) = F(W) = F(oWj,) = F(,Wn) =0-1+1=0

e F(;;Wy) € [0,k + 1] para todo j1 <t < jo. Pois, se j1 <t < jentao F(jiW;) € [0,k + 1],
caso contrério ird contradizer a minimalidade de j. E se j <t < jo, entdo F(j1Wy) € [0,k + 1],
pois sendo, poderiamos ter que F(j1Wy) = k + 2, dai F(oW;) = k + 3, absurdo. Isto prova
afirmacao. Assim pela Afirmacao, temos que vj, Rzﬂ%, entretanto por hipdtese RZH = Rk‘L,

logo vle,jva, isto &, existe um passeio W' € R,j [vj,,vj,]. Agora, considere o passeio
" . ! .
Wo= oW, . W' . ;,Wy.

Se ainda hé algum 0 < j' < [W"| tal que F(¢(W})) = k+2, repita o processo acima. Continuando
dessa maneira, ou seja eliminando os “picos”, onde F' (ng{ﬁ ) = k + 2, obteremos um passeio W*

de R

ol [u, v], de fato, basta observar que sao necesséarios somente um ntimero finito de repeti¢oes

T uma vez qu realizarm iminuimos n m n rrem
do processo, a ve e ao realizarmos cada etapa, d 0s nosso campo onde ocorrem 0s
"picos", por exemplo na etapa 2, temos que j2 < j < n, porque qualquer subpasseio de oW, .W’

tem peso no méaximo igual a k + 1, pois por suposicdo temos que F(oW;;) = 1 e o peso de
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qualquer subpasseio iniciando em vj, e que pertenca & W' atinge no maximo k + 1. Portanto

R+

+ ’
pio S R como queriamos.

k+1°

De forma anéloga, prova-se para o caso R~. O

Uma consequéncia imediata da proposicao acima é que estas sequéncias sao infinitas se, e
somente se, elas sdo estritamente crescentes.

Além disso, conforme mostrado na Proposicao 3.7, RT = R,j sempre que R,j = Rk++1. Neste
caso, o menor inteiro k tal que R? = RL_I ¢ chamado de ezpoente expt (D) de D. Se RT # R,

para todo k entao dizemos que exp™ (D) = oo. De forma similar, definimos o expoente exp™ (D).

Proposicao 3.8. Seja D um digrafo. Entao para cada inteiro k > 1, as sequintes afirmacées

sao equivalentes:

(i) R* =Ry,

(ii) R:H = R;f;

(iii) RS C R, ;

(iv) RT CR,.

Trocando os sinais + e —, obtemos um resultado andlogo.

Demonstrag¢ao. Da Proposicao 3.7 segue que (i) e (ii) sdo equivalentes. Agora mostraremos que
(i) implica (iv). Seja u, v € VD tal que uR" v, e por hipétese temos uR:v. Seja W um passeio
de RZ [u,v]. Escolheremos dois vértices u* e v* juntamente com os passeios direcionados W*"
e WV de comprimento k, ligando u* & uw e v* & v, respectivamente. Consideremos o passeio
W' = We.W.(Wv)~L

Afirmagao: O passeio W' € RJ, [u*,v*].

De fato, note que
FW)=FW")4+FW)+F(W") ™ HY=k+0—-k=0,

agora falta mostrar que para todo 0 < j < |W’| o peso do subpasseio OWJ{, pertence ao intervalo

[0, 2k]. Dividiremos em trés possiveis casos:
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e Se 0 <j < |W"| entdo F(oW)) = F(oW}') € [0,k], pois W* ¢ um passeio direcionado de peso
k.
o Se (WU < j < |W"¥| + |W|, entdo

F(oWj) = F(W") + F(ww Wj) = k + F(jw W),

mas (W) € um subpasseio de W € R [u,v], logo F(jw«W}) € [0,k], e portanto
F(oW)) € [k, 2K].
o Se W[ +[W| < j < [W], entdo

F(oW;) = F(W") + F(W) + F(jwipyw« W) = k + F(jw 4w« W;)-

Observe que (‘W‘ku|w;) é& um subpasseio de (W?)"! e isto implica que
F(w|yw«W)) € [~Fk,0], portanto F(oW;) € [0,k]. Como querfamos. Agora, usando a hi-
potese de que RT = R,j e a Afirmacdo, temos que existe um passeio W* € R,j[u*,v*]. Logo,
o passeio W” = (W")"LW*.W?" pertence a R, [u,v], isto é provado de maneira anloga ao que
foi feito na Afirmacéo. Portanto, de W” = (W*)"L.W.W" € R; [u,v] segue que uR; v, ou seja,
Rt C R,. Como Rf C R™ e R™ C R, por hipétese, entdao segue que R C R, . Logo (iv)
implica (iii).

Resta provarmos apenas que (iii) implica (ii). Consideremos uR,;:_lv. Sejam

W = (UUa €1,V1, -4y Enyvn)

um passeio de RZ’H[U,U] e 0 < j < n o menor inteiro tal que F(¢W;) =k + 1. Entao

F(oWj—1) =k = F(oWj+1).

De fato, por suposicao, F(oW;) = k+1e,oue; =1loue; = —1. De F((W;—1) = F(oW;)—¢;, ob-
temos que F(oW;—1) = k + 1 — ¢, e portanto, ¢; = 1, caso contrario terfamos
que F(oWj_1) = k + 2, absurdo. Similarmente, obtemos que €417 = —1. Logo,

F(oWj_1) = k = F(¢Wj11), e isto implica que o passeio W® = (v;_1,1,v;,—1,vj41) pertence
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& R [vj_1,vj41]. Mas, por hipétese, R C R, , logo existe um passeio W' € R, [vj_1,vj41]-
Defina o passeio

W = oW1 W' j W

Se ainda ha algum 0 < j" < [W"| tal que F(oW}') = k + 1, repita o processo anterior. Continu-
ando, dessa maneira, obteremos um passeio pertencente & Ry [u, v], como querfamos. Se j’ néo

existe entdo o resultado foi provado. O

Corolario 3.9. Seja D um digrafo. Suponha que R,j = R, para algum inteiro k > 1. Entdo

R* =R} =R, =R~

Demonstra¢do. Como por hipotese, R; = R, , segue que Rf C R, . Da Proposicao 3.8 acima
temos que R:_H = RZ. Logo pela Proposi¢ao 3.8, obtemos que RT = R,‘f. De forma anéloga,

prova-se que R~ = R, , e como por hipétese R, = R, segue que R" = R} = R, = R™. O
Corolario 3.10. Seja D um digrafo. Entdo as sequintes afirmacgées sao equivalentes:
(i) Ambos os expoentes exp™ (D) e exp™ (D) sdo finitos.

(ii) Emiste algum inteiro k > 1 tal que RT = R; =R, =R com R,j #* Rktl, R, #R, e

R;;_l # R, | sempre que k > 2.

Demonstra¢do. Suponha que ambos os expoentes sdo finitos, isto é existem inteiros minimos
i, j >1tais que R" = Rf e R; = R™. Tome k = max(i, j). Entdao R" = R e R, = R™. Isto

implica, pela Proposicdo 3.8, que R C R, =R~ e R~ C R = R". Assim,
R+:Rk+:R,;:R_.
Suponha agora k > 2, e além disso, suponha sem perda de generalidade que R,’: =+ R;l e

» = R._,. Entao

R*"=R} =R, =R, ,.
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Da Proposicao 3.8, obtemos que Rz = Rktl. Mas isto contradiz o fato que R,j #* lefr
Portanto, R§ =+ R,‘f_l e R, # R, . Agora, como R: =+ R;:_l, k > 2, segue do Corolério que
R, # R,

Reciprocamente, suponha que existe um inteiro & > 1 tal que RT = R,j = R, = R~ com

RZT #* R;_l, R, #R, ;e RLI # R, sempre que k > 2. Isto significa que
expt (D) =exp (D) =k

e portanto as sequéncias (R} )yez+ € (R}, )pez+ 80 ambas finitas. O

Em outras palavras, o coroldrio anterior mostra que ambas as sequéncias (R} )ez+ € (Ry )kez+
sdo finitas se, e somente se, ambos expoentes sdo finitos e iguais.
Para finalizarmos esta subsecdo daremos dois exemplos: o primeiro com expoente exp™ infi-

nito e o segundo com exp™ finito.

Exemplo 3.11. A Figura 2.5 apresenta um pedago de uma drvore reqular com dt =1 ed™ = 2.

Tome v = v15. Note que

{vi7,v18} C R3 (v) \ R (v)
{v19, v20} C R3 (v) \ R3 (v)
{v23,v24} C R} (v) \ Ry (v)

Se continuarmos com este mesmo pensamento obtemos
Rf(v) C Rf(v) C Rf(v) C R (v) C R;;H(v) C---

Entao, temos que as R;f—classes sdo estritamente crescentes.

Exemplo 3.12. A Figura 2.6 apresenta um digrafo D com expoentes finitos, pois

expt (D) = exp~ (D) = 1.
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3.1.2 As classes de equivaléncias de R, e R,

Seja D um digrafo. Lembre que estamos sempre considerando digrafos com grau de saida e
grau de entrada pelo menos igual & 1. Neste caso, D;" (v) e D; (v) sdo conjuntos nao vazios para
todo vértice v € VD e todo inteiro k > 1.

Os resultados a seguir tratam da relagdo entre as classes de equivaléncias de Rz e R, esuas

respectivas cardinalidades.

Proposicao 3.13. Seja D um digrafo. Seja v € VD e k > 1 um inteiro. Entdo para cada
u € D (R} (v)) temos que D (R} (v)) = R, (u). Trocando os sinais de + e — obtemos um

resultado andlogo.

Demonstragio. Por hipotese u € Dif (R (v)), logo existe um vértice v’ € R, (v) e um passeio di-
recionado W de comprimento k ligando ' a w. Primeiramente mostraremos que
D (R (v)) C R; (u). Seja v’ € Dy (R} (v)). Assim, existe algum v € R} (v) e um passeio
direcionado W*" de comprimento k de v” para u'. Escolha os seguintes passeios W’ € R, v]
e W" € R [v",v]. Defina o passeio W = (W )"LW" (W')~L.W"v.

Afirmacao 1: O passeio W € R, [u', u].

De fato, note que
FW)=F((W") )+ FW") + F(W)™ )+ F(W") = —k+k=0.

Além disso, qualquer subpasseio ¢W; € [—k,0], para todo 0 < j < |[W/|. Para ver que isto é
valido, dividiremos em trés casos dependendo de onde se encontra j.
e Se0<j<|(WY) Y =k, entio F(oW;) € [~k,0];

e Se k= |(W")"!| <j<|W" +k, entdo
F(0W;) = F(W"")™") + F(:W;) = =k + F(,Wy),

mas W, é um subpasseio de W”, logo W; € [0, k] e portanto F(oW;) € [—k,0];

e Set=Fk+|W' <j<|W| entao

F(oWj) = F(W"")™") + F(W') + F(:W;) = —k + F(,W;)
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mas veja que (W; é& um subpasseio de (whH=H e isto implica que
F(:W;) € [0,k], logo F(oW;) € [—k,0]. Como queriamos.

Agora provaremos que R, (u) C D{(Rf(v)). Seja v € R, . Considere um passeio
W' € R, [u,u']. Como o digrafo D tem grau de entrada pelo menos 1, existe um vértice v e um
passeio direcionado W*" de comprimento k de v” para «/. Entao o passeio W = WY . W’ (Wv")~1
esta contido em R [v’,v"]. Isto pode ser provado de forma similar ao que foi feito na demonstra-
cao da Afirmacao 1. Portanto v” € R,j(v), e como WY é um passeio direcionado de comprimento

k de v” até u, logo u' € D} (R} (v)). A versdo dual prova-se de forma andloga. O

Proposicao 3.14. Seja D um digrafo conexo, transitivo, localmente finito e seja k > 1 um
inteiro. Suponha que, para algum (e consequentemente qualquer) v € VD, pelo menos uma das

classes R} (v) e R; (v) € finita. Entao R} (v) e R, (v) sdo ambas finitas. Além disso,

BEw) (d)*
R0 <d+> (3:2)

Demonstragdo. Seja um vértice v € V. D. Do digrafo D ser localmente finito e conexo implica
que d¥ > 1e d” > 1, logo a Proposicao 3.13 vale. Suponha sem perda de generalidade que
RZ (v) é finita. Considere um passeio direcionado de comprimento k com vértice inicial v, e seja
u € D; (v) o vértice final deste passeio. Pela Proposi¢ao 3.13 temos que D} (R} (v)) = R;, (u).
Como D ¢ localmente finito e R (v) ¢ finita, entdo D} (R, (v)) ¢ finita. Logo R, (u) ¢é finita (uma
vez que, para cada v’ € R, (u) , existe um passeio direcionado de W de comprimento k de v’ &
w € Dy (R, (u)) = Ry, tal passeio existe pois D ¢ localmente finito). Do digrafo D ser transitivo
e R, (u) um bloco, existe g € Aut(D) tal que (R, (u))? = R, (v), assim |R, (v)| = R, (u)|.
Portanto R} (v) ¢ finita.

Finalmente mostraremos a igualdade 3.2. Pela Proposicao 3.13 obtemos
D. (R (u)) = R (v) e D{f (R (v)) = R; (u). Logo, todo passeio direcionado de comprimento k
comecando em R, (u) termina em R,j(v), e reciprocamente, todo passeio direcionado de compri-
mento k comegando em R (v) termina em R; (u). Deste modo, o niimero de passeios iniciando
em R} (v) ¢ igual a |R; (v)|(d")* e o nimero de passeios terminando em R, (u) ¢ |R; (u)|(d™)F.

Portanto, |R;(v)|(d+)’“ = \R,;(u)|(d_)k = |R;(v)|(d_)k. O
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Corolario 3.15. Seja D um digrafo conexo, transitivo e localmente finito, seja k > 1 um inteiro.
Suponha que para algum (e consequentemente qualquer) v € VD, pelo menos uma das classes de

equivaléncia R} (v) e R; (v) € finita. Entdo |R; (v)] = |R; (v)| se, e somente se, d* =d.
Demonstracao. Segue diretamente da Proposicao 3.14. O

Lema 3.16. Seja D um digrafo conezo e transitivo, seja k > 1 um inteiro e um vértice v € V. D.
Entio para qualquer u € D; (v) e g € Aut(D) temos que g(R} (v)) = R} (v) se, e somente se,

9(By () = By (u).

Demonstragio. Sejam v € VD, u € D (u) e g € Aut(D). Suponha que g(R} (v)) = R} (v).
Sejam WY um passeio direcionado de comprimento k de v para u e W um passeio de R,j [v, g(v)].
Defina um novo passeio W' = (W¥)~t . W. g(W"V), entdo W’ € R [u,g(u)]. Tal afirmagao
pode ser provada de forma anéloga aos resultados anteriores. Entdo g(R, (u)) = R, (u), pois
R, (u) ¢ um bloco de imprimitividade para Aut(D). Portanto, g € Aut(D) deixa o bloco R, (u)

invariante. A reciproca é provada de forma analoga. O

O préximo resultado mostra uma condigdo necessaria para um digrafo conexo e transitivo ser

um digrafo de Cayley.

Proposicao 3.17. Seja D um digrafo de Cayley conexo. Entdo para todo inteiro k > 1 e para

todo v € VD temos que |R}} (v)| = |R; (v)|.

Demonstragio. Se D ¢ localmente finito entdo d™ = d~, e do Coroldrio 3.15, obtemos |R; (v)| =
IR, (v)|. Suponha agora que D & localmente infinito. Sejam k > 1 e v € VD. Tome u € D;" (v).
Seja G um subgrupo do automorfismo de D agindo regularmente sobre D, tal grupo existe pelo
Lema 2.9. Pelo Lema 3.16 o bloco R,j (v) é invariante para um automorfismo g € G se, e somente
se, g fixa o bloco R, (u). Entao tais g pertencem ao estabilizador H = G{Rﬁ(v)}' Do Lema 1.12
temos que H age transitivamente sobre Rz(v) e consequentemente H age regularmente sobre
R} (v). E do Teorema 1.3 obtemos |R; (v)| = |H|. De forma anéloga obtemos |R; (u)| = |H]|.

Portanto, pela transitividade de D, |R; (v)| = |R;, (v)]. O
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3.2 Propriedade Z e crescimento

Em [5] Cameron, Praeger ¢ Wormald demonstram alguns resultados a respeito das condigoes
para um digrafo ter propriedade Z, sendo um destes obtido através de relagdo de alcance nas
arestas.

Nesta secao apresentamos trés resultados: o primeiro dd uma condicao necessaria e suficiente
para um digrafo ndo ter propriedade Z, enquanto os demais nos dao uma condicdo suficiente para
ter a propriedade Z. Lembrando que um digrafo conexo, transitivo e infinito D tem propriedade
Z se existe um epimorfismo de digrafo ¢ : D — Z, ou de forma equivalente, se todos os ciclos

de D sao balanceados.

Lema 3.18. Seja D um digrafo infinito, conexo e transitivo. Entdo D nao tem propriedade Z
se, e somente se, existem inteiros 1 < s < t, tais que para cada vértice v € VD existe, um ciclo

W em v com F(W?) = s e F(oW7) € [0,t], para todo, 0 < j < [W?|.

Demonstracdo. Se existe tal passeio fechado W* entdo WY ndo é balanceado, portanto D nao
tem propriedade Z.

Reciprocamente, suponha que D nao tem propriedade Z, logo existe em D ciclos nao ba-
lanceados. Seja C' = (vo,€1,v1,...,€,) um ciclo, tal que C' é nao balanceado e tem o menor
comprimento. Como C' é ndo balanceado, temos que F(C') # 0, deste modo podemos conside-
rar sem perda de generalidade que s = F(C) > 0 (caso contrdrio tome o passeio C~1). Seja
0 <4 < n um inteiro tal que F(oC;) = m é minimo, com m € Z. Tome u = v;.

Afirmacéo 1: O passeio fechado W% = ;C, . ¢C; é tal que F(OWJ“) > 0, para todo j.
De fato, suponha por contradi¢do que existe um 0 < j; < n, tal que F(oW};) < 0, digamos. Se
0<j1 £n—1entao

F(oCitj) =m+ F(eW))) <m,

contradicao, pois m é minimo. Agora, se n — i < j; < n, entao

FoWj) = F(oWp_;) + F(n—iWj),

porém F(oWy ;) = F(;Cy) e F(,—iW};) > m (caso contrério, contradiz a minimalidade de m).



3.2 Propriedade Z e crescimento 37

Logo,

Contradicao, portanto a afirmacao é verdadeira.
Seja t = max{F(¢W}")[0 < j < n} o peso méximo. Assim pela Afirmagdo 1 obtemos
F(OWJ“) € [0,¢], para todo 0 < j < n. Pela transitividade, um passeio W™ com estas proprieda-

des existe para cada w € VD. O

Usando o Lema 3.18, daremos agora duas condi¢oes suficientes dependendo da propriedade

das relacoes R,‘: e R, para o digrafo D ter propriedade Z.

Proposicao 3.19. Seja D um digrafo infinito, conexo, transitivo e localmente finito. Suponha
que para cada inteiro k > 1 pelo menos uma (e consequentemente ambas) das relacoes R,‘f e R

possui classe de equivaléncia finita. Entao D tem propriedade Z.

Demonstra¢ao. Suponha por contradicao que D nao tem propriedade Z. Sejam 1 < s < ¢ inteiro
dados no lema anterior, e tome k = t. Escolha v € V. D. Como por hipdtese pelo menos uma das
classes de equivaléncia é finita, segue da Proposicdo 3.14 que ambas as relacoes R,’: e R tem
classe de equivaléncia finita. Digamos m = |R} (v)|. Seja P = (vg,1,v1,...,1,vps) um passeio
direcionado de comprimento ms, comegando em v. Vamos mostrar que os vértices vg, Vs, - - - , Ums
sao todos R;—equivalentes. De fato, considere W* um ciclo ndo balanceado em w € VD, dado
pelo Lema 3.18. Defina o passeio W’ = W9.(qPs) L.

Afirmagao 1: W' é um passeio de R} [vs, vg].

De fato, note que

F(W') = F(W") + F((oPs)~") =0

e F(oW]) € [0,k] para todo 0 < j < |W'|. Basta observar que para 0 < j < [W"*| temos

F(oWj) = F(oW;*) € [0,k]. Agora, se [W?| < j < |W'], entdo

F(oWj)=F(W>)—s+i=s—s+i=1i

onde i € [0, s]. Como s < k, segue que F'(oW}) € [0, k].

Portanto, W' € R,j [vs,v0]. De forma andloga, prova-se que W (,Pa,)~! pertence a R,j [V2s, Vs),
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etc. Logo,

{007 U$7v257 e avms} g RZ_('U)
Assim |R} (v)| > m+1, uma contradigio, pois |R} (v)| = m. Portanto D tem propriedade Z. [

A préxima proposicdo mostra uma condicao suficiente para um digrafo ter propriedade Z em

termos dos expoentes.

Proposicao 3.20. Seja D um digrafo infinito, conexo e transitivo. Se pelo menos um dos

expoentes exp™ (D) e exp™ (D) € infinito, entdo D tem propriedade Z.

Demonstra¢do. Suponha que D ndo tem propriedade Z. Sejam 1 < s < t inteiros dados pelo
Lema 3.18 e denote W™ o ciclo nao balanceado correspondente a w € VD. Tome k = t.
Mostraremos que R,L_l = RLQ’ e isto implica, pela Proposi¢do 3.7, que Rt = RZ_H.

Suponha que uR,LQv, para algum u,v € VD. Seja W = (vg, €1,v1,...,€n,vy) 0 passeio de

+

wi1lu,v], através de ajustes em W, da

R;H [u,v]. Construiremos, agora um passeio W/ € R
seguinte forma. Seja 0 < ¢ < n o menor inteiro tal que F(oW;) = k+2 e seja i < j < n o menor
inteiro tal que F'(oWW;) = s — 1. Note que se ¢ nao existe, entdo o resultado segue. Agora, se i
existe entdo tal j também existe pois, de F((W;) = k+2 e F(W) = 0, temos que para cada
0 <a<k+2existe i < jo, < n tal que F(oWj,) = « (ou seja, o peso dos subpasseios deve

decair até atingir o peso 0 = F(¢W,)). Como s — 1 < k — 1, tome o = s — 1. Defina o passeio
W/ = ()W,‘_l . (in*l)_l . i_1Wj_1 Wit j—an'

De forma similar ao que foi feito nos resultados anteriores, obtemos que W’ e Ral[u, v]. Além
disso, temos também que 0 < i’ < |W’| com F(oW},) = k+2 ¢é estritamente menor que o0 nimero
de inteiros 0 < i < |W| tal que F(oW;) = k+ 2. Continuando dessa maneira, isto é, a cada passo
eliminando um “pico”; obteremos um passeio de u & v pertencente ao conjunto RL1 [u, v]. Como
queriamos.

De forma anéloga mostra que R~ = R, ;. Portanto, as sequéncias (R} (v))gez+ € (R (v)gez+

sao ambas finitas, uma contradicdo. Com isso provamos o resultado. 0l

Finalmente, mostraremos que se pelo menos um dos expoentes exp™ (D) ou exp™ (D) ¢ in-

finito, entdo D tem crescimento exponencial. Pela Observagdo 2.12, é suficiente mostrar que
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temos uma copia de T* em D.

Teorema 3.21. Seja D um digrafo conexo, transitivo e localmente finito. Se pelo menos um dos

expoentes exp™ (D) e exp™ (D) € infinto. Entdo D tem crescimento exponencial.

Demonstragio. Suponha sem perda de generalidade que exp™ (D) é infinito. Pela Proposi¢ao
3.20, D tem propriedade Z. Seja 1 : D — Z um homomorfismo sobrejetor e considere as fibras
Fj = ¢~1(j), j € Z. Primeiramente, veja que para todo k > 1, se u € F; entdao R; (u) C Fj.
De fato, inicialmente observe que podemos supor que u € Fy, pois D ¢é transitivo. Agora, seja
v E R;’ (u). Pelo Lema 3.2, existe um passeio em R; [u,v] que é formado por concatenagoes de

passeios da forma
W' = (up, 1,u1, 1, ..., Lug, — 1 ugsq, —1, ..., —1, ugy).
Logo, temos
ug, gk € Fo; ur,ugp—1 € F1; ... ugp—1,uky1 € F—1; up € Fi.

Assim v € Fy, e portanto R} (u) C Fp.

Afirmacdo. |R; (u)| > 2.

Suponha que | R} (u)| = 1. Como (R} )rez+ ¢ estritamente ascendente, existe w € Ry (u)\ Ry (u)
tal que (u,1,u1,1,u2, —1,u3,—1,w) é um caminho em D. Como w ¢ R (u), segue que uj # ug.
Logo ulRf'ug. Pela transitividade existe v # wu tal que vau. Uma contradicao. Portanto
B ()] > 2.

Para cada u € Fyy e cada k > 1, defina C* o subdigrafo de D induzido por todos os passeios
k

W € R} [u/,u"], onde v/, u” € R} (u). Note que, os vértices de C¥ estdo contidos em |J F;, pois
i=0

k

para qualquer W € R [u/,u"], temos W C |J F;. De R} C Rk++1 segue que CF esta propria-
i=0

mente contido em C¥1. As arvore binarias serdo construidas indutivamente da seguinte forma.

Primeiro, note que:



3.2 Propriedade Z e crescimento 40

Afirmacdo. |R; (u)| > 2.

Suponha que | R} (u)| = 1. Como (R} )rez+ ¢ estritamente ascendente, existe w € Ry (u)\ Ry (u)
tal que (u,1,u1,1,u2, —1,u3, —1,w) é um caminho em D. Como w ¢ R (u), segue que uj # ug.
Logo ulwa,. Pela transitividade existe v # wu tal que vau. Uma contradicao. Portanto
B} ()] > 2.

Consequentemente cada vértice de F tem grau de entrada pelo menos 2. Assim, pela tran-
sitividade de D, cada vértice de F é a raiz de uma arvore binaria de altura 1 que est& contida
em algum C!. Agora, cada C2 contém pelo menos dois subdigrafos distintos em {Ci, | v € Fp},
digamos C} e Cp,. Assim existem vértices w; € C N Fy, wa € Ci, NFy e v € C2N F tal
que (w1,v), (we,v) € ED. Segue que v é uma raiz de uma arvore binéria de altura 2, que esta
contida em algum C2, pois cada w; e wo é raiz de uma 4rvore de altura 1. Pela transitividade
de D obtemos que todo vértice de F» é uma raiz de uma arvore bindria de altura 2, que esté
contida em algum C2.

Temos entdao o passo de inducao, cada Cff“, k > 1, contém pelo menos dois diferentes
subdigrafos de {C¥ | v/ € Fy}, digamos CF e CF . Logo, existem vértices wy € CF N Fy,
wy € C¥ N Fy, e v e CE N Fipy tal que (wy,v), (w2,v) € ED (tais vértices existem uma vez
que por suposigao, 051 e Cfo, estdo ambos contidos em CK*1). Por hipotese de inducio wy e
wy sao raizes de uma arvore bindria de altura k que sdo disjuntas pois C’ffl e C’fjg sao diferentes.
Segue que v é a raiz de uma &drvore bindria de altura k£ + 1 que esta contida em C’ff“. De D
ser transitivo temos que todo vértice de Fj1 é uma raiz de uma arvore binaria de altura k + 1,

que esta contida em algum C¥+1. Por inducio temos arvores binarias de altura arbitrariamente

grande em D. O



Capitulo

4

Relacoes de alcance e grupos com

crescimento polinomial

Mostramos no capitulo 3, que as relacoes de alcance estdao intimamente ligadas com proprie-
dades de digrafos tal como propriedade Z e condigoes de crescimento.

Neste capitulo apresentamos através de resultados provados em [13] as conexdes entre estas
relacGes com certas propriedades de grupo de automorfismo de digrafos transitivos. Inicialmente
apresentaremos alguns resultados que servirdo de base para a proxima se¢do. Em seguida, estuda-
remos digrafos de Cayley de grupos finitamente gerado com crescimento polinomial, e finalmente

apresentamos o teorema principal deste trabalho

Teorema 4.15. Seja G um grupo agindo transitivamente sobre um digrafo conexo D e seja
N < G um subgrupo nilpotente de classe r agindo com m drbitas sobre D, onde 1 < m < oo.

Entao exp™ (D) = exp™ (D) <m(r+1) — 1.

Consequentemente, temos

Corolario 4.16. Seja G um grupo finitamente gerado, seja N um subgrupo normal nilpotente de
indice finito m em G e seja D o digrafo de Cayley de G com respeito a algum conjunto finito de

geradores S. Entio exp™ (D) = exp™ (D) < m(r + 1) — 1 vale, onde r ¢ a classe de nilpoténcia
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de N.

Finalizaremos este capitulo apresentando uma conjectura que caso seja verdadeira fornece
uma resposta positiva para o seguinte problema de Grigorchuk.

Problema 4.2. Todo grupo simples, infinito e finitamente gerado tem crescimento exponencial?

4.1 Resultados auxiliares

O objetivo principal desta secao é apresentar resultados e defini¢cdes que serao usados na Se¢ao
4.2. Consideraremos agora quocientes de um digrafo com respeito a uma classe de equivaléncia
em seus vértices.

Seja D um digrafo e seja 7 uma particdo do conjunto de vértices V D, dada por alguma
relacdo de equivaléncia definida em V' D. A classe de equivaléncia de um vértice v € VD sera
denotada por v”. O digrafo quociente com respeito ¢ T, denotado por D., é o digrafo que tem

como vértices o conjunto 7 e o conjunto de arestas com a seguinte condicao:

(u",v") € ED; & Fu €u” ev €07 tal que (uv',0) € ED.

Enfatizamos que consideraremos estes digrafos como digrafos simples no sentido que se exis-
tem mais de uma aresta na mesma dire¢do entre dois conjuntos de 7, entdo o digrafo quociente
contém exatamente uma aresta entre os respectivos vértices. Observe que estes digrafos quoci-
entes podem conter lago se existir uma aresta (u,v) € ED para algum u € v".

Seja W = (vg, €1,01, ..., €n, Uy ) um passeio em D. Definimos como passeio quociente W, de
W o passeio

_ T T T
Wr = (vg, €1,0], ..., €n, Uy, ).

Note que para todo j, 0 < j < |[W7|, temos que F'(o(W5);) = F(oWj).

Os dois proximos resultado mostram como R;’ (respectivamente R, ) sobre D estdo relacio-
nadas com R,‘: (respectivamente R, ) sobre D;, onde 7 é uma particdo dada por Rf (respecti-
vamente R ). Resultados adicionais sobre digrafos quocientes com respeito a relagoes R,j e Ry

podem serem encontrados em [18].
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Proposicao 4.1. Seja D um digrafo, seja T o conjunto das classes de equivaléncias Rf, e seja
u € VD. Entdo, para quaisquer v € VD e k > 2 temos que uRZTv se, e somente se, uTR:_lvT.
Uma afirmagao andloga vale para R, quando consideramos o digrafo quociente com respeito a

Ry

Demonstra¢ao. Seja W = (vg,€1,v1,...,€n,v,) um passeio do conjunto Rz[u,v]. Logo por

definicao, existe em D, o passeio
_ T T T +1,, T , T
Wr = (vg, €1,07, ..., €0, 0y,) € R [u”,07].

Mostraremos que uTRg_lvT, através de modificacoes no passeio W, obteremos um novo passeio
no digrafo quociente, onde tal passeio pertencera a Rz_l[uT, v"]. Seja 0 < 7 < m o menor inteiro
tal que F(oW;) = k. Se j ndo existe, entao F'(¢W;) < k, portanto uTRlevT. Assuma que j
existe. Considere o subpasseio j_1Wj;1. Sabemos que F(oW;) = F(oW;—1)+€; e por suposicao
F(oW;) < k, segue que ¢; = 1. Analogamente obtemos que €j.;1 = —1. De onde concluimos
que ;_1Wj41 € um passeio em Rf [Vj—1, vjt1], isto &, ’Uj_lRfij, daf vJT-_l = v]T-H. Neste caso,

substituiremos o passeio W, pelo passeio
W = o(Wr)j1 - j+1(Wr)n.

Se ainda existir algum 0 < j' < [W’| tal que F(oW;/) = k, repetimos o procedimento acima.
Continuando dessa maneira e observando que j < j' < |W’|, obtemos um passeio pertencente a
R} | [u7,v"]. Como queriamos.

Reciprocamente, seja

— T T T
W = (ug, €1,ul, ..., €n, uy,)

um passeio no digrafo quociente tal que u € uj,v € uj, e W € R,j_l[ug,u;]. Por definicéo,
para cada 1 < j < n existem vértices uj_; € u}_; e uj € u tal que (uj_y,€;,u]) € um passeio

T ) T , . . . " __ !
em D e (ujfl,ej,uj) ¢ um passeio no digrafo quociente. Faca uy = u e u,, = v. Observe que

/
R

uj € uf, o que significa que u;Rfu’-’ .

para 0 < 57 < n, temos u 7 j

Para cada 0 < 5 < n, seja
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Wi e R [u}, us]. Portanto o passeio

W = WO (up, e1,ul) W (ul, e2,ul) ... W (), €n,ul) W™ € Ry [u, 0]

n—1»

Assim, concluimos que uR:v. Analogamente é provado para R, . O
Seja 7 uma particdo do conjunto V' D e considere a seguinte condi¢ao:

(%) para cada u,v € VD com (u7,v") € ED; existe ' € u™ e v' € v" tal que (u,v') e (u',v) sio

arestas de D.

Lema 4.2. Sejo D um digrafo e seja T uma particio do conjunto de vértice de D. Suponha que
D satisfaca a condicao (x). Entdo para cada k > 1 e cada u,v € VD temos que uTR:vT se, e

somente se, existe algum w € v” tal que uR:w, Um resultado andlogo vale para a relagao R, .

Demonstrac¢ao. Sejam u,v € VD e seja k > 1 um inteiro. Suponha que para algum w € v7,
temos que uR; w. Logo existe um passeio W € R} [u, w] e consequentemente, W, € R} [u”,w"].
Como v™ = w7, seque que W, € R [u™,v"]. Portanto, u" R v".

Reciprocamente, suponha que ’U,TR;:’UT e seja

T — — T
W = (U y €1, L1y oy €ny Ty €41,V )

um passeio em R,j [uT,v7]. Entao por hip6tese podemos encontrar sucessivamente representantes

x; €T; e w € v tal que
W = (u7 €1,T1,€2,T2, ~-~7€n;xn7€n+17w)

é um passeio em R} [u, w). O

Seja G um grupo agindo transitivamente sobre D e seja H um subgrupo normal de G.
Conforme visto no capitulo 2 (veja Teorema 1.6), as orbitas de H formam um sistema de impri-

mitividade 7 de G sobre V. D. O respectivo digrafo quociente D, serd denotado por Dy.

Lema 4.3. Seja D um digrafo e H < Aut(D). Entao a condi¢do (*) € satisfeita.
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Demonstragio. Seja H < Aut(D). Dai, para u,v € VD com ("u,” v) € EDy, por defini¢do,
existe a € Hu, b € v tal que (a,b) € ED. Dea € Huebc Hy existe z,y € H tal que,

a= "ueb= Yv. Logo,

1

(a,b) = (*uYv) € ED & * (*ufv) = (u,* Yv) € ED

1

(a,b) = (*u,Yv) € ED < yil(’“ﬁu,y )= (Y "u,v) € ED.

-1
T Uy, O

1
Agora basta tomar v/ = ¥ Tuev =

Corolario 4.4. Seja D um digrafo e H < Aut(D). Entao para cada k > 1 e cada u,v € VD
temos que HURZ' Hy se, e somente se, existe algum w € v tal que uRZw. Um resultado

andlogo vale para a relagio R, .
Demonstracao. Segue imediatamente dos Lemas 4.3 e 4.2. U

O seguinte resultado mostra que o expoente de um digrafo é limitado pelo expoente do seu
digrafo quociente. Lembrando que o expoente exp™ (D), de um digrafo D (veja pagina 29), é o
menor inteiro k > 1 tal que RT = R} e se RT # R; para todo k entdo exp™ (D) = co. Definicdo

similar para o expoente exp™ (D). .

Lema 4.5. Seja G um grupo agindo transitivamente sobre um digrafo D e seja H < G, tal que to-
dos subgrupos de H sdao normais em G. Entio expt™(D) < expt(Dg) + 1 e

exp (D) < exp  (Dpy) + 1.

Demonstragio. Provaremos o resultado para exp™ (D). Se expt(Dpy) = oo, nao ha o que
provar. Assim, assuma que exp'(Dpy) = k para algum inteiro k& > 1, dai mostraremos que

expt (D) < k+1.

Sejam u € VD e v € R (u). Considere a classe de equivaléncia B = R, (u) e a H-6rbita
de u, Hu. Pelo que ja foi mostrado, temos que estes conjuntos sdo blocos de imprimitividade

pela acdo de G sobre VD. Tome N = H{py, o estabilizador de B em H.

+

ry1-relacionados se eles perten-

Afirmacao 1: Dois vértices dentro da mesma H-orbita estdo R

cem a mesma N-6rbita.
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N

De fato, mostraremos inicialmente que Yu = HunB. Seja x € Nu, entdo x = "u, para algum

n e N. Como N < H segue que "u e Huedeuec Ben e N obtemos que "u € B. Portanto,
Na, € Hun B. Agora, suponha por contradicio que Fun B ¢ Na, ou seja, existe y € Tun B
tal que y ¢ Nu. Como y € u, entdo y = hu, para algum h € H \ N. Por outro lado, u € B
implica que "u € "B, assimy € "BN B e como B é um bloco segue que B = "B, logo h € N,

Ny = Hyn B. E do exemplo 1.9 temos que a

contradicdo. Portanto #un B C Nu. Logo
N-6rbita é um bloco de imprimitividade para G. Como por hipotese, N é um subgrupo normal
em (G, do Teorema 1.6, as N-6rbitas formam um sistema de blocos, e este coincide com o sistema
de blocos gerados pelo bloco Mu. Isto prova a afirmacio.

Primeiro mostraremos que exp® (Dy) < k. Suponha que ndo, entdo existe Yw € VDy tal
que Yw € R (Nu) \ Rf (Nu). Pelo Coroldrio 4.4 existe algum w’ € Nw tal que uR;_  w'.
Isto implica também pelo Corolario 4.4 que u R,J;rl Hap. Agora, como expt(Dy) = k, temos
R;H = RZ’ em Dy e segue que Hu € R;(Hw). Novamente pelo Corolario 4.4, existe z € Hw
tal que uR:z. Da transitividade de Rl—:+1’ segue que zR,":Hw’, pois uR:_Hw’ e uR,sz. Assim,

como w, 2 € H

w, segue da Afirmacdo 1 que Mz = N/, Como 2R} u temos 2z € R (Nu). Logo
Nw e R;(Nu), pois w' € Mw, uma contradicdo. Deste modo, concluimos que expt(Dy) < k.
Como vR*u segue que Nov € R: (Nu) em Dy, e pelo Corolario 4.4, existe algum = € Yo tal

que uR,:er. Como z,v e N

v e da afirmacdo, temos que ‘Tle_,’_lU. Segue entao da transitividade
que uRZ’HU. Como u e v sao arbitrarios, concluimos que expt (D) < k + 1.

De forma analoga, prova-se que exp™ (D) < exp™ (Dg) + 1. O

Trofimov e Seifter mostraram em [18] que o digrafo quociente de um digrafo com respeito a
R* e R~ podem ser descrito facilmente, como veremos a seguir. A demonstra¢ao do préximo

resultado pode ser encontrada em |[18], Corolario 2.7].
Corolario 4.6. Seja D um digrafo transitivo. Entdo as sequintes afirmacoes valem:

(a) O digrafo quociente D/R" é um dos sequintes digrafos: wm ciclo direcionado finito ou o
digrafo Z ou uma drvore infinita direcionada regular com grau de entrada 1 e grau de saida

mator do que 1.

(b) o digrafo quociente D/R~ é um dos sequintes digrafos: um ciclo direcionado finito ou o
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digrafo Z ou uma drvore reqular direcionada com grau de saida 1 e grau de entrada maior

do que 1.
Com isso, podemos provar o seguinte resultado:

Lema 4.7. Seja G um grupo agindo transitivamente sobre um digrafo D com expoentes exp™ (D)
e exp” (D) ambos finitos. Além disso, seja T o sistema de imprimitividade de G sobre VD
induzido pelas classes de equivaléncia com respeito & RT™ ou R™. Entao todo g € G que deiza

invariante pelo menos um bloco de T deiza invariante todos blocos de T.

Demonstragio. Por hipotese, exp™ (D) e exp (D) sao ambos finitos, logo pelo Corolario 3.10
segue que R = R~ dai o Corolario 4.6 implica que o digrafo quociente D, é um ciclo finito ou
um caminho direcionado infinito bilateral. Consequentemente, o tinico automorfismo de D, que
fixa um vértice é a identidade. Por outro lado, todo automorfismo g € G que deixa invariante
um bloco de 7, induz um automorfismo de D, fixando um vértice de D,. Como os vértices de
D, sdo os elementos de 7 entdo ¢ induz a identidade em D.. Isso implica que ¢ fixa todos os

blocos de 7. O

Observe que, pelo lema anterior, as classes de equivaléncias da relacio RT™ = R~ sao érbitas
para um subgrupo normal de G. De fato, seja H := G}, onde A ¢ um bloco de 7. Note que
A ¢ uma orbita para Gyay. Logo, basta mostrar que H ¢ normal em G, ou seja, g 'Hg = H,
para todo g € G. Seja h € H, pelo Lema 4.7 temos h € Gy} para todo g € G. Dessa forma,
é suficiente mostrar que Goa) = g 'Hg, para todo g € G. Seja z € Gga}, mostraremos que
r € g 'Hg, isto é, © = g 'yg para algum y € H. Seja u € A. Entdo *(%u) € 9A, assim
9y = 9v para algum v € A. FE isto implica que v = 9779y, Portanto x € g 'Hg. De forma

analoga, prova que g 'Hg C Goay. Como querfamos.

4.2 As relagoes RT e R~ em digrafos transitivos

Comegaremos com uma proposi¢ao sobre digrafo de Cayley de um grupo abeliano.

Proposicao 4.8. Seja G um grupo abeliano agindo transitivamente sobre um digrafo D. Entdo

expt (D) = exp™ (D) = 1.
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Demonstrag¢do. Pelo Corolario 2.10 D é um digrafo de Cayley de G. Tomando k& = 1 no Corolério

3.3, temos que para todo g € G

Rf(9) = g(S.57")

Ri(g9) = ¢(S7.9)

e lembrando que G é abeliano, logo S.5~! = S71S. Assim, temos que RT = Ry, e do Corolério

3.9 segue que Rt = R = R = R™. Portanto exzp™ (D) = exp~ (D) = 1. O

Note que um grupo abeliano é nilpotente de classe 1, entao serd que a proposicao acima
pode ser generalizada para grupos nilpotentes de classe 7 Sim, como podemos ver no préximo

teorema.

Teorema 4.9. Seja G um grupo nilpotente de classe r agindo transitivamente sobre um digrafo

D. Entio exp™ (D) = exp (D) <.

Demonstrag¢io. Primeiramente, mostraremos que expt (D) < r. A prova sera feita por indugao
sobre r. Se r = 1 entdo G ¢é abeliano, dai da Proposigao 4.8, expt (D) = 1.

Suponha agora que r > 2. Assim v,4+1(G) = [7-(G),G] = 1, isto implica que se tomarmos
H = ~,.(G) entao H esta contido no centro de G, consequentemente cada subgrupo de H ¢é
normal em G. Logo, do Lema 4.5, temos exp™ (D) < expt(Dy)+ 1. Agora, observe que o grupo
quociente % é nilpotente de classe r — 1 e age transitivamente sobre o digrafo quociente Dy (pois

G age transitivamente sobre D). Entao, por hipotese de indugdo, temos
+ _
exp”(Dy) <r—1,
consequentemente, pelo Lema 4.5,
+ +
exp’ (D) < exp”(Dp)+1 <.

De forma anéloga obtemos que exp™ (D) < r. Portanto, do Corolério 3.10, temos que expt (D) =

exp (D) <. 0
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O proximo exemplo mostra que a cota do teorema acima ¢ a melhor possivel, isto é, para
todo inteiro positivo r existe um grupo nilpotente G de classe r e um digrafo D, com G agindo

transitivamente sobre D tal que expt (D) = r = exp™ (D) vale.

Exemplo 4.10. Se r = 1 entio pela Proposigao 4.8, exp™ (D) = exp~ (D) = 1. Agora, para

r = 2. Considere, o grupo diedral

Dy = {f,a1,as|f* =ai = a3 =1, fa1 ' = a1a, fas = azf,a1as = azas).

Entao para o digrafo de D = Cay(Dy,S), onde S = {f, fa1}, claramente temos que
expt (D) = exp (D) = 2. Na verdade, este exemplo é o menor elemento da seguinte fami-
lia infinita.
Seja n > 1 um inteiro e seja G, o produto semidireto de um grupo elementar abeliano
% por um grupo ciclico Zon—1 dado por G, = (f,a1,az,as,...,a,) onde f é de ordem 2" %
0s a; sdo involugoes comutando com cada outro e fa;f~' = a;ai+1 para todo i, 1 < i <
n, enquanto f e a, comutam. Note que, se considerarmos S = {f, faiaz...an—1} obtemos
que (S'S™%) = (ay,as,...,a;) vale, para todo 1 < i < n, assim segue do Coroldrio 5.5 que
expt (Cay(Gp, S)) = n. Além disso, observe que vi(Gn) = {(a;, ajt1,--.,a,) vale para cada i,

2 <i<n-—1, consequentemente v,+1(Gp) = 1, portanto G,, é nilpotente de classe n.
O proximo exemplo mostra que o Teorema 4.9 nao pode ser generalizado para grupos soluveis.

Exemplo 4.11. O grupo Lamplighter L ¢ o produto entrelagado Zs U Z dado por

L = (a,t|a® [t™at™™,t"at "], m,n € Z)

Considere o digrafo de Cayley de L com respeito ao conjunto de geradores S = {t,at}. De acordo
0s resultados em [20] o digrafo de Cayley é o produto horociclico de duas drvores infinitas com
grau de entrada 1 e grau de saida 2 e tal produto é uma drvore regular com grau de entrada 2
e grau de saida 2 (veja [7]). Assim, do Ezemplo 5.11, seque que R* # R;, para todo inteiro

k > 1. Com isto, mostramos que o Teorema 4.9 ndo pode ser generalizado para grupos soliveis.

Mostramos no capitulo 3, que um digrafo D conexo, localmente finito e transitivo tem cres-

cimento exponencial se pelo menos um dos expoentes expt (D) ou exp™ (D) ¢ infinito. Conse-
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quentemente, estes expoentes sao finitos se D é um digrafo conexo, localmente finito, transitivo
e nao tem crescimento exponencial. Entao surge a seguinte pergunta:

Pergunta Serd que é possivel encontrar um limite para exp™ (D) e exp (D) que dependa so-
mente da tara de crescimento de D ou de certas propriedades de grupos agindo transitivamente
sobre D?

Mostraremos nos préximos resultados que isto é realmente possivel. Primeiramente, consi-
deraremos o caso em que um grupo G age transitivamente sobre um digrafo D tal que G possui
um subgrupo normal abeliano H agindo com um ntmero finito de 6rbitas sobre D, desta forma
obteremos uma cota superior para os expoentes, que dependa somente do ntmero de érbitas
de H sobre D. Depois, exploraremos alguns resultados mais gerais, agora supondo que H é
nilpotente de classe r, chegaremos & uma cota superior para os expoentes dependendo somente

do nimero de 6rbitas de H sobre D e de r. Inicialmente provamos alguns resultados auxiliares.

Lema 4.12. Seja D uwm digrafo conexo e G wm subgrupo transitivo de Aut(D) que contém
um subgrupo normal H 4 G com m orbitas sobre D, onde 1 < m < oo. Se para algum (e
consequentemente todo) u € VD o conjunto Rf(u) estd contido em Hu, entdo as sequintes

afirmagoes sao satisfeitas :

i) Para todo v € VD o conjunto R*(v) estd contido em Hv.

ii) O digrafo quociente Dy é um ciclo direcionado.

Demonstragio. Sejav € VD. Sem = 1, entdo H age transitivamente sobre D, isto &, VD = Hy

e segue que Rt (v) C v, Além disso, o digrafo quociente Dy tem somente um vértice, logo &
um ciclo trivial. Assuma agora que m > 2.

Para provarmos (i), mostraremos que R,‘f(v) C Hy, para todo v € VD, usando inducio sobre
k. Por hipétese R (v) € Huv, entdo o resultado vale para k = 1. Agora, seja k > 1 e suponha

que R (v) € v vale para todo j < k. Sejam w € R ;(v) e
W = (v0717v17"'77}n—1’_1’vn)

um passeio em Ryii[v,w]. Observe que o indicador ¢, = —1, caso contrario, terfamos que

F(oWp-1) = F(W) — ¢, = —1, absurdo. Suponha primeiro que para todo 0 < i < n temos
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F(oW;) > 0. Isto implica que lezvn,l pois

F(Wy_1)=F(W) —€ —¢€, =0.

Além disso, para todo 0 < j < n, F(1W;) € [0, k]. De fato, se para algum j, F'(;1/;) < 0, temos
que

FW;)=FuW;)+ea < -1

e segue que F(oW;) = 0, pois ¢Wj € R; [v,w], contradicdo. Agora, se F'(1W;) > k, para algum
j temos

F(O%):F(1Wj)+1>k+1

uma contradi¢ao. Portanto {W; € R,j [1,Up—1], como queriamos.

Por hipétese de inducgao temos que R:(Ul) - Hvl, logo vp—1 € Hyy, . Entdo existe h € H

h h

tal que v,—1 = "v1. Assim, ("o, vn_1) = ("vo, "v1) = "(vo,v1) € ED, pois (vo,v1) € ED.
Dessa forma, existe o passeio ("vg, 1,v,-1, —1,v,) e portanto vy € Rf (v,). Como por hipétese,
Rf (vn) € Huy, segue que "vg € Hv,,. Como v = vy e v, = w, concluimos que v € Hw. Sejam
i1,12, ...,it = n todos os indices satisfazendo 0 < iy < iz < ... < i e F(oW;;) = 0. Considere o
conjunto de subpasseios

P = {OWiu 11Wi27' ) it71Wit}'

Note que para cada W’ € P temos F(oW)) > 0, ou seja, W' satisfaz as hipoteses de W do caso

anterior. Assim, obtemos que

Vi, € Hv;vi2 S HUil; RS ONS Hvit_l.
Logo w € Hv. E isto prova (i).

Agora, provaremos (). Seja #v uma H-o6rbita. Como D é conexo e por hipétese D tem pelo
menos duas érbitas que sdo blocos de imprimitividade para G, existe uma H-orbita Hw # v tal
que (Hw, Hv) € ED. E portanto, pelo Lema 4.3 existe w’ € Hw tal que (w’,v) € ED. Observe
que o digrafo quociente Dy tem grau de entrada igual a 1. De fato, caso contrério, existe uma

H-orbita fu tal que (Hu, fv) € ED, onde "u # Hwe Hu# Hy . E do Lema 4.3, existe
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v € Hu tal que (u',v) € ED. Consequentemente, o passeio W = (w',1,v, —1,u/) pertence a
Rf[w',«/]. E de (i), temos que ' € Hw, uma contradigio. Além disso, Dy ¢ finito, pois s6

temos um ntmero finito de érbitas, e de D conexo, segue que Dy é um ciclo direcionado. O

Lema 4.13. Seja D um digrafo e seja G um subgrupo transitivo de Aut(D), tendo um subgrupo
normal abeliano H com m drbitas sobre D, onde 1 < m < co. Se para algum (e consequentemente

H

todo) u € VD o conjunto R} (u) estd contido em Hu, entdo

expT (D) = exp~ (D) < m.

Demonstragio. Provaremos que exp™ (D) < m. Se m = 1, entdo H age transitivamente sobre
D, e como H é abeliano segue do Corolario 2.10 que D é um digrafo de Cayley de H. Logo, pela
Proposicao 4.8, exp™ (D) = 1.

Assuma agora que m > 2. Seja A = H

u, para algum u € VD. Nosso primeiro passo
¢ construir um digrafo auxiliar D* com vértices A e aresta (w,v) sempre que existir em D
um passeio direcionado de comprimento m de w a v. Observe que a restricio de H a A
age regularmente sobre A, pois H é abeliano. Consequentemente, D* é um digrafo de Cay-
ley de um grupo abeliano (possivelmente desconexo). Portanto, da Proposi¢do 4.8 obtemos que
expt(D*) = 1.

Agora, seja vRTw, para algum v,w € VD. Mostraremos que vR,}}w. Por defini¢io de R™,

temos que szw para algum inteiro k£ > 1. Se k < m, néo hé o que provar. Assuma que k > m.

Pelo Lema 3.2, existe em Rﬁ [v, w] um passeio que é a concatenagao de passeios da forma

W = (U(b 171)17 teey 17Uk7 —1,’Uk+1, _17' AR _171)216)‘

Pela transitividade da relacao R;, basta mostrar que vo R\ vor. Seja t,r inteiros com 0 < r < m
e tais que k = tm + r. Note que se v; € Hwy entdo (Hvg, 1) seria um laco, uma con-
tradi¢ao pois, pelo Lema 4.12, Dy é um ciclo direcionado de comprimento m. Analogamente,
se vj € Hy; para algum j > 4, 0 < i < j < m — 1, entdo teriamos em Dy um ciclo de
comprimento I < m. Uma contradigao, pois pelo Lema 4.12, Dy é um ciclo direcionado de com-

primento m. Logo, vy, Huvi,..., "v,,_1 sdo as distintas m orbitas de H. Similarmente, po-
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demos mostrar que Uy, Vam, - - . , Vg pertencem a Hvg. Além disso, para j € {0,1,...,t}, temos
Vok—jm € RV (vjm) e pelo Lema 4.12 R* (vjy,) € vy, concluimos que vog, Vag—mms - - -, V2k—tm
H

também pertencem & “vg. Dessa forma, vo = hovo, Vi = Mg e vop_pm = Mg para algum

h,hi,ho € H.

hih

-1
Agora note que vy, = hlvo = 2 Vok_tm, 10gO

—1
W' = Wi . ("2 (o5 Wor))

—1 —1
hih hihy thyy,

é um passeio de vy até x = 2 Vo = Como oWy, é um passeio direcionado

de comprimento tm e (2p_mWak) € um passeio direcionado de comprimento tm e indicadores

. . N L . . —1
iguais & —1, segue que W’ & um passeio de R} [vg,z]. De H abeliano temos que z = hhy "1y,

—1 . N . .
hhs " (4 Wog—m) € um passeio de = & vop. B de tmWak—tm € R [V, vor] implica que

logo
—1 . o~ .

hhs " (tmWok—tm) € RF[z,v9x]. E da suposigio de 7 < m, obtemos que xR} voy,. Assim, vo R vy,

se, e somente se, voR! x.

Hy temos vg = Mwv para algum hg € H. Suponha que A = v, e entdo temos que

De vy €
W' corresponde & um passeio W* € Ry[hy, hlhg_lhho] em D* pois, por construcdo, uma aresta
de D* corresponde & um passeio direcionado de comprimento m em D . Como, exp™(D*) = 1
W* pode ser substituido por um passeio de Rf[ho, hlhglhhg], consequentemente W’ pode ser
substituido por um passeio de R} [vg, 2], logo xR;} vg, como querfamos. Portanto, v R} w.

Deste modo, R* C R} implica que expt(D) < m. Analogamente, obtemos que

exp” (D) < m, dai pelo Corolario 3.10 completamos a prova. O

Teorema 4.14. Seja D um digrafo. Seja G < Aut(D) um subgrupo transitivo tendo wm subgrupo
normal abeliano H agindo com m, 1 < m < 0o, drbitas sobre o conjunto de vértices de D. Entao

eap*(D) = eap~(D) < m

Demonstragio. Provaremos por indugao sobre m que exp™ (D) < m. Se m = 1 entdo H age
transitivamente sobre D, logo pela Proposi¢ao 4.8, exp™ (D) = 1. Agora, assuma que m > 2 e
suponha que a afirmagdo é valida para todo n < m e que H age com m o6rbitas sobre D. Se para
algum u € VD, temos Rf(u) C Hy, entdo o resultado segue pelo Lema 4.13.

Assuma agora que as classes de equivaléncias com respeito a Rf nao estao contidas nas H-

orbitas e considere o digrafo quociente D/Rf. Seja K o nucleo da agao de G sobre D/Rir e seja
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N = H—If = % a acao fiel induzida por H em D/Rf. Observe que, como as Rf—classes de
equivaléncia nao estao totalmente contidas nas H-6rbitas entao cada RT classe intercepta pelo
menos duas orbitas, logo N age com no méximo 3 oérbitas sobre D/ R{. Assim temos um grupo
abeliano normal N agindo com % < m 6rbitas, entdo por hipétese de inducao, exp™ (D/R{) < %

E pela Proposicao 4.1, obtemos

m + 2
2

expt (D) = exp(D/R)+1 < <m

pois m > 2. Analogamente, podemos mostrar que exp™ (D) < m. Portanto, exp™ (D) e exp~ (D)

sao ambos finitos, logo pelo Corolario 3.10, obtemos expt (D) = exp™ (D) < m. O
Finalmente, podemos provar o resultado principal deste capitulo.

Teorema 4.15. Seja G um grupo agindo transitivamente sobre um digrafo conexo D e seja
N < G um subgrupo nilpotente de classe r agindo com m drbitas sobre D, onde 1 < m < oo.

Entao exp™ (D) = exp™ (D) < m(r+1) — 1.

Demonstracao. Seja G um grupo agindo transitivamente sobre um digrafo conexo D eseja N J G
nilpotente de classe r agindo com m érbitas sobre D, onde 1 < m < oo. Inicialmente provaremos
que expt (D) < m(r + 1) — 1. A prova sera feita por indugao sobre m. Se m = 1, entao N
age transitivamente sobre D e como N ¢ nilpotente, segue pelo Teorema 4.9 que exp™ (D) < r.
Suponha agora que m > 2. Dividiremos em dois casos, dependendo da estrutura do digrafo

quociente Dy.

Caso 1 : O digrafo quociente Dy nao é isomorfo ao ciclo direcionado com m vértices, onde

m > 2.

Neste caso, segue pelo Lema 4.12 que para qualquer v € VD, o conjunto Rf(v) nao esta total-
mente contido em uma tinica 6rbita de N. Seja 7 o sistema de imprimitividade de G sobre D que
consiste das classes de equivaléncia com respeito & Rf’. Entao o grupo de permutacao G, indu-
zido pela acao de G sobre T age transitivamente sobre D,. Além disso, IV, age com no maximo
% Orbitas sobre D. Note também que N, ¢ nilpotente de classe no méaximo r, pois N, ¢ uma

imagem homomorfica de N. Dai, por hipétese de inducao obtemos que exp™ (D,) < 2 (r+1)—1
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e pela Proposicao 4.1 obtemos

expt (D) =expt(D;) +1< —(r+1)—1+1

| 3

Agora, como m > 2, temos F(r + 1) > 1, e segue que
expt(D) < %(T‘ +1)<m(r+1)—1.

Portanto, exp™ (D) < m(r +1) — 1.

Caso 2 Dy é isomorfo ao ciclo direcionado C' = (¢, ¢, ..., ¢p) com m > 2 vértices.
Seja 01,03, ...,0,, as distintas m oOrbitas de N sobre o conjunto VD correspondentes aos
vértices ci,ca,...,cm. Note que num ciclo direcionado nao hé lagos, logo nao existe aresta em

D que liga dois vértices que estdao na mesma orbita. Além disso, todas as arestas em D sdo
direcionadas de O; para O;11, 1 <1i < m, onde os indices sdo tomados moédulo m.

Afirmagao 1: Para1 <i<mewv € O, temos R (v) C O;

Pela transitividade de G em D ¢ suficiente provar a afirmagio para i = 1. Seja w € R*(v). Por
definicdo existe k£ > 1 tal que UR;'_U}, assim existe um passeio em R: [v,w] que é formado por

concatenagoes de passeios

W = (ug, L,u1,1,..., Liug,—1,..., =1, ugg).

Dessa forma basta provar que se ug € O1 entdo ugr € Op. Como as arestas em Dy estdo

direcionadas de O; para O;11 e nao existe aresta em um mesmo O; entao de ug a ug percorremos

k orbitas, e voltamos pelas mesma k oérbitas ao percorremos de upy1 até ug. Logo ugg € Oq.
Observe que se Rt | (v) = Oy, entdo da Afirmacio 1 obtemos que R*(v) C O; = R | (v)

logo exp™ (D) < m—1. Com isso, temos que considerar somente o caso quando uma R, _,-classe

estd propriamente contida em O;, para todo ¢, 1 < ¢ < m e para todo vértice v € O;.
Denotaremos por

e B, , 1 €1: classes de equivaléncias de R;;_l em O.

e P™ . conjunto formado por todos os passeios direcionados P = (vi,...,Un+1) em D, onde
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v; € Oj para 1l < j<me vy, €01,

e P~™: conjunto de todos passeios inversos de P™.

° R;Ll: conjunto de todos passeios que estdo contidos em R;fl[u,v], para alguns vértices
u,v € O1.

Sejam vy,vo € O; vértices tais que v{RTvs. Se v e vy estdo ambos contidos no mesmo
conjunto B, , ¢ € Z, entdo v1 R, v2, e como (m — 1) < m o resultado segue. Agora, suponha
que v1 € B, e va € B,,, com 1 # t2. Seja D’ o digrafo que tem como conjunto de vértices o
conjunto Z e aresta (i1, t2) sempre que existir um passeio P € P™ com vértice inicial em B,, e
vértice final em B,,. Observe que em geral o digrafo D’ nao é localmente finito, pois podemos
ter infinitos tais caminhos. No entanto, do fato de N ser transitivo em O7 entao temos que N
induz um grupo transitivo agindo sobre D’ que ¢ nilpotente de classe no maximo 7. Assim, o
Teorema 4.9 implica que exp™ (D) < r.

Por defini¢ao, temos le:vg para algum k > 1 e segue do Lema 3.2 que existe um passeio

em R: [v1, v9] formado por concatenagoes de passeios da forma

W = (ug,1,...,uk, —1,..., =1, uo).

+

Pela transitividade de Rt basta mostrarmos que ugR
m(r+1)—

(Uzk. Assim, escrevendo k = mt+r’,
ondet,r’ € ZT er’ < m, fica claro que W ¢é um passeio formado pela concatenacio de t caminhos

de P™, seguido por um passeio de 72;%71 e entdo ¢ passeios de P~

Sejam ug, uy, ..., U1 0s vértices de W, contido em O1, obtidos nessa ordem ao percorremos
W. Assim, ug, u1, ..., uz—1 $a0 as origens dos caminhos de P™, enquanto o vértice u; € o vértice
inicial do passeio de R;A e 0s vértices ui1, Urts, --., U2 SA0 as origens dos caminhos P~

Logo W é definido por

‘ ~ N *
W = (UO, 1, ceey l,ul, 1, ey 1,U,Q, 1, ceey 1,'LLt).W -(ut+17 —1, ey —1,ut+2, —1, ceey —I,U,QH_l)
N——r N’

m m

onde o passeio W* € R,;;il[Ut,Ut+1], up = v1, Ugr1 = v2, deste modo temos que W €
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RnJr@ter—l[Ulv v9]. Consequentemente W da origem a um passeio W’ em D’ dado por
/ / / !/ / / /
W= (19, 1,01, 109, 1,00 L g, Lty =1 g0, =1, 000, =1, 09 )

onde para cada ¢ temos que u; € BL; (observe que u; € BLQH = BL;, pois utR;;_lutH). Note
que W' € R/ (1), th,,1] logo, como exp™(D') < r entdo podemos substituir W’ por um passeio
de R/ [i)),th] e consequentemente podemos substituir W por um passeio de R;(rﬂ)il[uo,qu].
Portanto, entao expt (D) < m(r+1) — 1.

De forma anéloga obtemos que exp™ (D) < m(r + 1) — 1. E o Corolario 3.10 implica que

expt (D) = exp™ (D) <m(r+1) — 1. O

Corolario 4.16. Seja G um grupo finitamente gerado, seja N um subgrupo normal nilpotente
de indice finito m em G e seja D o digrafo de Cayley de G com respeito a algum conjunto finito
de geradores S. Entao exp™ (D) = exp (D) < m(r+1)—1 vale, onde r é a classe de nilpoténcia

de N.

E natural perguntar se esta cota ¢ a melhor possivel ja que todos exemplos conhecidos, de

fato satisfazem exp™ (D) = exp™ (D) < mr. Assim, temos o seguinte problema.

Problema 4.1. E verdade que exp™ (D) = exp~ (D) < mr vale para todo digrafo de Cayley dos

grupos descritos no Coroldrio 4.16%

4.3 Observacoes finais

Concluiremos este trabalho com as seguintes observacoes. Seja G um subgrupo de Aut(D)
agindo transitivamente sobre um digrafo D com expoentes exp™ (D) e exp™ (D) ambos finitos.
Conforme observado apés a demonstracdo do Lema 4.7: as classes de equivaléncias da relacgao
RT™ = R~ sao orbitas de um subgrupo normal de G. Portanto, se esta relacao nao ¢ universal
e se o digrafo tem grau de entrada ou grau de saida pelo menos 2 (de forma que as classes
tenham pelo menos dois elementos), entdo este subgrupo normal de G é proprio e nao-trivial.
Consequentemente, se G é simples, a relagio R™ = R~ é universal em D. Conforme mostrado
no Teorema 3.21, um digrafo transitivo, infinito, conexo e localmente finito D tem crescimento

exponencial se pelo menos um dos expoentes exp™ (D) ou exp™ (D) ¢é infinito. Neste momento
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relembramos o seguinte problema da teoria combinatoéria de grupos (veja [2]), originalmente

proposto por R. I. Grigorchuk.
Problema 4.2. Todo grupo simples, infinito e finitamente gerado tem crescimento exponencial?

A seguinte proposi¢io nos permite entdo formular uma conjectura que relaciona intimamente

este problema com relacoes de alcance.

Proposicao 4.17. Se um grupo simples infinito finitamente gerado G nao possui crescimento
exponencial, entdo para todo conjunto finito S de geradores de G existe um inteiro finito ks > 1,

tal que R,‘; = R, ¢ universal em Cay(G, S).

Demonstra¢do. Seja S um conjunto finito de geradores de G e seja D = Cay(G,S). Entao D
é¢ um digrafo conexo, infinito e localmente finito. Como G n#o tem crescimento exponencial,
segue do Teorema 3.21, que os expoente exp™ (D) e exp™ (D) sdo ambos finitos. Pelo Lema 4.7,
expt (D) = exp™ (D), segue que existe ks > 1 tal que RJFS = R, Pela simplicidade de G, temos

pelo Lema 4.7 que R,:FS = R, ¢ universal. 0l

Conjectura 4.1. Seja G um grupo simples, infinito e finitamente gerado. Entdao existe um
conjunto finito de geradores S de G tal que para o digrafo de Cayley D de G com relacdo a S

uma das sequintes condicoes € satisfeita:

(a) Pelo menos um dos expoentes exp™ (D) ou exp™ (D) € infinito e portanto D tem crescimento

exponencial.

(b) Ambos os expoentes exp™ (D) e exp™ (D) sdo finitos e as relagdes de alcance R* e R~ ndo

sao universal sobre D.

Suponha que a conjectura seja valida e seja G um grupo simples infinito finitamente gerado.
Pela conjectura, existe S C G um conjunto finito de geradores tais que D = Cay(G, S) satisfaz (a)
ou (b). Se (a) é satisfeita entdo D tem crescimento exponencial (e portanto, G tem crescimento
exponencial). Agora suponha que (b) seja satisfeita e suponha, por contradicdo que D néo
tenha crescimento exponencial. Entdo, pela Proposicao 4.17, existe k > 1 tal que R} = R,

¢ universal (porque vale para todo Cay(G,S) entdo vale para todo D). Portanto Rt = R~ ¢
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universal (porque se R,j nos da todo VD e R,j C R, entdo ¢ claro que R sera universal). Uma
contradicdo. Segue que D tem crescimento exponencial.
Portanto, se a Conjectura 4.1 é valida entdo obtemos uma resposta positiva para o Problema

4.2 de Grigorchuk .
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