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Os senhores todos conhecem a
pergunta  famosa  universalmente
repetida: "que livro escolheria para
levar consigo, se tivesse de partir
para uma ilha deserta?”". Vém os
que acreditam em exemplos céle-
bres e dizem naturalmente: "uma
historia de Napoleao”. Mas uma
ilha deserta nem sempre é um exilio.
Pode ser um passatempo.

O Livro da Solidao, Cecilia Meireles.
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Resumo

Neste trabalho mostramos a existéncia de subgrupos livres em grupos finita-
mente apresentados com mais geradores do que relagoes, e cujo posto coincide
com a deficiéncia da apresentacao correspondente. Apresentamos a demons-
tracao no caso abstrato utilizando a imersao de Magnus e imersoes de anéis
de grupos em anéis com divisao, e no caso pro-p, indicando as modificagoes
e introduzindo o conceito de filtragao. Também mostramos como o primeiro
caso pode ser deduzido a partir do segundo utilizando completamento pro-p.

Palavras-Chave: grupos finitamente apresentados, grupos livres, grupos
pro-p.



Abstract

In this work we show the existence of free subgroups in finitely presented
groups with more generators than relations, and such that its rank is equal
to the deficiency of the corresponding presentation. We present the proof
in the abstract case using the Magnus embedding and embedding of group
rings in skew-fields, and in the pro-p case, indicating the modifications and
introducing the concept of filtration. We also show as the first case can be
deduced from second case using the pro-p completion.

Keywords: finitely presented groups, free groups, pro-p groups.
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Introducao

Na Teoria de Grupos, a ferramenta classica que permite definir um grupo
de modo breve e inteligivel é chamada apresenta¢ao, que identifica-o a partir
do conjunto de seus geradores e de um outro conjunto que descreve igual-
dades entre seus elementos, ditas relagoes. Por esta razao, investigagoes tém
sido desenvolvidas tendo hipoteses relacionadas a cardinalidade destes dois
conjuntos, quando finitos.

Nao obstante, ressaltamos que, quando interpretados adequadamente,
estes apontamentos também inspiram investigacoes em um universo
particular na Teoria de Grupos, chamado de Grupos Profinitos, os quais
foram concebidos originalmente como grupos de Galois de extensoes algébri-
cas de corpos. Equivalentemente, eles podem ser definidos como limites in-
versos de grupos finitos. Assim, estas investigagoes surgem como tentativa
de reproduzir propriedades de uma classe conveniente de grupos finitos por
"passagem ao limite", como o caso especial dos grupos pro-p (definidos como
limite inverso de p-grupos finitos).

O objetivo principal desta dissertacao é apresentar as demonstragoes dos
seguintes resultados dados por John S. Wilson em [15]:

Teorema Principal (Caso Abstrato) Seja G um grupo que tem uma
apresentacao com n geradores 1, xs, ..., T, € m relagdes ri,ry, ..., Ty, onde
n > m, e seja Y um conjunto qualquer de geradores de G. Entao existem
n —m elementos de Y que geram livremente um subgrupo livre de G.

Teorema Principal (Caso Pro-p) Seja G um grupo pro-p que tem a-
presentagao (como grupo pro-p) com n geradores 1, Zs, ..., T, ¢ m relagdes
r1,T2,...,Tm, onde n > m, e seja Y um conjunto qualquer de geradores
topologicos de GG. Entao existem n — m elementos de Y que geram livre-
mente um subgrupo pro-p livre de G.
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As suas demonstragoes ancoram-se

i) na Algebra Linear, considerando-se espagos vetoriais sobre anéis com di-
visdo (& direita);

i1) na imersao de Magnus.

A linha do tempo destes resultados tem inicio por volta de 1930, quando
Magnus [5] publicou seu Freiheitssatz, que é essencialmente o Teorema Prin-
cipal (Caso Abstrato) onde Y = {x1,29,...,2,} e m = 1. Em 1978, Ro-
manovskii [10] generalizou a hipétese de Magnus onde Y = {z1,z9,...,2,}
e m é qualquer inteiro menor do que n, e em 1986 obteve em [11] o Teorema
Principal (Caso Pro-p) de modo independente e utilizando um complicado
argumento indutivo.

A partir das contribui¢oes de Romanovskii, em 2004, Wilson [14] deduziu
o Caso Abstrato do Teorema Principal do Caso Pro-p utilizando completa-
mento pro-p. Apresentamos esta demonstracao na Secao 4.1. O desfecho
desta cronologia da-se conforme uma publicagdo de Wilson [15], onde as
provas do Caso Abstrato e do Caso Pro-p do Teorema Principal foram ela-
boradas de modo direto e correlacionado. Apresentamos estas demonstragoes
na Secao 2.3 e na Sec¢ao 4.3, respectivamente.

Dispusemos esta dissertacao em 4 capitulos.

No Capitulo 1, definimos grupos livres e grupos abelianos livres, e sele-
cionamos alguns resultados que descrevem suas propriedades basicas. Defini-
mos também a apresentacao de um grupo por meio de geradores e de relagoes
e selecionamos alguns resultados sobre grupos que tém uma apresentacao
finita. Além disso, encerramos o capitulo apresentando um resultado dado
por Magnus que tem correlagdo com o Teorema Principal (Caso Abstrato).
Seguimos [3], [9] e [12] como referéncias.

No Capitulo 2, introduzimos alguns resultados sobre derivacoes, sobre
a imersao de Magnus para grupos abstratos e sobre a imersao de anéis de
grupos em anéis com divisao. Além disso, apresentamos a demonstracao do
Teorema Principal (Caso Abstrato). Seguimos [15] como referéncia.

No Capitulo 3, selecionamos algumas defini¢goes da Topologia Geral e
destacamos alguns resultados que descrevem propriedades béasicas de es-
pacos topologicos. Definimos também grupos pro-p via limite inverso e sele-
cionamos resultados sobre o completamento pro-p, sobre grupos pro-p livres
e sobre grupos pro-p que tém uma apresentacao finita. Por fim, encerramos
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o capitulo definindo médulos profinitos, médulos profinitos livres e algebras
de grupo completas e comentando alguns resultados que descrevem suas pro-
priedades. Seguimos [6], [8] e [13] como referéncias.

No Capitulo 4, apresentamos uma nova demonstracao para o Teorema
Principal (Caso Abstrato) via completamento pro-p. Introduzimos também
alguns resultados sobre a imersao de Magnus para grupos pro-p e sobre fil-
tragoes. Além disso, apresentamos a demonstracao do Teorema Principal
(Caso Pro-p). Seguimos [14] e [15] como referéncias.
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Capitulo 1

Grupos Livres e Apresentacao de
Grupos

O objetivo deste capitulo é conduzir o leitor ao entendimento de especifici-
dades importantes dos grupos livres e da apresentacao de um grupo, os quais
ambientam o estudo pretendido neste documento.

O tratamento empregado tem inclinagao preliminar, sobretudo, referente
ao Capitulo 2. Entretanto, além deste viés, introduziremos também alguns
apontamentos inerentes aos conceitos supracitados que julgamos serem opor-
tunos para fermentar nossa discussao, apesar de nao menciona-los posterior-
mente. Dentre eles, destacamos um limitante para a deficiéncia de um grupo
(dado em fungao do Multiplicador de Schur) e os Teoremas de Hall (que
ajudam a responder a questao se grupos finitamente gerados sao finitamente
apresentados) e de Magnus (que comporta-se como um caso especial do nosso
principal resultado).

Este capitulo foi elaborado a partir da leitura de Johnson [3], Robinson [9]
e Rotman [12], e é assumido o conhecimento basico da Teoria de Grupos por
parte do leitor. Para consultar estes conceitos e resultados basicos, indicamos
a referéncia Isaacs [2].
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1.1 Grupos Livres e Grupos Abelianos Livres

1.1.1 Grupos Livres

Sejam X um subconjunto nao vazio de um grupo F e 6 : X — F uma
funcao. Entao F' é dito livre sobre X se a seguinte propriedade universal
¢é satisfeita: para qualquer grupo G e qualquer funcao o : X — G, vista
como aplicacao entre conjuntos, existe um tinico homomorfismo de grupos
b F— G tal que B0 = «, isto é, se o seguinte diagrama comuta:

Com a notacao acima, a funcao 6 : X — F é necessariamente injetiva.
De fato, suponha que 0(z1) = d(x2), mas z; # x2. Vamos considerar agora
um grupo G, com |G| > 2, e g1,92 € G distintos e tais que a(x;) = g1 e
a(xg) = go. Entao (80)(x1) = (B0)(x2). Portanto, a(zy) = a(xz), ou seja,
g1 = g2; uma contradi¢ao com a hipotese.

Além disso, a existéncia de grupos livres nao é um fato 6bvio. De modo
geral, a sua construcao se da conforme a definicao de uma relagao de equi-
valéncia sobre o conjunto cujos elementos sao escritos como uma justaposicao
finita de elementos de X, que ¢é a ideia por tras da demonstracao do teorema
abaixo.

Teorema 1.1.1 Se X € um conjunto nao vazio, entao existem um grupo F
e uma fungdo 6 : X — F tais que F € livre sobre X e F' = (Imd).

Demonstracao: Consultar Robinson [9], Teorema 2.1.1. u

Sendo 0 injetiva, podemos considera-la sem perda de generalidade como
sendo a inclusdo. Neste caso, identificaremos X com sua imagem 6(X), e
portanto assumiremos que F' = (X). Diremos também que X é uma base
livre (ou conjunto de geradores livres) de F.

Corolario 1.1.2 Todo grupo é quociente de algum grupo livre.
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Demonstracao: Sejam G um grupo e X = {z, | ¢ € G} um conjunto.
Assim, o : X — G dada por z, — ¢ ¢é bijecao. Neste caso, considerando
F' o grupo livre sobre X, temos que existe um homomorfismo sobrejetivo
¢ : ' — G (estendendo «), e assim G = F/ker. u

Conforme o Teorema 1.1.1, estabelecemos a existéncia dos grupos livres.
A seguir, mostraremos no Teorema 1.1.3 que eles sao determinados pela car-
dinalidade do seu conjunto de geradores livres. Para tanto, ¢ oportuno es-
clarecermos que se F' ¢ livre sobre X, entao podemos realizar a associacao
biunivoca abaixo, para qualquer grupo G.

Homomorfismos PN Aplicagoes
de FFem G de X em G

Com efeito, dado um homomorfismo de F' em G, podemos exibir uma
aplicagao de X em GG tomando-se, por exemplo, a sua restrigao. A reciproca
deste fato e a injetividade da associagao acima decorrem imediatamente da
propriedade universal na defini¢cao de grupo livre.

Teorema 1.1.3 Sejam F livre sobre X1 e Fy livre sobre Xo. Entao Fy = Fy
se, e somente se, X1 e Xy tém a mesma cardinalidade.

Demonstracgao: Suponha ¢ : X; — X, uma bijecao. Entao ¢ determina
uma aplica¢ao de X; em F; (que por simplicidade também sera indicada por
¢). Assim, existe um tnico homomorfismo ¢ : F; — F, estendendo ¢.
Analogamente, a inversa ¢! : X5 — X, de ¢ também determina um tnico
homomorfismo ¢* : F, — F} estendendo ¢! : Xy — F}.

Fl' """"" o >F2 F2 """"" ('Z'S* """"" >F1
Xl X2

A composicao ¢*¢ : F; —> I} é um homomorfismo tal que

¢*d(z) = ¢*(p(x)) = ¢~ p(z) = Idp, (v)

16



para todo = € X;. Neste caso, ¢*¢ estende a inclusao de X; em F;. Uma vez
que esta extensao € nica, temos que ¢*¢ = Idp,. Analogamente, pp* = Idp,,
donde concluimos que ¢ é isomorfismo e F} = Fj.

Reciprocamente, suponha F; = F,. Conforme foi discutido, os homomor-
fismos de F; em G estao em correspondéncia biunivoca com as aplicagoes
de X; em G, para todo grupo G. Em particular, para G = Z, tem-se 21X/
homomorfismos de F} em Z,. Agora, denotando por Hom(F;, Zs) o conjunto
de todos os homomorfismos de F; em Z,, para ¢ = 1,2, ressaltamos a seguinte
igualdade

’ Hom(Fl,Zg) |:| HO’ITL(FQ, ZQ) |

pois F| = F,. Assim, este niimero é invariante por isomorfismos de Fi. Neste
caso, temos em especial 2/%1l = 212l e portanto | X; |=| X |. |

Definimos o posto de um grupo livre como sendo a cardinalidade de uma
base livre. Assim, o teorema anterior além de determinar a unicidade dos
grupos livres sobre um conjunto, a menos de isomorfismo, esclarece também
que o seu posto nao depende da escolha da base, e portanto esta bem definido.

Teorema 1.1.4 (Nielsen-Schreier) Todo subgrupo de um grupo livre € livre.

Demonstracao: Consultar Rotman [12], Teorema 11.44. |

Se F' é um grupo livre e H < F, em geral, nao podemos garantir que
o posto de H é menor do que o posto de F. Na verdade, muitas vezes
ele se comporta de maneira completamente inesperada. Por exemplo, se
F tem posto 2, o seu subgrupo comutador F” tem posto infinito (Rotman
[12], Teorema 11.48). O teorema abaixo nos da condi¢oes em que podemos
determina-lo.

Teorema 1.1.5 Se F' é um grupo livre de posto finito n, e H € um subgrupo
de indice finito m, entdo H tem posto igual a m(n — 1) + 1.

Demonstracao: Consultar Rotman [12], Teorema 11.45. |

Um grupo G é dito ser projetivo se dados um epimorfismo 5 : B — C
e um homomorfismo « : G — C, para quaisquer grupos B e C, existe um
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homomorfismo v : G — B tal que vy = «a, isto é, se o seguinte diagrama
comuta:

G

P .

B C

B

Apesar de ser concebido como uma propriedade basica dos grupos livres
(que ¢é evidenciado na proposigdo a seguir), este fato terd lugar sutil, mas
esclarecedor, durante a demonstracao do nosso principal resultado.

Proposicao 1.1.6 (Propriedade Projetiva dos Grupos Livres) Todo
grupo livre € projetivo.

Demonstragao: Sejam F, B e C' grupos, com F livre sobre um conjunto
X, a: F — Cep: B — C homomorfismos, com [ sobrejetivo. Dado
x € X, podemos encontrar b, € B tal que a(x) = (b,). Assim, defina um
homomorfismo v : F — B por meio da relagdo v(x) = b,, e observe que
estd bem definida. Entao (5v)(z) = (b,) = a(z), e portanto Sy = «. |

1.1.2 Grupos Abelianos Livres

Um grupo abeliano F' é um grupo abeliano livre se F' é uma soma direta
de grupos ciclicos infinitos, ou seja, se existe um subconjunto X C F' de
elementos de ordem infinita, chamado de base livre, com F = @ __,(x). Se
X = @, definimos F' = 0.

Observe que se F' é um grupo abeliano livre sobre X, entao cada elemento
g € F tem tnica expressao da forma

9= Zmzx7

zeX

reX

com m, € Z e m, # 0 apenas para um numero finito de indices de x. Observe
também que (X) = @, ¢ (r) = F. Ademais, grupos ciclicos infinitos estao
na intersecao dos grupos abelianos livres com os grupos livres.

Teorema 1.1.7 Sejam F um grupo abeliano livre com base X, G um grupo
abeliano arbitrario e f : X — G wma fungao. FEntao existe um unico
homomorfismo ¢ : FF — G estendendo f.

18



Demonstragao: Se g € F, entao a unicidade da expressao g = Yy m,7,
onde m, # 0 somente para um nimero finito de indices de X, mostra que
¢ : F — G dada por ¢(g) = > .x Mo f(x) estd bem definida. Ademais,
¢ homomorfismo e estende f. Agora, se ¢ : F — G é um homomorfismo

com as mesmas propriedades de ¢, entao eles sao iguais pois coincidem numa
base de F. ]

O teorema anterior esclarece que os grupos abelianos livres sao os grupos
livres na categoria dos grupos abelianos. Portanto, convidamos o leitor a
interpretar o conceito de posto e enunciar o Corolario 1.1.2 (Rotman [12],
Corolario 10.12) e o Teorema 1.1.3 (Rotman [12], Teorema 10.14) no con-
texto desta categoria. De modo especial, aqui podemos provar que o posto
respeita a hierarquia na estrutura de grupo (isto é, subgrupos tém posto
menor ou igual ao posto do correspondente grupo), representando portanto
uma particularidade do Teorema de Nielsen-Schreier para grupos abelianos
livres (Rotman [12]|, Teorema 10.18).

Proposicao 1.1.8 ie F é um grupo livre sobre X, entdao F/F' é um grupo
abeliano livre sobre X = {xF" | v € X}.

Demonstracao: Considere A um grupo abelianoe f : X — A uma funcao.
Defina agora f : X — A por x — f(xF"). Como F é livre sobre X, entdo
existe um homomorfismo ¢ : ' — A estendendo f. Uma vez que F'/kerp
¢ isomorfo a um subgrupo de A, que é abeliano, entao [’ < kerp e assim o
homomorfismo @ : F'/F" — A dado por wF’ — ¢(w) esta bem definido, e
estende f. De fato, tem-se

P(aF) = ¢(z) = f(z) = f(zF")

para todo r € X.

Vamos mostrar agora que @ é tnico com esta propriedade.

Suponha 6 : F/F’ — A um homomorfismo satisfazendo 0(z[F"’) =
f(xF"). Se 7w : F — F/F' ¢ o epimorfismo natural, entdo a composicio
Or : F — A é tal que

b(r(z)) = 6(@F") = F(xF') = B(n(2)).

Portanto, § e 3 coincidem em 7(X) = X; e como 7 é sobrejetiva e X é uma
base livre de F', entao 6 = . ]
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O Lema abaixo caracteriza os grupos abelianos livres de acordo com a
propriedade projetiva.

Lema 1.1.9 Um grupo abeliano € projetivo se, e somente se, € abeliano livre.

Demonstragao: Suponha G projetivo e considere um epimorfismo
a: F — G, onde F' é um grupo abeliano livre. Aplicando a propriedade
projetiva, obtemos um homomorfismo 5 : G — F tal que a8 = Idg. Se
g € Kerp, entao g = a(8(g)) = (1) = 1, e portanto Kerf = {1}. Assim,
G = Imp < F, donde concluimos que G é abeliano livre.

A reciproca é idéntica a Proposicao 1.1.6. [

Proposicao 1.1.10 Se G ¢ um grupo abeliano e H é um subgrupo tal que
G/H ¢€ abeliano livre, entao G = H @ K para algum subgrupo K.

Demonstracio: E conveniente utilizarmos aqui a notacdo aditiva. Sejam
F =G/H e a: G — F o homomorfismo candénico. Como F' é projetivo,
existe um homomorfismo 3 : F' — G de sorte que aff = Idp. Se g € G, entao
a(g — Bla(g))) = alg) — a(g) = 0, e portanto g — B(a(g)) € kera. Logo,
g=g9—B(alg)) + B(alg)) € kera+ Imp, e assim G = kera + Imf. Além
disso, se g € kera N Imp, entao g = [(z) para algum = € F. Portanto,
x = «a(f(x)) = 0, donde g = 0, e assim kera N Imp = {0}. Entdo G =
kera @ Imp. Por fim, H = kera. [

Proposicao 1.1.11 Todo grupo abeliano finitamente gerado livre de tor¢ao
¢ abeliano livre.

Demonstracao: Consultar Rotman [12], Teorema 10.19. u

Teorema 1.1.12 (Teorema Fundamental) Se A é um grupo abeliano fini-
tamente gerado, entio A = T & B, onde T € finito e B € abeliano livre de
posto finito.

Demonstragao: Consultar Rotman [12], Teorema 10.20. |

Vamos denotar por

d(A)

o ntimero minimo de geradores de A, e por
p(A)
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o posto de B (considerando a notagao do teorema anterior).
As observacoes a seguir exprimem propriedades basicas destes ntimeros.
Faremos mencao a elas durante a Secao 1.2.3.

Observagao 1.1.13 Se A é um grupo abeliano finitamente gerado (como
acima), entao um conjunto de geradores para A contém um subconjunto que
gera uma copia isomorfa de B. Portanto, tem-se p(A) < d(A). Ademais,
p(A) = d(A) se, e somente se, A € livre; e p(A) = 0 se, e somente se, A €
de torcao.

Sejam Gy, Go, ..., G, grupos ciclicos. Para cada i € {1,2,...,n}, denote
por 1; o elemento neutro de G; e considere g; € G; tal que G; = (g;). Entao
G = Gy xGyXx---x(GE, € um grupo abeliano finitamente gerado e os elementos

(917 1g,13,..., 1n)7 (11,92, I3,..., 1n)7 S (117 1o, 13, ... 7gn)

constituem um conjunto gerador para G.
Sejam agora m € N, com m > 2, e GG; = C,, um grupo ciclico finito de
ordem m, para todo i € {1,2,...,n}, isto &, G = C,, x --- x Cy,. Observe

-

que | G |= m". Pelo que observamos acima, devemos ter d(G) < n. Supondo

agora d(G) = k < n, tomemos {hy, hs,...,hx} um conjunto gerador de G
com exatamente k elementos. Como o(h;) < m para todo i € {1,2,...,k},
temos

| G |< o(hy)o(hy) - - o(hy) < m* < m™,

um absurdo. Assim, devemos ter d(G) = n.
Por analogia, denotando por Z" o produto direto Z x --- x Z de n copias
—_——

do grupo aditivo dos inteiros Z, temos que d(Z™) < n. Suponhamos agora
que d(Z™) < n. Tomando o subgrupo N = (2Z)" de Z", temos Z" /N = Z} e
assim d(Z%) < d(Z") < n. Mas pelo que mostramos, deveriamos ter d(Z}) =
n, o que nos da uma contradigao. Logo, d(Z") = n.

Observagao 1.1.14 Se A e B sao grupos abelianos finitamente gerados,
com B livre, entao d(A @ B) = d(A) + d(B).

Temos que A® B = Zg, X L, X -+ X Lg, X Z™, onde n,m > 0, d; divide

diy1 para todo i € {1,2,...,n—1}, e d; > 2. Temos que d(A® B) = n+m.
De fato, é imediato que d(A @ B) < n + m. Considerando agora p um
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divisor primo de d; e H; o subgrupo de Z,4, tal que | Z4, : H; |= p, para
ie{l,2,...,n}, temos

ZdlxdeX...deanmg n+m
Hy x Hy x -+ x Hy, x pZm P

Assim, se N = Hy x Hy X - -+ X H,, x pZ™, entao d(A® B/N) = n+m. Logo,

n+m=dA®B/N)<dA® B)<n+m,
e portanto d(A @& B) = n +m.

Observagao 1.1.15 Se A € um grupo abeliano finitamente gerado e H < A,
entao p(A) = p(A/H) + p(H).

Se A ¢ de torgao, entdo identifica-se p(A) = p(A/H) = p(H) = 0. Neste
caso, suponhamos que A tem uma parte livre. Nos resta entao analisar a
estrutura de H. Se H ¢ de torcao, entao p(H) =0 e p(A/H) = p(A). Se H
tem uma parte livre é imediato que p(A/H) = p(A) — p(H).

1.2 A Apresentacao de um Grupo

1.2.1 Geradores e Relacoes

Mostramos anteriormente que todo grupo G pode ser obtido como imagem
de um grupo livre F' sobre um epimorfismo 0 : ' — G, ou seja, G = F/R
com R = kerd. Neste contexto, dizemos que § é uma apresentacao de G, e
utilizamos a notacao

G=(X]89)

onde X é um conjunto de geradores livres de F' ¢ S C F ¢é tal que St = R
(isto é, R é gerado como subgrupo normal por S). Quando for conveniente,
por razao de organizacao observacional, utilizaremos a notacao

R— F — G.

Os elementos de X sao ditos geradores e os elementos de R sao ditos
relagoes definidoras (ou simplesmente relagoes) da apresentagao.

Neste sentido, cometemos o abuso de notacao de nos referirmos aos ele-
mentos de X e de S como elementos de G (subentendendo-se a sua identifi-
cagao). Observe que as relagoes de G sao os elementos de F' que determinam
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de modo nao trivial a identidade de G. Observe também que a apresentagao
de um grupo nao é tnica pois depende da escolha dos conjuntos X e S. Ape-
sar disso, ela pode ser entendida como uma maneira breve de especificar um
grupo. Vejamos alguns exemplos.

Se F' é livre sobre X, entao F' nao possui relagoes definidoras, e por este
motivo usamos a notagao F' = (X | @).

Os grupos ciclicos infinitos (os quais sdo copias isomorfas de Z) coincidem
com os grupos abelianos livres de posto 1. Portanto, uma apresentacao para
Ze 2 7/6Z ¢ (x| 2%). Observe também que Zg = Zy X Zs, ¢ assim podemos
apresenta-lo por (a, b | a?, b3, [a,b]), onde o comutador de a e b foi introduzido
no conjunto de relagoes para exprimir o fato de que suas imagens comutam.

O grupo dos quatérnios tem geradores = e y e relacoes definidoras z* = 1,
22 = y? e y oy = 27!. Para maior aprofundamento e outros exemplos,
indicamos consultar Johnson [3].

Observe que se um grupo é finitamente gerado, entao ele pode ser visto
como um quociente de um grupo livre de posto finito. Contudo, esta infor-
macao nao determina por si sobre a cardinalidade do conjunto de relagoes.
Com este espirito, introduziremos na proxima secao alguns apontamentos
acerca desta questao.

1.2.2 Grupos Finitamente Gerados e Grupos Finitamente
Apresentados

Dizemos que um grupo G é finitamente apresentdvel se existe uma apresen-
tagao com um numero finito de geradores e de relagoes.

Claramente, exemplos de grupos finitamente apresentados incluem gru-
pos ciclicos e grupos livres de posto finito. O proximo resultado ampliara
sobremaneira o horizonte de nossos exemplos.

Proposicao 1.2.1 Todo grupo finito admite uma apresentacgao finita.

Demonstragao: Sejam G um grupo finito, digamos de ordem n, X C G um
conjunto de geradores (podemos tomar X = G, por exemplo) e ¢ : F — G,
o homomorfismo do grupo livre F' sobre X que estende a inclusao. Pelo Teo-
rema 1.1.5, temos que ker é gerado por um conjunto B de cardinalidade
n(r—1)+1,onde | X |=r. Como (B) = kerf < F, entdo G = (X | B). =
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Fatalmente, todo grupo finitamente apresentado é finitamente gerado.
Entretanto, a reciproca é falsa. Mostraremos adiante que o produto entre-
lacado de dois grupos ciclicos infinitos, denotado por ZQZ, é 2-gerado e no
entanto nao possui uma apresentacao finita.

O produto entrelagado de dois grupos é definido da seguinte forma.

Sejam D e ) grupos, €2 um @-conjunto finito, e seja {D,, | w € 2} uma
familia de copias isomorfas de D indexada por 2. Entao o produto entrelacado
de D por @, denotado por D (), é o produto semidireto de K por (), onde
K =1T],cqDw e Q age em K por q - (d,) = (dgw), para quaisquer ¢ € Q) e
(d,) € K.

Um caso especial da construgao do produto entrelacado ¢ quando consi-
deramos 2 = () visto como ()-conjunto agindo sobre si por multiplicagao a
esquerda. Assim, K =[], .o D: ¢ o produto direto de | @ | copias de D, e
q € Q envia uma | Q |-upla (d;) € [[,co Dx em (dg.).

Agora, para estendermos esta ideia ao caso geral onde podemos considerar
inclusive grupos infinitos, a construc¢ao do produto entrelacado é feita da
seguinte forma. Sejam N e GG grupos quaisquer. Para cada z € G, seja N,
uma copia isomorfa de N via a aplicacao a — a, e consideremos o produto
cartesiano B = [[,.o N.. Se b € B e g € G, defina b9 pela correspondéncia
(b9)y = byy-1. Assim, esta agdo de G em B define o produto semidireto
G x B, o qual chamamos de produto entrelagcado de G por N.

A fim de introduzir os Teoremas 1.2.6 e 1.2.7, devidos a P. Hall, é conve-
niente destacarmos agora os seguintes pontos.

Teorema 1.2.2 (von Dick) Sejam G e H grupos com apresentagoes
e F— Ged: F — H tas que Kere < Kerd. FEntao a fungao
e(f) — d(f) estd bem definida e é um epimorfismo de G em H.

Demonstragao: Se g € G, entdao g = ¢(f) para algum f € F. Além disso,
d(f) é unicamente determinado por g. De fato, se ¢ = €(f), entdo f = fik,
onde k € Kere. Logo, k € Kerd, e portanto 6(f) = 0(f1). Ademais,
claramente (f) — 0(f) é um epimorfismo. |

Teorema 1.2.3 (B. H. Neumann) Sejam G um grupo finitamente apre-
sentdvel e X um conjunto qualquer de geradores de G. Entao G tem uma
apresentagao finita da forma (Xo |ri=ro=---=r,=1), onde Xy C X.

Demonstragao: Seja (y1,¥2, ..., Ym | S1 = S2 = --- = §; = 1) uma apresen-
tagao finita de G. Se G = (X), entdo G = (Xj), onde Xo = {z1,29,...,2,}
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¢ um subconjunto finito de X. Existem, portanto, expressoes para os termos

y;'s em termos dos x;’s, e também existem expressoes para os termos x;’s
. -~ - . :

em termos dos y;’s, digamos y; = w;(z) e x; = v;(y). Assim, as seguintes

relagoes em termos dos x;’s sao validas:

skp(wi(x),. .., wp(x)) =1 e z; = vj(wi(x), ..., wy(z))

onde k=1,...,lej=1,...,n. Observe também que existem apenas uma
quantidade finita dessas relagoes.

Agora seja G um grupo com geradores Z7, 73, . . . , T, € com relaces definido-
ras como acima em termos dos 7;’s. Pelo Teorema 1.2.2, existe um epimor-
fismo de G em G dado por T; — z;. Defina 7; = w;(Z). Entdo o segundo
conjunto de relagdes definidoras acimas mostram que G = (J1, %, . . . , Um)-
Uma vez que six(7) = 1, entdo novamente pelo Teorema 1.2.2, existe um
epimorfismo de G em G dado por y; — ;. Observe também que estes epi-
morfismos sao mutuamente inversos, entao eles sao isomorfismos. Assim, G
é gerado pelos elementos x1, xs, ..., T, sujeito apenas as relagoes definidoras
nos z;’s listadas acima. ]

Observagao 1.2.4 Se F' € um grupo livre sobre o conjunto {x1, 2, ..., x,},
entao F' /s F € abeliano livre e os elementos [z;, x;]y3F formam um conjunto
de geradores livres, com 1 < j=2,...,n.

Primeiramente, lembre que v;F' € o i-ésimo termo da série central inferior
de F. Note que o subgrupo 73F nao impoe tor¢do ao quociente F/y3F,
e portanto este ultimo é livre de torgao. Neste caso, F'/y3F & abeliano
finitamente gerado livre de torgao, isto é, abeliano livre (Proposi¢ao 1.1.11).
Ademais, qualquer elemento tem expressao tnica em termos de [z;, z;]73F.

Observacao 1.2.5 Sejam R — F — G uma apresentagao de um grupo G.
Se A € o grupo de todos os automorfismos o de F' tais que a(R) = R, entdo
existe um homomorfismo canénico A — Aut(G).

Dado o € A, podemos induzir um homomorfismo @ : F/R — F/R
definido por @(zR) = a(z)R. Para z1,xs € F, note que 1R = x5 R implica
r175," € R, donde a(zyz;") € R, e portanto a(zy R) = a(zyR), isto é, @ esta
bem definida. Além disso, observe que @ € Aut(G).
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No préximo teorema, trabalharemos com os grupos nilpotentes livres que
podem ser entendidos como grupos livres na categoria dos grupos nilpotentes.
Outra mencao importante sobre a classe dos grupos finitamente gerados é o
seguinte Teorema de B. H. Neumann: ezistem 280 grupos 2-gerados nao iso-
morfos. Assim, quando construirmos um grupo 2-gerado dado por um quo-
ciente G/H de um grupo livre G de posto finito, saberemos que certamente
existem, no maximo, 2% maneiras de escolher o subgrupo H.

Teorema 1.2.6 (P. Hall) Se A é um grupo abeliano enumerdvel, entio ez-
istem 2% grupos 2-gerados ndo isomorfos G tais que [G",G] =1, Z(G) = A
e G/Z(G) tem centro trivial.

Demonstragao: Sejam Y um grupo nilpotente livre de classe 2 sobre
{y; | © € Z}. Entdo Y = F/~3F, onde F é um grupo livre de posto in-
finito enumeravel. Assim Y’ = F’/~3F, e portanto Y’ é um grupo abeliano
livre cuja base é formada pelos elementos ¢;; = [y, y;], com i < j (Observagao
1.2.4).

Agora, vamos considerar K o subgrupo de Y’ gerado pelos elementos da
forma ci_jlciﬂ,jﬂ. Temos [Y') Y] =1 (pois Y é de classe 2), donde [K, Y| =1,
ou seja, K C Z(Y). Logo, K QY e assim podemos definir o quociente
X =Y/K. Escrevendo z; = y; K, temos que {z; | i € Z} é um conjunto
gerador de X sujeito as relagoes

[Im%‘,l‘k] =1 e [$i+k>9€j+k] = [Iz’,l’j]; (1-1)

pois c;jlciﬂjﬂ =1lem X.
Suponha por absurdo que X é abeliano. Entao Y’ < K, e portanto
Y’ = K. Assim, cada ¢;; pode ser escrito da seguinte forma

Cij = (C;}lcz‘1+1,j1+1)(C;}20i2+1,j2+1) e (Ci_k;kcz‘wl,jwl)-

Mas como os elementos ¢;;’s formam uma base livre de Y’ entdo existe
le€{l1,2,... k} para o qual

Cii = 1,
o que é um absurdo. Portanto, X é um grupo nilpotente livre de torgao (pois

K nao impoe finitude as ordens dos elementos em Y') de classe 2. Além disso,
temos que X' = Y’/K é abeliano livre.
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Por (1.1), vem [Titk, T(jtk)+r] = [@itks T(j4r)+k] = [Ti, Tj4r]. Logo, os
elementos da forma
dr = [xiyxi+r]

(com i =1,2,...) independem de i e com isto formam uma base livre para
X'

Agora, note que a aplicagdo x; — x;,1 preserva o conjunto de relagdes
(1.1). Assim, da Observagao 1.2.5, existe um automorfismo a de X tal que
a(x;) = xi41, € @ tem ordem infinita. Com isto, podemos definir o produto
semidireto

H=Tx X,

onde T' = (t) e t age sobre X conforme « (isto é, 2! = x;;1). Entao
di = [x()?x?“}t = [:Cé?xf"] = [.1'1,513'7«+1] =d,

donde X' < Z(H), e assim podemos tomar o quociente H = H/X'. Uma
vez que H ¢ metabeliano (pois ndo é comutativo e qualquer comutador de
tamanho 3 é trivial), entao H” < X', e dai [H"”, H] = 1. Além disso, fica
estabelecido que H pode ser gerado por ¢ e xy pois xf = x;41.

Em H temos que os comutadores em z; sio suprimidos. Em virtude disto,
denotando agora tX’' =t e 2; X' = T;, concluimos que os elementos t e T,
geram H sdo tais que

T Tl=1 ¢ T =T

Vem,
H 2 (tX 20X") = (tX',2,X" | i € Z) = (¢X") x [ [(2:X').
1€Z
Logo, H = 717, donde Z(H) = 1. Consequentemente, Z(H) = X'.
Como X’ é um grupo abeliano livre de posto infinito enumerével e A é

abeliano enumerével, entao A = X'/M para algum M < X'. Temos M < H
(pois X' = Z(H)), e podemos definir

H
Pelo que ja foi discutido, devemos ter [G%,,Gy] = 1 e Gy é 2-gerado
(pois H é 2-gerado). Com isto,
Z(H) X'
7 _ 2V 2~y
(Cn) =3 =



Gy  H/M _H —
Z(Gyn) X'/M X'
Assim, Z(Gp/Z(Gy)) = 1.

Finalmente, nos resta mostrar que 2% grupos nao isomorfos podem ser
obtidos variando M em X', sempre respeitando a condigao X'/M = A.
Em primeiro lugar, observamos que existem 2% candidatos a M disponiveis.
Assim, suponha por absurdo que os correspondentes GGj; determinem uma
quantidade enumeravel de classes de isomorfismo. Entao para algum M
existe uma quantidade nao enumeravel de isomorfismos 0 : G, — G-

Se ay : H — Gpy, é o homomorfismo natural, com keray = M), entao
vamos considerar a composicao Ohay : H — Gp. Se Ohay = 0,04, entao
M) = ker(0ran) = ker(6,0,,) = M,. Assim, o conjunto dos homomorfismos
Oray (do grupo 2-gerado H no grupo enumeravel Gpy) é ndo enumeravel o
que é um absurdo. [

Teorema 1.2.7 (P. Hall) Sejam G um grupo finitamente gerado, N <G e
suponha que G/N € finitamente apresentado. Entao N € o fecho normal em
G de um subconjunto finito.

Demonstracgao: Sejam 6 : F' — G uma apresentacao de GG, onde F' é um
grupo livre de posto finito, e S a pré-imagem de N com respeito a 6, isto
¢, S =0"'Y(N). Entao S — F — G/N é uma apresentagao para o grupo
finitamente gerado G/N. Portanto, pelo Teorema 1.2.3, S é o fecho normal
em F' de algum subconjunto finito. Consequentemente, N = 6(S) é o fecho
normal em G de algum subconjunto finito, como queriamos. ]

Vamos conectar agora os Teoremas 1.2.6 e 1.2.7 para mostrar um co-
nhecido exemplo que encerrara nossa discussao sobre grupos finitamente ge-
rados e grupos finitamente apresentados.

Teorema 1.2.8 O produto entrelacado de dois grupos ciclicos infinitos 7. 7.
é um grupo metabeliano 2-gerado que nao € finitamente apresentado.

Demonstracao: Seja H o grupo construido durante a prova do Teorema
1.2.6, para o qual tinhamos H/X' = Z 1 Z. Se este grupo fosse finitamente
apresentado, pelo Teorema 1.2.7 terfamos X’ finitamente gerado pois X' =
Z(H), e portanto

X/H — X,,
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isto é, o conceito de ser gerado como subgrupo normal e de ser gerado como
subgrupo coincidem. Todavia, isto ¢ um absurdo. [

Para uma leitura complementar, indicamos consultar a referéncia De Cor-
nulier [1], na qual o autor estabelece condigoes necessérias e suficientes para
que o produto entrelacado de dois grupos seja finitamente apresentavel.

1.2.3 A Deficiéncia de um Grupo

Seja G' um grupo finitamente apresentado e suponha que exista uma apresen-
tagao de GG com n geradores e r relacoes. O inteiro n — r é chamado de defi-
cténcia da apresentacao. Neste contexto, sabemos que é possivel introduzir
novas relagoes em GG como consequéncias das anteriores. Com isso, obtemos
novas apresentacoes com deficiéncias menores do que as antecedentes. Com
este espirito, surge a ideia de investigarmos apresentacoes com deficiéncia
tao grande quanto possivel. Definimos entao a deficiéncia de um grupo G,
denotada por

de f(G)

como sendo o maximo entre as deficiéncias das apresentagoes finitas.
Mostraremos adiante que é possivel determinar um limitante superior
para a deficiéncia de um grupo. Para tanto, utilizaremos o multiplicador de

Schur de G, denotado por M(G), e definido por

RN F'
(G) = TR

onde F é livre e F//R = G. O multiplicador de Schur depende apenas de G,
e nao da escolha de F' e R (Robinson [9], Teorema 11.4.15). Observe que se
G e H sao grupos isomorfos, entao indubitavelmente eles tém a mesma apre-
sentagdo. Por esta razao, devemos ter M (G) = M (H), isto é, o multiplicador
de Schur é invariante por isomorfismos.

Vamos destacar agora duas defini¢oes que serao fortemente tuteis durante
esta secao.

Por uma sequéncia ezxata de grupos entende-se uma sequéncia de grupos
e homomorfismos de grupos

®1 2} Pn—1
Gl G2 Ce Gn

tais que Imyp; = kery; 1 para todo i.
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Com respeito a esta notagao, vamos ressaltar os seguintes pontos. Quando
1 for injetiva, poderemos escrever a sequéncia como

1 Gl ®1 G2 P2 L Pn—1 Gn

e quando ¢,, for sobrejetiva, poderemos escrever a sequéncia como

Pn—1

GG, -2 G, 1.

Ademais, se F é uma extensao de G por N, entdo indicaremos por
N — E — G como ja feito anteriormente. Neste caso, por simplicidade,
fixaremos sem perda de generalidade a imersao N — FE como sendo a in-
clusao.

Por um morfismo entre sequéncias exatas, entende-se um conjunto de
homomorfismos (61, 6,,...,6,) definidos de modo que o seguinte diagrama
comuta.

®1 ®2 Pn—1
Gl G2 R s Gn

01 02 On

Limitando a Deficiéncia de um Grupo

Lema 1.2.9 Seja G um grupo finitamente apresentado,  digamos
(X1, T2,y xn | Y1, Y2, -, Yr). Vamos considerar G = F/R, onde F € livre
sobre {x1,xa,...,2,} € R € 0 subgrupo normal de F' gerado por {y1, vz, ...y}
Entao R/[F, R] é um grupo abeliano finitamente gerado e d(R/[F, R]) < r.

Demonstragao: Como R < F, observe que [F, R|] é um subgrupo normal
de R contendo [R, R] = R'. Portanto, R/[F, R] ¢ um grupo abeliano. E su-
ficiente mostrar que R/[F, R] pode ser gerado pelas classes dos y;’s. Todo
elemento de R é um produto de elementos da forma fsf~!, onde s pertence
ao subgrupo gerado pelos y;’s. Mas fsf~'s7! € [F,R], e assim fsf™! = s
mod[F, R]. n

Usaremos a notacao G, para indicar o quociente G/G’.
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Teorema 1.2.10 Seja G um grupo finitamente apresentado, digamos
(X1, T2y sy | Y1, Y2y -+, Y ). Entdo

n—r < p(Gw) — d(M(Q)).

Demonstragao: Seja F' um grupo livre sobre {z1,xs,...,2,} € R o seu
subgrupo normal gerado por {yi,vs,...,y,}. Temos a seguinte cadeia de
subgrupos normais de F'

[F,R]< RNF'< R F'R<F.

Pelo Lema 1.2.9, R/[F, R] é um grupo abeliano finitamente gerado com, no
maximo, r geradores. Existe uma sequéncia exata de grupos abelianos

0— (RNF")/[F,R] — R/[F,R] — R/RNF — 0.

Logo, d(M(G)) = d((RN F')/[F,R]) < r. Uma vez que R/R N F' =
F'R/F" C Fy, entao o grupo R/R N F’ é abeliano livre pois Fy, é abeliano
livre (Proposigao 1.1.8). Dai,

R RIRF R/RF)

RNF  RNF/R,F] M(Q)

¢ abeliano livre e M (G) é um somando direto de R/[R, F] (Teorema 1.1.10),
isto é, R/[R,F] = M(G) & (R/RN F'). Pela Observacao 1.1.14, vem

d(R/[R,F]) =d(M(G)) +d(R/RNF").
Considerando agora a seguinte sequéncia exata
0— F'R/F' — F, — F/F'R — 0,

a Observagao 1.1.15 esclarece que p(Fy) = p(F'R/F') + p(F/F'R). Recor-
dando agora que F,;, e seu subgrupo F'R/F’ sao abelianos livres e pela Ob-
servagao 1.1.13 temos

A(F'R/F') = d(Fu) — p(F/F'R) = n— p(F/F'R).
Concluimos assim a desigualdade
r 2 d(R/[F,R]) =n— p(F/F'R) + d(M(G)).

Note que G4, = F/F'R. ]
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Teorema de Magnus - Um Caso Especial

O objetivo desta secao é apresentar um fecundo teorema creditado a Magnus,
o qual tem forte intersecao com o Caso Abstrato do Teorena Principal. De
modo breve, lembre que este atesta sobre a existéncia de um subgrupo livre
em um grupo finitamente apresentado com mais geradores do que relacoes,
dado qualquer conjunto de geradores, e cujo posto coincide com a deficiéncia
da apresentacao.

Na verdade, sob certo ponto de vista, este Teorema de Magnus (Teorema
1.2.13) trata-se de um caso especial, onde fixamos o conjunto de geradores e
usamos mao da comutatividade, como veremos a seguir.

Antes disso, vamos mostrar que podemos relacionar qualquer extensao
de grupos com uma determinada sequéncia exata, conhecida na literatura
como Sequéncia de Homologia Cinco Termos. Ratificamos que esta impor-
tante ferramenta, que surgiu no contexto da Cohomologia, seré decisiva na
demonstracao do Teorema de Magnus adiante.

Teorema 1.2.11 (Sequéncia de Homologia Cinco Termos) Dada uma
extensao de grupos N — E — G, existe uma sequéncia exata

M(E) —> M(G) ——> N/|E, N] ——> By — Gy —— 1.

Esta sequéncia é natural no seguinte sentido: dado um morfismo (a, 3,7)
de N —- E - G em N — E — G, existem homomorfismos induzidos
(s, B, V) fazendo o sequinte diagrama comutar.

M(E) —= M(G) — N/[E, N] Eu Gab 1
B Y fo'™ B Ve
M<E> M(a) N/ [Fv N] Eab aoLb 1

Demonstracao: Dada a extensao

1—N E—=@G 1

vamos verificar a existéncia da sequéncia exata abaixo.

M(E) 5> M(G) —*> N/J[E,N] &> By —> Gy — 1.

As aplicacoes
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&: NJ/[E,N] — Ep e &: Eup — Gy
z[E,N] +~— xF B — e(x)G

sao definidas de modo natural e sdo tais que Im& = NFE'/E' = Ker&;.
Assim, a sequéncia é exata em FE,,. Ademais, como ¢ é sobrejetiva, segue
que & também é sobrejetiva, e portanto a sequéncia é exata em Gyp.
Agora, nossa meta sera construir as aplicagoes &3 e &;.
Seja m : F' — E uma apresentacao de £ com nticleo R. Entao a com-
posicao er : F' — G é uma apresentacao de G. Denotando kerem = S,
temos

M(E)=F' NR/IF,R] ¢ M(G)=F'nS/FS].

Além disso, 7(S) = N. Logo, R < S e S/R= N. Note que os subgrupos em
destaque constituem o seguinte reticulado.

F

S
> F'ns
[F5] ‘
F'NR
[F\R]

Definindo

&: M(G) — NJ/[E,N]
z[F,S] — w(x)[E,N]

verifica-se que Imé&; = E'NN/[E, N] = ker&,, estabelecendo assim a exatidao
em N/[E, NJ.

Finalmente, considerando &, : M(F) — M(G) como o homomorfismo
natural, temos I'mé&y = (F' N R)[F, S]/[F, S| = kerés, donde concluimos que
a sequéncia é exata em M (G), como queriamos.

Vamos estabelecer agora sua naturalidade.

Seja (a, 3,7) um morfismo de N — E — G em N — E — G. Nosso
objetivo é construir aplicagoes convenientes entre as sequéncias de homologia
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cinco termos dessas extensoes de modo que o diagrama resultante comute.
Para tanto, vamos considerar inicialmente 7 : F — EFe7® : F — E
apresentacoes de F e E com niicleos R e R, respectivamente. Segue entdo o
seguinte diagrama.

1 R F E 1

@l
ks

1 R F E 1

Dado = € F, podemos encontrar y, € F tal que Br(z) = 7(y,). Assim,
vamos induzir um homomorfismo § : F' — F' por meio da relagio B(z) = y,.
Neste caso, temos que S(R) < R, e assim podemos definir

2[F,R] +— u.[F,R)].

De modo analogo, como ¢ : E — G e £ : E — G sdo sobrejecoes, entao
:F — FEeer: F — E sdo apresentaces de G e G com niicleos S e
S , respectivamente. Segue entao o seguinte diagrama:

1 S F=@G 1

2|
2

1

9]
B
@

Dado = € F, podemos encontrar z, € F tal que yer(x) = 7(2,). Assim,
vamos induzir um homomorfismo 7 : F* — F por meio da relagao F(x) = 2z,
Neste caso, temos que 7(S) < S, e assim podemos definir

Ye: M(G) —  M( _)

x[F,R] +— z[F,S].

Ademais, como foi estabelecido que a aplicacdo injetiva N »— E é a inclusdo,
observe que « torna-se a restricao de § a N. Portanto, definimos simples-
mente
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N/[E>N] Be: B — Ea
1, zFE —  [B(z)E

Vx - Gab — Gab
z[E,N] — ~(2)G.

A comutatividade do diagrama decorre da maneira como estas func¢oes foram
definidas pois a terna («, 3,7) é um morfismo. [ |

Lema 1.2.12 Seja (64,02, 05) um morfismo entre as sequéncias exatas abaixo.

1 G —> Gy~ 1
61 02 03
1 Hy —= H 7 Hj 1

Se 01 e 03 sao isomorfismos, entao Oy também € um isomorfismo.

Demonstragao: Primeiramente, vamos mostrar a injetividade. Se z €
ker 0 entao 1 = '(03(x)) = 03(8(x)), e assim [(x) = 1 pois o diagrama é
comutativo e #3 é isomorfismo. Logo, x € ker § = Ima, e entdo x = a(y)
para algum y € G;. Logo, 1 = 0y(z) = O2(a(y)) = o/(61(y)), donde 6, (y) =1
pois a sequéncia é exata. Logo, y = 1 pois #; também é isomorfismo, e
portanto z = 1.

Agora a sobrejetividade. Seja a € Hy. Entao f'(a) = 05(b) para algum
b € G3, pois 03 é isomorfismo. Assim, 5'(a) = 05(5(c)), para algum ¢ € Gy
pois a sequéncia é exata. Portanto, f'(a) = p'(62(c)) e assim a = 6y(c)
mod(kers’ = Ima’). Neste caso, a = 0(c)a/(d), para algum d € H;. Por sua
vez, d = 01(e) para algum e € Gy, pois 6; é isomorfismo. Logo,

a = Oa(c)a’(d) = ba(c)a’ (01 (e)) = O2(c)02((e)),
isto é, a = 6(cafe)). n
Citamos agora um fato amplamente conhecido sobre a série central infe-
rior de um grupo livre que sera introduzido na demonstracao do Teorema de

Magnus sem maiores comentarios: se F' € um grupo livre, entao a interse¢ao
de todos os termos da série central inferior de F' € trivial.
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Teorema 1.2.13 (Magnus) Seja G um grupo tendo uma apresentagao finita
com n +r geradores e r relagoes. Se Gy, pode ser gerado por n elementos

.G G, G

entdo xy,xs,...,x, geram um subgrupo livre de posto n e eles formam um
conjunto de geradores livres.

Demonstracgao: Pelo Teorema 1.2.10, temos as seguintes desigualdades
n=n+r—r<def(G) < p(Gup) —d(M(G)) < n—d(M(G)).

Assim, d(M(G)) = 0 e po(Gap) = n. Portanto, M(G) = 0 e Gy € grupo
abeliano finitamente gerado e livre de torcao, uma vez que

p(Gab) =n < d(Gab) <n 1mphca p(Gab) = d<Gab) =n.

Entao G, abeliano livre de posto n.

Sejam agora F' um grupo livre sobre {y1,9s,...,yn} €0 : F — G o
homomorfismo definido por 6(y;) = x;. Assim, ¢é suficiente mostrar que 6 é
injetiva.

Como os elementos x;G" geram G, entao 6 induz um isomorfismo de Fy,
em (. Denotando agora os seguintes quocientes

F G

F = e Gi=——,
Vi1 F Vi1 G

vamos supor, por hipétese de inducao, que 6 determina um isomorfismo de
F; em G; (para i = 1 recaimos no caso comentado acima). Considere o
diagrama comutativo abaixo.

1—="i1 F F F; 1

1—=7%nG G Gi 1

Aqui, as aplicagoes para baixo & esquerda e & direita sao induzidas por 6
(e serao igualmente denotadas por 6, por simplicidade). Aplicando agora a
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sequéncia de homologia cinco termos (Teorema 1.2.11), obtemos o correspon-
dente diagrama comutativo abaixo:

1= M(F)—— M(F) =228 0 po T (E)w 1

Yit2F

0« 0« 0« 0 0+

1= M(G) —=M(G)*=229 T Q" (G — 1
Temos que M(F) = 1, pois F é livre. Como 6 : F; — G, é isomorfismo,
podemos induzir um isomorfismo 6, : M (F;) — M(G;). Observe também
que 0, : (Fy)ay — (Gi)ap € isomorfismo.

Pelo Lema 1.2.12, deduzimos que 6 : ;1 F/vipoF' — 441G /7i12G €
isomorfismo. Neste caso, considerando o diagrama comutativo:

1 ’V,H.l F F F 1
Vit F Vit2F Yit1 F
0, 0, 0,
Y
1 Yit1G G G 1
Yit2 Yit2 Yit1G

o Lema 1.2.12 nos esclarece novamente que 0, : F;,; — G;11 é bijetiva.
Segue por indugao em i que 0, : F;y; — G;41 é isomorfismo, como
querifamos.  Observe agora que kerf < ~,1F para todo ¢, donde
ker < (VenVig1 £, e assim kerf = 1 e 6 : F — G ¢ injetiva, como
queriamos. [

Corolario 1.2.14 Seja G um grupo que admite uma apresentacao finita com
n + r geradores e r relagoes. Se G pode ser gerado com n elementos, entao
G € um grupo livre de posto n.

O Corolario anterior indica que é plausivel imaginar que as relagoes do

grupo podem ser usadas para eliminar r dos seus n + r geradores, e que os n
geradores restantes nao estao sujeitos a quaisquer relagoes.
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Capitulo 2

O Teorema Principal - Caso
Abstrato

Neste capitulo, apresentamos a demonstra¢ao do Teorema Principal (Caso
Abstrato) dada por John S. Wilson em [15].

Teorema Principal (Caso Abstrato) Seja G um grupo que tem uma
apresentacao com n geradores y, xs, ..., T, € m relagdes ri,ry, ..., rpy, onde
n > m, e seja Y um conjunto qualquer de geradores de G. Entao existem
n —m elementos de Y que geram livremente um subgrupo livre de G.

A demonstragao tem como pilares a imersao de Magnus, que é uma apli-
cacao injetiva de um determinado quociente de um grupo livre em uma ex-
tensao split, e a imersao de anéis de grupos ordenaveis em anéis com divisao
(a direita).

2.1 A Imersao de Magnus e Derivacoes

Seja H um grupo, M um ZH-moédulo (a direita) e considere a extensao
split G = H x M. Por refinamento estético, vamos introduzir uma notagao

0 ) . Observe que

matricial classica para a extensao split G dada por ( M1

a matriz multiplicacao

b 0N [ ha 0\ hhs 0
mq 1 mo 1 N m1h2+m2 1
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reflete de modo conveniente o fato de que (hymy)(hamsa) = (hihs)(m/2my)
em (G. Neste contexto, podemos considerar também M como sendo um ZG-
modulo, onde a acao de G em M é dada por m"™ = mh onde hm € G =
Hx Mem, e M.

De forma geral, uma deriva¢cao de G em M é qualquer aplicagao d : G —
M tal que

d(zy) = d(z)y + d(y),

onde a adigao denota a operacao de M, e o produto d(x)y denota a agao de
y em d(x).

Observe que a aplicacao § que leva g € GG na sua componente em M é
entao uma derivagao de G em M. De fato, dados

[ h 0 [ hy 0O
g]._ my 1 € 92_ mo 1

_ hihs 0
g192 = mihe+my 1 )

Portanto, 6(g1g2) = myha+ms. Além disso, temos de modo claro §(g;) = my
e d(ga) = ma. Observe também que (utilizando a notagao cléssica)

temos

m?2 — m?2m2 — mfll2
pois M é abeliano (como grupo aditivo), e assim ms age em m; de modo
trivial. Logo, d(g192) = 0(g1)g2 + d(g2), e portanto § é um derivagao, como
foi afirmado.
Vamos introduzir no lema a seguir uma propriedade importante das deri-
vagoes.

Lema 2.1.1 Seja 0 : H — W wuma derivacao de um grupo H em um
ZH-modulo W. Se H = (Z) entdo o subconjunto dH estd contido no ZH -
submaodulo Wy gerado por §Z.

Demonstracao: Note que §(1) = d(1)1+6(1) = 25(1), e assim 1 = 0. Dai,
1=4(hh') =6(h)h~ '+ dh~!, e portanto 6(h~') = —(6(h))h~'. Neste caso,
para hy, hy € Z, vem 0(h1hy') = 0(h1)hy ' +8(hy') = 8(hi)hy ' — 8(he)hsy ' €
Wi. Generalizando esta ideia, temos que se h = h{'hy*...h" € H, com
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h; € Z,e;, = £1, e i = 1,2,...,n, a sua imagem com respeito a o é uma
H-combinacao linear de dhq, dho, ...dh,, e que pertence a W. [

A imersao de Magnus para grupos abstratos é o homomorfismo j de F'/ R’
em H x M dado pelo lema a seguir.

Lema 2.1.2 Sejam F um grupo livre sobre {x1,xs,...,2,}, R um subgrupo
normal de F' e H = F/R. Seja M um ZH-mddulo e ty,ts,...,t, € M.

(a) A correspondéncia
i t 1

determina um homomorfismo

H 0
M.FH(M 1).

(b) R < keru < R.

(c) Seja j a aplicagio de F/R' em 0 ) induzida por p. Se M € o

M 1
Z.H-mddulo livre sobre {ty,ts,...,t,}, entdao j € injetiva.

Demonstragao: O item (a) é claro, pois F' ¢ livre sobre {1, za,...,2,}.
Também é claro que kerp < R pois

- fR 0\ (10
implica em especial f € R. Além disso, a imagem de R com respeito a u é
abeliana. De fato, sejam r{,79 € R, e sejam

)= 3 ) e ma=( 0 7).

40



Entao

plri)p(ra) =

Portanto temos R’ < Keru, o que completa a prova do item (b).

Nota A prova do item (c¢) a seguir é apresentada no artigo de John S. Wilson
[15] onde ele cita Romanovskii como autor.

Para verificarmos o item (c), vamos primeiro construir uma imersao 6
H 0

N 1

abeliano N constituido de todas as fungoes b : H — R/R’ (com respeito a
operagao ponto a ponto).

de F/R' em um grupo da forma . Para isso, considere o grupo

Afirmacao 1 Dada a correspondéncia

NxH — N
(b,h) — bh

definida por (bh)(z) = b(zh™') para todo x € H, temos que N é um ZH-
modulo.

Temos que (bl)(x) = b(xl) = b(z) para todo b € N ex € H, e
b(hihs)(x) = b(zhy'hi") = (bhy)(zhy') = (bhi)(hy)(x) para todo b € N
e quaisquer hi, he,x € H. Logo, a correspondéncia definida acima é uma
acao (a direita) de H em N, e assim podemos considerar a extensao split
H x N, a qual induz em N a estrutura de ZH-modulo.

Neste contexto, note também que a agao de H em N induz uma acao
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NxF/R —s N
(b,9) — b

onde b9(z) = (bq(g))(z), para todo x € H, e q : F//R' — H & o epimorfismo
fR — fR.

Agora, para construir a imersdo 0 : F/R' — H x N considere uma
fungdo o : F//R — F/R' cuja composta com q : F//R' — F/R é a aplicagao
identidade de F'//R. Para cada fR' € F/R', defina §(fR') € N por

(O(fR))(uR) =o(uf'R)- fR - (o(uR))™

para todo uR € H.

Afirmacao 2 Temos 6(fif2) = (5f1)f2 (6f2) para quaisquer fy, f € F/R.
Além disso, se f € R/R' étal que §f é o elemento identidade de N, entdo f
é o elemento identidade de R/R'.

Com efeito,

(6f1)7(uR) = (0f1)(ufs 'R) = o(u(fif) 'R) - iR - (o(ufy ' R)) ™
e também
(0(f2R))(uR) = o(ufy 'R) - foaR' - (o(uR))™"
Portanto

(02 (0F)wR) = o(ul(fifo) 'R) - fifoR - (0(uR)™ = 6(fi f2) (uR)

para todo uR € F/R. Além disso, se 0f ¢ o elemento identidade de N,
com f € R/R, entdao (6f6f1)(uR) = §fi(uR) para todo uR € F/R. Logo,
§f(uR) = R/, isto ¢,

R =o(uf'R)- fR - (c(uR)) ' =0o(uR) - fR - (c(uR)) ™" = fR’

donde concluimos que f é o elemento identidade em R/R’, como queriamos.

Defina
0:F/R — < g (1)) por O(fR') = ( 5({;?2’) ?)
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Da Afirmacgao 2, tem-se

0(fif) =

(
= Q(fl)é’( 2);

para quaisquer fi, fo € F', e portanto # ¢ homomorfismo. Além disso, se

e(fR'):<5(§};f) ?):“ (1)>

entdao f € Re d(fR') =1, e assim pela Afirmacao 2 tem-se f € R'. Portanto,
f ¢ um homomorfismo injetivo, como queriamos.
Finalmente, para provar (c), vamos mostrar que o diagrama

F/R ’ Hx N

o

F

HxM

pode ser completado com uma aplicacio 6 de tal forma que 5 = #. Como
0 é injetiva, segue que j também é injetiva, o que completa a prova do item

OF

Defina v; € N por

U; 1

O(2:R') = ( nlt 0 )

Como M ¢é ZH-modulo livre com base t1,ta,...,t,, seja k : M — N o
unico ZH-homomorfismo definido pela correspondéncia t; — v;. Entao 6

dada por
(:1 2)H<m<?n> (1))
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possui a propriedade que desejamos. De fato, dado z; R’ € F'/R, temos

. ’ l’lR 0
j($iR>:( 1 1).

Portanto,
- N ZL‘ZR 0 . JIZR 0 . !
giteit) = (55 1) = (58 )=o)
donde concluimos 05 = 6. ]
o . , H 0 . .
A existéncia da aplicagao 0 : F/R' — N 1 vista na demonstragao

do item (c) segue também do Teorema de Kaloujnine-Krasner (consultar
[4]), onde determina-se que a extensao split H X N ¢ o produto entrelagado
R/R' U F/R, isto é, o produto semidireto F//R x B, onde B é o produto de
| F/R | copias de R/R' (e que também pode ser deduzida de Wilson [13],
Teorema 4.4.1).

2.2 Imersao de Anéis de Grupos em Anéis com
Divisao

Um grupo G ¢é dito ordendvel se ele tem uma ordem total < tal quese a,b € GG
e a < b entao ray < xby para quaisquer x,y € G. Neste caso, o par (G, <)
¢é dito ser um grupo ordenado.

Podemos encontrar com facilidade na literatura exemplos de grupos orde-
nados. Por exemplo, podemos citar o grupo numeérico dos reais R (visto adi-
tivamente), com sua ordem usual, como exemplo trivial de grupos ordenados.
Além disso, subgrupos de grupos ordenados sdo ordenados (indutivamente).

O nosso horizonte de exemplos pode ser ampliado com a seguinte ideia.
Dado um grupo ordenado G e X um conjunto bem ordenado qualquer, entao
o conjunto de todas as fungdes de X em G é também um grupo ordenado,
considerando a operacao ponto-a-ponto. Utilizaremos esta ideia de modo
mais especifico no Lema 2.2.4.

O lema a seguir indica condi¢oes em que podemos definir uma ordem em
uma extensao split que seja compativel com sua operacgao.

44



Lema 2.2.1 Se G = H x A € uma extensao split dos grupos ordenados
(H,<p) e (A,<4), ese, paraa € Aehe H,

1<aa wmplica 1<y ah,

entao podemos definir em G uma ordem total da sequinte forma: hia; < haas
quando hy <g hy ou hy = hy e ay <4 ay. Munido desta ordem, (G, <) é um
grupo ordenado.

Demonstracao: E claro que a relacdo < definida em G é uma relacao de
ordem. Vamos mostrar que ela é compativel com a sua operacao. Sejam
hia; € G, com i = 1,2, 3, tais que hia; < hsas. Logo, temos duas possibili-
dades: hl <g hg ou hy = hQ e a; <4 ag. Se hy <y hg, entao hghl <g hghg
pois (H,<jp) é ordenado, e assim

h3a3h1a1 = hghlaglal § h3h2a§2a2 = hg@ghgag.

Caso contrario, devemos ter hy = hy € a1 <4 as, donde ag” = aé”, e portanto

alta; <, al?ay, pois (A, <,4) & ordenado. Assim, hsashia; < hsashas.

Resta-nos agora verificar que o produto a direita também preserva <.
Observe que se hy <p ho, entao o argumento é analogo ao que foi apresen-
tado acima. Para a segunda situacdo, devemos ter 1 <4 aj ‘ay. Agora, por
hipotese, tem-se 1 <4 (a7 az)", e assim al* <4 ah®, o que nos da

h1a1h3a3 = hlhga??’ag < h2h3a33a3 = hg&zhg&g.
|

Lema 2.2.2 Todo grupo G tem um wnico subgrupo normal minimal K tal
que G/K € ordendvel.

Demonstragao: Sejam (K))yep a familia dos nicleos dos homomorfismos
de G em grupos ordenados e K = NMycpa K. Note que, para cada A € A,
G /K, é isomorfo a um subgrupo de um grupo ordenado. Vamos entao fixar
uma ordem em cada grupo G/K), e vamos considerar A como sendo bem
ordenado. Agora, podemos definir uma ordem em G/K da seguinte forma:
aK < DK se para algum p € A temos aK, < bK, e aK, = bK) para todo
A< . [

Um anel com diwvisao ordenado € um anel com divisao () junto com uma

ordem < tais que @ com a adi¢ao e o conjunto U, (Q) = {h € Q | h > 0}
com a multiplicacao sao grupos ordenados com respeito a <.
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Proposicao 2.2.3 Seja H um grupo ordenado. Entao ZH pode ser mergul-
hado em um anel com divisdo ordenado () de modo que a ordem em @) induz
uma imersao de H (como grupo ordenado) em U, (Q).

Demonstracao: A prova desta proposicao pode ser encontrada em Neu-
mann [7|. Em linhas gerais, um candidato a @) é o anel com divisao consti-
tuido das séries formais ¢ = ), ; Anh (munido das operacoes usuais de
soma e multiplica¢ao), com )\, € Q para todo h € H, e com suporte
{h € H | A\, # 0} inversamente bem-ordenado. Entao U,(Q) é o con-
junto dos elementos ¢ tal que \,, > 0, onde m € H é o maior elemento do
suporte de q. [

Para finalizar a segao, conectamos o Lema 2.2.1 e a Proposigao 2.2.3
conforme abaixo.

Lema 2.2.4 Sejam H um grupo ordenado, Q) um anel com divisao ordenado
contendo ZH eV um Q-espago vetorial (4 direita) de dimensao finita; assim,
V' € naturalmente um ZH-modulo. Entao a extensao split H XV € ordendvel.

Demonstragao: Primeiramente, podemos considerar V' como sendo o es-
paco Q™ cujos elementos sdo n-uplas de elementos de ). Vamos definir
uma ordem <y em V' da seguinte forma: (x1,2z2,...,2,) <v (Y1,%2,- -, Yn)
se 0 < y; — x; para a primeira diferenca y; — x; nao nula. Assim, se 0 <y v,
com v = (vy,v9,...,v,) €V e h € H, seja v; a primeira entrada ndo nula, a
qual satisfaz 0 < v; em ). Entao 0 < v;h, pois @ é ordenado. Logo, 0 < vh.
Portanto, pelo Lema 2.2.1 H x V' & ordenével. ]

2.3 Prova do Teorema

Teorema Principal (Caso Abstrato) Seja G um grupo que tem uma a-
presentacao com n geradores i, xs, ..., T, € m relacoes ri,ry, ..., 1y, onde
n > m, e seja Y um conjunto qualquer de geradores de G. Entao existem
n —m elementos de Y que geram livremente um subgrupo livre de G.

Demonstragao: Considere F//R = G uma apresentagao de G, onde F' é
um grupo livre gerado livremente por zq, xs,...,2,, € cujo nicleo R pode
ser gerado como subgrupo normal pelo conjunto constituido dos elementos
1,72, ..., m, onde m < n.
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Pelo Lema 2.2.2, existe um menor subgrupo normal S de F' contendo R
para o qual G = F/S ¢ ordenével.

Aplicando a Proposi¢ao 2.2.3, seja () um anel com divisao ordenavel
contendo ZG. Sejam V o espago vetorial (a direita) sobre ) com base
{t1,ty,...,t,} ¢ M o ZG-modulo gerado por ti,ts,...,t,. Uma vez que
existe uma imersao natural de M em V', entao todo elemento de M é escrito
de maneira tinica em termos de ti,to, . ..,t,. Portanto, M é um ZG-moédulo
livre com base livre {t1,ta,...,t,}.

Considere o homomorfismo dado pelo Lema 2.1.2

_ G 0
wF — ( Mol )
i to1

e considere a derivagao 0 : FF — M que leva f € F' na componente em M
de p(f), conforme indicado abaixo

S 0
p(f) — (5jéf) 1 )

Seja U o subespago de V' gerado por 6(r1),(r2), ..., d(ry,) e considere o
espago quociente W = V/U. Temos que dimW = r > n —m. Além disso,
considere

0:F — (M+U)/U
f — 6f)+U
uma derivagdo induzida por 6. Como {ti,ts,...,t,} é uma base de V, e

§(z;) = t; para todo i = 1,2,...,n, entdo {§(x),0(x2),...,0(x,)} gera W,
Considere agora o homomorfismo

(G oy (G 0O
Mo MiU-

€
'lp:F — < +U
U

e defina

— O
N

como sendo a composicao ¥ = .
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Pelo Lema 2.2.4, temos que G x (M 4+ U)/U ¢ ordenével. Assim, F/keri
é ordenavel. Por um lado, temos claramente kery < S. Por outro lado,
para todo i = 1,2,...,m, temos 7,8 = S (pois R < S) e or; = 0 (pois U
¢ gerado por {0(r1),d(r),...,d(rn)}). Logo, R < keri. Pela minimalidade
de S, segue que S = kert. Portanto, 1 induz uma imersao

= G 0
j.G—)(Wl).

Seja Y C F um conjunto gerador de F/R. Por simplicidade, vamos
escrever F'/R = (Y), identificando Y com sua imagem em F/R. Vamos
induzir também a derivacio § : F — W ao quociente F//R. Aplicando o
Lema 2.1.1, temos que

o(F/R) € (5(Y)) S o(F/R).

Portanto, §(F/R) = (§(Y)) < W. Observe também que §(z;) € §Y. De fato,
se algum z; € R, entdo 6(z;) = 0 pois R < Kery. Caso contrario, z; € (V)
e assim 6(z;) € (0(Y)). Um vez que W = (0(x;), 6(x3), ..., 6(xy)) temos que
W = (0(Y)). o B

Considere entao {0y, dys,...,0y,.} uma base de W e E o grupo livre
com base livre {yi,v2,...,y,}. Defina o homomorfismo o : E — G por
yi — ;.9 e seja N = kera.

Pelo Lema 2.1.2, o0 homomorfismo

definido como sendo a composicao f = ja tem nicleo N'. Mas j é injetiva,
e portanto obtemos N = N’. Todavia, N é subgrupo de um grupo livre;
logo, N & livre e, como N = N’, segue que N = 1. Assim, o subgrupo
(Y1,Y2, - - -, Yn) de F & livre modulo S. Pela propriedade projetiva dos grupos
livres (Proposigao 1.1.6), existe uma aplicacao i : E — G tal que o seguinte
diagrama comuta, onde i : G — G é o epimorfismo natural.

F

Ql
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Neste contexto, como « é injetiva, temos que ¢ também ¢ injetiva, e isto
conclui a demonstragao.
]
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Capitulo 3

Grupos Profinitos

O objetivo deste capitulo é apresentar um arcabougo de defini¢oes e resul-
tados conhecidos sobre Grupos Profinitos com carater preliminar referente
ao Capitulo 4. Consciente ao Teorema Principal (Caso Pro-p), consideramos
por conveniéncia restringir nosso estudo a classe dos p-grupos finitos.

Apresentamos um preltudio topologico e introduzimos a defini¢ao de grupo
pro-p baseando-se no conceito de limite inverso. Destacamos propriedades
importantes do completamento pro-p, dos grupos pro-p livres e dos grupos
pro-p finitamente apresentados. Apresentamos também especificidades dos
modulos profinitos, dos modulos profinitos livres e das algebras de grupo
completas.

Este capitulo foi elaborado a partir da leitura Munkres [6], Ribes-Zalesskii
[8] e Wilson [13].

3.1 Preliminares Topolbgicas

Nesta secao, selecionamos com sintese alguns conceitos elementares associa-
dos aos espagos topologicos, e introduzimos as defini¢goes de grupos e anéis
topologicos, objetos mateméaticos que reiinem caracteristicas tanto topolo-
gicas quanto algébricas e que sao o alicerce do estudo que apresentaremos a
partir deste ponto. Cabe ressaltar que esta secao nao tem carater didatico
e nao objetiva explorar com profundidade os assuntos tratados, mas deve
preencher eventuais lacunas.
Para maior aprofundamento, indicamos consultar Munkres [6].
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3.1.1 Espacgos Topolégicos e Aplicagoes Continuas
Espacos Topolégicos

Definimos um espago topoldgico (ou simplesmente espago) como sendo um
conjunto X com uma familia de subconjuntos, ditos conjuntos abertos (ou
simplesmente abertos), satisfazendo as seguintes condigoes:

i) Os conjuntos vazio @ e X sao abertos;

i1) A intersegao de quaisquer dois abertos (e portanto a intersegdo de uma
quantidade finita de abertos) ¢ um aberto;

i7i) a unido de qualquer colegao de abertos ¢ um aberto.

O conjunto dos abertos de X ¢ dito uma topologia.

Qualquer conjunto pode ser visto como espago topologico, por exemplo,
com respeito a topologia em que cada subconjunto é um aberto. Esta topolo-
gia é dita topologia discreta, e neste caso X é dito ser um espaco discreto.
Todavia, é oportuno observar que nem toda cole¢ao de subconjuntos repre-
senta uma topologia (pois esta colegao arbitraria pode nao conter uma uniao
de seus subconjuntos).

Um subconjunto Y de X é dito ser conjunto fechado (ou simplesmente
fechado) se o seu complementar em X é aberto. A intersecao de todos os
subconjuntos fechados de X contendo Y é dito o fecho de Y, e denotado por
Y. Se X =Y, entdo Y é dito ser denso em X .

Aplicando as identidades de DeMorgan nos itens (), (iz) e (7i7) na definigao
de topologia acima, temos que em um espacgo topologico X o conjunto vazio
@ e o proprio X sao fechados, a unido de quaisquer dois fechados (e portanto
a unido de uma quantidade finita de fechados) é um fechado, e a intersegao
de qualquer colecao de fechados é um fechado. Em especial, temos que Y é
fechado.

Uma base de uma topologia em X é uma colegdo (Uy | A € A) de abertos
de X de sorte que se Y C X é um aberto, entao Y = Uycp, Uy, onde A, C A.

Uma wizinhanc¢a aberta (ou simplesmente wizinhang¢a) de um elemento
x € X é um aberto de X que contém z. Um sistema fundamental de vizin-
hangas de um ponto x € X é um conjunto ¥ de vizinhangas de = de sorte
que se x € V C X e V é um aberto em X, entao existe W € ¥ tal que
W CV.
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Aplicagoes Continuas

Sejam X e Y espagos topologicos e f: X — Y uma aplicacao. Entao f é
dita ser continua se para todo aberto U de Y a sua imagem inversa

fU)={z e X | f(z) e U}

é um aberto em X. f é dita ser um homeomorfismo se f é uma bijecao
continua com inversa f~! continua.

3.1.2 Espagos Compactos, Conexos e Hausdorff

Seja X um espaco topologico. X é dito ser compacto se para qualquer familia
de abertos {Uy | A € A} de X tal que X = UyeaU, (dita cobertura aberta
de X), existe uma quantidade finita de indices Ay, A, ..., A\, € A tais que
X =U,U,,.

X é dito ser Hausdorff se para quaisquer elementos z,y € X existem
vizinhancas V e W de x e y, respectivamente, tais que V NW = &.

X é dito ser conexo se nao pode ser decomposto como uma uniao dis-
junta de dois abertos nao vazios. X é dito ser totalmente desconexo se todo
subespaco conexo tem no maximo um elemento.

Os conceitos de compacidade, conexidade e Hausdorff tém destaque nesta
dissertacao. Um espaco topologico compacto Hausdorff totalmente desconexo
é dito um espago profinito.

Proposicao 3.1.1 Seja X um espaco topologico compacto. Entao todo sub-
conjunto fechado € compacto.

Demonstracgao: Seja Y um subconjunto fechado de X. Dada uma cober-
tura aberta <7 de Y, temos que # = &/ U{X — Y} é uma cobertura aberta
de X. Assim, existe alguma subcolegao finita de abertos em A que cobre
X. Se esta subcolecao contém X — Y, descarte-o. Com isto, obtemos uma
subcolecao finita de o7 que cobre Y. [

Proposicao 3.1.2 Sejam f,g: X — Y aplicacoes entre espagos topologi-
cos. Se f e g sao continuas e Y € Hausdorff, entao {x € X | f(x) = g(x)}
¢ fechado em X.

Demonstracao: Escreva N = {z € X | f(x) # g(x)}. Sejamy € N e U,V
vizinhangas disjuntas de f(y) e g(y) em Y, respectivamente. Claramente,
N, = f"HU)Ng (V) é um aberto contido em N e contendo y. Portanto,
N = Uyen N, ¢ um aberto. |
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3.1.3 Subespago Topolégico, Topologia Quociente e To-
pologia Produto

Ao longo do texto, sera recorrente o uso de alguns tipos de topologias. Vamos
descreveé-las abaixo.

Subespaco Topolégico

Se Y é um subconjunto de um espaco topologico X, entao a colegao de todos
os subconjuntos da forma Y NU, onde U é um aberto em X, é uma topologia
em Y, chamada de topologia induzida. Neste caso, Y ¢ dito ser um subespaco
de X.

Topologia Quociente

Seja p uma relagao de equivaléncia em um espaco topoldgico X, e escreva
X/p para o conjunto quociente e g : X — X/p para a aplicagdo quociente
que leva cada elemento na sua classe de equivaléncia. A topologia quociente
em X/p ¢é a topologia cujos abertos s@o os subconjuntos V' de X/p tais que
¢ *(V) é um aberto em X. Portanto, se consideramos em X/p a topologia
quociente, temos que ¢ é naturalmente continua.

Produto Topoloégico

O produto cartesiano (ou simplesmente produto) de uma familia (X, | A € A)
¢ o conjunto J],., X\ cujos elementos x sao aplicagoes de A em Uyep X de
sorte que x(A\) € X, para todo A € A. Assim, um elemento em [[,_, X, serd
escrito como (x) o qual corresponde a fungao que associa A a .

A aplicacio m\ : [[,co Xa — X, dada por (z)) —— z para cada
z(A) € X, é dita projecao.

Se cada X ¢ um espaco topolégico, entao o produto J[,., Xx pode ser
considerado como um espaco topologico com respeito a topologia cujos aber-
tos sao todas as unioes de conjuntos da forma

m (U N (U2) - A s (U)
com n € N e Uy, aberto em X, para cada \; € A.

Proposicao 3.1.3 Seja (X | A € A) uma familia de espagos topoldgicos.
Se cada X, €é compacto Hausdorff totalmente desconexo, entao o produto
[Lca Xa € compacto Hausdorff totalmente desconexo.
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Demonstragao: Consultar Wilson [13]. Teorema 0.2.1. n

3.1.4 Grupos e Anéis Topologicos
Grupos Topolégicos

Um grupo topoldgico é um conjunto G que possui ambas as estruturas de
grupo e de espago topoldgico, e cuja aplicacao (z,y) — zy ! de G x G
(com a topologia produto) em G é continua.

Proposigao 3.1.4 Sejam G um grupo topoldgico e H < G.
(a) H € um grupo topoldgico com respeito a topologia induzida.
(b) Se H < G, entao G/H ¢é um grupo topoldgico com respeito a topologia

quociente.

Demonstragao: Consultar Wilson [13], Lema 0.3.1(e). n

Seja (G | A € A) uma familia de grupos topolégicos. Defina no pro-
duto J],., G a operagao ponto-a-ponto (xx)(yx) = (zayx). Assim, [, Ga
munido desta operacgao e da topologia produto, ¢ um grupo topoléogico.

Anéis Topoloégicos

Um anel topologico € um anel R que, visto aditivamente, é um grupo topologico,
e cuja multiplicacao dada por (z,y) — xy de R x R (com a topologia pro-
duto) em R é uma aplica¢do continua.

3.2 Limite Inverso

Um conjunto I munido de uma relagao de ordem parcial < é dito ser dirigido
se para quaisquer ¢, j € [ existe algum £k € [ tal que 7,5 < k.

Um sistema inverso de espagos topolodgicos sobre um conjunto dirigido
consiste de uma colec¢ao de espagos topologicos {X; | i € I'} e de uma colegao
de aplicacoes continuas ¢;; : X; — X, definidas quando i = j e tais que o
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seguinte diagrama comuta (isto quando i,j,k € [ ei > j = k):

X;

) Pik Xk
X;

Vamos denotar um sistema inverso, como acima, por {X;, ¢;;,[}. Se
cada aplicacdo ¢;; € sobrejetora, entao {X;,p;;, [} é dito sistema inverso
sobrejetor.

Sejam Y um espaco topologico, {X;,¢;;, [} um sistema inverso de es-
pagos topologicos sobre um conjunto dirigido 7, e ¥; : Y — X, aplicacoes
continuas para cada ¢ € I. Entao as aplicacoes ; sao ditas compativeis se
@iji = 1, sempre que j = 4, isto ¢, se o seguinte diagrama comuta:

v i

_ X,
X /
X

Dizemos que um par (X, ¢;) constituido de um espago topologico X junto
com uma familia de aplicagoes continuas compativeis ¢; : X — X; é um
limite inverso de um sistema inverso {X;, ¢;;, I} se a seguinte propriedade
universal é satisfeita: para qualquer espago topoldgico Y e qualquer familia
de aplicagbes continuas compativeis ¢; : Y — X; (i € I), existe uma tunica
aplicacao continua ¢ : Y — X tal que ;1) = ;, para todo ¢ € I, isto é, se
o diagrama abaixo comuta:




Neste contexto, dizemos entao que ¢ é induzida ou determinada pela
familia (¢););er. Dizemos também que as aplicagoes ¢; : X — X, sdo pro-
jecoes.

Proposicao 3.2.1 Seja {X;, pij, [} um sistema inverso de espagos topoldgi-
cos. Entao existe um limite inverso de {X;, p;j, I}. Além disso, este limite
¢ unico no sequinte sentido: se (X, ;) e (Y,v;) sao dois limites inversos
de {X;, pi;, 1}, entdo existe um tinico homeomorfismo ¢ : X — Y tal que
Vi = @;, para todo v € I.

Demonstragao: Defina X como o subespaco de [[..; X; formado pelos

elementos (x;);c; que satisfazem

el

wij(T;) = x;

para i = 7.

Seja p; : X — X, a restricao da projecao canonica T; : Hiel X, — X,
Entao ¢; ¢ uma aplicacdo continua compativel para todo i € I e (X, ;) é
um limite inverso. De fato, suponha que {¢; : Y — X;} ¢ uma familia de
aplicagoes compativeis. Defina

E:Y—>Hi

_eIXi
y — Py)=

(¥i(y))-

Assim, w10 = 1); para cada i, e ¢ é continua (pois a sua composta com
cada projegao é continua). Além disso, se i = j, entao

77]'@ = = %jwi = %‘ﬂz@

e portanto ¢ : Y — X.
Suponha agora (X, ;) e (Y, 1;) dois limites inversos do sistema { X, ;, I }.

e




Como as aplicagoes 1; : Y — X sao compativeis, a propriedade univer-
sal do limite inverso (X, ;) mostra que existe uma tnica aplica¢do continua
v Y — X tal que ;1) = 1¢; para todo ¢ € I. Analogamente, como as
aplicagoes ¢; : X — X sdo compativeis e (Y,1);) é um limite inverso, existe
uma unica aplicacao continua ¢ : X — Y tal que ¥, = ¢; para todo i € 1.
Com isto, observamos que o diagrama abaixo comuta para todo i € I.

v

Xi

Por definicao, existe uma tnica aplicacao satisfazendo esta propriedade,
e portanto ¥ = Idx. Analogamente, tem-se ¢y = Idy. Assim, ¢ é um
homeomorfismo. [

Se {Xi, pi;, I} € um sistema inverso de espagos topologicos, denotaremos
seu limite inverso por

@iEIXi-

Observagao 3.2.2 Sejam {X;, pij, I} um sistema inverso e X = @ieIXi.
Considerando o; : X — X; projegoes, e @;; a restrigio de p;; a o;(X), entio
obtemos um sistema inverso sobrejetor {a;(X),@i;, 1} com o mesmo limite
1MVerso.

Proposicao 3.2.3 Seja {X;, pij, [} um sistema inverso de espagos topoldgi-
cos compactos Hausdorff totalmente desconexos. Entao I'anelXi € compacto
Hausdorff totalmente desconexo.

Demonstragao: Pela Proposi¢ao 3.1.3, temos que [[,.; X; é compacto
Hausdorff totalmente desconexo. Além disso, dos argumentos apresentados
na Proposicao 3.2.1 podemos identificar o limite inverso de {X;, ;;, I} com
um subconjunto do produto [],., X; dado por

limie, X; =[] Dy

g
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onde Dj; = {c € [[;c; Xi | piymi(c) = mi(c)} (i = j) e m; s@o projegoes
(para quaisquer i,j € [I). Agora, pela Proposicao 3.1.2, observamos que
cada conjunto D;; ¢ fechado, e portanto l(iLnie 1X; é fechado. Assim, segue da
Proposicao 3.1.1 que @ie 1X; é compacto. As proriedades de ser Hausdorff
e totalmente desconexo sao induzidas do produto [[,.; Xi. |

Admitindo as hipéteses da proposicao acima, enfatizamos que o limite
inverso l'gLie 1X; ¢ um subespago fechado de [],.; X;. A proposicao a seguir
esclarece que podemos enfraquecer estas hipoteses sobre o sistema inverso
{Xi, i, 1} e ainda assim termos @ieIXi fechado em [, ., X;.

Proposicao 3.2.4 Se {X;, pi;, [} € um sistema inverso de espagos topoldgi-
cos Hausdorff, entdo l'ﬁlieIXi € um subespaco fechado de Hiel X;.

Demonstragao: Seja (z;) € ([[,c; Xi) — (limieX;). Entéo existem indices
r,s € I, comr = s e @s(x,) # x5 Neste caso, podemos escolher vizinhangas
abertas disjuntas U e V de ¢,s(z,) e 5 em X, respectivamente. Seja U’
uma vizinhanga aberta de x, em X, tal que ¢,s(U’) € U. Considere o
subconjunto W = [],.; Vi de [[,.; Xi, onde V,. = U", V;, =V e U; = X, para
i # r,s. Temos que W é uma vizinhanca aberta de (z;) em [],., X; disjunta
de Jimje/ X;. [ ]

Proposicao 3.2.5 Seja {X;, pij, [} um sistema inverso de espagos topoldgi-
cos compactos Hausdorff nao vazios. Entao @nie[Xi € nao vazio.

Demonstracao: Para i = j, temos que D;; é fechado (Proposicao 3.1.2) e
[L;e; Xi ¢ compacto (Proposigao 3.1.3). Se imX; = &, entao M, D;,;, = &,
n € N. Como [ é dirigido, existe k € [ tal que k > i, para todo r. Escolha
x € X, defina x; = @y (zr), para | = k, e defina x; arbitrariamente para
todos os outros elementos de I. Portanto,

uma contradicao. [

Convidamos o leitor a definir sistema inverso e limite inverso para gru-
pos topoldgicos e anéis topoldgicos. Nestes casos, aplicagoes continuas sao
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substituidas por homomorfismos continuos de grupos e por homomorfismos
continuos de anéis, respectivamente. Esclarecemos também que os resultados
apresentados nesta se¢ao continuam sendo validos nestes casos, uma vez que
dependem apenas da topologia das estruturas referidas.

Por exemplo, sejam I = N, p um primo e G; = Z/p'Z para cada i; e para
© = j, as aplicagoes ¢;; : G; — G; definidas por

©ii(n +piZ) =n+p7Z

para cada n € Z. Entao (G, ¢;j, I) é um sistema inverso.

De modo mais geral, sejam G um grupo e I uma familia de subgrupos
normais com a propriedade de que para quaisquer Uy, Us € I, existe V' € [ tal
que V < Uy NU,. Neste caso, podemos considerar I como sendo um conjunto
dirigido com respeito a ordem U <' V' se V' é subgrupo de U. Assim, defina
qvu - G/V — G/U por

avu(Vg)=Uyg

para todo g € G. Entao (G/V,qyu, ) é um sistema inverso de grupos.

3.3 Grupos Pro-p

Seja ¥ uma classe nao vazia de grupos finitos com a propriedade de ser
fechada com respeito a imagens isomorficas (isto ¢, se G; € € e G = Ga,
entdo Gy € ). G é dito €-grupo se G € €. G & dito grupo pro-€ se
G = @Gi, onde {G}, i, I} é um sistema inverso sobrejetor de €-grupos
(munidos da topologia discreta).

Observe que um grupo pro-%, como acima, é um grupo topolégico, cuja
topologia ¢ induzida da topologia produto em [[,.; G;. Observe também que
% -grupos sao grupos pro-% decorrentes de sistemas inversos sobre conjuntos
dirigidos com apenas um elemento.

Claramente, as propriedades dos grupos pro-% dependem do tipo de classe
de grupos finitos que estamos considerando. Em especial, assumiremos a
partir deste ponto ¥ como sendo a classe dos p-grupos finitos em virtude da
finalidade do nosso estudo. Neste caso, um grupo pro-% sera chamado de
grupo pro-p.

Temos, neste caso, que € é fechada para quocientes (isto é, se G € €
e K < G, entdo G/K € %) e fechada para produtos finitos (isto é, se G é
um grupo finito com subgrupos normais N; e N, tais que G/Ny, G/Ny € €,
entdo G/(N1 N Ny) € 7).
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Os grupos pro-p podem ser caracterizado de varias maneiras, elencadas
segundo a proposicao a seguir.

Proposigao 3.3.1 Seja € a classe dos p-grupos finitos. Entao as sequintes
condigoes para um grupo topologico G sao equivalentes.

(a) G € um grupo pro-p.

(b) G € compacto Hausdorff totalmente desconexo, e para cada subgrupo nor-

mal aberto U de G, tem-se G/U € €.

(¢) G é compacto e o elemento identidade 1 de G admite um sistema fun-
damental % de vizinhangas abertas U tais que NyeqyU =1 € cada U € um
subgrupo normal aberto de G com G/U € €.

(d) O elemento identidade 1 de G admite um sistema fundamental % de
vizinhangas abertas U tais que cada U € um subgrupo normal de G, com
G/Ue¥ e

G — lglvn[]e% G/U
Demonstragao: Consultar Ribes-Zalesskii [8|, Teorema 2.1.3. n

Proposicao 3.3.2 Seja € a classe dos p-grupos finitos.

(a) Todo grupo quociente G/K de um grupo pro-p, onde K < G € fechado, é
um grupo pro-p. Além disso, todo subgrupo fechado de G € um grupo pro-p.

(b) O produto direto [[,.; G; de qualquer colegio {G; | i € I} de grupos pro-p
com a topologia produto é um grupo pro-p.

(¢) O limite inverso T&liejGi de um sistema inverso sobrejetivo {G, ;j, I}
de grupos pro-p € um grupo pro-p.

Demonstracao: Consultar Ribes-Zalesskii 8], Proposigao 2.2.1. [

Sejam GG um grupo pro-p e X um subconjunto de G. Dizemos que X gera
G como grupo topoldgico se o subgrupo abstrato (X) de G gerado por X é
denso em G. Neste caso, X ¢ dito um conjunto de geradores (topoldgicos)
de G, e escrevemos G = (X). Se X ¢ finito, G ¢é dito (topologicamente)
finitamente gerado, e denotamos por

d(G) =min{| X |; X C G, X gera G topologicamente}

para o numero minimo de elementos (possivelmente infinito) necessarios para
gerar G topologicamente. Temos que d(G) = dimp,G/®,(G), onde @,(G) =

G?|G, G| ¢é o subgrupo de Frattini de G.
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3.4 Completamento Pro-p

Sejam G um grupo, € a classe dos p-grupos finitos e A = A% (G) uma
colecao nao vazia de subgrupos de G dada por

N ={N <;G|G/N € ¢},

onde N <y G denota o fato de IV ser subgrupo normal de G de indice finito.
Temos que .4 é nao vazia (pois G € 4) e possui a seguinte propriedade:
para quaisquer Ny, Ny € A existe N € A4 tal que N < Ny N Ny (pois
podemos escolher N = Nj; N Ny). Assim, G pode ser interpretado como
um espago topologico se considerarmos .4 como um sistema fundamental de
vizinhangas da identidade de G.

Definindo agora a relagao < em .4 dada por N < M se M é subgrupo
de N, temos que .4 torna-se um conjunto dirigido. Neste contexto, se con-
siderarmos ¢y n @ G/N — G/M como o epimorfismo natural (definido
para M = N), entao {G/M,prn, A} é um sistema inverso sobrejetor de
% -grupos, e

@NEJ/G/ N

¢ dito o completamento pro-p de G, o qual sera denotado por Gp.

Observe que a existéncia e unicidade do completamento pro-p decorrem da
existéncia e unicidade do limite inverso. Observe também que, naturalmente,
existe um homomorfismo de grupos continuo j : G — G} induzido pelos
epimorfismos G — G/N (N € .4) e definido por g —— ¢gN para todo
g € G. Ademais, G5 definido como acima, possui a seguinte propriedade
universal: para qualquer homomorfismo de grupos continuo ¢ : G — H
em um grupo pro-p H, existe um tnico homomorfismo de grupos continuo
©: Gy :— H tal que ©j = ¢, isto é, o seguinte diagrama comuta:

Gy T H
G

E suficiente verificar a propriedade universal acima apenas para p-grupos,
e assim seguira automaticamente para grupos pro-p (uma vez que sao limites
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inversos de p-grupos). Para maiores esclarecimentos, indicamos consultar
Ribes-Zalesskii [8], Lema 3.2.1.

Um caso especial é quando consideramos o grupo Z dos inteiros. O com-
pletamento pro-p de Z ¢ denotado por Z, e expresso por

Zp = muenZ/p"Z = {(xn) | 20 € Z, x1 = Ty (mod p™), m < n}.
Este completamento é conhecido na literatura como anel dos inteiros p-adicos.

Proposicao 3.4.1 Sejam Gp = @NEL/VG/N o completamento pro-p de um
grupo G e j : G — Gy definido por g — gN (com N € A ).
(a) Imj € denso em Gp.

(b) kerj = Nyes N.

Demonstracao: Consultar Wilson [13|, Proposi¢ao 1.4.4. n

Observe que podemos generalizar naturalmente o conceito de completa-
mento pro-p e a proposicao acima a colecao de todos os subgrupos normais
de indice finito de um grupo G.

3.5 Grupos Pro-p Livres

Sejam F' um grupo pro-p, ¢ a classe dos p-grupos finitos, X um espago
profinito e o : X — F uma aplicagao continua tal que F' = (Imo). O
par (F,o) é dito um grupo pro-p livre sobre X se a seguinte propriedade
universal é satisfeita: para qualquer aplicagao continua ¢ : X — G em um
grupo pro-p G tal que ¢(X) gera G, existe um tnico homomorfismo continuo
©: F— G tal que po = ¢, isto é, se o seguinte diagrama comuta:

]

S -G

X

Observe que é suficiente testar a propriedade universal na defini¢ao acima
apenas para p-grupos finitos, e assim seguirda automaticamente para grupos
pro-p (uma vez que sao limites inversos de p-grupos).
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A funcdo o : X — F & necessariamente injetiva (Ribes-Zalesskii [8],
Lema 3.3.1). Assim, podemos considera-la sem perda de generalidade como
sendo a inclusdo. Neste caso, identificaremos X com sua imagem o(X), e
portanto assumiremos que F = W no contexto da definicado acima.

Proposicao 3.5.1 Para todo espago profinito X existe um uinico grupo pro-p
livre sobre X.

Demonstracao: Consultar Ribes-Zalesskii, [8] Teorema 3.3.2. n

Dizemos que um subconjunto X de um grupo pro-p G converge a 1 se
todo subgrupo aberto U de G contém todos a menos uma quantidade finita
de elementos de X.

Proposicao 3.5.2 Seja F' o grupo pro-p livre sobre um conjunto X con-
vergindo a 1.

(a) Se F é também pro-p livre sobre um conjunto Y convergindo a 1, entao
X eY tém a mesma cardinalidade.

(b) Se X = {x1,29,...,2,} € finito, entdo qualquer conjunto de geradores
{y1,y2,-..,yn} de n elementos converge a 1.
Demonstracao: Consultar Ribes-Zalesskii [§], Lema 3.3.5. n

Se F' é um grupo pro-p livre sobre um conjunto X convergindo a 1, defi-
nimos o posto de F' como sendo a cardinalidade de X. Assim, a proposicao
anterior esclarece que o seu posto (como grupo pro-p livre) nao depende da
escolha da base, e portanto esta bem definido e o denotamos por

d(F).

Particularmente, como o nosso Teorema Principal (Caso Pro-p) esté im-
pondo hipétese de ser finitamente gerado, nao precisaremos nos preocupar
com a existéncia de um conjunto convergindo a 1 pois um conjunto de ger-
adores finito naturalmente ja possui esta propriedade.

Um grupo pro-p G é dito p-projetivo se dado um epimorfismo 5 : B — C
e um homomorfismo « : G — C, para quaisquer grupos pro-p B e C existe
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um homomorfismo v : G — B tal que 87 = a, isto é, se o seguinte diagrama
comuta:

G

¥

B 3 C 1

Assim como mostramos no caso abstrato que a propriedade projetiva é
verificada nos grupos livres, o proximo resultado atesta que o seu analogo
para grupos pro-p também é verdadeiro.

Proposicao 3.5.3 Todo grupo pro-p livre é p-projetivo.
Demonstracao: Consultar Wilson [13]|. Proposigao 5.2.2. u

Proposicao 3.5.4 Seja F' um grupo abstrato livre sobre um conjunto finito
X. Entao o completamento pro-p Fg de F' € um grupo pro-p livre sobre X.

Demonstracao: Consultar Ribes-Zalesskii 8], Proposigao 3.3.6. n

Proposicao 3.5.5 Para todo conjunto X, a aplicag¢ao canonica j : F' — Fy
do grupo abstrato livre F' sobre X no grupo pro-p livre F5 sobre X € injetiva.

Demonstragao: Consultar Wilson [13], Proposi¢ao 5.4.2. [ ]

Sejam F' ¢ um grupo abstrato livre de posto finito e j : ' — F}; a
aplicacao natural. A Proposicao 3.4.1 estabeleceu que

kerj = Nnes N,

onde 4 & a colecao de todos os subgrupos normais de indice finito de F'
que determinam quocientes que sao p-grupos. Assim, a proposi¢ao anterior
esclarece que esta intersecao ¢ trivial. Neste caso, dizemos que F' é residual-
mente p.

Observe também que Z, é o grupo pro-p livre gerado por um elemento e
Z mergulha em 7Z,.
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3.6 Grupos Pro-p Finitamente Apresentados

Sejam G um grupo pro-p e R < GG. Dizemos que R é gerado como sub-
grupo normal por um conjunto X se R é o menor subgrupo normal (fechado)
contendo X, e denotamos por

da(R)

a cardinalidade de X.

Uma apresentacao de um grupo pro-p G é um epimorfismo continuo
7 : F — G de um grupo pro-p livrte F' em G. A apresentacao é dita
finita se ambos d(F') e dp(kerm) sao finitos. Neste caso, G é dito finita-
mente apresentado. Claramente, grupos pro-p livres finitamente gerados tém
apresentacoes finitas.

Proposicao 3.6.1 Seja G um grupo pro-p.

(a) Suponha que m : F — G é uma apresentacdo finita. Entdo o nimero
d(F) — dp(kerm) € independente de 7 e portanto é um invariante de G.

(b) Se d(G) = d e G tem uma apresenta¢ao como grupo pro-p com r + d
geradores e r relagoes, entao G € livre.

Demonstragao: Consultar Wilson [13], Corolario 12.1.6. n

Uma questao em aberto sobre este tema é se podemos reproduzir o
resultado acima para apresentagoes de p-grupos finitos considerados como
grupos abstratos. Seja G um grupo abstrato finitamente apresentado e
7w : F, — G uma apresentagao, onde F, é um grupo livre (abstrato) de
posto n, e dp, (kerm) = r,, digamos. Como vimos, a deficiéncia de G ¢ dada
por

defG = maz{n, —rz},

isto é, o maximo entre todas as deficiéncias das apresentacoes. Entretanto,
nao se sabe se um p-grupo finito G tem uma apresentacao 7 : F, — G que
alcanga esse maximo e d(G) = n,.

Além disso, destacamos que o Teorema Principal (Caso Pro-p) é uma
generalizacdo do item (b) da Proposi¢ao 3.6.1.

Proposicao 3.6.2 Seja € a classe dos p-grupos finitos (que € fechada para
quocientes, para produtos diretos finitos e para subgrupos normais). Se

l—K—G—H—1
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¢ uma sequéncia exata de grupos, entao
K — G — H — 1
€ uma sequéncia exata de grupos pro-p.

Demonstragao: Consultar Ribes-Zalesskii [8], Proposigao 3.2.5. ]

Seja G um grupo (abstrato) finitamente apresentado e 7 : F' — G uma
apresentacao finita de GG. Entao, pela Proposi¢ao 3.6.2, 7 induz um epimor-
fismo (continuo) 7y : F; — G entre os complementos pro-p de F' e G. Pela
Proposicao 3.5.4, F; é um grupo pro-p livre de posto finito. Entao 75 ¢ uma
apresentacao de Gz com um nimero finito de geradores. Mais ainda, o nticleo
de 75 € o fecho da imagem de Kerm via a aplicagao canoénica F' — F5. Com
isto, vemos que uma apresentacao finita para G também é uma apresentacao
finita para o seu completamento pro-p G, como destacamos na proposigao
a seguir.

Proposicao 3.6.3 Seja G um grupo abstrato. Se G tem uma apresenta¢ao
como grupo abstrato com n geradores e r relacoes, entao o completamento
pro-p Gy de G tem tal apresentacao como grupo pro-p. Consequentemente,
a deficiéncia de G como grupo abstrato nao € maior do que a deficiéncia de
Gp como grupo pro-p

Demonstragao: Consultar Wilson [13], Proposi¢ao 12.1.7. |

Observe que se G ¢ um p-grupo finito, entao G = G. Entretanto, nao é
conhecido se suas deficiéncias como grupo abstrato e grupo pro-p coincidem.

3.7 Mobdulos Profinitos e Modulos Profinitos
Livres

Anéis e Mo6dulos Profinitos

Um anel profinito é um limite inverso de um sistema inverso de anéis finitos
{Ri, ij, I}. Assumiremos que os anéis possuem um elemento identidade, de-
notado por 1, e que os homomorfismos de anéis enviam elementos identidade
em elementos identidade.

Os anéis profinitos possuem caracterizagoes analogas as de grupos profini-
tos (preconizados na Proposi¢ao 3.3.1) em termos dos seus ideais abertos.
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Proposicao 3.7.1 Seja R um anel topoldgico. Entao as sequintes condigoes
sao equivalentes.

(a) R é um anel profinito.
(b) R € compacto Hausdorff totalmente desconexo.

(¢) R é compacto e o elemento 0 de R admite um sistema fundamental de
vizinhangas formado pelos ideais abertos de R.

(d) O elemento identidade 1 de R admite um sistema fundamental {T; | i € 1}
de vizinhancas abertas tais que cada T; € um ideal aberto de R e

R= h&%’el R/T;.
Demonstragao: Consultar Ribes-Zalesskii 8], Proposigao 5.1.2. ]

A partir deste ponto, R denota um anel profinito.

Um R-mddulo profinito o direita é um grupo profinito abeliano M com
uma aplicagao continua M x R — M que satisfaz as propriedades usuais
de R-modulo abstrato.

Todo R-moédulo profinito M tem uma base de vizinhangas abertas de 0
formada pelos subgrupos abertos de M que sao invariantes sob a agao de R,
ou seja, formada pelos R-submoédulos abertos. Na categoria de R-moédulos
profinitos todos os morfismos f : M — N entre R-modulos profinitos sao
homomorfismos continuos com imagens fechadas, aos quais vamos nos referir
apenas como homomorfismos. Convidamos também o leitor a definir os con-
ceitos naturais de submodulos, nicleo e imagem de R-homomorfismos de
R-moédulos profinitos. Eles sao analogos quando R é um anel abstrato.

Seja X um subconjunto de um R-médulo M. O R-submodulo fechado
N topologicamente gerado por X é o fecho do R-submodulo abstrato gerado
por X, ou seja, a intersecao de todos os R-submoddulos fechados de M que
contém X. Se X é um conjunto finito, N é dito (topologicamente) finitamente
gerado. Neste caso, o lema a seguir diz que as defini¢oes de modulos profinitos
topologicamente e abstratamente finitamente gerado coincidem.

Lema 3.7.2 Sejam R um anel profinito, M wm R-mddulo profinito e

{a1,aq,...,a,} um subconjunto finito de M .
(a) O conjunto My = {>° au; | ui,us,...,u, € R} é um submddulo
fechado.
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(b) Suponha que M é finitamente gerado, e seja N um R-mddulo profinito.
Entao todo R-homomorfismo 0 : M — N € continuo.

Demonstracao: Consultar Wilson [13], Lema 7.2.2. u

Moédulos Profinitos Livres

Uma aplicacao f de um conjunto X em um moédulo profinito M ¢é dita 0-
convergente se para cada submodulo aberto N de M o conjunto

{reX[flx)¢ N}

é finito.

Sejam F um R-mo6dulo profinito, X um subconjunto de Frei: X — F
a aplicacao inclusao. Entao F' é dito um R-mddulo profinito livre sobre X
se a aplicacao inclusao ¢ é O-convergente e se satisfaz a seguinte propriedade
universal: para qualquer aplicagao 0-convergente ¢ : X — M em um R-
modulo profinito M, existe um tinico homomorfismo de R-modulos profinitos
©» de F'em M tal que pi = ¢, isto €, o seguinte diagrama comuta:

7]

JT >

X

Observe que é suficiente verificar a propriedade universal na defini¢ao
acima apenas para R-modulos finitos, e assim seguird automaticamente para
R-modulos profinitos (uma vez que sao o limite inverso de R-modulos finitos).

O R-moédulo profinito livre sobre X existe e é tinico a menos de isomor-
fismo, podendo também ser construido como o completamento do R-mddulo
abstrato livre sobre X (com respeito a familia de submédulos U de indice
finito tais que X — U é finito) ou como o produto cartesiano de copias de R
indexadas pelos elementos de X. Para maiores esclarecimentos, indicamos
consultar Wilson [13|, Proposi¢ao 7.4.1.

Um R-modulo profinito P é dito ser projetivo se dado um homomorfismo
sobrejetivo f : M — N e um homomorfismo « : P — N, para quaisquer
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R-mo6dulos M e N, existe um homomorfismo v : M — N tal que /vy = «,
isto é, se o seguinte diagrama comuta:

P

A

M 3 N 0

Todo modulo profinito livre ¢ projetivo (Wilson [13], Proposigao 7.4.2).
Os moédulos profinitos projetivos sao precisamente os "somando diretos" dos
modulos profinitos livres (Wilson [13|, Proposi¢ao 7.4.7). Quando o anel
profinito é local, ou seja, se possui um unico ideal a direita aberto maxi-
mal, temos que modulos profinitos livres e projetivos coincidem (Wilson [13],
Proposicao 7.5.1).

3.8 A Algebra de Grupo Completa

Algebra de Grupo Completa

Seja R um anel comutativo. Uma R-dlgebra ¢ um anel A com um homo-
morfismo de anéis de R no centro de A. Escreveremos r\ para o produto da
imagem der € Re A € A.

Uma aplicacao 6 : A — FE, onde E é uma R-élgebra, é dita um homomor-
fismo de R-dlgebras se ¢ um homomorfismo de anéis e satisfaz 0(r\) = r6(\),
para todo r € R e A € A. Qualquer anel contendo R no seu centro pode ser
considerado como uma R-algebra.

Seja G um grupo. Denotamos por RG a algebra de grupo de G sobre R,
ou seja, RG é o conjunto formado por todas as somas formais » | gec T99> tais
que 4 € R e ry # 0 somente para um nimero finito de elementos de g € G,
munido da soma usual e produto induzido pela operagao de G. Identificamos
R e G com suas imagens naturais em RG. A algebra de grupo é caracterizada
pela seguinte propriedade universal: cada homomorfismo de grupos de G no
grupo das unidades E¥ de uma R-algebra E estende-se unicamente a um
homomorfismo de R-algebras de RG em FE.

Suponha agora que R é um anel profinito comutativo. Uma R-dlgebra
profinita € um anel profinito A com um homomorfismo continuo de R no
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centro de A. Note que o centro de A é um subanel fechado de A, ja que é a
interse¢ao dos niicleos de homomorfismos da forma ¢, : © — x\ — Az, para
todo A € A.

Vamos destacar agora a seguinte definigao.

Seja G um grupo profinito. A dlgebra de grupo completa [RG] de G sobre
R é uma R-algebra profinita que contém G no seu grupo de unidades e que
satisfaz a seguinte propriedade universal: qualquer homomorfismo continuo
de G no grupo das unidades EX de uma R-algebra profinita E estende-se a
um tnico homomorfismo continuo de R-dlgebras de [RG] em E.

Temos que EX ¢ um grupo profinito com a topologia subespaco em E
(Wilson [13], Proposigao 7.1.1). A &lgebra de grupo completa [RG] também
pode ser dada segundo o limite inverso

[[RG]] = @NE%R(G/N)

onde % ¢ a colecao de todos os subgrupos normais abertos de G. Temos que
G mergulha em [RG] via a aplicacdo g — []yeqy 9V que estende-se a um
mergulho de RG em [RG] como uma subalgebra densa em [RG] (Wilson
[13], Proposicao 7.1.2).

Moédulos Profinitos Topologicamente Livres

Consideremos agora a algebra de grupo abstrata RG de um grupo G sobre
um anel comutativo R (que é um R-mo6dulo abstrato livre no conjunto G).
Temos que a correspondente propriedade universal nao vale para a algebra
de grupo completa [RG] de um grupo profinito G' sobre um anel comutativo
R. De fato, em geral a inclusdo de G em [RG] nao é 0-convergente. Isto
ocorre apenas se G é finito. Para contornar este problema, apresentaremos
agora a seguinte definicao.

Sejam R um anel profinito, X um subconjunto fechado de um R-modulo
profinito L e i : X — L a aplicacao inclusao. Entao L é dito um R-
modulo profinito topologicamente livre com base X se a seguinte propriedade
universal é satisfeita: para qualquer aplicagao continua ¢ de X em um R-
modulo profinito M existe um tinico homomorfismo continuo de R-médulos
©: L — M tal que pi = ¢, isto é, o seguinte diagrama comuta:
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X

Observe que se X é finito, entao as defini¢oes de modulo profinito livre
e de moédulo profinito topologicamente livre coincidem. Observe também
que X ¢é o limite inverso de suas imagens nos quocientes de L moédulo
os submodulos abertos. Portanto, X é um espago profinito. Neste caso,
seja X = @Xi, onde cada X; é um conjunto finito. Se as aplicacoes
¥; + X — X, sao sobrejetivas, entao o R-modulo profinito topologicamente
livre [RX] pode também ser construido, a menos de isomorfismo, como o
limite inverso

[RX] = mRX;

dos R-modulos profinitos livres RX;, e a aplicagdo canonica de [RX] em
RX; é o tinico homomorfismo de R-moédulos estendendo ;.

G-Mo6dulos

Seja G um grupo pro-p. Um G-mddulo pro-p (& direita) ¢ um grupo pro-p
abeliano M com uma agao continua Z,-linear M x G — M que satisfaz as
propriedades de um modulo abstrato com coeficientes em G.

Proposicao 3.8.1 Seja M um grupo pro-p abeliano e considere Z identi-

ficado com sua tmagem no seu completamento pro-p Z,. Fize m € M.

A aplicacio n — mn = m+---+m de Z em M € um homomorfismo
—_———

continuo. Logo, pela propriedadenumversal do completamento pro-p, ela se
estende a um unico homomorfismo continuo 0, : Z, — M. Entao a apli-
cacio 0 : M X Z, — M definida por (m, z) — mz = 0,,(2) € continua. Se
m,m' € M ez, 2 € Z,, entdo m(z + ') = mz + mz', mz(z') = m(z2') e
(m+4+m')z=mz+m'z.

Demonstragao: Consultar Wilson [13], Proposi¢ao 1.5.3. ]
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A proposicao anterior esclarece que todo grupo pro-p abeliano M tem
uma agao natural continua e linear de 7Z,.

Se M ¢ um [Z,G]-modulo pro-p, entdo M é um G-modulo pro-p, ja que
Z,G mergulha em [Z,G]. Reciprocamente, se M é um G-mo6dulo pro-p, entao
M tem uma estrutura natural de [Z,G]-modulo pro-p, em que a aplicagao
M x [Z,G] — M estende MG — M e os [Z,G]-submoédulos fechados
de M sao exatamente os G-submoédulos fechados de M. Para maiores infor-
magoes, indicamos consultar Wilson [13], Proposigao 7.2.4. Assim, a catego-
ria dos [Z,G]-modulos pro-p e a categoria dos G-médulos pro-p coincidem.
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Capitulo 4

O Teorema Principal - Caso Pro-p

Neste capitulo, apresentamos a demonstragao do Teorema Principal (Caso
Pro-p) dada por John S. Wilson em [15].

Teorema Principal (Caso Pro-p) Seja G um grupo pro-p que tem a-
presentacao (como grupo pro-p) com n geradores 1, Xs, . .., T, € m relagoes
r1,T2,...,Tm, onde n > m, e seja Y um conjunto qualquer de geradores
topologicos de GG. Entao existem n — m elementos de Y que geram livre-
mente um subgrupo pro-p livre de G.

Essencialmente, a estrutura da prova vista no Teorema Principal (Caso
Abstrato) sera preservada. Todavia, langamos nova luz sobre alguns argu-
mentos. Agora, todos os subgrupos serao entendidos como subgrupos fecha-
dos, todas as aplicagoes deverao ser aplicacoes continuas, e os médulos serao
modulos sobre a algebra de grupo completa [Z,G] de G sobre Z,. Essas
modificagoes fazem-se necessarias pois precisamos garantir que, do ponto de
vista topolodgico, ocorra o fechamento das estruturas aqui citadas.

Antes disso, apresentamos outra demonstracao do Teorema Principal
(Caso Abstrato) dada por John S. Wilson em [14], onde é assumido o Caso
Pro-p dado originalmente por Romanovskii em [11]. Utilizamos também o
Completamento Pro-p, introduzido na Secao 3.4.
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4.1 Prova do Teorema Via Completamento Pro-

Teorema Principal (Caso Abstrato) Seja G um grupo que tem apresen-
tagao com n geradores x1, Ta, ..., x, € m relacdes r,rs, ..., 7,, onde n > m,

e seja Y um conjunto qualquer de geradores de G. Entao existem n — m
elementos de Y que geram livremente um subgrupo livre de G.

Demonstragao: Considere (x1,zo, ..., 2, | 1,72, ...,7,) uma apresentacao
de G, onde m > n. Entao (z1,z2,...,2%, | m1,72,...,7m) € também uma
apresentacao na categoria dos grupos pro-p para o complemento pro-p G de
G, conforme a Proposicao 3.6.2.

Seja Y um conjunto qualquer de geradores de GG. Considerando a apli-
cacao j : G — G dada na Proposicao 3.4.1, temos que I' = j(Y) gera Gy
como grupo pro-p. Assim, como Gj ¢ um grupo pro-p com n geradores m
relagoes, onde m < n, pelo Caso Pro-p do Teorema Principal, I" contém um
subconjunto I'y com | I'; |= n — m que gera livremente um subgrupo pro-p
livre Er de Gp.

Considere em Y um subconjunto Y; satisfazendo | Y |=| 'y | e j(V1) =
I';. Neste caso, temos que Er é o complemento pro-p do grupo livre abstrato
E sobre Y7, isto ¢, Er = Ej.

Uma vez que a aplicacao do grupo livre abstrato £ com base Y; no grupo
pro-p livre com base Y; (que coincide com Ej) ¢ injetiva (Proposi¢ao 3.5.5),
segue que Y; gera um subgrupo livre abstrato de G. De fato, seja i : £ — Ej
a aplicagao canonica, e considere j '(E;) < G. Pela propriedade projetiva
dos grupos livres (Proposigao 1.1.6), existe § : E — j '(Ej) tal que o
seguinte diagrama comuta.

K

Neste contexto, como 7 é injetiva, temos que 6 também é injetiva, e isto
conclui a demonstragao. ]
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4.2 Modificacoes Para o Caso Pro-p

Para introduzir as modificagoes com respeito a prova do Teorema Principal
(Caso Abstrato) dada na Segao 2.3, vamos mostrar, de acordo com o lema a
seguir, que um grupo pro-p pode ser mergulhado em uma extensao split. Para
tanto, a nossa principal ferramenta sera o Teorema de Kaloujnine-Krasner
(consultar Rotman [12], Teorema 7.37) para grupos finitos, o qual atesta que
se um grupo G é uma extensao de grupos, digamos H e K, entao G é um
subgrupo do produto entrelagado H ! K (isto é, um subgrupo do produto
semidireto K X B, onde B é o produto direto de | K | copias de H).

Lema 4.2.1 Sejam G um grupo pro-p, A um subgrupo abeliano normal (fe-
chado) de G e H = GJA. Entio G pode ser imerso em um grupo pro-p
Hx B, com B abeliano, de modo que a composta da imersao com a aplica¢ao
H x B— H € a aplicagao quociente G — H.

Demonstragao: Seja (N))aex uma familia de subgrupos normais abertos
de G tal que (o, NVx = 1. Para cada A € A, G/N, ¢ uma extensao finita de
G/AN, por AN,/N,. Logo, o Teorema de Kaloujnine-Krasner para grupos
finitos nos da imersoes

j/\ : G/N)\ — (G/AN)\) ! (AN)\/N/\)

Observe que o produto entrelacado dado acima é o produto semidireto
(G/AN,) x B,, onde B, ¢é o produto de | G/AN, | copias de AN,/N,.
Observe também que By é um p-grupo abeliano.

Assim, ¢ suficiente considerar o subgrupo de [],.,(G/AN, x By) gerado
pelo subgrupo normal abeliano [],., Bx e pela imagem de G via a aplicagao

w19 (a(gNy))- u
Estabelecemos o andlogo pro-p do Lema 2.1.2 conforme o lema a seguir.

Lema 4.2.2 Sejam F um grupo pro-p livre sobre {x1,22,...,x,}, R um
subgrupo normal (fechado) de F e H = F/R. Seja M um [Z,H]-mddulo
pro-p e ti,to, ..., t, € M.

(a) A correspondéncia



determina um homomorfismo continuo

H 0
u.F—)(M 1).

(b) R < keru < R.

(¢) Seja j a aplicagio de F/R' em < ]\Z (1) ) induzida por p. Se M é um
[Z,H]-mddulo pro-p livre sobre {t1,ts,...,t,}, entao j € injetiva.

Demonstragao: Os itens (a) e (b) seguem por analogia ao que foi apresen-
tado no contexto dos grupos abstratos (Lema 2.1.2).

Para provar (c), utilizaremos a imersao dada no Lema 4.2.1, que sera
denotada por 6, mantendo-nos atentos as seguintes modificacoes com respeito
a notagao: por G vamos considerar F'//R') por A vamos considerar R/ R/, e
por H vamos considerar entao F'/R. Assim, F//R’ esta imerso no grupo pro-p
H x N, onde N é um grupo pro-p abeliano, e podemos entao considerar o
seguinte diagrama.

F/R ’ Hx N

7

F

HD(M

Neste ponto, nossa estratégia é completar o diagrama acima com uma
aplicacdo 6 : H x M — H x N de tal forma que 5 = . Como 6 &
injetiva, segue que j também é injetiva, o que completa a prova do item (c).
O argumento seguiré lipsis litteris ao Lema 2.1.2. De fato, seja v; € N dado

por
0(z;R') = ( ikt ? )

(%

e considere k : M — N como sendo o unico [Z,H ]-homomorfismo definido
pela correspondéncia t; — v;, que é continuo em virtude do Lema 3.7.2.
Entao

G (H 0Y_ (H O dad hooY,
o N 1 ada por m 1
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¢ um homomorfismo continuo e possui a propriedade que desejamos. ]

Consoante a um profundo resultado dado por Romanovskii em [11], e
que enunciaremos conforme a Proposigao 4.2.4 a seguir, o leitor sera capaz
de perceber que nao podemos usar simplesmente grupos ordenéaveis como foi
feito na Secao 2.3 pois precisamos, por exemplo, garantir que UNM é fechado
no [Z,G]-moédulo M. Para contornar este problema, apresentaremos agora
a seguinte definigao.

Uma filtragao

A=Agy =2 Apy > -+

de subgrupos normais de um grupo profinito com (| Ay = 1 é dita conver-
gente se cada vizinhanga de 1 contém algum subgrupo A(;). Denotaremos por
A a classe de todos os grupos pro-p finitamente gerados com uma filtragao
convergente com fatores centrais livres de torgao.

Observagao 4.2.3 Seja G um grupo pro-p finitamente gerado, e considere
K como sendo a intersecao dos nicleos de todos os homomorfismos ¢y de G
em grupos pro-p nilpotentes livres de tor¢cao Gy, isto €, K = ker ¢, onde

p: G — HGA
g — ¢lg) = (va(9)).
Entao G/K € N .

O proximo resultado, devido & Romanovskii, é o ponto central para es-
tabelecer a analogia entre a demonstracao apresentada na Segao 2.3 e a que
apresentaremos na proximo secao. Utilizando a classe de grupos pro-p A4
definida acima, a proposicao a seguir determina que se H € .4, entao existe
um anel com divisao () contendo a algebra de grupo completa [Z,H] e a
extensao H X M € A", onde M é o Z,-moédulo como descrito abaixo.

Proposicao 4.2.4 Seja H um grupo pro-p em A e seja L a dlgebra de grupo
completa [Z,H]. Entao existe uma filtragio (H;))is1 com fatores centrais
livres de tor¢ao e um anel com divisao (Q > L tais que as sequintes afirmagoes
ocorrem: sen =1 e U é um subespaco do espaco vetorial Q™ , entio

(1) UNL™ ¢ fechado em L™.
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(ii) O Z,-modulo M = L™ /(U N L™) tem uma filtracio (M;);=1 de sub-
modulos fechados tais que [M;, H;| < M;; e M;/M;+1 é um grupo livre de
tor¢ao para todo i, j.

(1ii) (H;M;)i>1 € uma filtragao de HX M com fatores centrais livres de tor¢ao,
e entao H x M € N .

Demonstracao: Consultar Romanovskii [11], Proposigao 7. n

4.3 Prova do Teorema

Nesta segao, apresentamos a demonstracao do Teorema Principal (Caso Pro-
p) dada por John S. Wilson em [15], reproduzindo os argumentos que foram
utilizados na demonstragao dada na Secao 2.3 e acrescentando as modifi-
cagoes sugeridas na Secao 4.2.

Teorema Principal (Caso Pro-p) Seja G um grupo pro-p que tem a-
presentacao (como grupo pro-p) com n geradores 1, Xs, . .., T, € m relagoes
1,72, ...,Tm, onde n > m, e seja Y um conjunto qualquer de geradores
topologicos de G. Entao existem n — m elementos de Y que geram livre-
mente um subgrupo pro-p livre de G.

Demonstragao: Considere F//R = G uma apresentagao de GG, onde F' é um
grupo pro-p livre gerado livremente por xq,xs,...,Z,, € cujo nicleo R pode
ser gerado como subgrupo normal pelo conjunto R constituido dos elementos
71,72, ..., m, onde m < n.

Seja S/R a intersegao dos nucleos de todos os homomorfismos de F'/R
em grupos pro-p nilpotentes livres de torgao (como na Observagao 4.2.3).
Assim, F'//S € A e S é o menor subgrupo normal de F' contendo R com esta
propriedade. Vamos denotar G = F/S.

Sejam agora Q um anel com divisdo contendo [Z,G] (como na Proposi¢io
4.2.4), V o espago vetorial (& direita) sobre () com base {ti,ts,...,t,} e M
o [Z,G]-moédulo pro-p gerado por t1,ts, ..., t,. Temos que M é um [Z,G]-
modulo pro-p livre com base livre {t1,ts,...,t,}.

Aplicando o Lema 4.2.2, defina o0 homomorfismo (continuo)

u.F—)(M 1) induzido por a:z>—>( ¢, 1)
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e considere a derivagao 0 : F' — M que leva f € F' na componente em M
de u(f), conforme indicado abaixo

u(f) — (f;fl (1))

Seja U o subespaco de V' gerado por drq, 07, ..., d0ry, e considere o espago
quociente W = V/U. Temos que dimW = r > n —m. Além disso, considere

§:F— (M+U)JU

uma derivagao (continua) induzida por §. Como {t1,ts,...,t,} é uma base
de Ve d(x;) =t; paratodoi =1,2,...,n, entdo {dz1,dzs,...,0x,} gera W.
Considere agora o homomorfismo continuo

(G oy (G 0
7\ Mo MU

v — (i 1>

U

e defina

o

como sendo a composicao 1 = @f.

— e =

Gx M Gx (M+U)/U

B

Pela Proposicao 4.2.4, temos que G x (M + U)/U € ., e portanto
F/kery € 4. Por um lado, observando agora que keriy) < S e que, por
outro lado, para todo i = 1,2,...,m, temos r;S = S (pois R < S) e ér; = 0
(pois U = (011,079, ...,07,)), entdo R < kerty. Pela minimalidade de S,
vem S = keriy. Neste caso, ¥ induz uma imersao

= G 0
j.G—)(Wl).

Seja Y um conjunto gerador de F'/R. Com argumento analogo ao que foi
apresentado na Secao 2.3, temos que W = (0Y).
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Considere entdo {6y, 6y, ...,0y,} uma base de W, e E o grupo pro-p
livre com base livre {y1,v2,...,y,}. Defina o homomorfismo o : E — G
por y; — ;S e seja N = kera.

Pelo Lema 4.2.2, o homomorfismo

definido como sendo a composicao f = ja tem nucleo N'. Mas j é injetiva,
e portanto devemos ter N = N’. Todavia, N é subgrupo de um grupo pro-p
livre; logo, N é pro-p livre e devemos ter N = 1. Assim, F é livre médulo
S. Pela propriedade p-projetiva dos grupos pro-p livres (Proposigao 3.5.3),
existe uma aplicacao i : £ — G tal que o seguinte diagrama comuta, onde
i: G — G é o epimorfismo natural.

B

/,7'

G - G 1

)

Neste contexto, como « ¢ injetiva, temos que ¢ também ¢é injetiva, e isto
conclui a demonstracao. [ ]
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