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Resumo

Apesar da grande importancia histérica e do seu relevante papel no desen-
volvimento tecnolégico, o estudo das Conicas, no Brasil, ndo acontece para a maioria
dos alunos. Em geral, este contetido, quando desenvolvido, é tratado de forma super-
ticial e mecanica. Em um panorama de esquecimento, temos por um lado os livros
didéticos que tratam este contetido de forma meramente algébrica e, por outro lado,
esbarramos em docentes que, muitas vezes, desconhecem um maior aprofundamento,
dominio e aplicagdes do assunto. Ou seja, hd uma série de dificuldades para trans-
mitir aos alunos a relevancia histdrica e a importancia destes conceitos em aplicacdes
reais. Sendo assim, esta dissertagdo tem como finalidade promover uma quebra de
paradigma neste processo ensino-aprendizagem, propondo uma reflexdo sobre o es-
tudo das Conicas, mostrando a sua relagdo com os diversos campos da Matematica,
trazendo as aplica¢Oes reais como consequéncia de suas propriedades e, ao final, su-
gerindo uma oficina que abordard o encanto deste contetido de forma ltadica e cons-
trutivista, estimulando os estudantes a agirem reflexivamente e construindo os seus

proprios conceitos significativos.

Palavras-chave: Conicas, elipse, hipérbole, pardbola, Apolonio, Dandelin, Fermat,

aplicagdes das conicas, oficina sobre conicas.
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Abstract

Despite the great historical importance and its role in technological development,
the study of Conics in Brazil does not happen to most students. In general, this con-
tent, when developed, has been treated superficially and mechanically. In a forgetful
context, we have on one hand the textbooks that treat this content in a merely alge-
braic form and, on the other hand, we run into teachers who are often unaware of
further deepening, domain and subject applications. That is, there is a number of diffi-
culties to convey to students the historical relevance and the importance of these con-
cepts in real applications. Thus, this work aims to promote a paradigm shift in the
teaching-learning process, proposing a reflection on the study of Conics, showing its
relationship with the various fields of mathematics, bringing real applications as a re-
sult of its properties, and at the end, suggesting a workshop that will address the charm
of this content in a fun and constructive way, encouraging students to act reflexively

and build their own meaningful concepts.

Keywords: Conics, ellipse, hyperbole, parabola, Apollonius, Dandelin, Fermat, co-

nical applications, workshop on conics.



Objetivos

OBJETIVO GERAL:

A proposta deste trabalho é trazer uma nova abordagem para o ensino das cur-
vas conicas na Educagdo Basica. Com uma forte fundamentacao tedrica, que auxiliard
os docentes a compreenderem melhor a caracterizacdo dessas curvas, as propriedades
e as diferentes visdes do contetido, além de uma oficina que estimularé os estudantes a
agirem reflexivamente, construindo os seus préprios conceitos significativos, tornando

o0s, assim, verdadeiros protagonistas no processo ensino-aprendizagem.

OBJETIVOS ESPECIFICOS:

Para a concretizagdo desta proposta é necessario:
e Criar um compéndio com um bom embasamento tedrico;

e Mostrar diferentes tipos de abordagens para um estudo mais profundo e rico

dessas curvas;

e Mostrar como os métodos matematicos sdo aplicados em situagdes reais, em es-
pecial, em outras dreas do conhecimento, trabalhando, assim, a interdisciplinari-

dade;
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Mostrar estratégias de ensino que fujam do método meramente algébrico ado-

tado, atualmente, pelos principais livros didéticos ;

Conduzir a visualizagdo de conceitos geométricos através de material concreto e

dos recursos computacionais;

Garantir o uso de programas computacionais de geometria dindmica como re-

curso educacional na Matematica;

Implementar e avaliar o protétipo do sistema proposto.
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ESTRUTURA DO TRABALHO

Esta dissertacdo estd organizada em 21 capitulos, o primeiro pontua a motivacdo
para a escolha do tema proposto, além de situar o leitor quanto a relevancia cientifica

e tecnoldgica, contextualizagdo e relacdo com outras areas do conhecimento.

A teoria das conicas vem se desenvolvendo desde o inicio do século I.V. a.C.
até os tempos atuais, por isso seguimos com um breve histérico sobre o estudo do
contetido no decorrer dos séculos. Desta forma, neste capitulo é relatado sobre qual

prisma essas curvas foram vistas e a forte relagdo que possuem com a realidade.

Ja os capitulos 3, 6 e 9 trazem o estudo das conicas em coordenadas cartesianas.
Além da obtengdo dessas curvas por meio de cortes em um cone resultando, assim, a

sua definicdo como lugar geométrico.

Como é sabido, o sistema cartesiano nao é a tinica forma de se colocar coor-
denadas em um plano. Entdo, nos capitulos 4, 7 e 10, sdo demonstradas as equagdes
dessas curvas em coordenadas polares. Vale ressaltar que a equagdo polar da elipse

teve uma grande importancia para a formulagdo e deducado das Leis de Kepler.

Ja os capitulos 5, 8 e 11 ilustram algumas possibilidades de parametrizagdo

dessas curvas, uma vez que dependendo do processo de decisdo e da defini¢do dos
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parametros necessarios para uma especificagdo completa de um modelo, cada curva

pode apresentar uma gama infinita de parametrizages.

No capitulo 12 hd a defini¢do das equagdes das conicas como uma consequéncia
da relagdo entre o conceito geométrico e o algébrico. Mostra-se que dado cone quando
seccionado por um plano, existe uma ou duas esferas que sdo tangentes ao plano e
ao cone, simultaneamente. Estas sdo conhecidas como as esferas de Dandelin. Com a
andlise das retas tangentes, conseguiu-se encontrar os focos e verificar a propriedade

focal de uma so vez.

O capitulo 13 versa sobre a defini¢do geral das curvas conicas. Esta trata-se de
uma Unica expressdo algébrica que relaciona a excentricidade, o foco e a diretriz e é
capaz de representar todas as conicas ndo degeneradas, analisando, apenas, a variagdo

da excentricidade.

O reconhecimento de uma conica a partir de uma equacado de 2° grau é tratado
no capitulo 14. Em 1629, Fermat produziu um trabalho, ndo publicado, que circulou
apenas como forma de manuscrito intitulado Introdugio aos lugares geométricos planos e
solidos. Nesta obra, foi introduzida a ideia de eixos perpendiculares. Além disso, es-
tabeleceu o principio fundamental de que uma equagdo de primeiro grau, no plano,
representa uma reta e que uma de segundo grau representa uma conica. Nosso ob-
jetivo é retratar o estudo de Fermat que preconiza um enfoque algébrico sobre essas

curvas.
O capitulo 15 remete ao reconhecimento de uma conica por meio de matrizes.

Nele abordamos, também, os pré-requisitos de Algebra Linear necessdrios para que o

leitor, com pouca familiaridade no assunto, possa compreender cada etapa de seu de-
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senvolvimento.

Foi mostrado no capitulo 16 a propriedade refletora das curvas conicas. Com
um cardater, primordialmente, interdisciplinar e motivador, sdo demostradas interes-
santes aplicagdes de conceitos matematicos, originados da magnifica capacidade do ser
humano de criar modelos, a principio unicamente teéricos, mas que, posteriormente,
revertem-se em mecanismos concretos que contribuem para a evolugdo do conheci-

mento, da tecnologia e da ciéncia.

Ap6s a exposigdo de diferentes enfoques tedricos, no capitulo 17, propomos
uma oficina. Nela é sugerida algumas metodologias alternativas para a pratica do-
cente, incentivando os alunos a desenvolverem o raciocinio matematico e relatarem as
suas préprias conclusdes por meio da materializagdo de conceitos que, previamente,
eram abstratos. Além disso, temos, também, o objetivo de fazer com que os profes-
sores sejam multiplicadores das metodologias de ensino que fujam dos mecanismos
massantes e meramente tedricos, para que possamos tornar o ensino da Matemaética

algo prazeroso e motivador.

Os capitulos finais trazem a concluséo e as referéncias bibliograficas utilizadas

no trabalho.
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Capitulo 1

INTRODUCAO

Podemos afirmar, categoricamente, que as curvas conhecidas como conicas sdo

estudadas, exaustivamente, desde antiguidade até os tempos atuais.

Tal interesse por essas curvas vem do fato de que suas propriedades desempe-
nham um papel relevante em varios campos do conhecimento, tais como: astronomia,

fisica, engenharia e arquitetura.

Apesar de toda a sua importancia histérica e de seu relevante papel no desen-
volvimento tecnolégico, o estudo das cdnicas, nos tempos atuais, acabou caindo em

esquecimento.

Em uma breve pesquisa bibliogréfica nos principais livros de Matematica ado-

123

tados na Educagdo Basica , verificou-se que a abordagem feita nesses textos trata

essas curvas sob o ponto de vista meramente algébrico com uma gama infinita de

'Dante, Luiz Roberto: MATEMATICA - CONTEXTO E APLICACOES - VOLUME UNICO - Ensino

Médio - Integrado;
2Tezzi, Gelson e Outros: MATEMATICA - VOLUME UNICO - Ensino Médjio - Integrado;
3Machado, Antonio dos Santos: MATEMATICA - VOLUME UNICO - Ensino Médio.



férmulas que devem ser decoradas pelo aluno.

No que tange aos esbogos das conicas, estes sdo tratados como um gréfico de

uma funcdo que dificulta a percepgdo destas curvas enquanto lugar geométrico.

Sendo assim, ndo é extrapolagdo afirmar que o estudo deste contetido é tra-
tado, atualmente, de uma maneira superficial e meramente mecéanica. Ndo sendo dada
a atencdo apropriada aos detalhes e contextualiza¢Ges que podem se tornar extrema-

mente relevantes para uma devida compreensado ao tema.

No artigo intitulado Tradugdo comentada da obra “Novos elementos das secgoes
conicas”” (Philippe de la Hire-1679 ) e sua relevincia para o ensino da Matemidtica, Franciso

Quaranta Neto e Luiz Carlos Guimaraes tecem o seguinte comentdrio:

“Atualmente, o ensino de conicas, no
Brasil, tem uma abordagem que costuma se
limitar ao universo da Geometria Analitica. A
partir da propriedade bifocal, sdo deduzidas as
equagdes. Além disso, quase nada é apresen-

tado.

Para reconhecer uma elipse, por exemplo,
é possivel somente através de sua equagdo.
Nenhuma outra propriedade é apresentada,

explorada ou provada.



Normalmente, a sequéncia diddtica mais
executada pelos livros do Ensino Médio,
quando se propdem a ensinar a4s curvas -
elipse, pardbola e hipérbole - é a seguinte: sdo
apresentadas no plano cartesiano através das
propriedades bifocais e assim surgem as formas
geométricas das curvas. A segquir vém o0s

exercicios.

O ensino de conicas no Ensino Meédio
no Brasil, provavelmente, ndo acontece para a
maioria dos alunos. E, quando acontece , se
restringe normalmente a um curto periodo (
uma a duas semanas) no terceiro ano do Ensino
Meédio. A forma que se ensina é geralmente a

que foi citada acima.

Excegdo feita a pardbola, que por ser
a tinica a se enquadrar com o conceito de
fungdo, é estudada como fungdo quadritica ou
polinomial do segundo grau, na oitava série do
Ensino Fundamental® e no primeiro do Ensino
Meédio. Serve como bom exemplo de fungio,
mas a sua intima ligacdo com o universo das
conicas, costuma ser ignorada pelos professores

na sua apresentagdo.

"Pelo novo curriculo da educacdo refere-se ao

nono ano



Sendo o estudo de conicas muito mais an-
tiga que o estudo das fungoes, constata-se que
diminuiu a importincia dada para o ensino das
conicas. (as fungdes s6 aparecem com Frangois
Viete, no século XV1).” (Quaranta, Guimardes,
p.1-2)".

Neste panorama de fracasso dos livros didéticos, esbarramos, também, em ou-
tro problema que talvez seja maior que o primeiro: os préprios docentes, muitas vezes,
desconhecem profundamente o assunto. E, como consequéncia, torna-se mais dificil
ensinar aos seus alunos a relevancia histérica e a importancia desses conceitos em

aplicagdes reais.

Diante do exposto, podemos inferir que para que se comece a pensar em rever-
ter esta situacdo, devemos, primeiramente, sanar as deficiéncias na formagao bésica do
professor de Matematica. Aliado a isso, devemos estimular novos enfoques no pro-
cesso ensino-aprendizagem que valorizem ndo sé a parte algébrica mas, também, a

geométrica dessas curvas.

Sendo assim, no intuito de contribuir com a melhoria do Ensino da Matematica
Bésica, este trabalho proporé, para tanto, uma sequéncia didética e dindmica para o es-

tudo das cOnicas no Ensino Médio.

Contando com um forte embasamento tedrico e uma oficina, abordaremos o
encanto das conicas por meio de constru¢des. Tal oficina tem o intuito de estimu-
lar os estudantes a agirem reflexivamente, trocando ideias e analisando as possiveis
solugdes, além de construir os seus proprios conceitos significativos como uma forma

de valorizagdo de seu conhecimento. E com isso, pode-se obter um salto qualitativo no



processo ensino-aprendizagem sobre o tema.



Capitulo 2

BREVE HISTORICO

“Creio que ndo é possivel compreender a Matemdtica de hoje se ndo se tiver,
pelo menos, uma ideia sumdria da sua historia.”” Jean Dieudonné. (1906 —

1992)

Incontestavelmente, conhecer a evolucdo de uma ciéncia, a sua histéria e os

seus instrumentos é o ponto de partida para bem compreendé-la.

A teoria das conicas que teve seu inicio no século IV a.C. vem se desenvol-

vendo ininterruptamente até os dias atuais.

De acordo com Boyer (1996)}, o periodo de 477 a 375 a.C. ficou conhecido como

a Idade Her6ica da Matemadtica. Nesta época, surgiram trés problemas da Matematica

grega:

e A quadratura do circulo: Dado um circulo de raio r, determinar o lado L de um

quadrado com &rea igual a do circulo. Isso utilizando uma régua ndo graduada e

'Boyer, Carl B. :A HISTORIA DA MATEMATICA, pg. 122
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um compasso.

e A duplicacdo do cubo: Dado um cubo de aresta a, determinar a medida da aresta
de outro cubo que possuisse o dobro do volume. Também utilizando uma régua

nao graduada e um compasso.

e A trisseccdo do dngulo: Dado um angulo qualquer AV C, determinar, com régua

ndo graduada e compasso, um angulo CV B com um ter¢o da amplitude do
N —_—
angulo AV C.
A
L B
a X v ¢
QUADRATURA DO CiRCULO DUPLICAGAO DO CUBO TRISERCGAO DO ANGULO

Figura 2.1: Os trés problemas classicos da Matematica grega

Segundo Courant and Robbins (1996) 2 3, desde o século XIX, sabemos que es-

tes problemas ndo podem ser resolvidos somente com a régua e o compasso.

Contudo, na tentativa de resolvé-los surgiram descobertas geniais, dentre as

quais podemos destacar as cOnicas.

Os primeiros relatos sobre o estudo das conicas surgem, em aproximadamente,

350 a.C. . Seu protagonista foi um aluno de Eudéxio chamado Menaechmus.

2COURANT, Richard and Herbert ROBBINS: What is mathematics? New York: Oxford University

Press, 1996.
3Qutras referéncias sobre o assunto podem ser encontradas em: BUNT, JONES and BEDIENT, 1988,

pp- 89-121.



Menaechmus foi o primeiro a mostrar que ao cortar um cone por um plano

ndo paralelo a base pode-se obter as curvas: elipse, hipérbole ou parédbola.

Em seu estudo, as cOnicas foram obtidas seccionando um cone circular reto de
uma folha com um plano perpendicular a uma geratriz do cone, obtendo trés tipos
distintos de curvas, conforme a se¢do meridiana do cone fosse um angulo agudo, um

angulo reto ou um angulo obtuso.

Pardbola Elipse,/ Hipérbole
Circunferéncia

Figura 2.2: Os cortes no cone

Nos escritos de Papus de Alexandria, credita-se ao gedmetra grego Aristeu (370-

300 a.C) a publicagdo do primeiro tratado sobre as conicas.

Contudo, é atribuido a Arquimedes ( 287 a.C. 212 a.C. ) a primeira série de

teoremas sobre as se¢des cOnicas confirmados.

A partir de seus estudos, ele provou que a drea determinada pela intersec¢do
de um arco de pardbola com um segmento de reta é igual a ; da drea de um triangulo
cuja base é o mesmo segmento de reta e o terceiro vértice é a intersec¢do de uma tan-

gente a pardbola que seja paralela ao segmento dado, ou seja, de acordo com a figura
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abaixo, a drea abaixo da curva que passa pelos pontos AD B é quatro tercos da drea do

tridngulo ADB.

Figura 2.3: Area da parébola

Coube a Apolonio (262 a.C. - 190, a.C.) produzir o primeiro grande estudo
cientifico sobre as conicas. Apolonio de Perga, também conhecido como O grande
gedmetra, foi contemporaneo de Arquimedes. E, juntamente com Euclides, formam a

triade dos maiores matematicos gregos da antiguidade.

Com a publicac¢do do tratado sobre conicas, Apolonio superou todas as biogra-

tias semelhantes ja existentes, inclusive as produzidas por Euclides.

A sua obra sobre conicas era formada por oito livros. Os quatro primeiros for-
mavam uma introducdo elementar sobre o assunto enquanto nos quatro dltimos ha
um grande aprofundamento ao tema. Infelizmente, devido ao incéndio na biblioteca

de Alexandria, s6 sete chegaram aos nossos dias.

No livro 1 sdo estudadas relagdes entre as retas tangentes e as propriedades
derivadas. No livro 2, sdo investigadas as relagdes entre as hipérboles e suas assintotas
e é apresentado um método para desenhar tangentes. No livro 3, Apolonio propde

importantes teoremas que, segundo ele, completariam o que faltava em Os Elementos
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de Euclides, sobre o estudo dos lugares geométricos com trés ou quatro retas. Os livros
de 5, 6 e 7 ele discute as normais as conicas e mostra como podem ser desenhadas a

partir de um ponto dado.

Somente em 1710, Edmund Halley fez uma tradugdo latina dos seus livros, sur-

gindo posteriormente tradu¢des em outras linguas.

Em sua obra Espelho Ardente, ele discutiu as propriedades focais de um espe-
lho parabdlico e demonstrou, como ja havia sido imaginado, que raios de luz paralelos

convergem para um foco.

Apolonio também fez varias aplicacdes de seu vasto conhecimento sobre conicas;
entre elas o hemicyclium - uma espécie de relégio de Sol onde hé retas desenhadas na

superficie de uma sec¢do conica, dando maior precisdo.

O italiano Galileu (1564-1642) foi o primeiro cientista a estudar o movimento
de projéteis. Baseado em fatos experimentais ele enunciou o primeiro o Principio da
Independéncia dos Movimentos.

Este principio afirmava que o movimento de um projétil pode se decompor em
movimento uniforme na dire¢do horizontal e movimento uniformemente variado na

direcdo vertical.

No que se refere a conicas, Galileu provou que o movimento de um projétil se-

gue uma curva bem definida: uma parébola.

Johannes Kepler (1571 - 1630) foi um dos grandes expoentes da revolucao ci-
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P(x,y

Figura 2.4: Movimento de projéteis

entifica do século XVII. Aprimorou o modelo heliocéntrico de Nicolau Copérnico. Este
afirmava que os planetas giravam ao redor do Sol em 6rbitas circulares, j4 Kepler con-

seguiu provar que, na verdade, essas Orbitas eram elipticas.

Com base em vinte anos de estudo feitos por Tycho Brahe, astrobnomo que es-
tudou rigorosamente a posigdo planetaria, Kepler conseguiu determinar trés leis que

podem ser assim descritas:

e 1% Lei de Kepler: Conhecida como lei das trajetorias elipticas, afirma que a 6rbita

de cada planeta é uma elipse com o Sol no seu foco.

e 2% Lei de Kepler: Conhecida como a lei das &reas, determina que o segmento de
reta que une o Sol a um planeta varre dreas iguais em tempos iguais em qualquer

lugar da sua 6rbita eliptica.

e 3% Lei de Kepler: Conhecida como a lei do tempo, determina que o quociente en-
tre o quadrado do periodo orbital pelo cubo do semieixo maior da érbita eliptica

€ constante.
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Planeta Planeta

]

Ay 2 2
T: Tz
Periélio Afélio Ay _a =—3 = CONSTANTE
R R
A - 1 2
I' Lei de Kepler 2' Lel de Kepler 3" Lei de Kepler

Figura 2.5: As trés Leis de Kepler

Desargues (1591-1661) foi o precursor da Geometria Projetiva. Amigo dos
principais expoentes matematicos de sua época, tais como: Marin Mersenne, Rene Des-
cartes, Etienne Pascal, Blaise Pascal e Abraham Bosse, viveu em uma época de intercambio
de ideias. Tornou-se professor universitdrio e ensinava a técnica da perspectiva linear

com a utilizagdo do conceito de ponto de fuga.

A obra mais importante Desargues intitulada Brouillon projet d’une atteinteaux
événements des rencontres diin cone avec un plan (1639), versa sobre as propriedades
imutdveis dos circulos. E, em decorréncia desta publicagdo, Desargues é conhecido

hoje como o profeta da Geometria Projetiva.

Fermat (1601-1665) foi o primeiro matematico a estudar as cOnicas a partir de

equacgoes de segundo grau com duas variaveis.
Utilizando técnicas de rotagdo e translacdo, mostrava que, excetuando os casos

degenerados, a curva definida por Az? + Bxzy + Cy* + Dz + Ey + F = 0 pode ser

definida como uma elipse, pardbola, hipérbole ou circunferéncia.
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Os estudos de Fermat e Descartes fizeram uma conexdo entre a algebra e a geo-

metria e assim estabelecendo um ramo da matemaética chamado de Geometria Analitica.

Frans Van Shooten (1615-1660), de origem holandesa, foi o primeiro matematico
que descreveu instrumentos que permitam desenhar as diversas se¢des cOnicas. Em
seu livro chamado de Organica conicarum sectionum in plano descriptione tratactus po-

dem ser encontradas tais descri¢oes.

As técnicas de Frans Van Schooten serdo utilizadas na oficina proposta neste tra-

balho.

Jean Poncelet (1788-1867) foi engenheiro do exército napolednico e criador
da obra Ensaio sobre as projetivas das segdes conicas. Neste trabalho, ele versava sobre

poligonos inscritos e circunscritos em conicas.

Posteriormente, retomou a obra de Desargues e transformou a perspectiva em

parte de uma nova geometria denominada Geometria Projetiva ou Geometria da Visao.

Apos Poncelet, outros grandes nomes surgiram na Geometria Projetiva, como
Michel Chasles (1798-1867), Jacob Steiner (1796-1863), Karl Christian e Von Staudt (1798-
1867). Enfim, no final do século XIX, a Geometria Projetiva estava definitivamente

solidificada.

Mas, afinal, a Geometria Projetiva se preocupa com o qué exatamente? E mais
facil responder essa pergunta fazendo uma pequena analogia com a geometria que
conhecemos desde o Ensino Fundamental, a Euclidiana: Enquanto a Geometria Eucli-

diana se preocupa com o mundo em que vivemos, a Geometria Projetiva lida com o
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mundo que vemos. Na pratica, os trilhos de trem ndo sdo retas paralelas, mas retas
que se encontram no horizonte, no infinito. Essa é uma das caracteristicas marcantes

da Geometria Projetiva, duas retas quaisquer sempre se intersectam.

Como destaque entre os postulados da Geometria Projetiva com relagdo as

cOnicas, podemos citar o teorema da Bi-razdo e o Teorema de Menelaus-Pascal. 1

Z7 7T TSNS
SRS

Figura 2.6: Geometria Projetiva

1Para conhecer melhor sobre o assunto acesse:

http:/ /bit.profmat-sbm.org.br/xmlui/handle /123456789 /851
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Capitulo 3

A ELIPSE EM COORDENADAS
CARTESIANAS

ELEMENTOS CARACTERISTICOS DE UMA ELIPSE

Observe a figura:

Z2a

Figura 3.1: Elementos da elipse

Definimos os focos como os pontos Fj e F; ;

16



Denominamos distancia focal (2c) como a distdncia entre os focos F} e F5;

O ponto C é o centro da elipse e, também, é o ponto médio entre os focos F} e

F;

Os pontos A, Ay, By e By sdo os vértices da elipse, onde:

e 2a - eixo maior da elipse, dado pelos segmento A; A,
e 2b - eixo menor da elipse, dado pelo segmento B, B,

Com base no exposto, observe o tridngulo B,C' F5.

Figura 3.2: Propriedade da elipse

Por Pitdgoras, deduzimos a seguinte relacao:

a® = b* 4 2 (3.1)

A excentricidade da elipse é definida como:

(3.2)

ISHI
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Como a e c sdo positivos e, por hipétese, ¢ < a, entdo 0 < e < 1.

Sendo assim, é f4cil verificar que quanto mais préximo de zero for o valor de

e, mais a elipse se aproxima de uma circunferéncia.

Por outro lado, quanto mais achatada for a elipse, mais o valor de e se apro-

xima de 1.

Uma vez fixo o valor do semi-eixo maior a, hd uma correspondéncia entre o

valor de e e a distancia focal 2c.

Ou seja, quanto mais a elipse se aproxima de uma circunferéncia, menor a
distancia entre os focos. E, quanto mais achatada for a elipse, maior a distancia entre

os focos.

excentricidade crescente < I::} s |

o< e el > 1

Figura 3.3: Variacdo da excentricidade da elipse

Desta forma, uma vez ja identificados os elementos caracteristicos da elipse,

segue a definicao.
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Defini¢do: Uma elipse € de focos F; e F;, é um conjunto de pontos P do plano
cuja soma das distancias a F; e F, é igual a uma constante 2a > 0, a qual é
maior do que a distancia entre os focos 2¢ > 0. Ou seja, sendo 0 < ¢ < a e |

d(Fl, FQ) = 26,

e ={P|d(P, F}) + d(P, F;) = 2a}

A partir da definicdo de elipse, podemos obter uma equagdo relacionada ao

sistema de eixos ortogonais O XY, como segue abaixo:

3.01 EQUACAO CANONICA DA ELIPSE COM CENTRO NA ORI-
GEM E RETA FOCAL COINCIDENTE COM O EIXO OX:

X
B,
Figura 3.4: Esboco de ¢ : i—i + ‘Z—j =1
De fato,
P =(x,y) € e d(P, F)+d(P, F,) = 2a (3.3)

Como a distancia de P aos focos I} e F, sdo:
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PF, = \/(z +¢)? + 2 (3.4)

PRy =+/(z—c) +y? (3.5)

Substituindo (3.4) e (3.5) em (3.3), temos:

Vit +y+V(r—cf +y =2 &

@ oP+1 =2z =P+

Elevando ambos os membros ao quadrado:

(x+c)?+y*=4a®> —da/(x —c)2+ 2+ (z— )’ +9° &

2+ 2wc + A 4+ y* = 4a® + 2? — 2wc + &+ y* — dar/(z — ¢)? + 32

Cancelando os termos:

dar/(z — c)? +y? = 4a* — dac &

ay/(x —c)2+y2 =a® — zc

Elevando, novamente, ambos os membros ao quadrado, temos:

a*(z® — 2xc + A +9?) = a* — 2d°xc + 2*F* &

a’z? — 2d%xc + a* + %y = ot — 2dxc + 2P &
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Cancelando os termos:

a2$2+x202+a2y2:a4—|—x202

Arrumando os termos de forma conveniente:

2,2

a‘x —x2c2+a2y2 =gt

—a*d &
%(a* — &) + a*y? = a*(a® — &) (3.6)

Como na elipse vale a relagio (3.1):

a? =02+ &2

Substituindo (3.1) em (3.6):

ﬂf2b2 + a2y2 — a2b2
Dividindo ambos os termos por a*b*:

1.2 y2

St =l (3.7)

Sendo assim, temos a forma canonica de uma elipse ¢ de centro na origem e

reta focal coincidente com o eixo OX.

3.0.2 EQUACAO CARTESIANA DA ELIPSE COM CENTRO NA ORI-
GEM E RETA FOCAL COINCIDENTE COM O EIXO OY

Analogamente, podemos pensar em uma elipse com centro na origem e reta focal

coincidente com o eixo OY'.
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Neste caso, temos que os focos e os vértices da elipse terdo as seguintes coor-

denadas, conforme verificado na figura abaixo:

Fy =(0,¢)
F,=(0,—c¢)
A; =(0,a)
Ay = (0,—a)
By = (—b,0)
By = (b,0)

2

Figura 3.5: Esboco de e : 75 + Z—z =1

Desenvolvendo o raciocinio analogo ao caso anterior, veremos que a equagao
candnica da elipse e com centro na origem e reta focal coincidente ao eixo OY sera dada

por:

S+ =1 (3.8)

22



3.0.3 EQUACAO CARTESIANA DA ELIPSE COM CENTRO EM UM
PONTO O/ = (.Z'(), yo)

Para demonstrarmos a equacdo cartesiana da elipse com centro em um ponto

O’ = (0, yo), deveremos incialmente ter a ideia de translacdo de eixos coordenados.

Para isso, observe a explicacdo abaixo:

3.0.3.1 TRANSLACAO DE EIXOS NO R?

Sejam OX e OY os eixos primitivos do sistema cartesiano de eixos coordenados.
Tome O = (0, 0) como a origem do sistema.
Esse sistema de eixos ortogonais é conhecido como OXY'.
Neste contexto, no processo de translacdo de eixos coordenados, definiremos o
novo sistema O’ X'Y’ com origem O’ = (h, k) e cujos eixos OX' e OY' sdo paralelos aos

eixos OX e OY.

Seja P = (x,y) um ponto qualquer do sistema primitivo. Portanto, o mesmo

ponto P terd coordenadas P(xy,y;), em relagdo ao novo sistema.

Pela figura abaixo temos que:
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yh-- 14 Plryl=(x.)

T
¢

=
=
-
2
-

Figura 3.6: Translacdo dos eixos coordenados

Podemos inferir que as novas coordenadas do ponto P serd dada por:

$:$1+h
y=uy+k

Desta forma, utilizando a técnica de translacdo dos eixos coordenados expli-
citada acima, podemos obter uma equacgdo de elipse cuja reta focal é horizontal ou

vertical.

Considere o sistema OXY, translade-o para a nova origem O’ = (zo, yo), ob-

tendo assim o sistema ortogonal O’ X'Y".

Facamos, agora, as seguintes andlises de caso:

1° CASO - RETA FOCAL PARALELA AO EIXO OX:

Se O' é o centro da elipse e [ : y = y, é a reta focal (pois, a reta focal é paralela

ao eixo OX e passa pelo ponto O’ = (zg, yo)
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Tome:

o [ = (z0— ¢, %)

o Fy = (zo+c,y0)

como focos da elipse (pois d(Fy,0') = d(F», 0') = ¢).

Temos que um ponto P = (z,y) = (' + zo, y' + yo) pertence a elipse se, e some-

mente se,

d(P,Fy) + d(P,F,) = 2a

Ou seja,

d((x" 4+ o, y" + 10), (o — ¢, 40)) + d((@" + 20,y + 10), (To + ¢, 90)) = 2a <=

d((«",y"), (=¢,0)) + d((,y), (¢, 0)) = 20 <=

Ou seja, a equagao da elipse ¢ com centro no ponto (zg, 3p) na forma candnica

é dada por:
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€: + =1 (3.9)

Onde:

a’ =b" +

2° CASO - RETA FOCAL PARALELA AO EIXO OY:

Analogamente ao caso anterior, verifica-se que a equacdo na forma candnica
de uma elipse € com o centro no ponto (zo, y) sera:
2 2
r—X -
B 1Y Bl ) (3.10)

b2 a?

Perceba que para chegarmos nesse resultado, devemos adotar:

Reta focal:

e [: x =z (pois deve ser paralela ao eixo OY e passar pelo ponto (z¢, yo);
Reta néo focal:

o Iy =y
Focos:

o Iy = (wo,y0 — )
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o Fy = (wo,y0+¢)
Vértices sobre a reta focal:

o Ay = (wo,y0 — a)

o Ay = (20,90 + a);

Vérices sobre a reta nao focal:

o By = (zo—b,y)

® By = (zg+ b, yo)-
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Capitulo 4

A ELIPSE EM COORDENADAS
POLARES

Um sistema de coordenadas polares no plano consiste em um ponto fixo O, cha-

mado de p6lo (ou origem) e de um raio OP que parte do p6lo, chamado de eixo polar.

Nesse sistema de coordenadas, podemos associar a cada ponto P do plano um
par de coordenadas polares (r, ), onde r é a distancia de P ao pdlo e 6 é o dngulo entre

o eixo polar e o raio .

O namero r é chamado de coordenada radial de P, enquanto 6 que é a coorde-

nada angular (ou angulo polar) de P.

Defini¢do: Dado um ponto P do plano, suas coordenadas nesse sistema sao r
e 0, onde r é a distancia de OP e 6 ¢ a medida do angulo do eixo polar para a

_)
semireta OP. Denotamos assim:

P=(r0)
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P(p0)

L

0

Figura 4.1: Representagdo de um ponto em coordenadas polares
4.0.4 ELIPSEEM COORDENADAS POLARES: UMA ANALISE TRI-

GONOMETRICA

Considere uma elipse de eixo maior horizontal A, A; = 2a, eixo menor B; By = 20,

distancia focal F; F, = 2c e centro C'(m, n), como na figura abaixo.

Seja P(p,#) um ponto qualquer da elipse, na qual fazemos coincidir o pélo p

com o foco F} e o eixo polar com o eixo maior da elipse.

>

b |
[
ol
=
o

o5
(&

Figura 4.2: Elipse em coordenadas polares

Aplicando a Lei dos Cossenos no tridngulo Fy F, P:

6% = p* + 4c* — 4c.p.cosh 4.1)
Pela defini¢do de elipse temos que |PFy| + |PFy| = 2a
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Ou seja:

0+ p=2a

Assim:

0=2a—p (4.2)

Substituindo na expressio da Lei dos Cossenos vem que:

(2a — p)? = p* + 4c* — 4epeost =
4a® — dap + p* = p* + 4c® — 4epeost

Como na elipse vale a relagdo notével:

a? = b2+ &2

Entao:

a? — ¢ = pla — cost) =

b* = p(a — cosh) =

b2

p= a — ccost

Para termos a equagdo polar da elipse como normalmente conhecemos, fare-

mos as seguintes manipulacdes:
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2 R . ..
Tome L = & como sendo o pardmetro da elipse e, e = < sua excentricidade.
a a

Sabe-se que, por definicdo, pardmetro da elipse é a metade da corda focal per-

pendicular ao eixo maior.

Uma observagdo que deve ser feita é que para chegarmos a conclusdo da ex-
pressdo algébrica que define o pardmetro da elipse, devemos proceder da seguinte
maneira:

Sabemos que PF; pode ser obtido pela relagdo PF = 2a — PF,

Tome PF; = L.

Observe a figura:

Figura 4.3: Parametro de uma elipse

Aplicando Pitdgoras, temos:

PF, = PRy + FFy
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Sendo assim, uma vez demonstrado que o parametro da elipse é dado pela ex-
b.

a

pressao

.. ~ 2
Divida os termos da equagdo p = —=— por a:

b2

pP= a _ ccos
a a

2 A . A
Tome L = & como sendo o parametro da elipse e e = £ 0 seu pardmetro.

a

Assim, a equacdo polar da elipse serd dada por:

L

= — 4.
1 — ecost (4.3)

P

4.0.5 EQUACAO POLAR DA ELIPSE: UMA ANALISE A PARTIR
DA EQUACAO CANONICA

Para deduzirmos a equagdo da elipse em coordenadas polares é conveniente trans-
ladarmos um dos focos da elipse para a origem O do plano cartesiano. E considerar as

seguintes igualdades:
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e = £, onde e é a excentricidade da elipse;
o = % = a(1 — €?), onde L é o seu parametro;
o z=rcos(f) ey =rsen(f),comr>0ef € |0,2n]

o 12 =12 fq?

No sistema de coordenadas polares e com as constantes e e L definidas acima,

pode-se deduzir a equagdo da elipse em coordenadas polares, como segue:

AFIRMACAO

Tome como base a equagéo cartesiana da elipse com um dos focos transladados

para o centro, assim, teremos:

(x+c)? 92
2,9 2 2
x° 4+ 2xc + ¢ +y _q

o . . 2
Adicionando e subtraindo o termo %, temos :

22 +2xc+c2 A yr A
— attale

b2x? 4 20%xc + b2 — b2 + yPa? + Ab? B a’b?
a2b? a2b? <
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ba? + 2b%xc + yPa® + A2 = b

b =a®—c

Substituindo (4.5) em (4.4) , temos:

(a® = )2® + 2b°xc + y*a® + PV = a’b’ &
a’x?® — 22?4+ 20%xc + yPa® + AV =’V &
a’z? — ?2* + 20%xc + yPa® = ¥V — PP &

a’x? — 2?4 2b%xc + yPa® = b*(a® - ) &

Organizando convenientemente:

a’x? — 2® + 2%wc + yPd® = b &

a®(2? +y°) — P2 + 2%rc = b &

Dividindo ambos os membros por a*b?:

(22 +9?)  A2? 2xe VP

b2 a2b? | a2 a2
(22 + y?) cxr. ., 2xc by
T (%) 2 T (5)
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=z , :
Como r? = 2% + 12, temos

r?  cx., 2rc b,
p=le) ~ @t
Multiplicando e dividindo por b o termo 24

a2’

r? cT 2xc b b

T Lo 2xC DDy
b2 (ab) a? 'b+(a) <

P d @

'g_z: (caz:C;)bQ)2 —
2 bz(cxa—b 62)2 PN

r::l:b(ch;b2)

Substituindo os valores de e e L, temos:

cr — b?

ab)

r = 4b( +(ze — L) (4.6)

Fazendo anadlise dos dois casos, verificamos:

e CASO1: 7 = (ze — L)
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Como em coordenadas polares podemos podemos definir:

T = rcost

= rsent

Temos:

r=(re—L)=er.cosd — L <

—L =1r—er.cosd =r(l —e.cosh) <
L

"= e.cos — 1

e CASO2:r=—(ze—1L)

Analogamente:

L

= — —L == - —
" (we ) e.cosd + 1

Contudo, se levarmos em consideracdo os dois casos acima, mesmo assim,

ainda temos que fazer a seguinte anélise:

Como 0 <e < 1,pois0 < ¢ < a, entdo:

—1 < cost <1,V6 € [0, 27]
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Logo:

ecost <e<1l=e.cos0 <1=—>¢e.cos0 —1<0

Por outro lado:

—e < e.cos0 = 0 <e.cosd +¢e <e.cosd+1=—1+e.cost >0

Como, por defini¢do, r > 0, podemos chegar a conclusdo que a equagdo polar

da elipse com exentricidade e é dada por:

L
== 4.7
€r e.cosd + 1 (47)
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Capitulo 5

EQUACOES PARAMETRICAS DA
ELIPSE

Definigio: Seja ¢ uma curva plana. Dizemos que uma aplica¢do v : D — R?,
v(t) = (z(t),y(t)) é uma parametrizagdo de ¢ se a sua imagem (D) coincide
com ¢, ou seja:

v =7(D) =A{(=(t),y(t)|t € D}

. onde D é um subconjunto de R.

A imagem de v(D) C R? é chamada de trago de .

Sendo assim, cada curva pode apresentar infinitas parametrizagdes, tudo de-
pende do processo de decisdo e definicdo dos pardmetros necessdrios para uma especificagdo

completa ou relevante para um modelo.
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5.0.6 PARAMETRIZACAO DO CIRCULO

Tome a equacdo geral do circulo, com centro na origem e raio r > 0:
C:a*+y? =r? (5.1)

Seja 6 a medida de um angulo, em radianos, tomado em sentido positivo, do

angulo ﬁO\P, conforme a figura abaixo:

Figura 5.1: Circulo C: x* + y* = r?

Se O é a origem do sistema cartesino, P, possui coordenadas (r, 0).

Assim, tome P’ = (z,0) e P = (z,y).

Nesse caso, o tridngulo OP P’ é retangulo em P’ e as coordenadas do ponto P

em funcdo do parametro ¢ podem ser expressas por:

T = rcost
o (: ,comf € R

y = rsent
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5.0.7 PARAMETRIZACAO DA ELIPSE

Para a parametrizagado de elipse, observe a figura abaixo e considere a sua equacdo

canoOnica:

332 y2
Eg—‘—b—Q:l

5.0.7.1 1° CASO: ELIPSE COM CENTRO NA ORIGEM:

. 2 2 ~ As . .
Sejam ¢ : % + % = 1 a equagdo canodnica da elipse com centro na origem e

C : a® + 8 = 1 a equagdo de um ciculo com centro na origem e r = 1.

Figura 5.2: Parametrizacdo da elipse

De fato, se a parametrizagdo da circunferéncia, como demonstrado acima, é

dada por:

o = cost
C= ; comf € R

£ = senf
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Entédo (z,y) € € se, e somente se, (o, ) = (£,%) € C.

Logo, uma possivel parametrizacdo para a elipse podera ser dada por:

T = a.cosb
€= ; com ) € R.

y = b.sent

5.0.7.2 2° CASO: ELIPSE COM CENTRO EM UM PONTO P = (xq, y):

Faga uma translac¢do dos eixos coordenados, de tal modo que seja obtido um novo

sistema O'X'Y’, onde O’ = (¢, yo) sera o centro da nova elipse.

Sendo assim, nas novas coordenadas, podemos dizer que a equacdo cartesiana

da elipse serd dada por:

) 33/2 N y/2 .

€:—+ == =

a? b2

E, de acordo com o que foi demonstrado na se¢do acima, podemos definir a

equagdo paramétrica da elipse como:

) 2’ = a.cosf
€= ; com € R.

Yy = bsen#
Contudo, essa parametrizacdo é vélida para o sistema cartesino transladado
o'X'Y'.

Mas, como sabemos que:

r =12+ x
Y=y +
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Podemos obter uma possivel parametrizacdo da elipse com centro em (o, yo),

com a seguinte substituicdo:

) T = zo + a.cost
€= ; com ) € R.

y = 1yo + b.send
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Capitulo 6

A HIPERBOLE EM COORDENADAS
CARTESIANAS

ELEMENTOS CARACTERISTICOS DA HIPERBOLE:

Observe a figura:

Y

Figura 6.1: Elemento caracteristico da hipérbole

Eixo focal coincide com o eixo OX;

Eixo normal coincide com o eixo OY;
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Centro C coincide com a origem O do plano cartesiano.

Os focos com as coordenadas F; = (—¢,0) e F; = (¢, 0).

Defini¢do: Uma hipérbole H de focos F; e I, é um conjunto de pontos P do
plano para os quais o médulo da diferenca de suas distancias a F e F; é igual

a uma constante 2a > 0, a qual é menor que a distancia entre os focos 2c > 0.

H:{P/|d(P7F1)_d(P,F2)| =2a,0<a<c,d(F1,F2):20}

A partir da defini¢do de hipérbole, podemos obter uma relagdo no sistema de

eixos ortogonais O XY, como segue abaixo:

AFIRMACAO:

Seja P(z,y) um ponto da hipérbole, entdo:

Como a distancia de P aos focos F} e F5 é:

PFy = /(x4 ¢)? + y? (6.1)
€,
PFy = +/(x —¢)? + y? (6.2)
E além disso:
|PF, — PFy| = 2a (6.3)
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Entio, substituindo (6.1) e (6.2) em (6.3), obtemos:

‘\/($+0)2+y2 - \/(w—c)2+y2‘ = 2q

V@ + o2+ 2 =+2a+/(z— ) +¢?

Elevando ambos os membros ao quadrado, temos:

(r+c)+y =4’ tda/ (v —c)2+ 12+ (x — )’ +¢* &

2+ 2rc+ A 4 y* = 4a® + 2% — 2wvc + A+ y* £ dar/(z — ¢)? + g2

Cancelando os termos:

+dar/(x — c)2 +y? = dxc — 4a® &

+av/(z — )2+ 92 = zc — a®

Elevando, novamente, ambos os membros ao quadrado, temos:
a*(z? = 2zc+ A +y?) = 2°¢® — 2d’rc + ot &

a’z? — 2a*xc + a*? + a*y? = a* — 2d%xc + PP <

Cancelando os termos:

2,2

a’r® + a*c® + a2y2 =a* + 2%

Arrumando os termos de forma conveniente:
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A = ot — 2 + 12 — o’
a*y? = a*(a® — &) + 2%(* — a?) (6.4)

Escolhendo b > 0 e satisfazendo a igualdade:

b= —a? (6.5)
Substituindo (6.5) em (6.4), temos:
a2y = —a2B + 22’

Dividindo os dois lados da igualdade por a*b* e organizando convenientemente:

ZEQ y2
Sendo assim, temos a forma candnica de uma hipérbole de centro na origem e

reta focal coincidente com o eixo OX.

Como as assintotas de H sdo as retas que passam pela origem (centro) e tém

inclinagdo +ba em relagdo a reta focal, podemos afirmar que as suas equagdes sdo:

Yy = j:é.x
a
Ou seja,
br —ay =0
e
br +ay =0
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6.0.8 EQUACAO CARTESIANA DA HIPERBOLE COM CENTRO
NA ORIGEM E RETA FOCAL COINCIDENTE COM EIXO OY

Analogamente, podemos pensar em uma hipérbole com centro na origem e reta

focal coincidente com o eixo OY'.

£ 0 fAg s Grifice
| | Ba Ba| | ‘I*',ﬂ'r

Figura 6.2: Hipébole com centro na origem e reta focal coincidente com o eixo OY

Neste caso, temos que o0s focos e os vértices da elipse terdo as seguintes coor-

denadas:
Fy =(0,-¢)
F>,=(0,0)
A1 =(0,-a)
As =(0,a)
B, =(-b,0)
By = (b,0)

Onde b satisfaz:



Desenvolvendo o raciocinio conforme o caso anterior, veremos que a equagao

candnica da hipérbole com centro na origem e reta focal paralela ao eixo OY serd dada

por:

gL -1 6.7)

6.0.9 EQUACAO CARTESIANA DA HIPERBOLE COM CENTRO
EM UM PONTO O’ = (xq, yo)

Como vimos na subsecdo 3.0.2, que se refere a translagdo de eixos coordenados,
utilizando essa técnica podemos obter uma equagdo de hipérbole cuja reta focal é ho-

rizontal ou vertical.

Considere o sistema OXY, translade-o para a nova origem O’ = (zo, o), ob-

tendo assim o sistema ortogonal O’ X'Y".
Facamos, agora, as seguintes andlises de caso:

1° CASO - RETA FOCAL PARALELA AO EIXO OX:

Observe a figura:

Seja O’ é o centro da hipérbole e [ : y = y, é a reta focal (pois, a reta focal é

paralela ao eixo OX e passa pelo ponto O’ = (o, yo)).
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2
0 |

N

Figura 6.3: Hipérbole transladada com reta focal paralela ao eixo OX

Considere F; = (z9—c, yo) € Fo» = (zo+¢, yo) como focos da hipérbole [d(F7, O') =
d(F5,0") = (.

Temos que um ponto P = (z,y) = (¢’ + 20,y + yo) pertence a hipérbole se, e

somente se,

|d(P, Fy) — d(P, F»)| = 2a

Ou seja,

|d((x" 4+ z0,y" + w0), (o — ¢, 10)) — d((&" 4+ 0,y + 10), (2o + ¢, %0))| = 20 =

|d((@,y), (=¢,0)) = d((z", ¢/), (¢, 0))| = 2a <=



(x — x0)” _ (y — %0)° -1

Sendo assim, a equagdo da hipérbole H com centro no ponto (zg, yo) na forma

candnica é dada por:

H - (‘/L‘ B 1’0)2 . (y _ y0)2 -1 (68)

Onde:

b? = ? — o?

2° CASO - RETA FOCAL PARALELA AO EIXO OY:

Observe a figura:

Analogamente ao caso anterior, verifica-se que a equagao na forma canoénica de

uma hipérbole H com o centro no ponto (g, yo) e reta focal paralela ao eixo OY sera:

o W)’ (mw)? (6.9)
a? b2
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Figura 6.4: Hipérbole com reta focal paralela ao eixo OY

Perceba que para chegarmos nesse resultado, devemos adotar:

Reta focal:

e [: x = 1 (pois deve ser paralela ao eixo OY e passar pelo ponto (zo, yo);
Reta nao focal:

o Iy =y

Focos:

o [y = (x9,y0 — ¢)

o Fy = (x0,y0+ C);
Vértices sobre a reta focal:

L4 Al - (x07y0 - a)

51



o Ay = (x9,y0 + a);

Vértices sobre a reta ndo focal:

o By = (z0—b,%)

o By = (x9+b,y);
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Capitulo 7

EQUACAO DA HIPERBOLE EM
COORDENADAS POLARES

Considere uma hipérbole com as seguintes caracteristicas:

Eixo maior horizontal A; A, = 2a;

Eixo menor B, By = 2b;

Distancia focal F} F» = 2¢;

Centro C(m,n) .
Convenientemente, faga coincidir o pélo p com o foco Fs.
E, além disso, faga coincidir o eixo polar com o eixo real da hipérbole.
Seja P(p, #), um ponto pertencente a hipérbole.
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Observe a figura abaixo:

Figura 7.1: Hipérbole em coordenadas polares

Observando o tridngulo formado pelos pontos PF; F5, aplique Lei dos Cosse-

nos.
Assim teremos:

6% = p* + 4c* — 4epeos(180° — 0) (7.1)

Pela definicio de hipérbole, temos que:

PR, - PRy| = 2
0—p=_2a

Ou seja:

d=2a+p (7.2)

Substituindo a equagdo (7.2) em (7.1), temos:
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(2a + p)? = p* + 4c* — depeos(180° — 0) <

4a® + dap + p* = p* + 4c* — 4epcos(180° — )

Simplificando os termos:

4a® + 4ap = 4c* — 4epeos(180° — 0) <

a® 4 ap = ¢ — cpcos(180° — 6)

Organizando, convenientemente, 0s termos:

¢ —a® = ap + cpcos(180° — 0) <

c® —a® = ap — cpcos() &

& —a? = pla — c.cos(9)) =

Como, na hipérbole, vale a igualdade:

V= —d? (7.3)

Entdo:

b* = p(a — c.cosh)

Portanto, a equagédo polar da hipérbole serd dada por:

bQ
P= (a — c.cosh) @4)
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Como a excentricidade de uma hipérbole é dada por:

e, seu parametro,

Tome a equagdo polar da hipérbole e a divida os termos do segundo membro

por a.

Assim:

b2

_ a
P = accosd
a

Sendo assim, temos a equagdo polar da hipérbole de centro na origem e reta

focal coincidente com o eixo OX.

b2
p= a + c.cosb

Substituindo os valores da excentricidade e do pardmetro, temos:

L

= — 7.
1 — ecost (7.5)

p

Sendo esta a equagdo polar da hipderbole como usualmente é conhecida.
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Capitulo 8

EQUACOES PARAMETRICAS DA
HIPERBOLE

Considere uma hipérbole equilétera, ou seja, uma hipérbole que possui semi-eixos

de medidas a e b iguais.
Tome-a com centro na origem e com reta focal coincidente com o eixo OX.

Observe a figura:

Sabemos que o cosseno hiperbdlico e o seno hiperbélico podem ser definidos,

respectivamente, por:

0 -0

senhf = %

coshf = %
) ,comb € R.

Os pontos (coshf, senhfl) e (—coshf, senhfl) pertencem a hipérbole H, uma vez

que:
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H_ ov & H-
(-cosh t,senh t) (cosh t,senh t)
Bttt -
E 1 1 ox
i— ——————————————————————————————— -
{-cosh (-t),senh (-t)) (cosh (-t),senh (-t)}

Figura 8.1: Graficoo H=H, |JH_

(coshf)? — (senhf)? = 629“:6729 - 629_241”720 =1, paratodo f € R.

Além disso, se variarmos ¢ em ¥ temos que x = *coshf) percorre os valores que

estdo no intervalo (—oo, 1] U [1, 00), enquanto y = senhf percorre todos os valores reais.

Sendo assim, podemos concluir que:

x = cosh(0)
,comf € R.
y = senh(0)
E uma possivel parametrizagio para o ramo de H, de H que intersepta o semi-

eixo positivo OX.

e

x = —cosh(0)
,comb € R.
y = senh(0)

E uma possivel parametrizacdo para o ramo de H_ de H que intersepta o semi-

eixo negativo O X.
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Capitulo 9

A PARABOLA EM COORDENADAS
CARTESIANAS

ELEMENTOS CARACTERISTICOS DE UMA PARABOLA

Observe a figura:

_________

Figura 9.1: Elementos da parabola
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Defini¢do: Sejam  uma reta e F' em ponto do plano ndo pertencente a 7. A
parébola p de foco F' e diretriz vy é o conjunto de todos os pontos do plano cuja

a distancia a F' é igual a sua distancia a 7.

p = {Pld(P, F) = d(P,v)}

A partir da defini¢do de parabola, podemos obter uma equagdo em relagado ao

sistema de eixos ortogonais O XY, como segue abaixo:

Considere a pardbola com vértice na origem do sistema cartesiano e o eixo fo-

cal coincidente com o eixo das abscissas.

Sejam F' seu foco e 7 a sua diretriz.

Tome P(z,y) um ponto pertencente a parabola.

Considera-se parametro da pardbola (p) como sendo a distancia entre o vértice

a diretriz.

Sabemos que, por definigdo, se P é um ponto pertencente a parabola, entdo:

PF = Py 9.1)

Por outro lado, a distancia entre os pontos P e F' é dada por:

PF = \/(z —p)?+192 9.2)

Além disso, a distdncia entre P e v é dada por:
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Py=x+p (9.3)

Substituindo (9.2) e (9.3) em (9.1), temos:

Vie—pP+y?=z+p

Elevando os dois membros ao quadrado:
(z—p)’+y'=(z+p) &
22— 2xp 4+ p* + y? = 2% + 2ap + p?
y? = dap (9.4)

Sendo assim, essa é a equagdo da pardbola com o centro na origem e eixo focal

coincidente com o eixo OX.
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Capitulo 10

A PARABOLA EM COORDENADAS
POLARES

Observe a figura abaixo:

Figura 10.1: Pardbola em coordenadas polares

Considere uma parabola com eixo de simetria horizontal e vértice em um ponto

Defina seu foco F e RF = p.
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Seja P(p,#) um ponto qualquer da parabola.

Convenientemente, faga coincidir o polo p como o foco F' e o eixo polar com o

eixo de simetria da parédbola.

No tridangulo APQF temos que:

cos(180° — 0) = —cosf = P=P o
p

—p.cost =p—p&
p(1 —cosb) =p <
p=—2 (10.1)

- 1 — cosf

Sendo esta a equagdo da pardbola na sua forma polar.
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Capitulo 11

EQUACOES PARAMETRICAS DA
PARABOLA

As equacdes cartesianas canodnicas da pardbola se caracterizam por apresentarem
uma de suas varidveis no primeiro grau. Este fato, permite expressar essa variavel

como dependente da varidvel de segundo grau.

Tome, por exemplo, uma parébola p de equagéo:

y = %(:c —a)* +b (11.1)

De fato, a parabola acima possui vértice com coordenada (a, b) e reta focal pa-

ralela ao eixo OY'.

Escolhendo o pardmetro p como sendo (z — a), a varidvel y serd expressa por:

1
y = EpQ +b (11.2)

Portanto, uma equagdo paramétrica de p pode ser dada por:
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r=p-+a
y=3p*+b

O grafico da funcdo acima é dado por:

Figura11.1: p: (x — a)*> = k(y — b)
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Capitulo 12

CONICAS E AS ESFERAS DE
DANDELIN

“Enquanto a Algebra e a Geometria estiveram separadas, o seu progresso
foi lento e o seu uso limitado; mas uma vez que estas ciéncias se uniram,
elas deram uma a outra um apoio mttuo e rapidamente avancaram juntos

para a perfei¢do.”” Joseph Louis Lagrange (1736 — 1813).
Nesse capitulo, definiremos as equag¢des das conicas como uma consequéncia

da relagdo entre o conceito geométrico e o algébrico.

Para isso, seguiremos os passos propostos pelo matematico francés, naturali-

zado belga, Germinal Pierre Dandelin (1794 - 1847).

Sabe-se que as defini¢des de conicas utilizadas, atualmente, foram provadas
por Dandelin de forma muito clara no século XIX e constituem os chamados teoremas

belgas para as conicas.

Em seu estudo, Dandelin mostrou que em um determinado cone quando secci-
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onado por um plano, existe uma ou duas esferas que sdo tangentes ao plano e ao cone,

simultaneamente. Estas esferas sdo as esferas de Dandelin.

A genialidade do seu trabalho vem do fato que utilizando a propriedade das
retas tangentes a uma esfera, Dandelin consegue encontrar os focos e verificar a pro-

priedade focal de uma s6 vez.

Neste aspecto, cabe uma ressalva na propriedade focal para das pardbola, pois
esta ndo foi demonstrada em seu estudo. Contudo, Pierce Morton, em 1829, usou uma
construcdo semelhante a de Dandelin para provar esta propriedade. Diferentemente
da elipse e da hipérbole, na demonstracdo da pardbola s6 havera uma esfera tangente

ao cone e o plano de corte 7.
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12.0.10 A ELIPSE E AS ESFERAS DE DANDELIN

Teorema: Consideremos um cone circular reto e um plano que intercepta ape-

nas uma das folhas do cone. Se esse plano ndo passa pelo vértice e ndo é |

paralelo a nenhuma geratriz do cone, a curva obtida é a elipse.

Observe a figura:

Figura 12.1: Esferas de Dandelin: caso elipse

Se uma conica é um elipse de focos F; e F, e P um ponto qualquer da elipse,

entao:

PFy+ PFy, =K

Sendo K uma constante.

Sejam €; e e duas esferas inscritas em um cone e tangente ao plano secante da

conica (conforme a figura).
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Como a reta V' P é uma geratriz do cone, logo ela é tangente as esferas ¢; e ¢,

nos pontos P e P,.

Sejam F} e F; os respectivos pontos de interseccdo das esferas €; e €2 com o

plano.

Desta forma, pela propriedade de poténcia de pontos *:

PP, = PF, (12.1)

PP, = PF, (12.2)

Somando a equagio (12.1) e (12.2), membro a membro, temos:

PP1+PP2:PF1+PF2

Mas, como PP, + PP, é uma constante, pois se trata de um distancia fixa entre

PPlePPQ.

Podemos garantir que, d(P, F}) + d(P, F;) = PP, = 2a, para qualquer P na

intersecgdo do plano com o cone.

Logo, a curva caracteristica é uma elipse.

1Se AP e BP sdo segmentos de reta tangentes a esfera nos ponto A e B, entdo esses segmentos AP e

BP sdo congruentes.
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12.0.11 A HIPERBOLE E AS ESFERAS DE DANDELIN

Diferentemente do caso das elipses, para as hipérboles, Dandelin considerou duas

esferas e um cone.

Assim, sejam um cone circular reto e um plano que o intersecta de tal modo

que existam duas esferas que tangenciam simultaneamente o plano e o cone.

Se F; e I} sdo os pontos de interseccdo das esferas com os planos, entdo qual-
quer ponto P da intersec¢cdo do cone com o plano é tal que |PF; — PF,| ndo depende

de P.

Teorema: Sejam um cone circular reto e um plano que o intersecta de tal modo
que existam duas esferas que tangenciam simultaneamente o plano e o cone.
Se F e F, sdo os pontos de interseccdo das esferas com os planos, entdo qual-|.
quer ponto P da intersecgdo do cone com o plano é tal que |PF; — PF| ndo

depende de P.
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Observe a figura:

Figura 12.2: Esferas de Dandelin: caso hipérbole

DEMONSTRACAO:

Considere duas esferas ¢; e €, inseridas em um cone de duas folhas tangenci-

ando o plano de interseccdo 7 e todas as geratrizes do cone.

Seja P um ponto qualquer sobre a intersec¢do do plano com o cone, tome a

geratriz do cone passando por P.

Como, de fato, as esferas ¢; e €5 sdo tangentes ao cone, entdo, podemos garantir

que esta geratriz também serd tangente as esferas.
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Suponha que P, e P, sdo esses pontos de tangencia. Seja P, P, o comprimento

do seguimento c; e c; que passa por V.

Assim, pela propriedade de poténcia de pontos, podemos garantir que PF} =

PP, eque PF, = PPs.

Entao:

|PF, — PFy| = [PP, — PPy| = P,

Ou seja, essa diferenca sempre serd constante, ndo importando qual o ponto P

escolhido sobre a intersec¢cdo do plano com o cone.
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12.0.12 A PARABOLA E AS ESFERAS DE DANDELIN

Como ja foi mencionado, esse teorema néao foi provado por Dandelin mas sim por

Pierce Morton.

No estudo realizado por ele, em se tratando da parabola, havera s6 uma esfera

tangente ao cone e o plano de corte.

Teorema: Sejam um cone circular reto e um plano que o intersepta de tal modo
que exista uma esfera que o tangencia, simultaneamente, o plano e o cone. Se
F é o ponto de interse¢do da esfera com o plano e d a reta resultante dessa
interseccdo entre o plano de corte e o plano ortogonal ao eixo do cone, entdao

qualquer ponto P da intersec¢do do cone com o plano é tal que:

d(P,F) = d(P,d)
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Observe a figura:

Figura 12.3: Figura de apoio para o caso parabola

DEMONSTRACAO:

De fato, o ponto que a esfera intersepta o plano 7 é o foco F' da parébola.

Seja a diretriz d a resultante da interseccdo entre o plano de corte 7 e o plano ¢

que contém o circulo ¢; resultante da interseccdo entre a esfera ¢; e o cone C.
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Seja Q o ponto de interseccdo do circulo ¢; com uma geratriz do cone paralela

ao plano 7.

Suponha que P é um ponto aleatdrio sobre a pardbola e R o ponto de ¢; em

que a esfera ¢, intersecta a geratriz que passa por P.

Seja ainda P’ a projecao ortogonal do ponto P sobre a reta d.

Pela propriedade de poténcia de pontos, temos que:

VQ=VR
e
PR =PF
Sendo assim, o tridngulo AV QR é semelhante ao tridngulo ARPF’, logo PP
= PR.

Podemos assim concluir que PF = PP'.

Portanto, a distdncia entre o ponto P sobre a pardbola ao foco é a mesma

distadncia entre P e d.
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Capitulo 13

ESTUDO DAS CONICAS POR MEIO
DA SUA DEFINICAO GERAL

Defini¢do: Dados uma reta r e um ponto F' ndo pertencente a reta. A elipse, a
hipérbole e a parabola podem ser definidas como o lugar geométrico dos pon-
tos cuja razdo das distancias ao ponto F' e a reta r é uma constante real positiva
que depende de cada curva. Esta constante serd chamada de excentricidade - |
e A reta r serd chamada de diretriz e o ponto /' dado serd chamado de foco.

Ou seja,

C={P|d(P,F)=ed(Pr)}

Ou seja, partindo-se da defini¢do acima, pode-se determinar uma tnica ex-

pressdo algébrica capaz de representar todas as conicas ndo degeneradas.

Considere o sistema de coordenadas cartesianas OXY. Tome o eixo OY coin-

cidente com reta diretriz r e 0 eixo O X seja a reta perpendicular a » passando pelo foco

F.
Faga F' = (2p,0), onde p > 0.
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Seja P = (z,y) um ponto qualquer sobre qualquer uma das cdnicas, pela

defini¢do acima podemos afirmar que:

Como:

d(P,r) = |z

Reescrevendo a equacdo (13.1), temos:

V(e —2p)? +y? = e 1|

Elevando ambos os membros ao quadrado, temos:

(x —2p)? +9* = e*.2?

Desenvolvendo os termos, temos:

x? — dap + 4p* + y? = e*a?

Organizando convenientemente:

(1—e*)a? —dap+4p° +9y* =0

(13.1)

(13.2)

(13.3)

(13.4)

Que serd conhecida como equagdo geral da conica conforme definida no inicio

do capitulo.
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Para uma anélise mais detalhada, examinaremos os valores da excentricidade

nos seguintes casos:

e Casoelipse: 0 <e<1;
e Caso hipérbole: e > 1;

e Caso pardbola: e = 1.

13.0.13 RELACAO ENTRE A ELIPSE E A EXCENTRICIDADE

De fato,se0 < e < 1,entdo 1 — e? > 0.

Dividindo ambos os termos da equagio (13.4) por 1 — €2, temos:

,  Apzx v 4Ap

_1—62+1—62_ 1 —e2

2
T

Completando quadrados:

2o e Wy 4
1—e? (1—e?)? 1-—e2 1—e?  (1—e2)?
Simplificando:
2 2 4 2,2
(o 2Py Y e
1 —e? 1—e2  (1—e2)?

Dividindo a equagdo por (“pi = (25)?, tem-se:

1—e2)2 — \1—¢?

(z — 125)? e
(2;6 )2 + () =1 (13.5)
1—e? 1—e?
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Fazendo a translagdo de eixos coordenados para X'O'Y' com origem no ponto O’ =

(+25,0), como definido em 3.0.2, teremos assim:

1—e2

Definindo a = 25 e b = \/%, a equagio (13.5) poderid ser escrita da forma:

Y (13.6)

Que ¢é a equagdo candnica da elipse no sistema de coordenadas O’ X'Y".

13.0.14 A RELACAO ENTRE A HIPERBOLE E A EXENTRICIDADE

De fato, see > 1,entdo 1 — e? < 0.

Dividindo ambos os termos da equagio (13.4) por e* — 1, temos:

4px y: o Ap?

e2—1 e2—-1 e2-1

Completando quadrados:

T L N . S
e2—1 (e2—1)22 e2—-1 e2—-1 (e2—1)?
Simplificando:
20 o, Yy 4pPe?
(I+62—1> e2—1 (e2—1)2

4p2e? ( 2pe

Dividindo a equagio por 3= = =P )?, tem-se:
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(v +25)° 9
2pe \2 - ( 2pe
(&%) Vo1
Fazendo a translagdo de eixos coordenados para O'X'Y' com origem no ponto O’ =

2 =1 (13.7)

(—=#2:,0), como definido em 3.0.2, teremos assim:

Definindo a = - e b = \/%, a equagdo (13.6) poderd ser escrita da forma:
x/2 y/2

Que ¢é a equagdo candnica da hipérbole no sistema de coordenadas X'O’Y".

13.0.15 A RELACAO ENTRE A PARABOLA E A EXCENTRICIDADE

De fato, se e = 1, entdo a equacgdo (13.4) ficard assim expressa:

—dpz +y* + 4p* =0

Isolando o y:

y? = 4p(z — p) (13.9)
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Considere o0 novo sistema de coordenadas X'0O’Y’, onde O’ = (p, 0) é a origem.

Fazendo a translagao de eixos:

Assim, observamos que a equagdo (13.4) pode ser reescrita como:

y? = 4px’ (13.10)

Que é a equagdo candnica da pardbola no sistema de coordenadas X'O'Y".
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Capitulo 14

RECONHECIMENTO DE UMA
CONICA A PARTIR DO ESTUDO DE
UMA EQUACAO DE 2° GRAU

Pierre de Fermat (1601 — 1665), ficou conhecido como o Principe dos Amadores,
pois se dedicava a Matematica nas horas de folga. Pai da Geometria Analitica, dentre

os seus intmeros feitos classificou as curvas planas de acordo com o seu grau.

Em 1629, Fermat produziu um trabalho ndo publicado que circulou apenas
como forma de manuscrito intitulado Introdugio aos lugares geométricos planos e solidos.
Nesta obra, foi introduzida a ideia de eixos perpendiculares. Além disso, estabeleceu
o principio fundamental de que uma equagdo de primeiro grau, no plano, representa

uma reta e que uma de segundo grau representa uma conica.

Com base nos estudos de Fermat, esse capitulo trard um enfoque algébrico para

as cOnicas.
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1° caso: ELIPSE:

Considere a equacdo do 2° grau abaixo:

Az + Bary+Cy* + Dx+ Ey+ F =0 (14.1)

Proposi¢do: Se B = 0 e os coeficientes A e C' tém o mesmo sinal, entdo a

equacdo acima representa um dos seguintes conjuntos:
e Uma elipse com eixos paralelos aos eixos coordenados;

e Um ponto - (caso degenerado da elipse);

e Um conjunto vazio - (caso degenerado da elipse).

Sendo assim, para o estudo deste caso, partiremos da equacdo canodnica da

elipse e com centro no ponto (zo, o) e reta focal paralela ao eixo OX.

Conforme ja demonstrado no capitulo anterior, podemos definir a equagdo da
elipse como:
(z—20)*  (y—w)°

i b =1 (14.2)

Ao desenvolvermos essa equagdo, temos:

x? — 2120 + T3 N v — 2y.y0 + Y2

a? b2 =1

b2a? — 2030 + b2x) + 0y’ — 2a*y.yo + a’yi = a’b? <=
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Arrumando os termos convenientemente:

b2a? + a*y® — 20%wor — 2a%yoy + b2xg + ayp — a’b? =0

De fato, essa expressdo é da forma:

Az? + Bay+ Cy* + Dx+ Ey+ F =0

Com A=10?,B=0,C=d? D= -2z, E = —2ayo, F = 0?z% + a®y2 — a*b*.
Entdo, em particular, B = 0 e A e C tém o mesmo sinal.

Perceba que raciocinio andlogo serve para a equagdo da elipse com reta focal

paralela ao eixo OY'.

Sendo assim, podemos concluir que para a equagdo do 2° grau Az? + Cy* +

Dx + FEy + F = 0 ser um dos casos acima devemos ter B =0 AC > 0.

Por outro lado, tome a equagdo acima e divida pelo termo AC, obtendo assim:

Az Cy* Dz PEy F

actacTactactacT0®

Y
ctatactactac T
x2+%+y2+% _ F
C A AC
Completando quadrado:
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x2+%+%+y2+%+% L S N
C A - AC  4A2C T 4AC?

(z+ 55)° N (y+45)°  CD*+ AE? — 4AFC
C A 4A2C?

Para simplificar a andlise, faca:

K =CD?+ AE? — 4AFC

Assim:
CtRf wiw)? K
C A 4A2C?
Se K = 0, entdo a equagdo representa o ponto
(5720
2A7 2C

Se K # 0, podemos dividir a equagdo por -

(r+32)°  W+a0)
K K
4A2C 4AC?

=1

Como AC > 0, se KA > 0 a equagdo acima representa um elipse com centro no

D E)
7

ponto (—ﬂ, —56

Da mesma forma, se KA < 0 e equagdo representard o conjunto vazio, uma

vez que como AC > 0, seria impossivel termos a igualdade:




2° caso: HIPERBOLE:

Considere a equagdo do 2° grau abaixo:

Az? + Bay+ Cy*+ Dx+ Ey+ F =0

Proposicdo: Se B = 0 e os coeficientes A e C' tém sinais opostos, entdo a

equacdo acima representa um dos seguintes conjuntos:

e uma hipérbole de eixos paralelos aos eixos coordenados;

e um par de retas concorrentes - (caso degenerado da hipérbole).

Sendo assim, para o estudo deste caso, partiremos da equacdo canodnica da

hipérbole H com centro no ponto (zy, yo) e reta focal paralela ao eixo OX.

Conforme ja demonstrado no capitulo anterior, podemos definir a equacdo da

hipérbole como:

oo w) ww)® (14.3)

a? b2

Ao desenvolvermos essa equagdo, temos:

2?2 — 2.0 + 73 (y2 — 2y.y0 + Y2
_ -

> )=1<=

b2a? — 26720 + b2ap — (a®y* — 2a°y.yo + a*yp) = a’b? <=
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Arrumando os termos convenientemente, temos:

ba? — a*y® — 2b%xox + 2a%yoy + b2xf — a*yi — a’b? = 0

De fato, essa expressdo é da forma:

Az? + Bay+ Cy* + De+ Ey+ F =0

Com A=10?,B=0,C =—a* D= —2bx, E = 2ayy, F = V?2% — a*y3 — a®V°.

Entdo, em particular, B = 0 e A e C' tém sinais opostos.

Perceba que raciocinio andlogo serve para a equagdo da hipérbole com reta fo-

cal paralela ao eixo OY'.

Por outro lado, tome a equagdo Az* + Cy* + Dx + Fy = —F e sem perda de

generalidade, suponha que A > 0 e C' < 0, entdo:

v+ Y _F
—C A AC
Completando quadrado, temos:
(e+5)° W+w)  F D B
—C A AC  4A2C  4AC?

(z+55)° (W+s6)° 4ACF —CD* - AE?
—C A B 4A2C?
Para simplificar a analise, faga K = 4ACF — CD? — E?A:
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(r+53)° W+s) K

—C A 1A

Se K = 0, entdo a equagdo representa um par de retas concorrentes, uma vez

que:

—C 1 Ve
w+E£? @ BP
A —C
R RO b
Y750~ c " oa

Sendo assim, no caso que B = 0 e AC' < 0 o par de retas concorrentes é cha-

mado de caso degenerado da parabola.

K

Se K # 0, podemos dividir a equagdo por Tazce-

(z+53)°  (y+36) .
—C A

Logo, a equagdo representa uma hipérbole.

3° caso: PARABOLA:

Considere a equagdo do 2° grau abaixo:

Ar? + Bry+ Cy* + Dx+ Ey+ F =0
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Proposigdo: Se B =0, A = 0e C # 0, entdo a equagdo acima representa um

dos seguintes conjuntos:
e uma pardbola cuja a reta focal é paralela ao eixo OX, se D # 0;

e Um par de retas paralelas ao eixo OX,se D = 0 e E? — 4CF > 0 - (caso

degenerado da parabola);

e Um conjunto vazio - (caso degenerado da parédbola).

Sendo assim, para o estudo deste caso, partiremos da equagdo candnica da

pardbola o com vértice no ponto (g, yo) e reta focal paralela ao eixo OX.

Conforme j& demonstrado no capitulo anterior, podemos definir a equagdo da

parabola como:

(y — 90)2 = F4p(x — x9) (14.4)

Desenvolvendo os termos e agrupando convenientemente, temos:

y® & dpr — 2yyo + Yo £ 4pre =0

De fato, essa expressdo é da forma:

Az’ + Bry+Cy* + D+ Ey+ F =0

ComA=0,B=0,C=1,D=+4p, E = -2y, F = y2 + 4dpxy.

Entdo, em particular, A = 0, B = 0 e C' # 0, temos por consequéncia AC = 0.
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Analisaremos, primeiramente, o caso que A =0, C # 0e D # 0.

Tome a equagdo Az? + Bry + Cy* + Dz + Fy + F = 0 e a divida por C:

Completando quadrados, temos:

( +£)2+%+E_E_2—O
YT 50 cTCc e

Como, por hipétese, D # 0, podemos reescrever a férmula colocando o termos

D

& em evidéncia, obtendo:

D CF R
_2 — —_— —_—— — p—
Wto5) e+ 5G9

Perceba que a equacdo acima representa uma pardbola que possui reta focal

. 2 2 . 2 2
paralela ao eixo OX é vértice com coordenadas (—4“ECE — 1),

Uma segunda analise pode ser feita quando D = 0.

Neste caso, como por hipétese, A = 0, a equagdo Az*+ Bry+ Cy?+ Dz + Ey +

F' = 0 se reduziria a:

Cy’+Ey+F =0

Ou seja:

—E+VE?—-4CF
y —_=
2C

Analisando a equagdo acima, podemos afirmar que:
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e Caso E? — 4C'F > 0, teremos duas retas paralelas ao eixo OX. E, como ressalta-

mos, este é um caso degenerado da parébola.
e Caso E? — 4C'F = 0, teremos uma reta paralela ao eixo OX.
Pois perceba que nesse caso, y = ’—f, sendo caracterizado, também, um caso
degenerado da parédbola.
e Caso E? — 4C'F < 0 teremos como resultado o conjunto vazio.

Observe que todas as demonstra¢des acima valem paraocaso C =0e A # 0,

contudo devemos considerar que, nesse caso, a parabola serd paralela ao eixo OY'.

91



Capitulo 15

RECONHECIMENTO DE UMA
CONICA POR MEIO DE MATRIZES

Considere a equagao geral de uma conica.

Ar* + Bay+ Cy* + Dx+ Ey+ F =0 (15.1)

Com A, B, C' e D numeros reais, A e C sdo diferentes de zero e x e y sdo

variaveis reais.

Observe que esta equagdo envolve a forma quadratica Q(z,y) = Az® + Bay +

Cy?, uma forma linear L(z,y) = Dz + Ey e uma constante F.

Perceba que nos casos que B = 0, ao completarmos quadrados, facilmente

pode-se identificar qual curva representa e equagao.

Contudo, se B # 0 a identificacdo da cOnica se torna nao trivial.

92



Neste capitulo, demonstraremos um método para a identificacdo das conicas

com auxilio da Algebra Linear.

Para isso, deve-se considerar a equacdo geral acima escrita, convenientemente,

da seguinte maneira:

Ax* + Bay + Oy? = ( Ty ) : (15.2)

1o N
SIS
8

Q
<

Dg;+Ey=(D E) (15.3)

Para prosseguimento do estudo, precisamos das seguintes no¢des prelimina-

res:

15.0.16 NOCOES PRELIMIMARES DE ALGEBRA LINEAR
15.0.16.1 AUTOVALORES E AUTOVETORES

Considere uma transformacao linear de um espaco vetorial 7' : V' — V, devemos

. - — .
determinar um vetor, ndo nulo, v€ V e um escalar A € R, tais que:

T(v)=Av (15.4)

Definimos assim, o escalar A o autovalor de T" e o vetor v um autovetor de 7.
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. air a2 . . —
Sejam A = uma matriz real do tipo 2 x 2 e v= (z,y) um vetor em

21 Qa22
R2

. . — . ~ .
Definimos como A v como sendo a combinacdo linear representada pelo vetor

(@117 + a12y, a2 + azey), uma vez que:

a1; a2 x

<

. = (@112 + a12y, a1 + axy) (15.5)
Q21 Q22 Yy

Sendo assim, podemos afirmar que um ndmero real A é um autovalor de uma

. . . — - — —
matriz A se existir um vetor v, ndo nulo, tal que A v= X\ v.

Em outras palvras, podemos afirmar que:

anzx + apy = v A—ay)r —apy =20
11 12Y o ( 11) 12Y (15.6)

a21T + a2y = )\y —a91T + (/\ — azg)y =0

Desta forma, um nimero real \ é autovalor da matriz A se, e somente se, o sis-
tema acima tem solugdo ndo trivial. Uma vez que o vetor nulo é um autovetor relativo
a qualquer autovalor, mas um ntmero real s6 é autovalor se ele possuir um autovetor

nao nulo.

Resolvendo o sistema acima, sabemos que ele admitird uma solu¢do ndo nula

se, e somente se,

94



A—a —a
H 2 ol=o0 (15.7)
—a1 A — a

Ou seja,

(A—a11, —ag1)x+(—a12, \—ag)y = 0 possui uma solucdo (z,y) # (0, 0) se, e somente

se , um dos vetores (A — aj1, —as;) € (—ay2, A — aze) é maltiplo do outro.

Defina, entao:

A—an —ai2
p(\) = = (A = a11) (X — ax) — apan (15.8)

—as A — a

como polindmio caracteristico da matriz A.

Fazendo simples manipulagdes algébricas, é facil verificar que o polindémio ca-

racteristico, também, pode ser escrito como:

p(A) = det(A — \.) (15.9)

onde [ é a matriz identidade.

15.0.16.2 EXISTENCIA DE AUTOVETORES ORTONORMAIS RELATIVOS A AU-
TOVALORES )\ E Ay :

Proposi¢do: Autovetores associados a autovalores distintos de um operador

T : V — V sdo linearmente independentes.

Sem perda de generalidade, considere \; e \; autovalores distintos.
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Segue que a prova para 7 autovalores distintos é feita de modo analogo ao

modo a seguir.

Sejam:
T =A

[ <Ul) e ;com)\1 7£ )\2.
T(Ug) = )\QUQ

Considere a igualdade:

a1V + asvy = 0 (1510)

Pela linearidade de T', temos que:

alT(Ul) + CLQT(UQ) =0 (1511)

ou

a1>\1U1 + a2>\2U2 =0 (1512)

Tome a equagdo (15.10) e multiplique a por Ay, assim:

al)\lvl + ag)\va =0 (1513)

Subtraia a equagdo (15.3) de (15.12), assim teremos:

(al)\lvl + a2>\1’l}2) — (al/\lvl + (12)\21)2) =0«

CLQUQ()\Q — )\1) = O
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Como, por hipétese:

)\17&)\26027&0.

Entdo: as = 0

Desta forma, se analisarmos a equagdo (15.10), perceberemos que a; = 0.

Portanto o conjunto {vy, v2} é linearmente independente.

OBSERVACOES:

i) Sempre que tivermos um operador 7" : R? - R2com \; # X\, 0 conjunto

{v1, v} formado pelos autovetores associados, serd uma base em R

Portanto, dado um operador linear 7 em R? que possui autovalores

distintos A; e A esse conjunto P = {v;, v2} serd uma base.

ii) O operador 7' é representado na base P dos autovetores pela matriz

diagonal:

A0
0 A

Desta maneira, dada uma forma quadrética f : R* — R?, f(z,y) = Az*+ Bry+

Cy? considere a matriz real do tipo 2x2, como:
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AN
I
—//
SISIENS
Q vlw
~

De fato, A é uma matriz simétrica, uma vez que A = A".

Desta forma, o polindmio caracteristico de A é dado por:

A—A I
p(A) = 2 =
—g A—C
32
(A=A -0) = T =

2

B
X = (A+ )N+ AC - —

Sendo assim, calculando o discriminante dessa equacao do 2° grau, temos:
B2
A=(A+C)—4.1.(AC - Z)
A=(A+0)—4AC + B* =
A= A*+2AC + C? —4AC + B? =

A=A?>—24C+C*+ B? =

A=(A-C)?+ B
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Ou seja, como A é sempre maior ou igual a zero (pois se trata da soma de dois

quadrados), podemos garantir \; e A, reais.

Isto é, a matriz A possui dois autovalores \; e Ay, que tém multiplicidade um

se A1 # Ay, e multiplicidade dois se, A\; = A,.

Na mesma linha de raciocinio, podemos dizer que existe um par de autoveto-

S — .
res ortonormais v; € vy aos autovalores \; e Ay, pois:

Se A =0, temos que A = C' e B = ( portanto, a raiz do polindmimio sera tnica

e aplicando Béskara, teremos:

)= (A+C)£V0
= 5 =
A+C
A= 5
Como, por hipétese, A = C":
2A
)\_T_A

Ou seja, A é a tinica raiz de p(\) = 0.

A0
Neste caso, A = e v = (1,0), Vy= (0,1) sdo autovetores ortonormais

0 A
relativos ao autovalor A de multiplicidade 2.

Se A > 0, aequagdo p(\) = 0 tem duas raizes reais \; e ), distintas.

99



Neste caso, deveremos provar quese 7' : V' — V é um operador linear simétrico

com autovalores distintos, entdo os autovetores sdo ortogonais.

. — — . ~ .
Pois de fato, se v; e v; sdo vetores, ndo nulos, tais que:

— —
A V1= )\1 U1

— —
A Vop— )\2 V2

— — ~ ~ . .
Como v; e v9 sdo autovetores, ndo nulos, associados a \; e Ay, respectivamente,

— — ~ e, . . — —
podemos supor que v; e v, sdo vetores unitarios, ou seja, || vy || = || v2 || =1
- =, 4. .
Mostraremos que vy, v, é linearmente independente.

De fato, sejam a e b constantes tais que:

a vy +b =0 (15.14)
Obtemos:
aT vy +bT vy=0 (15.15)
Isto é:
al 1 +bAg va= 0 (15.16)

Multiplicando (15.14) por A;, obtemos:

ai v +bA; va= 0 (15.17)
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Subtraindo (15.16) de (15.17), segue que:

b(A — X)) 9= 0= b=0

Concluimos de (15.14) que a = 0 0 que mostra que (v1, v5) é L.L.

. . . — —
Sendo assim, podemos garantir que existe um par de vetores v; e v, ortonor-

mais relativos aos aotovalores \; e \s.

15.0.16.3 DIAGONALIZACAO DE MATRIZES SIMETRICAS

Por defini¢do, matriz diagonal é uma matriz quadrada cujos elementos exteriores

a diagonal principal sdo nulos.

Dizemos que uma matriz quadrada A é diagonalizavel quando é semelhante a

uma matriz diagonal.
Ou seja, existe uma matriz D diagonal, tal que A = S.D.S~! com S invertivel.
Analogamente, seja V' um espacgo vetorial de dimensdo finita. Entdo um ope-
rador linear 7' : V' — V é diagonalizavel se, existe uma base de V' para a qual 7" é

representado por uma matriz diagonal.

A diagonalizacdo é um processo para transformar uma matriz ou operador di-

agonalizdvel em uma matriz diagonal.
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. ap az | : . . S
Proposigdo: Se S = é uma matriz do tipo 2x2, cuja primeira
bi by

, —
coluna é formada pelas coordenadas do vetor v;= (aq, b;) e a segunda, pelas
— ~
coordenadas do vetor vy,= (as, by), entdo:

A0

SLAS =
0 Ao

DEMONSTRACAO:

Como:
- B B
Av=(Aa; + Ebb Eal + Cb1) = (A2az, A2bs)

B B
A 1?2: (A&Q -+ §b27 ECLQ + CbQ) = ()\1661, )\1[)1)

Seque que:
AS _ A % ap as _ /\1@1 /\QCLQ
% C by by Abr Aabs
Além disso, sendo:
ol = al + b =1
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172\ — a2k =1
e
— =
<Ul,U2> = a1as + b1b2 =0
Obtemos:
StAS _ )\1&1 )\2&2 ' )\1@1 )\2@2 _ )\1(@% —+ b%) )\2(&1@2 + ble) _ )\1 0
)\1()1 )\gbg >\1b1 >\2b2 )\1(&1@2 + blbg) )\Q(CL% + bQ) 0 )\2

15.0.17 ANALISE DE UMA CONICA COM COEFICIENTE B = 0

Teorema: Dada uma conica definida pela equagéo:

Az? + Bay+ Cy* + Dx+ Ey + F

Sejam \; e )\, autovalores associados a sua forma quadrérica, entdo:

i) Se A\;.\2 > 0 esta equacdo representa uma elipse, um ponto ou o conjunto
vazio;

ii) Se A\1.A2 < 0 esta equagdo representa uma hipérbole ou um par de retas
concorrentes;

iii) Se A\;.\2 = 0 esta equagdo representa uma pardbola ou um par de retas

paralelas ou uma reta ou o conjunto vazio.

Como ja demonstrado, podemos afirmar que o determinante associado a forma
A B

2

quadratica é igual ao produto de seus autovalores \; e A.

2
. . 4 2
Assim, o sinal de A\;.\2 é 0 mesmo de (BT — AC), que por sua vez tem 0 mesmo

sinal de B% — 4AC.
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Podemos assim, reescrever o teorema anterior em funcdo do discriminante

B? — 4AC.

Teorema: Dada uma conica definida pela equacéo:
Az’ + Bry+Cy* +Dx+ Ey+ F =0

Esta equagdo no plano representara:

vazio;

concorrentes;

paralelas ou uma reta ou o conjunto vazio.

i) Se B2—4AC < ( esta equagdo representa uma elipse, um ponto ou o conjunto

ii) Se B? —4AC > ( esta equagdo representa uma hipérbole ou um par de retas

iii) Se B? — 4AC = 0 esta equacdo representa uma parabola ou um par de retas
quag p p p

15.0.18 PROCEDIMENTO GERAL PARA A CLASSIFICACAO DAS

CONICAS:

Dada a equacdo Az + Bxy + Cy* + Dx + Ey + F = 0, para achar que figura ela
quag % que hig

representa no plano, devemos proceder do seguinte modo:

e 1°passo:

Escrever a equacdo na forma matricial:

+(D E), +F

(+4)

STl N
Q vlw
S
<
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e 2°passo:

Diagonalizarmos a forma quadratica para eliminar os termos mistos.

Para isto, precisamos encontrar os autovalores \; e A\, e os autovetores ortonormais

B
- — A 9
V1, Vg de
5 C
e 3°passo:

Obter as novas coordenadas.

T . T
= [I] autovetores na base candnica
Y Y
e 4°passo:

Substituir as novas coordenadas na equacdo, obtendo a equaciao na nova base

- =
{Ul s U2
)\1 0 i T1
(;C y). . + [DE][]] +F=0
0 A y Y1
e 5°passo:

Eliminarmos os termos lineares das coordenadas cujos autovalores sio nao nu-

los.

Temos entdo trés casos:

i)>\1€>\27é0

Alx% + ax; + Aoy + lambdagy% +by +F =0
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2 b b2
%)2—a—+)\2(y1+—)2——+}7:0
1

Ar(n + 5y ) I

. _ a _ b X~
Seja xy = 21 + 737 € Y2 = Y1 + 357, temos entdo:

s+ doys +F =0 (15.19)

11))\17&09)\2:0

Mt +axy +by + F =0
2

a a
A — 2 - — 4 F=0
1(‘”1+2A1) 4A1+ Y1 +

Tomando zs = 7 + ﬁ e 1o = Y1, temos:

2

Ma2 + bys + F — % —0 (15.20)
1

i) \y =0e Xy £0

Similar ao caso anterior.
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15.0.19 EXEMPLO PRATICO DO RECONHECIMENTO DE UMA
CONICA POR MEIO DE OPERACOES COM MATRIZES

Considere a forma quadrética f(z,y) = 62 + 4ay + 6y* ,com A =C =6e B = 4.

6 2
Desta forma, A = é a forma quadratica e,
2 6
(A—6) -2 ) )
p(A) = det =A—=6)"—4=XN—-12A+32=0
-2 (A—06)

¢ a equagao caracteristica, cujas raizes sdo \; = 8 e Ay = 4, isto é \; e Ay sdo os

autovalores da matriz A.

Os autovetores (z, y) relativos ao autovalor \; = 8 sdo solugdes do sistema:

(M —6)—2y=0 r—y=0
= ST =Y
-2+ (M —6)y=0 —z+y=0

P T 1 — s T\ A4 e s s 1 .
ortanto, v1= (75, 75) = (cos7, senf) € um autovetor unitario relativo ao auto-

[\o}
Sl
[\o}

valor \; = 8.
-, — — - -
Como o autovetor v, é ortogonal a v; basta tomar v, = (—sen?, cosT).

Seja O'X'Y" o sistema de eixos ortogonais obtido girando os eixos OX e OY,
no sentido positivo, um angulo de §. Nas coordenadas X’ e Y’ deste sistema de eixos,

a forma quadrética f(2’,y’) é dada por:

f(CU/,y/) — )\11,/2 + )\2y/2 — 81‘/2 +4y12

Portanto, a linha de nivel k de f é:
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e um conjunto vazio se , k < 0;
e aorigemsek = 0;
2

o aelipse%+%:1sek>0.
8 4

Faca a mudanca de coordenadas, novamente, para o eixo coordenado OXY

para obter a elipse original.
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Capitulo 16

PROPRIEDADE DAS CONICAS

A elipse, a pardbola e a hipérbole sdo curvas que possuem propriedades que as
tornam importantes em vdrias aplicagdes tecnolégicas. Neste capitulo, vamos tratar
da propriedade refletora dessas curvas, relacionando-as com pontos especiais, os seus

focos.

16.1 PROPRIEDADE REFLETORA DA ELIPSE

Podemos enunciar a propriedade refletora da elipse do seguinte modo: a partir
de um dos focos, tracemos um segmento de reta qualquer. Este segmento encontra a
elipse em um ponto e se por este tragcarmos outro segmento que faga com a curva um
angulo igual ao do primeiro segmento, o segundo segmento passa, obrigatoriamente,

pelo outro foco.

Assim, segue o teorema:

Teorema: Uma reta r, tangente a uma elipse em um ponto P, faz angulos

iguais com as retas que unem P aos focos Fj e F.
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Figura 16.1: Propriedade refletora da elipse

DEMONSTRACAO:

Considere a elipse € de focos F} e F; e eixo maior igual a 2a.

Sejam P um ponto pertencente a elipse ¢, F, um ponto da reta PF; tal que
PF, = PF}, r a reta bissetriz do angulo F, PF; e A um ponto qualquer da reta r de tal
forma que A # P.

Como P € ¢, entdo:

d(P, Fy) +d(P, Fy) = d(P, 1) + d(P, F;) = 2a

Pela desigualdade triangular em AAF} F}), temos:
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d(A7F1)+d(A7F2/)>d<F17F2,):d(P7F1)+d(P7F2):d(PvFl)+d(PvF2,>:2a’

Logo A nao pertence a elipse.

Como A é um ponto qualquer da reta r e, por hipétese, A # P, entdo a reta r

s6 tem o ponto P em comum com a elipse e, portanto r é uma tangente a conica em P.

Considere, agora, os dngulos o entre a reta r e PF , § entre aretar e PF e 3

entre a reta r e o prolongamento de PF5.

Assim, sendo 7 a reta bissetriz do angulo F,PF; e o e § angulos opostos pelo

vértice, temos:

b5=40
e :>6:Oé
0=«

Podemos citar uma aplica¢do 6ptica dessa propriedade.

Para cuidar do sorriso dos pacientes, muitos dentistas usam uma lumindria
com espelho eliptico que possui a propriedade de concentrar os raios luminosos em
um ponto, que é ajustado pelo dentista para iluminar o dente que esta sendo tratado.
Conseguem-se, assim, duas vantagens: A primeira é concentrar o maximo de luz onde
se estd trabalhando, e a segunda é evitar que os raios luminosos ofusquem o paciente,

0 que aumentaria o desconforto causado pelo tratamento dentario .

! Adaptado do artigo “Elipses, sorrisos e sussuros” - Renato J. C. Valladares

111



Figura 16.2: Lumindria odontolégica de espelho eliptico

Uma outra aplica¢do interessante da propriedade refletora da elipse esté ligada
a arquitetura e engenharia. Considere uma elipse girada ao redor de seu eixo maior
para formar uma superficie de revolucao conhecida como elipséide. Entdo um sussuro
emitido em um dos foco pode ser claramente ouvido a uma distancia considerdvel, no
outro foco, mesmo que seja inaudivel em pontos intermedidrios, pois as ondas sonoras
batem nas paredes e sdo refletidas dirigindo-se ao segundo foco, além de chegarem

juntas, pois todas percorrem a mesma distancia.
Estas construgdes conhecidas por “galerias de sussurros”” estdo presentes em

certos museus americanos de Ciéncia e nos castelos de alguns monarcas europeus

excéntricos.
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Figura 16.3: Galeria dos sussurros

Ja pensou em uma mesa de bilhar perfeita? Nao importa como vocé joga, se
a bola for tacada de um foco ela vai acertar o buraco no outro foco. O formato dessa

mesa deve ser eliptico!

Figura 16.4: Mesa de bilhar eliptica: A sinuca perfeita!

16.2 PROPRIEDADE REFLETORA DA HIPERBOLE

A hipérbole é uma curva com dois ramos e dois focos. A propriedade de reflexdo

da hipérbole pode ser enunciada da seguinte maneira: A partir de um ponto qualquer
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tracemos um segmento de reta dirigido a um dos focos da hipérbole. Este segmento en-
contra o correspondente ramo da hipérbole em um ponto, e se a partir deste tracarmos
outro segmento que faca com a curva um angulo igual ao do primeiro segmento, o

segundo segmento passa pelo outro foco.

Assim, segue o teorema:

Teorema: A reta tangente a hipérbole num ponto P forma angulos iguais com

os segmentos que unem P aos focos.

DEMONSTRACAO:

Considere a hipérbole H de focos Fj e F} e eixo maior igual a 2a.
Sejam P um ponto pertencente a hipérbole H, F}, um ponto da reta P[] tal que
PF, = PF}, r a reta bissetriz do angulo F, PF; e A um ponto qualquer da reta r de tal
forma que A # P.
Como P € H, entdo:
‘d(PvFl) _d(P7F2)’ = |d(P>F1) _d(PvFQ/N = d<F17F2/) =2a

Pela desigualdade triangular em AAF; F}), temos:

d(A, Fy) + d(A, Fy) > d(Fy, Fy) = |d(P, Fy) —d(P, Fy)| < d(Fy, Fy) = 2a

Logo A ndo pertence a hipérbole.

Como A é um ponto qualquer da reta r e, por hipdtese, A # P, entdo a reta r s6
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tem o ponto P em comum com a hipérbole e, portanto  é uma tangente a Coénica em P.

Considere, agora, os angulos « entre a reta r e PF;, J entre r e PF, e § entre r

e o prolongamento de PF5.

Assim, sendo r a reta bissetriz do angulo F,PF, e 5 e § angulos opostos pelo

vértice, temos:

a=p
e =a=20
b5 =40

c.q.d.

Esta propriedade faz com que a hipérbole tenha vérias aplica¢des praticas. Um
exemplo de uma aplicagdo 6ptica é o chamado telescépio de reflexdao. E constituido
basicamente por dois espelhos, um maior, chamado primaério, que é parabélico, e ou-
tro menor, que é hiperbdlico. Os dois espelhos dispdem-se de modo que os eixos da
parabola e da hipérbole coincidam e que o foco da primeira coincida com um dos da

segunda.

Quando os raios de luz se refletem no espelho hiperbélico pela propriedade de
reflexdo deste, seguem em dire¢do ao outro foco da hipérbole. Os raios de luz passam
através de um orificio no centro do espelho primaério, atrds do qual estd uma lente-
ocular que permite corrigir ligeiramente a trajetéria da luz, que chega finalmente aos

olhos do observador ou a pelicula fotogréfica.

115



maplhn :
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' foce da hipérbols

Figura 16.5: Telescépio de reflexao

16.3 PROPRIEDADE REFLETORA DA PARABOLA - TE-
OREMA DE PONCELET

A utilizagdo de objetos no cotidiano no formato de um paraboléide de revolugdo
tais como antenas, radares e outros, é propositadamente. A simetria desses objetos
com a incrivel propriedade refletora da parabola sdo muito tteis, devido termos a ne-

cessidade em muitas vezes de amplificar esses sinais e otimizé-los.

Teorema: A reta r tangente a um ponto P sobre a pardbola faz angulos iguais

com a reta que passa por P e é paralela ao eixo de simetria e a reta que passa

por Pe F.

DEMONSTRACAO:

Tome P um ponto qualquer da pardbola de foco F' e diretriz d.

Considere, ainda, a reta ¢ bissetriz do angulo conforme a figura.
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Devemos provar, primeiramente, que P é o tinico ponto tangente a parébola.

No tridngulo APF D, como P é um ponto da pardbola, podemos afirmar que:

PF = PD.

Entdo, areta t é bissetriz do d&ngulo, além de ser mediana e altura desse tridngulo.

Sendo assim, ¢ é mediatriz do segmento F'D.

Tome () como um ponto arbitrdrio de ¢, com () # P . Se D’ é a projecdo ortogo-

nal de () sobre d, entdo, por desigualdade triangular, temos que:

QF = QD > QD'

Como () é exterior a parédbola, isto é, o ponto P pertence a parabola e quaisquer

outros pontos () sdo exteriores. Logo, a reta ¢ é tangente a pardbola em P.

Prolongando-se o segmento D P, obtém-se a semireta PY . deste modo, o angulo
formado pela semireta PY e a reta ¢ é congruente ao angulo formado pelo segmento

PDet?2

E, como t é bissetriz do 4ngulo, entdo o angulo formado pelo segmento PF e a

reta ¢ é congruente ao angulo formado pela semireta PY e t.

c.q.d.

Esta propriedade faz com que a parabola tenha varias aplicagdes praticas. Um

exemplo sdo as conhecidas antenas parabdlicas, que concentram num aparelho recep-

2Pois, se trata de angulos O.P.V.
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tor os sinais vindos de um satélite de televisao. Neste sentido, todo sinal recebido na
direcdo do eixo da pardbola toma a direcdo do foco e vice-versa. Sendo assim, os sinais
recebidos via satélites sdo muito fracos e é necessdrio captd-los em uma area relativa-

mente grande e concentrd-los em um sé ponto para que sejam amplificados.

Superficie
parabdlica

Figura 16.6: Estrutura de uma antena parabdlica

Uma aplicagdo 6ptica sdo os fardis dos automéveis, estes sdo espelhados por
dentro e coloca a lampada no foco. Sendo assim, os raios de luz que incidem na parte
refletora sdo prolongados, em linha reta, de modo que haja maior alcance e eficiéncia

da luminosidade.
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Sup. espeihada

Figura 16.7: Estrutura de um farol de automoével

Outro exemplo é o cabo de suspensdo de uma ponte, quando o peso total é uni-

forme distribuido segundo o eixo horizontal da ponte, toma a forma de uma parabola.

Figura 16.8: Ponte suspensa por estruturas metdalicas formando um arco de parédbola
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Capitulo 17

OFICINA SOBRE CONICAS - Uma

proposta ladica e construtivista

“A principal meta da educagdo é criar homens que sejam capazes de fazer
coisas novas, ndo simplesmente repetir o que outras geragées jd fizeram.
Homens que sejam criadores, inventores, descobridores. A segunda meta
da educagdo é formar mentes que estejam em condigdes de criticar, verifi-

car e ndo aceitar tudo que a elas se propde.”” - Jean Piaget (1896-1980)

Os professores de Matematica da atualidade tém um grande desafio:
ensinar e despertar o interesse estudantil em um mundo dominado pela

alta tecnologia.

Ou seja, devemos ter a consciéncia que a presenga das tecnologias trouxe
nova dindmica a maneira de se comunicar, se informar e, sobretudo, apren-

der.

Mas, de fato, nem todos os professores ensinam, orientam, trabalham
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da mesma maneira os contetdos/habilidades matemaéticas com seus alu-

nos.

Cada profissional carrega consigo particularidades, metodologias e tragos

pessoais.

Algumas vezes é dificil para o docente encontrar recursos adequados a
sua prética pedagogica, seja pela deficiéncia em formagao ou pela estrutura

disponivel na escola em que trabalha.

Desta forma, no tocante a metodologia usada em sala de aula, quem
acompanha o cotidiano escolar, professores, pais ou até mesmo os préprios
alunos sabem que muitos dos professores seguem rotinas pedagégicas mas-
santes, onde as aulas sdo apenas expositivas e ndo tratam o aluno como

agente transformador do processo da aprendizagem.

Ou seja, hd um processo de descrenga da importancia do conhecimento
ltadico e criacionista. Negando que o conhecimento é concebido como construcao

ativa de um observador e ndo como reprodugdo meramente passiva.

Sendo assim, na tentativa de sair desse panorama, ndo podemos nos
esquecer que o uso de recursos construtivistas, na tentativa de solucionar

problemas, esta presente no mundo matematico desde o inicio dos tempos.

Cabe ao professor deixar de ser um mero transmissor de conhecimen-

tos para se posicionar como um mediador de diversas linguagens e opor-
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tunidades educativas. Contribuindo, sobretudo, para o desenvolvimento
da autonomia perante o conhecimento, o que significa contribuir para a
formacao de cidadaos criticos e capazes de fazer uma leitura consciente das

situagdes que os cercam.

As atividades propostas abaixo permitem a construcdo de se¢des conicas
(elipse, hipérbole e pardbola) por meio do software GeoGebra, por meio de

dobraduras em papel e, também, a construcdo de materiais concretos.

Desta forma, esta oficina terd como objetivo promover uma reflexao so-
bre o estudo das conicas pelo uso de sua defini¢do como lugar geométrico

seguindo um enfoque analitico, lidico e construtivista.

Ou seja, divulgaremos ferramentas que podem ser usadas em praticas
pedagogicas que auxiliam na abordagem do assunto, uma vez que permi-
tem a visualizacdo dos tracados das referidas curvas, tornando o ensino da

Matemaética mais dindmico, concreto e prazeroso.
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OFICINA PROPOSTA:

Tema: Diferentes aboradagens para a construgio das conicas nio degene-

radas (elipse, hipérbole e pardbola).

Moédulos:
e Parte tedrica e analitica;
o Construgdo das conicas com auxilio do software GeoGebra;
e Construgdo de conicas por dobraduras - Método de Van Schooten;
e Construcdo de material concreto.

Tempo estimado para a duracgao: 8h

Tempo real de aplicacao:
o 1° dia: 3h40.
e 2° dia: 3h50.

Ntimero de alunos participantes: 20.

Local de excecucao da oficina: Escola particular do Distrito Federal *

“Por motivos burocréaticos, o nome da escola ndo pode ser revelado

O primeiro dia, deve ser reservado para se introduzir a base tedrica e
analitica, baseados em conceitos e defini¢des propostas na primeira parte
deste trabalho e sempre considerando as informacgdes relavantes ao nivel

educacional do publico alvo.
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Neste primeiro momento, deve ser iniciado com um breve histérico,
uma motivagdo ao estudo, com a exposi¢do dos aspectos interdisciplinares
e que relacione as aplicagOes reais da teoria, além de todas as defini¢des for-

mais.

O segundo dia, destina-se a aula prética. Inicialmente, com o software
Geogebra. Por meio deste método, torna-se possivel visualizar e explorar di-
versas propriedades destas curvas facilitando a compreensdo das defini¢oes
e demonstragdes que aparecem no tratamento analitico. Em seguida, sera
proposto um médulo que trard o método Van Schooten, com as dobraduras
podemos perceber os aspectos geométricos e as propriedades refletoras das
curvas. Por ultimo, serd proposta uma atividade de constru¢do de material

concreto, esta terd como objetivo a materializa¢do das curvas.

17.0.1 METODOLOGIA APLICADA NAS OFICINAS

A metodologia das oficinas é baseada em explicagdes minuciosas e ri-
gorosas para que, a partir delas, se consiga concretizar os conceitos que

antes eram meramente abstratos.

O uso de métodos construtivistas, de modo que os discentes saiam um
pouco da rotina do “quadro e giz"” para passarem a utilizar outras fontes
de estudos, renovam as suas expectativas sobre o conteido que deve ser

assimilado.

As aplicagdes de oficinas tedricas juntamente com a pratica, nas quais
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se enquadrem defini¢des, exemplos, desenhos e resolugdes de atividades e
exercicios aplicados em sala de aula, como formas de explorar outros sen-
tidos e o querer dos alunos, conduzem a um maior desempenho e a uma

melhor e mais ampla visdo dos e objetivos da Matematica.

Neste panorama, a inser¢do de midias digitais e de constru¢do de ma-
terial concreto sdo incentivos a redescoberta da Matematica, pois permitem

interagdo entre os alunos levando-os a sentirem prazer em aprender.

Contudo, as atividades de ensino que possuem caréter ladico reque-
rem cuidados essenciais para que as informagdes sejam totalmente com-
preendidas e ndo sejam vistas como um processo de mera descontracdo ou

perda de tempo.

Diante disso, foram propostas atividades, realizadas em mdédulos, que
buscam o aprimoramento do processo de ensino e, para tanto, seguem os

seguintes pressupostos:

I. Articulagdo entre a teoria e a prética;

II. Realizagdo de oficinas participativas e orientadas;

III. Exploragao de recursos visuais;

IV. Estimulo a reflexdo, por meio dindmicas e questionamentos quanto ao
conteudo estudado;

V. Utilizagdo de midias digitais com intuito de tormar o ensino dindmico;

VI. Realizagdo de atividade de construgdo de material concreto.

Vendo ser indispensdvel uma nova forma de motivar os alunos da
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Educacao Bésica a entenderem e usarem o conhecimento matematico de
forma a inclui-lo no seu cotidiano, esperamos que os conhecimentos adqui-
ridos no decorrer dessas oficinas sejam de suma importancia para o melhor
desenvolvimento e raciocinio 16gico e cognitivo do aluno, desenvolvendo,
assim, a principal fun¢do do estudo da Matematica: utilizar a teoria apren-

dida na resolucdo de problemas reais.
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Capitulo 18

CONSTRUCAO DAS CONICAS
POR MEIO DO SOFTWARE
GEOGEBRA

Borba (1999) afirma que, no contexto da Educa¢do Matemética, os am-
bientes de aprendizagem gerados por aplicativos informaéticos podem po-
tencializar o processo de ensino-aprendizagem através da experimentacao,
com possibilidades de surgimento tanto de novos conceitos como de novas
teorias a fim de torna-lo um aliado importante na constru¢do do conheci-

mento.

A escolha do software GeoGebra deve-se ao fato deste possuir ferramen-
tas faceis de serem manipuladas, além de permitir uma abordagem tanto
sobre os aspectos geométricos como algébricos dos diferentes objetos de

construcado envolvidos.
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O layout do software é constituido de uma janela inicial que se divide
em uma area de trabalho localizado a direita e uma Janela de Algebra a es-

querda, além de um campo de Entrada (Input) que fica abaixo.

Para trabalhar com as cdnicas utilizando apenas o mouse no software
GeoGebra, deve-se acionar o sétimo botdo da barra de ferramentas, conforme

indica a figura abaixo:

Eocr T T T T
Arquivo Editar Exibir Opgbes Ferramentas Janela Ajuda

L& A~ Bl el < >dee] =2 )

» Janela de Algebra = | » Janela O3
1:;, Elipse

- e
o Hipérbole

> Parabola
Pt
re
Q Cénica por Cinco Pontos

2

Figura 18.1: Layout do software

Vale ressaltar que o GeoGebra é um software gratuito e pode ser obtido

facilmente em sites de busca ou nos enderego http:/ /www.geogebra.org/cms/
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18.0.2 CONSTRUINDO ELIPSES

Para construir elipses, no GeoGebra, utilizando o mouse, basta selecio-
nar a ferramenta e clicar em trés pontos distintos na Janela de Visualizagao.

Uma vez que trés pontos ndo colineares definem uma elipse.

Os dois primeiros pontos serdo os focos e o terceiro serd um ponto que

ficard sobre a curva da elipse.

Podemos, também, construir elipses digitando comandos na Entrada

(Input). Os comandos serdo da forma:

e Elipse[(ponto), (ponto) , (ponto) ]
e Elipse[ (foco), (foco) , (Comprimento do semi eixo maior) |;
e Elipse[ (foco), (foco) , (segmento) ] .

Ou, também, hé a possibilidade de se escrever a sua equagdo candnica

diretamente na entrada e em seguida teclar Enter.

18.0.2.1 Atividade proposta:

Representar geometricamente as conicas dadas pelas equagoes:

QO
N
©|8,
+
IS
I
—_
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Figura 18.2: Elipse construida no GeoGebra

b) (fv-fs—)l)2 + (1/—42)2 -1

Questionario a ser respondido:

a) Vocé considera a utilizacdo de softawares um instrumento facilitador da

compreensdo de conceitos mateméticos?
b) As construgdes das elipses foram claras para que pudesse ser entendida

a definicao da curva?

¢) Houve entendimento do processo de translagdo dos focos?
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Bsim

Sim: 20
Nio: 0

Figura 18.3: Grafico mostrando a opinido dos alunos

B &im

Sim: 18
Nio:2

Figura 18.4: Grafico mostrando a opinido dos alunos

Biim

Sim: 17
Nio: 3

Figura 18.5: Grafico mostrando a opinido dos alunos
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18.0.3 CONSTRUINDO HIPERBOLES

O procedimento para obter hipérboles, somente com a utilizacdo do
mouse, é semelhante ao usado para obter elipses. Com a ferramenta Hipérbole

ativa, clicamos em trés pontos distintos na Janela de Visualizagdo.

Esses pontos podem ser construidos enquanto utiliza a ferramenta: os
dois primeiros pontos serdo os focos e o terceiro serd um ponto pelo qual a

hipérbole ird passar.

Para construir hipérboles por meio de comandos na Entrada, utiliza-

mos uma das seguintes sintaxes com os devidos parametros.

e hiperbole[(ponto) , (ponto), (ponto) |;
e hiperbole[ (foco), (foco) , (Comprimento do semi eixo maior) |;
e hiperbole[ (foco), (foco) , (segmento) .

Ou, também, hé a possibilidade de se escrever e sua equagdo candnica

diretamente na entrada e em seguida teclar Enter.
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Figura 18.6: Hipérbole construida no GeoGebra

18.0.3.1 Atividade proposta:

Representar geometricamente as conicas dadas pelas equagdes:

»

a)%

=1

_ ¥
1

b) (ﬂc-gl)2 _ (y—42)2 —1

Questiondrio a ser respondido:

a) As construgdes das hipérboles foram claras para que pudessem ser en-
tendida a definicdo da curva?
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B Eim

Sim: 18
Nio: 2

Figura 18.7: Grafico mostrando a opinido dos alunos

b) Houve entendimento do processo de translagdo do centro da hipérbole?

Biim

Sim: 17
Nio: 3

Figura 18.8: Grafico mostrando a opinido dos alunos

18.0.4 CONSTRUINDO PARABOLAS

Para se construir pardbolas com auxilio do software, devemos proce-

der da seguinte maneira:
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I. Abrir a tela do GeoGebra. Em seguida, realizar os procedimentos para a
construgdo das parabolas, mostrando a relagdo que hé entre os coeficientes

a, be cda fungdo f(r) = az?+bx+c e sua representagdo no plano cartesiano.

II. Digitar na Barra de Entrada a fun¢do f(z) = a* 2? + b* z + c e clicar em

Enter.

III. Para observar a relacdo do coeficiente a com a curva, deve-se selecionar
a ferramenta mover, em seguida, clicar sobre a bolinha dos valores de a que
aparece na tela principal sobre uma reta, e mové-la. Haverd uma alteragao

de valores, que poderd ser observada graficamente.

Para observar a relacdo que hé entre o coeficiente b e a curva, deve-se

clicar sobre a bolinha dos valores de b e mové-la.

Para observar a interferéncia do termo independente ¢, na fungdo, deve

se clicar sobre a bolinha dos valores de c e mové-la.

18.0.4.1 Atividade proposta:

Representar geometricamente as conicas dadas pelas equacgoes:

a)y? —5x=0

b) (y —2)>—5(x—1)=0
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Questionario a ser respondido:

a) As construgdes das pardbolas foram claras para que pudessem ser enten-

dida a definicdo da curva?

B Sim

Sim: 20
Nio: 0

Figura 18.9: Grafico mostrando a opinido dos alunos

b) Houve entendimento do significado de foco e diretriz da parédbola?

B &im

Sim: 18
Nio: 2

Figura 18.10: Grafico mostrando a opinido dos alunos
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18.0.5 CONSIDERACOES FINAIS SOBRE A APLICACAO
DESTE MODULO DA OFICINA

Como pode ser visto, por meio das perguntas avaliativas, a aplicagdo
deste médulo da oficina, de modo geral, teve grande valia para os alunos,
uma vez que com a utlizagdo do software em questdo conseguimos uma
visualizagdo imediata das curvas estudadas e do processo de translagdo dos
focos. Ou seja, uma das grandes vantagens em se trabalhar com o GeoGebra
é o pensamento visual facilitando a compreensdo dos conceitos que, ou-
trora, seriam de dificil percepgdo sem esse recurso, tornando-se, assim, um

grande aliado do professor.
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Capitulo 19

CONSTRUCAO DAS CONICAS
POR DOBRADURAS: METODO
DE VAN SCHOOTEN

Em 1657, Van Schooten publicou a obra intitulada Exercitationum mathe-
maticarum libri quingue (Os cinco livros de exercicios matematicos), em que
0 mais famoso dentre os cinco manuscritos é dedicado a descricao de dife-
rentes instrumentos para tracar conicas, além de métodos para se conseguir

cOnicas por dobraduras de papel.

Baseado nesse modelo, reproduziremos algumas das atividades pro-

postas:
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19.0.6 CONSTRUCAO DA ELIPSE POR DOBRADURAS

Material:

Papel manteiga, tesoura e compasso.

Procedimentos:

Marque um ponto C no centro da folha de papel.

Com o auxilio do compasso, desenhe uma circunferéncia. (Garanta que
esta circunferéncia tenha um raio de pelo menos 16 cm para se ter uma boa

visualizacdo ao final).

Em seguida, recorte a circunferéncia que foi desenhada, marcando um

ponto F' qualquer na parte interna da circunferéncia.

Escolha um ponto D sobre a circunferéncia e dobre o circulo de tal ma-
neira que o ponto D coincida com o pontos F', como mostra a figura ao lado.
Tenha certeza de que a dobra seja bem marcada no papel e, entdo, desdobre

o papel.

Repita esse procedimento vérias vezes conforme a figura.
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Figura 19.1: Tracos da elipse em dobraduras

Ap6s a realizagdo desse algoritmo, fica facil concluir que a dobra assim
obtida é a mediatriz do segmento de reta determinado pelos pontos F' e D,

como a figura ao lado ilustra.

Figura 19.2: Mediatriz da elipse

Como a reta 7 é a mediatriz do segmento de reta F'D, os tridngulos

AFBAe ADAB sao congruentes.

Pois, de fato, estes tridngulos sdo retangulos em A e tém o lado comum
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BAe,além disso, FA = AD.

Contudo, para realmente provarmos que a curva construida é uma
elipse, precisamos mostrar que a soma de CB + BF' = K, uma constante

real.

De fato, como os tridngulos AFBA e ADAB sdo congruentes, temos

que BF = BD.

Assim, CB + BF = CB + BD = CD o que prova que B esta sobre
uma elipse de focos em C' e F, pois C'D é o raio da circunferéncia que é
constante, qualquer que seja o ponto D da circunferéncia, o que demonstra

que a curva obtida, realmente, é uma elipse.

19.0.7 CONSTRUCAO DA HIPERBOLE POR DOBRADU-
RAS

Material:
Papel manteiga, lapis, tesoura e compasso.

Procedimentos:

Construa uma circunferéncia no pedago de papel manteiga.

141



Sem seguida, marque um ponto F' no seu exterior deste circulo.

Dobre o papel diversas vezes de tal modo que o ponto F' sempre coin-

cida com pontos sobre a borda do circulo.

Ap6s dobrar o papel um grande nimero de vezes, as dobras devem ter

definido no papel uma curva com o aspecto mostrado na figura abaixo.
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Figura 19.3: Tracos da hipérbole em dobradura

A figura apresenta um aspecto parecido com o de uma hipérbole.

Contudo, deveremos provar que realmente esta forma caracteriza a

curva em questao.

De fato, cada marca foi obtida dobrando-se o papel de forma a fazer o

ponto D coincidir com o ponto F.
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Exatamente como no caso da elipse, é facil concluir que a dobra assim
obtida é a mediatriz do segmento de reta determinado pelos pontos F' e D,

conforme a figura abaixo:

Figura 19.4: Mediatriz da hipérbole

E preciso demonstrar que quando D percorre a circunferéncia, o ponto
B de tangéncia, determinado pela interse¢do da dobra com o raio CD, traca

realmente uma hipérbole com focos nos pontos C'e F'.

A figura abaixo nos ajudard nesta tarefa. Usaremos, também, a defini¢do

geométrica de hipérbole.

Como a reta BA é a mediatriz do segmento de reta F'D, os tridngulos

AFBAe ADAB sao congruentes.

Para provar que a curva tragada é de fato é uma hipérbole, precisamos

mostrar que a diferenca BF'BC = K, uma constante real.
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Figura 19.5: Figura de apoio para confirmagdo que a curva obtida é uma hipérbole

De fato, como BF = BD, pois os tridngulos AFBA e ADAB sdo con-

gruentes.

Assim, BF' - BC = BD - BC = CD o que prova que B estd sobre uma
hipérbole de focos em C'e F, pois C'D é o raio da circunferéncia que é cons-

tante, qualquer que seja o ponto D da circunferéncia.

Além disso, para outro ponto qualquer T', sobre a dobra RS temos que:

TF-TC=TD-TC <CD

Pois o lado CD do tridngulo ACTD é maior do que a diferenca dos

outros dois. Assim, 7' ndo estd na hipérbole.
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Figura 19.6: Comprovacdo geométrica que a figura construida é uma hipérbole

19.0.8 CONSTRUINDO PARABOLA POR DOBRADURAS

Material:

Papel manteiga, lapis e régua.

Procedimentos:

Passo 1: Desenhe uma reta, horizontalmente, numa folha de papel e

marque, fora dessa reta, um ponto fixo F.

Passo 2: Selecione um ponto D sobre a reta, e dobre o papel de forma a
tazer coincidir os pontos D e F'. Trace sobre o papel a reta que coincide com

a dobra. A figura abaixo, ilustra a constru¢do de uma dobra.

Passo 3: Repita essa operagdo para diferentes escolhas do ponto D.
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diretriz dobra

N

R

Figura 19.7: Dobradura parabola

Quando vocé a tiver realizado esta operacdo um namero suficiente de ve-
zes, podera observar que as dobras parecem tangenciar uma curva. Esta

curva parece uma parabola.

Figura 19.8: Figura de apoio na construcdo de parabolas por dobradura
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Nosso experimento dobrando papel ilustra uma outra propriedade im-
portante das parabolas. A reta formada por cada uma das dobras é tangente
a pardbola. Como a reta RQ foi obtida superpondo-se o ponto D sobre
o ponto F, os angulos FPR e DPR sdo congruentes. Os angulos DPR e

EP(Q) sdo opostos pelo vértice e, portanto, também sdo congruentes.

. , ~ —_— —_— ~
Dessa maneira, concluimos que os angulos EPR e F'P() tém a mesma

medida.

Figura 19.9: Figura de apoio reta tangente a parabola
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Questiondrio a ser respondido:

a) Vocé considera o método de dobraduras um bom instrumento comple-

mentar para melhoria da compreensdo do que foi estudado algebricamente?

B Sim

Sim: 20
Nio: 0

Figura 19.10: Grafico mostrando a opinido dos alunos

b) A prética deste médulo da oficina trouxe algum acréscimo de entendi-

mento sobre o contetido?

B5im

Sim: 20
Nio: 0

Figura 19.11: Grafico mostrando a opinido dos alunos

148



c) Houve o entendimento das propriedades focais das curvas conicas?

Biim

Sim: 17
Nio: 3

Figura 19.12: Grafico mostrando a opinido dos alunos

19.0.9 CONSIDERACOES FINAIS SOBRE A APLICACAO
DESTE MODULO DA OFICINA

Segundo Piaget, todo conhecimento é ligado a acdo de conhecer um
objeto ou evento e assimild-lo a um esquema de utilidade prética. Isto é
verdade do mais elementar nivel sensério motor ao mais elevado nivel de

operagdes l6gico-matematicas.

O processo de obtengdo das conicas, utilizando o método das dobradu-
ras proposto por Van Schooten, consiste, basicamente, em obter a caracterizagado
dessas curvas por meio das suas propriedades focais e, sobretudo, pelos

pressupostos de tangéncia.

O ensino de geometria deve ser baseado no processo de realiza¢do do
fendmeno percebido anteriormente, nas formas e na extensdo gradual dos

possiveis pontos de vista do mundo que nos circula. Deve-se valorizar a
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experimentacdo e a habilidade de se visualizar o ponto, a linha reta, o plano
e as relacdes entre eles. Dobraduras de papel (origami) provaram ser um

ambiente excepcional para o trabalho com alunos neste respeito.

150



Capitulo 20

CONSTRUCAO DE MATERIAL
CONCRETO

O trabalho em sala de aula, com a utilizagdo do material concreto, in-
fluéncia na aprendizagem dos alunos desde a educacdo infantil até final da
educacdo Bésica, favorecendo o desenvolvimento do raciocinio 16gico, ra-
pidez no pensamento dedutivo, socializac¢do, organiza¢do do pensamento e
concentragdo que é necessaria para compreensdo e resolucdo de problemas

matematicos e do cotidiano.

No entanto, é preciso que esse trabalho seja executado de forma diri-
gida para que o educando possa, realmente, alcancar o conhecimento dese-

jado.

Dessa forma, cabe ao educador perceber a necessidade de se utilizar
a metodologia de construcdo de materiais concretos para que a aula possa

ser mais dindmica, além de, sempre, conciliar teoria e pratica para instigar
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os alunos a participarem da aula, exporem suas opinides e interagirem nos

grupos.

20.0.10 CONSTRUINDO UMA ELIPSE COM LAPIS, PA-
PEL, BARBANTE E PERCEVE]JOS

Material:
Léapis, meia cartolina, percevejos(tachinhas de metal), isopor, cola e

barbante.

Procedimentos:

No primeiro momento, serd retomada a defini¢gdo formal de elipse como

um lugar geométrico, além dos seus principais elementos caracteristicos.

Sendo assim:

Uma elipse € de focos F; e F, é o conjunto de todos os pontos P
do plano cuja soma nas distancias F; e F; é igual a uma constante
2a > 0, onde 2a é maior do que a distancia entre os focos 2¢ > 0.

Ou seja, sendo 0 < ¢ < a e d(F}, Fy) = 2a,

e = {P|d(P,F}) + d(P, Fy) = 2a}

Para a construcdo da elipse, devemos prosseguir da seguinte maneira:
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Passo 1 - Cole a cartolina na placa de isopor;

Passo 2 - Defina quem sdo os focos da elipse;

Passo 3 Fixe, com as tachinhas de metal, o barbante nesses dois pontos
deixando uma folga no barbante (pois, essa folga que nos deixard tragar a

elipse);

Passo 4 - Encoste o lapis no barbante e faga-o deslizar pelo barbante,

mantendo o barbante esticado.

"\\
LY

Figura 20.1: Método de construgédo da elipse

SIMETRIAS NA ELIPSE:

Com o uso apenas da definicdo geométrica, é facil verificar que a elipse

é simétrica em relagdo a reta que passa pelos focos.

Sendo assim, devemos demonstrar que se P é um ponto qualquer per-
tencente a elipse, sua imagem espelhada P, em relagdo a reta que passa por

F; e F, também sera um ponto pertencente a elipse.
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Figura 20.2: Simetria na elipse

Nesta oficina, podemos verificar experimentalmente, ao dobrarmos a
elipse sobre a reta suporte que passa pelos focos.
Verificando, assim, que existe uma imagem espelhada de P pertencente a

elipse.

20.0.11 CONSTRUINDO UMA HIPERBOLE COM PAPEL
E BARBANTE:

Material: Papel manteiga, tesoura, lapis e régua.

Procedimentos:

No primeiro momento, serd retomada a defini¢do formal de hipérbole

como um lugar geométrico, além dos seus principais elementos caracteristicos.
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Defini¢do: Uma hipérbole H de focos F; e F, é o conjunto de todos
os pontos do plano para os quais o médulo da diferenca de suas
distancias F; e F, é igual a uma constante 2a > 0, onde 2a é menor

do que a distancia entre os focos 2¢ > 0.

H = {P/|d(P,F}) — d(P, F;)| = 2a}

Onde: 0 < a < cedFy, Fy) = 2c

Sendo assim, para a construcdo da hipérbole devemos prosseguir da

seguinte maneira:

Passo 1: Marque o ponto O no centro da meia cartolina;

Passo 2: Trace a reta r passando pelo ponto O e paralela a borda maior

da meia cartolina;

Passo 3: Marque os pontos F; , do lado direito do ponto O, e F;, , do
lado esquerdo do ponto O, pertencentes a reta r e distantes 5 centimetros

do ponto O;

Passo 4: Marque os pontos A; do lado direito do ponto O, e A, do lado
esquerdo do ponto O, pertencentes a reta r e distantes 4 centimetros do

ponto O;

Passo 5: Recorte dois pedagos de barbante de tamanhos 10 cm e dois

pedacos de tamanho 2 cm.
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Passo 6: Coloque uma ponta do pedago de barbante de tamanho 10 cm
sobre F; e uma ponta do pedago de tamanho 2 cm sobre F5 . Agora, encon-
tre um ponto na metade de cima da cartolina onde a outra ponta de cada

um dos barbantes se encontra. Marque o ponto.

Passo 7: Repita o0 6° passo com os outros pedagos de barbante de tama-
nho 10 cm e 2 cm e marque o ponto onde as pontas se encontram na metade

de baixo da cartolina.

Passo 8: Passe a cola nos pedacos de barbante de cola e cole-os na
posigdo encontrada para marcar os pontos de acordo com o 6° passo e com

0 7° passo.

Passo 9: Repita do quinto ao oitavo passo usando pares de pedagos de
barbantes, todos com 8 cm de diferenca do pedago maior para o pedaco me-
nor, por exemplo pedagos de tamanhos 12cme 4 cm, 14 cme 6 cm, 17 cm e

9cm, 20cme 12 cm, 24 cm e 16 cm.

Passo 10: Trace uma curva que passe pelos pontos onde as pontas de

barbante se encontram e pelo ponto A;.

Passo 11: Tente tragar uma curva simétrica a curva tragada no 10° passo

que passa por As.

Resultado:
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Figura 20.3: Resultado da construgao da hipérbole com barbantes

20.0.12 CONSTRUINDO PARABOLA COM LAPIS, REGUA
E BARBANTE - METODO DE KEPLER

Material utilizado:

Régua, l4pis, esquadro, barbante e régua T.

Procedimentos:

No primeiro momento, sera apresentada a definicdo formal de pardbola

como um lugar geométrico, além dos seus principais elementos caracteristicos.

Definigdo: Sejam [ uma reta e /' um ponto do plano nado pertencente
al. A pardbola P de foco F' e diretriz [ é o conjunto de todos os

pontos do plano cuja distancia a F' é igual a distancia a [. Ou seja:

P ={P/d(P,F) =d(P,)}

Passo 1: Trace uma reta no plano e um ponto ndo pertencente a essa
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reta.

Passo 2: Prenda a extremidade o fio no ponto marcado e com a ponta

do pincel mantenha o fio sempre esticado e apoiado na lateral da régua T.

Passo 3: Movimente a régua puxando-a para direita mantendo o fio

sempre esticado e junto apoiado na lateral da mesma.

Passo 4: Movimente a régua para a esquerda.

Os pontos da curva obtida pertencem a uma pardbola, pois todo ponto
P sobre a curva é equidistante do ponto F' e da reta , uma vez que o fio tem

comprimento igual a distancia que vai de A até a extremidade da régua T.

A reta fixada serd chamada de diretriz da parabola e o ponto fixado

serd chamado de foco.

Figura 20.4: Resultado da construgdo da pardbola
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20.0.13 CONSIDERACOES FINAIS SOBRE A APLICACAO
DESTE MODULO DA OFICINA

O avanco das discussdes sobre o papel e a natureza da educacédo e o de-
senvolvimento da psicologia, ocorridos no seio das transformacdes sociais e
politicas, contribuiram historicamente para que as teorias pedagogicas que
justificam o uso na sala de aula de materiais “concretos” ou jogos fossem,

ao longo dos anos, sofrendo modifica¢des e tomando fei¢des diversas.

Contudo, no bojo da nova concepcdo de educagdo e de homem que
surgem, primeiramente, as propostas de Pestalozzi (1746-1827), considerado

um pioneiro na ideia de “escola-ativa™.

Nesta escola, 0 manuseio de materiais concretos permite aos alunos
experiéncias fisicas que se ddo ora em contado direto com os materiais, ora
realizando medicdes, descrevendo ou comparando com outros de mesma

natureza.

Com base nesta perspectiva, acreditamos que a construgdo de materiais
concretos vem ao encontro dos anseios dos professores e dos alunos que
buscam meios alternativos de trabalhar em sala de aula. Por 6bvio, este

método deve ser encarado com uma complementagdo de um ensino formal.
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Capitulo 21

CONSIDERACOES FINAIS

“Ensinar é um exercicio de imortalidade. De alguma forma conti-
nuamos a viver naqueles cujos olhos aprenderam a ver o mundo
pela magia da nossa palavra. O professotr, assim, ndo morre ja-

mais”’. - Rubem Alves.

Assim como em todas as dreas da vida, a motivacdo é essencial para a
concretizagdo de agdes. A escola, mais que uma obrigacdo social, deve ser
um lugar gerador de sonhos, onde o individuo deve se sentir feliz por estar

na condicdo de eterno aprendiz.

Contudo, ndo podemos nos esquecer que os alunos ndo sdo todos iguais.
Sao pessoas singulares, que reagirdo distintamente aos objetivos estabeleci-
dos, aos contetdos e, principalmente, a maneira como o professor se relaci-

ona com a turma.

O educador deve se conscientizar que o aluno é formado através das
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experiéncias que sdo por ele vivenciadas. O desenvolvimento do aluno tem
uma forte ligagdo com o ambiente em que vive, com sua relagdo cultural,
suas limitagdes fisicas, biolégicas e intelectuais e, principalmente, a maneira
como se relaciona com a familia, portanto, para cada individuo o contetido

serd assimilado de uma maneira.

O docente deve estar atento as caracteristicas individuais de seus edu-
candos, de maneira que possa melhor planejar as aulas, a fim de atingir o

maior niimero possivel de alunos e alcangar sucesso em seus objetivos.

Desta forma, cabe ao orientador estar munido de vérios artificios para

poder transmitir com eficiéncia o contetido desejado.

Docentes capacitados, estimulados e que valorizam a diversidade dos
seus alunos levam a uma aprendizagem mais significativa e duradoura, ca-
paz de provocar mudangas extraordinariamente irreversiveis em cada um

deles.

Vale lembrar que ndo se deve privilegiar somente a cultura do acerto.
Esta conduta que é, muitas vezes, acentuada em sala de aula, acaba por
ndo reconhecer o erro como elemento importante na constru¢do do conhe-
cimento. Nessa concepgdo, o erro é tido como um virus a ser eliminado e,

desse modo, é sempre indesejavel: o aluno se sente constrangido ao errar.

Quase nunca nos damos a oportunidade de refletir sobre o erro. Isso

acarreta didlogos cada vez mais precérios entre o professor e o aluno e, por
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extensdo, entre a escola e a familia.

Sendo assim, o processo de aprendizagem nado deve estar focado ape-
nas no produto a ser obtido, mas considerar todas as fases de desenvolvi-

mento.

Um ensino formal introduzido com rapidez e desarticulado do conhe-
cimento informal que o educando ja possui, resulta numa aprendizagem
memoristica, que leva a uma utilizacdo mecéanica da Matematica, gerando
erros sistematicos dificeis de serem compreendidos pelo professor e elimi-

nados pelo aluno.

Ou seja, ndo devemos propiciar que os nossos alunos tenham a cultura

de reproduzir mecanicamente sem uma reflexdo prévia.

Sendo assim, na tentativa de melhorar o ensino na Educacdo Bésica,
esta obra traz um apanhado geral de fundamentagdes tedricas formula-
das por grandes matematicos, no decorrer dos séculos, sobre o estudo das

cOnicas.

O objetivo principal desse trabalho é trazer uma nova abordagem para
o ensino das curvas conicas. Mostrando o qudo fascinante é esse contetido

que, infelizmente, caiu em esquecimento em nosso curriculo educacional.

Para reafirmar que a escola deve ser um ambiente transformador, é

proposta, também, uma oficina que tem a fungdo de estimular os estudan-
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tes a agirem reflexivamente, construindo os seus préprios conceitos signifi-
cativos, tornando-os, assim, verdadeiros protagonistas no processo ensino-

aprendizagem.

Ao efetuar as praticas da oficina, os alunos podem percerber que er-
rar é, sem duvida, decorréncia da busca e, pelo 6bvio, s6 quem nao busca
ndo erra. Isso ndo significa que se deve incentivar a errar mas, sim, deve-se
incorporar esse erro como uma possibilidade de se chegar a novos conheci-

mentos. Criando assim, efetivamente, um ambiente construtivista.

Além disso, ap6s as construgdes, devem ser respondidos os questionarios
propostos. Estes tém a pretensdo de conduzir o aluno a um raciocinio ma-
temdtico que se mostrara eficiente para a compreensao e assimilagdo dos
conceitos tedricos e das demonstracdes apresentadas previamente. Além
de trazer um feedback ao docente das dificuldades apresentadas durante a
execugdo e do grau de entendimento e assimilacdo do contetdo, viabili-

zando, assim, as corre¢des para as aplicagdes futuras.

Evidenciam, também, a urgéncia de uma reflexdo acerca de novas es-
tratégias pedagogicas que contribuam para a facilitacdo do processo de en-
sino aprendizagem da Matemdtica. Devemos, sempre, adotar praticas que

estimulem os alunos ao pensamento independente.

O uso de metodologias alternativas de ensino aliada a boa e velha
prética docente de aulas expositivas tornam a disciplina mais interessante
e interativa, propiciando aos estudantes o desenvolvimento de seus conhe-

cimentos, habilidades e, por consequéncia, despertam a motivagdo para o
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estudo, trazendo uma quebra de paradigma que a Matematica é algo ina-

cessivel para a maioria dos alunos.

Com a aplicacdo da oficina, podemos verificar que o cardter ladico, ori-
entado, dindmico e de contetido sdo fundamentais para a consolidagdo do

tema, oferecendo um amplo conhecimento préatico e de resultados.

Por fim, deixamos claro que o tema ndo foi esgotado, pois, em um uni-
verso tdo rico, ainda ha muito o que ser pesquisado, discutido e analisado.
Com a leitura dessa dissertacdo, espera-se despertar o interesse dos profissi-
onais da drea a compreenderem melhor a caracterizagdo das curvas conicas,
as suas propriedades, as diferentes visdes do contetido e motivé-los ao pla-
nejamento de aulas que fujam do tradicionalismo massante, além de esti-

mular novas pesquisas na area.
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