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Resumo

Sistemas com interacdes de longo alcance apresentam uma gama de problemas mais desafi-
adores do que os associados aos sistemas com interagdes de curto alcance. Este fato é bem
ilustrado pela existéncia de uma répida relaxacdo a estados quasi-estaciondrios com distribui-
cdo de velocidades ndo-gaussianas seguidas por uma relaxacdo extremamente lenta em dire¢do
ao equilibrio termodinamico, variagdes abrutas de temperatura em regides de transi¢des de
fases, possibilidade da existéncia de calor especifico negativo no ensemble microcandnico e
inequivaléncia entre os ensembles microcandnico e candnico. No intuito de evitar as dificul-
dades presentes em sistemas com interacdes de longo alcance, tais como divergéncias a curtas
distancias, problemas de evaporacao de particulas, alto esforco computacional para o célculo
dos potenciais de pares, que escalam com N2, dentre outros, sistemas que apresentem simpli-
ficacdes técnicas como sistemas de menor dimensao, descricao de gas de rede e descri¢des de
campo médio t€m sido introduzidas e tém desempenhado um papel importante no entendimento
do comportamento peculiar dos sistemas com interacdes de longo alcance. Neste trabalho mos-
trarei o estudo feito como parte da minha pesquisa de doutorado sobre alguns desses modelos
simplificados, mantendo as caracteristicas intrinsecas de sistemas com interacdes de longo al-
cance. No ultimo capitulo serd apresentada uma possivel analogia entre um comportamento
peculiar de um desses modelos no limite de particulas ultra-resfriadas e o fendmeno da super-
solidez.

Palavras-chave: InteracOes de Longo Alcance, Estados Quasi-Estacioarios, Calor Especifico

Negativo, Modelos de Campo Médio, HMF, Modelo do Anel Auto-Gravitante, Sistemas Auto-
Gravitantes, Relaxacdo Violenta, Supersolidez, Teoria Core-Halo, Modelos Simplificados.
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Abstract

Systems with long-ranged interactions presents a plethora of novel and challenging problems
in comparison to short-ranged interacting systems: violent relaxation to non-Gaussian guasi-
stationary states followed by an extreme slow relaxation to the thermodynamical equilibrium,
temperature jumps in phase transition, ensemble inequivalence and the existence of regions
with negative specific heat. In order to avoid technical difficulties presents in long-ranged
interacting systems - such as short distance divergences, particles evaporation and high compu-
tational effort to compute the pair potential, which scales with N2, toy models by considering
lower dimensional models, additional symmetries, mean field or lattice gas description have
been introduced and played an important role in the study of long-ranged interacting systems.
In this work I will present the research done as part of doctoral studies about some of those toy
models, which keeps the characteristics of long-ranged interacting systems. In the last chapter
it will be presented a possible analogy between the peculiar behaviour of a two dimensional
classical mean field model in the ultra-cold particles limit and supersolidity.

Keywords: Long-Ranged Interacting Systems, Quasi-Stationary States, Negative Specific

Heat, Mean Field Models, HMF, Self-Gravitating Ring Model, Violent Relaxation, Core-Halo
Theory, Supersolidity, Toy Models.
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Resultado de simul¢do de dindmica molecular para o model HMF no limite
de particulas frias com distribui¢@o inicial de uma water-bag homogénea no
espacco e com N = 100000. O painel menor mostra uma ampliagao nos tempos
iniciais: o grafico em vermelho mostra os resultados tedricos obtidos com a
taxa de crescimento linear y, = 1/ v/2, mostrando uma boa concordancia com
os resultados da simulacéo.

Filamentac¢do da distribuicdo de grio fino, se uma resoluc¢ao infinita fosse poss-
vivel o sistema nunca relaxaria a um estado estaciondrio. Como nao € possivel
ter esta resolucao infinita, o sistema relaxa a um estado quasi-estaciondrio em
uma escala de grao grosso.

Evolugdo temporal da distribui¢do das particulas no espago das posi¢des do sis-
tema descrito na se¢ao anterior no estado quasi-estaciondrio. A simulacdo de
dindmica molecular foi executada com N = 10000 e n = 1. A escala tempo-
ral pode ser acompanhada no grafico da evolucdo temporal dos campos médios,
abaixo das figuras das configuracdes estantaneas e cuja escala € logaritmica. Os
valores de magnetizacdo e de polarizacdo ficam oscilando préximo aos valores
0 e 0.6, respectivamente. As cores indicam a energia das particulas, as cores
quentes (amarelo, laranja e vermelho) representam as particulas mais energé-
ticas que se movem praticamente livre do potencial de campo médio, as cores
verde e roxa sdo as particulas com energias intermedidrias que formam o fluxo
entre os aglomerados densos e as particulas em cores azul e preto sdo as parti-
culas menos energéticas que ficam presas ao po¢o do potencial de campo médio
e formam os aglomerados.

Distribuicdo espacial das particulas do sistema descrito na se¢ao anterior no
estado quasi-estaciondrio. A simulacido de dinAmica molecular foi executada
com N = 100000 e n = 4. A expansdo para valores de n > 1 leva a replicagao
da estrutura bicluster formando uma estrutura periddica descrita pela rede de
Bravai apresentada no capitulo anterior.

Histograma da frequéncia de energia do sistema para ¢ = 2000. Ha trés tipos de
particulas no sistema: particulas de baixa energia que formam os aglomerados
densos - essas particulas estido associadas ao pico principal do histograma, par-
ticulas com energia intermedidria, que formam um fluxo entre os aglomerados,
essas particulas estdo associadas ao pico secunddrio do histograma- e as parti-
culas de alta energia que se movem de maneira aleatdria e livre de influéncias
do potencial.

Mesma configuracdo da figura 6.2, mas agora mostrando em uma perspectiva
diferente: o eixo horizontal € o eixo da coordenada x e o eixo vertical € o eixo
da energia. A escala de cores foi mantida na mesma escala da figura 6.2.
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Grifico da evolugdo temporal da curtose da distribuicdo dos momenta para o
modelo HMF bidimensional no caso misto atrativo-repulsivo. A escala do eixo
abcissas foi reescalado pelo nimero de particulas como ¢/N e o eixo das or-
denadas foi reescalado de forma a obter a curtose reduzida, também chamada

de curtose de excesso, que basicamente é a dada por k' = 5—‘; — 3, dessa forma,
2

quando kK" = 0 o sistema se encontra com uma distribui¢do gaussiana dos mo-
menta, que correponde a distribui¢cdo de equilibrio.

Evolucdo temporal da difusio média quadratica para N = 10* e n = 3. As
particulas dos cores apresentam uma subdifusdo vitrea, caracterizada por in-
tervalos sem difusdo. As particulas livres e as particulas do fluxo apresentam
um regime de difusdo normal de sistemas confinado semelhante a difusdo das
particulas livres.

Evolucao temporal da distribuicdo das particulas no espaco das posi¢des do
sistema. As linhas pretas sdo as linhas equipotencias instantaneas, que oscilam
devido a oscilagao do campo médio.

Fungio de distribuicio f(&(p,r)) para N = 10° e n = 4. O tempo final de
simulagdo foi 7 = 20000, tempo suficiente para o sistema perder memoria da
distribui¢do inicial (problema da filamentacao mostrado na figura 6.1) e atingir
uma melhor termalizacao.

Funcio de distribui¢cdo obtida na equacdo (6.11). A escala do eixo das ordena-
das estd em escala logaritmica.

Densidade de energia obtida com a fun¢ado de distribuicdo core-halo com dois
niveis de halo. Ambos os graficos mostram o mesmo resultado, variando so-
mente a perspectiva. No grafico a direita as cores mais escuras representam re-
gides menos densas, enquanto que as regioes em amarelo e vermelho represen-
tem as regides mais densas. As regides com maior densidade sdo interligadas
por regides de densidade intermedidrias, este canal de ligacdo com densidade
intermedidria - regido mais clara da figura - sdo as particulas do fluxo.

Densidade de energia obtida com a funcdo de distribui¢io core-halo com dois
niveis de halo. As cores mais quentes representam regides mais energéticas e
cores mais frias representam as regides menos energéticas. Ambos os graficos
mostram o mesmo resultado, variando somente a perspectiva. E possivel ver
que as regides com menor densidade de energia sdo interligadas por regides de
energia intermedidria formando canais energéticos que funcionam como coli-
madores do feixe de particulas que forma o fluxo de particula entre os clusters,
aumentando, assim a coerencia do fluxo.

A func¢do de onda num supersélido nao se anula completamente entre os sitios
da rede cristalina. Figura obtida na referéncia [96]
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D.2 O painel acima mostra o perfil de densidade de um supersélido, a densidade nao

D.3

se anula longe do centro core central, o que mostra o fluxo de particulas gerado
pelo tunelamento entre os sitios da rede e a consequente deslocalizacdo das
particulas. O painel abaixo mostra o perfil de densidade de um s6lido comum
para comparacao, a densidade se anula para valores afastados do core central
do sitio, mostrando a alta localizacdo das particulas no s6lido comum. Figura
obtida na referéncia [86]

Configuragdes instantaneas de uma simulagdo de Monte Carlo de um sistema
de bosons interagindo por um potencial dipolar regularizado a curtas distancias.
Cada um das configuragdes instantaneas foram obtidas a uma temperatura di-
ferente, decrescendo de(a) até (d) a uma taxa de uma ordem de magnitude do
anterior. O painel (a) mostra configuracao de um superfluido, o painel (b) uma
configuracdo de um cristal sélido de aglomerados, o painel (c) uma configu-
racdo de um supersolido com baixa fragao de particulas supersélidas e em (d)
uma configura¢do de um supersolido com alta fracao de particulas supersoélidas.
A figura obtida na referéncia [96]
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CAPITULO 1

Introducao

Em termodinamica, o estudo de sistemas com interacdes de longo alcance apresenta uma gama
de problemas mais desafiadores do que aqueles associados a sistemas com interacdes de curto
alcance. Este fato é bem ilustrado pela existéncia de uma répida relaxacdo a estados quasi-
estaciondrios com distribui¢do de velocidades ndo-gaussianas, seguidas por uma relaxacao ex-
tremamente lenta em direcdo ao equilibrio termodinamico; variagdes abrutas de temperatura
em regides de transi¢des de fases; possibilidade da existéncia de calor especifico negativo no
ensemble microcandnico e inequivaléncia entre os ensembles microcandnico e candnico. Al-
guns exemplos de sistemas com tais interacdes sdo: sistemas auto-gravitantes, plasmas ndo
neutros, o laser de recuo coletivo de dtomos (CARL), laser de életrons livre (FEL), sistemas
dipolares, interacdes entre vortices bidimensionais e modelos simplificados como o modelo de
Hamiltoniano de Campo-Médio [1, 2, 3].

Uma interacdo € dita de longo alcance se seu potencial decai, para longas distancias, com
r~% sendo o menor que a dimensio espacial [1]. A razio desta defini¢do é que se o potencial
ndo decresce rapidamente, a energia potencial por particula cresce superlinearmente com o
volume e, assim, no limite termodinamico a energia potencial por particula divergird levando a
nao-aditividade e ndo-extensividade da energia interna [1].

Sistemas interagindo por potencial gravitacional newtoniano interagem com um potencial
de pares do tipo V o< r ~! e, portanto, é um potencial de longo alcance para qualquer dimen-
sdo espacial. Esta caracteristica € compartilhada com o potencial coulombiano, porém, este
possui um potencial que pode ser tanto atrativo, como repulsivo, quando neutros apresentam a
chamada blindagem de Debye que modifica o comprimento caracteristico efetivo do potencial,
levando a uma interacao efetiva de curto alcance para distancias maiores que 0 comprimento
da blindagem [1, 2, 4]. Sistemas gravitacionais ndo apresentam nenhum tipo de blindagem do
potencial efetivo e portanto sdo sistemas que mantém as caracteristicas intrinsecas de forgas de
longo alcance [1, 2, 5]. Para um estado estacionario de um sistema isolado de muitos corpos
interagindo entre si por forg¢as gravitacionais - portanto descrito pelo ensemble microcandnico
- o teorema do virial enuncia que E = —(K), onde K ¢é a energia cinética do sistema, e isto
resume-se em calor especifico negativo para sistemas auto-gravitantes. Todavia, € um resul-
tado bem conhecido que sistemas em contato com banho térmico - portando descritos pelo
ensemble candnico - ndo podem ter calor especifico negativo, pois seriam macroestados alta-
mente instdveis. Em consequéncia disto, surge a inequivaléncia entre os ensembles para os
sitemas auto-gravitantes. Este fato pode ser reapresentado observando que as transformagdes
de Fenchel- Legendre da entropia microcanOnica para obtencdo da energia livre de Helmholtz
do ensemble candnico € ndo inversivel, porquanto estados estdveis no ensemble microcandnico
seriam instaveis ou metaestaveis no ensemble candnico [1, 2, 4, 6]. Neste sentido, o ensemble
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microcandnico € o mais fundamental e contém todas as informacgdes e propriedades termodi-
namicas da interagcdo gravitacional [1, 2, 5, 7]. Além disso, sistemas auto-gravitantes como
galdxias, aglomerados globulares dentre outros, geralmente, se apresentam isolados e ndo em
contato com banho térmico [5, 8, 9, 10].

As principais dificuldades no estudo de sistemas auto-gravitantes tridimensionais sao o pro-
blema da evaporagdo de particulas e a divergéncia do potencial a curtas distancias. O fato do
sistema gravitacional real ser aberto [5] e o potencial ser finito mesmo com r — oo leva a eva-
poragdo de particulas, o que signifca que a entropia ndo € um méiximo global, mas um maximo
local [2, 5] e, assim, nenhum estado estaciondrio é possivel a ndo ser que o sistema seja confi-
nado a um volume finito [5, 6]. Mesmo neste caso, se o potencial ndo for regularizado a curtas
distancias, pode ocorrer o fendmeno da catéstrofe gravotérmica [7, 11].

H4 uma grande quantidade de estudos tedricos e experimentais demontrando que a descri-
¢do classica de relaxacdo colisional de dois corpos falha em descrever corretamente as pro-
priedades de transporte de sistemas com interagdes de longo alcance [12]. Historicamente, as
primeiras identificagdes das propriedades de relaxacdo peculiares de sistemas com interacoes
de longo alcance vieram de observagdes astronomicas [5, 13, 14, 8, 9, 15]. Nos anos ses-
senta, descobriu-se que o perfil de luminosidade de galdxias elipticas eram regulares, suaves
e simétricos, o que sugeriria que tinham alcancado um estado de alguma sorte de equilibrio.
No entanto, anteriormente, cdlculos feitos por Chandrasekar [15] resultaram numa escala de
tempo de relaxagdo gerada por colisdes de dois corpos muito maior do que a idade do universo,
contradizendo a hipdtese de relaxag@o por colisdes bindrias. Tal contradi¢io levou Lynden-Bell
a introduzir o conceito de Relaxagdo Violenta em seu famoso artigo de 1967 [14], como um
cendrio nao-colisional para explicar a rapida evolugdo de sistemas auto-gravitantes em dire¢ao
a estados de quasi-equilibrio.

No intuito de evitar as dificuldades presentes em sistemas com intera¢des de longo alcance
- tais como divergéncias a curtas distancias, problemas de evaporacdo de particulas [5], alto
esfor¢o computacional para o cdlculo dos potenciais de pares, que escalam com N? [8], dentre
outros, sistemas que aprensentem simplificacdes técnicas como sistemas de menor dimensao,
descricdo de gas de rede e descri¢des de campo médio t€m sido introduzidos e desempenhado
um papel importante no entendimento do comportamento peculiar dos sistemas com interagoes
de longo alcance [16, 17, 18].

A proposta de Lynden-Bell deu inicio a um campo de pesquisa ativo e muito debatido
que, progressivamente, se difundiu da comunidade de astrofisica para a comunidade de me-
canica estatistica [1, 13, 19, 20, 21]. Isto foi facilitado pelo uso dos modelos simplificados
com interacdes gravitacionais [13]. Em particular, muito progresso no entendimento de tais
processos de relaxacdo foi devido a extensivas simulagdes numéricas de modelos simplifi-
cados [18, 22, 16, 17, 23] que apontam para o seguinte cendrio: uma rapida relaxagdo para
o equilibrio seguida de um curso extremamente lento em dire¢do ao equilibrio termodina-
mico [24, 25, 26, 27]. Um exemplo destes modelos simplificados ¢ o HMF [16], um modelo
minimalistico e paradigmaético no estudo de interagdes com longo alcance [1, 2, 28].

Desde os trabalhos inicais de Boltzmann e Gibbs [29] sabe-se que sistemas com particulas
interagindo por meio de forgas de curto alcance atingem um estado final estaciondrio, que s6
depende das grandezas conservadas como energia e momento e este estado estaciondrio corres-
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ponde ao estado de equilibrio termodinamico [30]. O equilibrio termodinamico € caracterizado
pela distribui¢do gaussiana de velocidades e ndao depende das condicdes iniciais [31, 32, 29].

Quando ha particulas interagindo por meio de forcas de longo alcance o sistema fica preso
em estados quasi- estaciondrios que ndo correspondem ao equilibrio termodindmico e cujo
tempo de vida diverge com o numero de particulas do sistema. A dificuldade principal em estu-
dar os QSS’s € que tais estados dependem explicitamente da distribui¢do inicial das particulas
no espaco de fase [1, 14, 4, 30, 33].

Embora a distribuicao gaussiana dos momenta seja uma solugdo estaciondria de Viasov, ao
contrério da equacdo de Boltzmann, ela ndo é um atrator global da dinamica [1, 30] e o sistema
ndo ird, necessariamente, evoluir ao equilibrio termodindmico. A relaxagdo ndo-colisional &,
portanto, mais complexa do que a relaxagdo colisional de Boltzmann para forcas de curto al-
cance [1, 13, 30]. A dindmica de Vlasov é incompressivel e reversivel no tempo, assim, numa
escala fina, a evolugdo da distribuicao no espago de fase leva a uma filamentagdo que fica cada
vez menor com o tempo, 1. €., uma evolucao temporal de grao-fino que nunca relaxa a nenhum
estado estaciondrio. Contudo, ndo € possivel ter uma resolugdo infinita e, ao atingir uma reso-
lucdo maxima no espago de fase, o sistema parece ter atingido um estado estacionério de uma
escala de grao-grosso.

Foi observado que nos QSS’s, sistemas com interacdes de longo alcance apresentam a for-
macdo de estruturas com um algomerado denso circundado por um halo difuso - estruturas
core-halo [33, 34]. A medida em que a dinimica do sistema evolui, ondas macroscépicas de
densidade sdo formadas. Algumas particulas entram em ressonancia com estas oscilagdes ma-
croscopicas ganhando energia e formando o halo difuso as custas do movimento coletivo do
sistema. Em contrapartida, a perda de energia para as particulas do halo diminui a amplitude
das oscilagdes coletivas de maneira que as particulas restantes condensam em estados de baixa
energia resultado na formacdo do aglomerado denso [30, 33, 34]. Devido a incompressibili-
dade da dinamica de Vlasov, as particulas ndo podem perder toda a sua energia cinética, mas
o core terd uma densidade médxima permitida pela distribui¢do inicial, o sistema tenderd a ter
o estado de menor energia completamente ocupado equivalente a um gés de fermi totalmente
degenerado [30, 33, 34].

Desde o trabalho seminal de Lynden-Bell [14], a comunidade cientifica tem empregado um
grande esfor¢o na tentativa de predizer o QSS sem a necessidade de resolver explicitamente a
dindmica de muitos corpos ou a equagdo de Viasov [30, 35]. A maioria das tentativas foi base-
ada na idéia de relaxacdo violenta [20, 19], no entanto, mesmo sendo tteis para uma primeira
aproximag¢ao, nenhuma se mostrou realmente satisfatoria [36].

Nesta ultima década, Levin, Pakter e Teles propuseram uma abordagem que apresenta re-
sultados mais precisos [30, 33]. Qualitativamente, observaram que para diferentes sistemas e
modelos os QSS’s apresentavam a formagdo de uma estrutura core-halo e, baseados no teo-
rema de Jeans, propuseram uma solucdo ansatz para a equacao de Vlasov chamada distribui¢io
Core-Halo [30, 33, 34]. Recentemente, Rocha Filho prop6s uma melhoria baseada num prin-
cipio de maximizagdo de entropia a fim de evitar completamente a utilizagdo de parametros da
dindmica dos sistemas [35].

Neste trabalho mostrarei o estudo feito como parte da minha pesquisa de doutorado sobre
alguns desses modelos simplificados. No capitilo 2 serd apresentada uma breve introducao
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sobre as propriedades peculiares dos sitemas com interagdes de longo alcance no equilibrio e
fora-do-equilibrio. O capitilo 3 apresentard a descricdo da metodologia computacional usada
para estudar os modelos simplificados, sendo um método de Monte Carlo microcandnico para
o estudo das propriedades de equilibrio e um método de dindmica molecular para estudar o
processo de relaxagdo violenta e as propriedades dos estados guasi-estaciondrios da dindmica
fora-do-equilibrio. No capitulo 4 apresentarei um estudo termodinamico de equilibrio de mo-
delos simplificados com interacdes gravitacionais sob uma simplificacdo ulterior de descricdao
de gés de rede, dois modelos com diferentes geometrias serdo utilizados: o modelo do anel
auto-gravitante e um novo modelo proposto que é o modelo com interagdo 1/r em uma linha.
As diferentes geometrias serdo tteis no entendimento dos efeitos de bordas em sistemas com
interacdes de longo alcance, também serd apresentada uma comparagdo dos resultados utili-
zando dois métodos diferentes para a regularizacdo do potencial gravitacional - o pardmetro de
abrandamento e o potencial de particulas rigidas, bem como uma discuss@o sobre a utilizacao
da prescri¢do de Kac em modelos com particulas rigidas. No capitulo 5 apresentarei a expan-
sdo bidimensional de um modelo paradigmaético no estudo das interacdes de longo alcence - o
HMF bidimensional - com um estudo termodindmico e de estabilidade linear das distribui¢des
homogéneas no limite de uma descri¢do de fluido frio para os trés casos de interacdes do mo-
delo: ferromagnético, antiferromagnético e o caso com intera¢des mistas atrativas e repulsivas.
No capitulo 6 serd apresentado um estudo sobre os estados quasi-estacionario do modelo HMF
bidimensional no caso com interagdes mistas atrativas e repulsivas, o tempo de duracao destes
estados e a dependéncia com o niimero de particulas, a derivagdo de uma solugdo ansatz do tipo
core-halo para este sistema e a derivacdo das densidades de particula e energia e, por dltimo,
serd apresentado uma analogia a formacdo de uma estrutura periddica similar a uma rede de
Bravais com fluxo coerente entre os cores da rede presente nos estados quasi-estaciondrios e o
fendmeno de supersolidez, conjecturado teoricamente por Andreev e Lifshitz [37] e Legget [38],
€ um fendmeno no qual uma ordem cristalina de longo alcance coexiste em uma mesma fase
com a presen¢a de uma difusdo de particulas pelos sitios da rede, caracterizando um carater
superfluido a um material sélido.



CAPITULO 2

Sistemas com Interacoes de Longo Alcance

Em termodindmica, o estudo de sistemas com interacdes de longo alcance apresenta uma gama
de problemas mais desafiadores do que aqueles associados aos sistemas com interacdes de
curto alcance. No entanto, sabe-se muito mais sobre as propriedades estatisticas e dinamicas
associadas a estes do que aqueles. Este fato é bem ilustrado pela existéncia de estados quasi-
estaciondrios com distribui¢cdo de velocidades ndo-gaussianas, variagdes abrutas de temperatura
em regides de transi¢des de fases, possibilidade de existéncia de calor especifico negativo no
ensemble microcandnico e inequivaléncia entre os ensembles microcandnico e candnico. Al-
guns exemplos de sistemas com interagdes de longo alcance sdo: sistemas auto-gravitantes,
plasmas ndo neutros, o laser de recuo coletivo de dtomos (CARL) e modelos simplificados
como o modelo de Hamiltoniano de Campo-Médio [1, 2, 3].

Uma interacdo € dita de longo alcance se seu potencial decai, para longas distancias, com
r~% sendo o menor que a dimensio espacial [1]. A razdo desta defini¢do é que se o potencial
ndo decresce rapidamente, a energia potencial por particula cresce superlinearmente com o
volume e, assim, no limite termodinamico a energia potencial por particula divergird levando a
nao-aditividade e ndo-extensividade da energia interna [1].

Este Capitulo estd organizado da seguinte forma: na secdo 2.1 é apresentada a defini¢do
de interagdes de longo alcance, bem como uma breve discussdo sobre a auséncia das propri-
edades de aditividade e de extensividade e as consequéncias dessa auséncia; na secdo 2.2 é
apresentado uma discussdo sobre propriedades termodinamicas peculiares dos sistemas com
interacdes de longo alcance - a saber, na subsecdo 2.2.1 a impossibilidade de coexisténcia de
fases, na subsecdo 2.2.2 a possibilidade de calor especifico negativo no ensemble microcand-
nico e na subsecdo 2.2.3 a inequivaléncia entre os ensembles candnico e microcandnico. Na
secdo 2.3 serdo derivadas as equacdes cinéticas e hidrodindmicas a serem usadas para o estudo
de sistemas com interagdes de longo alcance fora-do-equilibrio e, por dltimo, uma breve dis-
cussdo sobre os estados guasi-estaciondrios com distribui¢io de velocidades ndo-gaussianas e
o processo de relaxacao para o equilibrio termodindmico destes sistemas.

2.1 Definicao, nao-aditividade e nao-extensividade
A energia potencial por particula é dada por [1, 2]:

SZ/WmMH”, (2.1)

onde o potencial é dado por ®(r) = Jr~% e p é uma densidade generalizada. Considerando
uma densidade constante e tomando como limite de integracdo uma pequena vizinhanga de

5
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raio O para evitar a divergéncia do potencial a curtas distancias, tem-se que:

R
£ =pJQy / rd=1=aqr, (2.2)
5
(Rd—a o 5d—oc)
=0JO 2.
£=pJQy e , (2.3)

onde Q; é o angulo d-dimensional. A equac¢do (2.3) mostra que se & > d entdo € permanece
finito mesmo com R — co. Neste caso a intera¢do € dita curto alcance. Se o < d, entdo
€ divergird com R — oo, isto €, a energia de uma particula dependerd das outras particulas
localizadas suficientemente afastadas. Neste caso a interagdo € dita longo alcance.

No caso em que o < d, a energia cresce superlinearmente com o volume (ou logaritimica-
mente no caso & = d). Isso implica na perda da propriedade de extensividade: a energia interna
ndo € fungdo extensiva das varidveis termodinamicas. Porém, a extensividade ainda pode ser
restaurada por meio da prescricdo de Kac, que consiste numa renormalizacdo da energia po-
tencial a fim de tornar as contribuicdes das energias cinética e potencial em contribui¢des de
magnitudes compardveis para a fun¢do hamiltoniana, e pode ser entendido como uma mudanca
na escala de tempo [1, 2].

Ao dividirmos um sistema termodindmico em dois subsistemas, a energia interna do sistema
serd dada por

Erpta = E1 +E> +Eq 2, (2.4)

onde E ; € a energia de interagdo entre os dois subsistemas. Para sistemas com forcas de curto
alcance (¢ > d), no limite termodinamico, tem se que:

: Ei»
lim ——=— =0, (2.5)
N—oo E1 4+ E>
V—oo
lim E7yq = Ey + E, (2.6)
N—o00

V—oo

a energia € a soma das energias dos constituintes do sistema, ou seja, a energia € aditiva.

No caso em que as forcas sao de longo alcance (o < d) a energia é dada por (2.4) mesmo no
limite termodinamico. Isto implica na perda da propriedade da aditividade: a energia interna
ndo é mais simplesmente a soma das energias internas dos substistemas constituintes. Muitas
das caracteristicas termodinamicas dos sistemas com interagdes de longo alcance, tais como o
calor especifico negativo e a impossibilidade de coexisténcia de fases, surgem do fatos destes
sistemas serem intrinsecamente nao-aditivos [1, 2].

Se um sistema for aditivo, entdo a sua energia serd dada por:

E(S,V,N) =Y E(Sk,Vi,Nk), 2.7)
k

com
S=Y S V=YVi e N=) N (2.8)
k k k
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Dividindo esse sistema em N subsistemas iguais com 1 particula em cada (N, = 1), teria-
mos:

S:NSk, V:NVk e Nk:1. (2.9)

e, portanto
E(S,V,N) §E SV Ne(s,v) (2.10)
= _— — = S.V .
Y ) k:1 N ) N 9 Y )

onde € € a energia por particula, s € v a entropia e o volume por particula, respectivamente. Isto
mostra que a aditividade implica em extensividade, mas o contrério € falso, ja que a extensivi-
dade pode ser restaurada pela prescri¢dao de Kac.

Um exemplo cldssico de um modelo ndo-aditivo e ndo-extensivo € o0 modelo magnético de
Curie-Weiss, cujo hamiltoniano é dado por [1, 2]:

J N
Hew = ) SiS;, (2.11)

i,j=1

i#]
onde §; e §; sdo as varidveis de spin. Como cada um dos spins interagem de igual maneira, nao
importando a distincia entre eles, o hamiltoniano na equacdo (2.11) escala com N2, mostrando
a ndo-extensividade. O fator 1 /N pode ser multiplicado na equag@o (2.11) a fim de restaurar a

extensividade deste hamiltoniano.

Se este sistema se encontrar em uma configuracdo com metade dos spins para cima € a
outra metade com os spins para baixo teria energia nula. Nesta configuracao podemos dividi-lo
em dois subsistemas: uma com spins para cima e outra com spins para baixo. A energia de

. , 2 . 2
cada um dos sistemas é E| = Ep = —J%, assim £+ Ep = —J% # 0. Como a soma das duas

. ~ Z ~ e . . ~ 2 ~ 2z z.
energias ndo € nula, entdo hd uma energia de interacdo Ej, = J% que ndo € desprezivel no
limite termodindmico, pois escala com N 20 que mostra a ndo-aditividade deste sistema.

2.2 Termodinamica de sistemas com interacoes de longo alcance

2.2.1 Impossibilidade de coexisténcia de fases

Considere um sistema aditivo constituido de Q subsistemas, cada um com N, particulas e com
& energia por particula. Se o sistema for aditivo a energia total pode ser escrita, pelo resultado
das equacoes (2.7) e (2.10), como:

0
E(S,V,N) =) Ni&(se,vi), (2.12)
k=1

onde N = ZkQ: 1 Nk € o nimero total de particulas. Definindo a quantitade relativa de particulas
do substitema k como A; = Ni/N, a energia por particula do sistema total fica como:
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&(s,v

Se tomarmos cada subsistema k como sendo uma fase, entdo hd a possibilidade de diversas
fases coexistirem em um mesmo macroestado. No entanto, o sistema deve ser aditivo para que
a equacdo (2.12) e consequentemente a equacgdo (2.13) sejam validas.

Para sistemas com interacdes de longo alcance ndo € possivel dividir o sistema em subsis-
temas independentes entre si como consta na equacao (2.12), o sistema nao € separavel. Para
tais sistemas a energia ndo € aditiva e a coexisténcia de fases nio € permitida - ou o sistema se
encontra completamente em uma fase, ou completamente em outra fase [1, 2].

Q
Z )LkSk Sk,Vk (2.13)

Zlm

2.2.2 Concavidade e estabilidade - calor especifico negativo

Uma propriedade que surge da aditividade da energia € a concavidade da entropia, e, conse-
quentemente, a positividade do calor especifico. Todavia, sistemas com interacdes de longo
alcance sdo ndo-aditivos. Para estes ha a possibilidade de o calor especifico ser negativo.

Para mostrar como o critério de estabilidade da concavidade da entropia esta relacionado
com a aditividade da energia considere dois subsistemas, idénticos, aditivos, com a equagdo
fundamental S = S(E,V,N), isolados e separados por uma parede totalmente restritiva. As-
sim [31]:

Sy =2S(E,V,N). (2.14)

Se a parede adiabdtica for removida e um dos dois sistemas ceder uma quantidade AE para o
outro sistema, entdo, a nova entropia serd [31]:

Sg =S(E+AE,V,N)+S(E — AE,V,N). (2.15)

Assim a condi¢do de estabilidade para este sistema é:

2S(E,V,N) > S(E +AE,V,N) +S(E — AE,V,N). (2.16)

Caso contrdrio, se a entropia final S| fosse maior que a inicial Sy, a energia seria transferida
espontaneamente de um subsistema para outro através da parede. Ou seja, um subsistema iria
aumentar sua energia e temperatura as custas do outro [31]. No limite infinitesimal AE — 0,
esse critério € escrito como uma condicdo de concavidade:

PEN
IS <o, 2.17)
JE" lyn
ou,
Cy > 0. (2.18)

Contudo, o sistema tem que ser aditivo para que as equagoes (2.14) e (2.15) sejam vali-
das. Como sistemas com interacdes de longo alcance sdo intrinsecamente nao-aditivos, esta
condi¢@o ndo € vilida, existindo a possibilidade de haver calor espacifico negativo para estes
sistemas, sem violar a segunda lei da termodinamica.
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O préprio equilibrio do virial da mecanica cléssica estabelece que o calor especifico é ne-
gativo para determinados sistemas. Se considerarmos um sistema de N particulas interagindo
entre si por meio de forgcas conservativas e na auséncia de forcas externas, define-se o virial G
do sistema como sendo [39]:

N
G=) pir (2.19)
i=1

onde p; e rj sdo os vetores momentum e posicao, respectivamente, da particula i.
A variacdo de G no tempo é:

¢ .. Y. .
d_:G:Zpi‘ri+pi'ria (2.20)
4 i=1
onde o ponto € a notacdo para derivada temporal.
Pela defini¢dao de forca de momentum em sistemas conservativos F; = p; e p; = m;r; [39],
assim:

N

. 1

G=Y F;i-ri+—pi-pi 2.21)
i=1 mi

O segundo termo do somatorio € o dobro da energia cinética total do sistema e o primeiro
termo, podemos ainda reescrever em termos de um gradiente de potencial, uma vez que o
sistema € conservativo:

Fi=-V&, (2.22)
para um potencial do tipo ®@;(r) o< r;~%, com o sendo uma constante positiva ndo-nula:

>, .
F, = 225, (2.23)

v

onde T; é o vetor unitdrio na dire¢do de r;. Assim a equagdo (2.21) fica como:

G =2K+ o, (2.24)

onde K e P sdo as energias cinética e potencial totais, respectivamente.
Se tomarmos a média de G no tempo, temos:

% / Gdt = 2(K) + a(®), (2.25)
0
%[G(t = 7)— G(t = 0)] = 2(K) + (D). (2.26)

Se as posicdes € os momentos se mantiverem finitos ao longo do tempo, ou seja, se as
particulas estiverem confinadas a um volume do espaco de fase, entdo é possivel fazer uma
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escolha de um 7 suficientemente grande, para que o lado esquerdo da equagdo (2.26) seja
nulo [39]:

2(K) + o (D) =0, (2.27)

que € a condi¢do do chamado equilibrio do virial. Aplicando este resultado a energia total,
tem-se que

1
E:<K>+<<I>>:a(a—2)<K). (2.28)
Como a temperatura cinética ¢ definida por (K) = %T, com d sendo a dimensdo do sis-

tema [32], entdo:

1, (dNk
E=_(a 2)( > )T. (2.29)

O resultado da equacdo (2.29) leva a concluir que sistemas com interagdes de longo alcance
(a < d) no equilibrio do virial terdo calor especifico negativo para o < 2 [39, 40].

2.2.3 Inequivaléncia de ensembles

Em contato com banho térmico, um sistema com calor especifico negativo tenderia a aumentar
ou a diminuir sua temperatura indefinidamente as custas do reservatdrio - a) se o sistema tiver
temperatura menor do que a do banho, ele iria receber o calor do banho, aumentando sua
energia e diminuindo a temperatura até sair da regido com calor especifico negativo, ou até
atingir o zero absoluto ou b) se o sistema tiver temperatura maior do que a do banho, ele iria
ceder energia ao banho e aumentar a temperatura indefinidademente ou até sair da regido com
calor especifico negativo [5]. Dessa forma, enquanto hd a possibilidade do calor especifico
ser negativo em um sistema isolado (ensemble microcandnico), em um sistema em contato
com um banho térmico (ensemble candnico) isto ndo seria permitido, pois seria instavel em
contato com o banho térmico [5]. A propria definicdo do calor especifico a volume constante
no ensemble candnico proibe valores negativos para o mesmo, pois no ensemble candnico
Cy o< (E?) — (E)? [32], que ndio pode ser negativo. Por essa razdo quando ocorrer regides com
calor especifico negativo, os ensembles sao inequivalentes [1, 2, 5].

Na verdade, para sistemas nao aditivos, a derivagc@o usual do ensemble candnico falha, pois
necessita da propriedade da aditividade da energia. Neste caso, o proprio ensemble candnico
estd mal definido.

No ensemble microcandnico o nimero de microestados do sistema Q(E,V, N) é dado por [32]:

Q(E,V,N) = / ddNrdde:/ddNrdde S(E—H(p,r)), (2.30)
E=H(p,r)

onde 0 ¢é a funcdo delta de Dirac e H(p,r) é o hamiltoniano do sistema. A entropia de Boltz-
mann é definida como [31, 32]:

S(E,V,N) = kgInQ(E,V,N). (2.31)
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Para a derivagdo usual do ensemble candnico, considere um sistema isolado com energia £
e divida este sistema em duas partes- uma com energia E; e outra com energia maior E;, que
fard o papel de banho térmico.

A probabilidade de encontrar o sistema com energia £ é [1]:

P(E) = / dEsQ(E>)S(Ey + Es + Ey  — E), (2.32)

onde Ej; € a energia de interagdo entre os dois subsistemas. Se o sistema tiver forgas de
interacdo de curto alcance, E » € desprezivel no limite termodinimico:

P(E) = / dEQ(E>)S(Ey + E» — E), (2.33)

P(E)=Q(E —E)). (2.34)
Utilizando a equacgdo (2.31):

E—E
P(E) =exp {M} . (2.35)
kg
Expandindo a equacdo anterior em séries de Taylor em termos de S, (E — Ej) [1, 32]:

1 EAY)

P(E) ~exp(kg )exp |S2(E)—(E—Ey) | 5= +..., (2.36)
oE E—E,
S2(E) E
P(E) ~ —_— —— 2.

@) ~ep (2 Jexp |- 7. @37
P(E) ~ Qy(E) exp[—BE], (2.38)

que € a distribui¢ao usual do ensemble candnico.

Note que para chegarmos a este resultado foi necessdrio supor que o sistema era aditivo
para passarmos da equagdo (2.32) para a equagdo (2.33). Se o sistema ndo tiver energia aditiva,
€ necessdrio tomar a contribuicdo da energia de interacdo entre o sistema com energia E| e
o banho térmico com energia E, para a constru¢cdo da distribuicao em (2.38), e esta pode ser
dependente do sistema estudado, a ndo ser que o sistema nao interaja com o banho [1].

A funcdo de particao no ensemble candnico € dada por [32]:

Z(B,V,N) = ]% / d™p d™r exp(—BH(p,r)), (2.39)

Z(B,V,N) = ]%/dE exp(—BE) /dde d™r §(E—H(p,r)). (2.40)

A integral nas varidveis do espacgo de fase € a definicdo do nimero de microestados em (2.30),
assim:

Z(B,V,N) = %/dE Q(E,V,N) exp(—BE), (2.41)
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Z(B,V,N) = % / dE exp(—BE +kzS(E,V,N)), (2.42)

Z(B,V,N) = / dE exp|—BN(e — Ts(e,v))]. (2.43)

Se s(€,v) for concava, o termo € — T's(€,v) é a transformacdo de Legendre para a energia
livre de Helmholtz definidos como [1]

Y(B,v)=BA(B,v)= irﬁlf [e—Ts(g,v)], (2.44)

onde W(f3,v) é a energia livre de Helmholtz A(B,v) reescalada por . E a inversdo de (2.44) é
feita por:

s(e.v) = inf [Be —P(B.v)) (2.45)

Se s(&,v) for concava, hd uma correspodéncia dnica de cada valor de € para cada valor de 3
satisfazendo as equacgdes (2.44) e (2.45) [31], levando a equivaléncia dos ensembles [32]. Para
sistemas ndo-aditivos a concavidade da entropia ndo estd garantida que poderia levar a uma nao
correspodéncia dnica entre € e 3. Macroestados termodindmicos realizaveis em um ensemble
nao sao realizaveis em outro [1, 2].

Em sistemas aditivos, regides convexas para a entropia sao instaveis e nao podem ser ob-
servadas nem mesmo em sistemas isolados [31]. Para esses sitemas, ao atingir o limite termo-
dinamico a entropia tende ao envelope concavo da constru¢do de Maxwell levando a transi¢ao
de fases com coexisténcia de fases [1, 2, 31, 32, 41].

Para sistemas com interagcdes de longo alcance, regides convexas para entropia podem ser
estdveis no ensemble microcandnico e a coexisténcia de fases ndo € permitida, assim a constru-
cdo de Maxwell e o envelope concavo podem ndo ser realizaveis no ensemble microcandnico,
levando a inequivaléncia de ensembles [1, 2, 5].

2.3 Sistemas com interacoes de longo alcance fora-do-equilibrio

2.3.1 Hierarquia de BBGKY

As equacdes da hierarquia de BBGKY e da equagdo de Viasov sdao deduzidas neste trabalho
conforme foi proposto por Liboff (2003) [42].

Seja fy (@1, , @3, ... 01,0, 041, ... ,0y) a fungdo de distribuicdo de N particulas
em fungdo dos vetores 2d-dimensionais ®; = (p;,r;). A equagdo de Liouville para fy é:

3f1v

fN —Lyfy =0. (2.46)

O operador de Liouville Ly € definido em termos dos parenteses de Poisson como:
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By =[H, ]:ﬁ{w (5 ) - (50) @} @.47)

ap; ap;

e H é o hamiltoniano do sistema:

Pj Pj
H(p,r)= Z = =4 Z P(r; —ry), (2.48)
=1
/ j<k
o fator N ~! é introduzido como prescri¢io de Kac.
Assim as derivadas em (2.47) ficam:

1 Y 1 Y
ViH =~ Y Vid(rj—r) = N Y Vi, (2.49)
Jk=1 jok=1
J<k j<k
) 9
H .
oo = %. (2.50)
1 l
Substituindo (2.49) e (2.50) na equacgdo (2.47):
Ly=) — <—> (Vi) +—= Vidi)- (—) i (2.51)
i—1 nm; : N ijk=1 e (9p,
j<k

Podemos ainda reescrever (2.51) como a soma de dois operadores, um relacionado a energia
cinética K; e outro relacionado 2 energia potencial oy ik

Ki= <&> (Vi) (2.52)
m;
c
~ 1 N 0
D)k = N;(Vz‘ D) ) (2.53)
assim:

(2.54)

||Mz
N>
Mz

]k 1
j<k

Os termos ndo-nulos da soma em (2.53) s@o os termos em que [ = j e i =k, e tendo em
consideragdo a simetria do potencial V; ®; = —V; ®; ;, podemos reduzir a equagdo (2.53)

em:
& - (Yi%ik) (2 _(2
o= () G) - G @59
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Para efeito de notagdo tomaremos a matriz G = N -lv j ®(rj —ry), que representa a forca
sentida pela particula j na presenca da particula k.

Como o interesse estd em obter a equagdo reduzida para s particulas (s < N), particionamos
o operador de Liouville para N particulas Ly da seguinte maneira:

Ly =Ls+Lgi iy (2.56)

Onde o operador L, da primeira até a s-ésima particula e o operador Zerl%N atua nas particulas
s+ 1 até N. Podemos também reduzir a funcao de distribuicao de N particulas para s particulas
como:

fs(a)l,a)z, ,COS) :/d(os+1 d(x)s+2 d(DN fN(a)l,(Oz, cee 5 W5, Dgy 1y - ,(DN). (2.57)

Se integrarmos a equagdo de Liouville em (2.46) como foi integrado em (2.57) e aplicarmos
o resultado de (2.56), temos:

0 ~
a_]:S _Lsfs :Is+1HN7 (258)
onde
Lo = [ o dogs .. doy Lo fi. (2.59)

Os termos a esquerda em (2.58) foram integrados diretamente, pois Ly ndo depende das parti-
culas s+ 1 até N. Para o calculo da integral em (2.59) € necessario definirmos os operadores Lj

€ Lyt1-nN:
A S Y N e
Li=) —Ki+ ) @« (2.60)
i=1 jk=1
j<k
€
. N . N . s N
Liyion=Y, —Ki+ Y, ®+Y Y Pum (2.61)
i=s+1 Jik=s+1 n=1m=s+1
j<k

O primeiro termo a direita de (2.61) é referente a energia cinética das particulas de s+ 1 até N.
O segundo termo € referente a interacdo entre as particulas s+ 1 até N. E o terceiro termo é
referente a interacdo entre as particulas s+ 1 até N e as particulas de 1 até s.

Para o célculo da integral em (2.59) apliquemos o operador Zs+1HN definido em (2.61) em

n:

N N s N
Lypiosnfv=Y, —Kifv+ Y, ®iufv+), Y Pumfv (2.62)
i=s+1 J.k=s+1 n=1m=s+1

j<k
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Lyiionfv = ﬁ‘, —(:) (Vifn)+ Z Gk {(afN> (afN)}JrZ Z Dy SN

i=s+1 i jk=s+1 Ip; Ik n=1m=s+1
i<k
(2.63)
Se integrarmos (2.63) como em (2.59), o primeiro e o segundo termo a direita de (2.63) serdo
integrais de gradientes, ou seja, termos de superficie; e serdo muito pequenos em comparagcao

a contribui¢do do terceiro termo. Podemos reescrever a equagao (2.59) como:

Loty = [ dog doy.s ... doy Y Y G, (2.64)
n=1m=s+1

0 0
13+H1v—/dws+1 dwsis ... doy Z Z Gum- {(9_I)n> ( )} fn. (2.65)

n=1m=s+1 apm

O termo do gradiente com indice em m também € um termo de superficie, € a soma com indice
n envolve varidveis que ndo estdo presentes na integral:

s d
Ljyion=-Y, ( ) {/dws+1 d@sy ... doy Z GnmfN} (2.66)
n=1

apn m=s+1

Sejam as particulas idénticas e de mesma massa m; = m, a fungdo de distribui¢ao fy serd
simétrica por permutacdes de particulas, de modo que:

/dszLz H(o, ;) = /dwsGl,s frwr, @3) :/dCO4G1,4 fr(or, 04). (2.67)

A soma com indice em m de (2.66) dard N — s termos iguais.

Ljyisn=—(N-s5)) (8p ) {/dws+1 Gns+1/ dwsys ... doy fN} (2.68)
n=1 n

ou

Is+1—>N = _(N_S)Z <ap ) {/dws—i-l Gn S+1 fs—l—l} (2.69)

Substituindo o resultado da equacgao (2.69) na equagido (2.58):

dfs J
8]; sf:v _( S)Z (apn) {/dws—i-l Gns—H fs—i—l} (2-70)

As equagdes em (2.70) sdo chamadas hierarquia de BBGKY (abrevi¢do para Bogoliubov,
Born, Kirkhood, Green e Yvon, que foram os cientistas que trabalharam nesta derivaciao de
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equagdes cinéticas [42, 43]). Elas formam um conjunto de equagdes que descrevem a evolu-
cdo temporal da fun¢do de distribuicao reduzida de s particulas e, ao contrdrio da equagao de
Liouville para fy, a evolucao temporal de f; ndo conserva o volume no espaco de fase, pois
o termo a direita de (2.70) é ndo nulo para s # N. Esse conjunto de equa¢des é denominado
hierarquia, pois para obter a solu¢do da funcdo de distribuicao de menor ordem f; é necesario
obter a solucdo da funcio de distribuicdo de ordem superior fyi.

A hierarquia de BBGKY desempenha um papel fundamental na teoria cinética, a partir de
hipéteses sobre as funcdes de correlagdo entre as particulas € possivel fechar a hierarquia e
obter as equacdes cinéticas de Boltzmann, Lennard-Balescu e Vlasov [42, 43, 44]. Esta dltima
serd de interesse especial neste trabalho.

2.3.2 Limite de Vlasov e equacdo de Boltzmann nao-colisional

As equagdes da Hierarquia de BBGKY dadas pela equagdo (2.70) podem ser reescritas em uma
forma mais facil de renormaliza-las a fim de torna-las adimensionais [42]:

0 ~ ~
(E_Ls) fs =1 ft1, 2.71)
onde
z; = —(N—S) Z (af) ) '/dws+1 Gn,s+1 - _(N_S) Z le—H- (272)
n=1 n n=1

Renormalizando a func¢do de distribuicdo f; com relacdo ao volume Vi ocupado pelas s
particulas [42]:

F=V'f, (2.73)

as equagdes em (2.71) sdo reescritas como:
Jd -~ I~
(E - s) Fy= V s Ferl- (274)
Tomando novas pardmetros: a velocidade térmica média das particulas (v), a forca do po-

tencial @y, o comprimento caracteristico do potencial ry e uma densidade de particulas ny,
definidos como [42]:

miv)? = kT,
Dy ~
Gij = r—(;)Gi,j e (2.75)
N
ngp = Va

com G; ; adimensional. E possivel renormalizar as varidveis usando as defini¢des dos parame-
tros em (2.75):
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p = m(v)p e (2.76)
Fo= (m(v))™"F,

as variaveis com o simbolo ~ sdo adimensionais.
Substituindo as varidveis adimensionais definidas em (2.76) e o operador L definido como [42]:

)

N N
Li=) —Ki+ Y, @y, (.77
i=1 Jk=1

Jj<k

em (2.74) e com alguns algebrismos podemos renormalizar as equagdes da hierarquia e torna-
las adimensionais [42]:

I Fypy, (2.78)

onde os operadores K; , ®';; e I s@o adimensionais e os parimetros & e Yy foram tomados
para encurtar a notagdo e sao definidos como:

- ksT
1
= <. (2.79)
noro
Assim a razao % a direita da equacgdo (2.78) € escrita como:
o a( Po (P)
- ) =7 2.80
y noro (kBT) K)’ (2.80)

se 2 > 1, entdo o sistema estd fortemente acoplado e se % — 0 o sistema estd fracamente
acoplado [42, 44].

O limite do regime de Vlasov estd no caso do sistema fracamente acoplado, o lado direito
das equacdes da hierarquia de BBGKY em (2.78) é muito pequeno e a evolu¢do temporal
para f; conserva seu volume no espaco de fases [42, 43]. Isso acontece quando: a) @ — 0, a
for¢ca do potencial @y é muito pequena em comparacdo com a energia térmica das particulas
e isso implica em um sistema de pequenas correlacdes; b) ¥ ~! — 0, isso ocorre ou quando
o comprimento caracteristico do potencial € muito grande, ou seja, quando hd interagdes de
longo alcance no sistema [42, 43, 44].
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Da condicdo a) referida anteriormente as correlacdes entre as particulas devem ser pe-
quenas, dessa forma € possivel escrever as trés primeiras funcdes de distribuicdo f; como
sendo [42]:

Lo, m;) = fi(on)fi(@)+AC (0, o)
flon;m,m) = filo)film)fila)+4 Y, C(oj,o)+0(A%), (2.81)
Jok
P(1,2,3)

onde A € o pardAmetro de pequenez e P(1,2,3,...,s) indica que as somas em i e j devem tomar
todas as permutacdes entre as s particulas.
A primeira e a segunda equagdo da hierarquia em (2.78) s@o [42]:

L kA = %0
o7 1 I y 112,
Jd - = — - o
(8_5+K/] —|—K/2 —ai (13/172> B = ? 1/2 F;. (2.82)

Substituindo (2.81) em (2.82), utlizando a definicdo (2.72) e mantendo os termos de menor
ordem em A:

0 s - s a s /7s+1 s+1~
a—f+ZKi HFl(a)j):—?(N—s)Zli HFl(mj). (2.83)

= st L - T
Os operadores K’; e I’;  dos somatdrios somente irdo atuar nos termos com indice i dos
produtérios da equacdo (2.83), portanto serdo estes os termos importantes [42]:

(a% +I?’,~> Fi(o) = —% (N—1) Pf“ Fi (o). (2.84)

Substituindo as formas integro-diferenciais para os operadores definidas em (2.52) e (2.72)
e voltando para a nota¢do dimensional [42]:

af(p,r,t) p 1 af _
o Tw VTNV =0
(®) = / dv dp'd(r —)(p' 1), (2.85)

que € conhecida como equagdo de Viasov [44], ou equacdo de Boltzmann ndo-colisional. O
motivo desta nomeclatura é que na expansao em (2.83) os termos colisionais sdo abandonados,
pois mantém-se somente os termos de menor ordem em A [42, 43].

A equacdo de Viasov descreve a evolugdo temporal da distribui¢do de uma particula sujeita
a um campo médio (P) gerado pela distribuicdo das outras particulas [42, 43, 44].
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2.3.3 Equacoes hidrodinamicas no limite de particulas frias

Na equacao de Viasov em (2.85) quando a fun¢do de distribui¢cdo de uma particula for homo-
génea na posi¢ido f(p,r,t) = fo(p,?), o segundo e o terceiro termos da equagdo serdo nulos,
visto que Vf(p,t) =0 e também (®P) = constante. E por consequéncia, a equacdo de Viasov
se reduzira a [1]

af 0 (p7 ! )
ot
ou seja, fo(p,t) serd uma solugdo estaciondria da equagio de Viasov. Na verdade todo f(p,r,1)
que satisfizer a condicao:

=0, (2.86)

B.szv<cp>.§_£, (2.87)

m

levard a uma solucio estaciondria. Contudo a estacionariedade ndo implica em estabilidade [1].
Uma ferramenta para o estudo da estabilidade das solucdes da equagdo de Viasov € a abor-
dagem hidrodinamica do regime de Viasov e analisar o efeito de pequenas perturbagdes sobre
as solugdes estaciondrias [13]. Para uma discussdo mais detalhada sobre a estabilidade das
solucdes estaciondrias confira a referéncia [1].
Definindo as varidveis hidrodindmicas n(r,t) e v(r,t) como a densidade e a velocidade de
fluxo, respectivamente:

— [ap riprr)

r,t), (2.88)

¢ possivel obter as equagdes hidrodinamicas integrando (2.85) com respeito ao momentum [13]

d 67 (p7I t) .Vf—-V(® f 2.89
”éltut) V . [n(]r,t)v(l‘,t)] ‘7<CI)> . / /,d a-[{ — (). (29 )

O ultimo termo 4 esquerda em (2.90) € um termo de superficie e pode ser desprezado. Assim,
obtemos a equagao da continuidade no regime de Viasov:

on
S TV () =0. 291

Para obter a equacdo da conservacdo de momentum multiplica-se (2.85) por % e integra-se
com respeito a0 momentum:

/dd {M+— Vi—V(®). ‘;g} 0, (2.92)
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d 1 S d
aithrWV/ddpppf—/ddp {%%J”V(q’))}B:O, (2.93)

m

onde a notagdio ab indica o tensor diddico composto pelos vetores a e b e a integral do tensor
diddico € o tensor das pressoes P. Usando a identidade vetorial:

Vx(AxB)=(V-B)A—(V-A)B+(B-V)A—(A-V)B (2.94)

e tomanto A = f V(®) e B = p, podemos resolver a dltima integral em (2.93) como:

0 p f n
dip = (fV(® —:VCD/dd L= —V(® 2.95
Jaip { s rvi@nt 2 —via) [alp L~ Zvie) 299
pois os outros termos seriam termos de superficie envolvendo divergentes e rotacionais. Assim:
d 1_ =
mZY V(@) + ~V.P=0. (2.96)
ot m

No limite de particulas frias podemos reescrever f como sendo f(p,r,7) = n(r,?)d(p —
v) [13] e o tensor P pode ser calculado como:

f:/ddpﬁf:nﬁ, (2.97)
V-P=V. (W) = (Vn)-W+nV -, (2.98)
V-P=[(Vn) - v]v+n[(V-V)v+(v- V)], (2.99)

V- P=[V-(nv)]v+[(nv) V]v. (2.100)

Substituindo (2.100) em (2.96) e tomando massas unitarias m = 1:

%—FZ[V'(nv)]v—i—n(v-V)v—V(@) =0. (2.101)

As duas equacdes hidrodinamicas para o estudo da estabilidade das solu¢des da equacgao de
Viasov [13]

% +V.-(nv)=0
@+2[V-(nv)]v+n(v-V)V—V<CI)> =0 (2.102)

ot
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2.3.4 Estados quasi-estacionarios

A equacdo de Viasov em (2.85) tem a caracteristica de:

d

_f — 0
dt

Este resultado € particularmente importante pois leva a conservagao dos Casimirs. Os Casimirs

sdo funcionais que somente dependem da funcdo de distribuicdo de uma particula f(p,r,7),

sendo funcionais do tipo C[f]. Desta maneira, pela regra da cadeia:

acly] _dcifdf _,

dt df dr

Um Casimir de grande importancia na termodindmica € a entropia de Gibbs, definida como:

(2.103)

(2.104)

SUf] = [ d*pdef(p.1)In f(p.1). (2.105)

De fato, a entropia € maximizada pelos efeitos das correlagdes causadas por colisdes, que ndo
desempenham papel importante na dinamica de Viasov [42, 43]. Isto caracteriza a dindmica de
Vilasov como uma dindmica reversivel [42].

Para sistemas com interacOes de longo alcance, solugdes estaveis para a equacao de Viasov
ndo evoluem em escalas de tempo proporcional a N [1, 2]. Estes sistemas ficam presos em
estados quasi-estaciondrios (QSS’s do inglés Quasi-Stationary States) [1, 2, 14] que sdo de-
pendentes da distribuicao inicial e que t€ém duracdo de tempo T que diverge com o ndmero de
particulas (7 o< NV): a) para gravitagdo tridimensional, Chandrasekhar [45] obteve T o< N/InN
b) para sistemas bidimensionais, Chavanis [46] obteve T o< N e c¢) para sistemas unidimensio-
nais Rocha Filho et al. [28] obtiveram! 7 o< N2. Para sistemas reais com N — oo, sistemas com
interagdes de longo alcance ndo atingem o equilibrio termodinadmico, mas ficam presos nos es-
tados quasi-estaciondrios [1, 2, 28]. Para estes estados, a distribuicio do momentum pode ser
nao-gaussiana.

Sistemas com interagdes de longo alcance com nimero finito de particulas passam por trés
estdgios de relaxacdo [1, 14]: 1) um primeiro estdgio chamado Relaxacdo Violenta, no qual
o sistema evolui rapidamente de uma distribui¢do inicial qualquer até uma distribuicio que
seja estavel na dindmica de Viasov, a escala de tempo desse processo independe do nimero de
particulas do sistema 2) o sistema fica preso no QSS 3) Relaxagao colisional, em que efeitos de
N finito dao importancia as colisdes e o regime de Viasov nao € mais valido, levando o sistema
ao equilibrio termodinamico.

Uma maneira de verificar se a distribuicdo dos momenta € gaussiana € verificar a curtose. A
curtose reduzida é definida como K, = /13 — 3, onde p, = {(y— (y))") é 0 n-ésimo momento
central da distribuicao da varidvel aleatdria y. A gaussiana sempre tem um valor nulo para K,
assim, para valores positivos, a distribui¢do € leptocurtica - mais afunilada ou com caudas mais
longas do que a gaussiana, e para valores negativos a distribui¢do € platicurtica - mais quadrada

Para um pequeno niimero de particulas uma falha na hipétese de markovianizacdo na obtengio dos termos de
auto-correlacio da forca levaria a uma escala de tempo 7 o< N'"7, conforme exposto na referéncia [47].
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ou com caudas mais curtas do que a gaussiana. No equilibrio termodindmico, a fungcdo de
distribui¢cdo dos momenta sempre tem curtose nula.

Na figura 2.3.4 é possivel ver a escala de tempo na evolugdo dos QSS’s de um modelo bidi-
mensional com interacdes de longo alcance (HMF bidimensional a ser apresentado no capitulo
6) com o numero de particulas. O eixo da abscissa foi reescalado pelo nimero de particulas
N para mostrar a dependéncia linear dos QSS’s com N, de acordo com o resultado obtido por
Chavanis [46]. Com esta escala independetemente de N, o sistema sempre atinge K, = 0 para
omesmo 7/N.

Kurtosis of Momenta Distribution Evolution

3 —— 500 particles _
— 1000 particles
—— 10000 particles

Reduced Kurtosis

wl vl v v vl vl il il 1y
le-05  0,0001 0,001 0,01 0.1 1 10 100
t/N

sl
1000

Figura 2.1 Evolu¢io temporal da curtose reduzida da distribui¢io do momentum para o modelo HMF
bidimensional (a ser apresentado no capitulo 6). O valor nulo para a curtose reduzida indica que a
distribuicdo € gaussiana. O eixo da abscissa foi reescalado pelo nimero de particulas N para mostrar a
dependéncia linear dos QSS’s com N. A simulacdo foi feita para N = 500 (verde), N = 1000 (vermelho),
N = 10000 (preto).

Ta0(l) Relaxacédo
Violenta

Processos

TaON) Colisionais

Figura 2.2 Descricdo esquematica dos processos da evoluc@o dindmica de sistemas com interagdes de
longo alcance. 7 € a escala do tempo de relaxacio associada a cada processo.



CAPITULO 3

Métodos Computacionais

Métodos numéricos e simulagdes computacionais sdo uma ferramenta poderosa na fisica [48].
O objetivo das simulacdes computacionais € criar o entendimento dos fendmenos e das propri-
edades fisicas, fazendo uso do controle sobre as condi¢des experimentais do sistema estudado,
com a vantagem de que cada aspecto das configuracdes do sistema possa ser examinado com
detalhes [49].

Neste capitulo sdo apresentados os métodos computacionais utilizados, aqui, no contexto de
equilibrio termodinamico e fora-do-equilibrio. Na se¢do 3.1 € apresentada uma modificacdo do
algoritmo de Metropolis [49, 50] para o ensemble microcanodnico, € na sec¢ao 3.2 é apresentado
um algoritmo simplético de integracdo das equagdes de movimento para dindmica molecular.

3.1 Método de Monte Carlo Microcanonico

Simulacdes computacionais usando métodos de Monte Carlo sdo extensivamente usadas em
fisica tedrica [49, 50, 51, 52]. Sistemas com interagdo de longo alcance ficam presos em estados
quasi-estaciondrios com tempo de vida que escala com o nimero de particulas e a utilizagao
de dinAmica molecular para a determinacao de propriedades de equilibrio desses sistemas pode
ser de elevado esfor¢co computacional e também levar um tempo grande para que o sistema
relaxe ao equilibrio. Para estes casos € mais vantajoso usar métodos de Monte Carlo para a
determinagdo das propriedades de equilibrio, uma vez que estes evitam os QSS’s, sorteando
diretamente as configuragdes de equilibrio ao invés de evoluir as orbitas do sistema até atingir
a distribuicdo de Maxwell-Boltzmann.

Na forma original do método de Monte Carlo, a configuragdo de equilibrio do sistema € de-
terminada pelo algoritmo de Metropolis [50], que gera a configuracdo de equilibrio do sistema
em contato com um banho térmico. No entanto, como discutido no capitulo 2, sistemas com
interacdes de longo alcance podem apresentar inequivaléncia entre os ensembles candnicos e
microcanodnicos no contexto em que macroestados estaveis no ensemble microcanodnico nao
sdo permitidos no ensemble candnico. Assim, o ensemble microcanodnico é o ensemble mais
fundamental, no sentido que ele contém toda a informacdo fisica do estado de equilibrio.

Levando em consideracio os QSS’s e a inequivaléncia de ensembles, faz-se necessario a
utilizacdo de um método de Monte Carlo que gere a configuracio de equilibrio termodinamico
de um sistema isolado.

Provavelmente a mais popular implementacdo de um método de Monte Carlo microcand-
nico seja o algoritmo de Creutz [53], o qual introduz um demoénio - grau de liberdade extra
que faz um passeio aleatério pelas configuracdes do sistema e com a energia total de ambos

23
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- sistema mais demonio - conservada. Este algoritmo ndo é verdadeiramente microcandnico,
mas quando o sistema € suficientemente grande de tal maneira que a energia do sistema seja
muito maior do que a energia do demdnio, € possivel considerar a energia do sistema fixa, com
pequenas flutuacoes devido a acdo do demodnio. Para sistemas pequenos isso representa uma
limitagdo do algoritmo e sistemas com interacdes de longo alcance com algumas centenas de
particulas sdo sistemas de interesse em astrofisica com aglomerados estrelares [5, 6, 18] e no
campo dos dtomos ultra resfriados com intera¢des de longo alcance [2, 54].

Por razdes das limitagdes do algoritmo de Creutz usaremos o algoritmo desenvolvido em
1991 por Ray [55], que € uma modificagdo do algoritmo de Metropolis, ajustando o peso esta-
tistico ao volume do espaco de fase. O algoritmo de Ray difere do algoritmo de it Creutz por
eliminar o truque do demonio e por ndo necessitar do passeio aleatério na configuracdo dos
momenta [13].

No ensemble microcandnico, o volume do espaco de fases I'(E,V,N) é dado por [32, 55,
13]:

N
I(E,V,N) = / d™p dqu:C(N)/ S[E—H({pi}.{a})] [[a'pid?q;, (3.1)
i=1
=H({pi}{4i})

onde &(x) é a fungdo delta de Dirac e C(N) é uma constante que depende somente da quanti-
dade de particulas N. Integrando sobre os momenta, temos [55]:

N
(e, V.N) =€) 8-V ({a)] ¥ 0lE - ViahI [, ¢2)

onde ®(x) é a fungdo degrau unitdrio de Heaviside e V({q;}) é a energia potencial com as
particulas na configura¢do {g;} € C'(N) é outra constante que s6 depende de N. A densidade de
probabilidade em funcdo das varidveis de posicdo € dada pelo integrando da equacdo (3.2) [55]:

We({g:i}) = C'(N)E—V({g:})] T ~'O[E —V({g:})], (3.3)

onde a funcao degrau de Heaviside evita valores negativos para a energia cinética. A probabli-
dade de aceitagdo de uma nova configuragio {¢;}, que é por defini¢do [49, 51, 52]:

P({g:} — {¢}}) = min (1, %) , (3.4)

ao substituir o resultado de (3.3) em (3.4) e levando em conta que a energia cinética do estado
original é ndo-negativa obtem-se:

dN—l

[K({a:i})]™
onde K({qi}) = E —V({gi}) é a energia cinética em funcdo das configuragio no espaco das
posiccoes.

P({gi} = {¢}}) = min <1, K({gi))) " OIK W”) , (3.5)
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As grandezas termodinamicas usuais do sistema podem ser obtidas pela diferenciagdo da
entropia de Boltzmann definina como

S(E,V,N) = kg In['(E,V,N). (3.6)

Em particular a temperatura é calculada no ensemble microcandnico como T ~! = 9S/dE:

T (v ) K@), 3.7)

onde (K(q)) = E — (V(q)) é a energia cinética média.

3.2 Dinamica Molecular

Dindmica molecular (DM) € a técnica computacional que consiste em resolver as equagdes
de movimento das particulas de um sistema, que se movem sob a acdo do potencial de inte-
racdo interparticula, e também, quando for o caso, com campos externos € , a medida que as
particulas vao se movimentando, calcula-se as varidveis macroscopicas como temperatura e
magnetizagcao [56].

Para integrar as equacdes de movimento é necessdrio escolher o algoritmo de integragdo
numérica, como por exemplo Velocity-Verlet, Runge-Kutta, Leap-Frog [56]. Bons algoritmos
numeéricos para a solugcdo de sistemas hamiltonianos devem conservar as constantes de movi-
mento [8]. Neste sentido, algoritmos simpléticos sdo considerados superiores aos ndo- sim-
pléticos para sistemas hamiltonianos [57], pois os algoritmos simpléticos conservam a forma
simplética dp A\ dq, de maneira que a evolu¢do temporal das coordenadas é uma transforma-
¢ao canonica [58]. Foi mostrado por Yoshida em [58] que o mapa discreto obtido em métodos
simpléticos descreve exatamente a evolucdo de sistemas hamiltonianos fracamente perturba-
dos. Isso garante que ndo hd uma mudanca de longa duragdo no erro da energia total causada
por um truncamento local do erro [58]. Neste trabalho, para o estudo dos OSS’s serd usado o
método simplético de integrac@o descrito por Yoshida em [58].

A solugdo geral da equacao de Liouville em (2.46) é:

fv =exp(Ly 1) f(t = 0), (3.8)

ou reescrevendo ZN = I?N + </I\>N
fv = exp[(Ky +®Py) 1] fn(t = 0). (3.9)

Sendo a férmula de Baker-Campbell-Haussdorff: para quaisquer operadores ndo-comutativos

~

)?eY:

~

exp(Z) = exp(X) exp(¥)
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DA, (3.10)

Aplicando (3.10) repetidas vezes em (3.9) Yoshida aproxima o operador de evolugéo tem-
poral exp (Ly ) por uma aproximacao reversivel no tempo [58]:

exp(Ly At) = exp(BoAt®y)exp(DoAtKy ) exp(BArdy) exp(DiAtKy) X
X exp(BlAtf/ISN) exp(DoAtEN) exp(BoAtf/I\JN), (3.11)

onde Ar € o passo temporal de integracdo e By,B1, Do e D sao constantes dadas por [58]:

1 3
Dy = D, = V2D
0 2_\3/§ 1 0
1 1
By = (§> Do By = (5) (Do+Dy). (3.12)

O algoritmo simplético de quarta ordem de Yoshida €, entdo, descrito como se segue [59]:

1. Calcula-se a forga
FI) = F(x(1)

2. Aplica-se o dltimo operador de evolucdo - exp(BoAtCTDN) - da equagdo (3.11) nos mo-
menta:

p") = p(1) + BoArF)

3. Aplica-se o penultimo operador de evolucido - exp(DoAtI?N)— da equacgdo (3.11) nas po-
si¢des

r') =r(r) + DoArp!)

4. Calcula-se a forg¢a atualizada na posi¢ao obtida no passo anterior

FUD — F(r(l))

5. Aplica-se o quinto operador de evolugdo - exp(BlAth)N) - da equagdo (3.11) nos mo-
menta:

pUD — p®) 4 g, ArR(D
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11.
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Aplica-se o quarto operador de evolugao - exp(DlAtl?N)— da equacdo (3.11) nas posicoes:

. Calcula-se a forc¢a atualizada na posicao obtida no passo anterior

F(II[) — F(r(ll))

. Aplica-se o terceiro operador de evolucao - exp(BlAt&DN) - da equagdo (3.11) nos mo-

menta:

p(m) _ p(n) + B AU

. Aplica-se o segundo operador de evolugao - exp(DoAtl?N)— da equacdo (3.11) nas posi-

coes e atualiza o valor da posi¢do para o tempo ¢ + At:

r(r + Ar) = v 4 DoArpUTh)

Calcula-se a forga atualizada no tempo ¢ + At:

F(t+At) =F(r(t + Ar))

Aplica-se o primeiro operador de evolucao - exp(BOAtCTDN) - da equacdo (3.11) nos mo-
menta e atualiza o valor do momentum para o tempo posterior ¢ + Az:

p(t+Ar) = pU™) 4 BoArF (1 + Ar)

Repete-se os passos 1 a 11 para todas as particulas e calcula as varidveis termodinamicas
do sistema.

Os 12 passos acima sao repetidos para cada passo temporal.






CAPITULO 4

Modelos auto-gravitantes em 1D - abordagem de
gas de rede

Como demonstrado no capitulo 2, um potencial € dito de longo alcance se decai, para longas
distancias, como V o« r =% com o < d, em que d é a dimensdo espacial. Sistemas interagindo
por potencial gravitacional newtoniano interagem com um potencial de pares do tipo V o< "l e,
portanto, € um potencial de longo alcance para qualquer dimensao espacial. Esta caracteristica
€ compartilhada com o potencial coulombiano, porém como estes possuem um potencial que
pode ser atrativo ou repulsivo, sistemas coulombianos neutros - carga elétrica total nula - apre-
sentam a chamada blindagem de Debye que modificam o comprimento caracteristico efetivo
do potencial, levando a efeitos de interacdes de curto alcance [1, 2, 4]. Sistemas gravitacionais
ndo apresentam nenhum tipo de blindagem do potencial efetivo e portanto sdo sistemas que

mantém as caracteristicas de forcas de longo alcance [1, 2, 5].

Para um estado estaciondrio de um sistema isolado de muitos corpos interagindo entre si
por forcas gravitacionais - portanto descrito pelo ensemble microcandnico - o teorema do vi-
rial enuncia que (2.28) E = —(K), em que K é a energia cinética do sistema e que resulta
em calor especifico negativo para tais sistemas como na equacdo (2.29). Todavia, € um re-
sultado bem conhecido que sistemas em contato com banho térmico - portanto, descritos pelo
ensemble candnico - ndo podem ter calor especifico negativo. Em consequéncia disto, surge
a inequivaléncia entre os ensembles para sistemas auto-gravitantes. Este fato pode ser reapre-
sentado observando que as transformacdes de Fenchel- Legendre da entropia microcandnica
para obten¢do da energia livre de Helmholtz do ensemble candnico € ndo inversivel, porquanto
estados estdveis no ensemble microcandnico seriam instdveis ou metaestdveis no ensemble
candnico [1, 2, 4, 6]. Neste sentido, o ensemble microcandnico é o mais fundamental e con-
tém todas as informagdes e propriedades termodindmicas da intera¢ao gravitacional [1, 2, 5, 7].
Além disso, sistemas auto-gravitantes como galdxias, aglomerados globulares, dentre outros,
geralmente se apresentam isolados e ndo em contato com banho térmico [3, 8, 9, 10].

As principais dificuldades no estudo de sistemas auto-gravitantes tridimensionais sao o pro-
blema da evaporacdo de particulas e a divergéncia do potencial a curtas distancias. O fato do
sistema gravitacional real ser aberto [5] e o potencial ser finito mesmo com r — oo leva a eva-
poragdo de particulas, o que signifca que a entropia ndo ¢ um maximo global mas um maximo
local [2, 5] e, assim, nenhum estado estaciondrio € possivel a ndo ser que o sistema seja con-
finado a um volume finito [5, 6]. Mesmo neste caso, se o potencial ndo for regularizado a
curtas distancias pode ocorrer o fendmeno da catastrofe gravotérmica [7, 11]. Uma discussao
mais detalhada sobre o problema da divergéncia a curtas distancias se encontra no Apéndice A
deste trabalho. Uma regulariza¢do do potencial muito utilizada € a introdu¢do de um pequeno
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pardmetro de abrandamento € na forma V « 1/(r+¢€) [10, 18,6, 8, 1, 2, 5, 9].

No intuito de evitar tais dificuldades, modelos de dimensoes menores tém sido introduzidos
para o estudo do problema gravitacional de muitos corpos como sistemas auto-gravitantes em
uma e duas dimensdes, como por exemplo o modelo das folhas gravitacionais [60], modelo
HMF [16], modelo HMF bidimensional [17] e o0 modelo do anel auto-gravitante [18]. Estes
modelos simplificados tém desempenhado um importante papel no estudo das propriedades de
sistemas com interagdes de longo alcance devido as suas simplificagdes técnicas.

Neste capitulo serd apresentado uma simplicagdo ulterior introduzindo uma abordagem de
gds de rede de alguns modelos simplificados unidimensionais. Esta é uma drastica simplicacdao
dos estados microscopicos obtida considerando a média local da dindmica exata de N corpos.
Este trabalho serd restrito na determingao das propriedades de equilibrio utilizando o método
de Monte Carlo microcanonico de Ray, descrito no capitulo 3, e discretizando o espaco em
células finitas para obter as médias locais, numa maneira em que os resultados convergem para
a dindmica microscopica exata. Também neste trabalho serd estudado o efeito do tamanho da
particula, introduzindo um potencial de particula rigida para evitar a divergéncia do potencial,
e comparando os resultados com aqueles obtidos utilizando o parametro de abrandamento €.
Por altimo, os efeitos da geometria do sistema e das condi¢des de contorno serdo estudadas
utilizando duas geometrias: circulo e linha.

Este capitulo estd estruturado como se segue: na secdo 4.1 serdo apresentados os modelos
a serem estudados : o modelo do anel auto-gravitante e o0 modelo auto-gravitante em uma linha
finita e suas contrapartidas com particulas rigidas e com o parametro de abrandamento. Na
secdo 4.2 serdao apresentados os resultados das curvas caldricas, dependéncia do pardmetro de
ordem com relacdo a energia interna do sistema e os diagramas de fase dos dois modelos.

4.1 Modelos

Nesta se¢do iremos apresentar os modelos continuos estudados neste capitulo. Todos os mode-
los deste capitulo tem o hamiltoniano da seguinte forma:

p? 1 ¥
H= 17+N.Z_' V(Qi_CIj)a 4.1)

lv.]_l

i<j

=

onde ¢; € a coordenada generalizada da posicao da particula i e p; 0 momento generalizado
associano a ¢;. O potencial interparticula V (g; — q;) € especificado para cada modelo a seguir.
O fator 1/N foi introduzido para restaurar a extensividade dos potencias de pares.

4.1.1 Modelo do anel auto-gravitante

O modelo do anel auto-gravitante foi primeiramente proposto por Sota et al. [18] e consiste de
N particulas pontuais de massa unitdria interagindo por gravitacdo newtoniana tridimensional,
mas cujo movimento estd confinado a um anel unidimensional de raio fixo unitidrio como mostra
a figura 4.1. A regularizacao usual do potencial para este modelo € a utilizagdo de um pequeno
parametro de abrandamento € [1, 2, 4, 18, 6], tal que o potencial interparticula é:
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Figura 4.1 Descri¢ao geométrica do modelo do anel auto-gravitante. As particulas tém o movimento
confinado a um circulo de raio unitario r e, portanto, tem sua localizacdo determinada por angulos 6;
medidos com rela¢do a uma dire¢@o fixa. Cada par de particulas interage por uma forga proporcional ao
inverso do quadrado da distincia entre elas, onde esta distancia é dada pelo comprimento da corda d.

—1
V(6;,—0;)= , 4.2
(6:=6;) V24/1—cos(6;— 0,) +¢€ *2)
onde as coordenadas generalizadas foram tomadas como posi¢des angulares 6;.
Tomando o limite para € grande, o potencial em (4.2) fica:
1 | 1—cos(6;—0)) )
V(6;,0;) = -1 o(e "), 4.3

que € o potencial do modelo de Hamiltoniano de Campo Médio - HMF, do inglés Hamiltonian
Mean Field, um modelo paradigmatico para sistemas com intera¢des de longo alcance e bem
estudado na literatura [1, 2, 28, 18, 6, 59, 4, 16, 61, 62, 63, 64, 26, 25, 21]. O modelo HMF pos-
sui duas fases - uma fase ferromagnética a baixas energias com particulas aglomeradas em um
Unico cluster; e uma fase gds a altas energias com as particulas distribuidas homogeneamente
no circulo- com uma transi¢ao de fase de segunda ordem entre as duas fases [16].

Neste trabalho também consideraremos a introdu¢do de um potencial de particula rigida
como regularizacdo do potencial a curtas distancias:

—1/\/2(1 —COS(O,'—GJ')) , S€ 9,'—9]' >/

V(6:—0;) = { Lo ,se 6;—6; </, @5

em que ¢ € a menor distdncia angular que uma particula pode se aproximar da outra e representa
o tamanho da particula.

O campo médio da magnetizacdo é o parametro de ordem para ambos os modelos - anel e
HMF- e € definida como:
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M = \/M? + M2, (4.5)

com 0s componentes vetorias:

1Y : :
M, = N;cos(@-) = (cosO)ny, M,= N;sm(e,-) = (sinB)y. (4.6)
A magnetizacdo M é mdxima e igual a 1 quando todas as particulas se encontram no mesmo
ponto e € minima e nula quando as particulas se encontram homogeneamente distribuidas no
circulo.
Utilizando as defini¢des de (4.5) e (4.5) o potencial em (4.3) pode ser reescrito como:

2
V(6;,6)) = N—3 1—M2—\/£] +0(e ), (4.7)
(2¢)2

que mostra a ndo-extensividade deste modelo e a natureza de campo médio do modelo HMF.

4.1.2 Modelo auto-gravitante na linha

Ambos os modelos apresentados na se¢do anterior apresentam condi¢des de contorno perio-
dicas. No intuito de estudar o efeito das bordas (ndo-periddicas) nas propriedades termodi-
namicas vamos introduzir aqui um modelo simplificado unidimensional com um potencial do
tipo 7~ ! com particulas se movendo numa linha finita. O modelo consiste de N particulas se
movendo com potencial gravitacional newtoniano tridimensional, mas cujo o movimento esta
confinado neste caso a uma linha finita de comprimento L. Portanto:

oo Y rimxglse i — x> 4
V(xt_x’)_{ +o0 ,se |x —xj| <L, o

com uma regularizacio de particulas rigidas aplicada para evitar a divergéncia do potencial a
curtas distancias, e:

—1

V(xi,xj) = 7——, 4.9
) = T o
com uma regularizacdo utilizando o parametro de abrandamento €.
No limite de € grande o potencial em (4.9) pode ser reescrito como:
1 -3
V(xi,xj):?(]x,-—xj|—8)+ﬁ(£ ), (4.10)

que € o potencial do modelo das folhas auto-gravitantes, ou modelo planar - um modelo unidi-
mensional formado por folhas de dimensdes infinitas de densidade de massa fixa se movendo
na direcdo perpendicular ao plano das folhas [60]. O modelo planar é um modelo solivel que
ndo apresenta nenhuma regiao de calor especifico negativo, nem nenhuma transic¢ao de fases.
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4.2 Resultados

Para o estudo das propriedades termodinamicas dos sitemas apresentados na secao anterior foi
utilizado o método de Monte Carlo Microcan6nico de Ray apresentado no capitulo 3. A imple-
mentacdo do método para gis de rede € discutida no apéndice B deste trabalho. A abordagem
de géas de rede ¢ implementada dividindo o sistema em N, células iguais. O limite continuo é
obtido quando N, € muito grande.

4.2.1 Ocupacio do sistema

Para a andlise dos resultados dos modelos com potencial de particula rigida € importante intro-
duzir uma nova varidvel - a ocupag@o 1 do sistema, que € definida como a fragdo do espago
total disponivel ocupado por particulas:

N/{

n=— (4.11)

No caso dos modelos do anel e HMF, obrigatoriamente, L = 2. Por razdes de praticidade
e sem perda de generalidade vamos fixar L = 27 para o modelo na linha também, isto facili-
tard comparagdes com o modelo do anel. A presenca do potencial de particula rigida implica
que o sistema pode ter uma ocupagdo maxima mqx = 1, ou seja, ha uma limitagdo na quanti-
dade de particulas do sistema em que N,uqx = Trunc(L/{), onde a operagdo Trunc representa o
truncamento da razdo L/, i. e., o menor inteiro préximo a L//.

A ocupacdo n esta relacionada com a densidade linear média fisica p, com p = %, da
seguinte maneira:

n=Pt (4.12)
m
Para a implementacdo computacional do algoritmo de Monte Carlo Microcan6nico € con-
veniente definir o tamanho das particulas em termos da quantidade de células N, da rede como
(= 1% Desta maneira, a ocupac¢ao pode ainda ser definida como:

S 4.13
N (4.13)

para fins computacionais.

4.2.2 Potencial minimo e nao-extensividade nos modelos com particulas rigidas

Nos casos onde hé a presenga do potencial de particula rigida, a energia potencial minima ndo
escala com N> mas de uma maneira diferente. Consideremos o caso da linha por razdes de
simplicidade, sem contudo perder generalidade.

O caso de menor energia potencial possivel quando ha particulas rigidas ocorre quando
todas as particulas se encontram aglomeradas, uma ao lado das outras, a uma distancia ¢ dos
dois vizinhos mais préximos e uma distincia j¢ do j-ésimo vizinho, como mostrado na figura
4.2.



34  CAPITULO 4 MODELOS AUTO-GRAVITANTES EM 1D - ABORDAGEM DE GAS DE REDE

k=1 2 3 45 N

Figura 4.2 Ilustracdo do caso de menor energia potencial possivel no caso da linha quando hé particulas
rigidas: quando todas as particulas se encontram aglomeradas, a uma distincia ¢ dos dois vizinhos mais
proximos e uma distincia j¢ do j-ésimo vizinho.

Nesta situacao € conveniente transformar a soma dupla de pares do potencial dado na equa-
¢do (4.8) em uma soma simples sobre a contribui¢do de cada par de vizinhos. Sendo N —k
pares de vizinhos com particulas a uma distancia k¢ um dos outros:

Vinin = —IZZ’: Nk—_gk, (4.14)
onde V,,,;,, € o potencial minimo.
1 N
Vmin:Z[N—l—N;%]. (4.15)

A soma ao lado direita da equacdo (4.15) € a série harmonica truncada e tem resultado conhe-
cido:
N—1 1
S=In(N = )y s
k;l k 2(N—1)

onde Y= 0.5772156. .. é a constante de Euler-Mascheroni. ParaN > 1,N—-1~Ne 1%, < 1t

(4.16)

Vmin:%][l—y—ln(N)]. .17)
Tomando a defini¢ao de ocupagdo da equacao (4.11) e substituindo em (4.17):
N2
!me|=n—L[ln(N)+7—1]- (4.18)

Portanto, o potencial minimo no modelo na linha com particulas escala com N2 In(N). Ao
contrdrio, quando utiliza-se o parametro de abrandamento, o potencial minimo € dado por
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Figura 4.3 Griéficos do potencial minimo calculado numericamente em fun¢do do nimero de particulas,
as diferentes curvas foram obtidas variando a quantidade de sitios da rede de 10* a 105. No painel
a esquerda foi plotado os gréficos de |V,,;;|/N com o eixo das abcissas em escala log, o resultado é
uma reta, que mostra a dependéncia logaritmica do potencial minimo com a quantidade de particulas,
portanto a prescri¢do de Kac falha em reestabelecer a extensividade neste caso. O painel a direita mostra
o gréfico de |Viuin|nL/N? com o eixo das abcissas em escala log, verifica-se que todas as curvas do
gréifico a esquerda colapsam na mesma curva, isto mostra que o resultado numérico estd em acordo com
o resultado da equacgdo 4.18.

|Vinin| = N?z Enquanto nos modelos com o parametro de abrandamento a prescricdo de Kac
restaura a extensividade da energia, nos casos onde hé o potencial de particula rigida a pres-
cricdo de Kac ndo € suficiente para restaurar a extensividade da energia potencial, pois hd a
dependéncia logartitmica com o nimero de particulas. A figura 4.3 mostra o cdlculo numé-
rico do potencial minimo, € possivel ver que os resultados numéricos estdo de acordo com a
equacao (4.18).

No intuito de executar uma prescri¢io que elimine a dependéncia do potencial por particula
com N, reescalamos a energia pelo menor valor de energia potencial possivel de tal maneira
em que V — V/|V,,in|. Desta maneira, o valor minimo para a energia por particula é E,;;, = —1
independetemente de quantas particulas ha no sistema. Como os resultados a seguir mostram,
os graficos da temperatura, da magnetizacao e dos momentos estatisticos colapsam na mesma
curva para diferentes valores de N e de quantidade de sitios da rede N,, variando somente com
relacdo aos outros parametros - a saber o parametro de abrandamento € a ocupagdo 1. Isto
significa que a dependéncia do potencial com relacdo a N € a mesma de V,,;,, que pode ser
calculado numericamente, ou analiticamente.

4.2.3 Modelo do anel auto-gravitante

Primeiramente, consideraremos um caso ja estudado na literatura para modelos continuos - o
modelo do anel auto-gravitante com o potencial dado pela equaccdo (4.2), com o parametro de
abrandamento €. A curva caldrica e a curva de magnetizacao em fungdo da energia total por
particula sdo mostradas nas figuras 4.4 e 4.5, respectivamente. Os resultados foram obtidos para
N = 1000 e as médias foram tomadas a partir de 500 interag¢des por particula tomando um ponto



36 CAPITULO 4 MODELOS AUTO-GRAVITANTES EM 1D - ABORDAGEM DE GAS DE REDE

04 * T * I T * T *
= [ ] e=1
i . ® =001 .
= (]
03+ . o]
= °
L . .
Ibq L]
=02 " ) B
......l. ?
.o..-
L O i
o
02"
ol ]
.l
L]
L]
- ,
[ ]
L]
Y 1 | 1 | 1 | 1 | 1
-1 0.8 0,6 0.4 02 0

Figura 4.4 Temperatura em func¢do da energia total por particula. Os resultados foram obtidos para
N = 1000 e as médias foram tomadas a partir de 500 iteragdes por particula. Os resultados concordam
com os resultados obtidos por Sota el al. e Tatekawa el al. [6, 18]- para altos valores de € o sistema
tende a curva caldrica do modelo HMF unidimensional, e para baixos valores de € o sistema mantém
caracteristicas de sistemas gravitacionais, como a regido com calor especifico negativo.

para média a cada 1000 iteracdes a fim de o sistema perder informacdes sobre a configuragdo
anterior. Os resultados estdo em conformidade com os resultados obtidos por Tatekawa el al. e
Sota el al. nas referéncias [6, 18]. Isto mostra que a descricdo de géas de rede converge para o
limite continuo ao aumentar a quantidade de sitios da rede N,.

O modelo do anel auto-gravitante com o potencial com o parametro de abrandamento €
possui duas fases, uma homogénea a altas energias - E > E; , onde E; € a energia de transi¢do e
€ dependente do parametro € - e uma fase inomogénea a baixas energias (£ < E;). Para grandes
valores de € o sistema tende ao modelo HMF unidimensional no caso ferromagnético [16,
18, 6], com uma trasi¢do de fase de segunda ordem entre a fase homogénea e aglomerada.
Para pequenos valores de € o modelo mantém as caracteristicas de sistemas auto-gravitantes
com dois regimes na fase aglomerada [65]: o primeiro a baixas energias, é estabilizado pelo
parametro de abrandamento do potencial, sem o qual as particulas cairiam numa singularidade,
caracterizado por ser uma regido com calor especifico positivo e por somente haver particulas
com baixa energia formando somente um cluster sem a formac¢ao de um halo difuso; o outro é
um regime a energias intermedidrias que € o regime que mantém as caracteristicas intrisecas dos
modelos auto-gravitantes, tendo uma regido com calor especifico negativo, este € um regime
virializado, com particulas de baixa energia formando um algomerado (chamado de core, ou
cluster) e particulas mais energéticas formando um halo difuso.

As figuras 4.6 e 4.7 mostram a curva caldrica e a magnetizacdo em funcdo da energia para
diversos valores de ocupagdes 1 no caso com o potencial de particula rigida dada pela equa-
¢do (4.4). Neste caso a 1 desempenha um papel anilogo ao papel de € no caso anterior. A
medida em que o sistema fica mais preenchido por particulas, situacdo em que 1 cresce, 0
comportamento termodindmico do sistema se aproxima ao do modelo HMF no regime ferro-
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Figura 4.5 Magnetizagdo em funcdo da energia total por particula. Os resultados foram obtidos para
N = 1000 e as médias foram tomadas a partir de 500 iteracdes por particula. Os resultados concordam
com os resultados obtidos por Sota el al. e Tatekawa el al. [6, 18]- para altos valores de € o sistema
tende a curva de magnetizacdo do modelo HMF unidimensional, e para baixos valores de € o sistema
mantém caracteristicas de sistemas gravitacionais, como a fase aglomerada a baixas energias.

magnético [1, 16].

O modelo com potencial de particula rigida possui duas fases, uma fase a altas energias
- E > E; , onde E; é a energia de transicdo e neste caso ¢ dependente da ocupacdo 1 e uma
fase inomogénea a baixas energias E < E;. Para valores de 1 menores do que uma ocupagdo
critica 1, = 44%, o sistema mantém a caracteristica de sistemas auto-gravitantes de possuir
uma regido de calor especifico negativo, a transi¢do entre as fases homogénea e aglomerada é
de primeira ordem apresentando uma descontinuidade na temperatura do tipo salto na energia
de transicdo E;,. Para n > 1, a transicdo de fases passa a ser de segunda ordem e ndo ha
nenhuma regido com calor especifico negativo, confirmando a tendéncia ao modelo HMF para
grandes valores de 1.

O n-ésimo momento central de uma distribuicdo de uma varidvel aleatéria Y € definido
como U, = ((Y — (Y))"), portanto o segundo momento central de uma distribuigdo é a varian-
cia da varidvel aleatéria. Os momentos centrais de uma distribuicdo sdo sensiveis a mudangas
na estrutura da distribui¢ao e estas mudangas por sua vez podem indicar a ocorreéncia de tran-
sigdes de fases. A curtose de uma varidvel aleatéria é dada pela razio k = iy /(Uz)?, é uma
medida adimensional e traz informac¢des importantes sobre a funcio de distribui¢do de Y, a
curtose de uma gaussiana sempre tem valor 3, a curtose da distribuicdo homogénea sempre tem
valor 1,8 e a curtose de uma distribuicao delta de Dirac sempre tem curtose com valor infinito.
Valores altos para a curtose acontecem no caso em que Uy < g € isto se dd em duas circuns-
tancias: quando a variancia € pequena, ou seja, quando a distribui¢do estd concentrada ao redor
da média, ou quando p4 € muito grande, e isto ocorre quando a funcao de distribui¢do ndo decai
suficientemente rapido ao se afastar da média, ou seja, a uma distribui¢ao do tipo heavy-tail.

Os gréficos da figura 4.8 mostram a dependéncia do segundo e do quarto momento centrais
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Figura 4.6 Temperatura em funcgdo da energia total por particula. Os resultados foram obtidos para
N = 1000 e as médias foram tomadas a partir de 500 iteracdes por particula. A ocupacio 1 desempenha
um papel andlogo ao do pardmetro de abrandamento no caso anterior - para altos valores de 1 o sistema
tende a curva calérica do modelo HMF unidimensional, e para baixos valores de 1) o sistema mantém
caracteristicas de sistemas gravitacionais, como a regido com calor especifico negativo.
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Figura 4.7 Magnetizagdo em funcdo da energia total por particula. Os resultados foram obtidos para
N = 1000 e as médias foram tomadas a partir de 500 iteragdes por particula. A ocupacgio 1 desempenha
um papel andlogo ao do pardmetro de abrandamento no caso anterior - para altos valores de 1 o sistema
tende a curva de magnetizacdo do modelo HMF unidimensional; e para baixos valores de 1, o sistema
mantém caracteristicas de sistemas gravitacionais, como a fase aglomerada a baixas energias.
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da distribui¢do espacial de particulas no circulo em funcio da energia total por particula com
relagc@o a ocupagdo. Para 1 < 1. hd uma descontinuidade do tipo salto em ambos os gréficos do
segundo e do quarto momentos centrais, indicando a transi¢ao de fases de primeira ordem entre
as fases homogénea e aglomerada. Para 1 = 1, os momentos estatisticos tétm uma oscilacao
grande na drea proxima a energia de transicao, sendo dificil, portanto, de categorizar a transi¢ao
para esta ocupagcdo como sendo de primeira ou segunda ordem. Para 1 > 1. 0os momentos
variam de maneira continua e suave, categorizando a transi¢ao como sendo de segunda ordem.

Nardini e Casetti em seu trabalho de 2009 [66] propuseram a existéncia de uma transicao de
fases proxima a energia mimina para o sistema, esta idéia foi baseada no método de topologia da
energia potencial [67]. No entanto, Rocha Filho et al. [65] ndo encontraram nenhuma evidéncia
para tal transi¢cdo neste modelo com o parametro de abrandamento. Corroborando com os
reultados obtidos por Rocha Filho et al. [65] os grafico da curva caldrica na figura 4.6, da
magnetizacdo na figura 4.7 e dos momentos centrais na figura 4.8 ndo mostram nenhum indicio
de alguma transi¢ao de fases a baixas energias no caso com particulas rigidas também.

O grafico da figura 4.9 mostra a curtose da distribuicao espacial de particulas em fun¢do da
energia por particula para diversas ocupacdes. A medida em que 1 diminui, a curtose passa a
ter um forte pico a baixas energias com uma alta variacdo, mas que ndo chega a ser considerada
uma descontinuidade. Esta variacdo abrupta corresponde a uma transi¢ao estrutural, a uma
mudanca de regime onde o sistema passa de uma estrutura com um core tnico e distribuicao
de particulas com curtose k = 1,8 e um valor pequeno para a variancia U - que corresponde
a uma distribuicao homogénea dentro do aglomerado devido ao potencial de particula rigida -
para uma estrutura do tipo core-halo, a formagao deste halo leva a uma distribui¢do de particulas
mais afastadas do valor médio conferindo uma curtose alta para este segundo regime. A dnica
transicdo de fase termodindmica ocorreria com 11 — 0 e £ — 0, em que todas as particulas
colapsariam em um unico ponto levando a catdstrofe gravotérmica.

A figura 4.10 mostra o diagrama de fases para o modelo do anel auto-gravitante com parti-
culas rigidas mostrando a dependéncia da natureza das transi¢cdes de fase com a ocupacdo e a
localizag¢do de cada fase no plano calérico T — E.

4.2.4 Modelo auto-gravitante na linha

Consideremos agora o modelo auto-gravitante na linha. A comparacdo dos resultados deste
modelo com os do anel auto-gravitante permite uma melhor compreensao dos efeitos da to-
pologia e das bordas nas propriedades dos modelos simplificados unidimensionais. Primeiro
consideremos o resultado do modelo com o parametro € dado pela equacao (4.9). O primeiro
efeito da topolgia para este modelo foi demonstrado na equagao (4.10), enquanto o modelo do
anel, no limite de € grande, tende ao modelo HMF unidimensional ferromagnético, no mesmo
limite, o modelo linear tende ao modelo planar de gravitacdo unidimensional [60].

A figura 4.11 mostra a curva caldrica do modelo para vdrios valores de € e confirma a
predicdo da equacdo (4.10), para altos valores de €, o sistema tende a curva calérica do modelo
planar. Embora este modelo apresente caracteristicas interessantes fora-do-equilibrio como
os estados quasi-estaciondrios com distribui¢do de velocidades ndo-gaussianas, emergéncia
de estruturas fractais, e formagdo de estruturas core-halo [68, 69, 70], no equilibrio ndo ha
nenhuma regido com calor especifico negativo, ndo apresenta inequivaléncia de ensembles e
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Figura 4.8 A esquerda os gréficos do segundo momento central y, em funcio da energia por particula
para diversos valores de 7). A direita os gréficos do quarto momento central pi4 em fungdo da energia por
particula para diversos valores de 1. Para 1 < 1, € possivel ver a descontinuidade na transicdo de fase
entre as fases homogénea e aglomerada, caracterizando uma transi¢io de primeira ordem. Para n < 1,
a transicdo € de segunda ordem com os valores variando continuamente. Nao apresenta nenhum indicio
de outra transicao de fase a baixas energias.
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Figura 4.9 Gréfico da curtose em fungdo da energia por particula para diversos valores de 1. Para
pequenos valores de 1 ha formagdo de um pico acentuado a baixas energias. Este corresponde a uma
transicao estrutural, de uma mudanca de regime de tinico core para um regime de um core com a forma-
¢d0 de um halo difuso.
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Figura 4.10 Diagramas de fase para o modelo do anel auto-gravitante. O painel a esquerda mostra o
diagrama de fases no plano 7' — E e o painel a direita mostra o diagrama de fases no plano n — E. (I)
corresponde a regido onde o sistema estd na fase aglomerada; (II) corresponde a regido onde o sistema
estd na fase homogénea. A linha tracejada denota a regidio onde hé transi¢do de fase de segunda ordem,
enquanto a linha pontilhada a regido onde h4 transicao de fase de primeira ordem. A linha sélida é o
limite fisico acessivel ao sistema e corresponde a curva caldrica do sistema quando 1] = Myax-

também ndo apresenta nenhuma transicao de fase.

Para pequenos valores de € o sistema mantém as caracteristicas de sistemas gravitacionais
de maneira semelhante ao que ocorre no modelo do anel; h4 duas fases, uma fase homogénea a
altas energias e outra inomogénea a baixas energias; e uma transicao de fase de primeira ordem,
com uma descontinuidade do tipo salto na tempratura na energia de transicao. Esta fase a baixas
energias possui de igual maneira dois regimes: um a energias intermedidrias caracterizado por
uma estrutura core-halo com calor especifico negativo representando a propriedade intriseca de
sistemas gravitacionais no equilibrio do virial; e outro a energias muito baixas com calor espe-
cifico positivo e caracterizado por uma estrutura de somente um aglomerado estabilizado pelo
parametro de abrandamento do potencial, sem o qual as particulas cairiam na singularidade.

A figura 4.12 mostra os momentos centrais e a figura 4.13 mostra o gréifico da curtose da
distribui¢do espacial de particulas para o presente modelo. O estudo dos momentos centrais
¢ importante neste modelo para analisar a inomogeneidade da distribuicdo. Para pequenos
valores de € a baixas energias, o sistema tem um baixo valor da variancia U, e um alto valor
da curtose, implicando que o sistema possui uma alta inomogeneidade, pois as particulas estdo
concentradas ao redor do valor médio com poucas particulas afastadas. A medida em que a
energia aumenta, a varidncia aumenta e a curtose diminui, implicado em uma distribuicdo mais
afastada do valor médio, mas mantendo o aglomerado central. Ao aumentar a energia até a
energia de transicao ocorre uma descontinuidade do tipo salto nos momentos centrais indicado
a transicao de fase, esta segunda fase € caracterizada por um valor maximo da variancia e uma
curtose com valor k = 1,8, caracteristica de uma distribuicdo homogénea.

Para altos valores de € o sistema tende ao comportamento do modelo planar, nunhuma
discontinuidade € notada nos momentos centrais. A transicdo do regime aglomerado para o
regime homogéneo ocorre de maneira suave, sem a indicacdo de nenhuma transicdo de fase.
Os graficos da figura 4.14 mostram o resultado para a variancia e a curtose da distribuicao
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Figura 4.11 Temperatura em fun¢do da energia total por particula. Os resultados foram obtidos para
N = 1000 e as médias foram tomadas a partir de 500 iteracdes por particula. Para altos valores de €
o sistema tende a curva caldrica do modelo das folhas gravitacionais, ou modelo planar [60]; e para
baixos valores de € o sistema mantém caracteristicas de sistemas gravitacionais, como a regiao com
calor especifico negativo.

espacial para o modelo planar obtido por meio do mesmo algoritmo de gés de rede utilizado
neste capitulo. Os resultados do modelo planar estdo de acordo com os resultados do modelo
linear com altos valores de €.

Para o modelo do anel auto-gravitante, vimos que a introducdo do potencial de particula
rigida introduziu o efeito da ocupacdo do sistema. O mesmo ocorre para o modelo auto-
gravitante na linha com particulas rigidas com potencial dado pela equacgdo (4.8). O gréfico da
figura 4.15 mostra a curva caldrica do modelo na linha com particulas rigidas para alguns valo-
res de 1. Com a introducdo das particulas rigidas 11 desempenha um papel semelhante aquele
desempenhado por €, semelhantemente ao que ocorre no modelo do anel auto-gravitante. Para
n > 1., onde, agora, N, = 37%, o sistema se aproxima do comportamento do modelo planar,
neste modelo, como ja dito, ndo ha nenhuma transi¢do de fase. Isto configura uma diferenca
do modelo do anel, pois, para o anel, valores de ocupagdo acima de 7, levam ao modelo HMF
que tem transicdo de fase de segunda ordem entre as fases homogénea e inomogénea.

Para n < 1., o sistema tem duas fases: uma inomogénea a baixas energias € uma homoge-
nea a altas energias. A fase inomogénea mantém os dois regimes: um a energias muito baixas
com calor especifico positivo e caracterizado pela estrutura de um aglomerado tnico, estabi-
lizado pelo potencial repulsivo de particula rigida sem o qual as particulas colapsariam todas
num mesmo sitio da rede; e outro regime com particulas formando uma estrutura core-halo.
Para 30% < n < n, atransi¢do de fases € uma transi¢do de segunda ordem, com o sistema indo
para a fase homogénea de maneira continua. Neste caso, o regime a energias intermediarias
somente possui calor especifico positivo e, portanto, ndo mantém as caracteristicas intrisecas
dos sistemas auto-gravitatnes no equilibrio do virial. Para 1 < 30%, o sistema passa a ter uma
transicao de fase de primera ordem com uma descontinuidade do tipo salto na temperatura na
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Figura 4.12 Graficos dos momentos centrais da distribuicdo espacial de particulas para o modelo linear
com parimetro de abrandamento em fungio da energia para diversos valores de €. A esquerda os gréficos
do segundo momento central e a direita os graficos do quarto momento central (4. Para pequenos valores
de € € possivel ver a descontinuidade na transi¢do de fase entre as fases homogénea e aglomerada,
caracterizando uma transicio de primeira ordem. Para grandes valores de € a transi¢@o de fases deixa de
ocorrer e o sistema se aproxima aos resultados do modelo planar.
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Figura 4.13 Gréfico da curtose da distribui¢do espacial de particulas na linha em func@o da energia
para vérios valores de €. O pico a baixas energias corresponde a transi¢do estrutural, onde o regime
caracterizado por uma estrutura de um tnico aglomerado passa a uma estrutura de core-halo, sendo que
o limite € — 0 corresponderia a uma transicao de fase termodinimica.
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Figura 4.14 Grafico da variancia e da curtose da distribui¢io espacial de particulas para o modelo das
folhas auto-gravitantes em funcio da energia.

energia de transicdo. Neste caso, o regime a energias intermedidrias passa a ter calor especifico
negativo, mantendo a caracteristica dos sistemas auto-gravitantes virializados.

A figura 4.12 mostra os momentos centrais e a figura 4.13 mostra o gréifico da curtose da
distribui¢do espacial de particulas para modelo auto-gravitante na linha com particulas rigidas.
Para baixas energias o sistema apresenta uma variancia baixa que aumenta com a ocupg¢do 1
e uma curtose com valor k = 1,8, isto acontece porque a introdu¢do do potencial de particula
rigida impede as particulas de se aglomerarem no mesmo sitio da rede, criando uma estrutura de
um tunico aglomerado de particulas homogeneamente distribuidas dentro deste. Ao aumentar a
energia o sistema passa por uma transicdo estrutural, em que as particulas tém energia suficiente
para se desprender do aglomerado formando um halo difuso a sua volta, com isso a variancia U,
aumenta indicando uma distribui¢do com particulas mais afastadas do algomerado e a curtose
também aumenta indicando que a distribui¢cdo de particulas passa a ficar mais concentrada nas
caudas da distribuicdo. No caso em que 1 — 0 e £ — 0 a transicao estrutural passa a ser uma
transicdo de fases termodindmica. A medida em que se aumenta a energia, a curtose tende a
voltar ao valor k = 1,8 e a variancia aumenta a um valor maximo indicando a fase homogénea.

Para n > n, os graficos dos momentos centrais e da curtose tendem aos mesmo graficos do
modelo planar mostrado na figura 4.14. Para 30% < 1 < 1. o sistema vai da fase inomogénea
para a fase homogénea de maneira continua indicando a transi¢do de fase de segunda ordem.
E para n < 30% € possivel verificar uma descontinuidade do tipo salto nos momentos centrais
W e Ug indicando uma transicao de fases de primeira ordem.

Os gréficos da figura 4.18 mostam o diagrama de fases para o modelo auto-gravitante na
linha no caso com particulas rigidas. Para valores de 1 maiores do que 37% o sistema passa
a ndo exibir nenhuma transi¢do de fases, pois tende ao comportamento do modelo das folhas
auto-gravitantes, e isto € um efeito da topologia da linha em comparacdo com a topologia do
anel, em que o sistema tem transicao de fases para qualquer valor de ocupacio.
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Figura 4.15 Temperatura em fun¢do da energia total por particula. Os resultados foram obtidos para
N = 1000 e as médias foram tomadas a partir de 500 iteragdes por particula. Para altos valores de 1
o sistema tende a curva caldrica do modelo das folhas gravitacionais, ou modelo planar [60], e para
baixos valores de 11 o sistema mantém caracteristicas de sistemas gravitacionais, como a regido com
calor especifico negativo.
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Figura 4.16 Gréificos dos momentos centrais da distribui¢do espacial de particulas para o modelo linear
com particulas rigidas em fungdo da energia para diversos alguns de 1. A esquerda os graficos do
segundo momento central e a direita os graficos do quarto momento central u4. Para pequenos valores
de n < n. é possivel ver a descontinuidade na transi¢do de fase entre as fases homogénea e aglomerada,
caracterizando uma transi¢do de primeira ordem. Para grandes valores de 7 > 1. a transi¢do de fases

deixa de ocorrer e o sistema se aproxima aos resultados do modelo planar.
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Figura 4.17 Grafico da curtose da distribui¢do espacial de particulas na linha em fungdo da energia
para vdrios valores de 1. O pico a baixas energias corresponde 2 transi¢do estrutural, onde o regime
caracterizado por uma estrutura de um tnico aglomerado passa a uma estrutura de core-halo, sendo que
o limite £ — O corresponderia a uma transi¢do de fase termodinamica.
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Figura 4.18 Diagramas de fase para o modelo do anel auto-gravitante. O painel a esquerda mostra o
diagrama de fases no plano 7' — E e o painel a direita mostra o diagrama de fases no plano n — E. (I)
corresponde a regido onde o sistema estd na fase aglomerada; (II) corresponde a regido onde o sistema
estd na fase homogénea (III) corresponde a regido na qual o sistema deixa de ter transi¢do de fase e
tende ao comporamento do modelo planar. A linha tracejada denota a regido onde hd transicio de fase
de segunda ordem, enquanto a linha pontilhada a regido onde hé transi¢do de fase de primeira ordem.
A linha sélida € o limite fisico acessivel ao sistema e corresponde a curva calérica do sistema quando
N = Nmax- O tridingulo corresponde a ocupagdo na qual o sistema deixa de ter transicdo de fase e tende
ao comporamento do modelo planar.



CAPITULO 5

Propriedades termodinamicas e de estabilidade do
HMF-2D

Hé uma grande quantidade de estudos tedricos e experimentais demontrando que a descri¢do
cléassica de relaxacdo colisional de dois corpos falha em descrever corretamente as propriedades
de transporte de sistemas com interacdes de longo alcance [12]. Historicamente, as primeiras
identificacdes das propriedades de relaxacdo peculiares de sistemas com interagdes de longo al-
cance vieram de observagdes astrondmicas [5, 13, 14, 8,9, 15]. Nos anos sessenta, descobriu-se
que o perfil de luminosidade de galdxias elipticas eram regulares, suaves e simétricos, o que
sugeriria que tinham alcangado um de estado de alguma sorte de equilibrio. No entanto, anteri-
ormente, cdlculos feitos por Chandrasekar [15] resultaram numa escala de tempo de relaxagao
gerada por colisdes de dois corpos muito maior do que a idade do universo, contradizendo a
hipétese de relaxacao por colisdes bindrias. Tal contradi¢do levou Lynden-Bell a introduzir o
conceito de Relaxagdo Violenta em seu famoso artigo de 1967 [14], como um cenério ndo-
colisional para explicar a rdpida evolucdo de sistemas auto-gravitantes em direcdo a estados de
quasi-equilibrio, estados estes apresentados no capitulo 1. A teoria de Lynden-Bell, é baseada
na importancia da conservacao do volume do espago de fases e consistia em dividir o espago
de fases em microcélulas -relacionadas a uma func¢ao de distribui¢do chamada distribuicao de
grao fino - e arranja-las para se encaixarem em macrocélulas - relacionada a uma funcao de
distribui¢do chamada distribuicao de grao grosso - entdo era contado e maximizado o nimero
de combinagdes das macrocélulas que conservavam a energia obedecendo certos vinculos de
conservacdo [19]. O resultado obtido foi uma superposi¢do de distribui¢des de Fermi-Dirac.

A proposta de Lynden-Bell deu inicio um campo de pesquisa ativo e muito debatido que,
progressivamente, se difundiu da comunidade de astrofisica para a comunidade de mecanica
estatistica [1, 13, 19, 20, 21]. Isto foi facilitado pelo uso de modelos simplificados com intera-
coes gravitacionais [13]. Em particular, muito progresso no entendimento de tais processos de
relaxacao foi devido a extensivas simulagdes numéricas de modelos simplificados [18, 22, 16,
17, 23] que apontam para o seguinte cendrio: uma rapida relaxagdo para o equilibrio seguida
de um curso extremamente lento em direcao ao equilibrio termodinamico [24, 25, 26, 27]. Um
exemplo destes modelos simplificados € o HMF [16], um modelo minimalistico e paradigmé-
tico no estudo de interagdes com longo alcance [1, 2, 28].

O modelo HMF ¢ unidimensional no espaco, o que poderia ser uma restricdo severa para
realizagOes experimentais. Em 2000 surgiu a proposta de utilizar condensados de Bose-Einstein
como plano de fundo para preparar experimentos com potenciais de longo alcance artificiais
em laboratério [54]. Além desta limitacdo, estudar difusdo no HMF unidimensional implica
em estudar a difus@o no espaco de angulo-acdo [64], j4 em um modelo bidimensional € possivel

47
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estudar a difusd@o no espago 2D real. Isto conduziu Torcini e Antoni, em 1998, a introduzir a
expansao bidimensional do modelo HMF [17].

Este capitulo estd organizado como se segue: na sec¢do 4.1 é apresentado a extensdao do
modelo HMF para duas dimensdes; na se¢io 4.2 € apresentado os resultados do método de
Monte Carlo microcandnico de Ray para o modelo HMF; e na secdo 4.3 € apresentado um
estudo da estabilidade linear de distribui¢des espaciais homogéneas no limite de particulas
frias para o modelo HMF bidimensional.

5.1 Modelo HMF bidimensional

O modelo HMF bidimensional (HMF-2D) consiste num sistema de N-corpos interagindo por
um potencial de pares de longo alcance e cujo movimento das particulas se dd em um espago
cartesiano bidimensional e periédico. A hamiltoniana desse sistema € do tipo

N 2 2

Pix T Pi

Hupr-op =Y, % +V(xy), (5.1
i=1

onde

V(x,y) = ZL Z {2¢+d — c[cos(x; — x;) +cos(y; — yi)| — d cos(x; — x;) cos(yi — vi) }, (5.2)
i,j=1

o fator N~! foi introduzido como prescrigio de Kac, ¢ e d sdo constantes de acoplamento -
se ¢ ou d forem nulos, o movimento bidimensional seria desacoplado - ¢ e d também determi-
nam se o potencial € atrativo ou repulsivo. Em seu artigo original Torcini e Antoni tomaram o
caso ¢ =d = 1 [23] para o estudo de sistemas auto-gravitantes, no entanto este trabalho ndo sera
restrito somente ao caso totalmente atrativo (¢ > 0 e d > 0), mas também aos casos totalmente
repulsivo (¢ < 0 e d < 0) e misto atrativo-repulsivo (demais valores para c e d).

Introduzindo as quatro varidveis de campo médio, sendo dois campos médios chamados
magnetizagdo [13, 23]:

M; = ( ZCOS X;) NZSIH X; ) ({cos(x)), (sin(x))) = M;(cos ¢y,sin @)

N N
M:= (%ZCOS i), Z sin(y; ) ({cos(y)), (sin(y))) = Ma(cos ¢2,sing),  (5.3)
i=1 i=1

e dois campos médios chamados polarizagao:

P, = ({cos(x+)), (sin(x+1))) = Py (cos Y sin )
P_ = ((cos(x—y)), (sin(x—y))) = P_(cos y_,siny_), (5.4
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obtém-se que o potencial de pares introduzido anteriormente em (5.2) é um potencial de campo
médio. Substituindo as defini¢des de (5.3) e (5.4) em (5.2), obtemos a seguinte hamiltoniana:

d P+ P, (5.5)

u p%x+p12-y 2 2
Hyyrpop = Y, —>——=+N |2c+d —c(Mi + M3) — 2(

i=1 2
onde o potencial s6 depende dos médulos dos campos médios. O hamiltoniano de uma particula

N
h; definido como H = Y h; é dado por:
i=1

2 2
pi,x+pi,y

hi =
2

+2c+d — c[Mj cos(x; — ¢1) + M cos(y; — ¢n)]
—%l[P+cos(x,-—|—y,-—I//+)+Pcos(xi—yi—l//)], (5.6)

e as equacgoes de movimento obtidas por meio de (5.6) sdo:

. d
X :cF1+§ (Fr+F-)

d
S (Fy—F.), (5.7)

ﬁ205+2

onde

Fi = My sin(x; — ¢1),
Fz Mzsm(y, 2

)
92),
Fy —P+Sln(xz+Yz V),

F_ = P_sin(x; — vo). (5.8)

E importante notar que os quatro campos médios definidos em (5.3) e (5.4) sdo também
parametros de ordem do sistema [23], pois os médulos M| e M, sdo méiximos e iguais a 1
quando todas as particulas se encontram alinhadas nas direcOes x e y, respectivamente, € sao
nulos quando as particulas se encontram homogeneamente distribuidas em x e y, respectiva-
mente, bem como os médulos P, e P— s@o maximos e iguais a 1 quando todas as particulas se
encontram alinhadas nas dire¢des x+y = k4 e x —y = k_, respectivamente, e sao nulos quando
as particulas se encontram homogeneamente distribuidas nas dire¢des x+y =k ex—y=k_,
respectivamente.

Por questdao de simplicidade, neste trabalho adotaremos ¢ = +1 e d = 1. Também €&
importante notar que por questdo de simetria de rotagdes de 7 /4 do potencial em (5.2), o caso
misto em que ¢ = 1 e d = —1 dard os mesmos resultados do que o caso ¢ = —1 e d = 1, dando
possibilidade a trés casos: 1) completamente atrativo, 2) completamente repulsivo e 3) misto
atrativo-repulsivo.
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Completely Attractive Case

Caloric Curve and Mean Fields Curves
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Figura 5.1 Grafico da dependéncia da temperatura (preto) e dos campos médios - magnetizacio (azul) e
polarizagdo (vermelho)- com relagdo a energia no ensemble microcandnico para o caso completamente
atrativo ¢ = d = 1. Os resultados concordam com os resultados obtidos por Antoni e Torcini e por Rocha
Filho er al. Ha a presenc¢a de uma regiio com calor especifico negativo, mostrando que o modelo mantém
caracteristicas de sistemas auto-gravitantes.

5.2 Mecanica estatistica de equilibrio no ensemble microcanénico

Para obtermos as curvas termodinamicas no ensemble microcandnico, implementamos o al-
goritmo microcandnico de Ray apresentado no capitulo 2, se¢io 2.1 com N = 10*. Das si-
mulagdes, obtemos que, para N > 100, as curvas caldricas sdo praticamente independentes do
numero de particulas, exceto para regides de transi¢oes de fase, onde efeitos de N finito podem
ser detectados. As médias foram tomadas no intervato entre 10° a 2 - 10° iteragdes, intervalo no
qual a convergéncia para a distribuicdo de equilibrio mostrou-se efetiva. Devido a isotropia do
potencial M| ~ M, e P, ~ P_ a medida em que N cresce [23].

Na figura 5.1, o gréfico da dependéncia da temperatura e dos campos médios com relacdo a
energia no ensemble microcan6nico para o caso completamente atratico ¢ = d = 1 é mostrado.
Os resultados estdo em concordancia com resultados previamente obtidos por Antoni e Tor-
cini [17, 23] e por Rocha Filho et al [61] no caso completamente atrativo. O sistema apresenta
duas fases: uma fase homogénea (HP do inglés Homogeneous Phase para valores de energia
maiores do que uma energia critica (€ > Ué ~ 2) e uma fase fria (SCP- do inglés Single Clus-
ter Phase), altamente inomogénea com a presenca de um unico cluster para energias abaixo de
uma energia critica (0 < & < Ué). Esta fase apresenta calor especifico negativo no intervalo
1.25<e< Ué. A transi¢ao de fase conectando a SCP com a HP € de segunda ordem, uma vez
que os campos médios vao continuamente a zero e hd uma desconuidade no calor especifico.
A distribui¢do da SCP no espaco cartesiano é mostrada na figura 5.2.

O caso completamente repulsivo € mostrado na figura 5.3. Esse Caso € menos interessante
em termos de propriedades de equilibrio. O estados homogéneos sdo estdveis para todos os
valores de energia, o calor especifico é sempre positivo e constante e ndo ha nenhuma transicao
de fase [13].
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Fully Attractive Case
6,28 ‘ ; ‘ ;

4,71 —

=314

0 1,57 3,14 4,71 6,28

Figura 5.2 Distribuicdo de particulas no espaco cartesiano na fase SCP para € = 0.3. As particulas
estdo aprisionadas em uma estrutuda formando um dnico cluster.

Completely Repulsive Case

Caloric Curve and Mean Fields Curves
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Figura 5.3 Grafico da dependéncia da temperatura (preto) e dos campos médios - magnetizagao (azul) e
polarizag¢do (vermelho)- com relag@o & energia no ensemble microcandnico para o caso completamente
repulsivo ¢ = d = —1. Nao had nenhuma transicdo de fase e os estados homogéneos sdo acessiveis a

qualquer valor de energia.
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Mixed Attractive-Repulsive case

Caloric curve and Mean Fields curves
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Figura 5.4 Gréfico da dependéncia da temperatura (preto) e dos campos médios - magnetizagao (azul)
e polarizacdo (vermelho)- com relacdo a energia no ensemble microcandnico para o caso misto atrativo
repulsivo ¢ = —d = —1. Para baixas energias, o sistema se encontra na fase TCP, com dois clusters
homogeneamente distribuidos ao longo dos eixos x e y, mas alinhados ao longo das diagonais x+y =k
e x —y = k_, levando a magnetizagades nulas, mas polariza¢des ndo nulas.

Os resultados para o caso misto atrativo-repulsivo sao reportados na figura (5.4). Os campos
médios M| e M, foram escolhidos para serem repulsivos, enquanto que os campos médios P
e P_ foram escolhidos para serem atrativos. Devido a simetria do potencial com relacdo a
rotagdes de /4, a escolha inversa levaria a resultados similares.

No caso misto, a curva calodrica € similar a curva caldérica do modelo HMF unidimensional,
apresentando duas fases e sem a presenca de calor especifico negativo. No entanto a natureza
das fases € diferente [13]. Para baixos valores de energia (—1 < & < Ué” ~ 0.5), uma fase bi-
cluster (TCP, do inglés Two Clustered Phase) é observada, onde hd a formacdo de dois clusters
homogeneamente distribuidos ao longo dos eixos x e y, mas alinhados ao longo das diagonais
x+y=cyex—y=c_,levando a magnetizacades nulas, mas polariza¢des nao nulas. E, para
altas energias (€ > Ug’l ), uma fase completamente homogénea (HP, do inglés Homoegneous
Phase) e uma transi¢ao de fase de segunda ordem com os campoe médios P; e P> indo a zero
continuamente a medida que aumenta-se a energia por valores menores do que UéV . A fase
TCP possui dois regimes: um regime a baixas energias (—1 < € < —0.45) -como visto no pai-
nel a esquerda na figura 5.5, consistindo de particulas de baixa energia presas e oscilando nos
clusters, que s@o o poco do potencial em (5.6); o segundo regime na regido de energias inter-
medidrias (—0.45 <€ < Ug” ) que envolve trés populacdes de particulas - particulas de baixa
energia presas aos clusters, particulas de energia intermedidria que saltam de um cluster para o
outro e particulas de alta energia que se movem praticamente de maneira livre, como visto no
painel a direita na figura 5.5.
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Lowest Energy distribution for HMF 2D Distribution for HMF 2D

Mixed attractive-repulsive case Mixed attractive-repulsive case - intermediate energy clustered phase

Figura 5.5 Distribuicdo espacial das particulas para os dois regimes da fase TCP, a) a direita o regime a
baixas energias com particulas de baixa energia presas aos clusters e b) a esquerda o regime de energias
intermedidrias, com particulas mais energéticas que transitam entre os clusters.

5.2.1 Estrutura periddica no regime de baixas energias: Rede similar a Bravais

Devido a periodicidade do potencial, € possivel aumentar o comprimento da condi¢do de con-
torno periddica por multiplos de 27. Fazendo assim, o sistema forma uma estrutura periddica
que pode ser vista como uma rede de Bravais bidimensional obliqua com um conjunto de ve-
tores primitivos a; = (7, 7) e a; = (27,0), como mostra a figura 5.6. Isso leva a; = /27,
ay =2me ¢ = m/4, onde a; é o mbdulo do vetor primitivo e ¢ o angulo entre eles. Em fisica
do estado solido, a rede de Bravais especifica a estrutura periddica na qual as unidades de um
cristal (no presente caso cluster de particulas) sdo arranjadas [71]. Desta maneira, a fase TCP
pode ser vista como uma fase sélida [13].

5.3 Teoria linear no regime hidrodinamico de Vlasov com particulas
frias

Nesta secdo iremos analisar a estabilidade das distribui¢des espaciais homogéneas do modelo
HMF no regime de Viasov no limite de particulas frias. Como definido no capitulo 1, secao
1.3.3 as equacdes hidrodindmicas na situagdo em questao sao dadas por (2.102):

on
Er +V.-(nv)=0
g+2[V-(nv)]v+n(V'V)V—V<¢‘> =0 (5.9

Tomando as varidveis hidrodindmicas definidas em (2.88) para particulas frias f(r,p,t) =
n(r,t)6(p —v) e com distribuicao espacial homogénea:
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Bravais Lattice of HMF2D Mixed Case
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Figura 5.6 Estrutura periddica obtida no regime de menor energia da fase TCP do caso misto atrativo-

repulsivo. A estrutura é semelhante a uma rede de Bravais obtida pelo conjunto de operagdes de trans-
lagdo descritas por R = nja; +npa,.

n(r,t) = ng+ on(r)exp(iwr)
v(r,t) = 6v(r)exp(iot), (5.10)

onde ny € uma distribui¢dio homogénea e dn(r) e ov(r) sdo pequenas perturbagdes que sé
dependem da posi¢do. Assim, se @ for uma frequéncia puramente real, a solugdo homogénea é
estdvel e se @ for uma frequéncia complexa, a solugdo homogénea € instadvel. Com as defini¢des
de (5.10) € possivel calcular uma expressdo para o campo médio em fun¢ao das perturbagdes

@) = [ @@y p @) = [adand neE-x) G
(®) = / X' dy'®(r — ') [no + 8n(r) exp(io)] (5.12)
(®) = 5(®(r)) exp(ion) (5.13)

E possivel linearizar as equagdes hidrodinamicas substituindo (5.10) e (5.13) em (5.9) e
mantendo somente os termos lineares das perturbagdes:

iwon—+nyV-6v=0
iS5V —V(8(d(r))) = 0. (5.14)

Devido a periodicidade do potencial do modelo HMF bidimensional, € conveniente escrever
as perturbacdes em termos das expansoes de Fourier:
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on(r,t) = Z onkexp(ik-r)
k

ov(r,t) = Z5Vk’ exp(ik’-r), (5.15)
k/

assim, as equagdes em (5.14) ficam:

i0éng +nydvig-k=0
i0) §vige® T — V(§(®(r))) = 0. (5.16)
k/

Introduzindo as expressdes complexas e independentes do tempo para os campos médios
definidos em (5.3) e (5.4):

M) = / / dxdyexp(ix)8n(r),

M) — / / dxdyexp(iy)8n(r),

Po(r) = / / dxdyexp(ix) exp(iy) Sn(r),

P_(r) = / / dxdyexp(ix) exp(—iy)Sn(r), (5.17)

tomando as expansdes de Fourier em (5.15), as expressdes complexas para os campos médios
em (5.17) ficam:

M (r) = 4%25n(_170),
M(r) = 4712511(07_1),
Pi(r) = 471’.25”(*1,71)7
P_(r) = 4n°8n_y ). (5.18)

Tomando a expressdo complexa para os campos médios definida nestas equacdes de (5.18),
a perturbagdo no forca de campo médio fica:

(VS(D(r)))y = —47° Im {c Sny, €1 4 g (8myc, €™+ + Smy e"‘”)] , (5.19)
(V8(®(r))), = —4n* Im |:C Sny, e™2T %(5111{+ KT Sy eik"r)} , (5.20)

onde (V3 (®P(r))); é a componente do vetor VS (P(r)) na diregio i e :
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,—1), (5.21)

da equacdo (5.16) temos que os tnicos vetores k que perturbardo o sistema sdo os pertencentes
ao conjunto em (5.21), assim dnx = 0 e Svi = 0 para todos os vetores Kk que ndo pertecerem ao
conjunto de (5.21).

Substituindo (5.19) nas equagdes em (5.16), obtem-se:

C
(CO + %> (Si’lkl O,
C
<CO —+ %) 6I’lk2 = O,
d
(w—i—%) 67’1](7L = O,
d
<CO+ %> ong =0. (5.22)

9

Desta maneira a estabilidade da distribui¢do homogénea para o modelo HMF bidimensional
€ condicionanda pelo sinal das constantes ¢ e d da interacdo:

0 = — (5.23)

ou seja, se o campo médio for repulsivo (¢ < 0 ou d < 0) a distribuicio homogénea € estdvel,
se o campo médio for atrativo (¢ > 0 ou d > 0) a distribuicio homogénea € instdvel e diverge
com a taxa de crescimento linear y, = Im(®) = 1/+/2. A figura 5.7 mostra a comparagio entre
os resultados tedricos e os obtidos por simul¢do de dindmica molecular, mostrando uma boa
previsdo tedrica.
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Figura 5.7 Resultado de simul¢do de dinamica molecular para o model HMF no limite de particulas
frias com distribuicdo inicial de uma water-bag homogénea no espacco e com N = 100000. O painel
menor mostra uma ampliagdo nos tempos iniciais: o grafico em vermelho mostra os resultados tedri-
cos obtidos com a taxa de crescimento linear y, = 1/ v/2, mostrando uma boa concordincia com 0s
resultados da simulagdo.






CAPITULO 6

Estados quasi-estacionarios no modelo HMF
bi-dimensional

Desde os trabalhos inicais de Boltzmann e Gibbs [29] sabe-se que sistemas com particulas in-
teragindo por meio de forcas de curto alcance atingem um estado final estaciondrio que sé de-
pende das grandezas conservadas como energia e momentum e este estado estaciondrio corres-
ponde ao estado de equilibrio termodinamico [30]. O equilibrio termodinamico é caracterizado
pela distribui¢@o gaussiana de velocidades e ndo depende das condigdes iniciais [31, 32, 29].

Quando ha particulas interagindo por meio de forcas de longo alcance o sistema fica preso
em estados quasi- estaciondrios que nao correspondem ao equilibrio termodindmico e cujo
tempo de vida diverge com o nimero de particulas do sistema. A dificuldade principal em estu-
dar os OSS’s € que tais estados dependem explicitamente da distribui¢do inicial das particulas
no espago de fase [1, 14, 4, 30, 33].

Embora a distribuicao gaussiana dos momenta seja uma solucdo estaciondria de Viasov, ao
contrério da equacdo de Boltzmann, ela ndo é um atrator global da dinamica [1, 30] e o sistema
ndo ird, necessariamente, evoluir ao equilibrio termodindmico. A relaxagao ndo-colisional &,
portanto, mais complexa do que a relaxacao colisional de Boltzmann para forgas de curto al-
cance [1, 13, 30]. A dindmica de Viasov é incompressivel e reversivel no tempo, assim, numa
escala fina, a evolugdo da distribuicao no espacgo de fase leva a uma filamentagdo que fica cada
vez menor com o tempo, i. e., uma evolugdo temporal de grao-fino que nunca relaxa a ne-
nhum estado estaciondrio. Contudo, ndo € possivel ter uma resolucdo infinita e, ao atingir uma
resolu¢do maxima no espago de fase, o sistema parece ter atingido um estado estaciondrio de
uma escala de grao-grosso - o QSS como mostrado na figura 6.1, que foi extraida do trabalho
original de Lynden-Bell sobre relaxacdo violenta [14].

Foi observado que nos QSS’s, sistemas com interacdes de longo alcance apresentam a for-
macao de estruturas com um algomerado denso circundado por um halo difuso - estruturas
core-halo [33, 34]. A medida em que a dindmica do sistema evolui, ondas macroscopicas de
densidade sdo formadas. Algumas particulas entram em ressonancia com estas oscilagdes ma-
croscopicas ganhando energia e formando o halo difuso as custas do movimento coletivo do
sistema. Em contrapartida a perda de energia para as particulas do halo diminui a amplitude
das oscilagdes coletivas de maneira que as particulas restantes condensam em estados de baixa
energia resultando na formacado do aglomerado denso [30, 33, 34]. Devido a incompressibili-
dade da dinamica de Vlasov, as particulas ndo podem perder toda a sua energia cinética, mas
o core terd uma densidade médxima permitida pela distribui¢do inicial, o sistema tenderd a ter
o estado de menor energia completamente ocupado equivalente a um gés de fermi totalmente
degenerado [30, 33, 34].

59
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2 f=6 t= grande

Figura 6.1 Filamentacdo da distribuicdo de grdo fino, se uma resolucdo infinita fosse possvivel o sis-
tema nunca relaxaria a um estado estaciondrio. Como ndo é possivel ter esta resolugdo infinita, o sistema
relaxa a um estado guasi-estacionario em uma escala de grio grosso.
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Desde o trabalho seminal de Lynden-Bell [14], a comunidade cientifica tem empregado um
grande esfor¢o na tentativa de predizer o QSS sem a necessidade de resolver explicitamente a
dindmica de muitos corpos ou a equagao de Viasov [30, 35]. A maioria das tentativas foi base-
ada na idéia de relaxacao violenta [20, 19], no entanto, mesmo sendo Uteis para uma primeira
aproximacao, nenhuma se mostrou realmente satisfatdria [36].

Nesta ultima década, Levin, Pakter e Teles propuseram uma abordagem que apresenta re-
sultados mais precisos [30, 33]. Qualitativamente, observaram que para diferentes sistemas e
modelos, os OSS’s apresentavam a formacdo de uma estrutura core-halo e, baseados no teo-
rema de Jeans, propuseram uma solucdo ansatz para a equacao de Vlasov chamada distribui¢io
Core-Halo [30, 33, 34]. Recentemente, Rocha Filho propds uma melhoria baseada num prin-
cipio de maximizagdo de entropia a fim de evitar a utilizacdo de parametros da dinamica dos
sistemas [35].

Neste capitulo vou apresentar os resultados de dindmica molecular para o modelo HMF
bidimensional, que foi apresentado no capitulo anterior, no caso misto atrativo-repulsivo (¢ =
—d = —1) com distribuicdo inicial do tipo water-bag com particulas frias e homogénea nas po-
sicoes. O modelo HMF unidimensional tem sido um modelo paradigmatico e extensivamente
estudado para o entendimento dos QSS’s [1, 2, 28, 4, 16, 62, 25, 26, 64, 21, 30, 33, 34, 35], no
entanto, poucos trabalhos foram feitos para o estudo dos estados quasi- estaciondrios do modelo
HMF bidimensional e a maioria deles no caso atrativo [13, 17, 23]. Além disso, estudar a difu-
sdo em modelos unidimensionais implica estudar a difusdo no espago de angulo-agdo [13, 64],
enquanto que no modelo bidimensional é possivel estudar a difusdo no espaco bidimensional
real [13].

Na secdo (5.1) irei apresentar a distribuicdo inicial utilizada nas simula¢des, na se¢do (5.2)
os primeiros resultados dos QSS’s, a formagdo de uma estrutura bi-cluster (relacionada a rede
de Bravais dos resultados de equilibrio mostrados no capitulo anterior) com um fluxo constante
e coerente de particulas entre os clusters. Na secao (5.3) apresentarei uma andlise da difusao das
particulas do cluster e do fluxo coerente e também discutirei o mecanismo de hopping que gera
o fluxo coerente de particulas. Na secdo (5.4) explicarei a teoria core-halo e apresentarei uma
modifica¢do no ansatz para a aplicaccdo no modelo HMF bidimensional para uma distribuicdao
com dois nives de halo, também apresentarei os resultados obtidos por meio desta teoria - a
densidade de particulas e de energia e a fracdo de particulas que estdo no fluxo- e também
associarei estes resultados com os resultados de um sistema fisico experimental.

6.1 Distribuicao water-bag com particulas frias

O interesse neste trabalho € estudar o caso misto atrativo-repulsivo e verificar o processo de
formacgao da estrutura semelhante a rede de Bravais discutida no capitulo anterior. Para o
estudo da dindmica de relaxagdo violenta e dos estados guasi-estaciondrios do modelo HMF
bidimensional utilizei um algoritmo de quarta ordem simplético de dinamica molecular descrito
no capitulo 3. O passo temporal foi ajustado para um erro relativo de 103 na conservacio da
energia e foram tomadas condicdes de contorno periddicas.

Como distribuicdo inicial das particulas utilizei uma fun¢do de distribuicdo chamada de
water-bag [1, 30]. Esta se encaixa no estudo da estabilidade feita no capitulo anterior, i. e.,
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uma distribuicdo que fosse homogénea nas coordenadas de posi¢do e que tenha uma baixa
dispersdo de velocidades, levando a um regime de particulas frias. A distribuicdo water-bag é
dada por:

0(r-) = G20 ~ 0207 —)0(4p—p), 6.1)
onde p é o médulo do vetor momentum p com Ap < 1 e n é um ndmero inteiro ndo-nulo. A
utilizagdo da constante n serd importante para a analise da formacdo da estrutura similar a rede
de Bravais estudada no contexto de equilibrio no ensemble microcandnico no capitulo anterior
e a simetria polar na distribuicdo dos momenta serd util para facilitar a integracdo da funcao de
distribui¢do Core-Halo e obtencdo das densidades de particula e energia.
Da equacdo (5.5) € possivel obter a seguinte expressdo para a energia interna do modelo
HMF-2D:

N{p* d
U:<Tp>+N 2c+d—c(M12+M§)—§(Pi+PE) : (6.2)
No caso estudado, os parametros ¢ e d foram tomados como ¢ = —d = —1. Os campos médios

M, M;, P| e P, foram definidos nas equacdes (5.4) e (5.3) e sdo, também, os parametros de
ordem do sistema. Como a distribuicdo em (6.1) € uma distribuicdo homogénea no espaco, os
quatro campos médios terdo valores nulos. Para o cdlculo da energia incial ainda € necessario
definir a energia cinética média:

Ap
1 Ap)?
(p*)i=0 = /dpdrpzfo(r,p) = W/dpps = ( f) . (6.3)
0

Assim, podemos reescrever a energia média por particula no caso estudado utilizando as
relagdes em (6.2) e (6.3) como:

Up _ (Ap)°
gg=—=——-—1. 6.4
0=y g (6.4)
Nas simulacdes foi utilizado Ap = 1075, contudo, resultados para Ap < 1073 levaram ao
mesmo estado quasi-estaciondrio, isto se da porque a variagdo na energia média por particula é
muito pequena para qualquer valor abaixo da ordem de 1073, levando em conta a dependéncia

quadratica de Ap em (6.4).

6.2 Estados quasi-estacionarios - Estrutura bi-cluster

Foi mostrado no capitulo anterior que, no equilibrio, o potencial misto atrativo e repulsivo
leva a formagdo de uma rede silimar a de Bravais com aglomerados de particulas distribuidos
homogéneamente nas dire¢des x e y e inomogéneamente nas dire¢des diagonais x +y = ¢+
(diagonais principais) e x —y = c_ (diagonais secundarias).
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Um outro estudo do capitulo anterior, sobre a estabilidade linear da distribuicio homogénea
no limite de particulas frias na dindmica de Vlasov, mostrou que, para o caso em questao
¢ = —d = —1, as taxas de crescimento em (5.23) implicam que a distribui¢do da equagdo (6.1)
¢ estdvel nas direcdes x e y (onde as forcas sdo repulsivas) e € instavel nas diagonais principais e
secunddrias (onde as forcas sdo atrativas) [13]. Isso leva a esperar que nos QSS’s deste modelo
haja a formacdo de estruturas coerentes distribuidas homogéneamente nas direcdes x € y e
inomogéneamente nas direcdes diagonais.

Este cenério levanta a questao sobre qual tipo de estrutura seria formada pela instabilidade
linear da distribuicdo homogénea nas dire¢des diagonais nos estados quasi-estaciondrios. A
figura 6.2 mostra o resultado da simulagio de dindmica molecular para N = 10° e n = 1. E pos-
sivel ver uma estrutura com dois aglomerados densos formados por particulas de baixa energia
que ficam presas ao po¢o do potencial de campo médio do modelo HMF. Tomando um valor
com n > 1, a estrutura periddica do potencial do modelo HMF leva a replicacao desta estrutura
bicluster formando a rede similar a rede de Bravais, como visto na figura 6.3. Na figura 6.2 é
possivel, também, verificar a existéncia de algumas particulas de energia alta que escapam do
potencial de campo médio se movendo quase livremente pelo espaco. Uma terceira e mais intri-
gante estrutura € a formac@o de um fluxo de particulas entre os aglomerados densos, este fluxo
¢ formado por particulas de energias intermedidrias que podem escapar dos aglomerados, mas
cujo movimento ainda estd preso ao potencial de campo médio. O histograma da frequéncia
relativa das particulas na figura 6.4 mostra os trés tipos de particula.

Os aglomerados se encontram distribuidos em uma disposi¢ao semelhante a rede de Bravais
descrita no capitulo anterior: homogeneamente distribuidos em x e y e inomogeneamente nas
diagonais. O fluxo de particulas com energias intermedidrias entre os aglomerados se encontra
alinhado nas direcOes das diagonais principais e secunddrias. Estes dois fatos levam a um valor
nulo de magnetizagdo e a um valor polarizacdo oscilando em torno de Pr = 0.6 (devido a
simetria do potencial do modelo HMF em (5.5), temos que Py ~ P_ quando N > 1).

As figuras 6.2 e 6.5 mostram que a estrutura bicluster ndo € fixa, mas se move. Contudo,
o movimento dos aglomerados € mais lento do que o movimento das particulas do fluxo. Isso
ocorre porque os clusters se movem de maneira a contrabalancear o movimento das particulas
do fluxo para que haja conservacao do momentum linear total que € nulo e este movimento ndo
pode ser anulado mesmo com uma transformagdo candnica nas coordenadas, devido as condi-
coes de fronteira periddicas do sistema o centro de massa se move mesmo com a conservagao
do momentum total. Este comportamento remete a uma quebra espontanea de simetria dos
modos de Goldstone [72], contudo um exame detalhado sobre isto ainda nao foi feito. Com o
valor dos moduli dos campos médios oscilando em torno de um valor de equilibrio (M1, =0e
P+ =0.6), o movimento dos clusters se da pela dependéncia temporal das fases Y1 dos campos
médios em (5.4) e (5.6). Mesmo com o movimento dos clusters, as distancias entre 0os pogos
do potencial permanece fixa, sendo esta, uma caracteristica do potencial na equagdo 5.6. As
distancias entre os clusters, que sdo centrados nos po¢os do potencial, determinam os vetores
primitivos da rede de Bravais associada aos clusters, mostrados na figura 5.6, assim, o con-
junto de vetores que caracteriza a rede de Bravais se mantém fixo. Dessa forma, mesmo com
o movimento dos aglomerados, toda a rede se move de igual maneira, conservando os vetores
primitvos da rede.
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Figura 6.2 Evolugdo temporal da distribuicéio das particulas no espaco das posi¢des do sistema descrito
na secdo anterior no estado quasi-estaciondario. A simulacio de dindmica molecular foi executada com
N =10000 e n = 1. A escala temporal pode ser acompanhada no grifico da evolucdo temporal dos
campos médios, abaixo das figuras das configuracdes estantineas e cuja escala é logaritmica. Os valores
de magnetizagdo e de polarizagdo ficam oscilando préximo aos valores 0 e 0.6, respectivamente. As
cores indicam a energia das particulas, as cores quentes (amarelo, laranja e vermelho) representam as
particulas mais energéticas que se movem praticamente livre do potencial de campo médio, as cores
verde e roxa sdo as particulas com energias intermedidrias que formam o fluxo entre os aglomerados
densos e as particulas em cores azul e preto sdo as particulas menos energéticas que ficam presas ao
poco do potencial de campo médio e formam os aglomerados.



6.2 ESTADOS QUASI-ESTACIONARIOS - ESTRUTURA BI-CLUSTER 65

Figura 6.3 Distribui¢do espacial das particulas do sistema descrito na secdo anterior no estado quasi-
estaciondrio. A simulacdo de dindmica molecular foi executada com N = 100000 e n = 4. A expansdo
para valores de n > 1 leva a replicac@o da estrutura bicluster formando uma estrutura periddica descrita
pela rede de Bravai apresentada no capitulo anterior.
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Figura 6.4 Histograma da frequéncia de energia do sistema para ¢t = 2000. H4 trés tipos de particulas
no sistema: particulas de baixa energia que formam os aglomerados densos - essas particulas estdo
associadas ao pico principal do histograma, particulas com energia intermedidria, que formam um fluxo
entre os aglomerados, essas particulas estdo associadas ao pico secunddrio do histograma- e as particulas
de alta energia que se movem de maneira aleatdria e livre de influéncias do potencial.
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Figura 6.5 Mesma configuracdo da figura 6.2, mas agora mostrando em uma perspectiva diferente: o
eixo horizontal € o eixo da coordenada x e o eixo vertical é o eixo da energia. A escala de cores foi

mantida na mesma escala da figura 6.2.
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Figura 6.6 Graifico da evolugdo temporal da curtose da distribuicdo dos momenta para o modelo HMF
bidimensional no caso misto atrativo-repulsivo. A escala do eixo abcissas foi reescalado pelo nimero de
particulas como /N e o eixo das ordenadas foi reescalado de forma a obter a curtose reduzida, também
chamada de curtose de excesso, que basicamente é a dada por kX' = % — 3, dessa forma, quando ¥’ =0
o0 sistema se encontra com uma distribuicdo gaussiana dos momenta,2 que correponde a distribuic@o de

equilibrio.

6.3 Estados quasi-estacionarios - Tempo de vida

Muito tem se discutido sobre a duracdo T dos OSS’s e sua dependéncia com a quantidade de
particulas N do sistema [1, 45, 46, 28, 26]. Em 2010, Chavanis deduziu, baseado em equacdes
cinéticas, um tempo de duracio dos QSS’s para sistemas bidimensionais que escala com o nu-
mero de particulas na seguinte propor¢do T o< N. No intuito de testar esse resultado e verificar
o tempo de duracdo das estruturas discutidas na secao anterior, calculei a evolugdo temporal
da curtose da distribuicao no espaco dos momenta até o equilibrio para trés diferentes valores
de N- a saber N = 500, N = 1000 e N = 10000. Os resultados sdo mostrados na figura 6.6
e confirmam os resultados analiticos obtidos por Chavannis. Portanto, o tempo de vida dos
0SS’s de sistemas interagindo pelo potencial do modelo HMF bidimensional no caso misto
atrativo-repulsivo tenderia a divergir linearmente com o nimero de particulas, enquanto sis-
temas reais, com N — oo, ndo atingiriam o equilibrio termodindmico, mas ficariam presos no
0SS’s mantendo a estrutura discutida na secao anterior

6.4 Estados quasi-estacionarios - Difusao

As particulas que formam o fluxo coerente entre os clusters ndo tem energia suficiente para
escapar do potencial de campo médio, mas estdo presas a este. Para entender o modo como
ocorre a difusdo entre as particulas do fluxo e comparara-lo com a difusao das particulas dos
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cluster e das particulas livres, calculei o desvio médio quadrético da posicdo - MSD - da se-
guinte maneira: primeiramente executei uma primeira simulagcdo de dindmica molecular até o
sistema passar pelo processo de relaxagao violenta e atingir o estado guasi-estaciondrio em um
tempo #y = 2500 e tomei o valor da configuracao no espaco de fases {(xhy,', Pxi>Pyi) }; apos
esta primeira etapa, esta configuracdo no espaco de fases foi utilizada como distribui¢do inicial
para uma simulacdo de dindmica molecular a qual calculou, para cada faixa de energia das
particulas (particulas do cluster € < —1,25, particulas do fluxo —1,25 < € < —0, 6 e particulas
livres € > —0,6), o deslocamento médio quadratico das particulas com relacdo ao tempo #y:

MSD = ([x;(1) = xi(t0)]* + i(1) = yi(0) "), (6.5)

onde os parenteses angulares ( ) denotam uma média de ensemble.

O resultado para o calculo do deslocamento médio quadrético para os diferentes tipos ener-
géticos de particula obtido para para N = 10* e n = 10 é mostrado na figura 6.7. Como as
particulas do sistema tém seu movimento confinado a uma drea 2n7 X 2n7 no plano x —y, ha
um valor méximo que o MSD pode obter. O grafico mostra que as particulas livres se difundem
pelo espaco das posi¢des, primeiramente, em um regime com difusao normal, MSD o< t, para
tempos pequenos (f < 500) e em seguida (# > 500), passando a um regime subdifusivo, onde
MSD < t* com a < 1, um resultado esperado para sistemas com particulas confinadas [73],
pois hd um valor maximo para o deslocamento médio quadratico. O regime de difusdo das
particulas dos clusters € caracterizado por uma subdifusdo vitrea com intervalos em que nao ha
difusdo, configurando uma alta viscosidade para as particulas dos clusters. Este comportamento
vitreo € causado pela conservagdo do momento linear total, em que os clusters se movimentam
de forma a contrabalancear o movimento das particulas do fluxo e, como ja na secdo sobre a
estrutura bicluster, este movimento ndo altera as configuracdes da rede de Bravais. Sem este
movimento de conservacao do momentum total, o cluster ndo teria qualquer difusdo tendo um
valor constante para MSD. O grafico da figura 6.7 ainda mostra que as particulas do fluxo
se difundem da mesma maneira que as particulas livres, isso demostra que as particulas do
fluxo se difundem pela rede de Bravais de maneira independente dos clusters, mesmo presas
ao potencial de campo médio.

6.4.1 Mecanismo de Hopping

Para entender melhor o mecanismo de difusdo das particulas do fluxo, consideremos a figura
6.8. Nela € possivel ver a evolugdo temporal do movimento das particulas que foi mostrada
na figura 6.2, mas agora tendo as superficies equipotenciais instantdneas plotadas juntamente a
distribuicdo de particulas.

As oscilagdes coletivas das particulas do sistema levam as oscilagdes dos campos médios
e estas oscilagdes dos campos médios implicam, também, em oscilagdes no potencial definido
em (5.5). Conforme mostra a figura 6.8 as oscilacdes do potencial fazem com que as curvas
das superficies equipotenciais se toquem, permitindo que particulas presas a um aglomerado
passem para outro aglomerado vizinho. Na prética, as oscilagdes do potencial funcionam como
janelas na barreira do potencial, as quais permitem que particulas presas a um core possa tran-
sitar para outro como se estivessem tunelando pela barreira de potencial. Este mecanismo que
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Figura 6.7 Evolucio temporal da difusdo média quadritica para N = 10* e n = 3. As particulas dos
cores apresentam uma subdifusdo vitrea, caracterizada por intervalos sem difusdo. As particulas livres
e as particulas do fluxo apresentam um regime de difusdo normal de sistemas confinado semelhante a
difusdo das particulas livres.
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Figura 6.8 Evolucdo temporal da distribuicao das particulas no espaco das posicdes do sistema. As
linhas pretas s@o as linhas equipotencias instantineas, que oscilam devido a oscilagdo do campo médio.

possibilita o fluxo das particulas com energias intermedidrias.

6.5 Teoria Core-Halo

Qualitativamente, foi observado que sistemas com interagdes de longo alcance apresentam, nos
0S8S’s, uma formagao de um aglomerado denso circundado por um halo difuso de particulas - as
chamadas estruturas core-halo [30, 33, 34]. Estas estruturas sdo formadas por um processo de
puramente dindmico e similar ao processo de resfriamento evaporativo [30], em que algumas
particulas ganham energia ao entrar em ressondncia com as oscilacdes coletivas do sistema
e formando o halo difuso, enquanto a perda de energia para as particulas do halo diminui a
amplitude das oscilacdes coletivas do sistema levando a formagdo do core [30, 33]. Devido a
incompressibilidade da dindmica de Viasov o sistema ndo pode colapsar completamente ao mi-
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Figura 6.9 Fungcio de distribuigdo f(&(p,r)) para N = 10° e n = 4. O tempo final de simulagdo foi ¢ =
20000, tempo suficiente para o sistema perder memoria da distribuicao inicial (problema da filamentacao
mostrado na figura 6.1) e atingir uma melhor termalizacdo.

nimo da energia potencial, mas os estados de menor energia, progressivamente, se aproximam
da méxima densidade do espaco de fases permitida pela distribuicdo inicial [30].

Neste conexto e baseado no teorema de Jeans, o qual afrima que "qualquer estado estacio-
ndrio solugdo da equagdo de Vlasov depende das coordenadas do espaco de fases somente em
fungdo das integrais de movimento do potencial e qualquer fungdo de distribuicdo que dependa
somente das integrais de movimento resulta em uma solucdo estaciondria para a equacdo de
Vlasov"; Levin e Pakter [30, 33] propuseram uma solu¢do ansatz para a distribui¢io do estado
quasi-estaciondrio da seguinte forma:

fe-nleP,r)] = 10[ Oer —€(p,r)) + xO(& — £(p,1))O(e(p,r) —€F) |, (6.6)

onde € é a energia por particula dada por € = p?/2 + (v)(r), com (v) sendo o potencial de
campo médio por particula, que depende da posicdo e ® é a funcio degrau unitario de Heavi-
side. O primeiro termo da equacdo (6.6) corresponde ao core da distribui¢do e &7 é chamada
energia de Fermi e corresponde a médxima energia associada as particulas do core. O segundo
termo da equagdo (6.6) corresponde ao halo da distribuicdo, €, € a chamada energia do halo e
corresponde a maxima energia atingida pelas ressonantes do sistema, e € obtida pela equagdo
de envelope, ou por simulagdes de dindmica molecular.

Baseado nestes resultados, obtive com uma simulacdo de dinamica molecular, o histograma
para a distribui¢do das particulas no espago de fases e plotei a sua dependéncia com relagdo
a energia das coordenadas do espaco de fases do histograma. O resultado deste cédlculo é
mostrado na figura 6.9. Neste modelo com interacdes atrativas e repulsivas é possivel notar
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que ha a formacdo do core denso a baixas energias (¢ < —1.5) e a formacdo de dois niveis
de halo- um halo bem rarefeito a altas energias (¢ > —0.9) e outro menos difuso a energias
intermedidrias ( —1.5 < € < —0.9), associado as particulas do fluxo. Este resultado contrasta
com o tnico halo obtido em modelos como o HMF unidimensional. Por esta razdo utilizei um
ansatz diferente com dois niveis de halo dado por:

fle(p,r)] =nO(er —€)+£O(g,— €)O(e —ep) + xO(g, — €)O(e — &), (6.7)

onde o primeiro termo corresponde ao core, o segundo termo com coeficiente & corresponde
ao primeiro nivel de halo a energias intermediarias (chamado aqui de fluxo) e o terceiro termo
com coeficiente ) corresponde ao nivel de halo a energias altas.

A constante 1) associada ao core é determinada pela distribuicdo inicial e tem valor n ~! =
873 (nAp)?, que é a constante de normalizacio da distribuicio inicial na equacio (6.1) e é a
maxima densidade do espago de fase que o core pode ter devido a incompressibilidade da dina-
mica de Viasov. Os parametros energéticos €r, & € €, podem ser determinados pelo resultado
da dindmica molecular na figura 6.9. Assim tomamos & = —1.57, & = —09 e &, =0.7. Por
tltimo as duas constantes & e x sdo determinadas pelas equagdes de vinculo de conservagéo da
normalizagdo e da energia:

| &rdp fle.n) =1,
/dzr d*p e(p,r) fle(p,r)] = &, (6.8)

2
onde &) foi definido na equacdo (6.4) e tem valor & = % — 1~ —1comAp < 1. No caso

do HMF bidimensional a energia € é dada pela equagdo 5.6:

2, 2
pxtp 1
g(p,r) =— 3 Y — 1+ M; cos(x;) + M>cos(y;) — §[P+ cos(x; +y;) +P_cos(x; — y;)]. (6.9)

Dos resultados previamente obtidos da dinamica molecular e discutidos nas se¢des anteriores,
tem-se que nos 0SS os campos médios M e M, sdo nulos e que os campos médios das pola-
rizagdes ficam osclinado préximo a um valor de equilibrio tal que Py = 0,6, assim podemos
reescrever a equacgao (6.9) como:

2

g(p,r) = ‘% —1—Pycos(x)cos(y), (6.10)

onde p € o médulo do vetor momentum.

De posse destes parametros € possivel resolver as integrais das equagdes em (6.8) numeri-
camente e, assim, resolver o sistema gerado pelas duas equacdes de vinculo para obter & e .
O resultado obtido foi € =2,8-10 3 e & =2,7-10 %, tendo:

f=3,60(—1,57—¢)+0,00270(—0,9 — £)®(e + 1.57) +0,000280(0,7 — £)®(e +0,9),
6.11)
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Figura 6.10 Funcdo de distribuicdo obtida na equacdo (6.11). A escala do eixo das ordenadas estd em
escala logaritmica.

como fungao de distribuicao. O grafico de (6.11) € mostrado na figura 6.10 em escala logarit-
mica.

Para verificar a precisdo da distribui¢do calculada com este ansatz tedrico, utilizei as equa-
¢oes de campo médio:

M, :/dp dr cos(x) fe
M, :/ dp dr cos(y) fe

Pi:/ dpdr cos(xty) fe, (6.12)

O resultado obtido para as magnetizacoes foi M; » = 0, que estd de acordo com os resultados
obtidos na dindmica molecular e no estudo de estabilidade linear da distribuicio homogénea
e para as polarizagdes foi P = 0,59, enquanto que os resultados da dindmica molecular de-
ram um resultado de (Py); ~ 0.6 , onde os parenteses angulares (), representam uma média
temporal. Este resultado portanto apresenta erro relativo de 1,67%, concordando bem com os
resultados da simulag¢do de dinamica molecular.

O método para a determinacao desta funcdo de distribuicao foi bem rudimentar e utilizou
bastante elementos extraidos da dindmica molecular. Recentemente, Rocha Filho desenvolveu
um aprimoramento da teoria core-halo em que utiliza métodos variacionais para a maximiza-
cdo de uma entropia associada ao processo de filamentacao do espaco de fases em que ndo
€ necessario utilizar nenhuma informacao dinamica do sistema [35], sendo uma perspectiva
de trabalho futura aplicar este método neste sistema. Contudo, neste trabalho, serd utilizado
somente o método j4 apresentado.
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6.5.1 Resultados - Densidades de particula e de energia

As densidades de particula e energia sdo definicas como:

pu(r) = [ dpsle(p.v)

pu(r) = [ dpe(p.r) fle(p.r)], (6.13)
onde € é dado pela equacdo (6.10) e tem a seguinte forma:
2
€= ?—FV(x,y), (6.14)

com V(x,y) = —1 — Py cos(x)cos(y). Utilizando a equagdo (6.7) e a defini¢do em (6.14) é
possivel integrar de maneira analitica as equagdes (6.13), obtendo para a densidade de particula:

pn(r)
2n

= [n(er =V (x,y))+6(&—er)] Oer —V(x,y))

+[8(& —V(x,y) + x(& — &)] O(& =V (x,y))O(V(x,y) — €F)
+X (gh - V(x,y)) ®(8h - V(x,y))@(V(x,y) - gs>7 (615)

e para a densidade de energia:

PUI) — [(ed— (V) + (2 — D) ©(er —V(x.y))
B~ (V(0))) + 208 — )] O~V (53)O(V (1) ~ )
+ 2 (& = (V(r.y))?) O(er =V (x,y) OV (x.y) — &). (6.16)

A densidade de particulas definida na equacao (6.15) e a densidade de energia obtida na equa-
¢do (6.16) sao plotadas para os resultados obtidos na secdo anterior nas figuras 6.11 6.12,
respectivamente.

A densidade de particulas mostram picos que correspondem as particulas que perderam
energia para o processo de ressonancia na relaxacao violenta e colapsaram formando os clus-
ters densos da distribui¢do core-halo. Os picos de densidade estdo conectados por uma regiao
de densidade intermedidria (aproximadamente uma ordem de grandeza menor que dos picos)
que corresponde as particulas que formam o fluxo obtido nos resultados da dindmica molecular
e, por ultimo, a uma regido bem rarefeita, com densidade até trés ordens de grandeza menor,
que correspondem as particulas livres que ganharam energia no processo de ressonancia da re-
laxagdo violenta. Esses resultados estdo de acordo com os resultados da dindmica molecular,
onde os clusters estavam interligados por um fluxo de particulas. Este fluxo é colimado pelos
canais energéticos, mostrado nos graficos da densidade de energia da figura (6.16), tendo sua
coeréncia devido ao efeito colimador destes canais da densidade de energia. Sao também estes
canais que permitem a difusao das particulas do fluxo conforme o perfil mostrado na figura 6.7
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Figura 6.11 Densidade de energia obtida com a fungdo de distribui¢io core-halo com dois niveis de
halo. Ambos os grdficos mostram o mesmo resultado, variando somente a perspectiva. No grifico a
direita as cores mais escuras representam regides menos densas, enquanto que as regides em amarelo
e vermelho representem as regides mais densas. As regides com maior densidade sdo interligadas por
regides de densidade intermedidrias, este canal de ligacdo com densidade intermedidria - regido mais
clara da figura - sdo as particulas do fluxo.

da secdo 5.4, criando um escape para as particulas aprisionadas no poco de potencial, sendo
uma outra maneira de entender a pulsacao das superficies equipotenciais. A posicao dos picos
de densidade de particula e dos minimos de densidade de energia mostram-se em uma dispo-
sicdo periddica que pode ser descrita pela mesma rede similar a rede de Bravis discutida no
capitulo anterior com o conjunto de vetores primitivos a; = (7, 7) e a; = (27,0), como foi
mostrado na figura 5.6.

O comportamento peculiar de uma rede cristalina com propriedades de difusdo tem sido
objeto de um intenso debate cientifico por décadas [74, 37, 75, 38]. Originalmente proposto
de maneira tedrica por Andreev e Lifshitz [37] e Legget [38], esse fenomeno foi chamado de
supersolidez, onde uma ordem cristalina de longo alcance coexiste em uma mesma fase com a
presenca de uma difusao de particulas pelos sitios da rede, configurando um carater superfluido
a um material s6lido. Uma explicagdo para esta aparente contradi¢cdo € que em um sélido
bosonico ultra-resfriado, a fun¢do de onda tem um valor maximo no centro do sitio da rede
cristalina, mas ao contrario de um sélido comum, a funcdo de onda de um supersélido ndao
se anula rapidamente para valores afastados do sitio da rede criando uma interconexio entre
os sitios, com a possibilidade de as particulas constinuintes da rede tunelarem para outros
sitios. Essas particulas poderiam passar por um processo de condensacdo de Bose-Einstein €
o comportamento coletivo do condensado levaria a um fluxo coerente de particulas tunelando
pela rede, criando um superfluido de particulas tunelantes pela rede cristalina. Na tltima década
foi proposto que forcas de longo alcance dariam estabilidada a essa nova fase da matéria [76,
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Figura 6.12 Densidade de energia obtida com a funcdo de distribui¢io core-halo com dois niveis de
halo. As cores mais quentes representam regides mais energéticas e cores mais frias representam as
regides menos energéticas. Ambos os graficos mostram o mesmo resultado, variando somente a pers-
pectiva. E possivel ver que as regides com menor densidade de energia sdo interligadas por regides
de energia intermedidria formando canais energéticos que funcionam como colimadores do feixe de
particulas que forma o fluxo de particula entre os clusters, aumentando, assim a coerencia do fluxo.

77, 78]. No entanto, mesmo com muito esfor¢o por parte da comunidade cientifica, o debate
sobre a existéncia e sobre uma possivel observacao da fase supersélida ndao tem chegado a um
consenso sobre esta nova e intrigante fase da matéria. Veja o apéndice D para uma discussdo
mais detalhada sobre o assunto

O fendnomeno da supersolidez € um fendmeno puramente quantico e ndo pode ser expli-
cado de maneira cldssica. Contudo, hé diversas analogias entre este fendmeno e o comporta-
mendo do OSS estudado aqui: a rede de aglomerados descrito pela rede similar a rede de Bra-
vais possui uma analogia com a rede cristalina da estrutura sélida presente em super sélidos;
o fluxo de particulas entre os clusters e que tem o movimento colimado pelos canais energéti-
cos criando um fluxo coerente possui uma analogia com a condensacio de Bose-Einstein e a
consequente coeréncia das particulas que tunelam pela rede; as oscilacdes das superficies equi-
potenciais criando o mecanismo de hopping das particulas entre os clusters, gerando o fluxo e o
mecanismo de fluxo dos supersélidos, onde as particulas tunelam entre os clusters constituintes
do solido; os resultados e a distribuic@o de particulas no espaco também € muito similar ao su-
persolido obtido por Cinti et al. [77] com uma interagcdo dipolar, que também € uma intera¢ao
de longo alcance. E como toda analogia, também posssui diversas diferencas como o fato de ser
um modelo classico, a difusdo vitrea das particulas dos algomerados, a presenca de particulas
livres, que tem energia suficiente para escapar dos efeitos do potencial, dentre outras.

Sendo um modelo com um comportamento andlogo ao comportamendo supersélido, o mo-
delo HMF bidimensional no caso misto atrativo-repulsivo pode vir a desempenhar um papel de
modelo simplificado no entendimento de algumas propriedades macroscopicas de supersélidos
e sendo, também, um modelo de forcas de longo alcance, este pode também ser um modelo
simplificado para uma primeira aproximacio no entendimento de como interacdes de longo
alcance podem gerar a estabilidade dessa fase.
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6.5.2 Fracao de Hopping

Um célculo interessante nesse sentido € calcular a fracdo de particulas do fluxo, com relagcao
a quantidade total de particulas constituintes do sistema Core - Fluxo, excluindo as particu-
las livres que se movem de maneira aleatdria e ndo estariam presentes no modelo quantico,
definimos assim a fragdo de hopping Fg como:

Fy— [dpdq& O(e;—¢) O(e —€r)
J dpdqn ©(er —€)+& O(e,—€)O(e —&F)
A teoria core-halo confere um valor para fracdo supersdlida Fg = 2%. Alguns grupos
experimentais que relataram ter conseguido obter uma fase supersolida obtiveram uma fragao
supersolida - fracdo de particulas superfluidas presentes na rede com relagdo a quantidade total
de particulas- no intervalo de 2% a 20% [79, 80, 81, 82], e este € mais um resultado andlogo ao
modelo quantico.

(6.17)






CAPITULO 7

Conclusoes e perspectivas futuras

Neste trabalho foi possivel ver a importincia dos modelos simplificados no estudo das pro-
priedades de sistemas com interagdes de longo alcance. Ao considerar modelos de menor
dimensionalidade, tomando simetrias adicionais, ou ao tomar a descricdo de géds de rede, es-
ses modelos evitam uma série de dificuldades técnicas como divergéncia a curtas distancias ou
o alto desempenho computacional requerido para o calculo do potencial de pares, mantendo
caracteristicas intrisecas e importantes como a presenca de calor especifico negativo ou a ra-
pida relaxag¢do a um estado de quasi-equilibrio seguido de uma relaxagdo lenta em direcdo ao
equilibrio termodinamico.

No quarto capitulo, a introdug¢@o do potencial de particulas rigidas levou o efeito do tamanho
das particulas ao cédlculo das propriedades termodinamicas. Utilizando uma nova prescri¢dao do
potencial que fosse pertinente ao caso das particulas rigidas, foi possivel ver que a fracao do
volume total ocupado por particulas 11 desempenhava o mesmo papel do pardmetro de abran-
damento &, dando a este uma interpretacdo de uma densidade generalizada. A geometria do
sistema, se linear ou circular, tem efeito quando 1) ou € s3o grandes, enquanto a geometria
circular no limite de 1) ou € grandes tende ao comportamento do modelo HMF, o qual tem
duas fases - uma homogénea e outra inomogénea com uma transi¢ao de fases de segunda or-
dem entre elas - a geometria linear tende ao comportamento do modelo planar o qual possui
somente uma fase e nao hé transi¢ao de fases. As diferentes geometrias tendem ao mesmo com-
portamento para o limite de 1) ou € pequenos, mantendo as caracteristicas do comportamento
termodinamico de sistemas gravitacionais tridimensionais. A descri¢cao de gas de rede cons-
tituiu uma simplificagcdo ulterior e facilitou a aplicacdo do potencial de particula rigida, uma
vez que somente uma particula podia ocupar cada sitio da rede. Os resultados da descri¢do de
gds de rede tendem rapidamente ao mesmo resultado utilizando descri¢do de espagco continuo
a medida em que a quantidade de sitios da rede aumenta, ou a medida em que o tamanho da
particula diminui.

No quinto capitulo foi introduzido uma extensao bidimensional do modelo HMEFE. Apresenta
a vantagem de estudar difusdo no espaco real, ao invés do espacgo de angulo-acdo. Enquanto ha
diversos estudos feitos sobre modelo HMF unidimensional, poucos estudos foram feitos sobre
o modelo HMF bidimensional e a maioria foi feito no caso gravitacional, ou ferromagnético
(onde todas as interagdes sao atrativas). Neste trabalho estudamos o comportamento termodina-
mico do modelo bidimensional em todos os casos - a) gravitacional, b)completamente repulsivo
€ C) no caso misto com interacdes atrativas e repulsivas. O caso a) mostra uma descricao de
campo médio de um modelo gravitacional e compartilha caracteristicas com os modelos uni-
dimensionais estudados no capitulo anterior no limite de penquenos valores para 1) e £: como
duas fases, uma aglomerada a baixas energias e outra homogénea a altas energias com uma tran-
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sicdo de fase de primeira ordem e também com a presenca de uma regido de calor especifico
negativo na fase aglomerada. O caso b) ndo apresenta nenhuma caracteristica interessante, pois
a fase homogénea € dinamica e termodinamicamente estavel, sem que haja qualquer transi¢des
de fase. O caso c¢) apresenta um comportamento termodindmico similar ao comportamento do
modelo HMF unidimensional no caso ferromagnético, com duas fases no equilibrio, uma fase
com distribui¢do espacial inomogénea que forma uma estrutura periddica que pode ser descrita
com uma rede de Bravais, podendo ser utilizada para estudos sobre propriedades de s6lidos
com interacdes de longo alcance e uma fase homogénea a altas temperaturas. Um estudo de
estabilidade linear das distribui¢des homogéneas no limite de fluido ultra-frio na dindmica de
Vlasov também foi feito neste capitulo. O resultado obtido € que estas distribui¢des sdo estaveis
nas direcdes onde as interagdes sao repulsivas e s@o instdveis nas dire¢cdes onde as interacdes
sdo atrativas, como isto foi calculado, também, a taxa de crescimento linear da inomogeneidade
do sistema, tendo uma concordancia precisa com os resultados de simula¢des de dindmica mo-
lecular.

No sexto capitulo foi estudado as propriedades dos estados quasi-estacionarios. Uma es-
trutura similar a estrutura periddica obtida no equilirio e descrita por uma rede de Bravais foi
obtida também fora do equilibrio, contudo com a diferenca da presenca de um fluxo coerente
e continuo de particulas entre os sitios de rede também estava presente. As particulas do fluxo
ndo tém energia suficiente para escapar do potencial de campo médio, contudo um estudo de
difusdo utilizando o deslocamento médio quadratico mostrou que elas se difundem livremente
pela rede em um regime de difusdo normal para tempos curtos, enquanto as particulas dos cores
apresentavam um comportamento vitreo, ndo difundindo pela rede. A difusdo das particulas do
fluxo se d4 pela pulsacdo dos campos médios, que por sua vez levam a pulsacdo das equipoten-
ciais, essa pulsacdo funciona como uma janela para que particulas com baixa energia possam
transitar entre os clusters. Essa estrutura do estado OSS tem uma duracdo que escala linear-
mente com o numero de particulas, sendo que para sistemas reais com N — oo 0 sistema fica
preso neste estado ndo indo ao equilibrio termodinamico. Por ultimo foi desenvolvida uma so-
lucdo ansatz baseado na teoria core-halo uma solucdo core-halo com dois niveis de halo, sendo
o halo de energias intermedidrias correspondente ao fluxo de particulas. De posse desta solu-
¢do core-halo, calculei as densidades de particula e de energia. A densidade de energia mostra
canais energéticos entre os clusters que agem como colimadores do fluxo de particulas criando
a coeréncia do fluxo. A densidade de particula mostra a formacao de uma rede "cristalina", mas
cuja densidade ndo se anula rapidamente ao se afastar do centro do sitio. Estes resultados mos-
tram que este estado quasi-estaciondrio possui um comportamento andlogo ao comportamento
de um supersdlido. A supersolidez é um fendmeno quantico onde hé a coexisténcia de uma
rede cristalina e a superfluidez em uma mesma fase da matéria, € como um comportamento
quantico ndo pode ser explicado de maneira cldssica, no entanto o comportamento desse estado
quasi-estaciondrio é andlogo ao comportamento de um supersélido e tomando esta analogia,
foi calculado uma fragdo de particulas do fluxo de 2%, enquanto que gurpos de dtomos frios
relatam que em uma fase supersoélida a fracdo de particulas superfluidas deve estar no intervalo
entre 2% e 20%.

Como perspectivas de trabalho temos a aplicagao do método desenvolvido por Rocha Filho
para o cdlculo da distribui¢do core-halo baseado em um método variacional de maximizagao
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de uma entropia associada a perda de precisdo gerada pelo processo de filamentagdo da fungdo
de distribuicao de grao fino. Este método, ao contrario do método utilizado neste trabalho, ndao
utiliza nenhuma informacao dindmica do sistema. Outra perspectiva futura é estudar fendme-
nos conhecidos de sistemas auto-gravitantes no estudo de sistemas auto-gravitantes unidimen-
sionais € do HMF bidimensional, exemplos desses fendmenos sdo a segregacdo e ejecao de
matéria.

Como perspectivas futuras sugeridas pela banca no dia da apresentacdo estdo a andlise di-
namica da formacao da nova estrutura Core-Fluxo-Halo com uma énfase especial na formagao
dindmica do fluxo que nao esta presente na explicacao original da teoria Core-Halo, calculando
a separatriz entre as particulas presas e o mar cadtico das particulas livres, e verificar o meca-
nismo de relaxag@o ao equilibrio termodinamico descrito por Ettoumi e Firpo [26], em que o
sistema atinge a distribuicdo de Maxwell-Boltzmann quando todas as particulas tiverem cruzado
a separatriz. Analisar o movimento e a difus@o dos clusters por meio da quebra espontanea de
simetria dos modos de Goldstone. Verificar se as colisdes de particula rigida termalizariam o
sistema mais rapidamente ao equilibrio termodindmico e o desenvolvimento de uma dindmica
molecular simplético com a abordagem de gas de rede para sistemas com interagdes de longo
alcance.






APENDICE A

Divergéncia do Potencial Gravitacional a Curtas
Distancias

A dificuldade principal que surge nos potenciais atrativos do tipo ®(r) o< —r ~!, como é o caso

dos potencias gravitacionais e coulombianos € a divergéncia a curtas distancias [1, 2, 5].
A o volume do espaco de fases € dado por:

N
D(EV.N) =) [ O[F ~H({pi}aiD)] []d"pid'a: (A1)
i=1
onde O ¢ a func¢do degrau unitdrio de Heaviside, C(N) é uma constante que depende somente
de Ne H({pi},{qi}) é a hamiltoniana do sistema. Ao integrar no espago dos momenta, temos
como resultado:

D(EV.N) =C'WN) [ [E - ()% 'O[E - ®(¢))d™g, (A2)

onde C'(N) é outra constante que depende somente de N.
O potencial gravitacional € um potencial de pares e pode ser escrito como:

1 & Gm?
o——-y " (A3)
Nﬁj:l ‘l’i—l'j‘

o fator N foi introduzido como prescri¢ao de Kac para restaurar a extensividade da hamiltoni-
ana. Substituindo (A.3) em (A.2), temos:

Ni7j:1 |I‘l'—l'j| ij=1 |l','—l‘j| k=1

2 %_l 2 N
F(E,V,N):c/(N)/ <E+lZ Gm ) @(E+11VZ Gm >Hddrk. (A.4)

Fazendo uma mudanca de varidvel do tipo B = r, —r; € possivel reescrever a integral em
(A.4) como:

N
P(EV.N) =C'W) [ 115,00 [[d'n, (A5)
k=2
onde
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N _q
I(r . . ) / E+Gm2+1 N Gm? +1 N Gm? : »
2,13,...,IN) = — =) =+ — —_—
NB| N = [B+r—rj| N, = [ri—r)l
G 2 1 N G 2 1 N G 2
x| E+ 2" m ™) a?B.(A6)

-y -y ——
N|B| Nj:3|B+r2—rj| Nl.7j:2|r,-—rj|

Em B = 0 o integrando em (A.6) é divergente e o termo dominante é Gm?/N|B|. Préximo a
B = 0 temos:

¢ N _
2\ 2
I(ta,rs,. . en) = Qg lim [ B4 (™ dB, (A7)
-0 B
0
I'(r2,13,...,1y) o lim E(@H=F). (A.8)
£—0
Assim I(rp,r3,...,ry) divergird para
d+1
N>2 (i> , (A.9)
d
ouN >3parad =3,N>4parad=2eN >5Sparad =1.
Se I(rp,r3,...,ry) diverge, entdo o volume do espago de fase também diverge levando

ao fendmeno conhecido como catitrofe gravotérmica [5, 7, 11]. Faz-se necessédrio o uso de
artificios que evitem a divergéncia a curtas distancias.

H4 basicamente dois tipos de sistemas gravitacionais [5]. O primeiro consiste em siste-
mas astrofisicos como galaxias, sistemas planetdrios, aglomerados estrelares, dentre outros,
sdo constituidos de particulas cldssixas (exceto em alguns casos onde deve ser levado em conta
corregdes relativisticas ao se aproximarem muito). O segundo consiste em sistemas com parti-
culas elementares quanticas como halos de matéria escura, estrelas de néutrons, anas brancas,
dentre outros.

Para o primeiro tipo, a divergéncia no potencial pode ser evitada com a introducdo de um
potencial de particula rigida. Nesse caso, o tamanho das particulas € levado em consideracao.

Para o segundo caso, correcdes quanticas sdo necessdrias. Padmanabhan [5] mostrou que
para tais sistemas hd um estado fundamental de energia e, assim como sistemas coulombianos
tém sua estabilidade devido a principios da mecanica quantica como a incerteza e a exclusao de
Pauli, sistemas gravitacionais também devem sua estabilidade a esses principios. Para sistemas
deste segundo tipo desenvolveram a idéia de parametro de amortecimento (softening parameter
no inglés), consiste em uma regularizacdo do potencial de forma que a partir de uma certa
distancia as particulas ndo mais interagem entre si, isto é, o potencial ¢ modificado para a
forma ®(r) o< —(r+¢) 71



APENDICE B

Implementaciao do método de Monte Carlo
microcanonico

A implementacdo do algoritmo apresentado no capitulo 2 € apresentado a seguir [13]:

1. Escolhe-se uma particula # com a posicio original r, = r? = (x2,y9).
A / / /
2. Escolhe-se uma nova posi¢io r', = (x},,y,,).

3. Calcula-se a energia cinética do sistema com a particula n na configuracdo original
K({ri,r, =r9}) = K° com arelagio K({r;}) =E — Y, ;V(ri—r;).

4. Calcula-se a energia cinética do sistema com a particula n na nova configurag¢do K ({r;,r, =
/ !/
r,}) =K

5. Se KY < K/, anova configuragdo € aceita.

6. Se K > K’, a nova configuragio é aceita com a probablididade P(r? — r’,,) definida em
(3.5).

7. Refaz-se os passos 1 a 6 até que a energia cinética atinja um valor estdvel. Cada volta
dos passos 1 a 6 completa é contada como uma interagdo de Monte Carlo.

8. Calcula-se as médias do sistema.

B.1 Gas de Rede

Nos modelos estudados no capitulo 3 foi utilizado uma abordagem de gés de rede: discretizou-
se o espaco em N, células de tamanhos iguais e o tamanho de cada particula € o tamanho de
uma célula. Se o potencial de pares tiver a introdugdo de potencial de particula rigida, entao
cada célula pode ser ocupada por somente uma particula. O limite continuo é aproximado
quando o N, se torna muito grande.

B.2 Derivacao do peso estatistico
No ensemble microcandnico, o volume do espago de fases I'(E,V,N) é dado por [32, 55, 13]:
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N
I[(E,V,N) = / 4N p @ g — C(N) / SIE—H({pi}. {a:})] [Td“pi dqi, B.1)
i=1
=H({pi}.{qi})

onde &(x) é a fungdo delta de Dirac e C(N) é uma constante que depende somente da quanti-
dade de particulas N e o hamiltoniano H € dado por:

N 2
p .
H({pi}Aah) = Y. 5 +V({aid)- (B.2)
i=1
Considerando para a integracdo a ndo correlacao entre os momenta das N particulas e a simetria
radial do hamiltoniano com relagdo aos momenta:

N

N < pz
T(E,V,N) =C"(N) /Hd"ql- /dppd_15[E—7—V({Qi}) , (B.3)
i=1 0

com C”(N) sendo outra constante que depende somente de N. Fazendo uma transformagéo de

varidveis do tipou =E —V ({g;}) — %2:

N E-V({4:}) ) N
FEVN =CW) [[Te%ad [ anE-v(gh-ui"swp . B4
i=1 700
e, finalmente
N
CEVN) =CW) [IE-v{ah)*OE-Vih [[da B3

em que O(x) é a fun¢do degrau unitdrio de Heaviside.



APENDICE C

Teorema De Jeans

O teorema de Jeans afirma que [9]:

Teorema 1. Qualquer estado estaciondrio solu¢do da equagado de Vlasov depende das coor-
denadas do espago de fases somente em fungdo das integrais de movimento do potencial e
qualquer fungao de distribui¢do que dependa somente das integrais de movimento resultam em
uma solugdo estaciondria para a equagao de Viasov

Demonstragdo. Supunhamos que f seja uma solucdo estaciondria de Vlasov para um dado
potencial, assim:

df
— =0 C.1
=0 (C.1)
e que seja o conjunto {I;(p,q)} o conjunto das n integrais de movimento do potencial em
questdo, tal que {dl"} = {0}. Logo:
1.0 5(p.0).50.9) - (P = Y 0 €2
- 1\p,4),2\P,4),13\P,4) - - - In\ P, = a7 . .
dt = dI dt

da mesma forma, qualquer funcdo de distribuicdo g que seja dependente de m integrais de
movimento, com m < n, serd uma solugdo estaciondria de Viasov:

of diy

d
7811(P.9):22(p,a),15(p.q) - Z S dt (C3)

]
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APENDICE D

Supersolidos

A questdo sobre a existéncia e a possivel observacdo do fendmeno da superfluidez em estru-
turas cristalinas tem sido objeto de um intenso debate cientifico por décadas [74, 37, 75, 38].
Originalmente conjecturado de maneira tedrica por Andreev e Lifshitz [37] e Legget [38], este
fendmeno, chamado supersolidez, € manifesto por meio de uma ordem cristalina de longo al-
cance - LRCO, do inglés long range crystalline order- e pelo momento de inércia nao-cléssico,
ou momento de inércia faltante - NCRI, do inglés non-classical rotation inertia, 1. e., a falta
de uma fracdo do momento de inércia de uma amostra sélida em um experimento de oscilador
torcional preenchido com uma amostra na fase sélida [38]. Contudo, esta nova fase nio seria
uma coexisténcia entre as fases superfluidas e s6lidas, mas uma tnica fase onde coexistem as
duas ordens - LRCO e NCRI.

Uma queda abruta no periodo ressonante de um experimento de oscilador torcional preen-
chido com hélio *He sélido ao diminuir a temperatura abaixo de uma temperatura critica que
poderia caracterizar um indicio de uma fase supersolida foi detectado primeiramente por Chan
e Kim [83] e posteriormente por diferentes grupos experimentais utilizando diferentes geome-
trias e condigdes [79, 80, 81, 82]. Contudo, a auséncia de uma explicacao tedrica consistente
que pudesse explicar esses resultados experimentais [84, 85, 86] e a realizacdo de alguns ex-
perimentos mostrando que o comportamento supersélido no *“He era controverso e niao uma
propriedade universal deste elemento [79, 87, 88] levou alguns pesquisadores a atribuem aque-
les resultados a efeitos de elasticidade do *He [89, 90], pois o hélio sélido € um material eldstico
e a elasticidade também € dependente da temperatura. Para solucionar tal conflito, 0 mesmo
pesquisador que relatou a queda abruta no periodo ressonante refez, em 2012, o experimento
do oscilador torcional eliminando os efeitos eldsticos do *He [91] e ndo obteve o aumento da
frequéncia de oscilag@o, confirmando a hipdtese da elasticidade.

Visto que o “He ndo suporta uma observacdo clara e direta da fase supersélida [85] e que
simulacdes de Monte Carlo de integral de caminho mostram que cristais ideais ndo podem pas-
sar por condensacdo de Bose-Einstein [92, 93], recentemente, a aten¢do tem se virado para o
campo dos atomos ultra-resfriados [86]. Este campo ndo somente permite um controle expe-
rimental maior e mais preciso, mas também permite criar potenciais inter-particula artificiais,
que ndo existem na matéria condensada comum [54, 86, 77, 94]. Isto levanta as seguintes per-
guntas tedricas: existe algum potencial interparticula que possa levar a uma fase supersélida? e
qual tipo de potencial seria? [77]. Foi proposto [76], baseado num tratamento de campo médio,
que excitacdes de rotons podem ser realizadas em um condensado de Bose-Einstein de &tomos
interagindo por um potencial efetivo de longo alcance regularizado a curtas distancias. Neste
contexto, Cinti et al. [77] propuseram um potencial de pares entre dipolos elétricos num regime
quantico com um potencial de particulas softcore a curtas distancias. No mesmo contexto, Han
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et al. [78] também propuseram um potencial entre pares de dipolos magnéticos num regime
quantico, mas com particulas rigidas e com uma interagdo anisotropica - atrativa em uma di-
recdo e repulsiva na outra. Um ponto em comum entre estes potenciais propostos € que se
encaixam na definicdo de interacdes de longo alcance.

Tentativas de descrever o fendmeno da supersolidez em uma abordagem hidrodindmica
utilizando teoria cldssica de campos e em um contexto da teoria fenomenoldgica de Ginzburg-
Landau também foram feitos [92, 95].

Em um primeiro momento pode ser contraditério a coexisténcia de uma alta localizag¢do
das particulas em um sélido e a alta deslocaliza¢ao das particulas em um superfluido. Contudo,
algumas explicacOes tedricas tém sido propostas. A primeira, proposta por Andreev, Lifschitz e
Chester [37,75], é baseada nos defeitos pontuais de um cristal, que sdo termicamente ativados,
mas que podem estar presentes mesmo em estados fundamentais de diversos sistemas. Estes de-
feitos, chamados de zero-point defects ou defeitos de temperatura zero, seriam deslocalizados,
teriam uma alta mobilidade e seriam termicamente ativados, nao sendo criados adicionando ou
retirando particulas da rede. Um gds de tais defeitos poderia entrar em uma condensagdo de
Bose-Einstein e se tornar superfluido a baixas temperaturas [85].

Outro cendrio proposto para a explicagdo da aparente contradi¢do é de que as particulas
constituintes da rede cristalina sdo localizadas, mas também sao deslocalizadas. Isto porque
a fun¢do de onda das particulas do cristal tem seu estado mais provavel no centro do sitio da
rede cristalina, mas ao contrario de um cristal normal, a fun¢do de onda ndo se anula com-
pletamente entre os sitios da rede, isto implica que as particulas podem tunelar entre os sitios
da rede [85, 77, 86, 96] com uma probabilidade muito baixa como mostra a figura D.1, que
foi obtida na referéncia [96]. A baixas temperaturas, as particulas que tunelam pelos sitios da
rede passam por uma condensagdo e se tornando superfluidas, gerando um fluxo coerente de
particulas pela rede, e obtendo um perfil de densidade proximo a um cluster do sitio da rede
como obtido por Saccani et al. [86] conforme mostra a figura D.2. Neste contexto, Cinti et al.
utilizando simulac¢des de Monte Carlo quantico de integral de caminho de um potencial dipolar
com particulas penetrdveis obteve uma fase supersoélida com uma rede cristalia de aglomerado
de particulas a qual foi chamada de Droplet-Crystal [77]. O resultado obtido por Cinti et al. €
mostrado na figura D.3.

Mesmo com muito esfor¢o por parte da comunidade cientifica, o debate sobre a existéncia
e sobre uma possivel observacdo da fase supersdlida ndo tem obtido um consenso sobre os
mecanismos que poderiam gerar o fluxo coerente na estrutura cristalina, ou sobre o tipo de
potencial que poderia criar uma fase supersélida a baixas temperaturas.
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Figura D.1 A fungdo de onda num supersélido ndo se anula completamente entre os sitios da rede
cristalina. Figura obtida na referéncia [96]
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Figura D.2 O painel acima mostra o perfil de densidade de um supersélido, a densidade néo se anula
longe do centro core central, o que mostra o fluxo de particulas gerado pelo tunelamento entre os sitios
da rede e a consequente deslocalizacdo das particulas. O painel abaixo mostra o perfil de densidade de
um sélido comum para comparacio, a densidade se anula para valores afastados do core central do sitio,
mostrando a alta localizacdo das particulas no s6lido comum. Figura obtida na referéncia [86]
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Figura D.3 Configuragdes instantdneas de uma simulacdo de Monte Carlo de um sistema de bdsons
interagindo por um potencial dipolar regularizado a curtas distincias. Cada um das configuracdes ins-
tantaneas foram obtidas a uma temperatura diferente, decrescendo de(a) até (d) a uma taxa de uma ordem
de magnitude do anterior. O painel (a) mostra configuracdo de um superfluido, o painel (b) uma con-
figuracdo de um cristal sélido de aglomerados, o painel (c) uma configuragdo de um supersélido com
baixa frag¢do de particulas supersélidas e em (d) uma configuragdo de um supersélido com alta fragcdo de
particulas supersélidas. A figura obtida na referéncia [96]



APENDICE E

Derivacao da expressao das densidades

As densidades de particula e energia sdo definicas como:

px(r) = [ dpflep.r)
pur) = [ dpe(p.r) fle(p.r)) ED)
onde € é dado pela equacdo (6.10) e tem a seguinte forma:
»?

€= ?‘FV(X,))), (E.2)

com V(x,y) = —1 — Py cos(x) cos(y). Substituindo a expressao da equacdo (E.2) em (E.2):
pulr) = [ dpfle(.r)
e
pul) = [ ap (5 +vie) rletwin ©3)

pulr) = [ dpfle(e.r))
1 2
put) = 5 [ dpp? fle@r)]+Vixy) [ dp fle(.r)k €4

ou reescrevendo a dependéncia de py (r) com relagdo a py(r),

pu(v) = [ dpfle(p.)
1
pu®) = 5 [ dp P fle®r)+V(xy)pn(). E5)
Sendo f[e(p,r)] escrita como a soma de trés termos:

fle(p,r)] =nO(ep —€)+EO(g,— €)O(e — ep) + xO(g, — €)O (e — &), (E.6)

vamos aqui calcular as duas integrais de (E.5) separadamente para cada um dos trés termos
e tomando a simetria polar das integrais:
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= 2
/ dpnO®(er —¢) = 27m/ dpp® <KF - ‘%) : (E.7)
0

onde Kr = gr — V(x,y), é a energia cinética por particula do core. Via uma transformacéo de

coordenadas do tipo u = Kr — -

/ dp O (ex —€) = 27 / du®(u) = 2w [er —V(x,y)Oler —V(x,y)],  (ES)

Para os outros dois termos a integracao € feita de maneira anédloga:

2 2

/ dp EO (e, — £)O(g — &) = 27:5/ dpp® <KS - %) ® (% —KF) . (E9)
0
Aqui Ky = & — V(x,y). Utilizando a mesma transformagdo de varidveis na integral anterior
comu=K;— %2:
/dp§® )O(e — &r) = 27:5/ du® (u) © (K — Kr —u), (E.10)

integrando a integral ao lado direito por partes:

/ dp EO(g, — £)O(e — £r) = 21E | K.O(K,)®(—Kr) + / dut u®(u)8 (K; — K — 1) | |

EB.11)

| dp&6(e,—e)0(e —er) = 228 [K.O(K,)O(~Kr) + (K, — Kr)O(K, — Kr)O(Kr )],
(E.12)
como Ky — Kr = & — & > 0 entdo pode-se simplificar a expressao anterior como:

/dp§®(8s—8)®(8—8F) 2r8[(& =V (x,))0(& =V (x,))O(V (x,y) — &F)
+(& —€r)O(er —V(x,y))]. (E.13)

De maneira andloga a integral do terceiro termo teria como resultado:

/ dp xO®(&, —€)O(e — &) = 2mx[(en — V(x,))®(&r — V (x,))O(V (x,y) — &)
+(&n — &)0(& —V(x,y))]. (E.14)
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Somando os resultados de (E.8), (E.13) e (E.14):

pn(r)
2n

= [n(er —V(x,y))+&(& —€r)] O(er —V(x,y))

+[8(&s =V (x,y)) + x (& — &)] O(& =V (x,y))O(V(x,y) — €F)
+% (8h - V(X,y)) G)(eh - V(x,y))@(V(x,y) - 85)' (EIS)

Para o célculo da densidade de energia, serd utilizado o mesmo procedimento, separando a
integral em trés partes e tomando a simetria polar. A primeira serd a integral do core:

< 2
[ dpnp o(er—e) =22 [ ap e (KF—%>, (E.16)
0

2
utilizando a mesma transformacgdo de variaveis da forma u = K; — % na integral

Kp
/ dp np* O(er —¢) = 271 / dp 2(K; —u) ©(u), (E.17)

/dp np* O(er —e) =2nn(Kr)? O(Kp) = 2nn(er — V (x,y))? O(er —V(x,y)). (E.18)

A segunda integral é:

< 2 2
/ dp Ep*O(e, — £)O(e — ) = 27E / dp p* © (KS _ p—) ) (p— —Kp) . (B.19)
0

K
/ dp Ep*O (g, — £)O(e — ) = 27E / dp 2(K, — 1) O(u)®(K; — Kr —u),  (E.20)

fazendo integracdo por partes, a integral a direita da equacao se reduz a:

K;
/ dp Ep*O (e, — )0 (e — ) — 21 | K2O(K,)O(—Kr) + / du (2K, — 1) ()8 (K, — Kr —u) | |

(E.21)

/ dp §p2®(85 - 8>®(8 - 8F> = 277"& [Ks2®(Ks)®(_KF) + ®(KF)(KS +KF)(KS - KF)} :
(E.22)



96 APENDICE E DERIVACAO DA EXPRESSAO DAS DENSIDADES

Substituindo os vaores de Kr e Kj:

/dp€p2®(8s—8)®(€—8F) = 2n&{[e;—V (x,y)]*Ole; — V(x,y)]OV (x,y) — &r] +
Oler —V(x,y)][&s+€r —2V(x,y)](es—¢€F)}.  (E.23)

Analogamente, para o terceiro termo tem-se que:

/dp%p2®(8h—8)®(8—8s) = 21x{[en—V (x,y)]*Oe;, — V(x,)]OV (x,y) — &] +
Ofe; —V(x,y)l[en+ & —2V(x,y)|(en — &)} (E.24)

Somando os trés termos expressos pelas equagdess (E.18), (E.23) e (E.24):

1
%/ dpp* fle(p,v)] =1 + L +1,

onde

I = O(g— ny){n[sF V(xy)]2+€[(82—8%)—V(x,y>(8s—8F)]}
L = O(&—V(x,y)OV(x,y) —er) {Ele,—V(x,y)] +xl(gf — &) —V(x,y) (& —&)]}
L = O(e—V(x)0(V(x, > )x[eh—V@c,y)Jz- (E.25)

O outro termo para a densidade de energia em (E.5) € dado pela equacdo (E.15)

V(x,y) (PNyil‘)) =1 +L+Ts (E.26)
T = [n(er—V(x,y)+&(&—€r)]V(x,y) Oer —V(x,y))
L, = [§(&—V(xy)+x(en—&)V(x,y) O(&—V(x,y))O(V(x,y) —€F)
y)

Ty = +x(&@—=Vxy)V(xy) 0(g—V(xy)OV(xy) - &). (E.27)

Somando I} + I, + Is + T + T, + Tz obtém-se a densidade de energia expressa por:

n(er — (V(x.y)*) +E(& —&7)] O(er —V(x.y))

[E(e] — (V(x,))) + 2(e7 — €7)] O(g,—V(x,y)O(V (x,y) — €F)
x (67 — (V(x,9))%) ©(&, — V(x,))O(V (x,y) — &). (E.28)

+ -
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