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Resumo

Sousa, Kerlles Rafael Pereira, Implementação de Formulações do Método dos Elemen-

tos de Contorno para a Assoiação de Plaas no Espaço. Brasília, 2016. Tese de

Doutorado, Fauldade de Tenologia, Universidade de Brasília.

Este trabalho apresenta uma formulação estátia e dinâmia do método dos elemen-

tos de ontorno para análise de estruturas formadas pela assoiação espaial de plaas

�nas. As formulações dos elementos de ontorno para elastiidade plana e �exão de

plaas �nas de materiais isotrópios são assoiadas, obtendo-se uma estrutura plana

denominada de sub-região. O ontorno desta região é dividido em pequenos pedaços,

os elementos de ontorno. Cada um deste elemento possui um ponto de oloação

(elementos de ontorno onstante), onde as equações integrais de ontorno são aplia-

das. Uma sub-região ontém simultaneamente os estados de �exão em plaas �nas e de

elastiidade plana (hapa) e possui quatro graus de liberdade por nó, sendo eles: deslo-

amento normal, tangenial e transversal e rotação normal. O modelo �nal assume uma

assoiação dessas sub-regiões no espaço. Cada sub-região é tratada via MEC. As equa-

ções de ada sub-região, após as transformações de oordenadas, são aopladas através

da ompatibilidade de desloamentos e rotações e equilíbrio de forças e momentos. A

�m de alular os elementos das matrizes de in�uênia, as integrais de ontorno ao

longo dos elementos serão obtidos numeriamente. Na formulação dinâmia, os termos

de inéria são onsiderados omo forças de orpo, o que gera integrais de domínio na

formulação. Estas integrais de domínio foram transformadas em integrais de ontorno

usando o método da integração radial. Dessa forma, a prinipal ontribuição deste

trabalho é a assoiação da formulação do método dos elementos de ontorno de plaas

�nas e elastiidade plana para problemas estátios e dinâmios onde, somente o on-

torno será disretizado em elementos de ontorno onstante. Com objetivo de validar

a formulação desenvolvida, vários exemplos numérios são analisados e, os resultados

obtidos são omparados om Ansys e soluções disponíveis na literatura. Apesar da

formulação ter usado elementos onstantes, na maioria dos asos os resultados obtidos

mostraram boa onordânia om os resultados da literatura.

Palavras haves: Método dos elementos de ontorno, plaas �na, material isotrópio,

sub-regiões.



Abstrat

Sousa, Kerlles Rafael Pereira, Implementation of Boundary Element Method For-

mulation for Plate Assoiation in Spae. Brazilia, 2016. PhD Thesis, Faulty of Teh-

nology, University of Brazilia.

This work presents a dynami and stati formulation of the boundary element

method for analysis of spatial strutures formed by the assoiation of thin plates. The

formulations of the boundary element for plane elastiity and bending of thin plates of

isotropi materials are assoiated with, obtaining a �at struture alled the sub-region.

A sub-region ontains both the states of �exion and extension in thin plates and has

four degrees of freedom per node, namely: normal, tangential and transverse displae-

ments and normal rotation. The �nal model assumes a ombination of these sub-regions

in spae. The equations of eah sub-region, after the oordinate transformations, are

oupled by displaement and rotation ompatibility and fores and momentum equi-

librium. In order to alulate the oe�ients of the matrix of in�uene the integrals

over elements are obtained numerially. In the dynami formulation, inertia terms

are onsidered as body fores, generating domain integrals in the formulation. These

integrals are transformed into boundary integrals by the radial integration method.

Thus, the main ontribution of this work is the assoiation of the method formulation

of thin plate boundary element and plane elastiity for stati and dynami problems

where only the boundary will be disretized in onstant boundary element. In order

to validate the proposed formulation, various numerial examples are analyzed, and

the results obtained are ompared with Ansys and solutions available in the literature.

Although the use of onstant elements, there is a good agreement with literature in

the majority of numerial examples.

Key words: Boundary element method, thin plates, isotropi material, subregions.
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Símbolos

Letras gregas

α = Ângulo.

ε = Deformação normal.

φ = Ângulo.

Γ = Contorno.

γ = Deformação isalhante.

µ = Raíz do polin�mio araterístio.

ν = Razão de Poisson.

Ω = Domínio.

θ = Ângulo.

ρ = Distânia.

σ = Tensão normal.

τ = Tensão isalhante.

Letras arábias

b = Força de orpo.

C, K = Constantes.

D = Matriz de rigidez de �exão.

D′ = Matriz D transformada.

di = Parte real de µ.

E = Módulo de elastiidade.

ei = Parte imaginária de µ.

g = Força elementar.

M , m = Momentos.

N = Função de interpolação.

n = Vetor normal ao ontorno.

Q = Ponto ampo.

Q = Matriz de rigidez.

Q = Matriz de rigidez transformada.
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q = Força distribuída.

Ri = Função.

ri, si, qi, pi = Constantes.

Si = Função.

T = Matriz de transformação.

t = Espessura da plaa.

u, v = Desloamentos no plano.

V = Força ortante equivalente de Kirhho�.

w = Desloamento transversal.

z = Distânia transversal do plano médio à um ponto.

Subsritos

Γ = Contorno.

Ω = Domínio.

1, 2, 3 = Direções prinipais.

c = Compressão, elemento ontínuo.

d = Elemento desontínuo.

L = Direção longitudinal às �bras.

n = Direção normal.

s = Direção tangenial.

T = Direção transversal às �bras.

t = Tração.

x, y, z = Eixos do sistema de oordenadas.

Sobresritos

1, 2, 3 = Nós do elemento.

∗ = Soluções fundamentais.
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Capítulo 1

Introdução

1.1 A evolução da análise de estruturas

As ivilizações, desde tempos antigos, transforma reursos disponíveis a sua volta

de modo a failitar suas neessidades. Desta forma, o ser humano tem produzido mora-

dias, ferramentas auxiliares, meios de loomoção, omputadores e máquinas modernas.

Com a evolução ao longo dos anos dos proessos de onepção das manufaturas, os o-

nheimentos empírio/ientí�o adquiridos pelo homem na transformação dos reursos

deu origem à hoje onheida engenharia. Em linhas gerais, a engenharia aplia esses

onheimentos na produção de manufaturas.

Alguns motivos in�ueniaram o ser humano a questionar e investigar o ompor-

tamento dos materiais. Entre esses, podem ser itados: falhas estruturais que oa-

sionaram perdas humanas e materiais, a otimização de formas estruturais visando a

eonomia dos reursos e a adequabilidade do omportamento de diferentes materiais a

diferentes utilizações da humanidade. Nesse ontexto, surge a iênia/engenharia de

estruturas.

A existênia destes projetos vem da apliação de ténias para esolha de materiais

e o dimensionamento de estruturas. A formalização destes projetos e, onsequente-

mente, da engenharia estrutural, é obtida através de teorias ientí�as que permitem

aos engenheiros estabeleerem as forças e soliitações que podem atuar om segurança

nas estruturas ou em seus omponentes, e de�nir os materiais adequados e as dimensões

neessárias da estrutura e seu omponentes sem que estes sofram efeitos prejudiiais

ao seu bom funionamento.

O iníio da formalização teória que relaiona a apliação de forças às deformações

foi feito por volta de 1678 por Robert Hooke, ujo sobrenome é extremamente familiar à

maioria dos estudantes das engenharias meânia e ivil. Apesar desse longínquo iníio,

grandes avanços na teoria da elastiidade não foram obtidos até o ano de 1821 quando
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Navier publiou seus estudos aera das equações de equilíbrio. Este desenvolvimento

foi seguido por Cauhy que estudou as equações básias da elastiidade e desenvolveu

o oneito de tensão em um ponto. Ao longo desses séulos, vários matemátios e

ientistas ilustres deram suas ontribuições para formalizar a engenharia estrutural

tal omo se entende hoje. Até o iníio do séulo XX pode-se itar, dentre outros,

Bernoulli, Lord Kelvin, Poisson, Lamé, Green, Saint-Venant, Betti, Airy, Kirhho�,

Rayleigh, Love, Timoshenko. A totalidade destes autores desenvolveu a forte base

matemátia presente nos livros e formulações usadas atualmente, sendo muito dos seus

desenvolvimentos homenageados em denominações omo a viga de Timoshenko, teoria

de plaas de Kirhho�-Love, prinípio de Saint-Venant, oe�iente de Poisson, solução

fundamental de Kelvin para elastiidade Sadd (2009).

A engenharia tem omo um de seus prinipais objetivos a prevenção de falhas em

estruturas que possam a oasionar perdas humanas e materiais. Assim, por meio

da avaliação do omportamento meânio das estruturas e de sua interação om o

meio externo, modelos matemátios foram desenvolvidos baseados em leis físias do

omportamento de sólidos e �uidos.

1.2 O método dos elementos de ontorno

Desde a déada de 1960, uma poderosa ferramenta despontou no mundo da enge-

nharia: o omputador, embora iniialmente apenas em institutos de pesquisa e uni-

versidade. A potenialidade de realizar repetidos álulos em um tempo pequeno e de

sistematizar ertas atividades, levou os pesquisadores a apliar alguns oneitos omo

análise matriial de estruturas a uma on�guração mais abrangente. Surgiram assim,

os métodos numérios omo: o Método dos Elementos Finitos (MEF), o Método das

Diferenças Finitas (MDF) e o Método das Equações Integrais. Mas, este último, para

distinguí-lo dos outros métodos que envolviam equações integrais, ele foi �nalmente

hamado de Método dos Elementos de Contorno.

De aordo om Brebbia and Dominguez (1989), o Método dos Elementos de Con-

torno (MEC) tem sido estabeleido omo um método numério alternativo ao Método

dos Elementos Finitos (MEF), em asos partiulares onde um melhor rigor é requerido

devido a problemas omo onentração de tensões ou onde o domínio se estende ao in-

�nito. Isto se deve à sua simpliidade e redução na dimensionalidade do problema. Por

exemplo, um problema bidimensional reduz-se somente a uma urva orrespondente ao

ontorno do domínio que preisa ser disretizada em elementos e um problema tridi-

mensional reduz-se a uma superfíie do domínio que neessita ser disretizada. Isto

signi�a que, omparado à análise de um método de domínio tipo MEF, uma análise
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do método dos elementos de ontorno resulta em uma substanial redução na prepa-

ração dos dados e em um sistema algébrio de equações muito menor a ser resolvido

numeriamente.

O MEC pode ser apliado em uma ampla variedade de problemas de engenharia, tais

omo: meânia da fratura, meânia do ontato, barreira aústia, proteção atódia

(em aso de navios e torres de distribuição elétria), e problemas de elastiidade.

1.3 Considerações sobre plaas

As formulações de elementos de ontorno têm sido apliadas a problemas de �exão

em plaas isotrópias, onsiderando a teoria de Kirhho�, bem omo teorias de pla-

as deformáveis ao isalhamento. Shi and Bezine (1990) apresentam uma análise por

elementos de ontorno de problemas de �exão de plaa usando a solução fundamental

proposta por Wu and Altiero (1981), baseadas nos pressupostos de �exão da plaa de

Kirhho�.

Rajamohan and Raamahandran (1999) propuseram uma formulação na qual as

singularidades são evitadas por pontos fontes oloados fora do domínio. Paiva et al.

(2003) apresentaram um tratamento analítio para integrais singulares e hipersingulares

da formulação proposta por Shi and Bezine (1990).

Plaas deformáveis por isalhamento tem sido analisadas usando o método dos

elementos de ontorno por Rashed (2000), Weën (1982) e Wang and Shweizerhof

(1997). om a solução fundamental proposta por Wang and Shweizerhof (1995).

No método dos elementos de ontorno para �exão de plaas, a presença de forças

distribuídas no domínio fazem apareer na formulação as integrais de domínio. Com

o objetivo de resolver estas integrais, o esquema de integração por élulas pode dar

resultados preisos, omo demonstrado por Shi and Bezine (1990) para problemas de

�exão em plaas anisotrópias. Contudo, a disretização do domínio em élulas reduz

uma das prinipais vantagens do método dos elementos de ontorno que é a disretiza-

ção somente do ontorno. Uma alternativa para este proedimento foi apresentada por

Rajamohan and Raamahandran (1999) que propuseram o uso de soluções partiulares

para aproximar a disretização do domínio. Entretanto, o uso de soluções partiulares

requer a busa de uma função que satisfaça a equação governante. Dependendo da

omplexidade da equação governante, esta função pode ser difíil de ser enontrada.

As integrais de domínio devido a argas distribuídas podem ser transformadas em

integrais de ontorno pelo método da integração radial. Este método foi iniialmente

apresentado por Venturini (1988) para problemas de �exão em plaas isotrópias. Re-

entemente, Gao (2002) estendeu o método para problemas de elastiidade isotrópia
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tridimensional e Albuquerque et al. (2006) para plaa de Kirhho� anisotrópia.

A adoção de hipóteses simpli�adoras, visando analisar a plaa omo um elemento

bidimensional, fez surgir diferentes teorias para veri�ar o omportamento geral desta

superfíie estrutural. Kirhho� (1850) estabeleeu as hipóteses fundamentais da teoria

de plaas �nas, derivando a expressão da energia potenial para uma plaa inlinada e

apliando o prinípio dos trabalhos virtuais para obter uma equação diferenial, onde

a rigidez à �exão foi de�nida em termos do módulo de Young e oe�iente de Poisson.

Adiionalmente, ele perebeu que as três ondições de ontorno naturais propostas

por Poisson (1829) não eram ompatíveis om a natureza de quarta ordem da equa-

ção diferenial obtida e mostrou que estas poderiam ser reduzidas a duas ondições

de ontorno naturais. Esta teoria não leva em onta o efeito da deformação pelo es-

forço ortante, assumindo-se que, retas normais ao plano médio da plaa permaneem

normais após a deformação. As hipóteses apresentadas por Kirhho� resultaram em

uma equação diferenial de quarta ordem, na qual o desloamento é dado em função

de duas oordenadas no plano médio da plaa. Esta equação pode ser uma e�iente

representação do omportamento de plaas �nas para pequenos desloamentos, apre-

sentando boa preisão de resultados para uma grande variedade de arregamentos e

geometrias. Entretanto, a teoria desenvolvida por Kirhho� não apresenta bons re-

sultados quando são analisadas plaas de maior espessura. Mindlin (1951) formulou

uma teoria para analisar plaas moderadamente espessas onde, assumindo-se que as

distorções que oorrem na espessura são onstantes, as tensões são obtidas a partir da

geometria imposta para as deformações. O sistema de equações difereniais obtido é

de sexta ordem e também satisfaz as três ondições de ontorno requeridas. As formu-

lações apresentadas por Kirhho� e Mindlin podem ser onsideradas omo expressivas

ontribuições para o aprimoramento da teoria bidimensional de plaas.

1.4 Revisão bibliográ�a

Nesta tese, o tema - assoiação de plaas �nas através do MEC - será abordado

e, a análise estátia e dinâmia será o seu foo. Para tanto, os seguinte temas serão

revisados:

� As teorias desenvolvidas para plaas e elastiidade plana.

� A assoiação de maro-elementos via sub-regiões.

� Limitações à apliação do método de sub-regiões através do MEC.

Um dos primeiros estudos que relaionam a análise de estruturas tridimensionais

formadas por assoiação de plaas foi apresentado no artigo Tanaka et al. (1998) que
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apliou o método de elementos de ontorno a problema de vibração livre de estruturas

�nas de plaas laminadas. As soluções fundamentais estátia são utilizadas para a

derivação das equações integrais no plano e fora do plano. Todas as equações inte-

grais implementadas são regularizadas até uma ordem integrável e, em seguida, foram

disretizadas por meio de elementos de ontorno. Todo o sistema de equações para a

assoiação elástia de estruturas de plaa �nas são obtidas através da montagem das

omponentes satisfazendo as ondições de equilíbrio e ompatibilidade na interfae,

bem omo as ondições de ontorno.

O trabalho de Sanhes et al. (2007) é uma versão direta do método dos elemen-

tos de ontorno (MEC) desenvolvido para modelar a resposta dinâmia estaionária

de estruturas de plaas reforçadas, tais omo painéis reforçados em edifíios, automó-

veis e aviões. As soluções fundamentais estaionárias e dinâmias de plaas �nas e

estado plano de tensão são usados para transformar equações difereniais pariais em

equações integrais de ontorno. Dois onjuntos de equações integrais desaoplados são

formulados, respetivamente, para o estado plano (membrana) e para o estado fora do

plano (�exão). Estes sistemas desaoplados são unidos para formar o maro-elemento.

A assoiação destes maro-elementos é apaz de simular estruturas de paredes �nas,

inluindo estruturas de plaas reforçadas.

Di Pisa et al. (2010) apliou o método de elementos de ontorno para grandes

deformações de plaas sob isalhamento em assoiação no espaço. Cada plaa é mode-

lada omo uma sub-região submetida a argas de �exão e esforços no plano. Termos

não-lineares na formulação integral devido à grandes deformações são tratados omo

forças de orpo. As integrais de domínio assoiadas são transformadas em integrais

de ontorno usando o método da reiproidade dual. Derivadas dos desloamentos no

ontorno surgem devido aos termos não-lineares. Seus valores são avaliadas em pontos

internos do domínio usando funções de base radial. Seções da plaa são unidas ao longo

de suas interfaes usando as ondições de ompatibilidade e de equilíbrio.

Di Pisa et al. (2012) assoiou o método dos elementos de ontorno a formulação

de multiregião om objetivo de simular uma plaa submetida a grandes de�exões.

Funções de base radial são usadas para aproximar as derivadas dos termos de de�exão.

O método da reiproidade dual é usado para transferir todas as integrais de domínio

para o ontorno.

Di Pisa and Aliabadi (2013) desenvolveram um método de análise de elementos de

ontorno para a modelagem do resimento de trinas em plaa espessas (na formula-

ção de plaas espessas é onsiderado o efeito da tensão isalhante transversal). Uma

formulação dos elementos de ontorno om multi-região foi implementada, enquanto o

método de elementos de ontorno duplo é apliado para extrair os fatores de intensi-
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dade tensão. A propagação da trina é modelada om novos elementos de ontorno e

a direção é alulada por meio do ritério da máxima tensão irunferenial.

Baiz and Aliabadi (2009a) apresentaram uma formulação dos elementos de ontorno

om sub-regiões para a análise de instabilidades loais em plaas e asas. Cada sub-

região é formada pelo aoplamento dos elementos de ontorno de plaa deformáveis ao

isalhamento e elastiidade plana. Integrais de domínio que apareem na formulação

(devido à urvatura e devido à arga no domínio) são transformadas em integrais de

ontorno. Tensões de membrana em pontos disretos do domínio de ada sub-região

(plaa ou asa) são obtidas a partir do estado de pré-�ambagem, resultando em um

onjunto de equações lineares em função da de�exão e do fator de arga.

Di Pisa and Aliabadi (2015) apresentou um método dos elementos de ontorno para

análise de trinas em painéis aeronáutios enrijeidos reparados por plaas rebitadas

ou oladas. A formulação de multi-região é utilizada para modelar os reforços. Eles

são, em seguida, onetados às plaas por meio de rebites. O método de elementos de

ontorno é usado para simular a presença de trinas. O método do desloamentos de

abertura da trina (COD) e a integral J são implementadas para alular os fatores de

intensidade de tensão.

Costa (2015) desenvolveu uma formulação do método dos elementos de ontorno

para a análise de estruturas formadas pela assoiação tridimensional de plaas espessas.

Nesta abordagem, são estabeleidos seis graus de liberdade por nó, três desloamentos

e três rotações desenvolvidas a partir da assoiação das formulações de elastiidade

plana e plaas deformáveis por isalhamento. A partir destas, dois desloamentos vem

da formulação de elastiidade plana, um desloamento e duas rotações da formulação

de plaas. Para que se obtenha a tereira rotação, uma equação de rotação no plano

é inluída apliando a equação integral de ontorno na expressão analítia da rotação

de elastiidade plana, oriunda da teoria da elastiidade. No arranjo tridimensional,

ada plaa é de�nida omo uma sub-região e os termos loais são alulados. Após

a neessária transformação dessas equações para um plano de referênia omum, as

ondições de ompatibilidade de desloamentos e rotações, e equilíbrio de momentos e

forças de superfíie são impostas.

Como pode-se observar, em Costa (2015) houve a neessidade de uma equação de

rotação no plano na assoiação de plaas espessas e, no aso desta tese, onde foi usada

plaas de Kirhho�, não oorre este problema. Esta é uma vantagem desta formulação

de plaas �nas sobre a de plaas espessas. Esta formulação tem um número reduzido de

graus de liberdade quando omparada om a formulação proposta por Costa (2015). No

aso deste trabalho tem-se 4 graus de liberdade por nós, enquanto que, na formulação

empregada em Costa (2015), tem-se 6 graus de liberdade por nós. Além disso, as
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soluções fundamentais de plaas �nas são muito mais simples que as soluções de plaas

deformáveis pelo isalhamento, o que proporiona um ganho no tempo omputaional.

Desta forma, a prinipal ontribuição deste trabalho é a assoiação da formulação do

método dos elementos de ontorno de plaas �nas e elastiidade plana para problemas

estátios e dinâmios onde somente o ontorno é disretizado. Não foi enontrado na

literatura outro trabalho onde problemas dinâmios de assoiação de plaas no espaço

sob arregamento estátio e dinâmio fossem analisados sem a disretização do domínio.

Desta forma, este trabalho é original e apresenta um avanço nas formulações do método

dos elementos de ontorno.

1.5 Organização dos apítulos

Este trabalho tem omo prinipal objetivo a análise de desloamentos em estruturas

planas formadas pela assoiação de plaas �nas no espaço sob arregamentos estátios

e dinâmios.

No Capítulo 2 será feita uma introdução aos oneitos básios da teoria da elasti-

idade linear e plana para materiais isotrópios.

No Capítulo 3 será apresentado oneitos da teoria da elastiidade plana para ma-

teriais isotrópios, que será empregado nas formulações matemátias para o desenvol-

vimento das equações integrais de ontorno. A formulação de tensão e deformação será

revista, levando à de�nição da equação onstitutiva isotrópia.

No Capítulo 4 serão apresentadas algumas onsiderações gerais sobre plaas, in-

luindo as de�nições e nomenlatura relaionadas. As hipóteses básias das teorias de

plaas de Kirhho� serão introduzidas. Uma vez introduzidas, estas hipóteses serão

relaionadas om a teoria de Kirhho�. Com base nesta teoria, serão obtidas as equa-

ções onstitutivas de plaas. Será mostrado o álulo da rigidez à �exão em direções

arbitrárias. Além disso, serão relaionadas as variáveis referentes às três prinipais

ondições de ontorno: livre, apoiada e engastada. Será apresentada a obtenção das

equações difereniais e das soluções fundamentais isotrópias.

No Capítulo 5 a formulação de elementos de ontorno para �exão de plaas é apre-

sentada de forma detalhada. Será apresentada a obtenção da equação integral de on-

torno para desloamentos. Além disso, é desrito omo alular os termos das matrizes

de in�uênia.

No Capítulo 6 são apresentadas duas formulações para o tratamento de integrais

de domínio na formulação de elementos de ontorno. A primeira faz a transformação

exata da integral de domínio proveniente da arga distribuída em integral de ontorno.

A segunda transfere os efeitos da integral de domínio para o ontorno usando-se o
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método de elementos de ontorno de integração radial.

No Capítulo 7 desenvolve-se o oneito de assoiação tri-dimensional de elementos

planos utilizando a ténia de sub-regiões do MEC.

No Capítulo 8 são apresentados resultados numérios obtidos om as rotinas imple-

mentadas para assoiação de plaas no plano e espaço onsiderando problemas estáti-

os.

No Capítulo 9 são apresentados resultados numérios para a formulação de ele-

mentos de ontorno apliada ao álulo do ampo de desloamento para problemas

transientes no domínio do tempo.

Por �m, no Capítulo 10 são apresentadas as onsiderações �nais e onlusões obtidas

através da análise dos resultados apresentados neste trabalho.
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Capítulo 2

Teoria da Elastiidade Linear

2.1 Introdução

As teorias lássias de plaas e asas são uma importante apliação da teoria da

elastiidade, que lida om as relações de forças, desloamentos, tensões, e deforma-

ção em um orpo elástio. Quando um orpo sólido é sujeito a forças externas, estas

deforma-o, produzindo deformações e tensões internas. A deformação depende das

ondições de ontorno do orpo, da arga apliada, e das propriedades meânias do

material. A teoria da elastiidade linear restringi-se a atenção para materiais lineares

elástios; isto é, as relações entre tensões e deformações são linear, e as deformações e

tensões anulam-se quando as forças externas são removidas. A teoria lássia da elas-

tiidade assume que o material é homogêneo e isotrópio, ou seja, as suas propriedades

meânias são as mesmas em todas as direções e em todos os pontos.

A presente seção ontém uma breve desrição da teoria da elastiidade linear e

plana que será útil para o desenvolvimento da teoria de plaa.

2.2 Tensão: Tensor de tensão

Considere um orpo elástio sujeito a argas externas que estão em equilíbrio. Em

seguida, onsidere um ponto material em qualquer lugar no interior do orpo. Se atri-

buirmos um sistema de oordenadas artesianas om eixos x1, x2, x3, omo mostrado

na Figura 2.1; é onveniente atribuir um elemento in�nitesimal em forma de parale-

lepípedo dx1, dx2, dx3, om faes paralelas aos planos oordenados. Para efeitos de

quanti�ação do modo omo oorre a transmissão de forças no interior de um sólido é

neessário introduzir a noção de tensão, omo foi de�nida por Cauhy.

As tensões atuando na fae do elemento in�nitesimal desrevem a intensidade das

forças internas em um ponto da fae do sólido. Estas tensões podem ser divididas
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x

y

z

σ2 +
∂σ2

∂x2
dx2

σ1 +
∂σ1

∂x1
dx1

q

σ1

σ2

σ22 +
∂σ22

∂x2
dx2

σ12

σ11

σ21

σ22
σ12 +

∂σ12

∂x1
dx1

σ11 +
∂σ11

∂x1
dx1

σ21 +
∂σ21

∂x2
dx2

Figura 2.1: Estado geral de tensão.

em uma omponente normal (tensão normal) e uma omponente tangente (tensão de

isalhamento) à fae. Como resultado, as três omponentes da tensão, de�nidas por

σ11, σ12, σ13 para a fae 1, atuarão sobre ada elemento. A notação subsrita pelos

omponentes de tensão é interpretada da seguinte forma: o primeiro índie india o

sentido de uma normal exterior à fae na qual atua a omponente de tensão; o segundo

subsrito refere-se ao sentido da própria tensão.

Quando a posição relativa entre dois pontos quaisquer num orpo ontínuo é al-

terada, é dito que o orpo sofreu deformação. Se a distânia entre qualquer par de

pontos no orpo permanee onstante durante o movimento, o orpo é dito rígido. O

movimento de orpo rígido é araterizado apenas pela translação e rotação.

Emmeânia do ontínuo, o tensor tensão de Cauhy σ, tensor tensão verdadeira

ou simplesmente denominado tensor tensão, denominado em memória de Augustin-

Louis Cauhy, é um tensor de segunda ordem, om nove omponentes σij , que de�ne

ompletamente o estado de tensão em um ponto no domínio de um material em sua

on�guração deformada. O tensor relaiona um vetor diretor de omprimento unitário

n om o vetor tensão T n

sobre uma superfíie imaginária perpendiular a n:

T (n) = n.σ T
(n)
j = σij .ni. (2.1)

Para os eixos oordenados da Figura 2.1, usando a notação indiial,

TS =









σx τxy τxz

τyx σy τyz

τzx τzy σz









, (2.2)

o qual é simétrio em relação à diagonal prinipal devido a lei da reiproidade das

tensões de isalhamento,
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τxy = τyx; τxz = τzx τyz = τzy (2.3)

Assim, apenas seis das nove omponentes de tensão no tensor expresso pela Equação

2.2 são independentes. O tensor de tensão, TS, arateriza ompletamente o estado

tridimensional de tensão em um ponto do orpo sólido.

Para a análise de tensão de plaas elástias no estado plano, σz = τyz = τxz = 0.

Assim, a Equação (2.2) pode ser simpli�ada por:

TS =

[

σx τxy

τyx σy

]

, onde τxy = τyx (2.4)

2.3 Relações Deformação - Desloamento

Observemos o orpo elástio mostrado na Figura 2.2, é suportada de tal maneira

que os desloamentos do orpo rígido (translações e rotações) são evitadas. Assim,

este orpo deforma sob a ação de forças exteriores e ada um dos pontos tem pequenos

desloamentos elástios. Por exemplo, um ponto A tinha as oordenadas x, y, z no

estado iniial não deformado. Após a deformação, esse ponto move-se para posição A∗

e suas oordenadas tornam-se x′ = x+ u, y′ = y + v, z′ = z + w, onde u, v e w são as

projeções do vetor desloamento do ponto A, vetor AA′
nos eixos oordenados x, y e

z. No aso geral, u, v e w são funções de x, y e z.

Figura 2.2: Deformações: ampo de desloamentos.

As deformações deorrentes podem ser indiadas por meio de índies. Dessa forma,

as deformações lineares são:

ǫx =
δ(dx)

dx
; ǫy =

δ(dy)

dy
ǫz =

δ(dz)

dz
, (2.5)
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estas equações são hamadas de deformações lineares numa direção qualquer. Na

Equação (2.5), o termo δ(dx), pode ser expresso segundo series de Taylor, ou seja,

δ(dx) = ∂u
∂x
dx, et; então, pode-se esrever

ǫx =
∂u

∂x
, ǫy =

∂v

∂y
, ǫz =

∂w

∂z
. (2.6)

A deformação angular assoiada a um par de direções ortogonais quaisquer no

ponto A são denominadas por γxy, γxz e γyz. O ângulo BAC na Figura 2.3, apresenta

on�guração (deformada) B∗A∗C∗
,assim, a deformação angular em função do plano de

desloamentos são:

Figura 2.3: Con�guração deforma de um orpo

γxy =
∂v
∂x
dx

dx+ ∂u
∂x
dx

+

∂u
∂y
dy

dy + ∂v
∂y
dy

=
∂v
∂x

1 + ∂u
∂x

+

∂u
∂y

1 + ∂v
∂y

, (2.7)

Limitando-se ao aso de pequenas deformações, pode-se omitir os termos

∂u
∂x

e

∂v
∂y

do denominador da expressão aima, obtendo-se

γxy =
∂v

∂x
+

∂u

∂y
. (2.8)

Similarmente, pode-se obter γxz e γyz. A deformação angular é dada por:

γxy =
∂u

∂y
+

∂v

∂x
, γxz =

∂u

∂z
+

∂w

∂x
, γyz =

∂v

∂z
+

∂w

∂y
, (2.9)
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Assim, o tensor de tensão observado na Equação (2.2), pode ser de�nido omo

tensor de deformação

TD =









ǫx
1
2
γxy

1
2
γxz

1
2
γyx ǫy

1
2
γyz

1
2
γzx

1
2
γzy ǫz









. (2.10)

Sabendo-se que, o tensor de deformação é simétrio, tem-se:

εxy = εyx, εxz = εzx, εyz = εzy (2.11)

2.4 Equações onstitutivas

Em elastiidade linear, o vetor de desloamentos e suas derivadas são assumidos

omo in�nitesimais. O tensor de deformação, onsiderando desloamentos in�nitesi-

mais, pode ser esrito omo:

εx =
1

E
[σx − ν(σy + σz)] , εy =

1

E
[σy − ν(σx + σz)] , εz =

1

2
[σz − ν(σy + σx)] ,

(2.12)

e

γxy =
1

G
τxy, γxz =

1

G
τxz, γyz =

1

G
τyz , (2.13)

onde E, ν e G são os módulos de elastiidade, oe�iente de Poisson e módulo de

isalhamento. A relação entre E e G é dada por:

G =
E

2(1 + ν)
, (2.14)

2.5 Equações de equilíbrio

As omponentes de tensão introduzidas aima, devem satisfazer as equações de

equilíbrio:

∂σx

∂x
+

∂τxy
∂y

+
∂τxz
∂z

+ bx = 0,

∂σy

∂y
+

∂τyx
∂x

+
∂τyz
∂z

+ by = 0,

∂σz

∂z
+

∂τzx
∂x

+
∂τzy
∂y

+ bz = 0, (2.15)

13



onde bx, by e bz são as forças de orpo. A Equação 2.15 pode ser esrita omo:

σij,j + bi = 0. (2.16)

2.6 Equações ompatibilidade

Considerando que é neessário onheer o valor das seis omponentes do tensor de

deformação, Equação (2.9), a Equação (2.10), ontém apenas três omponentes de des-

loamentos: ux, uy, uz. Assim, este sistema de equações não possui uma solução únia,

pelo que as omponentes não podem ser independentes entre si. Estas equações adiio-

nais são de�nidas omo equações de ompatibilidade. Eliminando-se as omponentes de

desloamento por suessivas difereniações, as seguintes equações de ompatibilidade

são obtidas

∂2εx
∂y2

+
∂2εy
∂x2

=
∂2γxy
∂x∂y

,

∂2εy
∂z2

+
∂2εz
∂y2

=
∂2γyz
∂y∂z

,

∂2εz
∂x2

+
∂2εx
∂z2

=
∂2γxz
∂x∂z

,

(2.17)

e

∂

∂z

[

∂γyz
∂x

+
∂γxz
∂y

−
∂γxy
∂z

]

= 2
∂2εz
∂x∂y

,

∂

∂x

[

∂γxz
∂y

+
∂γxy
∂z

−
∂γyz
∂x

]

= 2
∂2εx
∂y∂z

,

∂

∂y

[

∂γxy
∂z

+
∂γyz
∂x

−
∂γxz
∂y

]

= 2
∂2εy
∂x∂z

,

(2.18)

Para o estado plano de tensão (σz = 0, τxz = τyz = 0), as ondições de equilíbrio

dada nas Equações (2.15) resulta em:

∂σx

∂x
+

∂τxy
∂y

+ bx = 0,

∂σy

∂y
+

∂τyx
∂x

+ by = 0, (2.19)

e as equações de ompatibilidade
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∂2εx
∂y2

+
∂2εy
∂x2

=
∂2γxy
∂x∂y

(γxz = γyz = εz = 0) (2.20)

A Equação (2.20) pode ser esrita de forma mais ompata usando a notação indi-

ial. Obtêm-se:

(

∂2

∂x2
+

∂2

∂y2

)

(σx + σy) = 0. (2.21)

Essas equações são hamadas de equações de Levy's. Indroduzindo as funções de

tensão de Airy's φ(x, y) que satisfaz

σx =
∂2φ

∂y2
, σy =

∂2φ

∂x2
, τxy = −

∂2φ

∂x∂y
. (2.22)

A Equação (2.21), torna-se

▽2 ▽2 φ = 0, (2.23)

onde

▽2 =
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
, (2.24)

representa a equação de Laplae bidimensional.
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Capítulo 3

Método dos Elementos de Contorno

para elastiidade plana

Esta seção apresenta as equações de equilíbrio da formulação de elastiidade plana

isotrópia, a identidade Somigliana que permite obter os valores dos desloamentos e

o tipo de elemento de ontorno utilizado neste trabalho. As formulações matemátias

presentes neste apítulo serão usados posteriormente, quer seja, na obtenção da formu-

lação do método dos elementos de ontorno, quer seja, na omparação om resultados

numérios obtidos a partir das formulações propostas.

3.1 Formulação integral de ontorno para elastiidade

Entre as várias possibilidades de obtenção das equações integrais de ontorno para

elastiidade, podemos utilizar o teorema da reiproidade de Betti. A formulação é

obtida a partir deste teorema, onsiderando dois estados equilibrados, um no domínio

do problema e o outro naquele onheido omo espaço fundamental, om variáveis

(ui, ti, bi) e (u∗

i , t
∗

i , b
∗

i ), respetivamente, onde ui e u∗

i são os desloamentos, ti e t∗i são

as forças de superfíie, e bi e b∗i são as forças de orpo.

Assumindo-se uma função vetorial ontínua u∗

i , que representa o desloamento de

um estado elasto-estátio de�nido sobre um domínio Ω, omo sendo uma função peso

da equação de equilíbrio (2.19), tem-se:

∫

Ω

σij,ju
∗

idΩ +

∫

Ω

biu
∗

idΩ = 0 (3.1)

Pela regra de derivação do produto de duas funções tem-se:

(σiju
∗

i ),j = σij,ju
∗

i + σiju
∗

i,j (3.2)
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Pode-se esrever u∗

i,j omo a soma de um tensor simétrio e um anti-simétrio, da

forma

u∗

i,j =
1

2
(u∗

i,j + u∗

j,i) +
1

2
(u∗

i,j − u∗

j,i) = ε∗ij + ω∗

ij (3.3)

sendo que ε∗ij e ω∗

ij representam os tensores deformação (simétrio) e de orpo rígido

(anti-simétrio), respetivamente, do estado elástio ” ∗ ”.

Substituindo (3.3) em (3.2) tem-se

(σiju
∗

i ),j = σij,ju
∗

i + σijε
∗

ij + σijω
∗

ij (3.4)

sendo σij um tensor simétrio. O produto de um tensor simétrio por um anti-simétrio

é nulo. Desta forma, a equação (3.4) torna-se

σij,ju
∗

i = (σiju
∗

i ),j − σijε
∗

ij (3.5)

Substituindo a equação (3.5) na equação (3.1) tem-se

−

∫

Ω

σijε
∗

ijdΩ+

∫

Ω

(σiju
∗

i ),jdΩ +

∫

Ω

biu
∗

idΩ = 0 (3.6)

Pelo teorema de Green tem-se:

∫

Ω

(σiju
∗

i ),jdΩ =

∫

Γ

(σiju
∗

i )njdΓ =

∫

Γ

tiu
∗

idΓ (3.7)

onde

ti = σijnj (3.8)

Substituindo (3.7) em (3.6), tem-se

∫

Ω

σijε
∗

ijdΩ =

∫

Γ

tiu
∗

idΓ +

∫

Ω

biu
∗

idΩ (3.9)

Se partirmos da equação (2.16) omo sendo a orrespondente ao estado u∗

i e a função

de interpolação da equação (3.1) omo sendo ui, obtém-se, de forma análoga a anterior

∫

Ω

σ∗

ijεijdΩ =

∫

Γ

t∗iuidΓ +

∫

Ω

b∗iuidΩ (3.10)

Pelo Teorema Betti dois estados de um mesmo material podem ser relaionados por

σ∗

ijεij = σijε
∗

ij. Desta forma, igualando-se as equações (3.10) e (3.9), tem-se

∫

Γ

tiu
∗

idΓ +

∫

Ω

u∗

i bidΩ =

∫

Γ

t∗iuidΓ +

∫

Ω

uib
∗

i dΩ (3.11)
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A equação integral (3.11) relaiona dois estados quaisquer de tensões. Para que

se possa tratar problemas de elastiidade em meio ontínuo, será adotado que um

destes estados é onheido, e o outro se deseja determinar. No aso de elementos

de ontorno, o estado onheido é o hamado estado fundamental que orresponde a

resposta de um orpo in�nito sujeito a uma arga onentrada unitária em um ponto

x′
. A representação matemátia de uma arga onentrada unitária é dada pelo delta

de Dira, que é de�nido omo















δ(x− x′) = ∞ se x = x′

δ(x− x′) = 0 se x 6= x′

∫

∞

−∞
δ(x− x′)dΩ = 1

(3.12)

A razão da esolha do estado fundamental deve-se ao fato que a função delta de

Dira reduz o número de integrais de domínio, pois esta possui a propriedade

∫

Ω

f(x)δ(x− x′)dΩ = f(x′) (3.13)

para um dado ponto x′ ∈ Ω.

Considerando o estado ” ∗ ” omo sendo o estado fundamental de um problema

estátio livre de forças de orpo (b∗i = 0), a equação (3.11) pode ser esrita omo

∫

Γ

TikuidΓ +

∫

Ω

biUikdΩ =

∫

Γ

tiUikdΓ−

∫

Ω

δikuidΩ (3.14)

onde Uik e Tik representam respetivamente desloamentos e forças de superfíie na

direção k, num ponto x, devido a uma força onentrada unitária apliada de forma

estátia num ponto x′
numa direção i. Por serem soluções do estado fundamental,

Uik e Tik são hamadas soluções fundamentais de desloamentos e forças de superfíie,

respetivamente.

Devido a propriedade (3.13), a equação (3.14) pode ser esrita omo

uk +

∫

Γ

TikuidΓ =

∫

Γ

UiktidΓ−

∫

Ω

biUikdΩ (3.15)

.

Esta equação também é onheida omo Identidade de Somigliana e permite obter

os valores dos desloamentos u em qualquer ponto P do domínio Ω do problema,

onsiderando-se que os valores de desloamentos ui e forças de superfíie ti no ontorno

da geometria e as forças de orpo bi são onheidos.

Considerando que as forças de orpo bi são nulas, pode-se esrever:

uk +

∫

Γ

TikuidΓ =

∫

Γ

UiktidΓ (3.16)
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Q (Ponto fonte)

P (Ponto ampo)

q∗i

u∗

i

r

y

x

z

Figura 3.1: Ponto de arregamento (Q) e de desloamento (P).

3.2 Soluções fundamentais

Para um estado plano de tensões as soluções fundamentais, onforme Figura 3.1

para os desloamentos e forças de superfíies são dadas, respetivamente, por:

Uij(X, x) =
1

8πµ
(1− ν)(3− 4ν) log

1

R
δij +R,iR,j (3.17)

Tij(X, x) =
−1

4π(1− ν)R
[(1− 2ν)δij + 2R,iR,j]

∂R

∂n
− (1− 2ν)(R,inj −R,jni) (3.18)

Note que tanto a solução fundamental de desloamentos quanto a de forças de

superfíie são singulares quando o ponto fonte Q tende ao ponto ampo P . No aso

da solução fundamental de desloamentos a singularidade é fraa (lnr). Já no aso

da solução fundamental de forças de superfíie tem-se uma singularidade forte (1/r),

onforme Brebbia and Dominguez (1989). As formas omo estas singularidades serão

tratadas é mostrada na seção abaixo.

3.3 Equações integrais singulares

A equação integral (3.16) foi esrita para um ponto do interior do domínio. Uma vez

que o ponto fonte é interno, a equação ontém apenas integrandos regulares. Considere

agora o limite da transição quando o ponto fonte tende ao ontorno. Esta operação

pode ser implementada oloando o ponto fonte no ontorno e diminuindo o domínio

do problema por uma região semi-irular, om ontorno Γ∗

ǫ e raio ǫ, entrado no ponto

fonte, onforme mostrado na Figura 3.2. Com esta on�guração, o ontorno ompleto

é dividido em duas partes, na forma
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Figura 3.2: Ponto fonte loalizado no ontorno, irundado por uma região semi-

irular.

Γ = lim
ǫ→0

(Γ− Γǫ + Γ∗

ǫ) (3.19)

onde ǫ é o raio do semi-írulo de entro no ponto fonte, pertenendo ao ontorno Γ

(Figura 3.2). A equação (3.16) é, então, reesrita omo:

ul + lim
ǫ→0

∫

Γ−Γǫ+Γ∗

ǫ

TliuidΓ = lim
ǫ→0

∫

Γ−Γǫ+Γ∗

ǫ

UlitidΓ (3.20)

A integral do lado direito da equação (3.20) ontém um integrando de singularidade

fraa da ordem ln(1/r) e é integrável omo uma integral imprópria. A integral do lado

esquerdo tem uma singularidade forte, de ordem 1/r, que pode ser regularizada om o

primeiro termo da expansão de Taylor em torno do ponto fonte, ou seja

lim
ǫ→0

∫

Γ−Γǫ+Γ∗

ǫ

Tli ui(z) dΓ = lim
ǫ→0

∫

Γ∗

ǫ

Tli [ui(z)− ui(z
′

)] dΓ +

ui(z
′

) lim
ǫ→0

∫

Γ∗

ǫ

Tli dΓ +

lim
ǫ→0

∫

Γ−Γǫ

Tliui(z) dΓ (3.21)

Assumindo que os desloamentos são ontínuos no ponto fonte, o primeiro termo

do lado direito da equação (3.21) é integrável e desaparee no proesso de limite. O se-

gundo termo da equação representa um salto nos desloamentos dado por Aij(z
′)uj(z

′),

no qual Aij(z
′) é uma onstante que depende da geometria loal e das onstantes elás-

tias. Finalmente, o tereiro termo do lado direito da equação resulta numa integral
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imprópria que é alulada no sentido do valor prinipal de Cauhy. Portanto, quando

ǫ → 0, o ponto fonte tende ao ontorno e, no limite, a equação (3.20) pode ser esrita

na forma

cliui +

∫

−TliuidΓ =

∫

Γ

UlitidΓ (3.22)

onde

∫

− representa integral no sentido do valor prinipal de Cauhy e o oe�iente cli(z
′)

é dado por δij + Aij(z
′), no qual δij representa o delta de Kroneker.

3.4 Elementos de ontorno onstante

A disretização de um ontorno Γ, é feita dividindo-se este em N elementos geomé-

trios de aproximação, denominados elementos de ontorno, que perorrem todo ele,

prourando reproduzi-lo matematiamente de forma aproximada.

De�ne-se elemento de ontorno, ao ente geométrio unitário que possui forma e

funionalidade de�nida por meio de seus nós geométrios.

Os nós geométrios são formados pelo onjunto de pontos de loalização do ele-

mento, que de�ne a forma geométria do elemento. Estes são representados gra�a-

mente por um ”
	

”, onforme mostra a Figura 3.3. Os elementos de ontorno podem

possuir basiamente duas formas geométrias: a linear e a urva. Os elementos urvos

podem ser de geometria parabólia, úbia, et.

Os nós funionais são formados pelo onjunto de pontos pertenentes ao elemento

loalizados nesses nós. Eles são representados geometriamente por um ”•”, onforme

mostra a Figura 3.3. Estes nós podem ou não oinidir om os nós geométrios.

Cada elemento possui erto número de nós geométrios e funionais que dependem

das funções de aproximação esolhidas ou utilizada para representar a geometria e a

funionalidade do elemento. O aso isoparamétrio é de�nido quando os nós geométri-

os oinidem om os nós funionais. As funções de forma são funções de aproximação

para a geometria do ontorno.

Para se disretizar um ontorno em elementos onstantes, utiliza-se duas funções

de interpolação linear para a geometria. Estas funções são dadas por:

φa(η) =
1− η

2
, (3.23)

e

φb(η) =
1 + η

2
, (3.24)
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x

y
a) b) ) d) e)

η = 1

η = 0

η = −1
η = −2/3

η = 0

η = 2/3

η = 2/3

η = −2/3

η = 1

η = −1

η = 0

Figura 3.3: Ilustração de ino tipos de elementos: a) onstante b)lineares ontínuos,

) lineares desontínuos, d) quadrátios ontínuos, e) quadrátios desontínuos.

As oordenadas x e y dos pontos sobre o elemento são dadas por:

x = xaφa(η) + xbφb(η), (3.25)

e

y = yaφa(η) + ybφb(η), (3.26)

onde xa, xb, ya e yb são as oordenadas dos nós físios do elemento.

Substituindo as Equações (3.23) e (3.24) nas Equações (3.25) e (3.26), tem-se:

x = xa
(1− η)

2
+ xb

(1 + η)

2
, (3.27)

e

y = ya
(1− η)

2
+ yb

(1 + η)

2
, (3.28)

ou

x =
(xa + xb)

2
+

(xb − xa)

2
η, (3.29)
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e

y =
(ya + yb)

2
+

(yb − ya)

2
η, (3.30)

Chamando de:

ξx =
(xa + xb)

2
, (3.31)

e

ξy =
(ya + yb)

2
, (3.32)

Observando-se que:

lx =
(xb − xa)

2
, (3.33)

e

ly =
(yb − ya)

2
, (3.34)

obtém-se:

x = ξx + (lx)η, (3.35)

e

y = ξy + (ly)η, (3.36)

3.5 Formulação dos Elementos de Contorno Disreti-

zada

Para se obter a solução do problema elasto-estátio, o ontorno é dividido em ele-

mentos de ontorno. Nesta etapa do trabalho, serão utilizados apenas elementos ons-

tantes (1 nó por elemento).
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Nesta formulação será mais onveniente trabalhar om vetores que usar notação

indiial. Desta forma, tem-se:

u = u(i),

t = t(i), (3.37)

sendo que as variáveis em negrito representam vetores de dimensões 2N , onde N é o

número de nós, u(i)
e t(i) representam os valores nodais dos desloamentos e forças de

superfíies, respetivamente, u e t representam os desloamentos e tensões ao longo

do elemento, respetivamente. Neste trabalho, u e t serão onsiderados onstantes ao

longo do elemento.

Considere que o ontorno tenha sido dividido em NE elementos de ontorno ons-

tantes. Substituindo as Equações (3.37) na Equação (3.22), tem-se

1

2
ul +

NE
∑

j=1

{

∫

Γj

−T dΓ

}

uj =
NE
∑

j=1

{

∫

Γj

U dΩ

}

tj. (3.38)

Chamando

∫

Γ

U dΓ = G (3.39)

e

∫

Γj

−T dΓ = H, (3.40)

tem-se

N
∑

j=1

H ljuj =

N
∑

j=1

Gljtj , (3.41)

ou, na forma matriial

Hu = Gt. (3.42)
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Capítulo 4

Teoria de Plaas

Nesta seção, serão apresentadas algumas onsiderações gerais sobre plaas, in-

luindo as de�nições e nomenlatura relaionadas. As hipóteses básias em que se

baseiam as teorias de plaas serão introduzidas. Uma vez introduzidas, estas hipóteses

serão relaionadas om a teoria de Kirhho�. Com base nesta teoria, serão obtidas

as equações onstitutivas de plaas. Será mostrado o álulo da rigidez à �exão em

direções arbitrárias. Além disso, serão relaionadas as variáveis referentes às três prin-

ipais ondições de ontorno: livre, apoiada e engastada. Não obstante, mostrar-se-á

a obtenção das equações difereniais e soluções fundamentais isotrópias.

4.1 Considerações gerais

Na lassi�ação usual da teoria da elastiidade, existem os elementos estruturais

unidimensionais (barras, vigas e eixos), os elementos bidimensionais (as lâminas, sub-

lassi�adas em hapas, plaas e asas) e os elementos tridimensionais, que são sólidos

onde as três dimensões perpendiulares entre si são de ordem de grandeza equivalentes.

As lâminas são elementos estruturais que têm uma das dimensões, a espessura,

muito menor em relação às outras duas. A espessura é delimitada ao meio por uma

superfíie equidistante das faes da lâmina, hamada superfíie média. As plaas e as

asas são orpos sólidos tridimensionais que apresentam a partiularidade de serem

sólidos limitados por duas superfíies. As hapas são lâminas om superfíie média

plana sujeitas a arregamento nesse plano. As plaas são lâminas om faes planas e

simétrias em relação à superfíies média, plana e, sujeitas a arregamentos apliados

perpendiularmente a esse plano, onforme Figura 4.1. Finalmente, as asas são

lâminas om superfíie média urva ou poliédria.

Uma onsideração importante diz respeito à espessura da plaa. Uma plaa pode

ser lassi�ada omo espessa, delgada ou �na, orrespondendo a ada lassi�ação um
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Figura 4.1: Plaa �na.

modelo matemátio espeí�o. Dependendo da relação (t/a) entre a espessura (t) e a

menor dimensão (a) medida no plano médio, a plaa pode ser lassi�ada omo:

Figura 4.2: Dimensões da plaa

� delgada: t/a < 1/80

� �na: 1/80 ≤ t/a ≤ 1/5

� espessa: t/a > 1/5

Em qualquer aso, a espessura pode ser onstante ou variável. Estas dimensões,

entretanto, foram de�nidas para materiais metálios, tais omo aço e alumínio. De-

pendendo das propriedades elástias do material esta razão entre as dimensões tem
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que ser revista. Uma de�nição mais ompleta é baseada no efeito das tensões de isa-

lhamento normais ao plano da plaa. Se o efeito dessas tensões forem desprezíveis no

omportamento da estrutura, então, tem-se uma plaa �na.

Outra onsideração importante a ser feita relaiona-se om a �eha. Fleha é o

desloamento w fora do plano de um dado ponto da superfíie média da plaa quando

esta é submetida a um arregamento, onforme Figura 4.3. A �eha é onsiderada

pequena quando a relação entre o desloamento w e a espessura t for menor que 1/5.

Figura 4.3: Fleha

Sob a ação de um arregamento, a plaa se deforma. A superfíie média aompanha

essa deformação, assumindo uma nova on�guração e, reebe o nome de superfíie

elástia.

4.2 Hipóteses básias

O estudo de plaas segue basiamente duas teorias: a teoria de Kirhho� (1850) e

a teoria de Mindlin (1951) ou Reissner (1944).

A formulação lássia de Kirhho� para plaas �nas apresenta algumas hipóteses

simpli�adoras. Basiamente, o uso destas hipóteses tem omo aspeto prinipal a não

onsideração do efeito dos esforços ortantes nas deformações por �exão. Isto deorre da

hipótese de que seções planas e normais ao plano médio permaneem planas e normais

após a deformação. Em função das hipóteses apresentadas nesta teoria, assumida omo

uma teoria de deformações impostas, pode-se deduzir que o desloamento w depende

somente de x e y e que os desloamentos u e v são lineares em z.

Com base nas hipóteses adotadas, a análise do omportamento da plaa é feita

em regime elástio linear para materiais homogêneos. O equilíbrio é feito na posição

não desloada, utilizando-se a hipótese de pequenas deformações. Sendo assim, se a

de�exão da plaa é pequena em omparação om sua espessura, quando a mesma está

sujeita a um arregamento g(x; y), as seguintes hipóteses podem ser adotadas:
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� Os desloamentos normais ao plano da plaa são pequenos e as deformações na

direção da espessura são pequenas o su�iente para serem desprezadas;

� As tensões normais atuando nos planos paralelos ao plano médio são pequenas,

quando omparadas om as outras omponentes de tensão, e podem ser despre-

zadas;

� Os omponentes de desloamento ontidas no plano da plaa, variam linearmente

om a espessura;

� Retas normais ao plano médio na posição não deformada permaneem normais

após a deformação. Isto signi�a desprezar as deformações por ortante que

ausam distorção;

� Não existem tensões de isalhamento nas faes externas paralelas ao plano médio

da plaa.

As teorias de Reissner (tensões impostas) eMindlin (desloamentos impostos) para

a �exão de plaas moderadamente espessas, onsideram ainda o efeito da deformação

por ortante na formulação do problema. As hipóteses a serem onsideradas por estas

formulações são semelhantes àquelas apresentadas na teoria de Kirhho�. Entretanto,

estas teorias onsideram que as seções normais ao plano médio da plaa na posição não

deformada, não mais permaneem normais após a deformação. Isto signi�a inluir as

deformações por ortante, que ausam distorção na peça.

4.3 Plaas de Kirhho�

Uma vez introduzidos todos esses oneitos, pode-se relaioná-los de aordo om a

teoria de plaas �nas, também onheida omo teoria de Kirhho�, na qual se baseia a

formulação desenvolvida nesta tese. São assumidas algumas hipóteses simpli�adoras

neessárias para se esreverem as equações difereniais básias de um elemento de plaa

�na.

Com relação ao material, assume-se:

� isotrópio, ortotrópio ou anisotrópio;

� homogêneo;

� elástio-linear.

A plaa apresenta geometria:
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� �na;

� onstante

Quanto ao omportamento da plaa em relação ao arregamento, onsidera-se:

� os desloamentos transversais são pequenos quando omparados om a espessura

da plaa (as �ehas são pequenas);

� não há deformação do plano médio da plaa;

� um plano normal à superfíie média da plaa, antes da deformação, permanee

normal à superfíie média deformada, após a deformação;

� as tensões normais e de isalhamento na direção transversal à plaa são despre-

zíveis.

4.4 Plaas isotrópias

Considere uma plaa não arregada onde o plano xy oinide om o plano médio,

sendo assim, a de�exão em z é igual a zero, Figura 4.4. As omponentes do desloa-

mento num ponto nas direções x, y e z são u, v e w, respetivamente. Quando, devido

a arregamento laterais, existe deformação, a superfíie média num ponto qualquer

(xa, ya) tem de�exão w. Os pressupostos fundamentais da teoria de �exão om de�e-

xões pequenas (teoria lássia de plaas isotrópias, homogêneas e �nas) baseia-se na

geometria das deformações. O desloamento sofrido por um ponto na direção normal

ao plano médio denomina-se desloamento transversal.

Figura 4.4: Comportamento Geral de Plaas.
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4.4.1 Relações desloamento-deformação e urvatura

Como onsequênia dos pressupostos deKirhho�, as relações de extensão-desloamento

observadas na Equações (2.6) e (2.9) resultam:

ǫx =
∂u

∂x
, ǫy =

∂v

∂y
, ǫz =

∂w

∂z
= 0. (4.1)

e

γxy =
∂u

∂y
+

∂v

∂x
, γxz =

∂u

∂z
+

∂w

∂x
= 0, γyz =

∂v

∂z
+

∂w

∂y
= 0, (4.2)

onde

γxy = γyx, γxz = γzx, γyz = γzy (4.3)

Integrando-se εz da Equação (4.1), tem-se:

w = w(x, y) (4.4)

indiando que a de�exão lateral não varia na espessura da plaa.

Da mesma forma, integrando as expressões de γxz e γyz, tem-se:

u = −z
∂w

∂x
+ u0(x, y); v = −z

∂w

∂y
+ v0(x, y) (4.5)

Torna-se laro que u0(x, y) e v0(x, y) representam, respetivamente, os valores de u

e de v na superfíie média. Conlui-se que u0 = v0 = 0. Assim,

u = −z
∂w

∂x
; v = −z

∂w

∂y
(4.6)

Substituindo as Equações (4.6) nas Equações (4.1) e (4.2) de extensões, obtém-se:

εx = −z
∂2w

∂x2
; εy = −z

∂2w

∂y2
; γxy = −2z

∂2w

∂x∂y
(4.7)

A urvatura plana é de�nida omo a taxa de variação do ângulo de delive da urva

em relação à distânia ao longo da urva. As derivadas pariais das Equações (4.7)

representam as urvaturas da plaa. Assim, as urvaturas κ na superfíie média em

planos paralelos ao plano xz, yz e xy são, respetivamente

1

rx
=

∂

∂x

(

∂w

∂x

)

= κx,

1

ry
=

∂

∂y

(

∂w

∂y

)

= κy,

1

rxy
=

∂

∂x

(

∂w

∂y

)

= κxy (4.8)
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onde κxy = κyx.

A última expressão também é onheida omo a torção do plano médio em relação

aos eixos x e y.

Assim, as relações extensão-urvatura da plaa podem representar-se na seguinte

forma:

εx = −zκx, εy = −zκy , γxy = −2zκxy. (4.9)

4.4.2 Tensões e Resultantes de Tensões

No aso de um estado de tensão tridimensional, as tensões e as deformações estão

relaionadas pela lei de Hooke generalizada, válida para um material isotrópio homo-

gêneo omo observado nas Equações (2.12) e (2.13). Substituindo εz = γyz = γxz = 0,

obtém-se as relações tensão-extensão da plaa �na:

σx =
E

1− ν2
(εx − νεy), σy =

E

1− ν2
(εy − νεx), τxy = Gγxy. (4.10)

onde ν é o oe�iente de Poisson.

Introduzindo as urvaturas da plaa, as Equações (4.10) �am om a forma seguinte:

σx = −
Ez

1 − ν2
(κx + νκy) = −

Ez

1 − ν2

(

∂2w

∂x2
+ ν

∂2w

∂y2

)

,

σy = −
Ez

1 − ν2
(κy + νκx) = −

Ez

1 − ν2

(

∂2w

∂y2
+ ν

∂2w

∂x2

)

,

τxy = −
Ez

1 − ν
κxy = −

Ez

1− ν

∂2w

∂x∂y
. (4.11)

Pode-se observar que a tensão desaparee na superfíie média e varia linearmente

ao longo da espessura da plaa.

As tensões distribuídas pela espessura da plaa produzem momentos �etores, mo-

mentos torsores e forças de orte vertiais, Figura 4.5. Estes momentos e forças por

unidade de omprimento são onheidas por resultantes de tensões.

Da Figura 4.5, para a tensão σx, tem-se:

∫ t/2

−t/2

zσxdydz = dy

∫ t/2

−t/2

zσxdz = Mxdy (4.12)

Da mesma forma, para as outras tensões obtêm-se as seguintes resultantes de tensão:















Mx

My

Mxy















=

∫ t/2

−t/2















σx

σy

τxy















z dz (4.13)
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Figura 4.5: Resultantes de tensões.

onde Mxy = Myx.

Para as forças ortantes por unidade de omprimento, tem-se:

{

Qx

Qy

}

=

∫ t/2

−t/2

{

τxz

τyz

}

z dz (4.14)

É importante notar que apesar da teoria de plaas �nas omitir o efeito das de-

formações γxz = τxz/G e γyz = τyz/G na �exão, as forças vertiais Qx e Qy não são

desprezáveis.

Substituindo as equações das tensões em função dos desloamentos nas equações

dos momentos, pode-se deduzir as fórmulas dos momentos �etores e torsores em função

das urvaturas e de�exões.

Mx = −D(κx + νκy) = −D
(

∂2w
∂x2 + ν ∂2w

∂y2

)

,

My = −D(κy + νκx) = −D
(

∂2w
∂y2

+ ν ∂2w
∂x2

)

,

Mxy = −D(1− ν)κxy = −D(1− ν) ∂2w
∂x∂y

. (4.15)

onde D é a rigidez de �exão dada por

D =
Et3

12(1− ν2)
(4.16)

Substituindo as equações dos momentos nas equações das tensões, pode-se obter as

tensões em função dos momentos.

σx =
12Mxz

t3
, σy =

12Myz

t3
, τxy =

12Mxyz

t3
. (4.17)

A tensão máxima oorre nas superfíies superior e inferior (z = ±t/2) da plaa.

Desta análise pode observa-se que existe uma orrespondênia direta entre os momentos

e as tensões. Conlui-se que as equações de transformação das tensões e dos momentos

são análogas.
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A análise do írulo de Mohr e todas as onlusões sobre as tensões podem ser

apliadas aos momentos. A determinação das tensões σz, τxz e τyz através da lei de

Hooke não é possível porque não se relaionam om as extensões.

Através das Equações difereniais de equilíbrio (2.15) as demais omponentes de

tensões podem ser aluladas da seguinte forma:

∂σx

∂x
+

∂τxy
∂y

+
∂τxz
∂z

= 0,

∂σy

∂y
+

∂τyx
∂x

+
∂τyz
∂z

= 0,

∂σz

∂z
+

∂τzx
∂x

+
∂τzy
∂y

= 0. (4.18)

As tensões de isalhamento τxz e τyz das Equações (4.18) depois de integrar, são

dadas por:

τxz =

∫ t/2

z

(

∂σx

∂x
+

∂τxy
∂y

)

dz = −
E

2(1− ν2)

(

t2

4
− z2

)[

∂

∂x

(

∂2w

∂x2
+

∂2w

∂y2

)]

,

τyz =

∫ t/2

z

(

∂σx

∂y
+

∂τxy
∂x

)

dz = −
E

2(1− ν2)

(

t2

4
− z2

)[

∂

∂y

(

∂2w

∂x2
+

∂2w

∂y2

)]

. (4.19)

Pode-se observar que as distribuições de τxz e τyz na espessura da plaa variam de

aordo om uma lei parabólia.

A omponente σz é obtida usando a tereira equação de equilíbrio, substituindo

para τxz e τyz e integrando.

σz = −
E

2(1− ν2)

(

t3

12
−

t2z

4
+

z3

3

)[(

∂2

∂x2
+

∂2

∂y2

)(

∂2w

∂x2
+

∂2w

∂y2

)]

(4.20)

A tensão normal σz varia na forma de uma parábola úbia ao longo da espessura

da plaa. As tensões isalhante na direção z são onsideradas muito pequenas quando

omparadas om as outras tensões.

4.5 Equações onstitutivas

As omponentes da tensão (resultantes de tensão) variam, geralmente, de ponto

para ponto numa plaa arregada. Essas variações são governadas pelas ondições

de equilíbrio da estátia. O umprimento destas ondições estabelee ertas relações

onheidas por equações de equilíbrio.
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Ny + dNy
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Mx + dMx
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Myx

x

y

z

q

dx dy

Figura 4.6: Equilíbrio de forças e momentos em uma plaa

A Figura 4.6 mostra um elemento de dimensões dx e dy extraído de uma plaa

submetida a uma arga q = q(x; y). Nessa �gura indiam-se os esforços internos por

unidade de omprimento segundo os sentidos onsiderados positivos.

Assume-se que a inlusão do peso da plaa, sendo um valor pequeno, no arrega-

mento q não afeta a preisão do resultado. Além disso, assume-se que as omponentes

de força e de momento estão distribuídas uniformemente em ada uma das faes. Na

Figura 4.6, elas estão representadas por um vetor únio de valores médios, apliado no

entro de ada fae. Com uma mudança de posição, por exemplo, da fae esquerda

para a fae direita, a omponente do momento Mx que atua na fae negativa de x varia

em valor relativamente à fae positiva de x. Esta variação pode ser representada por

uma série de Taylor trunada.

Mx +
∂Mx

∂x
dx (4.21)

Usa-se a derivada parial, poisMx é função de x e y. Tratando todas as omponentes

de forma similar, obtém-se o estado das resultantes de tensão a partir da Figura 4.6.

O equilíbrio de forças na direção w nesse elemento é dado por

1. O somatório de forças no eixo z

∂Qx

∂x
dxdy +

∂Qy

∂y
dxdy + qdxdy = 0 (4.22)
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a partir do qual

∂Qx

∂x
+

∂Qy

∂y
+ q = 0. (4.23)

2. O somatório de momentos sobre o eixo x

∂Mxy

∂x
dxdy +

∂My

∂y
dxdy −Qydxdy = 0, (4.24)

ou

∂Mxy

∂x
+

∂My

∂y
−Qy = 0, (4.25)

3. O somatório de momentos sobre o eixo y

∂Myx

∂y
+

∂Mx

∂x
−Qx = 0. (4.26)

As seguintes expressões, equações (4.25) e (4.26), que são as forças de isalhamento

Qx and Qy podem sem expressas em termos dos momentos:

Qx =
∂Mx

∂x
+

∂Mxy

∂y
,

Qy =
∂Mxy

∂x
+

∂My

∂y
. (4.27)

4.5.1 Equação diferenial

Conforme mostrado por Fernandes (1974), as derivadas das Equações (4.15) são

dadas por:

∂Mx

∂x
= −D

(

∂3w

∂x3
+ ν

∂3w

∂x∂y2

)

, (4.28)

∂My

∂y
= −D

(

∂3w

∂y3
+ ν

∂3w

∂x2∂y

)

, (4.29)

∂Mxy

∂x
= D(1− ν)

(

∂3w

∂x2∂y

)

, (4.30)

∂Mxy

∂y
= D(1− ν)

(

∂3w

∂x∂y2

)

. (4.31)

Substituindo as expressões, Equações (4.28) a (4.31), nas Equações (4.25) a (4.26),

obtém-se Qx e Qy em função do desloamento w,
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Qx = −D

(

∂3w

∂x3
+

∂3w

∂x∂y2

)

,

Qy = −D

(

∂3w

∂y3
+

∂3w

∂x2∂y

)

, (4.32)

Considerando-se a simetria de momentos Mxy = Myx. Substituindo as Equações

(4.32) nas Equações (4.23), enontra-se o seguinte:

∂2Mx

∂x2
+ 2

∂2Mxy

∂x∂y
+

∂2My

∂y2
= −q(x, y). (4.33)

Finalmente, introduzindo-se as expressões de Mx, My e Mxy das Equações (4.15)

na Equação (4.33), obtém-se

∂4w

∂x4
+ 2

∂4w

∂x2∂y2
+

∂4w

∂y4
=

g

D
. (4.34)

Esta é a equação diferenial de desloamento para análise de �exão de plaas �nas

baseado na Teoria de Kirhho�. Essa equação foi obtida por Lagrange in 1811. Ma-

tematiamente, a equação diferenial (4.34) pode ser lassi�ada omo uma equação

diferenial linear parial de quarta ordem om oe�ientes onstantes.

A equação (4.34) pode ser reesrita, obtendo-se:

▽2(▽2w) = ▽4w =
q

D
, (4.35)

onde

▽4( ) =
∂4

∂x4
+ 2

∂4

∂x2∂y2
+

∂4

∂y4
. (4.36)

é omumente hamado de operador biharm�nio.

4.6 Cálulo da rigidez à �exão em direções arbitrárias

Ao apliarem-se momentos Mx e My em planos perpendiulares entre si, surgem

momentos de �exão e de torção em dois planos arbitrários e perpendiulares entre si.

Tomando um elemento ABCD de uma plaa soliitada nas bordas por momentos Mx

e My, observa-se que, as faes desse elemento estão submetidas a Mx e My, Figura 4.7.

Como mostrado na �gura 4.8, tomando-se os eixos n e t perpendiulares entre si

e, formando o ângulo α om os eixos x e y, respetivamente, os momentos provoados

por Mx e My em planos paralelos a essas direções serão Mn e Mnt.
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Figura 4.7: Elemento de plaa submetido a momentos nas bordas.

Figura 4.8: Elemento de plaa submetido a momentos em direções arbitrárias.

O momento �etor Mn e o momento volvente Mnt são onsiderados positivos pela

regra da mão direita de aordo om os eixo n e t.

Fazendo-se o equilíbrio de momentos em torno do eixo t tem-se Mn,

Mn = Mxcos
2α +Mysen

2α + 2Mxysenα cosα (4.37)

e, fazendo-se o equilíbrio em torno do eixo n tem-se Mnt

Mnt = (My −Mx)senα cosα +Mxy(cos
2α− sen2α) (4.38)

Da mesma forma, a força ortante Qn pode ser esrita omo:

Qn = Qxcosα +Qysenα (4.39)
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Kirhho� (1850), mostrou que as ondições de ontorno de força ortante Qn e

momento volvente Mnt, Figura 4.9, podem ser esritas omo uma únia ondição de

ontorno dada por

Vn = Qn +
∂Mnt

∂t
(4.40)

Figura 4.9: Momento volvente no ontorno. Paiva (1987)

Portanto, as ondições de ontorno de desloamentos são a de�exão w e a rotação

∂w
∂n

e as ondições de ontorno de arregamento são a força ortante equivalente Vn e o

momento �etor Mn.

4.7 Condições de ontorno

Para soluionar o problema de plaas, é neessária a presrição das ondições de

ontorno do problema em questão. Considerando-se o sistema de oordenadas genério

nt, onforme Figura 4.9, as ondições de ontorno podem ser estabeleidas segundo a

Tabela 4.1 abaixo:

Tabela 4.1: Condições de ontorno.

Condições de ontorno Conheidas Desonheidas

Engastada w = 0 ∂w
∂n

= 0 Vn Mn

Apoiada w = 0 Mn = 0 ∂w
∂n

Vn

Livre Vn = 0 Mn = 0 w ∂w
∂n

Com relação às ondições de ontorno, a teoria de Kirhho� determina que apenas

duas ondições são su�ientes para a ompleta determinação de w.
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4.8 Soluções fundamentais isotrópias

Na formulação das equações integrais do método dos elementos de ontorno, por

meio do teorema da reiproidade, dois estados de tensão num orpo são relaionados.

Um estado de tensão, é onheido e, o outro neessita ser determinado. O estado a ser

determinado está relaionado om o problema a ser resolvido, ou seja, om a análise

a ser realizada. O problema a ser resolvido pode ser representado por um meio, um

orpo ou uma peça meânia, o qual tem geometria, arregamentos e ondições de

ontorno de�nidos. O estado onheido é dado pela resposta de um orpo de domínio

in�nito, ujas propriedades do material são as mesmas do estado a ser determinado

à apliação de uma arga onentrada unitária e pontual. À esta resposta, é dado o

nome de solução fundamental.

A formulação do método dos elementos de ontorno requer o onheimento da

solução fundamental. No aso partiular de plaas, a solução fundamental é dada pelo

desloamento w em um ponto P (x, y) qualquer do domínio, hamado de ponto ampo,

devido a apliação de uma arga unitária q em um ponto Q(x0, y0) qualquer, hamado

ponto fonte onforme Figura 3.1.

A solução fundamental do desloamento transversal de plaas �etidas é alulado

fazendo o termo não-homogêneo da equação diferenial (4.34) igual a uma força on-

entrada dada por uma função delta de Dira δ(Q,P ). Esta solução fundamental é

dada por:

w∗ =
1

8πD22
r2(log r), (4.41)

onde r2 = [(x − x0)
2 + (y − y0)

2] é a distânia do ponto fonte ao ponto ampo. Essa

esolha, deve-se ao método dos elementos de ontorno exigir a utilização de diversas

derivadas da solução fundamental w. As demais soluções fundamentais, derivadas desta

onforme Paiva (1987), são dadas por:
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V ∗

n =
1

4πρ
(n.r)[−3 + ν + 2(1− ν)(s.r)2], (4.42)

m∗

n = −
1

8π
[2(n.r)2(1− ν) + 2ν + (1 + ν)(1 + 2 log r)], (4.43)

∂w∗

∂n
=

1

8πD22

[(n.r)r(1 + 2 log r)], (4.44)

∂w∗

∂m
= −

1

8πD22

[(n.r)r(1 + 2 log r], (4.45)

∂v∗n
∂m

= −
1

4πr2
[(−m.n+ 2(n.r)(n.r))(3− ν) +

2(1− ν)(s.r)(2m.s(n.r) + (m.n)(s.r)− 4(n.r)(n.r)(s.r))], (4.46)

∂m∗

n

∂m
=

1

4πr
[−2(n.r)(−m.n+ n.r(n.r))(1− ν) + n.r(1 + ν)], (4.47)

∂2w∗

∂n∂m
= −

1

4πD22

[n.r(n.r) + (m.n) log r]. (4.48)

onde n é o vetor unitário normal ao ontorno no ponto ampo, m é o vetor unitário

normal ao ontorno no ponto fonte, s é o vetor unitário tangente ao ontorno no ponto

fonte e r é o vetor unitário na direção da reta que passa pelo ponto fonte e ponto

ampo.
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Capítulo 5

Equações do Método dos Elementos

de Contorno para Plaas de Kirhho�

Neste apítulo, será apresentada de forma detalhada a formulação para obtenção

da equação integral de ontorno e a solução do sistema de equações para os N números

de elementos.

5.1 Formulação integral

Para a determinação da equação integral para pontos do domínio da plaa, seja

uma plaa de domínio �nito Ω e ontorno Γ ontida em outra de domínio in�nito Ω∞ e

ontorno Γ∞. Conforme a Figura 5.1, a plaa �nita está submetida a um arregamento

q distribuído em uma área Ωq, Paiva (1987).

Figura 5.1: Plaa �nita ontida em uma plaa in�nita.

O teorema de Betti, Kane (1993), é obtido onsiderando-se que a plaa de domínio

�nito é submetida a dois arregamentos não simultâneos q e q∗, assoiados a superfíies

elástias w e w∗
, respetivamente. São identi�ados dois estados de tensão σ e σ∗

, om
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seus respetivos estados de deformação ε e ε∗. Podemos relaionar dois estados de

tensão-deformação de um material linear omo:

∫

Ω

σ∗

ijεijdΩ =

∫

Ω

σijε
∗

ijdΩ. (5.1)

Esrevendo o lado direito da Equação (5.1) na notação de von Karman, temos:

∫

Ω

σijε
∗

ijdΩ =

∫

Ω

(

σxε
∗

x + σyε
∗

y + σzε
∗

z + τxyγ
∗

xy + τxzγ
∗

xz + τyzγ
∗

yz

)

dΩ (5.2)

Desonsiderando as tensões normais à superfíie média da plaa, a Equação (5.2) é

esrita omo:

∫

Ω

σijε
∗

ijdΩ =

∫

Ω

(

σxε
∗

x + σyε
∗

y + τxyγ
∗

xy

)

dΩ. (5.3)

Substituindo as Equações (2.21) e (2.23) na Equação (5.3), pode-se esrever o pri-

meiro termo da integral do lado direito da Equação (5.3) omo:

∫

Ω

σxε
∗

xdΩ =

∫

Ω

[
∫

z

(

B11
∂2w

∂x2
+B12

∂2w

∂y2
+ 2B16

∂2w

∂x∂y

)(

z
∂2w

∂x2

)

dz

]

dΩ. (5.4)

Integrando (5.4) ao longo da espessura da plaa, tem-se:

∫

Ω

σxε
∗

xdΩ =

∫

Ω

(

D11
∂2w

∂x2
+D12

∂2w

∂y2
+ 2D16

∂2w

∂x∂y

)

∂2w

∂x2
dΩ =

∫

Ω

mx
∂2w

∂x2
dΩ. (5.5)

Para obter as equações do método dos elementos de ontorno, é neessário trans-

formar as integrais de domínio em integrais de ontorno.

Considere duas funções f(x) e g(x). A derivada de seu produto pode ser esrita

omo:

∂

∂x
[f(x)g(x)] =

∂f(x)

∂x
g(x) +

∂g(x)

∂x
f(x). (5.6)

Usando a propriedade de derivação (5.6) na Equação (5.5), pode-se esrever:

∫

Ω

σxε
∗

xdΩ = −

∫

Ω

[

∂

∂x

(

mx
∂w∗

∂x

)

−
∂w∗

∂x

∂mx

∂x

]

dΩ. (5.7)

Usando o teorema de Green (Kane, 1994), a Equação (5.7) pode ser esrita omo:

∫

Ω

σxε
∗

xdΩ = −

∫

Γ

mx
∂w∗

∂x
cosαdΓ +

∫

Ω

∂w∗

∂x

∂mx

∂x
dΩ. (5.8)

Apliando a propriedade de derivação (5.6) no segundo termo do lado direito da

Equação (5.8), tem-se:
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∫

Ω

σxε
∗

xdΩ = −

∫

Γ

mx
∂w∗

∂x
cosαdΓ +

∫

Ω

[

∂

∂x

(

w∗
∂mx

∂x

)

− w∗
∂2mx

∂x2

]

dΩ. (5.9)

Depois, usando o teorema de Green, pode-se esrever:

∫

Ω

σxε
∗

xdΩ =

∫

Γ

(

−mx
∂w∗

∂x
cosα+ w∗

∂mx

∂x
cosα

)

dΓ−

∫

Ω

w∗
∂2mx

∂x2
dΩ. (5.10)

Seguindo um proedimento similar, podemos mostrar que:

∫

Ω

σyε
∗

ydΩ =

∫

Γ

(

−my
∂w∗

∂y
sinα + w∗

∂my

∂y
sinα

)

dΓ−

∫

Ω

w∗
∂2my

∂y2
dΩ, (5.11)

e

∫

Ω

τxyγ
∗

xydΩ =

∫

Γ

(

−mxy
∂w∗

∂y
cosα−mxy

∂w∗

∂x
sinα + w∗

∂mxy

∂x
sinα+

w∗
∂mxy

∂y
cosα

)

dΓ−

∫

Ω

2w∗
∂2mxy

∂x∂y
dΩ. (5.12)

Assim, a Equação (5.3) é esrita omo:

∫

Ω

σijε
∗

ijdΩ = −

∫

Γ

(

mx
∂w∗

∂x
cosα+my

∂w∗

∂y
sinα +mxy

∂w∗

∂y
cosα+

mxy
∂w∗

∂x
sinα

)

dΓ +

∫

Γ

w∗

[(

cosα
∂mx

∂x
+

∂mxy

∂y

)(

sinα
∂my

∂y
+

∂mxy

∂x

)]

dΓ−

∫

Γ

w∗

(

∂2mx

∂x2
+ 2

∂2mxy

∂x∂y
+

∂2my

∂y2

)

dΓ. (5.13)

Substituindo as Equações (4.25) e (3.5) e usando a Equação (4.39), a Equação

(5.13) pode ser esrita omo:

∫

Ω

σijε
∗

ijdΩ = −

∫

Γ

(

mx
∂w∗

∂x
cosα +my

∂w∗

∂y
sinα +mxy

∂w∗

∂y
cosα+

mxy
∂w∗

∂x
sinα

)

dΓ +

∫

Γ

w∗qndΓ +

∫

Ω

gw∗dΩ. (5.14)

Da relação entre dois sistemas de oordenadas (x, y) e (n, s) tem-se:
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∂w∗

∂x
=

∂w∗

∂n
cosα−

∂w∗

∂s
sinα,

∂w∗

∂y
=

∂w∗

∂n
sinα +

∂w∗

∂s
cosα. (5.15)

Substituindo as Equações (5.15) na Equação (5.14) tem-se:

∫

Ω

σijε
∗

ijdΩ =

∫

Γ

[

mx cosα

(

∂w∗

∂n
cosα−

∂w∗

∂s
sinα

)

+

my sinα

(

∂w∗

∂n
sinα+

∂w∗

∂s
cosα

)

+mxy cosα

(

∂w∗

∂n
sinα +

∂w∗

∂s
cosα

)

+

mxy sinα

(

∂w∗

∂n
cosα−

∂w∗

∂s
sinα

)]

dΓ +

∫

Γ

w∗qndΓ +

∫

Ω

gw∗dΩ. (5.16)

Depois de algumas manipulações algébrias, a Equação (5.16) pode ser reesrita

omo:

∫

Ω

σijε
∗

ijdΩ =

∫

Γ

{

∂w∗

∂n

(

mx cos
2 α +my sin

2 α + 2mxy sinα cosα
)

+

∂w∗

∂s

[

mxy

(

cos2 α− sin2 α
)

+ (my −mx) sinα cosα
]

}

dΓ +

∫

Γ

w∗qndΓ +

∫

Ω

gw∗dΩ. (5.17)

Substituindo as Equações (4.37) e (4.38) na Equação (5.17), tem-se:

∫

Ω

σijε
∗

ijdΩ =

∫

Γ

(

mn
∂w∗

∂n
+mns

∂w∗

∂s
− qnw

∗

)

dΓ +

∫

Ω

gw∗dΩ. (5.18)

Calulando o segundo termo da primeira integral do lado direito da Equação (5.18),

temos:

∫

Γ

mns
∂w∗

∂s
dΓ = mnsw

∗

∣

∣

∣

∣

Γ2

Γ1

−

∫

Γ

∂mns

∂s
w∗dΓ, (5.19)

onde Γ1 e Γ2 são as oordenadas dos extremos do ontorno onde a integração está sendo

realizada.

No aso de um ontorno fehado sem anto, isto é, a função que desreve a urva de

ontorno e suas derivadas são ontínuas, o primeiro termo do lado direito da Equação

(5.19) desaparee. No aso onde há antos, a Equação (5.19) pode ser esrita omo:
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∫

Γ

mns
∂w∗

∂s
dΓ = −

Nc
∑

i=1

Rciw
∗

ci
−

∫

Γ

∂mns

∂s
w∗dΓ, (5.20)

onde

Rci = m+
nsi

−m−

nsi
, (5.21)

e os termos wci, m
+
nsi
, m−

nsi
são, respetivamente, os valores de desloamentos e mo-

mentos depois e antes do anto i da plaa (Figura 5.2), Nc é o número total de antos

no ontorno, onforme Paiva (1987).

 

s≡
Γ 

s≡Γ

 

n

 

n
 

+
nsim

 

−
nsim

 

i

x

z
y

Figura 5.2: Canto i do ontorno da plaa.

Das Equações (5.18) e (5.20), pode-se esrever:

∫

Ω

σijε
∗

ijdΩ =

∫

Γ

(

qnw
∗ −mn

∂w∗

∂n
+

∂mns

∂s

)

dΓ +
Nc
∑

i=1

Rciw
∗

ci
+

∫

Ω

gw∗dΩ. (5.22)

Das Equações (5.22) e (4.40), tem-se:

∫

Ω

σijε
∗

ijdΩ =

∫

Γ

(

Vnw
∗ −mn

∂w∗

∂n

)

dΓ +

Nc
∑

i=1

Rciw
∗

ci
+

∫

Ω

gw∗dΩ. (5.23)

Seguindo um proedimento similar àquele usado para obter a Equação (5.23), o

lado esquerdo da Equação (5.1) pode ser esrito omo:

∫

Ω

σ∗

ijεijdΩ =

∫

Γ

(

V ∗

nw −mn
∂w∗

∂n

)

dΓ +
Nc
∑

i=1

R∗

ci
wci +

∫

Ω

g∗wdΩ. (5.24)
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Substituindo as Equações (5.23) e (5.24) na Equação (5.1), pode-se esrever:

∫

Γ

(

Vnw
∗ −mn

∂w∗

∂n

)

dΓ +

Nc
∑

i=1

Rciw
∗

ci
+

∫

Ω

gw∗dΩ =

∫

Γ

(

V ∗

nw −mn
∂w∗

∂n

)

dΓ +
Nc
∑

i=1

R∗

ci
wci +

∫

Ω

g∗wdΩ. (5.25)

A Equação (5.25) relaiona dois estados de um material elástio. Para apliar esta

equação para resolver problemas de �exão, preisamos onsiderar um dos estados omo

onheido e o outro omo o estado que queremos analisar. Para obter a equação integral

de ontorno, o estado onheido é ajustado para que a integral de domínio dada por:

∫

Ω

g∗wdΩ (5.26)

desapareça. Usando as propriedades da função delta de Dira δ(P,Q), de forma que

g∗ = δ(P,Q), a integral (5.26) é esrita omo:

∫

Ω

δ(P,Q)w(P )dΩ(P ) = w(Q), (5.27)

onde Q é o ponto onde a arga é apliada, onheido omo ponto fonte, e P é o

ponto onde o desloamento é observado, onheido omo ponto ampo. O estado

orrespondente a um material linear sob arregamento de uma função delta de Dira é

onheido omo um estado fundamental e as variáveis da Equação (5.25) relaionadas

a este estado (w∗
,V ∗

n e m∗

n) são onheidas omo soluções fundamentais, as quais são

aluladas analitiamente a partir da Equação (4.42).

Considerando o estado "*"omo o estado fundamental, a Equação (5.25) pode ser

esrita omo:

Kw(Q) +

∫

Γ

[

V ∗

n (Q,P )w(P )−m∗

n(Q,P )
∂w(P )

∂n

]

dΓ(P ) +

Nc
∑

i=1

R∗

ci
(Q,P )wci(P )−

∫

Γ

[

Vn(P )w∗(Q,P )−mn(P )
∂w∗

∂n
(Q,P )

]

dΓ(P ) +
Nc
∑

i=1

Rci(P )w∗

ci
(Q,P ) +

∫

Ω

g(P )w∗(Q,P )dΩ. (5.28)

A Equação (5.28) é a equação de plaas �nas para desloamentos em pontos do

domínio da plaa. Esta equação fornee desloamentos em todos os pontos do domínio

da plaa a partir das ortantes equivalentes (Vn), momentos de �exão na direção normal
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(mn), reação de anto (Rci), desloamentos (w) e rotações em relação à normal (∂w/∂n)

onheidos no ontorno.

A onstante K é introduzida para se onsiderar que a função delta de Dira pode

ser apliada no domínio, no ontorno ou fora do domínio. Se a função delta de Dira

é apliada em um ponto onde o ontorno é suave, então K = 1/2. As variáveis da

equação (5.28) são desloamentos w(P ), rotações ∂w(P )
∂n

, momentos mn(P ), e forças

Vn(P ). Para uma dada ondição de ontorno, algumas destas variáveis são onheidas

e outras desonheidas. Para se ter um número de equações igual ao número de variáveis

desonheidas, é neessário esrever a equação integral orrespondente a derivada do

desloamento w(Q) em relação ao sistema de oordenadas artesiano �xo no ponto

de origem, isto é, o ponto onde o delta de Dira do estado fundamental é apliado.

As direções dos eixos deste sistema de oordenadas são oinidentes om as direções

normal e a tangente ao ontorno no ponto fonte. Para problemas de �exão em plaas

isotrópias tem-se que a equação integral de ontorno esrita em termos de quatro

valores de ontorno básios, isto é, de�exão w, inlinação da normal ∂w/∂n, força

ortante Vn e momento �etor mn. Em um problema bem oloado dois destes quatro

valores são inógnitas do problema e dois são ondições de ontorno onheidas.

Pode-se veri�ar que num problema de �exão em plaas há sempre duas inógnitas

a serem determinadas em qualquer ponto do ontorno e onsequentemente, a solução

do problema requer que uma segunda equação seja estabeleida.

A segunda equação integral de ontorno é obtida da derivada da Equação (5.28)

em relação à direção n1 normal ao ontorno no ponto fonte e também orresponde à

solução do binário unitário.

1

2

∂w(Q)

∂n1
+

∫

Γ

[

∂V ∗

∂n1
(Q,P )w(P )−

∂m∗

n

∂n1
(Q,P )

∂w

∂n
(P )

]

dΓ(P ) +

Nc
∑

i=1

∂R∗ci
∂n1

(Q,P )wci(P ) =

∫

Γ

{

Vn(P )
∂w∗

∂n1
(Q,P )−mn(P )

∂

∂n1

[

∂w∗

∂n1
(Q,P )

]}

dΓ(P ) +

Nc
∑

i=1

Rci(P )
∂w∗

ci

∂n1
(Q,P ) +

∫

Ω

g(P )
∂w∗

∂n1
(Q,P )dΩ. (5.29)

É importante dizer que é possível usar apenas a Equação (5.28) em uma formulação

de elementos de ontorno usando omo pontos fonte os nós do ontorno e um número

igual de pontos externos ao domínio do problema.
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5.2 Equação Matriial

Com o objetivo de alular as variáveis de ontorno desonheidas, o ontorno Γ

é disretizado em Ne elementos e as variáveis de ontorno w, ∂w/∂n, mn e Vn são

assumidas om uma variação onstante ao longo de ada elemento. Tomando um nó d

omo o ponto fonte, as equações (5.28) e (5.29) podem ser esritas na forma matriial

omo:

1

2















w(d)

∂w(d)

∂n1















+

NE
∑

i=1

([

H
(i,d)
11 H

(i,d)
12

H
(i,d)
21 H

(i,d)
22

]{

w(i)

∂w(i)

∂n

})

=

NE
∑

i=1

([

G
(i,d)
11 G

(i,d)
12

G
(i,d)
21 G

(i,d)
22

]{

V
(i)
n

m
(i)
n

})

+

NC
∑

i=1

({

C
(i,d)
1

C
(i,d)
2

}

w(i)
c

)

+

NC
∑

i=1

({

F
(i,d)
1

F
(i,d)
2

}

R(i)
c

)

+

{

P1

P2

}

(5.30)

onde NC são números de antos. Os termos da equação (5.30) são integrais dadas por:

H
(i,d)
11 =

∫

Γi

V ∗

n dΓ, H
(i,d)
12 = −

∫

Γi

m∗

ndΓ, (5.31)

H
(i,d)
21 =

∫

Γi

∂V ∗

n

∂n1

dΓ, H
(i,d)
22 = −

∫

Γi

∂m∗

n

∂n1

dΓ, (5.32)

G
(i,d)
11 =

∫

Γi

w∗dΓ, G
(i,d)
12 = −

∫

Γi

∂w∗

∂n
dΓ, (5.33)

G
(i,d)
21 =

∫

Γi

∂w∗

∂n1
dΓ, G

(i,d)
22 = −

∫

Γi

∂

∂n1

∂m∗

n

∂n1
dΓ, (5.34)

C
(i,d)
1 = R∗

c , C2 =
∂R∗

c

∂n1
, (5.35)

P1 =

∫

Γg

F ∗dΓ, P2 =

∫

Γg

G∗dΓ. (5.36)

As integrais observadas aima, podem ser de�nidas omo: fraas, fortes ou hipersin-

gulares, quando o elemento que esta sendo integrado loaliza-se no ponto fonte. Neste

trabalho, estas integrais são tratados analitiamente, omo mostrado por Paiva et al.

(2003).

A equação matriial (5.30) tem duas equações e 2NE+NC variáveis desonheidas.

Para se obter um sistema linear soluionável, o ponto fonte é oloado suessivamente
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em ada nó do ontorno d = 1, ..., NE bem omo em ada nó de anto d = NE +

1, ..., NE +NC. É importante notar que enquanto ambas as equações, (5.28) e (5.29),

são usadas para ada nó de ontorno (forneendo as primeiras 2NE equações), somente

a equação (5.28) é usada para ada anto (forneendo outras NC equações). Então, a

seguinte é obtida:

[

H′ R′

H′′ R′′

]{

wbn

wc

}

=

[

G′ C′

G′′ C′′

]

{

Vbn Vc

}

+

{

Pbn

Pc

}

, (5.37)

onde, wbn ontém o desloamento transversal e a rotação de ada nó de ontorno, Vbn

ontém a força isalhante e o momento torsor de ada nó de ontorno, Pbn ontém a

integral de domínio para ada nó de ontorno, wc ontém o desloamento transversal

de ada anto, Vc ontém a reação de anto para ada anto, Pc ontém a integral

de domínio para ada anto. Os termos H′
, C′

, R′
e G′

são matrizes que ontém os

respetivos termos da equação (5.30) esritos para os Ne nós de ontorno. Os termos

H
′′

, C
′′

, R
′′

e G
′′

são matrizes que ontém os respetivos primeiros termos da equação

(5.30) esrita para os Nc antos.

A equação (5.37) pode ser reesrita omo:

Hw = GV +P, (5.38)

onde,

H =

[

H′ R′

H′′ R′′

]

, (5.39)

w =

{

wbn

wc

}

, (5.40)

G =

[

G′ C′

G′′ C′′

]

, (5.41)

V =

{

Vbn

Vc

}

, (5.42)

P =

{

Pbn

Pc

}

. (5.43)

Apliando as ondições de ontorno, a equação (5.37) pode ser rearranjada omo:

Ax = b (5.44)

que pode ser resolvida pelo proedimento padrão para sistemas lineares.
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Capítulo 6

Transformação das Integrais de

Domínio em Integrais de Contorno

6.1 Introdução

A apliação do método dos elementos de ontorno requer, preferenialmente, que

a solução fundamental para o problema em onsideração seja onheida. Essa solução

fundamental deve levar em onta todos os termos da equação governante de forma a

obter uma formulação onde apenas o ontorno é disretizado. Quando isso não for

possível, os termos não onsiderados na obtenção da solução fundamental produzirão

integrais de domínio que preferenialmente, devem ser transformadas em integrais de

ontorno. A primeira alternativa é fazer a transformação exata da integral de domínio

em integral de ontorno. Pórem, isto só é possível quando os termos não onsiderados

são funções apenas da geometria (arregamento distribuído, por exemplo). A segunda

alternativa é transferir os efeitos da integral de domínio para o ontorno usando-se o

método de elementos de ontorno de integração radial. A tereira alternativa é trans-

formar os efeitos da integral de domínio para o ontorno usando-se integração analítia.

No aso deste trabalho, as argas distribuídas serão transformadas por transformação

exata, enquanto que os termos de inéria serão transformados usando o método de

integração radial.

A força de orpo é representada pela equação abaixo:

b = g + ̺hẅ (6.1)

onde g denota a arga distribuída e ̺hẅ representa o termo de inéria, sendo h a

espessura e ̺ a densidade do material.
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6.2 Transformação Exata

Como p�de ser observado nas Equações (5.28) e (5.29), há integrais de domínio

na formulação devido a arga distribuída no domínio e aos termos de inéria. Estas

integrais podem ser aluladas por integração direta, através de élulas na área Ωg,

Figura 4.1. Contudo, a formulação dos elementos de ontorno perde seu prinipal

atrativo que é a disretização somente do ontorno. Neste trabalho, as integrais de

domínio oriundas das argas distribuídas são transformadas em integrais de ontorno

por uma transformação exata.

Considere a plaa da Figura 4.1 sob um arregamento g apliado em uma área Ωg.

Assumindo que o arregamento g tem uma distribuição linear (Ax+By + C) na área

Ωg, a integral de domínio pode ser esrita omo:

∫

Ωg

gw∗dΩ =

∫

Ωg

(Ax+By + C)w∗ρdρdθ, (6.2)

ou

∫

Ωg

gw∗dΩ =

∫

θ

∫ r

0

(Ax+By + C)w∗ρdρdθ, (6.3)

onde, r é o valor de ρ em um ponto do ontorno Γg.

De�nindo F ∗
omo a seguinte integral:

F ∗ =

∫ r

0

(Ax+By + C)w∗ρdρ, (6.4)

pode-se esrever:

∫

Ωg

gw∗dΩ =

∫

θ

F ∗dθ. (6.5)

Considerando um ângulo in�nitesimal dθ, Figura 6.1, a relação entre o omprimento

do aro rdθ e o omprimento in�nitesimal do ontorno dΓ, pode ser esrito omo:

cosα =
r dθ

2
dΓ
2

, (6.6)

ou

dθ =
cosα

r
dΓ. (6.7)

Usando as propriedades do produto interno dos vetores unitários n e r, indiados

na Figura 6.1, podemos esrever:

dθ =
n.r

r
dΓ. (6.8)
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Figura 6.1: Transformação da integral de domínio em integral de ontorno.

Finalmente, substituindo a Equação (6.8) na Equação (6.5), a integral de domínio

da Equação (5.28) pode ser esrita omo uma integral de ontorno dada por:

∫

Ωg

gw∗dΩ =

∫

Γg

F ∗

r
n.rdΓ. (6.9)

Sabendo que

x = ρ cos θ (6.10)

e

y = ρ sin θ, (6.11)

O termo de domínio da Equação (5.29) pode ser esrito omo:

∫

Ωg

g
∂w∗

∂n1

dΩ =

∫

θ

G∗dθ, (6.12)

onde

G∗ =

∫ r

0

(Ax+By + C)
∂w∗

∂n1
ρdρ (6.13)
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6.3 Método da integração radial - RIM

O RIM aproxima a força de orpo b omo uma soma de M produtos de funções de

aproximação fm
e oe�ientes a determinar γm

, ou seja:

b(P ) =

M
∑

m=1

γmfm
(6.14)

para as funções de aproximação baseadas puramente em funções de base radiais, ou:

b(P ) =
M
∑

m=1

γmfm + ax+ by + c (6.15)

e

M
∑

m=1

γmxm =
M
∑

m=1

γmym =
M
∑

m=1

γm = 0 (6.16)

para as funções de aproximação expandidas por polin�mios.

A integral de domínio da equação (5.28) pode ser esrita omo:

P1(Q) =
M
∑

m=1

γm

∫

Ωg

fmw∗(Q,P )ρdρdθ (6.17)

ou

P1(Q) =
M
∑

m=1

γm

∫

θ

∫ r

0

fmw∗(Q,P )ρdρdθ, (6.18)

onde r é o valor de ρ em um ponto no ontorno Γg (ver Figura 6.1):

De�nindo Fm(Q) omo:

Fm(Q) =

∫ r

0

fmw∗(Q,P )ρdρ, (6.19)

pode-se esrever:

P1(Q) =

M
∑

m=1

γm

∫

θ

Fm(Q)dθ. (6.20)

Substituindo a equação (6.8) na equação (6.20), a equação integral de domínio da

equação (5.28) pode ser esrita na seguinte integral de ontorno dada por:

P1(Q) =
M
∑

m=1

γm

∫

Γg

Fm(Q)

r
n.rdΓ. (6.21)

Seguindo proedimentos similares aos usados para obter a equação (6.21), o termo

de domínio da equação pode ser esrito assim:
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P2(Q) =

∫

Ωg

b
∂w∗(Q,P )

∂n1
dΩ =

M
∑

m=1

γm

∫

Γg

Gm(Q)

r
n.rdΓ, (6.22)

onde

Gm(Q) =

∫ r

0

fm∂w∗(Q,P )

∂n1
ρdρ. (6.23)

Assim, a integral de domínio da equação (5.30) pode ser esrita omo:

{

P
(d)
1

P
(d)
2

}

=
M
∑

m=1

γm
Ne
∑

i=1

{

p
(d,m)
1

p
(d,m)
2

}

, (6.24)

onde

p
(d,m)
1 =

∫

Γi

F (d,m)

r
n.rdΓ, p

(d,m)
2 =

∫

Γi

G(d,m)

r
n.rdΓ. (6.25)

ou, na forma matriial, omo:

P (Q) =
[

∫

Γ
F1(Q)

r
n.rdΓ

∫

Γ
F2(Q)

r
n.rdΓ ...

∫

Γ
FM (Q)

r
n.rdΓ

]



























γ1

γ2
.

.

.

γM



























.

(6.26)

Para alular γm, é neessário onsiderar a força de orpo em M pontos do domínio

e do ontorno. No aso deste trabalho, estes pontos são os nós do ontorno e alguns

pontos internos. Assim, a equação (6.14) pode ser esrita omo:

b = Fγ (6.27)

e γ pode ser alulado omo:

γ = F−1b, (6.28)

Substituindo (6.28) na equação (6.26), tem-se:

P (Q) =
[

∫

Γ
F1(Q)

r
n.rdΓ

∫

Γ
F2(Q)

r
n.rdΓ ...

∫

Γ
FM (Q)

r
n.rdΓ

]

F−1b.

(6.29)

Esrevendo a equação (6.29) para todos os pontos do domínio, isto é, todos os nós

do ontorno e pontos internos, tem-se:
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P = RF−1b = Sb, (6.30)

onde S = RF−1
, P é um vetor que ontém os valores de P (Q) em todos os pontos

fontes Q e R é uma matriz que ontém todos os valores das integrais (6.29) quando

esta equação é esrita para todos os pontos fontes Q.

As funções de aproximação fm
serão funções de base radial esritas em termos de R,

onde R é a distânia entre o entro S da função de base radial e o ponto de integração

P . Da Figura 6.2, pode-se esrever:

Figura 6.2: Posição dos pontos no domínio.

R =
√

ρ2 + l2 − 2ρl cos β, (6.31)

onde l é a distânia entre os pontos S e Q e β é o ângulo entre ρ e l.

Como onsequênia do uso das funções de aproximação, o usto omputaional do

RIM é alto, uma vez que, as integrais dadas pelas equações (6.19) e (6.23) não podem

ser aluladas analitiamente para a maioria das funções de aproximação. Por exemplo,

se fm = R, a equação (6.19) é esrita omo:

Fm(Q) =

∫ r

0

c1
√

ρ2 + l2 − 2ρl cos β log(c2ρ)ρ
3dρ, (6.32)

onde c1 e c2 são oe�ientes que não dependem de ρ. A integral da equação (6.32) não

pode ser alulada analitiamente. O álulo numério desta integral torna mais alto

o usto omputaional do RIM, uma vez que no DRM não se faz nenhuma integração

numéria na transformação da integral de domínio em integrais de ontorno.
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A vantagem mais interessante do RIM sobre o DRM para formulações que envolvam

materiais anisotrópios é que as funções de aproximação fm podem ser esolhidas livre-

mente, pois o RIM não usa as soluções partiulares ŵm obtidas da equação diferenial

(4.34).

Estas soluções partiulares são neessárias no DRM, o que restringe a esolha das

funções de aproximação devido a omplexidade da equação (4.34).

Neste trabalho foi usada omo função de aproximação de base radial denominada

spline de plaas �nas que é dada por:

fm3 = R2 log (R). (6.33)

Alguns trabalhos da literatura Golberg et al. (1999) mostraram que esta função

possui uma alta taxa de onvergênia quando usadas na forma aumentada por polin�-

mios, ou seja, quando a aproximação da força de orpo é dada pelas equações (6.15) e

(6.16). Neste aso ela é hamada de função spline de plaas �nas aumentada, ou ATPS

(augmented thin plate spline).

6.4 Método de Houbolt

O método dos elementos de ontorno de integração radial será apliados ao álulo

dos ampos de desloamentos para problemas transientes no domínio do tempo. A

integração no tempo será realizada utilizando o método proposto por Houbolt (1950)

por já ter sido mostrado por Loe�er and Mansur (1987) que o método de Houbolt é

o mais apropriado para se usar a integração direta no tempo junto om o método dos

elementos de ontorno de integração radial. Uma importante araterístia do método

de Houbolt é que ele tem um alto amorteimento numério. Este amorteimento torna

os resultados obtidos pelo método dos elementos de ontorno de integração radial mais

suaves que os obtidos por outras formulações do método dos elementos de ontorno

apliadas à elasto-dinâmia, Fedelinsk et al. (1996) e Chirino et al. (1994). Porém,

o amorteimento numério pode ser reduzido usando-se passos de tempo menores.

Algumas vezes, para se onseguir reduzir o passo de tempo e obter uma maior preisão

dos resultados é neessário re�nar a malha ou aumentar o número de nós internos.

Considere que as únias forças de orpo presente num orpo de domínioΩ e ontorno

Γ são devido ao ampo de aeleração ü, ou seja:

b = ρhü. (6.34)

O esquema de Houbolt está enquadrado entre os métodos de múltiplos passos, pois

o mesmo não se utiliza apenas dos valores do passo anterior para determinar os valores
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atuais e sim de três outros passos passados. Para se proeder a integração no tempo

durante um período T , este período é dividido em N intervalos iguais ∆τ (T = N∆τ).

A aeleração em τ +∆τ é aproximada pela expressão de diferenças �nitas:

üτ+∆τ =
1

∆τ 2
(2uτ+∆τ − 5uτ + 4uτ−∆τ − uτ−2∆τ ) . (6.35)

onde: τ + ∆τ → passo de tempo atual; τ → passo de tempo imediatamente anterior

ao passo atual τ +∆τ ; τ −∆τ → passo de tempo imediatamente anterior ao passo τ ;

τ−2∆τ → passo de tempo imediatamente anterior ao passo τ −∆τ ; ∆τ → intervalo

de tempo entre passos onseutivos de tempo.

Desde que uτ , uτ−∆τ e uτ−2∆τ sejam onheidos, pode-se alular uτ+∆τ através de

um sistema, da forma:

Axτ+∆τ = yτ+∆τ (6.36)

onde xτ+∆τ é o vetor de variáveis desonheidas e yτ+∆τ é o vetor de variáveis onhe-

idas, sendo que seus elementos são alulados a partir dos valores de u dos passos de

tempo anteriores e das ondições de ontorno no tempo τ +∆τ .

Uma vez que o sistema (6.36) é resolvido, o vetor uτ+∆τ é onheido e a solução

pode então ser enontrada para o próximo passo de tempo.
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Capítulo 7

Assoiação de Maro-elementos Via

Sub-regiões do MEC

7.1 Introdução

Neste apítulo, os aspetos �nais da implementação serão abordados. Até o mo-

mento as duas formulações, de elastiidade plana e plaas �nas, foram apresentadas

paralelamente ao longo dos apítulos 2 a 5. A ontribuição deste trabalho deorre da

assoiação das formulações anteriormente desritas sob o aspeto estátio e dinâmio e,

além disso, alular o ampo de desloamento para problemas transientes no domínio

do tempo desenvolvido por Hoefel (2006). As seções a seguir, tem a intenção de agru-

par estas formulações em uma só e dar os detalhes �nais a respeito da implementação

da formulação para assoiação de plaas no espaço.

A análise de estruturas tridimensionais formadas por elementos estruturais planos

é feita admitindo-se que ada elemento que ompõem essas estruturas seja analisado

omo um maro-elemento. A prinipal araterístia deste maro-elemento, é a super-

posição do estado plano de tensão e de �exão de plaas �nas.

As equações integrais de �exão de plaas �nas e estado plano de tensão em um

maro-elemento são disretizadas em elementos de ontorno onstantes. Em seguida,

a ténia de sub-regiões é apliada no desenvolvimento da formulação para assoiação

de maro-elementos no espaço. O sistema algébrio para a estrutura é obtido através

da assoiação dos sistemas de equações de ada maro-elemento individual. A junção

destes sistemas de equações é feita através de imposições de equilíbrio e ompatibilidade

de esforços e desloamentos entre as interfaes (arestas omuns).
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7.2 Formulação do maro-elemento.

O objetivo desta seção é desenvolver um elemento estrutural plano que ontenha

simultaneamente omportamento de elastiidade plana (membrana) e de plaa. O

elemento plano, denominado maro-elemento, é obtido a partir da disretização das

equações integrais de ontorno desenvolvida ao longo desta tese. As equações integrais

obtidas são transformadas, depois da disretização, em um sistema de equações line-

ares onde as inógnitas são desloamentos, rotações, forças de superfíie e momentos

em nós do ontorno, pontos internos e em antos dos maro-elementos. Apliando-se

as ondições de ontorno e resolvendo o sistema de equações resultantes obtém-se as

variáveis desonheidas da estrutura formada pelos maro-elementos.

7.2.1 Equações Algébrias do Maro-Elemento

Seja Ψ um ponto genério de um maro-elemento, Tanaka et al. (1998), omo apre-

sentado na Figura 7.1. O ampo de desloamentos e esforços para o Ψ é omposto de

quatro variáveis relaionadas à superposição dos estados plano de tensão e �exão de

plaas �nas. Nas equações integrais da elastiidade plana, as variáveis do problema são

os desloamentos u1 e u2 e dois esforços de superfíie t1 e t2. Nas equações integrais

de plaa, as variáveis relaionadas são w, ∂w
∂n
, Vn e Mn e são de�nidas no Capítulo 3.

Uma vez que não existe graus de liberdade nos antos na formulação de elastiidade

plana, os antos são onsiderados livres no maro elemento (Rc = 0). O vetor u é

de�nido omo o vetor de desloamentos do maro-elemento em um ponto genério Ψ e

seus termos são organizados da seguinte forma:

Ω

u1, t1

u2, t2 ∂w
∂n

, Mn

w, Vn

x1

x3

x2

Ψ

Γ

Figura 7.1: Desloamentos e esforços em um nó genério Ψ de um maro-elemento.

u =























u1

u2

w
∂w
∂n























, (7.1)
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e o vetor t é de�nido omo o vetor de esforços do nó Ψ do maro-elemento e é dado

por:

t =























t1

t2

Vn

Mn,























. (7.2)

O seguinte sistema algébrio pode ser montado para um dado ponto fonte sendo

um nó do ontorno, om o ontorno do maro-elemento om NC antos disretizado

em NE elementos de ontorno onstantes.
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. (7.3)

Caso o ponto fonte seja um ponto interno, a equação 7.3 é esrita omo:
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. (7.4)

Caso o ponto fonte seja um anto, a equação (7.3) é esrita omo:

cw(d) +

NE
∑

i=1

(

[

hw
11 hw

12

]

{

w
∂w
∂n

})

=
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NE
∑

i=1

(

[

gw11 gw12

]

{

Vn

Mn

})

+

NC
∑

i=1

(

C
(i,d)
1 w(i)

c

)

+ P3. (7.5)

Os termos não nulos da primeira e segunda linha das matrizes (7.3) e (7.4) são

referentes às equações integrais do estado plano, enquanto que os termos não nulos da

tereira e quarta linha da equação (7.3) e tereira linha da equação (7.4) referem às

equações integrais de �exão de plaas representadas pelo índie w. A equação (7.5)

é referente ao desloamento do anto na direção transversal ao maro-elemento. Nas

matrizes, observa-se que, os estados plano de tensão e o regime de �exão de plaa

estão desaoplados e, as equações �nais enontradas são independente. O aoplamento

destas equações se dá quando dois maro-elementos pertenentes a planos diferentes

estão aoplados a uma mesma interfae.

7.2.2 Montagem do sistema de equações

Após as integrações das equações integrais dos problemas da elastiidade plana e de

�exão de plaas �nas sobre os NE elementos onsiderando omo pontos fontes os NE

nós do ontorno do maro-elemento, os NPI pontos internos e os NC antos, pode-se

esrever generiamente o seguinte sistema algébrio de 4NE + 3NPI +NC equações:

HU = GT+ b, (7.6)

onde H e G são matrizes de in�uênia do MEC de dimensão (4NE + 3NPI +NC)×

(4NE+3NPI+NC), o vetorU ontém desloamentos e rotações dos nós do ontorno e

os desloamentos dos pontos internos e antos (lembrando que o desloamento do anto

é só na direção transversal ao maro-elemento). Os vetores T ontém reações (forças

e momento) nos nós do ontorno. O vetor b é devido à arga transversal distribuída

apliada no domínio do maro-elemento.

7.3 Assoiação espaial de maro-elementos

Neste seção, é desenvolvida a formulação para assoiação espaial de maro-elementos

através da ténia de sub-regiões do MEC.

7.3.1 Sistema de oordenadas

Uma das prinipais araterístias das equações integrais de �exão de plaas e estado

plano de tensão é que o desloamento de um ponto é desrito em função de sua posição
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relativa aos demais pontos do problema. Portanto, as relações entre as forças e os

desloamentos no ontorno serão preservadas independente do sistema de oordenadas

usado para a montagem das matrizes do problema. Assim, ada maro-elemento pode

possuir seu próprio sistema de oordenadas, no qual suas equações integrais são esritas.

Quando se tem a assoiação de maro-elementos, o sistema de oordenadas pode

não ser o mesmo para ada maro-elemento. Como se deseja ompatibilizar forças e

desloamentos de vários maro-elementos, resolvendo-os simultaneamente, é neessário

esrever essas inógnitas em um mesmo sistema global de oordenadas. Assim, torna-

se neessário esrever equações de transformação de oordenadas para ada maro-

elemento, relaionando-se os sistemas loal e global de oordenadas.

Q

P1

P2

P3

P4

x

y

z

u1

u2

w

θ

Figura 7.2: Sistema de Coordenadas.

Considere o sistema de oordenadas da Figura 7.2. Seja U ′
o vetor de desloamentos

no ponto Q expresso no sistema loal de oordenadas da seguinte forma:

U′ =























u′

1

u′

2

w′

θ′























, (7.7)

onde u′

1, u
′

2 e w′
são os desloamentos nas direções dos vetores n, l e m. A rotação θ

é dada por θ = ∂w
∂n
.

O vetor n é dado por:
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n =
P2 − P1

‖P2 − P1‖
= {n1, n2, n3}, (7.8)

onde P2 e P1 são as oordenadas dos pontos que de�nem a primeira aresta do maro-

elemento. Convém lembrar que neste trabalho todas as arestas são retilíneas.

Um vetor l′ (que pode ou não oinidir om o vetor l) é alulado omo:

l′ =
P3 − P2

‖P3 − P2‖
= {l′1, l

′

2, l
′

3}, (7.9)

onde P3 é o tereiro ponto que de�ne o maro elemento e, juntamente om P2, de�ne a

segunda aresta do maro elemento. Caso a segunda aresta não seja ortogonal a primeira

aresta, o vetor l′ não irá oinidir om o vetor l que será alulado a seguir.

O vetor m, perpendiular ao maro-elemento, é dado por:

m = n× l' = {m1, m2, m3}, (7.10)

O vetor l é dado por:

l = m× n = {l1, l2, l3}, (7.11)

Passando ao sistema global de oordenadas, o vetor de desloamentos é expresso

omo:

U =
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. (7.12)

Os desloamentos u1, w, u2, no sitema global de oordenadas, podem ser esritos

em termos dos desloamentos u′

1, w
′, u′

2 no sistema loal, omo:
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, (7.13)

onde β depende da orientação dos maro-elementos que dividem a interfae (veja a

seção 7.3.2).

De maneira ompata:

u = Tu′, (7.14)
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onde T é a matriz que transforma o vetor de desloamento u′
esrito em oordenadas

loais em um vetor u expresso em oordenadas globais.

Adotando o mesmo proedimento para desrever o vetor de esforços t em oorde-

nadas globais, tem-se:
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Mn























=













n1 m1 l1 0
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n3 m3 l3 0
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, (7.15)

7.3.2 Compatibilização de momentos e rotações

Na assoiação de maro-elementos, apareem na interfae, momentos de �exão e

rotações em torno da intefae. As direções destes momentos e rotações não são alte-

rados om a apliação da matriz de transformação apresentada na seção anterior pois

ambos são em torno da interfae (aresta omum). O sentido, porém, pode-se inverter

dependendo do sentido das arestas que ompõe a interfae. Adota-se β = 1 na matriz

de transformação dos dois maro elementos se os momentos loais e as rotações têm

sentidos opostos. Caso ontrário, adota-se β = 1 no primeiro maro elemento e β = −1

no segundo. O mesmo se faz om a rotação

∂v
∂n

(veja �gura 7.3).

1

x

z

2

M
n

s

Mn

M
n

Mn

Mn

M
n

Mn

Mn

s

Figura 7.3: Compatibilização de momentos e rotações nos maro-elementos (neste aso

β = 1).

7.3.3 Assoiação de maro-elementos via método de sub-regiões

do MEC

Seja a assoiação plana de dois maro-elementos onforme a Figura 7.4. De aordo

om o que foi desenvolvido em apítulos anteriores, o vetor de desloamentos em um

dado nó no ontorno de um maro-elemento, possui 4 graus de liberdade, dois referentes

ao estado plano e dois referente à �exão de plaas. Sabe-se que, em nós pertenentes a
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interfae dos maro-elementos existem 8 variáveis desonheidas (u1, u2, w, θ, t1, t2, Vn eMn).

Através da apliação das ondições de equilíbrio e ontinuidade de desloamentos na

interfae, as variáveis desonheidas são reduzidas a 4 (Sanhes, 2002).

1

2

Interface

Nós de contorno

Figura 7.4: Assoiação de dois maro-elementos.

As ondições de ontinuidade de desloamento são dadas por:

u1
i = u2

i ,

t1i = t2i , (7.16)

θ1i = θ2i

Para as ondições equilíbrio de forças de superfíie ti, esforço ortante Vn e momen-

tos, Mi Baiz and Aliabadi (2009b); Pisa (2005):

t1i + t2i + ti = 0

V 1
n + V 2

n + Vn = 0 (7.17)

M1
n +M2

n +Mn = 0

onde os índies superiores referem-se ao número de maro-elemento.

Nas equações apresentadas em (7.17), a tereira parela de ada equação refere-se

aos esforços na aresta. Estas forças relaionam-se om os esforços da interfae, ou

quando o desloamento é inógnito, a força é onheida ou vie-versa, ou seja, não há

aumento do número de inógnitas. O sistema �nal de equações algébrias obtido após

o álulo das integrais pode ser esrito da seguinte forma:

HU = GT+ b, (7.18)
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onde as matrizes elementares que fazem parte das matrizes �nais H e G da Equação

(7.18), são montadas a partir das equações de transformação de oordenadas loais em

globais mostrada na seção 7.3.1.

Usando a ténia de sub-regiões do MEC, a equação matriial orrespondente ao

maro-elemento 1 pode ser esrita omo:

[

H1
11 H1

1i

H1
i1 H1

ii

]{

U1

UA

}

=

[

G1
11 G1

1i

G1
i1 G1

ii

]{

T1

TA

}

+

{

b1

b1
A

}

(7.19)

da mesma forma, para o maro-elemento 2, têm-se:

[

H2
11 H2

1i

H2
i1 H2

ii

]{

U2

UA

}

=

[

G2
11 G2

1i

G2
i1 G2

ii

]{

T2

TA

}

+

{

b2

b2
A

}

(7.20)

Os termosH2
ij eG

2
ij, são as matrizes de in�uênia das formulações de �exão de plaas

e elastiidade plana, omo abordado em Dirgantara and Aliabadi (2001). Sendo:

1. U1 e U2 os desloamentos nodais sobre o ontorno dos maro-elementos 1 e 2,

respetivamente.

2. T1 e T2 os esforços nodais sobre o ontorno dos maro-elementos 1 e 2, respe-

tivamente.

3. b1 e b2 as integrais devido às forças de orpo.

4. UA, TA e bA os desloamentos, esforços nodais e as integrais devido as forças

de orpo na aresta da interfae, respetivamente.

5. Hk
ij e Gk

ij sub-matrizes, dos efeitos i em j do maro elemento k.

Arranjando as equações de diferentes regiões em um únio sistema, a forma matriial

para as plaas assoiadas �a:
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(7.21)

na qual o sobre esrito (i) india a sub região do problema, os sub esritos 1 e 2 indiam

os elementos das matrizes e vetores pertenentes somente àquela região. Os sub esritos
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ruzados 12 e 21 indiam elementos das matrizes e vetores pertenentes à região 1 e

na interfae om a 2 e vie versa. As matrizes E12 e E21 são devido às ondições de

equilíbrio, C12 e C21 são aquelas devido às ondições de ompatibilidade, dadas por:

E12 = E21 = C12 = T (7.22)

C21 = −T (7.23)

7.4 Aspetos omputaionais

As rotinas usadas para gerar os resultados desta tese, partem de ódigos já im-

plementados Hoefel et al. (2005) e foram alterados de maneira a aomodar esta nova

versão da formulação para assoiação de plaas �nas e de elastiidade plana. Todos

os programas foram implementadas em ódigo do software Matlab. A maior parte dos

proedimentos omputaionais já foram desritos nesta tese de maneira implíita.

Os programas desenvolvidos seguem a seguinte rotina básia:

1. Entrada de dados;

2. Geração de visualização da geometria e das ondições de ontorno do problema;

3. Veri�ação de interfaes e sub regiões;

4. Geração de Malha para o problema;

5. Montagem das matrizes de in�uênia para ada uma das sub regiões om resolu-

ção das integrais;

6. Posiionamento destas matrizes no sistema global;

7. Imposição de ondições de ompatibilidade e equilíbrio;

8. Solução do sistema equivalente por integração analítia;

9. Transformação dos desloamentos para o sistema global;

10. Geração de tabelas e grá�os ontendo as resposta para visualização e avaliação.
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Capítulo 8

Resultados Numérios para Problemas

Estátios

8.1 Introdução

Nesta seção serão apresentados exemplos numérios usando elementos onstantes

om objetivo de validar a formulação de sub-regiões para assoiação de plaas no plano

e espaço.

Quando o problema é de elastiidade plana, ele é hamado de hapa. Quando se

trata de plaas de Kirhho�, o problema é hamado de plaa. Os problemas apresenta-

dos aqui foram, em sua maioria, analisados por outros autores usando uma formulação

de plaas deformáveis pelo isalhamento.

As respostas serão omparados om soluções analítias, sempre que estas estiverem

disponíveis, e om os resultados obtidos utilizando as formulações de elastiidade plana

ou de plaas de Kirhho� sem sub-regiões. Para aqueles problemas que não possuem

solução analítia disponível, uma resposta numéria obtida om o MEF om o auxílio do

Ansys foi obtida. A análise foi feita utilizando o elemento SHELL181 que é adequado

para a análise de estruturas formadas por asas ou plaas �nas a moderadamente

espessas. Este elemento é quadrilateral de 4 nós e possui 24 graus de liberdade, 6 para

ada um dos nós. Três desloamentos e três rotações em relação aos eixos x, y e z. Os

erros relativos apresentados neste apítulo e no seguinte foram alulados sempre que

havia uma solução analítia disponível e foram obtidos a partir da equação (8.1):

Erro(%) = abs

(

Rnum − Ran

Ran

)

× 100 (8.1)

onde Rnum
é a resposta numéria e Ran

a analítia.
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8.2 Elastiidade Plana

8.2.1 Chapa traionada

Neste exemplo, onsidera-se uma hipotétia hapa quadrada monoengastada sub-

metida a uma força axial q = 1N/m2
, onforme Figura 8.1, que servirá omo teste para

a avaliação de desloamento no plano. O modelo foi disretizado utilizando elementos

de ontorno onstantes. As propriedades geométria são: L = 1m e espessura t = 1m.

As propriedades do material são: módulo de elastiidade E = 1 Pa, e razão de Poisson

ν = 0.0. Os resultados obtidos para o ponto A são omparados om a solução analítia.

x

y

L=1m

q=1N/m

2
A

Figura 8.1: Ilustração da plaa submetida a força axial.

Sendo assim, foram simulados alguns testes de onvergênia de malhas, nos quais

foram variados os números de elementos da malha. A Tabela 8.1 analisa o desloamento

na direção x no ponto A (x = 1, y = 0) para 1 e 2 subregiões. O número de elementos

é o número total, ou seja, no aso de duas sub-regiões é a soma dos elementos da duas

sub-regiões. O valor analítio do desloamento é:

w = 1, 00m

Conforme pode ser observado na Tabela 8.1, o resultado tende a solução analítia

tanto para uma omo para duas sub-regiões. Porém, om duas sub-regiões a onver-

gênia é ligeiramente melhor, neessitando de menos elementos para um erro de mesma

ordem.
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Tabela 8.1: Resultados obtidos para plaa - força axial.

Números de Desloamento Erro Números de Desloamento Erro

elementos 1 sub-região (%) elementos 2 sub-regiões (%)

8 0,9755 2,45 24 0,9992 0,08

20 0,9959 0,41 60 0,9995 0,05

40 0,9983 0,17 96 0,9997 0,03

80 0,9993 0,07 144 0,9998 0,02

160 0,9997 0,03 216 0,9999 0,01

400 0,9999 0,01 612 1,0000 0

800 1,0000 0 - - -
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8.2.2 Plaa apoiada

A Figura 9.1 mostra o problema físio onsiderado: uma plaa simplesmente apoi-

ada em quatro lados, submetida a arregamento onstante distribuído uniformemente

por toda a superfíie. As propriedades geométrias são: L = 1m e espessura t =

0, 008m. As propriedades do material são: módulo de elastiidade E = 210 GPa,

razão de Poisson ν = 0, 3 e arregamento q = 100N/m2
.

x

y

L=1m

L=1m

q=100N/m

2

A

Figura 8.2: Ilustração da plaa apoiada.

A solução analítia para este problema obtido no entro da plaa é alulada se-

gundo Timoshenko e Woinowsky-Krieger (1959) Timoshenko and Woinowski-Krieger

(1959). Esta solução é dada por:

w =
w′q

D
(8.2)

onde D é a rigidez à �exão da plaa e w′
é a de�exão normalizada.

Apliando as propriedades do problema, enontra-se os resultados mostrados na

Tabela 8.2 para o ponto A (x = 0, 5, y = 0). Uma vez que w′ = 0, 0041, o valor do

desloamento alulado segundo a equação (8.2) é:

w = 4, 1641.10−5m

Os desloamentos transversais para a plaa deformada são observados na Tabela

8.2.

Pode-se notar que om 2 sub-regiões é neessário um número muito maior de ele-

mentos para se obter o mesmo erro obtido om uma sub-região. Este omportamento
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1
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3.5

4

4.5

Figura 8.3: (a) Desloamento na direção z para a plaa apoiada usando 1 sub-região.

(b) Desloamento na direção z para a plaa apoiada usando 2 sub-regiões.

foi o oposto do problema anterior. Em ambos os asos, a onvergênia foi mais lenta

que no aso anterior.
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Tabela 8.2: Resultados obtidos para plaa apoiada.

Números de Desloamento Erro Número de Desloamento Erro

elementos 1 sub-região (%) elementos 2 sub-regiões (%)

12 5,1020 10

−05
22,523 60 4,8934 10

−05
17,514

20 4,6752 10

−05
12,274 120 4,7511 10

−05
14,096

40 4,5425 10

−05
9,087 300 4,6276 10

−05
11,130

60 4,5294 10

−05
8,772 840 4,5218 10

−05
8,590

80 4,5276 10

−05
8,729 1200 4,4949 10

−05
7,944
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8.2.3 Plaa em balanço

A Figura 8.4, mostra o problema físio onsiderado: uma plaa isotrópia e qua-

drada submetida a um arregamento onstante distribuído uniformemente ao longo de

sua superfíie. As propriedades geométrias são: L = 1m e espessura t = 0, 008m. As

propriedades do material são: módulo de elastiidade E = 210 GPa, razão de Poisson

ν = 0, 0 e arregamento q = 100N/m2
.

x

z
y q=100N/m

2

L

LA

Figura 8.4: Ilustração da plaa em balanço.

A veri�ação deste problema é desenvolvido pela omparação entre os valores de

desloamentos obtidos om a formulação de elastiidade plana usando sub-regiões e os

valores alulados analitiamente, dados por:

w =
qL

24EI

[

6L2x2 − 4Lx3 + x4
]

(8.3)

Na extremidade da plaa (x = L = 1 m), tem-se:

w = 0, 00139m (8.4)

O mapa de or da plaa sob a ação do arregamento distribuído pode ser observado

na Figura 8.5. A Tabela 8.3 mostra os desloamentos obtidos om uma e duas sub-

regiões omparadas om a solução analítia dada pela Equação 8.4, para o ponto A (x =

1, y = 0, 5).

Tabela 8.3: Resultados obtidos para plaa em balanço.

Números de Desloamento Erro Números de Desloamento Erro

elementos 1 sub-região (%) elementos 2 sub-regiões (%)

4 0,0012 13,669 84 0,0012 13,669

8 0,0013 6,474 240 0,0013 6,474

12 0,0014 0 288 0,0014 0

Conforme observado na Tabela 8.3, omo no aso anterior, a onvergênia om o

uso de 2 sub-regiões é lenta. Para se obter um erro de mesma magnitude, quando se
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Figura 8.5: (a) Desloamento na direção z para a plaa em balanço usando 1 sub-região.

(b) Desloamento na direção z para a plaa em balanço usando 2 sub-regiões.

usa duas sub-regiões é neessário um número expressivamente maior de elementos que

no problema modelado om uma só região.
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8.2.4 Plaa engastada

A Figura 8.6 mostra o problema físio onsiderado: uma plaa engastada nos qua-

tro lados, submetida a arregamento onstante distribuído uniformemente por toda a

superfíie. As propriedades geométrias são: L = 1m e espessura t = 0, 008m. As

propriedades do material são: módulo de elastiidade E = 210 GPa, razão de Poisson

ν = 0, 3 e arregamento q = 100N/m2
.

x

y

L=1m

L=1m

q=100N/m

2

A

Figura 8.6: Ilustração da plaa engastada.

Os grá�os da Figura 8.7 ompara os desloamentos obtidos no entro da plaa na

direção z através do MEC om os resultados obtidos pelo Ansys, Figura 8.8.

No entro da plaa, a solução analítia segundo Timoshenko and Woinowski-Krieger

(1959), é dada por:

w =
0, 00126qL4

D
= 1, 4063.10−5m (8.5)

Apliando as propriedades do problema, é possível enontrar os seguintes resultados

para o desloamento ponto A (x = 0, 5, y = 0, 5), e omparar om a solução analítia

dada pela equação (8.5). A Tabela 8.4 mostra os desloamentos obtidos om uma e

duas sub-regiões.

Mais uma vez, omo nos demais asos anteriores de �exão, a onvergênia om

o uso de 2 sub-regiões é mais lenta que om uma sub-região. Este omportamente

não oorreu, entretanto no primeiro problema deste apítulo, ou seja, no problema de

elastiidade plana.
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Figura 8.7: (a) Desloamento na direção z para a plaa engastada usando 1 sub-região.

(b) Desloamento na direção z para a plaa engastada usando 2 sub-regiões.
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Tabela 8.4: Resultados obtidos para plaa em balanço.

Números de Desloamento Erro Números de Desloamento Erro

elementos 1 sub-região (%) elementos 2 sub-regiões (%)

4 1,3243 10−05
5,8309 36 1,2028 10−05

14,4706

12 1,4522 10−05
3,2639 60 1,3000 10−05

7,5588

20 1,4167 10−05
0,7395 84 1,3412 10−05

4,6292

28 1,4137 10−05
0,5262 108 1,3599 10−05

3,2994

36 1,4129 10−05
0,4693 180 1,3814 10−05

1,7706

48 1,4125 10−05
0,4409 612 1,3971 10−05

0,6542

Figura 8.8: Resultados obtidos usando o MEF através do ANSYS.
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8.3 Assoiação em L

Este modelo é omposto por duas plaas assoiadas de maneira a formar uma es-

trutura em L. Este problema foi resolvido em Costa (2015) e Dirgantara and Aliabadi

(2001), no qual pode ser enontrada a sua solução analítia. Na formulação proposta

por Costa (2015), é usada uma formulação de plaas espessas (deformáveis por isalha-

mento) om a introdução do grau de liberdade de rotação na forulação de elastiidade

plana. O tipo de elemento usado por Costa (2015) foi o quadrátio desontínuo.

O modelo foi disretizado usando duas sub regiões. As propriedades e dimensões

são dadas na Figura 8.9, onde L1 = 1m, L2 = 1m, L3 = 2m, t1 = 0, 1m e t2 = 0, 1m.

A arga é distribuída ao longo da aresta superior, orientada na direção z om valor

q = 1N/m. As propriedades meânias são E = 100 kPa and ν = 0.0.

x

z

y

q

L2

L3

L1

Figura 8.9: Dimensões e ondições de ontorno para a estrutura em L (Dirgantara and

Aliabadi, 2001)

.

Tabela 8.5: Soluções analítias e numérias do desloamento na direção z alulado na

ponta da plaa.

Método de Solução Desloamento na direção (z)

Costa (2015) 0,1610

Solução de Euler-Bernouli 0,1600

Solução de Timoshenko 0,1604

A distribuição dos desloamentos pode ser visualizada na Figura 8.10 (a), om 160

elementos de ontorno. A Tabela 8.5 apresenta os resultados para os desloamentos na

direção z itados em Dirgantara and Aliabadi (2001) para um ponto na extremidade
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Tabela 8.6: Resultados obtidos para os desloamentos da estrutura em L.

Números de Desloamento Erro (%) Erro (%) Erro (%)

elementos (z) Costa (2015) Euler-Bernouli Timoshenko

40 0,1523 5,4037 4,8125 5,0499

80 0,1540 4,3478 3,7500 3,9900

160 0,1557 3,2919 2,6875 2,9302

400 0,1575 2,1739 1,5625 1,8080

800 0,1583 1,6770 1,0625 1,3092

da plaa superior (x = L2), na mesma aresta que reebe o arregamento. Apliando as

propriedades do problema, é possível enontrar os resultados mostrados na Tabela 8.6.

Conforme observado nesta tabela, o resultado onverge para a solução analítia om o

re�namento da malha.
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Figura 8.10: (a) Distribuição do desloamento total para a estrutura em L obtidos om

a formulação do MEC de plaa �na. (b) Distribuição do desloamento total para a

estrutura em L obtidos om a formulação do MEC para plaa espessa.
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Tabela 8.7: Soluções analítias do desloamento para três diferentes ângulos alulados

para um ponto na extremidade arregada da plaa superior.

Desloamento, direção x3 θ = 91° θ = 95° θ = 120°

Costa (2015) 0,16136 0,16493 0,16483

Solução de Euler-Bernouli 0,16102 0,16460 0,16455

Solução de Timoshenko 0,16142 0,16497 0,16476

8.3.1 Assoiação em L em ângulos não-retos

Este exemplo é uma variação do problema anterior, om a diferença que o ângulo de

junção entre as plaas pode ter valores superiores a 90°. Estes exemplos são utilizados

para demonstrar a apaidade da formulação em modelar estruturas de plaas assoi-

adas por um ângulo arbitrário. O modelo foi disretizado usando duas sub regiões. As

propriedades e dimensões são mostradas na Figura 8.11, na qual L1 = 1m, L2 = 1m,

L3 = 2m, t1 = 0, 1m e t2 = 0, 1m. A arga distribuída na borda superior tem valor

q = 1N/m. As propriedades meânias são E = 100 kPa e ν = 0.0.

x

z

y

q

L2

L3

L1

θ

Figura 8.11: As dimensões e ondições de ontorno para a estrutura unida por um

ângulo arbitrário θ (Dirgantara and Aliabadi, 2001).

Para este aso, os resultados segundo Dirgantara and Aliabadi (2001) para um

ponto na extremidade arregada da plaa superior são reunidos na Tabela 8.7.

É apresentado uma omparação om as soluções analítias e, os erros relativos são

alulados e mostrados na Tabela 8.8, 8.9 e 8.10. Todos os erros obtidos para estes

asos �aram abaixo de 5% em relação à solução analítia de Bernoulli-Euler. Além

disso, om o re�nando a malha, a diferença tende aos valores analítios.

As Figuras 8.12, 8.13 e 8.14 apresentam a distribuição de desloamento total para

a estrutura om as duas plaas unidas por ângulos de 91°, 95°e 120°.
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Tabela 8.8: Resultados obtidos para os desloamentos da estrutura em L unida por

um ângulo θ = 91°.

Números de Desloamento Erro (%) Erro (%) Erro (%)

elementos (z) Costa (2015) Euler-Bernouli Timoshenko

40 0,1533 4,9950 4,7944 5,0304

80 0,1550 3,9415 3,7387 3,9772

160 0,1568 2,8260 2,6208 2,8621

400 0,1585 1,7724 1,5650 1,8089

800 0,1593 1,2766 1,0682 1,3133

Tabela 8.9: Resultados obtidos para os desloamentos da estrutura em L unida por

um ângulo θ = 95°.

Números de Desloamento Erro (%) Erro (%) Erro (%)

elementos (z) Costa (2015) Euler-Bernouli Timoshenko

40 0,1567 4,9900 4,7995 5,0130

80 0,1585 3,8986 3,7060 3,9219

160 0,1628 2,8073 2,6124 2,8308

400 0,1620 1,7765 1,5796 1,8003

800 0,1628 1,2915 1,0936 1,3154
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Figura 8.12: (a) Desloamento total para a estrutura unida por um ângulo θ =

91°obtido om o MEC para plaa �na om 160 elementos de ontorno. (b) Deslo-

amento total para a estrutura unida por um ângulo θ = 91°obtido om o MEC para

plaa espessa.
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Figura 8.13: (a) Desloamento total para a estrutura unida por um ângulo θ =

95°obtido om a formulação do MEC para plaa �na om 160 elementos de ontorno.

(b) Desloamento total para a estrutura unida por um ângulo θ = 95°obtido om o

MEC para plaa espessa.
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Tabela 8.10: Resultados obtidos para os desloamentos da estrutura em L unida por

um ângulo θ = 120°.

Números de Desloamento Erro (%) Erro (%) Erro (%)

elementos (z) Costa (2015) Euler-Bernouli Timoshenko

40 0,1567 4,9324 4,7706 4,8920

80 0,1586 3,7797 3,6159 3,7388

160 0,1604 2,6876 2,5220 2,6463

400 0,1622 1,5956 1,4281 1,5538

800 0,1630 1,1102 0,9420 1,0682

8.3.2 Viga em formato de aixa

Este modelo é formado por quatro plaas dispostas de modo a se posiionarem omo

a parte lateral de uma aixa. As arestas loalizadas no plano (x−z) em y = 0 possuem

desloamentos restritos em todas as direções. São impostos dois tipos de arregamentos

omo mostrado na Figura 8.15 (o primeiro �etindo a aixa e o segundo torendo). A

indiação das dimensões geométrias são dadas por: L1 = 0, 8m, L2 = 2m, L3 = 0, 2m,

0, 1m e 0, 05m. A espessura das plaas é t1 = 2, 0mm. A arga distribuída ao longo

das arestas indiadas na Figura 8.15 tem valor resultante F = 5000N . As propriedades

meânias são E = 70GPa e ν = 0, 3.

O modelo foi disretizado usando quatro sub regiões, ada uma ontendo no máximo

3200 elementos de ontorno onstantes. A Figura 8.16 apresenta a distribuição de

desloamento total na estrutura sujeita aos arregamentos indiados na Figura 8.15(a)

para um valor de L3 = 0, 05m.

Os resultados para o primeiro tipo de arregamento (arregamento de �exão) são

apresentados nas Figuras 8.17, 8.18 e 8.19. Estes resultados são omparados om o

MEF (Ansys), a formulação de plaas espessas e a solução analítia de Bernoulli-Euler.

O aordo dos resultados obtidos pela formulação proposta om a solução analítia

paree estar relaionado à razão de aspeto da aixa (L2/L3). Com seu aumento, a

solução deste trabalho desvia dos resultados obtidos om o MEF (Ansys). Mesmo

assim, quando omparados, os resultados apresentam uma boa onordânia.

Os resultados para o segundo tipo de arregamento (arregamento de torção) são

apresentados nas Figuras 8.20, 8.21 e 8.22. Estes resultados são omparados àqueles

obtidos om o MEF (Ansys). A boa onordânia entre os resultados só foi alançada

om o aumento da espessura L3, onforme visto na Figura 8.21. Considerando o número

elevado de elementos, uma hipótese para a não onvergênia nos asos de pequenos
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Figura 8.15: Dimensões e ondições de ontorno para a viga em forma de aixa em

balanço.

valores de L3 é o tipo de elemento adotado, onstante. Uma investigação om elementos

de maior ordem (quadrátio por exemplo), torna-se neessário. Entretanto, esta análise

�ou fora do esopo deste trabalho.
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Figura 8.17: Desloamento na direção z para a viga em formato de aixa em balanço

para L3 = 0, 05m om 96 elementos.
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Figura 8.18: Desloamento na direção z para a viga em formato de aixa em balanço

para L3 = 0, 1m om 192 elementos.
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Figura 8.19: Desloamento na direção z para a viga em formato de aixa em balanço

para L3 = 0, 2m om 96 elementos.
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Figura 8.20: Desloamentos u2 para o lado alinhado om a direção x2 loalizados nas

oordenadas x1 = x3 = 0m para L3 = 0, 05m.
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Figura 8.21: Desloamentos em x2 = 2m para a viga em formato de aixa em balanço

sujeita a um momento para L3 = 0, 1m.
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Figura 8.22: Desloamentos em x2 = 2m para a viga em formato de aixa em balanço

sujeita a um momento para L3 = 0, 2m.
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8.4 Assoiação em L om arregamento lateral

Este problema foi simulado om o intuito de avaliar o aso em que a desloamento na

direção y é relevante no que diz respeito à imposição das ondições de ompatibilidade.

Este modelo foi disretizado usando duas sub-regiões, ada uma ontendo 360 elementos

de ontorno onstantes. As propriedade geométrias são: L1 = 1, 0m, L2 = 2, 0m,

L3 = 1, 0m e espessura t = 0, 1m. As propriedades meânias são: E = 100 kPa,

ν = 0, 0 e q = 10N. Como é possível observar, o arregamento oloado na lateral

impõe uma rotação ao redor do eixo z da plaa superior. Os resultados são apresentados

na Figura 8.24.

x

z

y
q

L1

L2

L3

Figura 8.23: Estrutura L-shaped.

Para que seja possível omparar os resultados obtidos om a formulação do MEC

deste trabalho, MEC para plaa espessa e MEF (Ansys), a Figura 8.25 é apresentada.

Neste aso, foi usado uma malha om 2400 elementos de ontorno onstantes. Este

grá�o mostra os desloamentos nas direções x1 e x2 para a plaa superior, projetados

no plano x1-x2. India laramente que os resultados obtidos om a formulação apre-

sentada neste trabalho tem um bom aordo om a solução obtida om MEF (Ansys).

A formulação produziu valores que são apresentados na (Figura 8.24).
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Figura 8.24: Resultados obtidos om MEC: a) plaa �na e b) plaa espessa.
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Capítulo 9

Resultados Numérios de Problemas

Transientes

9.1 Introdução

Neste Capítulo, o método dos elementos de ontorno será apliado ao álulo dos

ampos de desloamentos para problemas transientes no domínio do tempo. Estes

resultados são omparados om soluções obtidas pelo método sem malhas Petrov-

Galerkin (Meshless Petrov Galerkin Method, MLPG) proposto por Sladek et al..

9.2 Resultados numérios

9.2.1 Plaa apoiada

A Figura 9.1 mostra o problema físio onsiderado: uma plaa simplesmente apoi-

ada nos quatro lados, submetida a arregamento onstante distribuído uniformemente

por toda a superfíie. As propriedades geométrias são: L = 1m e espessura t =

0, 0127m. As propriedades do material são: módulo de elastiidade E = 6, 895

GPa, razão de Poisson ν = 0, 3, densidade ρ = 7, 166 104N/m3
e arregamento q =

2, 07 106N/m2
.

Neste aso, foram usados uma malha om 20 e 24 elementos de ontorno onstan-

tes para 1 e 2 sub-regiões, respetivamente. A de�exão dinâmia é normalizada pelo

desloamento do problema estátio wsta
3 = 0, 0286. O tempo iniial é normalizado por

t0 = a2/4
√

ρh/D = 0, 0135 s e passo de tempo ∆τ = 4, 5099 10−4 s. A variação no

tempo do desloamento no ponto entral é observado na Figura 9.2. Nota-se uma boa

onordânia om os resultados do trabalho de Sladek et al..
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Figura 9.1: Ilustração da plaa apoiada.
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Figura 9.2: Variação no tempo do desloamento no ponto entral da plaa quadrada

simplesmente apoiada submetido a uma arga repentinamente apliada.
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9.2.2 Plaa engastada

A Figura 9.3 mostra o problema físio onsiderado: uma plaa engatada nos qua-

tro lados, submetida a arregamento onstante distribuído uniformemente por toda

a superfíie. As propriedades geométrias são: L = 1m e espessura t = 0, 0127m.

As propriedades do material são: módulo de elastiidade E = 6, 895 GPa, razão de

Poisson ν = 0, 3, densidade ρ = 7, 166 104N/m3
e arregamento q = 2, 07 106N/m2

.

x

y

L=1m

L=1m

q=1N/m

2

A

Figura 9.3: Ilustração da plaa engastada.

Foram usados uma malha om 12 e 8 elementos de ontorno onstantes para 1 e 2

sub-regiões, respetivamente. A de�exão dinâmia é normalizada por um oe�iente

estátio wsta
3 = 0, 00126C a4/D = 0, 0084. O tempo iniial é normalizado por t0 =

a2/4
√

ρh/D = 0, 0135 s e passo de tempo ∆τ = 2, 3194 10−4 s. A variação no tempo

do desloamento no ponto entral é observado na Figura 9.4, onde também se observa

uma boa onordânia om os resultados de Sladek et al..
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Figura 9.4: Variação no tempo do desloamento no ponto entral da plaa quadrada

engastada submetido a uma arga repentinamente apliada.
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9.2.3 Plaa em balanço

A Figura 9.5 mostra o problema físio onsiderado: uma plaa engatada em um

dos lados e livre nos demais lados, submetida a arregamento onstante distribuído

uniformemente na aresta oposta ao engaste. As propriedades geométrias são: L = 1m

e espessura t = 0, 0127m. As propriedades do material são: módulo de elastiidade

E = 6, 895 GPa, razão de Poisson ν = 0, 3, densidade ρ = 7, 166 104N/m3
. A arga é

distribuída ao longo da aresta, orientada na direção y om valor q = 2, 07 106N/m2
.

x

z
y

q=2,07.10

6
N/m

2

L

L

Figura 9.5: Ilustração da plaa em balanço.

Simulou-se uma malha om 12 e 8 elementos de ontorno onstantes para 1 e 2

sub-regiões, respetivamente. A de�exão dinâmia é normalizada por um oe�iente

estátio wsta
3 = 0, 00126C a4/D = 1, 08.10−9. O tempo iniial é normalizado por

t0 = L/c2 = 6, 6890.10−5 s, veloidade de onda c2 = 2990m/s e passo de tempo ∆τ =

5, 5741.10−5 s. A variação no tempo do desloamento no ponto entral é observado na

Figura 9.6. Mais uma vez, há uma boa onordânia om o resultado apresentado por

Sladek et al..
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Figura 9.6: Variação no tempo do desloamento transversal no ponto A da plaa

quadrada em balanço submetido a uma arga repentinamente apliada.
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9.2.4 Tira in�nita sob tração uniforme

Considere uma tira de omprimento in�nito (Figura 9.7) arregada num instante

τo = 0 s por uma tensão de tração σo = 1 Pa tipo degrau, onforme a Figura 9.9.

Devido a simetria, apenas uma parte da tira preisa ser modelada, onforme mostrado

na Figura 9.8. Um estado plano de deformação é assumido. O material é onside-

rado isotrópio om as seguintes propriedades de material: módulo de elastiidade

E = 10, 68 10

4
Pa, oe�iente de Poisson ν = 0, 3333 e densidade ρ = 1 Kg/m

3
. Este

problema é equivalente ao problema isotrópio em estado plano de deformação anali-

sado por Dominguez (1993) usando diferentes formulações de elementos de ontorno

para elasto-dinâmia.

x

y

L=4m

q=1N/m

2

Figura 9.7: Ilustração da tira in�nita sob tração uniforme.

x

y

L=4m

L=2m

q=1N/m

2

Figura 9.8: Ilustração da seção da tira in�nita sob tração uniforme.

A tira foi disretizada usando-se 1 e 2 sub-regiões. O problema foi analisado om

3 nós interno, 6 e 12 elementos de ontorno onstante para 1 e 2 sub-regiões, respeti-
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Figura 9.9: Carregamento tipo função degrau.

vamente, e passo de tempo ∆τ = 7, 22 10

−4
s. A Figura 9.10 mostra o desloamento

vertial do nó entral da borda livre da tira omparada om a solução analítia. Pode-se

observar uma boa onordânia om os resultados obtidos por Dominguez (1993).
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Figura 9.10: Variação do desloamento no tempo da tira in�nita sob arga om passo

de tempo uniforme.
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9.2.5 Assoiação em L

Este modelo é omposto por duas plaas assoiadas de maneira a formar uma

estrutura em L. As propriedades e dimensões são dadas na Figura 9.11, onde L1 = 1m,

L2 = 1m, L3 = 2m, t1 = 0, 008m e t2 = 0, 008m. A arga é distribuída ao longo da

aresta superior, orientada na direção z om valor q = 100N/m2
. As propriedades

meânias são: E = 210GPa, ρ = 7800N/m3
e ν = 0, 3.

x

z

y

q

L2

L3

L1

Figura 9.11: Dimensões e ondições de ontorno para a estrutura em L Dirgantara and

Aliabadi (2001).
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A estrutura foi disretizada usando-se 300 elementos de ontorno onstantes e passo

de tempo ∆τ = 0, 0100 s. A Figura 9.12 mostra o desloamento vertial da borda livre

da plaa assoiada em L.
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Figura 9.12: Variação do desloamento no tempo da tira in�nita sob arga om passo

de tempo uniforme.

Este é um problema original, que não possui similar na literatura para se omparar

om o resultado obtido. Entretanto, o valor máximo do desloamento é o esperado para

este tipo de problema. É bem onheido da literatura que para problemas transiente

sem amorteimento sob arga tipo Heaviside, o valor máximo de desloamentos, tensões

e deformações é duas vezes os respetivos valores de problemas estátios Campos (2012).

Neste aso, o resultado estátio para o desloamento é igual a we = 10, 2 mm. Por sua

vez, o valor máximo para o problema dinâmio foi de wd = 21, 5 mm. Desta forma, o

erro relativo foi de:

Err.(%) =
|we − wd|

|we|
× 100% = 5, 74% (9.1)
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Capítulo 10

Considerações �nais

10.1 Conlusões

Uma formulação do método dos elementos de ontorno para o álulo de desloa-

mentos em problemas isotrópios foi desenvolvida para análise de estruturas onstituí-

das pela assoiação de plaas planas no espaço sob arregamentos estátios e dinâmios.

As formulações de elastiidade plana e de �exão de plaas �nas (plaas de Kirhho�)

foram usadas simultaneamente. Com isso, obteve-se uma formulação om quatro graus

de liberdade por nó, sendo os dois desloamentos provenientes da formulação de elasti-

idade plana e, o desloamento transversal e a rotação normal da formulação de plaas

�nas. As variáveis desonheidas foram assumidas onstante ao longo de ada ele-

mento (elemento de ontorno onstante). Integrais de domínio que surgem devido a

argas distribuídas foram transformadas de forma exata para integrais de ontorno. Na

formulação dinâmia, os termos de inéria foram onsiderados omo forças de orpo,

gerando assim, integrais de domínio na formulação. Estas integrais de domínio foram

transformadas em integrais de ontorno usando o método da integração radial. Para

problemas dinâmios, graus de liberdade no interior do domínio foram inseridos de

modo a melhorar a aproximação dos termos de inéria. Entretanto, os pontos internos

podem ser inseridos de maneira aleatória e nenhuma disretização do domínio é nees-

sária. Obteve-se, assim, uma formulação para problemas estátios e dinâmios onde

somente os ontornos das plaas são disretizados. Não foi enontrada na literatura,

formulações do método dos elementos de ontorno onde somente o ontorno é disre-

tizado para problemas dinâmios de assoiação de plaas planas no espaço. Por esta

razão, está foi a prinipal ontribuição deste trabalho.

No arranjo tridimensional, ada plaa foi de�nida omo uma sub-região e os termos

loais foram alulados de maneira independente em oordenadas loais. As ondições

de ompatibilidade de equilíbrio e desloamentos foram impostas, aoplando assim
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todas as sub-regiões. Finalmente, o sistema global foi montado e as ondições de on-

torno impostas. No aso de problemas dinâmios (transientes), o método de Houbolt

foi usado para aproximar as aelerações nodais omo uma função dos desloamentos

nodais.

No método da integração radial, foi utilizada omo função de aproximação a função

de base radial spline de plaas �nas que, onforme relatado na literatura, apresenta um

bom desempenho em várias outras formulações.

Vários testes numérios foram utilizados para validação. Iniialmente para proble-

mas planos, depois problemas om assoiação de plaas no espaço. Em ambos os asos,

foram analisadas a sensibilidade da resposta em relação a quantidade de elementos de

ontorno usada na disretização das plaas. Em geral, para se obter boa onordânia

om os resultados da literatura, foi neessário o uso de um grande número de elementos

de ontorno (em alguns asos, da ordem de milhares de elementos). Este fato pode

ser expliado pelo uso de elementos de baixa ordem (elementos onstantes). Espera-se

uma onvergênia mais rápida se elementos de maior ordem (elementos quadrátios, por

exemplo) forem usados. Entretanto, esta análise �ou fora do esopo deste trabalho.

Os resultados foram omparados om soluções analítias e numérias disponíveis

na literatura. No geral, a formulação desenvolvida apresentou um bom desempenho

na modelagem de problemas dinâmios, onstituindo-se, omo uma alternativa para a

análise de estruturas tridimensionais �nas sob argas transientes.
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10.2 Sugestões para trabalhos futuros

Neste trabalho apenas o álulo de desloamentos e forças de superfíie foram rea-

lizados para problemas estátios e dinâmios. Desta maneira sugere-se omo possibili-

dade de trabalhos futuros:

� Para a formulação dinâmia, análise da sensibilidade dos resultados quanto a

quantidade e posição dos pontos internos e ao tamanho dos passos de tempo.

� Troa do elemento por um de maior ordem, omo os elementos quadrátios, por

exemplo.

� A inlusão do álulo de tensões;

� Extensão da formulação para análise modal de estruturas onstituídas pela asso-

iação de plaas planas no espaço.

� Extensão da formulação para a análise �ambagem linear de estruturas onstituí-

das pela assoiação de plaas planas no espaço.

� Extensão da formulação para análise de pós-�ambagem de estruturas onstituídas

pela assoiação de plaas planas no espaço.

� Extensão da formulação para análise de estruturas onstituídas pela assoiação

de plaas planas no espaço onsiderando deformações �nitas (grandes desloa-

mentos/deformações).
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