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Resumo

O estudo do confinamento de fonons 6ticos configura um problema bastante atual no
que diz respeito a semicondutores de baixa dimensionalidade, possui um papel importante
na reducao da taxa de espalhamento de elétrons, e na limitagao de sua mobilidade. No
contexto tedrico esta analise ¢ feita introduzindo monocamadas no interior do poco quan-
tico, e.g. InAs em AlAs-GaAs [2]-[8]. Os modelos mais utilizados sdo: (i) DC (Dielectric
Continuum) [1], que despreza a natureza mecéanica que conecta os fonons dos diferentes
materiais que constituem o poco na interface dos mesmos e considera apenas os modos
eletromagnéticos, i.e., longitudinais (LO) e interface (IP), ambos satisfazendo as equagoes
de Maxwell, e (ii) o modelo hibrido (HM) que leva em conta a natureza mecanica dos fo-
nons na interface e inclui também as condi¢oes de contorno eletromagnéticas (DC). Neste
altimo caso, os trés modos possiveis, Longitudinal (LO), Transversal (TO) e de Interface
(IP) sao hibridizados [8]. Neste trabalho desenvolvemos uma investigagdo de algumas
propriedades das monocamadas, e de que forma elas afetam a da taxa de espalhamento
eletronical2]-[8].



Abstract

The study of optical phonon confinement configures a very current issue in respect
of low- dimensional semiconductor, has an important role in the reduction of electron
scattering rate, and limiting their mobility.In the theoretical context, this analysis is done
by introducing monolayers inside the quantum well, e.g, InAs in AlAs-GaAs [2]-[8]. The
most frequently used models are: (i) DC (Dieletric Continuum) [1], which disregards the
mechanical nature that connects the phonons of the different materials constituting the
well at the interface of them and considers only the electromagnetic modes, ie, longitudi-
nal (LO) and interface (IP), both satisfying the equations of Maxwell, and (ii) the hybrid
model (HM) which takes into account the mechanical nature of the phonons in the inter-
face and includes also the electromagnetic boundary conditions (DC). In this last case,
the three possible modes, Longitudinal (LO) ,Cross (TO) and the interface (PI) are hy-
bridized [8].In this work we develop an investigation of some properties of the monolayers,

and how they affect the electron scattering rate [2]-[8].
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Introducao

“No universo infinito da literatura sempre se abrem ou-
tros caminhos a explorar, novissimos ou bem antigos,
estilos e formas que podem mudar nossa imagem de
mundo... Mas se a literatura nao basta para me as-
segurar que nao estou apenas persequindo sonhos, en-
tao busco na ciéncia alimento para as minhas visoes das
quais todo pesadume tenha sido excluido...”

(Italo Calvino)

O estudo do confinamento de fénons 6pticos é uma questao bastante atual no que
diz respeito a semicondutores de baixa dimensionalidade, possui um papel importante na
reducao da taxa de espalhamento de elétrons, e na limitacao de sua mobilidade.

Para entender esse problema, monocamadas serao introduzidas no interior do poco
quantico, e.g. InAs em AlAs-GaAs. Neste trabalho serd desenvolvida a investigacao
de algumas propriedades das monocamadas, e de que forma elas afetam a da taxa de
espalhamento eletronical2]-[8].

Os modelos mais utilizados sdo: (i) DC (Dielectric Continuum) [1], que despreza a
natureza mecanica que conecta os fonons dos diferentes materiais que constituem o pogo
na interface dos mesmos e considera apenas os modos eletromagnéticos, i.e., longitudinais
(LO) e interface (IP), ambos satisfazendo as equagoes de Maxwell, e (ii) o modelo hibrido
(HM) que leva em conta a natureza mecanica dos fonons na interface e inclui também as
condigbes de contorno eletromagnéticas (DC). Neste ultimo caso, os trés modos possiveis,
Longitudinal (LO), Transversal (TO) e de Interface (IP) sao hibridizados [8].

O primeiro capitulo tem como objetivo o estudo de alguns conceitos e métodos fun-
damentais para a compreensao do problema. A aproximacao adiabatica é necesséaria para
encontrar a taxa de espalhamento. As regioes no espaco k separadas pelas zonas de
Brilhouin definem os gaps, vide a figura 2.1.1.

Existe trés grandes classes de materiais: condutores, isolantes e semicondutores, vamos
aprender a classifica-los de acordo com as estrutura de banda, observe a figura 1.3.2. Os

cristais sao sistemas constituidos de um grande niimero de atomos regularmente posicio-



nados, a dinamica destes sistemas também sera abordada. Os quatro modos de vibracao
conhecidos como fonon sao denominados como longitudinais e transversais 6pticos (LO e
TO) e acusticos (LA e TA). As suas interagdes com os elétrons sdo abordadas de maneira
separada. Todas estas interacoes serao discutidas.

No segundo capitulo, o conhecimento sobre a estrutura formada pelas bandas de va-
léncia, conducao e gaps sera aprofundado, e entao heterojuncoes e heteroestruturas serao
entendidas. Neste capitulo a equacao de Schorédinger para o pogo quantico do tipo
AlAs-GaAs seré solucionada [2]-[8].

O estudo de confinamento de fonons o6ticos sera feito no capitulo 3. Para desenvol-
ver este estudo um pogo quantico do tipo AlAs-GaAs com uma camada de espessura
2d, introduzida em seu interior. Sera realizado o calculo dos deslocamentos, campo elé-
trico, potencial elétrico, relagao de dispersao. Para encontrar e taxa de espalhamento
é necessario conhecer interacao de Foérhlich, ou seja, a interacao entre um elétron e um
potencial.

Os resultados deste estudo serao mostrados também em forma de graficos, plotados
a partir das expressoes encontradas para o potencial, relacao de dispersao e taxa de
espalhamento. Por fim estes graficos serao explicados. Os resultados e discussoes serao
abordados no quarto capitulo.

Os semicondutores usados neste problema sao de baixa dimensionalidade, ou seja, a
analise sera feita em um sistema quase bidimensional, (x,z), ou seja, x representa o plano
Xy que é muito pequeno com relacao a z. Todas as grandezas vetoriais foram denominadas

com uma letra em negrito.



Capitulo 1

Semicondutores

“A mente que se abre a uma nova ideia ja-
mais voltard ao seu tamanho original’”.
(Albert Einstein)

Neste capitulo o estudo “Interacao elétron-fonon em semicondutores polares de baixa
dimensionalidade” tem seu inicio. Aqui serao explicitados conceitos e os métodos ne-
cessarios para a compreensao do que serd abordado posteriormente a cerca do referido

tema.

1.1 Aproximacao Adiabatica

Para entender a aproximacao adiabatica ou de Born-Oppenheimer de um sistema,
utilizaremos como exemplo, uma molécula. Neste caso, o niicleo é mais pesado do que os
elétrons, e se movem muito mais lentamente, ou seja, como se o niicleo nao deslocasse de
sua posicao inicial.

Considera-se que o sistema tenha elétrons de massa p e niicleos de massa M, onde r e
R sao as coordenadas a partir do centro de massa do sistema e do niicleo respectivamente.

O Hamiltoniano que descrevera o seu estado interno sera representado pela equacao:
H=Tr+T.+V(r,R), (1.1.1)

onde, T,., Tg e V (r, R) sdo os operadores energia cinética dos elétrons, do niicleo e energia
potencial da interagao entre todas as particulas. Esta aproximacgao parte do principio
de que T, pode ser considerado como uma pequena pertubacao. Assim de acordo com a

teoria da pertubacao, a condicao da aplicabilidade da aproximacao adiabatica se resume
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na relacao de desigualdade:
(Dl Bon |050)| < 1By — B (1.1.2)

para m e v e v arbitrario. ¢,,, ¢ uma autofun¢do do oscilador, n determina todos os
nimeros quanticos que caracterizam os estados estacionarios, m determina cada estado
de movimento das particulas mais leves, v numero quantico que diferencia o estado de
movimento, ou seja, quando presente a expressao refere-se ao movimento das cargas mais
pesadas sem ele os das cargas mais leves, E é a energia do sistema e A é um operador
dado pela expressao (1.1.3) [15].

A = h—QZ/ C(Ror) =0 (Ror) dr 2
T M e ) TR R e g,

— /gpfn (R,7) Tren (R,7)dr (1.1.3)

1.2 Zonas de Brillouin

Considere que a energia dos elétrons livres em um estado k seja descrida pela relacao
b, = %, observe a figura 1.2.1. Iniciando uma andlise a partir da parte inferior, com
k = 0. Alguns valores para k sao obtidos, como: +% k = i%”, etc. Estes pontos

representam os estados afetados, e os Limites das Zonas de Brillouin.

Nty -

(AL

3w 22t m 0 T 2r 3xm

a a a a a a
“liPelP<s— /<2<l >

e — || —> 2T 31

A
2
a

Figura 1.2.1: Zonas de Brillouin

A distancia entre —Z ¢ T é chamada de primeira zona de Brillouin, a distancia entre
a a ?
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_2m
a

e —2 e entre T e 27” ¢ chamada de segunda zona de Brillouin, a distancia entre —%”

e —%’T e entre %” e %” é chamada de terceira zona de Brillouin, etc. Tais pontos podem
ser observados na figura 1.2.1.

A figura 1.2.1 representa de forma ampliada a zona da relagao de dispersao de E em
funcao de k, onde I, 11 e I1I sao chamados de primeira, segunda e terceira zonas de Brillouin
respectivamente. Importante dizer que na proximidade dos pontos que representam tais
zonas a curvatura ¢ alterada e juntam-se suavemente para os valores de energia calculados

quando 7, j:%”, e etc[13].

1.3 Estudo de Semicondutores

Na natureza existem os mais variados tipos de materiais, com muitas propriedades
a serem estudadas. Tendo em vista principalmente a mobilidade dos elétrons, ou seja,
a condutividade e numero de ocupacao, estes materiais podem ser classificados em trés
grandes classes: condutores, isolantes e semicondutores.

Condutores sao os materiais cuja principal caracteristica é a alta condutividade e o
numero de ocupacao, em outras palavras, os elétrons conseguem transitar com facilidade
entre os atomos. Ja os Isolantes possuem uma estrutura em que os elétrons sao fortemente
ligados aos atomos por ligagoes idnicas e covalentes, ou seja, pode-se dizer nenhuma
corrente flui pelo material.

Os Semicondutores sao materiais que apresentam como principal caracteristica o fato
de possuirem geralmente energia de band gaps compreendida entre 0 e 4 ev [10], e bastante
versateis. Sao caracterizados também por possuirem uma resistividade elétrica compre-
endida no intervalo 1072 & 10°Qcm, e gaps de energia (E,) entre as bandas de conducao

e de valéncia, figura 1.3.2 para excitagoes eletronicas|10].

Isolante

Semicondutor
Condutor

B.C. = Banda de Condugdo B.V. = Banda de Valéncia

Figura 1.3.2: Estrutura de bandas dos semicondutores, isolantes e condutores
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1.3.1 Tipos de Semicondutores

Os semicondutores podem ser classificados de acordo com sua composicao. A es-
trutura de banda no ponto £ = 0 é apresentada na figura 1.3.2. Observe abaixo alguns
tipos e suas aplicacoes|10].

Os Semicondutores Elementares formam um grande grupo. Os mais conhecidos sao o
silicio (S7) e o Germanio (Ge), pois formam a base para industria eletronica, tornando-se
fundamentais para a tecnologia moderna. Devido as estruturas cristalinas, onde cada
atomo tem 4 vizinhos mais proximos (N = 4) formando assim uma estrutura tetraédrica.
Possibilitam o crescimento de estruturas nao cristalinas e outras estruturas mais comple-
xas quando ligados a elementos do grupo V e VI com N =3 e N = 2 respectivamente.

Compostos bindrios sao formados por elementos dos grupos I1T e V. Possuem propri-
edades semelhantes aos do grupo IV, por exemplo o arseneto de gélio e aluminio (GaAs)
e (AlAs) respectivamente, que serdo usados nesta pesquisa. Estes compostos sao utiliza-
dos em diodos e na emissao de luz azul e lasers. As ligacoes nestes materiais tornam-se
praticamente idnicas aumentando a interacao de Coulomb entre os ions. A ionicidade fica
ainda maior para os compostos entre os grupos II e VI, permitindo assim aplicacoes em
monitores e lasers. J4 os formados com os grupos I e VII E, ¢ grande e sao considerados
como isolantes. Existe também uma estrutura com N = 6, formada devido ao aumento
da energia de coesao do cristal e a interacao de Coulomb e a partir do grupo VI que sao
denominadas de rock-salt. Tais estruturas sao semicondutores com alta ionicidade e band
gap pequena, e importantes como detectores de infra vermelho.

Os Ozidos geralmente sdo isolantes. Porém alguns sido semicondutores com um po-
tencial limitado para aplicagoes. A excecao é o Oxido de zinco (Zn0O) que esta presente
na estrutura das fitas adesivas, na colagem do gesso e muito usado como transdutor.

Em camadas sao caracterizados por possuirem uma estrutura na forma de camadas.
As ligacoes entre as camadas sao covalentes bem mais fortes do que as de Van der Waals.
Os elétrons possuem um comportamento quase bidimensional. Um exemplo é o iodeto de
chumbo (Pbly).

Orgdnicos compostos em que a base da estrutura ¢ o carbono (C'). Com relagdo aos
inorganicos possuem vantagens pelo fato serem facilmente adaptados. Um exemplo é o
poliacetileno ([C'Hal,,).

Magnéticos formados por elementos que possuem fons magnéticos, que é o caso do
o eur6pio (Fu) e o manganés (Mn) por exemplo. Tém propriedades semicondutoras e
magnéticas diferente como o ferromagnetismo e o antiferromagnetismo dependendo da

quantidade de fons. Podem ser usados como moduladores épticos e estao ligados ao
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fenomeno magneto-resisténcia colossal (CMR).

H4 ainda vérios semicondutores que nao se enquadram nas categorias acima citadas,
que sao o caso dos compostos que possuem as formulas I-1II-VIy e TI-IV-V,, tais como
os AgGaS,, interessante por suas propriedades Opticas nao lineares, CulnSes, util para
células solares, e ZnSiPy|[10].

1.3.2 Dinamica de uma rede cristalina

Cristais sao sistemas constituidos de um grande ntimero de &tomos regularmente
posicionados. No caso de uma rede cristalina o Hamiltoniano que descreve um cristal

perfeito é dado pela equagao:

2
i = sz +Z2M

Z e? 1 , e?
_— _— 1.3.4
Z 47‘(‘60|T - R, | Z Ae,|r, — rl,] ( )

ZZe
47r6]R R,

R, p,, M. er, p, e m, sao as posi¢oes, momento, massas do nicleo e elétron respectiva-
mente. O Z, é o numero atomico ou carga do nicleo. O ' significa o somatério sobre
os pares de indices i,j e 7'j', onde i £ i’ e j £ §'.

Os elétrons podem ser separados em dois grupos: os que se movem rigidamente com o
ntcleo de modo a formar o que sera referido como fon, e os que interagem com esses ions
através dos pseudopotenciais. Estes sao os elétrons de valéncia. Os movimentos nucleares
é dado pelo Hamiltoniano H. , que consiste em uma soma de trés termos: o primeiro a
energia cinética do fon, o segundo a interagao entre fons e o terceiro é o hamiltoniano da

interacao entre o elétron de valéncia e o nicleo, H__

2 Z,

p Z 6 Z.€2
. P - ;

H,(R,....R,)= ZQM 247‘(’6 |R R N ZZ dme,

(1.3.5)

R,

Afim de desacoplar o movimento idénico do eletronico, é necessario usar a aproximacao
de Born-Oppenheimer ou aproximacgao adiabatica. A equagao (1.3.4) é formada pela
soma de dois hamiltonianos. Um deles descreve o movimento eletrénico, com o qual se
obtém a energia dos elétrons em funcao das posicoes dos fons. E outro que descreve
movimento i6nico, além de garantir que os ions nao podem seguir o movimento eletrénico
e, portanto, eles veem em meédia uma vez o potencial eletronico adiabatico. Dessa forma
tal hamiltoniano pode ser escrito como na equacao:

H =H

Ton 0

(Ry,...,R )+ H(SR,,,...,6R,). (1.3.6)
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H

0

equilibrioe H'(dR,,,...,0R, ) é a variacdo em H. devido aos deslocamentos dos nicleos

(R,,...,R,,) ¢ o Hamiltoniano do cristal com todos os niicleos nas suas posigoes de
de pequenas quantidades 0R,,,...,dR_, da posi¢ao de equilibrio, [10].

Para Diagonalizar H', & preciso fazer uma expansao de H, em torno 6R,,, ...,
0R ,. Os termos mais importantes da expansao para a vibracao do cristal sdo os de
segunda ordem em 0(R, — R, ). Os movimentos dos niicleos sdo descritos como uma cole¢ao
de osciladores harmoénicos simples, por isso leva o nome de aproximacao harmoénica, e tem
como importante limitacao o fato de que alguns fenémenos nao podem ser explicados, a
expansao térmica por exemplo.

Chamando o deslocamento do equilibrio do fon k£ na célula unitaria [ de u,, obtém-se

entao uma notacao mais simplificada, como na equacao:

1 du \> 1
H'(u,) = 5 M, (WM) + 52% - P(u,, Kl)-u,,. (1.3.7)

k'l

H'(u,,) representa a variacdo do fon no Hamiltoniano induzido pelo deslocamento do fon
(kl), enquanto todos os outros atomos sao mantidos em sua posi¢gao de equilibrio. As
constantes de forca, por exemplo, a for¢a sobre ions (kl), devido ao deslocamento u,,,
do fon K'l' é dado por —®(kl, k'l'), que descrevem a interacao entre os fons (ki) e (kK'l')
constituem a matriz ®(kl, k'l")[10].

Para determinar a dinamica de rede descrita em (1.3.7) deve-se tratar o Hamiltoniano
classicamente, isto é resolver a equacao do movimento, ou seja, este Hamiltoniano devera
descrever a energia de uma colecao de particulas com oscilacoes de pequena amplitude.
Em seguida quantizar as energias dos modos normais (fénons). Devido a simetria trans-
lacional de ®(kl, k'l’) os deslocamentos atomicos que diagonalizam (1.3.7) serao expressos
em termos de ondas planas, andlogas as fun¢oes de Bloch para elétrons em um cristal,

representada pela equacao:

u,(q,w) =u,,expi(q- R, —wt). (1.3.8)

u,, ¢ o deslocamento de ordem kth do ion /th da célula unitaria especificada pela estrutura
do vetor R, u,, é o deslocamento de um ion correspondente na célula unitaria localizada
na origem de uma onda de Bloch, ¢ e w representam o vetor e a frequéncia de ondas,
respectivamente.

Uma importante diferenca entre fonons e elétrons das ondas de Bloch, é que enquanto
um elétron pode estar em qualquer lugar no cristal, as posi¢oes dos ions, na aproximacao
classica, sao discretas.

Em (1.3.8) R, sao redes de vetores, e significa que duas ondas serdo equivalentes
quando os vetores de onda diferem por um vetor de rede reciproca. As frequéncias dos

fonons serao idénticas em qualquer zona de Brillouin, de modo que o gréifico, ou curvas
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de dispersao de fonons, da frequéncia de onda versus as vibracoes da rede em cristais sao
sempre apresentados no esquema de zona reduzida. O nimero de ondas independentes,
ou graus de liberdade, é igual a trés vezes o nimero de atomos no cristal. Substituindo
(1.3.8) em (1.3.7) encontra-se u,[10].

> D, (q) —w?,,]u, =0. (1.3.9)

kl

D ., (q) ¢ a matriz dinamica. Resolvendo a equacdo secular, (1.3.10), encontra-se as

frequéncias vibracionais w.
2
|DW (q) —wd

= 0. (1.3.10)

kk!

Por fim, ao encontrar as solugoes da equagao (1.3.10) e substituir em (1.3.9) os valores

das amplitudes vibracionais u,, serao obtidos. E importante salientar que as principais

kO
diferencas entre o tratamento classico realizado acima e um quantico é que no caso quan-
tico os niveis de energia dos modos vibracionais da frequéncia sao quantificados como
[n + (1/2)]hw e os operadores de criagdo e aniquilagdo de um quantum de vibragao (ou

fonon) sao expressos em termos de u,[10].

1.3.3 Fobnons

Considerado também como sendo um boéson que possuem spin 0, o fonon é cada
quantum de vibracao de uma rede. Os atomos vibram em torno dos sitios da rede estatica,
até em baixas temperaturas. Sao tao lentos que podem ser acompanhados pelos elétrons
facilmente. Ao comparar as distancias entre os atomos e os vizinhos mais proximos,
percebe-se que as amplitudes dos deslocamentos vibracionais sao insignificantes. Pois os
adtomos permanecem praticamente na mesma posicao devido a grande forca elastica, ou
seja, as ligagoes podem ser consideradas como molas. Assim ao especificar a constante
dessas “molas” o estudo da energia x frequéncia do movimento variacional podera ser feito
através da a lei de Hooke e das equacoes de movimento da mecénica classica. As ondas

variacionais caracterizadas pelos vetores de onda k, com energia (E, = hw, ) satisfazem

k
necessariamente as mesmas condicoes de contorno periddicas como onda e elétron, ou seja
pode ser tratada como uma particula chamada fonon|[13].

Os fonons podem ser classificados como transversal ou longitudinal ao longo de direcao
de alta simetria, de acordo com os deslocamentos perpendiculares ou paralelos a direcao
do vetor de onda k observe a figura 1.3.3.

Os quatro modos de vibragoes conhecidos como fonons sao denominados como longi-

tudinais e transversais opticos (LO e TO) e acusticos(LA e TA), observe a figura 1.3.3.
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@
TA q ®
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TO ® [ ]
P ® D q

=

Figura 1.3.3: Modos de vibracoes

A figura 1.3.3 ilustra os modos de vibracoes de uma rede, fonons. Nos modos actsticos
a vibracao dos atomos vizinhos, bolinhas brancas e pretas, estao em fase, nocaso dos
6pticos em fase oposta.

Os fonons (LO) e (TO), sdo degenerados no centro da zona, no caso do Si, e nos cristais
de zinc-blend devido a estrutura de simetria cubica, exatamente no centro da zona. Perto
do centro da zona no GaAs e no zinc-blend-type a energia dos fonons LO é maior do que
no TO, no caso dos vetores de onda a frequéncia do fonon LO é maior do que a dos fonons
TO em GaAs e outros cristais de zinc-blend isso devi-se a natureza parcialmente idnica
da ligacdo em cristais zinc-blend. Por exemplo, no GaAs os atomos de As contribuem
com mais elétrons para a ligagdo do que os dtomos de Ga.

Os fonons (TA) sdo ondas sonoras de cisalhamento e o (LA) ondas sonoras de com-
pressao. Em ambas as ondas as particulas se deslocam paralelamente a direcao do som.
No (TA) o deslocamento é mais rapido do que em (LA). Existem ainda algumas caracte-
risticas relacionadas com a natureza das ligagoes covalentes dos cristais, sao elas; o fato
do (TA) possuir uma curva de dispersao relativamente plana perto da borda da zona e o

fato das energias do (TA) serem muito menores do que as do (LA)[10].

DA LO

P

— —
<111> 0 <100>

K

Figura 1.3.4: Relacdo de dispersao [9]
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A figura 1.3.4 mostra as curvas de dispersao para os fonons, ou seja, os quatro modos
de vibracoes LO, TO, LA TA.

Para se calcular a curva de dispersao dos fénons é necessario conhecer as constantes
de forca, resolver a equagao (1.3.9). Para obter tais constantes é necessario modelar
as interacoes entre ions de acordo com o nimero de parametros, que serao ajustados
utilizando alguns valores experimentais conhecidos como, a velocidade do som, frequéncias
de fonons no centro-zona, médulo de volume, etc.

Existem algumas formas de modelar as interacoes entre ions tais como: Modelo das
constantes de forca ou Born-von-Kdrmdn , onde os atomos sao considerados esferas ri-
gidas ligadas por molas. O shell Model que se baseia no argumento de que os &tomos
sao considerados como pontos de massa conectados por molas, os elétrons de valéncia
em semicondutores covalentes tais como Ge e Si nao sao rigidamente ligados aos ions,
e que cada atomo sera um nicleo de fons rigidos rodeado por um involucro de elétrons
de valéncia que pode mover-se em relacao aos nicleos. O Modelo Bond no qual os elé-
trons de valéncia nos semicondutores diamond-type e zinc-blend-type formam ligacoes
altamente direcionadas, e sao importantes para explicar a coesao nos semicondutores, e

na determinagao das frequéncias vibratorias, dentre outras|13].

1.3.4 Interacao de Elétron-Fonon

O hamiltoniano de um cristal pode ser fragmentado em trés termos H, (R,),
H(r,R,), H_, (r,,6R,) dentro da aproximacdo de Born-Oppenheimer. Os dois pri-
meiros termos abordam separadamente os movimentos dos ifons e elétrons. O terceiro
termo descreve a interacao de elétron-féonon, ou seja, a interacao entre elétrons e ions.

Considerando a aproximacao de Born-Oppenheimer, e supondo que os elétrons podem
responder instantaneamente ao movimento i6nico, de modo que uma expansao em série

de Taylor do Hamiltoniano eletréonico H

e—ion

OH.
H, _,, (rj7 5Rj) = Z <8R)

J

(r;,0R,;) pode ser realizada:

OR, + ... (1.3.11)

J

Rjo

Para calcular a interagao de elétron-fonon é preciso fazer aproximacoes, pois geralmente
niao se conhece o Hamiltoniano eletronico H (r;,R,). Com a intencdo de simplificar
considera-se preferencialmente os fonons de comprimentos de onda em cristais do diamond-
type e zinc-blend-type, ou seja com dois atomos por célula unitaria. Os féonons TA, LA,
TO e LO sao os que possuem os quatro tipos comprimentos de onda e suas interacoes

com os elétrons sdo abordadas de maneira separada|10].
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Tensor de tensao e Potencial de deformacao

A idéia aqui é expressar as interacoes de elétron-fonon em um semicondutor expli-
citamente em termos do potencial de deformacao. O teorema do potencial de deformagao
corresponde aos deslocamentos atomicos que podem equivaler a uma a alteracao do cristal,
isso para o caso de comprimentos de onda dos fonons actsticos. As energias eletronicas
sofrerao alteragoes devido as distorcoes estaticas da rede, e que serao descritas pelos po-
tenciais de deformacao, em diferentes pontos da zona de Brillouin. O coeficiente associado
ao potencial de deformacao do cristal é %ET"_’“.

O tensor antissimétrico f,. descreve uma] rotacao do cristal e nao altera as energias dos
elétrons. J& o simétrico ou tensor de tensao e, descreve uma tensao induzida no cristal
pelos deslocamentos atomicos que pode modificar as energias eletronicas. A equagao

(1.3.12) representa tais tensores|10].

R, R,
_1(@531 ) . _1(@531 ) 13.12)

“~32\3R, " 7R, »~ 2\ 3R,  OR,

A soma destes tensores gera o tensor de segunda ordem d,;, representado por:

. _ O0R)
9 0R,

J

(1.3.13)

Interacao de Elétron-Foénons actisticos

Neste caso os fonons LA produzem uma alteracao no volume do cristal, que por sua

vez provoca alteracoes na banda de energia e na simetria do cristal.
Os fonons TA sao ondas de cisalhamento diferentemente dos fénons LA que possuem
componentes de dilatacao que geralmente sao até mais importantes. O efeito mais rele-
vante do shear strain, ou da deformacao de corte, é o fato de levantar uma degenerescéncia

de bandas de energia em pontos de alta simetria da zona de Brillouin|10].

Interagao Piezoelétrica de elétron-fénons acusticos

O efeito piezoelétrico é causado por uma polarizacao elétrica macroscopica de campo

E induzido por um stress em cristais sem centro de simetria. Pode ser também descrito
ainda como um campo elétrico induzido por uma tensao[10].

O campo elétrico induzido é um vetor, ou um tensor de rank 1, quando o tensor de

tensao e for de rank 2, e assim a constante de proporcionalidade pode ser denotada por
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um tensor eletromecénico e, de rank 3 [10]. Um meio que possui uma constante dielétrica

€. possui um campo dado por:

E_(—47r)<em'€>( ! ) (1.3.14)

dre,

O Hamiltoniano do efeito piezoelétrico da interacao elétron-fonon é representado pela
equacao:

le]

H, = (47) q-e,  (¢R). (1.3.15)

Ame, q%e0n0

Interacoes de elétron-féonon 6ptico do potencial de deformacao

No interior da célula unitaria primitiva os fonons 6pticos podem ser considerados
como “distor¢oes microscopicas”

A interacao de elétron-fonon 6ptico do potencial de deformacao é semelhante a defor-
macao de potencial da interacao de fonons actsticos. Pode haver também uma interagao
do campo elétrico com elétrons do campo eléctrico piezoeléctrico. Quando acontece com
os fonons acusticos a interacao serd denominada de interacao de elétron longitudinal e
com os fonons Opticos é conhecido como interagao de Frohlich.

O longo comprimento de onda do féonon 6ptico em cristais com dois ou mais atomos
no interior da célula unitaria proporciona deslocamentos relativos destes atomos. No
interior da célula unitaria os fonons 6pticos podem ser considerados como “distorcoes

microscopicas”. O hamiltoniano da equagao (1.3.17) representa a intera¢do em questao.

u

H ,,=D,, <—) (1.3.16)

a

o

D, . é o potencial de deformacao do fonon 6ptico para a banda energia, u o deslocamento
relativo entre dois d&tomos dentro da célula unitaria primitiva de um semicondutor do
tipo diamond-type ou zinc-blend associados com o centro da zona e fonons 6pticos e a, a

distancia entre eles[10].

Interacao de Frohlich

Uma polarizagao macroscopica oscilante, induz um campo elétrico £, ,, que pode

LO?

ser expresso em termos de um potencial escalar ¢ em um cristal polar ou parcialmente

LO ?
ionico com dois atomos por célula unitaria.

A interacao de Frohlich é definida como sendo uma interacao entre um elétron de
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carga —|e| e o potencial macroscopico de Coulomb, a equagao (1.3.17) representa o seu

Hamiltoniano [10].

Hy =30 (S5 {egelloraoil 4 e (13.17)

p q
com,
2mhw _ INES _
C,.=e [N—VLO (el —e; 1)] (4me,)~1/? (1.3.18)
u,, € a amplitude dos fonons, N e y1 sao niimero de células unitérias por unidade volume

do cristal e a massa reduzida da célula primitiva respectivamente, w, , a frequéncia dos
fonons LO e € e €, sao constantes dielétricas de alta e de baixa frequéncia, nessa ordem.

A interacdo de Frohlich depende do vetor de onda dos fénons , ¢!

, ou seja, diverge
quando ¢ — 0, o que nao acontece em uma dispersao intrabanda de elétrons-féonons LO
mesmo quando ¢ = 0 pois w,, # 0.

Pode-se também calcular em termos de parametros macroscopicos, como o € e €,
diferentemente dos potenciais de deformagcao para os féonons 6pticos e actsticos que possui
um calculo mais trabalhoso. Vale dizer ainda que devido a conservacao da energia e do
momento os elétrons nao sofrerao uma dispersao intrabanda.

Para facilitar a tabela 1.1, resume os diferentes tipos interagoes elétron-fonon para dois
semicondutores um polar (GaAs) e o outro nao polar (Si). DP e PZ sdo o potencial de
deformacao e interacoes piezoelétricos, respectivamente. Os simbolos em parénteses sao

apenas notacoes para as interagoes|10].

Foénon St GaAs
Condugao Valéncia Condugao Valéncia
TA DP(Z,) DP(b,d) Pz DP(b,d),PZ
LA DP(=,,2,) | DP(a,,bd) DP(a.),PZ DP(a,,bd),PZ
TO DP(d,) DP(d,)
LO DP(d,) Frohlich DP(d,), Frohlich

Tabela I.1: Resumo das interagées elétron-fénon em Si e GaAs [10]



Capitulo 11

Poco Quantico

“Na vida, nao existe nada a temer, mas a entender”
(Marie Curie)

Este capitulo tem como objetivo resolver a equacao de Schorddinger para o poco
quantico formado a partir das heteroestruturas construidas intercalando os semiconduto-
res. Neste caso o arseneto de aluminio (AlAs) e o Arseneto de galio (GaAs). Mostrara
a estrutura dos semicondutores, as bandas de energia, tornando possivel o entendimento

das heterojuncoes e das heteroestruturas.

2.1 Bandas

Os semicondutores sdo compostos por elementos e/ou combinagoes que possuem
uma estrutura covalente onde todos os atomos tém os seus orbitais eletronicos sempre
completos, ou seja nao hé elétrons livres, quando eles estao puros. Dentro de sua estrutura

existem trés tipos de bandas de energia diferentes, de acordo com a figura 2.1.1.

Semicondutor

I Banda de Conducdo I

I Banda de Valéncia I

Figura 2.1.1: Diagrama da estrutura de bandas de um semicondutor. Er € a energia de Fermi e E a
energia em elétron-volt (eV);
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A banda superior é denominada Banda de Conducgao, pois representa os estados
eletronicos excitados e os elétrons que as ocupa sao os promovidos pela banda inferior,
devido & dopagem e/ou aumento de temperatura, e favorecem o fluxo de corrente.

A banda inferior é conhecida como banda de Valéncia, se origina nos estados dos
elétrons de valéncia que constituem as ligacoes covalentes que unem os dtomos do cristal.
Estao quase sempre cheias de elétrons. A carga elétrica de um so6lido tem caracteris-
ticas que lembra um fluido, por exemplo, os estados vazios, denominados de buracos,
comportam-se como bolhas dentro de um liquido. Estes estados formam-se quando os
elétrons de valéncia ao serem excitados pulam para a banda de conducao.

A regido entre bandas é chamada de band Gap (banda Proibida), que possui uma
energia F,, a energia da band Gap, cujo o valor equivale a diferenca de energia entre
o maximo da banda de valéncia e o minimo da banda de conducao. O elétron quando
excitado possui uma energia que quando superior ao valor da E, ele pula de uma banda
para outra. Cada tipo de material possui uma banda com um valor especifico.

A figura 2.1.1 traz a representacao da estrutura de um semicondutor. As curvaturas
usadas em ambas as bandas serao indicativos das medidas experimentais das massas efe-
tivas, pois um cristal nao ¢ um vacuo logo é necessério introduzir um parametro empirico
chamado massa efetiva para ajustar. No caso do GaAs por exemplo, as massas efetivas
possuem o valor aproximado de 0.067m( para um elétron na banda de conducao, e 0.6m,
para um buraco pesado na banda de valéncia, o que indicara a inclinacao da energia, ou
seja a abertura da curvatura. Além disso, por convencao o zero da energia é colocado no

topo da banda de valéncia. Essas caracteristicas estao demonstradas na figura 2.1.2.

E

Bandade Conducio <

N " GaAs
“= Banda de Condugdo

Vacuo

Banda de Valéncia
GaAs

Figura 2.1.2: Bandas de conducao e valéncia do GaAs, e a diferenca entre a banda de valéncia no vdicuo
e do GaAs

A aproximacao efetiva é usada para estudar as propriedades de um elétron em um
semicondutor. FEla é feita através da introducao de um parametro de ajuste empirico
chamado massa efetiva (m*). A massa efetiva é a massa de um elétron no vacuo vezes

um valor calculado experimentalmente, com foi dito acima, por exemplo, a do GaAs que
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¢ 0.067my, no caso da banda de conducao [9].

2.2 Heterojuncoes

Uma heterojuncao é a interface que ocorre entre duas camadas e/ou regices de
semicondutores cristalinos que possuem band gap desiguais o que permite a formacao de
uma estrutura com propriedades similares a dos pocos quanticos, observe a figura 2.2.3,

o que serad discutido nos proximos topicos deste capitulo.

Figura 2.2.3: Heterojuncgao onde o azul e vermelho significam dois semicondutores diferentes

No caso de um elétron no cristal, a solucao sera a mesma de um elétron livre no vacuo,
porém como o cristal possui um potencial complexo, serd necessario introduzir a massa

efetiva (m*) na equagao de Schrodinger:

K2 02
B 2m* @

(2) = By(2). (2.2.1)

As descontinuidades que podem existir tanto na banda de conducdo quanto na banda
de valéncia serao representadas na equac¢ao de Schrodinger por um termo de potencial
constante (V), figura 2.2.4, que tera a forma da equacao (2.2.2) quando a massa efetiva
for a mesma dos materiais.

h? 0?
- 2m* 022

(2) + V(2)(2) = By(2) (2.2.2)
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V(z)
Banda de Condugéio
z
V(z)

Figura 2.2.4: Potencial unidimencional V(z)

A figura 2.2.4 traz um exemplo de descontinuidade em uma heterojuncao que repre-
senta um potencial unidimensional V' (z). O aumento da energia do buraco na banda de

valéncia ¢ medido para baixo [9)].

2.3 Heteroestruturas

Heteroestrutura sao estruturas formadas por um conjunto de heterojungoes, como

o ilustrado na figura:

a)

o

B
2]

C]

Heterojungéo

b)

Figura 2.3.5: Heterojuncao e estrutura similar ao po¢o potencial

A figura 2.3.5 a)mostra dois materiais semicondutores, A e B onde E 4 < Ey 5. Sao
intercalados formando heterojuncoes e uma heteroestrutura. Se A for fino o suficiente

de modo que as propriedades quanticas sejam exibidas, a estrutura formada, B - A - B
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pela de diferenca das bands gaps terao propriedades de um poc¢o quantico. Dentro dessa
estrutura pode ser acrescentado uma liga dos materiais A e B, por exemplo, figura b).
Quando o sistema é alterado termicamente ou por meio da introdugao de impurezas
(outros atomos), os elétrons ganham energia. Quando esta energia atinge um valor supe-
rior a E,, veja a figura 2.1.1, os elétrons (bolinha preta) pulam para a banda de condugao
e buracos (bolinha branca) sdo formados na banda de valéncia.
Com um numero maior de heterojungoes é possivel formar estruturas mais complexas

como na figura 2.3.6.

a) b)
[S] [©) [©] [©]

[©] (] [©] [©]
o o o o
@ Elétrons O Holes

Figura 2.3.6: Vdrios tipos de heteroestruturas. (a) e (b) representam pogos quéanticos duplos simétrico
e assimétrico respectivamente e (c¢) uma superrede

A figura 2.3.6 ilustra trés tipos de heteroestruturas, no caso dos pogos multiplos (a)
e (b) &€ um conjunto de pogos isolados onde cada um possui suas proprias prorpriedades.
Ja nas superredes (c) ha uma interagdo entre os pogos.

Além dos tipos de estrutura mostrados até aqui existe uma estrutura em que os elé-
trons e buracos ficam confinados em camadas de semicondutores diferentes, Observe a
figura 2.3.7. Isso acontece, pois as bandas de conducao e de valéncia estao em materiais
diferentes. Neste caso o tempo de recombinac¢ao dos portadores de carga sera mais longo.
Nos casos das heteroestruturas mostradas acima os portadores de carga estao na mesma

regiao o que proporciona uma recombinagao rapida.

© Elétrons O Holes

Figura 2.3.7: Heteroestrutura com bandas de conducdao e de valéncia em materiais diferentes



2.4. RESOLUCAO DO POCO QUANTICO 20

A motivacao do estudo destas estruturas, e até estruturas mais complicadas, é entender

as propriedades eletronicas e 6pticas desses materiais para serem utilizadas em dispositivos

9].

2.4 Resolucao do Poco Quantico

Os semicondutores de microestruturas, Ga, Al As e o GaAs, formam heterojun-
¢oes do tipo mais simples[13].

F possivel produzir sistemas mais complexos compostos por varias camadas com es-
pessuras bem controladas, intercalando uma fina camada de GaAs entre duas camadas
grossas do AlAs uma vez que a condicao relativa a natureza abrupta da interface satisfaz
bem as estruturas destes materiais. Uma dupla heterojuncgao deste sistema sera frequente-

mente denominado como poco quantico por terem propriedades semelhantes, veja a figura
2.4.8.

AlAs

[ GaAs

E,=142eV 2,16 eV

=]
]

B —
v [©)

=

> ro (o) Lo +IF AlAs

G
N T ED WL
®=0 e

Figura 2.4.8: Poco quantico formado devido a diferenca de energia de band Gap entre o AlAs e 0 GaAs

Uma vez que a alteragao da estrutura eletronica é abrupta e os dois materiais corres-
pondem a uma rede na auséncia de dopagem. As duas heterojuncoes sao independentes
e o diagrama de banda continua a ser o mesmo independente da largura do poco ou da

espessura da liga.
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2.4.1 Solucao Eletronica

Na mecanica quantica resolve-se a equacao de Schrodinger para se obter o nivel de
energia de um elétron, aqui o elétron de valéncia, e a fungao de onda [13]|-[14]. A equagao

que descreve o movimento de uma particula livre é dada por:

ﬁ2 ( o*  0?

T2m\a2 T a2

) U (x,2) = Ey(x, 2) (2.4.3)

Observe que a equacao é bidimensional, pois a solucao que sera demonstrada ¢ para um
semicondutor de baixa dimensionalidade, logo, a coordenada y serd considerada muito
pequena com relacao a x e z. Para resolver a equagao (2.4.3) usa-se o método da separagao

de variaveis. Isto é, a funcao de onda sera redefinida como:
V(z,2) =X () Z(2). (2.4.4)

Aplicando (2.4.4) em (2.4.3), ap6s algumas manipulagoes encontra-se:

1 PX (@) 1 PZ(2) 9m
(X(:v) 02 " Z(z) 0= )Z——E- (2.4.5)

Para resolver a equagao (2.4.5) basta igualar cada termo independente a —k?, e assim

encontrar as seguintes equacoes:

1 9°X(x) PZ(=)\ _ 12
(st 5 + oAy T = & (2.4.6)
——”Q”E = —k2.
O vetor de onda é justamente —k?, ou seja,
k=(ky, k) — K=k +k? (2.4.7)

Isolando E na segunda equagdo de (2.4.6) obtém-se a energia e com a equagao (2.4.7)

suas componentes, ou seja,

ﬁ2
E, = L k2
m e (2.4.9)
{ E, = k2

O proximo passo sera resolver a equacao (2.4.10).

L 9X (@) 1 9*Z(z) _

1.2 1.2
Yo o T Ze o2 - (2.4.10)
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A equagao (2.4.10) gera as duas equacoes diferenciais,

1 62X( —k2
X(z) 0z2
{ O o (2.4.11)
Z(z) 022 z

Na equagao (2.4.11) ambas sdo equagoes diferenciais ordinarias de segunda ordem. Como
sao iguais s6 é necessario resolver uma delas, neste caso a equacao em z, pois, é nossa
dire¢do de crescimento, como se trata de uma EDO a solugdo serd a equagao (2.4.12),
onde A e B sao denominadas como constante de normalizacao. Para calcula-las usa-se a
expressao ffooo |\If\2 dx = 1. Assim o problema passa a ser de uma particula dentro de um

po¢o quantico, como na figura 2.4.8.
Z (x) = Asin (kz) + B cos (kz) (2.4.12)

O proximo passo seré aplicar a condi¢ao de contorno (2.4.13), o que vai gerar o sistema
(2.4.14).

{ le(( 3 dz2((z)) (2.4.13)

dz

(2.4.14)

Asin (k%) + Bcos (k%) =0
Asin(k )+Bcos(k3 ) =0

O passo seguinte serd resolver o sistema de equagoes (2.4.14). Observe que Z5 (z) =0
isso porque existe somente solucao dentro do pogo potencial uma vez que as barreiras sao
rigidas.

A=0 ou sin (k ) =0

2.4.15
B=0 ou cos (k ) =0 ( )

A equagao (2.4.15) é a solugao para o sistema. Nao existe um valor para k que anule o sin
e o0 cos simultaneamente. Como A e B nao podem ser nulos, pois a funcao de onda seria

nula, entao serad necessario assumir duas solucoes uma quando sin (lcé

2
%) = 0, ou seja, a equagdo (2.4.16). Com os valores de k encontra-se a
solucdo generalizada para o sistema (2.4.17).
sin (k: )
coS (k )

Pode-se o observar que no caso do sin (k%) = 0 nao existe n = 0 isso porque k # 0 e

):Oeaoutra

quando cos (k‘

0 ko = — 2.4, ..
. — v Lo ol = (2.4.16)

— =", com n=

5 g aee

NSl

L#0, logo = (0 nao é solucao.

{ Zn (2) = Apsin (ky2) (2.4.17)

Zn (2) = By cos (k,2)
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Uma vez que a equacgao (2.4.17) foi encontrada o proximo passo serd encontrar os

valores das constantes de normalizacdo A, e B, o que é feito através da formula (2.4.18).

/QL \Z, () dz = 1 (2.4.18)

Aplicando a formula em (2.4.17) as equagoes (2.4.19) serdo encontradas, resolvendo as

integrais e isolando A,, e B,, seus valores serdo encontrados, a equagdo (2.4.20).

L
| A% 2, sin? (k,2) dz = 1
2

L (2.4.19)
|B,|” [ 2, cos? (knz)dz =1
2
Ay =By =1/ 2 (2.4.20)
n - n - L = 4N

Com os valores de A, e B,, encontrados obtém-se entao as solugoes para Z, (z) que sao:

Zn (2) = 4/ 2% sin (252) , com n=24,..
=) L sin (72) (2.4.21)
Zn(2) = %cos ("T’Tz) , com n=1,3,..

Como dito antes a solucao para Z, (z) serd resolvida de maneira andloga a de X, (z) e
suas solucoes serao:

X (z) = 4/ %sin (k,x),

X () = /2 cos (k).

Lembrando das equagoes (2.4.4), (2.4.7) e (2.4.8) a fungao de onda, o vetor de onda e seus

(2.4.22)

componentes, a energia serao encontrados, equacoes (2.4.23) e (2.4.24) respectivamente.

U (x,2) = (%) sin (k) sin (”—L”z) , com n =24, (2.4.23)
U (x,2) = (%) cos (k) cos (%z) , com n=1,3,
oo, n.m\’

A energia pode ser calculada também través da relacao de De Broglie, dada pela
equagao (2.4.27), partindo da definigdo de energia cinética, ou seja,
2
p
E=—. 2.4.25
o ( )
Em (2.4.25) o momento linear sera trocado pelo operador momento descrito através das

formulas:
P =p; + 1 (2.4.26)



2.4. RESOLUCAO DO POCO QUANTICO 24

2
p =hk, com k:Tﬂ (2.4.27)

Logo a energia ficara na forma da equagao (2.4.28), onde o comprimento A foi chamado
de L. o 5
E==—, com k :% (2.4.28)

Por fim com generalizacao a energia e o vetor de onda e seus componentes sao encontrados,

ou seja,
o e (Y 1,2 (2.4.29)
= — — com, n,=1,2,.. 4.
2m | ° L, ’

Observe que as equagoes encontradas aqui sao as mesmas que foram encontradas através
da equacao de Scrodinger e que a solucao em ambas foi quantizada em z.

O modelo estudado aqui que é baseado no esquema do elétron aproximadamente livre e
permite prever o deslocamento da banda a partir dos valores experimentais das constantes
dielétricas e gaps. No caso dos semicondutores cujo gap fundamental é direto, ou seja,
o ponto mais baixo da banda de conducao ocorre no mesmo ponto k como a banda de
valéncia superior.

A estrutura de banda dos dois semicondutores que formam o poco quantico é muito
semelhante perto das bordas da banda, entao a diferenca entre as massas efetivas pode
ser ignorada, por isso o problema ¢ literalmente uma simples particula em uma caixa.

A massa efetiva é diretamente proporcional ao nivel do confinamento, quanto menor
a massa mais na borda estard a particula. Sempre existird um estado confinado indepen-
dente da largura do poco, e mesmo que a altura da barreira e a massa efetiva sejam muito
pequenas. Isto é uma caracteristica deste problema e sempre ocorrera no caso de pocos
uni e bidimensionais.

A energia FE, das sub-bandas como uma funcao do vetor de onda forma parabolas
onde o ponto mais baixo ¢ quando n = 1 e n = 2,3... sao os outros niveis. 0 marca o
ponto onde a banda de conducao do GaAs se origina. Vale dizer que nao existe dispersao
perpendicular a interface na direcao z, ou seja, nessa direcao de confinamento os estados
comportam-se como estados ligados e a densidade de estados na parte inferior da banda
de conducao serd finita, enquanto que para o bulk GaAs é zero.

Um par elétron-buraco ligados pela for¢a atrativa de Coulomb foi denominado éxci-
ton, uma ‘particula’ muito especial e peculiar para os semicondutores, pois sua presenca
geralmente proporciona um meio de caracterizar as propriedades épticas dos cristais. O
nivel de energia introduzido na gap proibida tem com resultado a formagao de um éxciton
semelhante a uma série de hidrogénio andlogo ao usado para as impurezas quimicas.

O éxciton possui um tempo de vida muito pequeno (=~ 107%s). Quando livre pode se
movimentar no cristal e ser capturado através das impurezas. Pode ser alterado devido
a energia de ligacao e seu tempo de vida. Quando um elétron é recombinado com um

buraco emite um féton de energia E, — |E<*| [13].
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2.4.2 Equacao de movimento para pequenas oscilacoes da rede

A equagao de movimento para pequenas oscilacoes, (2.4.30) [6]-[4], descreve o com-
portamento dos modos de longo comprimento de onda para um meio isotropico e elastico
continuo. Quando algumas condi¢oes de contorno sao consideradas, suas solucdes pode-
rao ser usadas para resolver a parte mecanica do problema do poco quantico, como o da
figura 2.4.8.

0’u

Pom = pwou+e;E — eV (V-u)+cuV xVxu (2.4.30)

Na equagao (2.4.30) as constantes ¢11 e ¢y sdo os modos 6pticos e elasticos que quan-
tificam o stress no meio, e sao associados com a relacao de dispersao. u ¢ o deslocamento
relativo dos fons. w, é a frequéncia normal de vibracao. p é a densidade de carga reduzida.
e; ¢ a densidade de carga idnica efetiva e E o campo elétrico macroscopico.

No caso da inexisténcia de carga livre o campo elétrico devera satisfazer a expressao:
V-e(w) E=0, (2.4.31)

e qualquer parte transversal do campo obedecerd a equagao:

B, 1 e

55 = oY B (2.4.32)

e (w) e po sao a permissividade e a permeabilidade, respectivamente para um espago livre,
como considerado neste problema em que os materiais utilizados nao sao magnéticos. O

deslocamento i6nico e o campo elétrico sao fatorados em longitudinal e transversal [4], ou

seja,
u=u, +u,, (2.4.33)
E=E, +E,, (2.4.34)

com,
V-u, =0, (2.4.35)

V xu, =0. (2.4.36)
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A propagacao dos modos de vibra¢ao LO e TO seguem das seguintes propriedades [4]:

E, =0, (2.4.37)
com,
g(w) = oo, (2.4.38)
_6*
E =—u (2.4.39)
com,
(€)? =cop (@® —?)u, e w)=0 (2.4.40)

O préximo passo seré fatorar e resolver a equagao (2.4.30), o primeiro procedimento
t2 . Depois substituir as equagoes (2.4.33), (2.4.34), (2.4.35), (2.4.36),
(2.4.37) e (2.4.39) para encontrar a seguinte equagao:

serd isolar o termo 2 5

d2
{dtz —l—w u—;EanvVVu}

2
+{ddt2 +w? u, —v2Vx(Vxu, )} 0, (2.4.41)

com, v, = cy/p e v, = c11/p.
A equagao (2.4.41) pode ser reescrita e cada termo, em colchete, ira corresponder a

uma equagcao, uma com termos longitudinais e a outra os transversais

d’u, ) e* ,
W_'_WTOUL —FELp—i—/ULV (V HL) =0 (2442)
e
d’u, 2 2
W +w, u, — UTV X (V X UT) =0 (2.4.43)

A equagao (2.4.42) possui duas variaveis o E, e o u,, e para solucioné-la é necessario

substituir as equagoes (2.4.39) e (2.4.40) deixando-a com uma tnica variavel, ou seja,

u, =—wu? — v’V (V- u,) (2.4.44)
de2 LL L L/ T

Uma das solugoes que satisfaz a equagdo (2.4.44) tem a forma exponencial como a seguir:

u, = el(h THheatuwt)] (2.4.45)

L
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logo,
0*u
a—tQL = —W2HL. (2446)
Substituindo o resultado da derivada na equagao (2.4.44), obtém-se:
—w'u, = —w'u? — v’V (V- u,), (2.4.47)
usando a relacao abaixo:

VxVxg=V(V-g)- Vg, (2.4.48)

ou seja, Vx V xu, =V(V-u,)— V?u,, e aplicando a definigio (2.4.36) a equagao
(2.4.47) fica:

Vu, = [M] u,. (2.4.49)

Uma vez que este problema ¢ de baixa dimensionalidade um espago com coordenadas
(x,y, z) terd uma das dimensoes bem pequena que aqui serd considerada como zero, ou

seja y = 0 assim por definicao tem-se que:

u, = (u,,,0,u,_ ), ouseja, u, =0 (2.4.50)
e
0%u 0%u 0%u 0%u
2. _

Viu, = 8sz + 8y2L + 8z2L como 8y2L =0 (2.4.51)

logo,

0%u 0%u

Via, = —%= + —*L. 2.4.52
t Ox? 072 ( )

Assim a equacao (2.4.49) toma a seguinte forma:

0*u, 0%*u (w? — w?)
N L= L . 2.4.
Ox? + 022 [ e (2.4.53)

A solucao para esta equacao diferencial sera dada por:

u, = F(z)elith=2=w0] (2.4.54)

L

como, feito anteriormente uma vez conhecido u, calcula-se as derivadas de segunda ordem
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com relagao a x e z,

0’u

L _ 12
= k', (2.4.55)

0*u, O*F(2)
= o, (2.4.56)

Substituindo os resultados encontrados para as derivadas de segunda ordem, e a equa-

¢ao (2.4.54) em (2.4.53) encontra-se uma nova equagao diferencial, da forma:

F(2). (2.4.57)

PF(z) (w2 —wi) 2
e,

Fazendo os termos entre colchetes igual a —ki encontra-se uma equacao diferencial, que

possui uma solucao bastante conhecida.

0?F(2)

5 —k*F(z), (2.4.58)
com,
k2= — [% + k2, (2.4.59)
e sua solucao é
F(z) = Ae™™1? + Bem 17, (2.4.60)

Substituindo a equacao (2.4.60) em (2.4.54), a solucao para equagao (2.4.49), que é

um caso da (2.4.42) sob algumas condigoes sera:
u, = (AeikLz + Be_ikLz)e[i(k”_Wt)]. (2.4.61)

A equagao (2.4.43) sob as mesmas condi¢oes a resolucao deveré ser feita pelo mesmo
modo utilizado para a equagao (2.4.42). Assim a equagao diferencial encontrada para u,,

e sua respectiva solucao sera:

Viu, = [M] u, (2.4.62)

u, = (Ee*r* + Fe %) elitkz—wt)], (2.4.63)
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A relacao de dispersao para os modos de vibracao longitudinal sera encontrada ao

isolar w? na equacgao (2.4.59) |3]-[5], ou seja,
w? =w? — (K* + k) v, (2.4.64)

Para calcular a relacao de dispersao dos modos de vibragao transversal um processo
analogo, com equacgoes equivalentes, ao utilizado para encontrar os modos de vibracao

longitudinal sera efetuado [3]-[5]. Assim obtém-se a seguinte relacao:

w? =w? — (k2 + k). (2.4.65)

2.4.3 Calculo de deslocamentos

O poco potencial que sera estudado aqui é o mesmo da figura 2.4.8. Como dito antes
ele é formado, pois ha uma diferenca entre as energias das band gaps, cujos valores sao
Eaas = 2,16ev e Egaas = 1,42ev. Tanto o Arseneto de Géalio (AsAl) quanto o Arseneto
de Aluminio (AlAs) sdo materiais polares, ou seja, quando a rede vibra um campo elétrico,
E (r,t) é gerado. Este deve obedecer as equagoes de Maxwell. Observa-se o deslocamento
u(r,t).

No espaco, ou seja, em trés dimensdes, a coordenada z é a dire¢ao de crescimento e (x,y)
sao a simetria translacional, lembrando que aqui é um sistema de baixa dimensionalidade
entao y sera considerado como sendo 0. A largura do poc¢o tem um comprimento L.

Como antes afirmado as equagoes que solucionam esse poco foram encontradas na

secao 2.4.2, sao elas:
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Modo de vibragao longitudinal (L)

Os modos de vibragdes LO propagam-se no po¢o potencial na regiao —L/2 < z <
L/2. E preciso lembrar que (u, ) tem que satisfazer niio s6 a equacio (2.4.62) mas também
a (2.4.36). Sabendo que:

u, = (AeikLz + Be—ikLz) e[z’(kmw—wt)}7

ou seja, a onda é longitudinal. Escolhendo o eixo y com sendo perpendicular ao plano
(z,2) o deslocamento pode ser escrito somente em funcdo de z e z, como na equacgio
(2.4.50). Resolver o rotacional da equagao (2.4.36) prova-se que essa relacdo ¢ satisfeita e
assim é possivel calcular as componentes (uﬂL” e u? ) Para resolver o rotacional usa-se a

seguinte definicao:

0A 9A
VXA:(aAZ , 0A,  0A. 0A, aAI)

gy 0z 08z Oxr dxr Oy (2.4.66)

aplicando a defini¢ao escrita acima encontra-se:

8ui 8u’£ aui é?u"z 0 5 467
oy 0z oz Oy ) (2.4.67)

para obedecer a igualdade cada termo entre parénteses devera ser igual a zero, assim outra

condigao que u, tem que satisfazer ¢ encontrada:

ou*  ou?
—L ==t 2.4.68
0z ox ( )
O passo seguinte serd resolver as derivadas e substituir o resultados encontrados na

igualdade (2.4.68), logo,
kL (AeikLz + BefikLz) e[i(kszwt)] _ kz (Aeik:Lz + Befik:Lz) e[i(kz:rfwt)}. (2469)

Partindo do pressuposto que |ui‘ = |u’£‘ pode-se afirmar que u? é um dos lados da
equacdo (2.4.69) e que u? corresponde ao outro. Esta escolha tem que ser feita de modo

que as equagoes (2.4.36) e (2.4.49) sejam satisfeitas. Assim,

k, (Aee® 4 Bemi*r?) glithermet) (2.4.70)
kL (AeikLz . Be—ikLz) e[i(kzw:v—wt)]

xT
L
z

u
u

L
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Modo de vibragao da Interface (IF)

Como o proprio nome ja diz estes sao os modos de vibracao que se propagam na

interface. A equacao de movimento que rege essa propagacao é:
V2.u, =0 (2.4.71)
e a sua solugao sera:

u,, = k,, (Ae™* 4 Be ha?) elitksa=eh)] (2.4.72)

IF

O deslocamento u,, pode ser definido da mesma maneira utilizada para o u,, pois

estao no mesmo plano (z, z), logo,

u, = (u?,0,u?,.). (2.4.73)

IF’

O préximo passo é resolver o divergente, equagdo (2.4.71), e assim encontrar uma

igualdade, que o deslocamento u,, deve satisfazer, ou seja,

T (2.4.74)
or 0z -

Agora a resolugao a partir daqui é igual a resolvida para o deslocamento u,. Sera

encontrado outra igualdade resolvendo as derivadas, depois usa-se o mesmo principio de

que }ufF’ = ‘ufF| e entao encontra-se:
ut = —ik, (Ce™=? 4 De~ka?) lilhyz=ut)] (2.4.75)
qu — _k,l (CeZkZZ _ De—ikzz) e[i(kmac—wt)].

E importante salientar que mesmo tendo encontrado uma equacao diferencial e sua
solugdo, equagoes (2.4.62) e (2.4.63) respectivamente, na se¢do 2.4.2 para o modo de
vibracao transversal as componentes nao foram calculadas. Pois neste caso sao pequenas
vibragoes na forma de radiacao eletromagnética e nao exerce uma grande influéncia nos
resultados finais [8].

Entretanto o calculo para encontrar as componentes do modo de vibracao transver-
sal ¢ o mesmo feito para encontrar os resultados equivalentes para o modo de vibracao
longitudinal [3]-[5].
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2.4.4 Campo Elétrico

Os materiais semicondutores que formam o poc¢o potencial sao polares e nao mag-
néticos, quando ocorre vibragao eles sao polarizados e por sua vez gerarao um campo
eletromagnético polar. Ou seja, existe a formacgao de um E que deve satisfazer as equa-
¢oes de Maxwell no equilibrio [10]-[3], pois o sistema nao possui carga elétrica livre e nem

corrente elétrica. As equagoes de Maxwell sao:

V-D=0, com D =c¢E, logo V-E=0, (2.4.76)
V-B=0, com B=yuH, logo V-H =0, (2.4.77)
10D
VxH=-— 2.4.78
x c Ot ( )
e
10B
VXE=———. 2.4.79
x c ot ( )

B e H sao respectivamente a indugao magnética e o campo magnético, E o Campo Elé-
trico, H é o deslocamento elétrico, p, é a permeabilidade do vacuo e € é a permissividade
do meio. No caso de semicondutores nao magnético o u, = 1, ou seja, B = H.

Com a combinagao das equagoes de Maxwell encontra-se a equagao de onda eletro-
magnética. O primeiro passo é aplicar o rotacional em ambos os lados da equagao (2.4.79)
e usando a relagao (2.4.48) e a equagao (2.4.76). Encontra-se a seguinte expressao:

10

V’E = 5 (V x B). (2.4.80)

Agora usando as expressoes (2.4.77) na equacdo (2.4.78) obtemos:

e(w) OE
VxB=—%—. 2.4.81
. c Ot ( )
Por fim substituindo a equagdo (2.4.81) em (2.4.80) encontra-se uma equacao onda

eletromagnética que possui a seguinte forma:

e(w) O’E

2
E= 292
v ¢z Ot?

(2.4.82)
A equagdo (2.4.82) possui solugdo conhecida que é da seguinte forma:

E = E F(z)elithaz=et], (2.4.83)
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Uma vez que o valor de E é conhecido, o passo seguinte serd resolver a derivada
»2E

I
relagao (2.4.51) com E no lugar do u,, logo,

temporal de segunda ordem, em seguida resolver o laplaciano. A solucao sera a

’E  O’E 2&(w)
— 4+ = =|—w'——| E 2.4.84
0z? 022 [ “ cu, ] ’ ( )
e substituindo a equagao (2.4.83) em (2.4.84). A equacdo obtida sera
0°F(2) 26(w)
— — k| F(2) = 2.4.
2, T {w A (2) =0, (2.4.85)

2

igualando os termos entre colchetes a uma constante qualquer, aqui sera chamada de k7,

a equacao tomard uma forma bastante conhecida. Como:

0?F ()
0%z

= —k* F(2), (2.4.86)

cuja solucao é conhecida e tem a seguinte forma:

F(z) = Fe*ir® 4 Ge *ir? (2.4.87)
com,
k2 = LG k2, (2.4.88)
e °
logo,
W =P (12 i) (2.4.89)

e(w)

A expressao (2.4.89) nada mais é do que a relagao de dispersao na interface de polari-
zagao. Com o proposito de ter w em ambos materiais (AlAs e GaAs), mesmo com valor
pequeno como no caso das barreiras, ¢ necessario que (k‘f + k:IzF) ~ 0, porém ainda finito,

uma vez que o F'(z) comeca decair a partir da barreira do pogo. Ou seja,
K2+ k2 =0, logo k = +ik,,, (2.4.90)

por comodidade usa-se k, = ik,,. na equacao (2.4.87). Assim F(z) tomara a seguinte

forma:
F(2) = Fef+?  Ge %7, (2.4.91)

Como fora do poco o campo decresce, pois depende do F(z). Ser& necesséario fazer uma
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analise com z > 0 e com z < 0 na equacgao (2.4.91). Assim observa-se que:

para 2z >0 F(z) = GelTF?), (2.4.92)
para 2z <0 F(z) = Fet=?),

A solucao da equagao (2.4.82), seréa:

para z>0 E(r,t) = E Gelr?lelithza=wt)] (2.4.93)
para 2z <0 E(r,t) = E Fel=?lelithza—et]

ou melhor,

para 2z >0 E(r,t) = Gel Faelitkaz—wt)] (2.4.94)
para 2z <0 E(r,t) = FelbAeliltkzz—et)]

com, E FF=Fe E G = G. As equagoes podem ser reescritas em fung¢ao dos componentes

dos vetores F ¢ G.

E° (r,t) = (G,,0,G.) e[—kxz]e[i(kmgc—wt)]’ (2.4.95)
E- (r,t)= (F,,0,F) olkn?] ik, z—wt)]

E’ (r,t)e E g (r,t) sdo os campos quando z > 0 e z < 0 respectivamente.
O campo elétrico além de satisfazer a equagao (2.4.82) tem que satisfazer V - E = 0,

ou seja, sera necessario resolver o divergente. Da definicao temos que

V-E= g + By + PR (2.4.96)
logo,
oFE, oF.
o (2.4.97)

Aplicando igualdade (2.4.97) na equagao (2.4.96) duas relagoes serao encontradas para

os campos E ~ (r,t) e E "~ (r,t) respectivamente.

kG =—ik,G. e kF =ikF

x x T z)

(2.4.98)
ou simplesmente,

G, =—iG e F =iF. (2.4.99)
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Com as relagoes (2.4.99) as equagoes de campo poderao ser reescritas, isto é,

a) - (r7 ) ( ? z? ) z)e ' € ) (24100)
b) E"(r,t) = (iF.,0, F.)elf=2lel(kzz=wt)]
ou entao,
E (r,t) = (G_,0,iG. ) el~FeA glilkyz—wt)]
Bt =(G., 0,46, Jerrre! (2.4.101)
E "~ (r,t) = (F,,0,—iF,) el elitkaz—wt)]
O poco quantico possui um tamanho L, ou seja, é delimitado no eixo z entre —% e
L

5, assim para facilitar a analise das condigoes de contorno e simplificar as expressoes

destas equacoes estes limites serao incluidos nas expressoes do campo, ou seja a equacao
(2.4.100). Aplicando em a)

E (r,t) = (—iG,,0,G,) el (=t 57 3)] clithez—wt) (2.4.102)

fazendo algumas operacgoes com os termos em exponenciais encontra-se:

ek (5= 5)] plitkar—ot] [k (55)] o~ (ke h) plithy o)

_ [e—(kzé)ewkxw—wm] el G5 (2.4.103)

Substituindo o resultado encontrado em (2.4.103) na equacdo (2.4.102) uma nova ex-

pressao para E ~ (r,t) sera obtida.
E (rt) = (—iG.,0,G.) [e—(’“zé)e“(’w*wm] el=k=(==%)], (2.4.104)

reescrevendo de outra forma, onde realiza-se a multiplicacao dos termos em colchete por

aqueles que estao entre , ou seja,

E~ (r,t) = [—iGZ <€_(kx%)€[i(k’zx—wt)]> 0,G. (6—(kw§)6[i(k1x—wt)]>} olke(==5)]

(2.4.105)
Agora fazendo a seguinte substituicao:
=G, (e—(kx%)eﬁ<w—wt>l> , (2.4.106)
obtém-se: I
E (rt) = [=il,0,1]el ™G5 para 2> 5 (2.4.107)

A equacao (2.4.107) é a expressdo do campo elétrico correspondente a regido z > %

- > . -
Assim sendo o E 7 (r,t) decresce exponencialmente ao longo da barreira,

“(ed) = [iH,0, H el D] para 2 < L (2.4.108)

E
2



2.4. RESOLUCAO DO POCO QUANTICO 36

. > < ., .
Da mesma maneira que o E ~ (r,t), o E ~ (r,t) ird decrescer exponencialmente ao longo

da barreia, neste caso a regiao correspondente é z < —%, onde H sera dado por:
H=F, (e—(kw%)e[ﬂw-wt”) . (2.4.109)

2 < ;. . >
O calculo para o campo E = (r,t) é igual ao realizado para encontrar o E = (r,t).
Observe que faltou falar no campo elétrico para a regiao |z| < % Para calcular as
componentes dos respectivos campos, E, e E ., utiliza-se as defini¢oes citadas na sessao

2.4.2. O E, foi reescrito de outra maneira por convengao.

E =—pu, E. =0 e E, =psu, (2.4.110)
com,
e’ (w? —u?) 2
= = —= d = 2.4.111
0. c eV e s (Wi — w%)’ quando  w = w;_ ( )

Existem trés tipos de campo elétrico neste sistema, E_ (r,t) ,E_. (r,t) e E,,. (r,t), com
suas respectivas componentes. Na regido, |z| < %, aqui avaliada somando as componentes

em x o campo E, serd encontrado. Entao uma vez que E (r,t) é:
E(rt)=E, (rt)+E, (r;t) + E,, (rt), (2.4.112)

ou seja,

E(rt)=E, (rit)+E,,. (rt), (2.4.113)

considerando s6 a componente = de cada campo a equagao (2.4.112) fica:
E,=FE’ +FE], (2.4.114)
aplicando as defini¢oes dos campos na equacao (2.4.114), encontra-se:
E, = —p, (u? +su?). (2.4.115)

Para calcular a componente, E? , do campo na interface serd utilizado o vetor deslo-
camento elétrico D =¢ (w) E. Substituindo a equacao (2.4.112) em (2.4.76), isto &,

D=w,)E, +¢(w,)E, +¢(w,,) E,.. (2.4.116)

Como afirmado antes E. = 0, no caso do produto ¢ (w,)E,, E, # 0, logo ¢ (w,) = 0,
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quando w = w, de acordo com a seguinte equacao:

(&2~ )
-5

— 2.4.117
— wz) ( )

e(w)=¢

NN (N

Assim D depende somente do E ., e neste caso acontecerd especificamente para a com-

IF)

ponente z, observe:
D? =e(w,,) EZ.. (2.4.118)

Deste modo substituindo a definigao da componente £? do campo que provém da

equagao (2.4.110), obtém-se a expressao:

D? =e(w) E?, = —¢(w)p,su; quando W= w,,. (2.4.119)

IF’

2.4.5 Condicoes de Contorno

L
fledl |
[

(w) x
T
_L/Z 0 L/Z >

Figura 2.4.9: Poco quantico formado devido a diferenca de energia de band Gap entre o AlAs e o GaAs,
com suas permissividades, respectivamente!

Em cada interface tanto as condigoes de contorno eletromagnéticas quanto as mecani-
cas devem ser satisfeitas. Os modos eletromagnéticos, i.e., longitudinais (LO) e interface
(IF), ambos satisfazem as equagoes de Maxwell [10]-[11]. Sdo resumidas nas seguintes

equagoes para o campo tangencial,

E; = E, (2.4.120)
z:i% z:i%
e para o campo normal,
D.|,cer = Dif s, (2.4.121)
ou seja,
e, EZ =c(w)E, (2.4.122)
z::t% z::t%

No caso do deslocamento, as condigcoes de contorno sao denominadas condicao de
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continuidade e sao representadas através das condi¢oes abaixo:

I =0 . T g0
para z=-—— —> { (u ) , ou seja, { ui u;F (2.4.123)
2 (uz = 0) uL = r
I =0 _ T _
para z=— —> (1 ) , ou seja, Yo = Yir (2.4.124)
2 (u, =0) u? =u?,

Uma vez conhecidas as condigoes de contorno o proximo passo sera aplicid-las. Lembrado

que, os deslocamentos sao:

uf — kz (AeikLz + BefikLz) e[i(kmacfwt)]’
ui — k_L (AeikLz . Be—ikLz) e[i(kwx—wt)]7
ufF — —Z]{?Jc (C«eisz + De—ikxz) e[i(kxw—wt)]7
qu — _kjL (C@Zkzz _ De—ikzz) e[i(kzx—wt)}’
E os campos elétricos:
> 10,1l (4] :
B () = [-ir.0.0)el ) paa 2> L
L
B (re) = [0, H 2] para o< 2
Dz = € (w) E]i" = —¢€ (w) posu}zFJ
B = o (i +su)

Inicialmente as condicoes de contorno serao aplicadas para os campos elétricos e des-

locamentos. Primeiro resolve-se para as componentes x dos campos.

<

E" =iH, (2.4.125)

x

E, = —p,k, [(Av™ + Bv") +is (Cw™ 4+ Dw™)] elitkr—wt)] (2.4.126)

z

igualando os campos, equagoes (2.4.125) e (2.4.126) , encontra-se o valor de H,

H=ipk, [(Av™ + Bv") 4+ is (Cw™ + Dw")] elitkz—wt)] (2.4.127)

x

4 . < . .
Agora o calculo feito para E_ e E ~, serd realizado para a componente z do campo.

<

ES=cH (2.4.128)

z

e(w)E =¢(w)p,sk, (Cw™ — Dw") elitkoa—wt)] (2.4.129)

IF
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igualando as equagoes (2.4.128) e (2.4.129), encontra-se uma outra expressao para H.
H =rp,sk, (Cw™ — DwT) elither=w1], (2.4.130)
Igualando as duas expressoes encontradas para H, encontra-se a relagao:
i(Av"+BvT) =s[(1+r)Cw” + (1 —r)Dw], (2.4.131)

com,

W) e wi(kE) o E o (k) (2.4.132)

Acabado com o campo elétrico, o passo seguinte sera aplicar as condi¢oes de contorno

para o deslocamento, seguindo a mesma ordem.

u” =k, (Av™ + Bv™) elth=m=t] = (2.4.133)

u' = —k, (Cw™ + Dw*) eli=m=0] = 0, (2.4.134)

IF

como ambas as equagoes encontradas sao iguais a zero pode-se iguala-las e entao encontrar
a seguinte expressao:
(Av™ + Bv") = — (Cw™ + Dw?) . (2.4.135)

Repetindo os calculos feito a cima para as componentes x do deslocamento, encontra-se

a solugao para componentes z do deslocamento, logo,

W =k, (Av™ — Bo') elitherhl = @ (2.4.136)
e
v =—k, (Cw™ — Dw") elitkse=wb] — (2.4.137)
portanto,
k, (Av™ = Bv") = —k, (Cw™ — Dw") (2.4.138)
Uma vez que a andlise dos campos e dos deslocamentos para z = —% foi concretizada,

agora sera iniciada a analise para z = % Os céalculos efetuados serao os mesmos realizados

para z = —%. Em principio os campos serao analisados, logo depois os deslocamentos.

As operacoes serao efetuadas comecando com as componentes da direcao x e depois indo

para as componentes da direcao z.

L

Fazendo z = 5 a componente x dos campos assumem a seguinte forma:

<

E~ =—il (2.4.139)

T
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e
E, = —p,k, [(AvT + Bv™) +is (Cw™ 4+ Dw™)] elilkzz—w)] (2.4.140)
logo,
il =pk, [(Avt + Bv™) +is (Cw® + Dw™)] elither=0l, (2.4.141)
Efetuando a mesma analise para as componentes da direcao z, obtém-se as expressoes
abaixo:
E =1 (2.4.142)
e
e(w)E? =¢(w)p,sk, (Cwt — Duw™) elitkoa—wt)], (2.4.143)
portanto,
I =rp,sk, (Cwt — Dw™) elitkzo—wt)], (2.4.144)

Substituindo a expressao (2.4.144) em (2.4.141) chega-se na seguinte igualdade:

i(Avt+Bv ) =s[(1-r)Cwt + (1+7)Dw]. (2.4.145)

L

5 no lugar do z. As

Para finalizar, serd substituido nos deslocamentos o valor de

equacoes abaixo serao encontras.

u” =k, (AvT + Bv™) elt=m=t] = (2.4.146)
e
u = —k, (Cwt + Dw™) elither=0] = 0, (2.4.147)
consequentemente,
(Avt + Bv7) = — (Cw* + Dw™) . (2.4.148)

Da mesma forma que foi feito com as componentes do deslocamento na direcao x,

calcula-se para componentes na direcao z.

w =k, (Av" — Bv) elitkzo—wb)] (2.4.149)
e
', =—k, (Cw' — Dw™) elitkoa—wt)] (2.4.150)
entao,
k, (Avt — Bv™) = —k, (Cw® — Dw™) . (2.4.151)

Com a aplicacao de todas as condicoes de contorno as seis igualdades abaixo foram
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encontradas [3]:

i(Av" +Bv") = s[(1+7r)Cw” + (1 —r)Dw],
(Av™ 4+ Bv') = —(Cw™ + Dw"),
k, (Av- = Bv") = —k, (Cw™ — Dw™),
i(Avt+BvT) = s[(1-r)Cw™ +(1+7)Dw ],
(Av+ + Bv_) = — (C’w+ + Dw_) ,
k, (Avt —Bv™) = —k, (Cw" — Dw™).

Elas permitirao que tanto os deslocamentos quanto os campos elétricos sejam escritos
em funcao de uma tnica constante. Com tal caracteristica serd possivel normalizar os
deslocamentos, e calcular o valor da constante. Este célculo serd executado no apéndice
A, o qual faz referéncia ao problema do capitulo 3 que trard um estudo mais avancado e

detalhado de um problema similar ao executado neste capitulo.



Capitulo 111

Poco Quantico com Barreira

“As coisas mais maravilhosas que podemos experimentar
sao as misteriosas. FElas sao a origem de toda verda-
deira arte e ciéncia. Aquele para quem essa sensacao €
um estranho, aquele que nao mais consegue parar para
admirar e extasiar-se em veneracao, € como se estivesse
morto: seus olhos estao fechados”.

(Albert Einstein)

O estudo do confinamento de fénons 6ticos é um problema bastante atual tratado na
fisica dos semicondutores de baixa dimensionalidade. Diversos trabalhos mostram que os
fonons oticos tém um papel importante na reducao da taxa de espalhamento de elétrons,
e na limitacao da sua mobilidade. Para entender e propor uma explicacao, deste problema
em um contexto tedrico, é feita a inclusao de monocamadas no interior do poco quantico,
de um material diferente, por exemplo, uma monocamada de InAs em um pogo do tipo
AlAs-GaAs [8]-]2].

Neste capitulo serd iniciado o estudo no que diz respeito ao confinamento de fénons
6ticos. Aqui serao utilizados semicondutores de baixa dimensionalidade que formardao um
poco quantico do tipo AlAs-GaAs, figura 2.4.8. E uma camada de InAs sera introduzida
em seu interior, figura 3.1.1. Serd realizado o célculo dos deslocamentos, dos campos
elétricos, Potenciais elétricos, Relacao de dispersao, Taxa de espalhamento, além de aplicar
as condigbes de contorno para encontrar relagoes e/ou igualdades que permitem que os
deslocamentos e campos sejam colocados em funcao de uma tnica constante possibilitando

assim, o célculo da constante de normalizacao, vide apéndice A [11]-[12].



3.1. ESTUDO DO POCO POTENCIAL COM BARRFEIRA 43

3.1 Estudo do poco potencial com barreira

A resolucao do poco potencial com uma barreira, de tamanho igual a %, em seu

interior, figura 3.1.1, sera realizada utilizando a solucao encontrada no capitulo 2, para o

poco potencial da figura 2.4.8, pois a tnica diferenca sao as condigoes de contorno.

s(w)

LO HP

GaAs {5:’1

7{10 dO L — = z
2 @=@

a Y
®=0E

Figura 3.1.1: Poc¢o qudntico do tipo AlAs-GaAs com uma camada de InAs introduzida em seu interior;

A figura 3.1.1 possui 5 regides distintas denominadas da seguinte forma [2]-[3]:

1l eb se |z| > £,
3: se  |z<Lf=d,
4 : se —%gzg—%,
se %SZS%

Para encontrar os deslocamentos e campos elétricos destas regioes é necessario levar em
consideracao os resultados encontrados no capitulo 2. Nas regioes 1, 3 e 5 o deslocamento

serd zero, u = 0 e os campos serao definidos através das equagoes abaixo, respectivamente.

E (rt) = [—il,0,[] el (=3)], (3.1.1)
E = [k, (Cse™* + D3e™"™+*) |0, —ik, (C3e"s* — D3e *+*)] (3.1.2)
E (r,t) = [iH,0, H] elb=(-+3)]. (3.1.3)

Por meio dessas equacoes percebe-se que o campo decai exponencialmente fora do poco.

Nas regioes 2, 3, 4 os deslocamentos sao escritos da seguinte maneira:

ui =k, (Age““LZ + BQe’ikLz) e uj =ik, (Cgeklz + Dge’kzz)
u: =k, (AQeikLz — Bge’ikbz) e ul =—k, (Cge’“mz — Dge’kmz) . (3.1.4)
u; =k, (AgeikLz + Bge_ikbz) e u; =ik, (C’gekf'z + Dge_kxz)
u: =k, (AgeikLZ — Bge_“fLZ) e u_=—k, (C’gekzz — Dge_kzz) . (3.1.5)
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(A4eikLz + B4e_ikLz) e ut =ik, (C’46k”’z + D4e_sz)

IF

kj])
= k, (A4eikLZ — B4e_ikLZ) e u’ =—k, (0461%2 — D4e_kzz) . (3.1.6)

IF

SRS I S I

Os subindices representam as respectivas regioes. No caso destas regides os campos serao

calculados na secao 3.5.

3.2 Aplicacao das condicoes de contorno

Os modelos mais utilizados para o estudo do confinamento de fénons 6ticos sao: (i)
Modelo Hibrido (HM) que leva em conta a natureza mecanica que conecta os fonons dos
diferentes materiais que constituem o poco na interface dos mesmos. Além das condicoes
de contorno eletromagnéticas, que neste caso os trés modos possiveis, Longitudinal (LO),
Transversal (T'0) e de Interface (I P) sao hibridizados e devem satisfazer as equagoes de
Maxwell [8], e o (ii) DC (Dielectric Continuum) [1] que despreza a natureza mecanica dos
fonons na interface e considera apenas as condicoes de contorno eletromagnéticas, neste
caso para os modos Longitudinais (LO) e Interface (I F'). As condigoes de contorno devem

ser sintetizadas da seguinte forma:

Barreira GaAs
E, =FE ",
L Barreira GaAs
(A) z:i§—> D, =D, ", com D=¢cE,
J— 1 A z
(u, =0), ouseja, u?=u’,

u, =0), istoé, u® =u? L
(B) z=+dy — (u:=0), e , com d,=—,

o campo elétrico serd continuo 6

z(w) z(w) g(w) e(w)
@ @

Gahs C@Zﬁ GaAs (E;' GaAs GaAs

B |

Figura 3.2.2: Interfaces do poco quéantico do tipo AlAs-GaAs referente as condig¢ées de contorno (A) e
(B);

L Ex = — x x ’
(C) GaAs, ou seja, (z < _) N p, (u® + su”)
2 DZ:Ef (C()) EZ = —posuz

IF’
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2(ew) )
(1)
L

o
Galfs Gahs , E )

[t

Figura 3.2.3: Interfaces do pogco quéntico do tipo AlAs-GaAs referente as condicées de contorno (C);

O proximo passo serd a aplicacao das condicoes de contorno para encontrar expressoes
que permitirdo futuramente a normalizacdo das equagdes (3.1.4), (3.1.5) e (3.1.6), calculo
este que serd semelhante aos realizados na secao 2.4.5. A posteriori para facilitar os

calculos as equacoes terao uma notacao simplificada através das seguintes definigoes:

n .
v o= e(ZkLn> n = interfaces, ou seja, i% ou *d,
m com, . (3.2.7)
w w ™

m = os meios, ou seja, 2,3 e4

Uma vez que as condicoes de contornos foram definidas, elas poderao ser aplicadas
nos campos e deslocamentos para cada interface do pogo. Os subindices (2), (3), (4)
e “Barreira”, “GaAs”, remetem as interfaces das regides 2, 3 e 4, e as regioes 2 e 4,
respectivamente, de acordo com a figura 3.1.1.

Quando z = —%, ou seja a regiao 2, as condigoes de contorno, no caso dos campos

L
92
elétricos ficam:

(2) Barreira GaAs

EY — E! = ES

(2) Barreira GaAs

p? — D! = D", (3.2.8)

Aplicando tais condigbes, e as defini¢des da equagao (3.2.7) encontra-se:

Barreira

E = iHelt(-5+2)] = i, (3.2.9)

x

EGaAS —= po |:k;z <A2€71KL% + B2€ZkL %) - /Lskz <0267k1% —|— D2€7k1é>i|
= p, [k, (Asvy + Bovi) —isk, (Cowy + Dawy )], (3.2.10)

GaAs

D =e(w) He[l%(_%r

z

N = e, (3.2.11)
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Barreira

z

= ¢e1p,sk, (C’ge_kx
= eip,sk, (Cowy — Dowy ). (3.2.12)

As equagoes acima geram duas igualdades, os valores de H, que serao usadas para calcular
a relacao:
i (Asvy + Bovg ) = s [(r, — 1) Cowy — (r, + 1) Dawy ], (3.2.13)

e(w)
€1

com, r, =
O procedimento feito anteriormente serd realizado para encontrar o deslocamento.

Observe abaixo a condigao de continuidade:

u, =0-—u’ =u’_. (3.2.14)

Aplicando a condi¢ao de contorno nos deslocamentos, os resultados encontrados possuirao

as seguintes formas:

u =k, <A2€_ikL% — BgeikL%>
= k, (Avy; — Bovy), (3.2.15)
ur, = —k, (C’ge_kx% - Dge_k“%>
= —k, (Cowy — Dowy) , (3.2.16)
logo,
kL (AQ/UQ_ — BQ’U;) = —l{z (CQQJQ_ — D2(JJ;_) . (3217)
Agora a analise sera feita quando z for igual a % Os calculos que serao realizados vao ser
iguais aos executados para z = —%. Entao:
E;;L) Eme"reira _ EjaAS7
Dif) DZBarreira _ DZG(LAS, (3218)
portanto,
BT = il (3.2.19)
EfaAs =p, [kz (A4”U§r + B41)2_) — isk, (6’4@r + D4w2_)] , (3.2.20)
DI = (W), (3.2.21)

Barreira

= e1p,sk, (Cawy — Dawy ), (3.2.22)

z
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logo, os valores de I foram encontrados, o que gera a seguinte igualdade:
i (Agvy 4+ Byvy) =s[(r, = 1) Cywy — (r, + 1) Dawy] . (3.2.23)

O proximo procedimento serd aplicar a condicao de continuidade, a equacao abaixo:

(2)

u, =0-—u’ =u’_. (3.2.24)
Usando as condigoes de contorno, as seguintes equagoes serao encontradas:
v =k, (Agwf — Byy) , (3.2.25)
W' =k, (Ciws — Dywy), (3.2.26)
desta maneira, encontra-se a relagao abaixo:
kL (A4U;_ - B4U2_) = —]{TT (04(,&);_ - D4w2_) . (3227)
Os calculos para z = —d,, serdao similares aos processos efetuados anteriormente, ou
seja:
E;Q) _ E;S) ’
» = DY, (3.2.28)
com, DS) = 53ES), os campos serao definidos como nas equacoes abaixo:
Ef) =p, [k, (Asvy, + Bouy ) —isk, (Cowy + Dow} )], (3.2.29)
B =ip,k, (Cywy + Dswi), (3.2.30)
Df) = e (w) p,sk, (Cowy, — Dawy ), (3.2.31)
DY = —ie,k, (Cywy — Dswi ). (3.2.32)

Diferentemente das ocasides anteriores a aplicacao das condigoes de contorno, neste

caso geram duas igualdades, as seguintes equagcoes:

% (Agv;o + Bgvjo) -5 (nggo + Dgwjo) =5 (ng;o + Dgwjo) , (3.2.33)

ip,sr (Cowy, — Dowy ) = (Cyw,. — Dawy ), (3.2.34)
com, 7 = ag")
3

Neste caso as condicoes de contorno para o deslocamento, sao definidas por meio das
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igualdades:
28 _ o3
u, =0 —> { Ly 15 (3.2.35)
wy, = U

os deslocamentos referente a primeira igualdade sao definidos como:

= k, (Asvg, — Bsvy ), (3.2.36)

L

W =k, (Csw,. — Dawy ) (3.2.37)

IF

aplicando a condicao de continuidade, a primeira igualdade da equagao (3.2.35), encontra-

se a seguinte relacao:
kL (AgU;o — B3Ujo) = —/Cz (03(4.];0 — Dgwjo) . (3238)

O deslocamento que correspondente a segunda igualdade da equagao (3.2.35) sao definidos

como:
w?? =k, (Agy, — Bovl), (3.2.39)
uff) = —k, (Cowy, — Dowy ), (3.2.40)
logo,
k, (A, — Bovj ) = =k, (Cawy, — Dowy ). (3.2.41)
Por fim as condicoes de contorno serao aplicadas quando z = d,. Esta analise é
semelhante & feita quando z = —d,. As condigoes de contorno serao:
E;4) _ E;S) :
D" = DY, (3.2.42)
os campos para este novo caso sao definidos como:
Ef) =p, [kz (ijo - Bw;ﬂ) —isk, (C’4w;l: + D4wd_oﬂ , (3.2.43)
EY =ip,sk, (Cawy + Dswy ), (3.2.44)
DS) =& (w) p,sk, (Cawj —wivy), (3.2.45)
DY = —ie,k, (Cyw} — Dawy) (3.2.46)
aplicando as condi¢oes de contorno as duas igualdades abaixo serao obtidas:
1
— (Agvj + Byvg) — s (Cawj + Dawy)) = s (Cswy + Dswy ), (3.2.47)

(4

ip,sr (Cawy — Cywy ) = (Cawy — Dawy ) . (3.2.48)
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Finalmente o calculo para as ultimas condicoes de contorno serao realizados. A con-

dicao de continuidade para z = d, possui duas igualdades definidas como:

0@ = 2@

_ L IF

u, =0— RO (3.2.49)
u, =Un

antes de aplicar as condicoes é necessario definir as expressoes dos deslocamentos. Sao

elas:
k

®) _
z +
u? . (Asv] — Bsvy ),

~(3) o + _
u: = —k (C’;;wdo — Dgwdo) ,

IF z

Com os deslocamentos conhecidos as condi¢oes sao aplicadas. As duas igualdades

abaixo sdo encontradas:
k‘L (Ag’l);i: — Bg”l)go) = —k'z (ng;}; — Dgw;{)) s (3254)

]{JL (A4U2; - B4UJO) =—k (04(,(}3; — D4(UJD) . (3255)

xT

Todas as igualdades encontradas serao usadas para encontrar as relacoes entre as cons-
tantes A, B,,, C,, e D,, onde n = 2, 3 e 4. Estas relacdes permitirao que os deslocamentos
u, e u,, de cada regiao, sejam encontrados em funcao de uma tnica constante. O que é

necessario para realizar o célculo da constate de normalizacao.

3.3 Relacoes

Foram encontradas na secao 3.2 12 equacoes. Aqui serao divididas em quatro grupos

k
(a, b, ced), com a = e
O grupo “a” contém trés equagoes, onde (1), (2), e (3) sao referentes as interfaces que

corresponde aos pontos do eixo z equivalente a —% e —d,, respectivamente.

(1)i (Asvy + Bovg ) = s [(r, — 1) Cow; — (r, + 1) Dowy |
a=19 (2)a(Aw; — By ) = (Cowy — Dawy) (3.3.56)
(3)a (AQ'U;O — Bgvjo) = (CML — DQw(J{O) ,

com as equagoes do grupo “a” encontra-se a relacao %. Primeiro isola-se C5 na equagao



8.3, RELACOES 50

(3),
Cy = awd (Agvd — Bgvd ) + Dgwjow:{o. (3.3.57)

Substituindo Cy na equagao (2), do grupo “a”, encontra-se Do,

_ @ +Y
D, = T or —fr [(A2vy — Bovd ) wy — (Axvg, — Bov] ) wy | . (3.3.58)

Proximo passo substituir Dy na equacao (3.3.57), para encontrar Cy como na seguinte

equacao:

Oy = a

- — [(A2vy — Bovd ) wy — (Asvy, — Bovyj Jwy |, (3.3.59)

- ¥
W, Wz — Wy Wy,
como os valores de wi{o e w, foram definidos anteriormente, entao:

+ — _kz £_du +, = _ ka; A_do
Wy Wy =€ [k (3 )], Wy Wy = elt= (3 )], (3.3.60)

logo,
L
Wi wy —wywy = —2sinh {k& (5 - do)] (3.3.61)

Substituindo (3.3.57), (3.3.58), (3.3.60) e (3.3.61) na equacao (3) do grupo “a” obtém-se

a razao: .
By _ —W’Q_ ~ Y (3.3.62)
Az Uavy — Ud

com,

By = 84 — —sinh [k: (5 - do)] . by =06, + — sinh [k (£ - do)} . (3.3.63)
as 2 as 2

s fi (L) confi (Soa)] sen

As equagoes (4), (5) e (6) compdem o grupo “b” sao referentes as interfaces do pogo

que correspondem aos pontos % e d, do eixo z respectivamente. Com este grupo sera

A4

realizado o calculo da razao o

(4)i (Agvy 4+ Byv3) = s [(r, = 1) Cawy — (r, + 1) Dywy |
b= (5) « <A4’U; — B4U2_) = (C4OJ;_ — D4w2_) (3365)
(6) (ijo - Bw;o) = (C4w:[o — D4wgo) ,

O calculo da razao + pode ser efetuado de duas maneiras: (i) efetuar o célculo da mesma

forma usada para encontrar a razao 22, s6 que usando as equagoes (4), (5) e (6), ou (ii)

B ?
partindo das equagoes (3.3.59), (3.3.58), efetuando o ultimo passo feito para encontrar 22
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e usando as seguintes relacoes:

A2—>B4 CQ—>D4

e (3.3.66)
BQ — A4 D2 — C4.

As relagoes da equacio (3.3.66) podem ser usadas uma vez que se referem as interfaces
correspondentes aos mesmos materiais semicondutores, (AlAs) e (InAs). E necessario
também levar em consideracao os pontos no eixo z em que elas se encontram.

Assim tendo em vista as duas maneiras para resolver este problema, as seguintes

expressoes serao encontradas:

«

s [(Awf — Bovy)wy, — (Awl — By ) wi ], (3.3.67)
Dy=————— [(Aw§ — By ) wi — (Al — Byug ) wi]. (3.3.68)

Wy, Wy — Wy Wy,
Com os valores de Cy e D, encontrados, substituindo-os na equagao (4) do grupo b,
obtém-se a razao abaixo:
+ + + +
By v, —thavg vy —wy, Ay

= = = G0 _ 2 3.3.69
Ar vy =y vy —ihguy,  Bo ( )

Diferentemente dos célculos usados, até aqui para encontrar as razoes A—z e =i, para

[T

calcular as proximas relagoes sera necessario relacionar as equagoes do grupo “c” com as

do grupo “d”.

( (7) % (Agvd + Bgvd ) — 5 (C’gwgo + Dijl'o) =s (ng;o + Dgw(}:)
c=19 (8)ip,sr (Cowy — Dowy ) = (Cawy — Dawy) (3.3.70)
(9) a (Asvy, — Bsvy ) = (Caw,, — Dswy ),

( (10) % (A4Ujl; + B4UJO) — s (C4w;[0 + D4wgo) =3 (ng;{o + Dgwgo)
d=4q (11)ip,sr (Caw, — Dywy ) = (Cswj — Dswy)) (3.3.71)
(12) (Agv;o — Bg'l);()) = (ngjo — Dgw;o) )

\

Usando as equacoes (9) e (12) encontra-se as constantes:

«

= +\ 7+
D3 = LWl —wgwy [(Asv; — Bsvy ) wy — (Asvy, — Bsu) Jwy |, (3.3.72)
Cy = — o [(Asv — Bsvy ) wy — (Asvy, — Bsvg Jwy |, (3.3.73)

+
Wy Wy, — Wg Wy

com,
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L L
Wy wy — Wy wy = —2sinh [kz (5 - do)] , wiwy +wywy = —2cosh [kz (5 - do)] :

Usando as equagoes (7) e (10) a relacao lc)—g’ serd calculada. O primeiro passo sera
montar um sistema de equagoes com (7) e (10) que serao igualados as constantes Ly e Ly,

como na equacao abaixo:

{ % (Aavg, + Bovg ) — (Cowy, + Dowy ) = (Cswy, + Dawy, ) = Lo (3.3.74)

% <A4U(—it, + B4U;o) — (04&);; + D4(JJ;0> = (ng;; + D3(JJC?O) = L4.

As quatro igualdades que compoem o sistema (3.3.74) originam dois novos sistemas o

(3.3.81) e 0 (3.3.75) que sera usado para encontrar relagoes entre as constantes Lo e Ly,

D3

€ a razao C_B

{ (ngd: + Dgwjo) = LQ (3 3 75)

(Cg(«d;; + Dgwgo) = L4.

O primeiro passo para resolver o sistema (3.3.75) é isolar em ambas equagoes a cons-

tante C3, ou seja,
Cy = Low) — Daw}t, (3.3.76)

Cy = Lyw, — Daw}, (3.3.77)

igualando essas equagoes encontra-se a constante D3 e depois substituindo-a na equacao
(3.3.76) ou na (3.3.77) a constante C3 sera obtida.

_l’_ —
ngdo — L4wdo

Dy — 3.3.78

> 2sinh (2k,d,) ( )
L4w;; — LQMC?O

Cs= 52 hd) (3.3.79)

Com as constantes encontradas é so realizar a divisao g—g que resultard na equacao:

D3 - ng;_o — L4(A)Jo

— = 3.3.80)
- — (3.3.
Cg L4wdo — ngdo
O passo seguinte serd encontrar as relagoes entre Ly e Ly, com o sistema:
1 - + - +)
{ s (A2Udo + Bgvdo) - (ngdo + DQWdD) = L2 (3 3 81)
1 + -\ _ + -\ — -
i (Aavg, + Bavy,)) — (Cawy, + Dawy,) = La.
Para encontrar a razao é—i, serd necessario encontrar os valores para cada termo entre

parénteses do sistema (3.3.81). O termo Ay é posto em evidéncia como na equagio:

B
(Aswy + Byl) = Ay [vgo ; (A—z) ot } (3.3.82)
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substituindo a equagao (3.3.62) em (3.3.82), obtém-se:

_ By _ Povy — vy,
A +( =)o =A4 + | —> . 3.3.83
2 {Ud" <A2) Ud"} 2 | Yo <¢21}2+ — vjo Yd, ( )

O proximo passo sera realizar as operacoes dos termos entre colchetes. Depois substituir

as defini¢oes (3.3.63), (3.3.64) e (3.2.7) para encontrar o resultado abaixo:

L
(szc?o + Bzvjo) = —AyN, {1 —0,cosk, (5 — do>
k L L
+S]:L sinh &, (5 — do) sink, (5 — do> } , (3.3.84)
com,
Nyt =dgvy —vg,, (3.3.85)

redefinindo (3.3.84) encontra-se:
(Asvy + Bouf ) = —A3Nad,, (3.3.86)

com,

_ L L L
d, = {1 — 5, cosk, (5 - d,,) + S"Z” sinh k, (5 -~ do) sin ki, (E - do) } . (3.3.87)
L

Para calcular (Cow; 4 Daw, ) serd necessario multiplicar as equagoes (3.3.58) e (3.3.59)

por wj[o e wy , respectivamente. Encontrando as equagoes:

Asvy — Bavy) — (Ayuy, — Bovf Jwowy ], (3.3.88)

2sinh [k: C((£ — do)} [(

= \2

Cawg, = Agvy — Byvy) — (Aguy, — Bovf ) wiwy ). (3.3.89)

Efetuando a adigdo das equagoes (3.3.88) e (3.3.114), o resultado obtido sera:

_ OZAQ _ BQ
O + D + = _ 4 +
(Cowy, 2wy, ) sinh [k, (5 — do)] \|:U2 <;42) v, }
(#)
B L
- {“Jo - (A_z> UZZ,} cos {k (5 - doﬂ o (3.3.90)
(#4)

E fundamental agora calcular os valores de (#) e (##). Calculo este que sera realizado
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da mesma forma que o efetuado para encontrar (AQUJO + B2v;l:). Consequentemente 0s

resultados encontrados serao:

) =2 st [k (5 = o) +sin i, (5 =) |}, (33.91)

: L. L L
(##) = 2iN, {£s1nh {km (5 — do)] COS {kL (5 — do>]
: L
+0, sin {/& (5 — do)l } : (3.3.92)
Substituindo as equagdes (3.3.91) e (3.3.92) em (3.3.90) encontra-se (Caw; + Daw) ).

sink, ( —do)
ks smhk( do)

L L
—cosk, <§— )coshk (2 do)
k, (3 —d,
5 S ) cosnr, (L) | (3.3.93)
4sinh k do) 2

redefinindo a equacdo (3.3.93) chega-se em:

(CQ(.UJO + Dgw;o) = —AQNQ {1 -+

21 -
(Cgu}d_o + Dgu};};) == ;ZAQNQdQ, (3394)

com,

ok \  sink, (X d) L
— ) 2 hk, | =—d, 3.3.95
< Fa > “sinhk, (5 —d,) T\ 2 (3.3.95)
Agora o calculo a ser resolvido sera (ijo + Bw;o). Inicialmente A, sera isolado.
+ - + Ba\ -
(A4Udo + B4Uclo) = A4 Udo + A_ Uclo s (3396)
4

substituindo (3.3.69) em (3.3.96) obtém-se:

B
|:A4U;ro + (A_4> Udo] A4
4

o
ol + (%—Ud> de] . (3.3.97)

Vs — Yy,
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O passo seguinte seréd efetuar as operacoes dos termos entre colchetes, e substituir as
defini¢oes (3.3.63), (3.3.64) e (3.2.7), e encontrar:

L
(ij[o + B4vgo) = —2A4N, {1 —0,cosk, (5 — do)
ko L , L
+£ sinh k, (5 — do) sink, (5 — do) } . (3.3.98)
ou seja,
(Asvf + Bavy)) = —2A4Nydy, (3.3.99)
com,
Nt =0y — vy (3.3.100)

Falta encontrar agora (C4wjo + D4w;0). O primeiro passo serd multiplicar as equacoes

(3.3.67) e (3.3.68) por w,; e w, respectivamente:

(6 _ — —
04(’0;; = _2sinh [k'l (% — do)} [(A4U;— - B4U2 ) - (A4U2; - B4Udo) Wy W:l;} , (33101)

~ 2sinh [k OZé —d,)]

@ \2

[(Aqvg — Byvy) — (Aguy — Byvy ) wywy ] . (3.3.102)

D4wd0 =

Como foi calculado O4w:lro e Dyw, agora basta realizar a adigao destes dois termos.

_ Ay By -
Cuwt +D N @ [+_<_) }_
(O Prei) = e = | 1~ 5
(3%)
B L
- [Ui, - (A_z) UJO] cosh [’ﬂ (5 - do)} . (3.3.103)
(4%)

A solugao desejada sera alcangada quando (3#) e (4#) forem encontrados. Para encontré-
los sera necessario usar as definigoes (3.3.63), (3.3.64) e (3.2.7). Ao fim dessas operagoes

serao obtidos os seguintes resultados:

oo L[ (£ a)] confi (S-a)]}. waoy

(14) = 2N, {ai sinh {k <§ - d>] {k: (g - d)]
+5, sin [l@ (g - d(,)} } . (3.3.105)
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Conhecendo (3#) e (4#) para obter a solucdo final de (Cyw, + Dyw, ) é s6 substitui-

los na equacao (3.3.104), que resultara na seguinte solucao:

2 sk, \ sink, (% —d,)
+ — _ = L L \2
(Caw, + Dawy,) = s ANy {1 * ( ke ) sinh k, (£ — d,)

L L
_ = = _
cosk, (2 do) cosh k, (2 do)

sk, \ . sink, (£ —d,) L
- 5 Wk, (2 —d,) b (3.3.106
( ka ) “sinhk, (£ —d,) T\ 2 ( )

ou seja,
2%
(Cowd + Dawy ) = — Ay Nydy (3.3.107)
o o S

Considerando a parte esquerda das equagoes que compoem o sistema (3.3.81), ao subs-
tituir o resultado encontrado para cada termo entre parénteses, encontra-se as equagcoes

abaixo:

1 21 _
— (Asvg, + Byv) — (Cowg, + Dowrf)) = — Ao, [dy — ] (3.3.108)

1 21 I
E (A4UC—£; + B4UC?0> — (04002; + D4w;0) = ;ZA4N4 [dl — dg] s (33109)

assim, com os resultados das equagoes (3.3.108) e (3.3.109) um novo sistema sera formado,

ou seja:
Ly=2A,N, [dy — d
P [ — o] (3.3.110)
Ly= AN, [d1 - dﬂ
portanto,
Ly  AsN,
— = : 3.3.111
L4 A4N4 ( )

Para concretizar o calculo das relacoes, que serao necessarias para a solucao deste
problema. As ultimas duas serdo calculadas, através das equagoes (8) e (11) dos sistemas
“¢” e “d”

Comecando com a equacao (8). O procedimento serd o mesmo usado anteriormente
neste topico, para resolver a equagao (3.3.82). Inicialmente usa-se as equacoes (3.3.88) e
(3.3.90) para encontrar (Cow, — Dowy ).

L
(CQ(.U(;O — DQWI()) = 27;C¥A2N2 {5d sin |:kL <§ — do>:|

e | S
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redefinindo (3.3.112), ou seja,
(Cowy, — Dawy ) = 2iaAsNads, (3.3.113)

com,

)
A I Y

Ao substituir o valor do termo (C’chjo — Dgw;[o), na equagao (8) do sistema “c”. Encontra-

se uma forma mais sintetizada para esta equacao, ou seja,
(Cywy, — Dswy ) = —2rsp, Ay Nads. (3.3.115)

Agora o proximo passo envolve a equagao (11) do sistema “d”. Sera efetuado o calculo
do termo (C’4wjo — D4wgo). Seguindo um processo homologo ao utilizado para encontrar

a equagao (3.3.96) obtém-se o seguinte resultado:

L
(C’4w:[o — D4w;o) = —2iaA,Ny {6d sin [/{L (5 — clo)]
1 . L L
+ (£> sinh {kx (5 — do)] cos lkL (5 — do)] }(3.3.116)
isto é,
(Cawj — Dawy) = —2iaAyNyds. (3.3.117)

Para finalizar, o valor encontrado na equagao (3.3.117) sera substituido na equacao (11)

do sistema “d” e originara a seguinte equagao:
(Cswi — Dswy ) = 2rsp,aAyNyds. (3.3.118)

O sistema (3.3.119) sera montado com as equagoes (3.3.115) e (3.3.118), ou seja,

(ng(z) — Dgw;o) = —QOéRAQNgag (3 3 119)
(ngjo - Dgu}go) = 20(RA4N433, o
com,
R=rsp,. (3.3.120)

Com o novo sistema montado, o préximo passo serd encontrar os valores dos termos

do lado esquerdo de ambas as equacoes. Comecando com o termo (C’gwgo - Dgw:[o). Para
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resolvé-lo, a constante C'3 serd colocada em evidéncia,

D
3

O termo entre colchetes seja resolvido, para isso substitui-se a equagdo (3.3.80) no lugar

do termo %.
3

B D3 _ ng:lro — L4CL);O
Cs [wdo - (a) w:[(l =C; {wdo — <L4wj " wy |- (3.3.122)

Efetuando as operagoes contidas no termo do lado direito da equagao (3.3.122), e usando

a definigdo (3.2.7), encontra-se:

D.
Cy {w;o - (UJ) wy } — 9N3C3 [Ly — Ly cosh (2k,d,)] , (3.3.123)
3
ou seja,
(ngd_o - Dgw;;) = 203N3M27 (33124)
com,
N3t = Lyw] — Lowy, My =[Ly — Lycosh (2k,d,)] . (3.3.125)

Para resolver o termo (ng:l; — Dgwcjo), o processo utilizado serd similar ao efetuado

para o termo (Cswy — Dswy ), logo,

(C’gwjo — Dgw;o) = 2Nj [L4 cosh (2k_d,) , — Lo (3.3.126)
ou melhor,
(ng;ro — Dgde) = 203N3M4, (33127)
com,
M, = [Lycosh (2k,d,) — Lo . (3.3.128)

Substituindo as equagoes (3.3.124) e (3.3.127) no sistema (3.3.119), encontra-se:

03N3M4 = O[RA4N483.

Considere o sistema (3.3.129), o proximo passo é realizar o quociente entre suas equa-

¢oes, logo,
M2 B AQNQ

M, AN,

(3.3.130)
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Substituindo a relagao (3.3.130) em (3.3.111) encontra-se a equagao:

Ly M,

— = —— 3.3.131
= (3.3.131)

na equacao (3.3.131) de M, e M, serao trocadas por suas defini¢oes, as equagoes (3.3.125)

e (3.3.128) respectivamente, ou seja,

L2 . L4 — L2 cosh <2k1do)

— =— 3.3.132
L4 L4 cosh (2/41 do) — L2 ’ ( )
portanto,
L3 —L3=0, (3.3.133)
ou melhor,
A equagdo (3.3.134), possui duas solucoes que serdo escritas abaixo:
e Caso 1 Lo—L,=0 — L2:L4,
e Caso2 : L+ Ls;=0 =— Lo=—1L4.
Quando Ly = Ly, os valores de My, My e N;l serao:
My = —2Lysinh? (k, d,), (3.3.135)
My = 2Ly sinh?® (k,d,) , (3.3.136)
N; ' = 2Lysinh (k,d,), (3.3.137)

ou seja, comparando as equagoes (3.3.135) e (3.3.136), ou aplicando a condi¢ao na (3.3.131)

uma relagao entre M, e M,y vai ser encontrada.
M, = —Ms, (3.3.138)
seguindo o mesmo principio s6 que agora com a equagao (3.3.130) obtém-se:
AgNy = AyNy. (3.3.139)

Para finalizar a analise do primeiro caso, troca-se as constantes M, e N3 da primeira equa-
¢ao do sistema (3.3.129) pelos seus respectivos valores, as equagoes (3.3.135) e (3.3.137),

encontra-se:

Cssinh (k,d,)
OéRag .

A partir desse momento o segundo, Ly = — Ly, serd estudado. O processo da analise
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serd o mesmo usado quando Ly = L4. Inicialmente sera aplicada nas equagoes (3.3.128),

(3.3.125) valores para M, My e N; ' serdo encontrados.

My = 2Ly cosh? (k,d,), (3.3.141)
My = 2L4cosh? (k. d,) , (3.3.142)
Nyt =2L,cosh? (k,d,), (3.3.143)

ao comparar as equagoes (3.3.135), (3.3.136), ou aplicar a condi¢do na equagio (3.3.131)

uma relacao entre M, e My, isto é,

M, = M, (3.3.144)
a proxima relacao sera encontrada fazendo Ly = —L4 na equacao (3.3.130).
AQNQ == —A4N4, (33145)
logo,
Cs5cosh (k,d,
AN, = Seeosh (k.do) (3.3.146)
O./Rd3

3.4 Calculos de deslocamentos

Na secao 3.1 as expressoes para os deslocamentos foram citadas. Estas equacoes
sdo muito genéricas e dependem de varias constantes, vide as equagoes (3.1.4), (3.1.5) e
(3.1.6).

Nesta secao o objetivo é calcular outras expressoes para os deslocamentos que sejam
em funcao de apenas uma constante e assim tornar possivel o calculo da constante de
normalizagao. Para tais calculos, seri necessario as constantes e relagoes encontradas nas
secoes 3.2, 3.3, além dos deslocamentos da secao 3.1.

A secao seré iniciada com o calculo da componente x do deslocamento, u,, e finalizada

com o calculo da componente z, u,.

3.4.1 Calculo do u,

Esta secao tem como objetivo encontrar a componente  do deslocamento, para as

regioes dy < z < % e —% < z < —dy, 2 e 4, respectivamente, uma vez que nas barreiras
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os deslocamentos decaem exponencialmente.

Inicialmente seré calculado o u, da regiao 2, ou seja,

u® =k, (Age™e® 4 Bye *1%) —ik, (Cyel=* 4 Dye 7). (3.4.147)
p q

p (2) ¢ 41 ] d C d
ara encontrar uy € necessario encontrar os valores de p e q. Comecando com p, a

constante A, é posta em evidéncia, observe a equacao:

p — A2 |:6sz2 + <_2) e_lkLZ:| , (34148)
Ay
agora o termo % seré substituido pela equagao (3.3.62), logo,
; vy — Uy, —i
= Ay |eFr? 4 | 2 | e *eE| 3.4.149
p 2 (€ + <¢2U3_ — U;; € ( )

O proximo procedimento é usar as defini¢oes (3.2.7) e (3.3.63), depois efetuar as operagoes

dos termos entre colchetes assim o valor de p seré:

L
p = 245N, {(5dcoskL (Z—l—E) —cosk, (d, + 2)

1y . L , L
— <£> sinh k, (5 - do) sink, (5 + z) } . (3.4.150)

O passo seguinte serd encontrar o valor de q. Lembrando-se das defini¢oes de Dy e Cy

as equagoes (3.3.58) e (3.3.59). A primeira coisa a fazer é multiplica-las por e *=* ¢ e=?
respectivamente. As duas equacoes abaixo serdao obtidas:
Cgek“'z = a (AQUQ_ — BQU;_) el (ztdo)
2sinh [k, (£ —d,)]
— (Ayvy, — Byv] ) e (=+3) } (3.4.151)
Doye Fe® = a (Avy — Bovy) e Fa(ztdo)
2sinh [k‘z (% — do)]

— (Ayvg, — Byvf ) e he(=73) } (3.4.152)
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portanto,

kyz —k,z — & - +
(Cae"* + Dye™"s?) Y \(A2v2 - Bov,) )Jcosh k. (d,+ z)
(%)
— (Asvy, — Bovy ) cosh k, (g + z) : (3.4.153)

(%)

O valor final de ¢ sera conhecido quando (x) e (xx) forem encontrados. Estes dois termos
sao similares ao termo antes chamado de p, entao, para calcula-los o procedimento seré o

mesmo realizado para p.

: L . L . L
(x) = 21 A3 Ny {<£> sinh &, (5 - do) +sink, (5 - do)] : (3.4.154)
. . L 1Y . L
(**) = 22A2N2 |:5d sin kL (5 — do) + (@) sinh ]ﬂz (5 — do> X

L
x cosk, (5 — do)l : (3.4.155)

logo, o valor final de ¢ é:

QiAQNQOé 1 . L
S hk. (d, ~ Vsinhk (Z—4q,
1 sinh &, (L — d,) {COS . (do +2) [(as)sm - (2 )

. L L ) L
+sink, (5 — do>] — cosh k, (5 + z) [(5d sink, <§ — do)
Ly . L L
+ (@) sinh k, (5 - do) cosk, (5 — do>] } . (3.4.156)

Tendo em vista os valores calculados para p e ¢q. Tais valores devem ser colocados em seus

respectivos lugares na equagao (3.4.147), chega-se no valor de u§;2), a equagao:

L
u? = 24,Nok, {— cosk, (do + z) +6,cosk, (z + E)

1 L L
— (@) sinh km (5 — do) sin kL (5 + do)
1 L L
— =) sinhk, (2 —d,)sink, (2 —d, )| x
sinhk, (d, — %) as 2 2
1 L L
x coshk, (d, + z) — [(—) sinh k, (— — do> cosk, (— — do)
) s T\ 2 "\ 2
L L
+0,sink, (5 — do>] cosh k, (5 + z) }} : (3.4.157)
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Na equacao de uvg,?) observa-se que as fungoes “sin”, “cos” e “cosh” possuem o termo:
(% + z), em seus argumentos. Lembrando que d, = %. A parte do argumento referido
seré reescrita de acordo com as seguintes expressoes:
d =L L L
e e (0 = —d, 3.4.158
L gyt 5 12 ( +z)—|—<2 ), ( )
logo,
L L
sink, (E + z) = sink, {(do +z) + (5 — d,,)]
L L
cosk, (5 + z) = cosk, {(do +2) + (E - do)}
L L
cosh k, Stz = coshk, |(d, + z) + 5~ do || - (3.4.159)
Com o novo argumento das funcoes “sin”, “cos” e “cosh”, aplica-se as relacoes

trigonométricas e hiperbdlica da soma dos angulos, onde cada termo entre parénteses
significard um angulo. Encontrada as novas relagoes elas irdao substituir suas respectivas

fungbes na equagao (3.4.159), o que vai gerar a equagao:

L L
uw? = 24,Nok, < |—1— K2 ) sinh ko (= —d, ) sink, (= —d,
sk, 2 2
L L
+d,cosk, <§ — do>] cosk, (z+d,) + {(SIZ) sinh &, (5 — do) X
L . L .
x cosk, §—do +,sink, §—do sink, (z+d,)
k, ke \ . L . L
hk, | = —d, hk, | = —d,
T sinhk, (£ = d) {Ksh)sm (2 )”m (2 )
. L L ke \ . L
—0,sink, (5 - do) cosk, (5 - do) - <skL> sinh k,, <§ - do> X
L L
x cosk, <§ — do> cosh k, (5 — do)] coshk, (z +d,)
: L . L ky
- [5d sink, <§ — d0> sinh &k, <§ — do) + (skL> X
. 19 L L .
x sinh” k, 5 d, | cosk, 5 d, || sinhk, (z4+d,) ¢ ¢ - (3.4.160)

A equagdo (3.4.160) pode ser reescrita de maneira mais simples 2], quando alguns
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termos forem redefinidos, e chamados de d;, ds e ds.

xT

C) - —2A4,Nok, {31 cosk, (z +d,) +dssink, (2 + d,)

1 (= sk
+§ |:d2 coshk, (z+d,) — ( kL

€T

) dssinh k(2 + do)] } . (3.4.161)

com,

_ L k. . L ) L
di=1—-6,cosk, (E - do> & . (5 — do) sink, (5 — do) , (3.4.162)
L

; L
(_ZZ — 14 (Sk’ ) Slnk (2L do) o COSI{?L (£ _do> COShk’w <£ _do)
k; ) sinhk, (5 — do) 2 2
L _
_ <5k > 5 sink, (2L do) cosh k, (£ - da) , (3.4.163)
k. “sinh k, (5 do) 2

_ ko \ . L L . L
dz = (skL> sinh k, (5 - do) cosk, (5 - do) +0,sink, (5 - do) : (3.4.164)

Para finalizar o calculo da componente x do deslocamento falta o u, para as interfaces
da regiao 4, ou —% < z < —dp, que pode ser executado de duas maneiras. A primeira é um
processo similar ao usado para calcular u, da regiao 2. A segunda forma foi justamente a

usada. Aproveitando que existe simetria entre a regiao 2 e 4. Fazendo uma mudanca de

varidveis da forma dy — —dj e % — —=, obtém-se as relagoes abaixo:
d, — d;
dy — dy
d3 — —ds (3.4.165)
Ny — Ny
Ay — Ay

Aplicando a mudanca, dy — —dy e % — —% e as relagoes (3.4.165) na equacdo

(3.4.161), encontra-se ul para a regiao 4.

x

ul) = —24,Nyk, {El cosk, (z — d,) — dssink, (z — d,)

1= k \ -
+- [dg coshk, (z —d,) + <sk L) dzsinh k(2 — do)] } . (3.4.166)
s

xT
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3.4.2 Calculo do u,

Esta secao tem como objetivo demonstrar o calculo da componente z do desloca-
mento, para as interfaces das regioes dy < z < % e —% < z < —dy. Comegando com u,

na regiao 4.

u? =k, (Age’r® — Bge_"k'bz)l—lfm \(Cgekmz — Dye™*+%) . (3.4.167)

—~ N

a b

. L. . . ~ 2 ~
A Principio os dois termos, denominados de “a” e “b”, que Compoeu,(Z ) deverdo calculados.

O processo para encontrar “a” é andlogo ao efetuado para “p”. Logo,
. ) L
a = 2iNyAy<9,sink, 5 +z (3.4.168)

1 L L
+£ sinh k, (5 - do) cosk, (5 + z) — sin (d, + z)} : (3.4.169)
Agora é necessario encontrar o valor de “b”. Lembrando-se das equagoes (3.4.151) e
(3.4.152) encontradas na secao 3.4.1, o passo seguinte é realizar a subtraciao CheF=* —

—k .
Dye "% ou seja,

[0}
"o Agvy — Byvy ) 2sinhk, (d, 3.4.170
2sinh k| (do_é) \( 2Usy 21)2) sinh k, (d, + 2) ( )

(3%)

L
— (Ayvy, — Byv) ) 2sinh k, (5 + z> . (3.4.171)

(4)

Ao observar a equagao (3.4.171) percebe-se que existe dois termos entre parénteses que
depende de A e By que serao denominados de (3x) e (4x). Estes dois termos poderao ser

calculados de maneira analoga ao processo feito para encontrar “a”.

: I L _ L
(3%) = 2iAs Ny [@ sinh k, (5 - d0> +sink, (5 - do>} : (3.4.172)

. : L I . L L
(4%) = 2iAs Ny {5(1 sink, (5 — do> + o sinh k, (5 — do) cosk, (5 — d[))] ,
(3.4.173)
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portanto, o valor de “b” sera:

as + sinh &, (% — do)

L 0, sink (L—do)
sk | = —d, d LAz . (3.4.174
€08 L<2 >+ sinhkx(é—do)]} (8.4.174)

b = —2iA;Na {sinh ky (dy + 2)

L
—sinh k., (— + z)
2
() 4

Substituindo os valores de “a” e “b” na equagao (3.4.172) uma nova expressao para uz

1 sink, (L —d,) ]

determinada, isto é,

: , L 1Y . L
u? = —2iA;N, {kL {5(1 sink, 5 + z) + (E) sinh k, (E — do) X

L
x cosk, (5 + 2z ) —sin (do+z)] - k‘za[sinhkx (do + 2) %

» <(&i) cost, (5 — o) + 5;;?::&:1?)]}- (3.4.175)

(AP 2 (13 7

A expressao encontrada para u, é composta com as funcoes “sin”, “cos” e “sinh”.

O argumento destas funcoes possui o termo (% + z) Lembrando que d, = %, observe:

d =L L L
R (P = —d, 3.4.176
L gyt k 5tz ( +z)+<2 ) ( )
Tendo em vista a equagao (3.4.176), o argumento das fungoes “sin”, “cos” e “sinh”

podem ser rescritos como:

sink,

(§+z) = sink, [(d0+z)+(§—do)]
cosk, Es +z> = cosk, l(do—l—z) + <§ —do)}

L L
sinh k, ) + z) = sinhk, [(do +2) + (5 - d(,)} (3.4.177)

Ao analisar a equagao (3.4.177), percebe-se que os termos entre colchetes contém dois
termos entre parénteses que formam uma soma, assim as relacoes trigonométricas e hi-
perbolicas das somas dos angulos poderao ser aplicadas e novas expressoes encontradas.

Com estas novas expressoes substituidas em seus respectivos lugares na equagao (3.4.175),
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encontra-se a equacao:

u? = —2iA,Ny$k, |1 -0, cosk, £—Ulo + Fa X
2 sk,

L L
x sinh k., (5 — d0> sink, (5 — do)} sink,(d, + z)
. L k. \ . L
— [5(1 sink, (5 —do) + (skL) sinh k, (5 —do) X
L k. sk
X cos k, (5 —do)] cosk,(d, + z) — {(skL> {1+ ( :) X
d

; L _
X S,m by (2L do) —cosk, <£ — do> cosh k,, (£ —d,
sinh k,, (5 — do) 2 2

ink, (£—d,
KL 5 S'ln L(2L ) cosh k, £_d0 X
k. sinh k,, (5 — do) 2
k L
x sinh k_(d, + z) — {(skx > sinh k, <§ —do> X

L

L L
x cosk, (5 - do> +,sink, (5 - d(,)] coshk, (d, + z)}} (3.4.178)

A equacao (3.4.178) pode ser reescrita de maneira mais simplificada redefinindo alguns

de seus termos [2], ou seja,

qu) = —2iA2N2]€L {C_Zl SiIl kL (do + Z) - 33 COS kL (dO + Z)
ks

S

sk, —

{c_lg sinhk_(d, + z) — ’ ds cosh k, (d, + z)} } , (3.4.179)

L x

, com,

_ L k. . L ) L
di=1—-6,cosk, (5 — do) + " sinh k., (5 — do) sink, (5 - do) , (3.4.180)

L

- sk, sink, (£ —d,) L L
dy = 1+4L—*122 —cosk, | = —d, ) coshk, | = —d,
2 Tk, sk, (£ —d,) N <2 >C°S (2 )

sk, . sink, (¥ —d,) L
——L5 2 hi, (= —d, |, 3.4.181
k. “sinhk, (% — do) o 2 ( )
- k., . L L . L
ds = ok sinh &, (5 — do> cosk, (5 — do> +0,sink, (5 - do) ) (3.4.182)

Uma vez que o valor de u, para as interfaces contidas na regiao dy < z < % foi

encontrado. O proximo passo seré calcular o u, para as interfaces da regiao —% <z<
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—dy. Este calculo é idéntico ao executado na secao3.4.1 para ug(f), logo,

z

W = ANk, {81 sink, (z — d,) + ds cosk, (z — d,)

ke |- k
_Tz {dz sinhk, (z — d,) + (SkL

Sk, T

) dscoshk,(z — do)] } . (3.4.183)

3.5 Campo Elétrico

O campo elétrico em um ponto ¢ uma grandeza vetorial. Neste caso como o estudo
é realizado em semicondutores de baixa dimensionalidade, ou seja, uma das dimensoes
é muito menor do que as outras, isto é um caso bidimensional. Como definido desde o

inicio as coordenadas retangulares que compoe o sistema serao, x e z. Logo,

E=(FE,0,E,), (3.5.184)
as componentes do campo para as interfaces contidas nas regioes d, < z < % e —% <z<
—d, serao calculadas a partir das seguintes defini¢oes:

E,=—p, [u* —su” ], E.=—p,[u(z)—su?)]. (3.5.185)
O campo elétrico na regiao 3 ou |z| < d,, é dado por:
E = [(Cs¢¥s7 + Dse™%+7) 0, —ik, (Cse™=* — Dye =*)] ellthe—et), (3.5.186)

3.5.1 Calculo do FE,

Nesta segao o objetivo é encontrar as componentes x do campo elétrico para a regiao
2 e 4, que serao denominadas como E® e BW respectivamente. O célculo para EP

tem inicio quando a componente = do deslocamento, a equacao (3.1.4) é substituida na
defini¢ao (3.5.185), ou seja,

E? = —p k, (Ase’®e® + Boe ™1%) +ip sk, (Coe®* + Dye*+?) . (3.5.187)

Na equacao anterior, (3.5.187), a densidade de carga p, é colocada em evidéncia, deixando

assim a equagao dividida em dois termos chamados de () e (27), como na seguinte
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equacao:

B2 = —p, d ko (Aoe®e® 4+ Bye ®1%)] —s ik, (Coe®* + Do) V. (3.5.188)

-~ -~

() (2v)

Proximo passo serd encontrar o valor de (v) e (2y). Os termos (Coe*** + Doe Fe7) e

(Age™ 1% + Bye™*17), foram resolvidos na se¢io 3.4.1, logo,

L
(v) = 243Nok, {5d cosk, (z + 5) —cosk, (d, + z)
1 . L , L
— (£> sinh k, (5 — do> sink, (5 + z) } , (3.5.189)

2A5Noask 1 L
o 2218 L coshk, (d,+z) || — |sinhk, [ = —d,
sinh k, (5 — do) as 2

. L L _ L
+sink, (E — do)] — cosh k, (E + z) [5d sink, <§ — do)
1 . L L
+ (E) sinh k, (5 — d0> cosk, (5 - do)] } . (3.5.190)

O passo seguinte sera substituir as equagoes (3.5.189) e (3.5.190) na equacao (3.5.188).

(27)

L 1 L
E® = —2p ANk, {(5d cosk, (z—l— —) - (—) sinh &, (— — do) X
2 as 2
) L
X sin k, Ste) - cosk, (dy + z) — cosh k, (d, + z) — (as) x

sink, (£ —d,) sink, (£ —d,)
X
sinh k, (£ — d,) sinhk, (5 — d,)

L L L
x cosh k, (5 + z) +cosk, (5 — do) cosh k, (5 + z) } . (3.5.191)

Ao observar a (3.5.191) percebe-se que existe muita semelhanga com a equacao (3.4.157).

coshk, (do, + z) + (asé,)

Efetuado o procedimento como feito na equagao (3.4.157) obtém-se:

T

E® = 2poA2N2kx{le cosk, (z+d,) + dssink, (= +do)

_ k
+ds cosh ky (2 4+ d,) — (Sk L

T

) dzsinhk, (z + d,) } (3.5.192)

Para finalizar a expressao de Egl) serd calculada. FKEste campo é representado pela
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defini¢ao (3.5.185) quando a equacao (3.1.6) for substituida, ou seja,

E; = —p,ky (Ase™r® + Bye " 1%) +ipysk, (Coe™* + Dye 7). (3.5.193)

Como feito anteriormente, a principio p, serd colocado em evidéncia. E mais uma vez dois

termos sao formados, e denominados de (37) e (47) como mostrado na equagao abaixo:

E} = —p,{ [ky (Ase™® + Bye *2?)] —s [ik, (Cye™* + Dye )] 5, (3.5.194)
(39) (47)

Agora é necessario encontrar o valor de (37) e (47). Inicialmente sera realizado o calculo
para (37), no qual as defini¢des (3.2.7) e (3.3.69) serdo de fundamental importancia. O
processo a ser executado serd semelhante ao utilizado no célculo de “a” da equagao (3.3.74),

logo,
L
(3v) = 2A4N4k, <6, cosk, | z— 5 ) —cos k, (d, — )

1 L L
+ (@) sinh k, (5 - do) sin k, (5 - z) } : (3.5.195)

para obter (4v), multiplica-se as equagoes (3.3.67) e (3.3.68) por ef=* e e~** respectiva-

mente, proporcionando os seguintes resultados:

o _ L
G = (Z—d,) [(Aw; ~ Buvy ) e
z \ 3 o
~ (A, = Buvy) (5] (3.5.196)
s oY N k(s
Dye ke ST (L — ) [(Aw; — Byv, ) e~ ka(z—do)
€T 2 o
— (Aguf = Byy) e (50) ], (3.5.197)

Somando as equagoes (3.5.196) e (3.5.197), depois multiplica-se o resultado por ik,, obtém-

se a seguinte equagao:

1ok,
sinh k,, (£ — do)

2

(47) =

(Aqwy — Byvy ) coshk, (z — d,)

(1)

L
— (A4Ujo — Bw;{)) cosh k, (z — 5) . (3.5.198)

v~

(2)
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71
A expressdo de (47) possui dois termos denominados de (1) e (2)

Estes termos foram

1 L L
—22A4N4 |:(£) sinh k:r: (Z - 5) + sin kL (5 — do>:| s

. . L 1Y . L
(2) = —2ZA4N4 |:5d Sin kL (E — do) + (£> sinh k}x <Z — 5)
x cosk, (£ - do)} ,
2

(3.5.200)
substituindo as equacoes de (1) e (2) em (3.5.198), encontra-se o seguinte resultado:

1 ink, (&
(4y) = 2A4N4akx{(—> cosh ky (2 — d) + —— . 5
as

sinh k,, (%

calculados na secao 3.3, as equagoes (3.3.104) e (3.3.105), logo,

(1) =

(3.5.199)

— do)
_ do)
ink, (£ —d, L
— 9, S_m L (2L ) cosh k,, (z — —)
sinh k, (5 — do) 2
1 L L
— (E) cosk, (5 - do> cosh k, (z - 5) } . (3.5.201)

A gora que os valores de (3) e (47) sao conhecidos, substituindo-os na equacao (3.5.198)
uma solucao para EY sers encontrada.

X
x cosh k, (z — d,)

EW =

) sinh k,, (£ — do> X
s 2

sin k, (z - 5) —cosk, (z —d,) —coshk, (z —d,) — (as) x

L 1
—2A4Nykp, {(5d cosk, (5 — do> + (
L

sink, (£ —d,)
Siob ks (£ —d,) coshk, (z — d,) + (asd,)

sink, (£ —d,)

sinh ky (£ — dy) |

L L L
x cosh k, (z — 5) + cosk, (5 — d,,) cosh k, (z — 5) } . (3.5.202)

com a intenc¢do de simplificar a expressao (3.5.202), e deixa-la de uma maneira mais

pratica de analisar e de manipular futuramente, usa-se:

o =

=4

L L

Y (O A A 3.5.203

£=d,+ (-=3) - (5-0) (5209
a expressao (3.5.203) sera usada nas fungoes “sin”, “

, “cos”

e “cosh” que possuir o argu-
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L

mento igual a (z — 5), ou seja,

sink, (z— ) — sink, {(z—d,ﬁ—(é—doﬂ
R

cosk, (z -
L

it (= £) = it eoay (Eoa)] s

Nos novos argumentos encontrados em (3.5.204) existe uma subtragao de dois termos,

ol o

entao para finalizar as relagoes trigonométricas e hiperbolicas da diferenca dos angulos

serao utilizadas. As expressoes encontradas serdao substituidas na equagao (3.5.202), por-

L 1
EW = —2p ANk, { [—1 + 6, cosk, (— — do) — (-) X
2 as
L L
x sinh k, (5 — do) sink, (5 — do)] cosk, (z —d,)
. L 1Y . L
l—i—5d sink, (5 - d0> + (@) sinh k, (5 - do) X
L
xcosk, | = —d, | |sink, (z —d,) + Ky -1
2 k,

: L ; L _
—(as) sin K, (2 do) + <a55d) S.m s ( do) X

sinh &k, (% — do)

L L L
x cosh k, (5 — do) +cosk, (5 — do) cosh k, 5~ do>] X

L
x coshk, (z —d,) + [— (asd,)sink, (5 —d,

tanto,

L L
—cosk, (5 — do> sinh &, (5 - do)] sinh k, (z — do)} : (3.5.205)

4)

da mesma forma que foi feito no célculo de ul , a equacao de EWY pode ser redefinida

COomo:

EW = 2p0A4N4kx{31 cosk, (z —d,) — dzsink, (z — d,)

_ k
+dy cosh k, (2 — d,) + <Sk L

T

) dssinh k, (2 — do)} : (3.5.206)
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3.5.2 Calculo do FE.,

Na secao anterior foi calculado a componente x do Campo Elétrico para as regioes
d, < z < % e —% < z < —d,. Considerando estas mesmas regioes aqui sera efetuado o
calculo da componente z, ou seja, E?) e E§4).
A expressao de Y 6 proveniente da definicdo dada pela definicao (3.5.185) quando,
a equacao (3.1.4) for substituida.
E? = —p,k, (Age*r® — Bye™®e?) 4 p sk, (Caes* — Dye™"e2) (3.5.207)

z

A partir daqui o processo executado é analogo ao efetuado para encontrar F, na secao

3.5.1. Primeiro —p, é posto em evidéncia, logo,

B2 =, { [k (A" — Bae™7)] s [k (G — D] 8 (35208

(57) (67)

a equagao (3.5.208) possui dois termos que foram denominados de (57) e (67). Os termos
(Age™? — Bye™™*17) e (Chel* — Dye %) foram calculados na se¢io 3.4.2, ao multiplica-

los por k, e sk,, respectivamente, encontra-se os valores de (5v) e (67).

L
(5’}/) = QiNQAQkL {5d Sin’L (5 + Z)

1 . L L .
+ (E) sinh k, (E — do) cosk, (5 + z) —sin (d, + z)} , (3.5.209)

1 sink, (é — do) ]

as | smhk, (£ —d,)
L §,sink, (£ —d,
cosk, (5 — do) I} G )] } {(3.5.210)

(67) = —2iAsNo2k, as {sinh ke (dy + 2)

L
—sinh k,, (5 + z)

com os valores de (57) e (67) ja conhecidos, substituindo-os em (3.5.208), encontra-se a

sinh k, (é — do)
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equacao:

. . L 1 ) L
E§2) = —2ip, AsNok, { [5d sink, <§ + z) + (@) sinh &, (5 - da) X

L
x cosk, (E + z) — sin (d, + z)] + (%) sinh k, (d, + 2) [1

{
R UACEYD ]  sinh k. (g . > y
x [(as) cosk, (g - do) + (sé,) sin (5 — do) ] }} . (3.5.211)

~ 2 . . . . . L .
Pode-se reescrever a expressao de Eé) deixando-a mais simplificada e mais facil de

manusea-la. Este procedimento sera semelhante ao efetuado na secao 3.4.2 com a equacao
(3.4.175) e seu resultado sera:

Eg = 2ipoA2N2kL {31 sin kL (Z + do) — C_lg COS /CL (Z + do)

+ (%) {82 sinh k, (2 + d,) — (S:L> ds cosh k, (2 + do)} } . (3.5.212)

L €T

Como no calculo de B ao substituir u? e u?_, neste caso a equagao (3.1.6), em

IF?
(3.5.185) encontra-se uma expressao para E§4), ou seja,

El = —p,k, (Ase™* — Byem™1%) 4 p sk, (Cae™* — Dye %), (3.5.213)

P 50 de B foi usad lcul
ara encontrar a equagao e P usa-se 0 mesmo processo que Ol usado para calcular as

outras componentes do Campo. Primeiro —p_ serd posto em evidéncia, o que ocasionara

na subtragao de dois termos que serao denominados de (77) e (8y).

E;=—p

o

k, (A4eikLz — B4e_ikLz) -5 [kw (0461"’”2 — D4e_kzz)] , (3.5.214)

(. J (. /

(77) (87)

O proximo passo sera encontrar os valores de (77) e (87y), a partir das definigoes (3.2.7)
e (3.3.69). O processo executado sera parecido com o usado para calcular o termo “a” da

equagao (3.3.74). Ao fim deste processo encontra-se a equagao:

. . L 1\ . L
(7Tv) = 2iA4N4k, {(5d sink, <z — 5) — (E) sin k,, (5 _ do) %

L
X cosk, (z - 5) —sink, (z — do)} : (3.5.215)

com as equagoes (3.5.196) e (3.5.197) encontra-se Cye*»* — Dye =%, Multiplicando este
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resultado por k, a seguinte expressao serd encontrada:

ok, L
(8y) = _sinhk (£ —d ) \(A4U2+ — By, )JSlIlh ky (2 —d,)
’ 3)
L
— (A — Byvy) sinh k, (z — 5) : (3.5.216)

(4)

A equagao (3.5.216) depende de dois termos que foram denominados como (3) e (4).
Estes termos possuem os mesmos valores de (1) e (2), equagoes (3.5.199) e (3.5.200),

respectivamente. Substituindo tais valores na equacdo (3.5.216) chega-se na expressao:

sink, (£ —d,)
X
sinhk, (£~ d,)

ink, (£—4d, L
x sinh k, (z — d,) — 4, S_m L(2L ) sinh k, (z——)
sinh k,, (5—d0) 2

1 L ) L
+ (E) cosk, (5 — d0> sinh k, (z - 5) } : (3.5.217)

A componente ELY sera calculada quando (3.5.215) e (3.5.217) forem substituidas na

equagao (3.5.214).

as

(8y) = 2iA4Nyk, { (i) sinhk, (z — d,) +

L 1
EW = 2ip A;Nyk, {—5d sink, <z - 5) +sink, (z —d,) + (—) X
as

L L
x sinh k., (5 — do) cosk, (z — 5) + (Z—x) [sinh &k, (z — d,)

sin k (£ B dr)) . L
sinh l; é —d,) sinh &, (z — d,) + cos, (E — do) %

: L sink, (5 —d,) L
x sinh k, (z - 5) + asd, - ];(é — do)) sinh &, (z - 5)] }(3.5.218)

. ~ . . ~ 4 ~
Com a intencao de simplificar a expressao encontrada para E! ), alguns termos serao

+as

reescritos. De acordo com a expressao:

d, =% L L
d j_ L — (Z — §> = (Z — do) — (5 — do) , (35219)
oT 3

b2 13

usando a expressao (3.5.219) nas fungoes “sin”, “cos” e “sinh” que possuirem no argu-

L
2
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mento um termo igual a (z —

Mlh

) , encontra-se:

sink, ( g) = sink, {(z —d,) — <§ - do>]
L L
cosk, ( 5) = cosk, [(z —d,) — (5 - do)}
L L
sinh k, (z - 5) = sinhk, l(z —d,) — (5 - d,,)] . (3.5.220)
Analisando os novos argumentos das fungoes “sin”, “cos” e “sinh” obtidos na equacao

(3.5.220), percebe-se que ha uma subtragao entre dois termos, portanto, aplica-se as
relacoes trigonométricas e hiperboélicas da diferenca dos angulos. Novas expressoes serao

encontradas e substituidas na equacgao (3.5.218) e dara origem a equacao:

. L 1
E§4) = 2ip, AyNyk, { [1 —0,cosk, <§ — d0> + <£> X
L L
X sinh k, (5 — do> sink, (E — do)} sink, (z —d,)
L 1 L
+{(5dsinkL (E_do) + (as) sinh k, ( d)
L
x cosk, (E—d(,)} cosk, (z — ( ){{
ink, (£ —d, k, é d
+<a3> s.m = (2L ) — (a55> Sin 2L
sinh k,, (5 — do) sinh k,, 5 — d
x cosh k, <§ - do> —cosk, (g — do) cosh (

)]
x sinh k, (2 — d,) + [(Ozs5d) sink, (g - d0>

L L
+cosk, (5 - do> sinh &, (5 - do)} coshk, (z — do)}} . (3.5.221)

A equagao (3.5.221) pode ser reescrita simplificadamente como foi feito no calculo das

outras componentes do Campo e dos Deslocamentos, ou seja,

E! = 2ip AyNyk, {31 sink, (z —d,) +dzcosk, (z —d,)

+ (Z—) {EQ sinh k, (2 — dy) + (8:) dy cosh ky (z — do)] } . (3.5.222)
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3.5.3 Campo elétrico na regiao (3)

Como dito no capitulo 3 a barreira compreendida na regiao |z| < d, possui somente
Campo Elétrico, uma vez que u = 0. Tal Campo é descrito através da equagao (3.5.186),

e suas componentes sao:
E, =k, (Cse** + Dye %) | (3.5.223)

E, = —ik, (C3e¥+* — Dye™"7). (3.5.224)

Agora usando algumas das relagdes encontradas na secao 3.3 outras expressoes para o
campo serao calculadas. Aplicando os resultados da equagao (3.3.134) na (3.3.80) duas

novas relacoes serao obtidas:

Lg = L4 — 03 = D3 , (35225)
Ly=—-Ly, — 03 =—Ds. (35226)
ou seja, para C3 = Ds:
E, =2k, C5cosh (k,z) , (3.5.227)
E, = 2ik,Cssinh (k,z), (3.5.228)
e quando C3 = —Ds:
E, =2k Cssinh (k,z), (3.5.229)
E, = 2ik Cscosh (k,z) . (3.5.230)

3.6 Potencial elétrico

Com os campos elétricos para as regides d, < |z| < £ e |z| < d, conhecidos, o

potencial podera ser calculado, de acordo com as equacoes:

E=-V¢, ou ¢=-— /Edr7 (3.6.231)
o campo E e a posicao r sao grandezas vetoriais, ou seja,

E=(E,0,E,), r=(x0,2), (3.6.232)

logo,
o= —/Ezdx e o= —/Ezdz (3.6.233)



3.6. POTENCIAL ELETRICO 78

3.6.1 Calculo do Potencial na regiao d, < z < £

Antes de comecar calcular os potencias é necessario reescrever as componentes do
campo na regiao em questao considerando a parte temporal. Tanto a expressao do campo,
quanto a do deslocamento tem esse termo dependente do tempo, como foi mostrado no
capitulo 2. Nos calculos que serao efetuados a partir daqui esse termo influenciara nos

resultados.

E;E?) = 2P0A2N2kx{al cosk, (2 +d,) + dy sin ky (2 +do)

+dycosh k, (2 +d,) — <8:

L) dysinh k, (2 + do)} eih=m=wt) (3 6.234)

T

_ _ k,
E® = 2ip A;Nok, {d1 sink, (z+d,) — dsycosk, (2 +d,) + (k—) X
L

_ k
X le sinh ky (2 + d,) — (Sk L

T

) dycosh k, (z + do)] } eilkze=wb) (3 6.235)

Proximo passo serd resolver as integrais da equagao (3.6.233), comegando com a integral

em x. Para manusear facilmente a expressao de F, deve ser reescrita como na equacao:

E® = Eyellhav=wt) (3.6.236)
com F, igual ao termo entre chaves da expressao (3.6.234) constante no tempo.
i(kzz—wt) E2 i(kzx—wt)
Eye'te dx = i , (3.6.237)
(7

logo,

/E;z)dx = QipoAgNz{ —dycosk, (z+d,) —dssink, (z+d,) — da x

xT

k — )
x cosh k, (z + d,) + (Sk L) dssinh k, (z + do)} ez(sz”*wt).(3.6.238)

O Para resolver a integral em y, aplica-se a regra da soma, ou seja, a integral da soma
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¢ igual a soma das integrais, portanto,
/EgQ)dZ = 2ipoA2N2/€L {31 /Sil’l I{ZL (Z + do) dz — 83X

X /cos k, (z+d,)dz + (:—x) {Eg /sinh k(2 +d,) dz

L

k,\ = .
- (Sk L) ds / cosh k, (z +d,) dz] } gilkaz—wt) (3.6.239)

isto é,

/ E@d: = 2z'poA2N2{ —dicosk, (z+d,) — dysink, (z +d,) — dy x

k
x cosh k, (z 4+ d,) + (SkL

€T

) dssinh k, (2 + do)} eilkze=wh) (3 6.940)

As solucbes encontradas para ambas integrais sao iguais. Quando forem substituidas
na equacao (3.6.233), duas expressoes matematicamente iguais serao encontradas para o
potencial. E importante salientar que cada uma contribui de uma maneira diferente, ou
seja, uma x e a outra em z. Assim o potencial sera representado por uma das expressoes,

logo,

gb = —QipOAQNQ{ — C_Zl COS ]CL (Z + do) — C_Zg sin kL (Z -+ do)

—dycosh k, (2 +d,) + (SkL) dysinh k, (2 + do)} eilkzr=wt) (3 6.241)

ko

3.6.2 Calculo do Potencial na regiao —d, > z > —

o |~

Com o mesmo principio que foi usado na secao 3.6.1 o potencial da regiao —d, > z >

. . . 4 4 ~ . ~
—% serd calculado. Primeiro os campos Eé ) e Eg(c ) serdo reescritos como nas equacoes:

x

EW = 2P0144N4k3${81 cosk, (2 —d,) — dgsink, (2 — d,)

+dy cosh k, (2 — d,) + (Skﬁ) dssinh k, (z — do)} eiham=wt) (3 6.242)

X

B = 2ip, ANk, {31 sink, (= = d,) +dycosk, (= — d,)

+ (Z—j) {EQ sinh k, (z — d,) + (SIZL> ds cosh by (2 — do)] } (3.6.243)
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O célculo da integral de EWY sera feito igual ao efetuado para E§2), logo,

/Eff)dx = 2ipOA4N4{ —dycosk, (z —d,) +dssink, (z—d,) — dy x

k \ = ‘
x cosh k, (z — d,) — (Sk L) dssinh k, (z — do)} ellk=r=t) (3 6.944)

g

Proximo passo sera resolver a integral de E;”, com a mesma regra usada anteriormente

. 2
para solucionar E! ), ou melhor,

/ EWdz = 2ip, AyNik, {81 / sink, (z — d,) dz + d3 %

X /cos k, (z —d,)dz + (:—x) Fg /sinh ky (z —d,)dz

L

4 (jf) dy cosh by (= — d())} } ¢! (36245)

T

, consequentemente,

/E§4)dz = 2ip0A4N4{ —dycosk, (z —d,) +dzsink, (z—d,) —dy x

sk,
ka

x cosh k, (z — d,) — ( ) dssinh k, (2 — do)} ek=r=t) (3 6.246)

Do mesmo jeito que na secao anterior as solugoes das integrais sao iguais, assim,

¢ = —2ipoA4N4{ —dycosk, (z —d,) +dzsink, (z —d,)

— k — .
—dycoshk, (z —d,) — (Sk L) dssinh k, (z — do)} eilk=r=t) (3 6.247)

3.6.3 Calculo do Potencial na regiao |z| < d,

A regido |z| < d, que foi denominada de 3, possui o campo elétrico da equagao
(3.5.186). Para calcular o potencial é necessario reescrever as componentes do Campo

em questao como:
E® = k, (Cyes* 4 Dyemihe?) eilher—t), (3.6.218)

E®) = —ik, (Cyelr® — DgeFa?) gilhbar—et), (3.6.249)

z
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Como nas secoes anteriores para encontrar o potencial é essencial que as integrais da

equagao (3.6.249) sejam resolvidas, iniciando com E®.
/ E®dy =k, (Cse*=* + Dae k%) / e!(ke2=) gy (3.6.250)

logo,
/ Eydx = i (—Cse'e® — Dye h=?) eilhar—et), (3.6.251)

Proximo passo sera resolver a integral de E,, para isso a expressao (3.6.249) é substituida

na equagao (3.6.233), depois aplica-se a regra da soma dita na secao 3.6.1, assim:

/Ezdz = —ik, (Cg/ekfzdz - Dg/e_szdz) eihar=et), (3.6.252)

/ E.dz = —i (Cse™s? + Dye™"?) eilheret), (3.6.253)

ou seja,

Analisando as solugoes encontradas para as integrais, como nas secoes anteriores elas
sao iguais. Ou seja, geram duas equacoes idénticas matematicamente para o Potencial,

mais que contribuem de maneira diferente. Assim a expressao que representara o Potencial

sera:
¢ =i (Cae™=? 4 Dye"he?) eilka—wt), (3.6.254)
Voltando nas relagoes (3.5.225), (3.5.226), duas novas expressoes para o potencial serdo
encontradas:
¢ = —2iC5 cosh (k, z) e'k==wt), (3.6.255)
¢ = —2iCysinh (k, z) e'k==1), (3.6.256)

3.7 Relacao de Dispersao

A relacao de dispersao pode ser encontrada a partir da condicao de continuidade

109
' $ Oz
analisado é entre os meios 4 e 3 e/ou 2 e 3. Como ja foi dito os meios 4 e 2 sdo simétricos

do potencial, ou seja entre os meios a serem estudados. O caso que estd sendo

e representam o mesmo material, GaAs, assim serd necessario considerar apenas uma

dessas regioes para o calculo da relacao de dispersao, isto é:

|z|<do

#Sdo 1dg

=g, ——
— ‘o dz

1d¢

£ (w) ods (3.7.257)

z=d,
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Para facilitar, o calculo serd realizado da seguinte forma: Primeiro calcula-se o lado

esquerdo da igualdade (3.7.257), depois o lado direito. Por ultimo realiza-se a igualdade.

Primeiro realiza-se o quociente é depois é s6 fazer z = —d,deste modo obtém-se:
2<do
— = QipOAQNQ (d1 + dg) s (37258)
z=—do
o proxima passo é derivar ¢ com relacao a z, e na expressao encontrada fazer z = —d,,

depois da substituicao e simplificacoes chega-se na equacgao:

dgb 2<do _ '
- = —2ip, Ay Nok, ds (s — 1) e'keo=w) (3.7.259)
< z=—d,
consequentemente,
1 dg|*=% k,ds (1 —
e (w) 1d¢ =& (w) kyds (1= s) (3.7.260)
pdz|,__, dy + do

O lado esquerdo da igualdade (3.7.257) é referente ao meio 3. O potencial deste meio

possui duas expressoes as equagoes (3.6.255) e (3.6.256), ou seja, para Ly = Ly,

do |2|<do '
- = 2iCsk, sinh (k,d,) e'k==w0) (3.7.261)
< z=d,
|2|<do
1 1
- = - . 3.7.262
¢ 2=d, 27/03 COSh (kz dO) el(ka:_Wt) ’ ( )
logo,
1 dg |1
€,—— = —¢,k, tanh (k,d,) (3.7.263)
Codz|,_y 3
quando Lo = — Ly,
do |z[<do '
- = —2iCsk, cosh (k,d,) e'k==t) (3.7.264)
z z=d,
z[<do
1 1
— = — . 3.7.265
D\, 2iC3 sinh (k,d,) e'tkz—wt)’ ( )
portanto,
1d¢ |z|<do
£,—— = —¢,k, coths (k,d,). (3.7.266)
Yodz|,_, 3

Com os resultados encontrados, as equagoes (3.7.263) e (3.7.266), para o lado direito,
resolve-se a igualdade (3.7.257).

]{JLag (1 — S)
dy + dy

£ (w) = —¢,k, tanh (k_d,), (3.7.267)
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5(w)w
dy + dy

As expressoes (3.7.267) e (3.7.268) sao as relagoes de dispersao do modo simétrico (s-

= —¢,k, coth (k,d,) . (3.7.268)

mode) e assimétrico (a-mode), respectivamente, quando Ly = Ly e Ly = —Lj.

3.8 Taxa de Espalhamento

Conhecendo o potencial elétrico, a taxa de espalhamento pode ser calculada. As
interacoes que a compoem pode ser inter-subband, a-mode, e intra-subband, s-mode,
como mostrado na figura 3.8.4 [8]-[12]. Esta figura representa as bandas de energia nos

trés primeiros niveis.

a)

b)

Figura 3.8.4: Bandas de energias e as interacoes inter-subband e intra-subband;

De acordo com a letra “a” da figura 3.8.4 a energia de emissao sera dada por:

2.2
ﬁk:/

5 L Fw,, (3.8.269)
m*

€, =€, +

Da letra “b” da figura 3.8.4 obtém-se:

232
T°h*

- 2m*L2n ’

En (3.8.270)

h2k?
//
€= —"+¢,. 3.8.271
2m* ( )
A taxa de espalhamento é proveniente da Regra Dourada de Fermi e pode ser expressa

pela equacao:

W= ; (%”) (F [ Hinel D126 (E; — E3) (3.8.272)
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como o problema em questao tem dependéncia em £, e k, a equacao da taxa passa a ser

expressa da seguinte forma:
2T )
— (F) Z Z \(f [ Hins| ) 6 (Ef — E5) . (3.8.273)
kp ko

Proximo passo serd calcular o elemento de matriz, onde (f | = (¥, | e |i) = | U,).
U, e U, sdo as fungoes de ondas dos estados final e inicial, respectivamente. Utilizando a
aproximacao adiabética a funcao de onda é um produto entre a funcao de onda eletronica

e funcao de onda do oscilador harmonico, isto é a equacao:

U= (T)q,b 0,5 (Q), (3.8.274)

logo,
U, =1¢,(r)0,(Q) e T =49 (r)b(Q) (3.8.275)

Usando as fun¢oes da equagao (3.8.275), o modulo quadrado do elemento de matriz
podera ser escrito como na equacao (3.8.276). Por fim as soluc¢oes formarao o elemento

de matriz original.

Inicialmente o elemento de matriz do Oscilador Harmonico seréa calculado. Sua expressao
podera ser reescrita como na equagao (3.8.277), uma vez que H,,; é linearmente depen-
dente de Q.

0, (Q)18,(Q)) = (0, (Q)

Para solucioné-lo deve-se usar os operadores criacdo e destruicdo a' e a respectivamente

0, (Q)). (3.8.277)

[16], além do elemento de matriz do operador a representado pela equagao:

I}
2Mw

Q=z= (a+al), (3.8.278)

com,

a'lln)=vn+1n+1), (3.8.279)
aln) =+v/n|n—1), (3.8.280)

reescrevendo o elemento de matriz da equagao (3.8.277) obtém-se:

0, (Q Q)) = (n'|z|n) (3.8.281)

Para encontrar o elemento de matriz do oscilador é preciso resolver (n’| z |n) apli-

cando a equacao (3.8.278) e depois os operadores a e a'. Ao final das operagoes algébricas
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encontra-se a solucdo, a equagao (3.8.282) que possui uma dependéncia linear das coor-
denadas normais do Hj;,;, que é representado por (), o que implica na dispersao de um

elétron na rede que é acompanhada da emissao e absorcao de um fonon,

0,(Q) =\ 557 [(n )

1/2 1/2

St + (1 (wg) + 1) 5n/,n+1]. (3.8.282)

Agora falta calcular o outro elemento de matriz o do oscilador. O primeiro passo é apli-

( )> <wf | el <¢f ’Hznt‘w ( )>

car a relacao de completeza, dada pela expressao: 1 =

ou seja,

Wy () [Hinel ¥, (x)) = (3 (v) [Hine 1| 0, (x))
(

= (¥, (t) [Hie| ¥, (1)) (¥, (x)

¥, (1)), (3.8.283)

com,
1/2

1 /2 T2\ kg
| wf> = % (z) CcOS (f) el (3.8.284)
1/2

| 1) = ;(%) sin <2l;) (3.8.285)

Para resolver (3.8.283) é necessario passar para a forma integral, observe a seguinte

equacao:

<wf ’Hznt‘ w )> <¢f (I’) w (I‘)

_ / V! Higt),dr / Y, dr, (3.8.286)

como [ 1/J>;¢idr = I (k,k’) e acrescentando o termo de normalizagdo \/LN obtém-se:

(Y, (x) [Hie| 0, (x)) (¥, (x) )>:il(k,k’)/w; i, dr. (3.8.287)

VN

Como dito antes o termo H;,; ¢ o Hamiltoniano de Forlich, que é dado pela equacao
(3.8.287), ou seja ¢ a relagao entre um elétron de carga —|e| e o potencial macroscopico,
isto é:

Hip = €6 (2), (3.8.288)

O potencial ¢ (z), representa todos os potenciais encontrados na se¢ao 3.6, com ¢ (z)

sendo apenas a parte dependente de z.
¢ (2) = @ (z) eithar=et), (3.8.289)

Por fim o potencial sera escrito como na equagao (3.8.290). O que significa que a

parte temporal serd incluida no termo 6 (Ey — E;). Isto acontece por se tratar de um caso
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estacionario, logo, ao integrar e=“* com o tempo indo para co a resposta encontrada seré
uma ¢ da variacao de energia. A regra dourada de Fermi parte do principio que em um
caso estacionario a dependéncia temporal é indireta, ou seja, estd dentro da funcao delta,
0 (Ef — E)).

Hipy = e (2) €=, (3.8.290)

O proximo passo para resolver as integrais da equagao (3.8.287), é substituir os termos

Hint, ¥, € 1, por seus respectivos valores.

(v, () Hal 5, (0) = =T (68 [ 310 (]
r) |Hi 0, (r)) = —=I(k, — (=
! ' ' N cell 27 L

T2 _ikD .
X cOos (f) e " x} e (2) e x

Ja(3) @ ()|} o

O estudo aqui realizado é em um caso bidimensional, ou seja, dr serd um elemento de

area, dr = dxdz. Assim a equacao (3.8.291) podera ser reescrita como:

(8, ) [ Huel 0, (6)) = =1 (60 | // ( (%) s (2%) y

1 D
Xgp(z))dz—/ e( *ir ‘Hlkw)dx, (3.8.292)
21 J_ o
com, a integral em z renomeada a expressao serd simplificada e se tornard mais genérica,
e aplicavel a qualquer potencial que poderd ser objeto de estudo futuramente. Para a

situacao em questao serd resolvida posteriormente.

L2 Tz 2772) ~
cos | — | sin | — z)dz = C,, 3.8.293
[ o (F)sin (37 ) e 2= =6, (3.8.20)

a integral em x possui uma solucao tabelada dada pela equacao:

1 o —1 <f)ac ikyx
e( by wtike >d37 = 5k//,q> com, k,=4q. (3.8.294)

2r J o

Com as equagoes (3.8.293) e (3.8.294) sendo substituidas em (3.8.292) a expressao

para o elemento de matriz do poco potencial sera:

1 ~
(1 ) [Hel 0, (1)) = <2 (1K) G (3.8.205)
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substituindo (3.8.282) e (3.8.295) em (3.8.276) a expressdo para |(f |Hn| )| sera obtida:

2Mwy N
x [ (wy))

ho 1 (%)2<5q1 (k,k/)fdk//,q X

1/2

|(f [ Hint] )

1/2

2
St + (1 (w) + 1) 5n,,n+1] . (3.8.296)

0 passo seguinte ¢ analisar as func¢oes deltas do termo entre colchetes. Observe as equagoes

abaixo,

5n’,n—1 =1 5n’,n—1 =0

n’:n—1:>{ e n':n—|—1:>{

6n’,n+1 =0 5n/,n+1 =1

ou seja, para n’ = n—1 o termo entre colchetes sera igual a n (w,) isto é acontece emissao
de fonons. Quando n’ = n+1 o termo entre colchetes serd igual a n (w, + 1) o que significa
absorcao de fonons. A fim de considerar a absorcdo e a emissao pode-se a acrescentar
& 3, assim o termo entre colchetes ficaria igual a n (w,) + £ + 3 o que satisfaz as duas
solucoes possiveis.

Outro fato a se analisar é a integral I (k, k'), dada a natureza da interagdo polar
de longo alcance, ou seja, polar éptico ou espalhamento piezoelétrico, sao considerados
geralmente como eventos intra-subband. Porém, ambos os espalhamentos intra-subband e
inter-subband, sao possiveis devido a deformacao do potencial de interacao. Em qualquer
um destes casos, pode-se fazer I (k, k) = 1 no caso de transi¢do permitida e I (k, k") — 0

para o caso de uma transicao proibida, obtém-se:

‘ h 1 /e N2/=\2 1 1
|(f [ Hina] 8] = o N (W—L> (Ca) k.0 {n (wq)+§j:§], (3.8.297)

Para simplificar a expressao chama-se o termo =C\, de C,, logo
L4 a» ’

|(f | Hime 8)[* = <%) c? (@) Ok, - (3.8.298)

q

Com o termo |(f |Hin| i)|? calculado, substituindo-o na equacdo (3.8.273) encontra-se

a Taxa de Espalhamento.

W= (%) % ; <%> C? (nf::‘l)) 0,40 (Ey — Ey). (3.8.299)

Na equagao (3.8.299) ha uma delta da variagdo de energia. Variacao esta que é dada

pela equagao (3.8.269) no inicio desta segao. Logo a espressao final para a Taxa de
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espalhamento serd a equacao:
27.2
T n (wy) Wk
W= (<17) o2 () 5, 5 g fiw, — e, | 3.8.300
NM %; q( Wy k174 <€1+2m* + g & ( )

com,



Capitulo 1V

Analise e Discussao

“ Nenhuma grande descoberta foi feita jamais sem um
palpite ousado”.

(Isaac Newton)

O estudo efetuado no capitulo 3, tem como continuacao este capitulo. Uma vez que
o entendimento a cerca do confinamento de fénons, se da a partir do calculo da funcao
de onda, da Relacao de Dispersao, do Campo e Potencial Elétrico, por fim Taxa de
espalhamento. Neste capitulo discussoes dos resultados serao realizadas, com gréficos

feitos a partir de das equacoes encontradas e valores experimentais [§].

4.1 Conclusoes

Nas ultimas décadas diversas publicacoes apresentaram estudos de investigacoes teo-
ricas sobre o confinamento de féonons 6pticos para reduzir a taxa de espalhamento com
elétrons em pocos quanticos. Os fénons Opticos sao os principais responsaveis pela limi-
tagao, ou reducao da mobilidade eletronica & temperatura ambiente, e portanto qualquer
estrutura fisica que possa alterar as barreiras energéticas devido aos fonons e auxiliar na
reducao do espalhamento deve ser estudada.

Neste contexto, a possibilidade de construcao e utilizacao de estruturas semicondutoras
com o objetivo de reduzir a interacao entre os elétrons e fonons 6pticos ocupou muitos
pesquisadores nas ultimas décadas. Os modelos teoéricos mais utilizados nestes estudos
foram: (i) o modelo DC (dielectric continuum), e (ii) modelo hibrido, HM.

O modelo DC é o0 mais comum para o estudo de confinamento de fonons. Ele despreza
a natureza mecanica dos féonons dos diferentes materiais, ou seja, despreza a presenca

das interfaces dos materiais, e.g., AlAs-GaAs, e a conexao entre estes fonons é dada
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pelo campo eletrostatico do meio, neste caso, devido a natureza polar do material. Veja o
capitulo 3 para a discussao da interacao elétron-fonon. Portanto, as condicoes de contorno
estabelecidas sao as usuais dos campos eletromagnéticos, ou seja, os campos E e D tém
suas componentes tangencial e normal continuas, respectivamente. Portanto, neste caso
os modos longitudinais 6pticos (LO) confinados satisfazem a condi¢do e (w) = 0 que
corresponde a um potencial eletrostatico nulo na interface, e os modos de interface, com
méaximos na interface, satisfazem a condicao V2® = 0.

O modelo hibrido incorpora a natureza mecanica dos fonons nas interfaces e inclui
além das condig¢oes de contorno eletromagnéticas, condigoes sobre os deslocamentos dos
fonons nas interfaces. Portanto, se nao ha sobreposicao nas frequéncias dos materiais, e
assim nao ha deslocamento mecanico, impoem-se condicoes de contorno de deslocamento
nulo nas interfaces, ou seja, u = 0. Para que todas essas condicoes de contorno sejam
utilizadas, os modos sao hibridizados, ou seja, uma superposicao dos modos longitudinais,
transversais e de interface. Essa superposicao (ver capitulo 3) é possivel devido ao carater
linear das equacoes de movimento para os fonons.

Os resultados teodricos apresentados, no contexto destes modelos, sugerem que uma
reducao na taxa de espalhamento elétron-féonon num poco quantico pode ser obtida pela
inclusao de camadas de materiais diferentes. Desprezando os efeitos da barreira sobre a
funcao de onda eletrénica, estes estudos inseriram, numa perspectiva tedrica, monocama-
das de InAs num poco do tipo AlAs-GaAs. A representacao para as monocamadas era
a inclusao de um potencial no interior do poco quantico representado matematicamente
por uma func¢ao delta de Dirac.

Na maioria dos casos estudados, o modelo DC apresenta um resultado razoédvel para a
taxa total de espalhamento. Entretanto, a relacao de dispersao para os modos observados
em espalhamento Raman, para longos comprimentos de onda nao estao corretos. Esses
modos sao corretamente previstos e estudados no contexto do modelo hibrido, pois neste
caso as condicoes de contorno mecanica e elétricas sao devidamente consideradas.

Neste trabalho abordamos o problema introduzindo uma barreira de dimensao fini-
tas no interior do poco quantico. Para simular o efeito da barreira e comparar com 0s
resultados da literatura, mimetizamos a barreira pela introducao de duas monocadas,
centralmente distribuidas no interior do po¢o quantico. O interior do po¢o compreendido
pelas monocamadas, ao final foi substituido por um material com a mesma constante
dielétrica das barreiras. Assim, o meio compreendido pelas monocamadas comportava-se
com um meio tnico (ver figura 3.1.1).

Esta abordagem, embora mais laborosa, propiciou verificar que os resultados obtidos
nos limites (dyp — 0) de espessura minima da barreira reproduz os resultados obtidos com
uma monocamada centralmente localizada no poco quantico.

A insercao da barreira finita nao alterou substancialmente os modos simétricos, res-

ponsaveis pelo espalhamento na mesma subbanda. Sendo assim, a reducdo na taxa de
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espalhamento nao deve se alterar significativamente. Por outro lado, os modos antisi-

métricos apresentaram uma relacao de dispersao diferente,

-,_’\:>
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Figura 4.1.1: Dispersao dos modos simétricos
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Figura 4.1.2: Dispersao dos modos antisimétricos

portanto, pode-se esperar uma alteragao na taxa de espalhamento. Entretanto, neste tra-
balho nao procedemos a uma analise mais detalhada do resultado obtido para a taxa de
espalhamento. Esta analise devera ser abordada no futuro. Da mesma forma, o estudo
com duas monocamadas pode ser uma abordagem inicial para construir e estudar uma

superrede com monocamadas.



Apéndice A

Constante de Normalizacao

Esta secao tem como objetivo mostrar o calculo da constante de normalizagao.
Considerando uma funcao de onda de onda ¢ (x,y, z,t) de uma particula livre, a probabi-
lidade dela ser encontrada na posi¢ao (x,y,z), no instante t, pode ser obtida por meio da

equacao:

P = /00 lW(z,y, z,t)|° dr®. (1.0.1)

o0
Como a particula tem que estar em algum lugar a probabilidade de se encontrar a particula
em qualquer regiao do espago, num dado instante de tempo, deve ser igual a 1 como na

equacao abaixo:

/OO [p(z, y, z, 1) dr® = 1. (1.0.2)

o0
Supondo que a fungdo de onda (x,y, z,t) foi determinada através da equagdo de
Schrodinger. Se ¥(x,y, z,t) é solucao, entdao AY(x,y,z,t) também serd, desde que a
equagao (1.0.2) seja satisfeita. Entao a constante A deve ser escolhida para garantir que
(1.0.2) seja satisfeita. Esse processo serd chamado de normalizacdo e A serd a constante
de normalizacao.
O problema apresentado neste trabalho possui quatro fungoes de ondas, que foram

calculadas anteriormente no capitulo 3. Sao elas:

Ay N - —
Uy = —2 2k {dicosk, (z+d,) £dssink, (z + d,)
AyNy

1 (= k
—i-g [dg coshk, (z+d,) F (SkL

xT

) dysinh k,_(z + do)l } : (1.0.3)
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AsN. — _
u, = —24 22 k, {d1 sink, (z £d,) Fdscosk,(z+d,)
A4N4

ke [- k
e {dQ sinh k(2 £ d,) F (skL

SK,, -

) dycoshk, (z & do)] } : (1.0.4)

os sub indices (2) e (4), indicam a regido a qual cada uma pertence, observe a figura 3.1.1.

Para calcular a constante de normalizacao usa-se a equacao:

do %
/ [os +u£4>\2dz+/ 0 4+ u@ " dz = 1. (1.0.5)
_L d
2 o

Os intervalos descrevem dois pocos quanticos formados apds a introducao da barreira
de InAs. O Primeiro passo para resolver as integrais da equacao (1.0.5) é realizar uma

mudanca de variavel, onde:

fr d07 = A — = %
P e CTRTUVTR (1.0.6)
=z—d, = _L — 2L
v e ST TETTUVTTE (1.0.7)
do = dz z=dy —>p=—%
pois, o calculo ficara mais simples.
As integrais da equagdo (1.0.5) e as fungoes de onda assumirao a forma:
_L 2L
@ 4o, @) T @ 4 @)
|ul + ol | dp + [ul? +uP | dp =1, (1.0.8)
% ;
u, = —2Wk, {dcosk,(p)=£dssink, (o)
1 _
+= [dycosh k, () F cdz sinh k, (¢)] } : (1.0.9)
s
u, = —2iWk, {disink, (¢) F dscosk, (o)
— [qdasinh k, () F d3 cosh k, ()] }, (1.0.10)
com,
sk, ky
_ — ANy = AN, = W. 1.0.11
c (kx)a q (sk‘L)’ 24V2 44V4 ) ( )
como calculado anteriormente existi duas situagoes: Uma quando Ay Ny = — A4 Ny, isto é,

para o modo assimétrico. E a segunda no caso do modo simétrico quando ANy = A4 Ny.
Para calcular a constante de normalizagdo (W) pode-se usar ambos os casos, pois as

fungoes de onda encontram-se em modulo ao quadrado.



94

Substituindo as fun¢ées de onda, na equagao (1.0.8), obtém-se as quatro integrais

escritas abaixo:

2L

/3 |—2Wk, {d; cosk, () + dzsink, ()

L

5

— [gdasinh k, (p) — d5 cosh k, ()] } | dep, (1.0.12)

2L

/3 |—2Wk, {d; cosk, (¢) — dzsink, (¢)
L

— [gdysinh k, (o) + d3 cosh k, ( }}| de, (1.0.13)

L

/ ’ |—2iWk, {disink, (o) — dscosk, ()
oL

3
— [qdssinh k, (o) — d5 cosh k:m(go)]}‘zdgo, (1.0.14)

h

/ ’ |—2iWk, {dsink, () + ds cosk, (¢)
— [gdysinh k, () + d3 cosh &, ()] }|2dgp, (1.0.15)

que quando somadas serao iguais a 1. Resolvendo cada uma separadamente e depois

efetuando a soma de seus resultados, o valor de W sera:

2
W = {382 (k2+k;2) {{24]%(_Skx(Skidldw—dgkika—i—dgx

2L

xokLk§+( (d2+d3)> 3kL) sk, ((—g) x

3 1 2 2 1
X degd;;q + 5 Sdl — d3 + d2 k‘L + de1d3Ckx + 5 X

. (2Lk 1
X sdgdgki (s—l))sm( 3 L) (16> (k2+k2)(—52(d§q2+
2\ 7.2 2 2 2 . 2Lk, 2 2

2d3 | kT + k| —d3 +dsc sinh + sk, | —4k7 | 2d55x%

9 Lk,
X kL + Sdldgq 1+ ]{? ]{Z — dlk dg + dg cosh 3 — 8X

1
X k, <— (g) Skidzd:iq + (5) Sdlkz< —ds+ d2> ki + ki didyx
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1 Lk,
2 2 2 2 1.2 ([ Lk,
Exl | — 1+ L )d; —2d} ky 4 k7 ) cos(Lk,) ) sin 3 + 6x
2, 7.2 2 13 | 1.2 3.2 2Lk, "
X |\ ki + k7 )dads| 25°qk) + kyck, + kjcs™ ) cosh 3 +
1 3 5 9 1 9
24sk, k, | ds3 3 sk’ dy — 3 sk kepdaq + 3 dokik, x
3 2Lk, 272
X ( s+ 1) +dick; | cos 3 + k| ( dsks + K, skydidag—
1 2Lk 1
(—) dlkg (dg + dg)) sin ( L) + <—) kQSdldQX
2 3 v
Lk 2Lk
X €OS (%))) cosh ( 3 w) 12<k2 + k2>d2d3 (
Li\2
k2 + k2> cosh ( k) — 24sk, k, <d3 (( ) sk¥dy — (g)
xsk kydog + ( ) ok k2(3+ 1) +dlckz3) ( )
1 Lk,
( ) sk? v dydy cos ( ) cosh ( 3 ) — 632d1d3kikx><

2Lk, \’
X (ki - kﬁ) cos | —5 ) + 352dy dsk, <2k§ — ki) (k§+

2L Lk, \?
ki) coS ( 3kx) + 632d1d3k‘ik‘x (l{:i + ki) coS ( ?]fL) + 24 %
. Lk, 3 27.2 2 2 4 1
x sk, k, sinh 5 sdvdsk? q — dsk? kys + dyck ki + 5 X
Lk 1
X dlk (d2 + d3>> ( 3L> + (3kL ((—5) 52 (3d§ + d§q2> X
1 4Lk
xk? + k2 (dgc— (§> d§>) sinh( 3 ) + (g) (32d§q2k§+

2Lk
K2dick, + kfgdg) sin ( 3 ) - (—g) (s%lgq?ki + K2d3c* <

4Lk, ALk,
Xk, + kgd%) sin ( 3 ) + 3k3d,d3s® cos ( 2 ) — 3s%d; x

ALk
X dgk, (kL — kzx) (kL + kx> cos ( 3 L) +k, <3s2kL cos (Lk,) x
2 2 . Lk 2 2, g2 2 2
x | dik, — d3k, | sin 5 + ki, L| 87| —2d] + dyq” — 2d;

xk? + ki( (—2s%) (df + d3) + cdj (c — 1)) )} (k2 + k2) }} | (1.0.16)

l\.’)

Por fim a constante de normalizagao sera encontrada substituindo W nas equagoes (3.3.140)
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e (3.3.146), logo,

para o modo assimétrico, e o valor de:

para o modo simétrico.

WO./RC_Zg

~ cosh (k,d,)

"~ sinh (k,d,)

WaRds;

(1.0.17)

(1.0.18)
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