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Resumo

Nesse trabalho apresentamos um estudo sobre a caracterizacao do nivel do Passo da Montanha

para a seguinte classe de problemas autoénomos, para N > 2 :
—Au=h(u), em RY,

em que h satisfaz algumas hipoteses especificas. Em seguida, também para N > 2, fazemos um estudo
do seguinte problema:

~Au+V(z)u= f(u), em RN,

em que f é assintoticamente linear, e satisfaz, assim como o potencial V', certas condi¢bes previamente
estabelecidas. Nossa finalidade é, por meio de técnicas variacionais, obter uma solucao positiva e uma

solucao de energia minima para o problema.

Palavras-chave: Principio Variacional de Ekeland; Sequéncia de Cerami; Geometria do Passo da

Montanha; Identidade de Pohozaev.
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Abstract

In this work, we present a study about the characterization of Mountain Pass level of the following

class of autonomous problems, when N > 2:
—Au=h(u), em RY,
where h satisfies some specific hypothesis. After that, also for N > 2, we study the following problem:
—Au+V(z)u= f(u), emRY,

where f is asymptotically linear and satisfies, as well as the potential V', certain previously established
conditions. Qur purpose is using variational techniques to get a positive solution and a least energy

solution of the problem.

Key words: Ekeland Variational Principle; Cerami Sequence; Mountain Pass Geometry;

Pohozaev Identity.
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Notacao
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Introducao

O objetivo principal desse trabalho é estudar o resultado devido a Jeanjean e Tanaka [16] que,

sob certas condicdes, garante a existéncia de uma solugio positiva u € H'(R”) para o problema
~Au+V(z)u= f(u), emRY, (1)

cujas principais vantagens estao em assumir hipéteses que tornam a nao linearidade assintoticamente
linear e o problema associado ao “infinito” auténomo. Trabalhamos por meio de métodos variacionais,

isto é, associando ao problema o funcional energia natural I : H*(R") — R definido por

I(u) = %/RN (|Vu|2 + V(x)u2) dx — o F(u) dz,

u
em que F(u) = / f(s)ds, e com isso, a fim de obter solucdo fraca para , o0 objetivo é encontrar um

ponto critico néootrivial para I. Para tanto, sob as hipéteses do problema, mostramos que I possui a
geometria do Passo da Montanha; que existe uma sequéncia de Cerami no nivel do Passo da Montanha
para I, que é limitada em H'(RY); e que tal sequéncia possui uma subsequéncia convergente para um
ponto critico nao trivial de I. Desse modo nossos maiores desafios sao mostrar a limitagao da sequéncia
de Cerami e garantir a convergéncia de uma subsequéncia para um ponto critico ndo trivial.

A nossa dificuldade em provar a limitagdo da sequéncia de Cerami esta relacionada com o fato de
considerarmos um problema assintoticamente linear. Geralmente, para garantir a limitacao da sequén-
cia de Cerami, a maioria dos autores assume a seguinte condicdo de superlinearidade introduzida por
Ambrosetti e Rabinowitz [3]:

Jpu>2: 0<puF(s) < f(s)s, paratodo s> 0. (2)
Observe que a condicdo dada em (2) implica em

lim inf 1(s)

s—4o0 gh—1

>0,

contudo, tal hipétese de crescimento é contraria aquelas com as quais trabalhamos.
Existem poucos trabalhos tratando de problemas assintoticamente lineares em dominios ilimi-
tados. Provavelmente o primeiro resultado nessa linha é devido Stuart e Zhou [23], no qual os autores

estudaram um problema como dado em , contudo trabalharam com a hip6tese de simetria radial e com
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essa condicao, de certo modo, o problema fica definido em R, o que garante a compacidade. O estudo
mais proximo ao que serd desenvolvido nesse trabalho, foi apresentado por Jeanjean [15] e se trata de um
problema da forma

Au+ Ku= f(z,u), em RY,

em que K > 0 é uma constante e f(z,s) ¢ assintoticamente linear em s e periédica em = € RY. Depois
disso, vale mencionar que fazendo uso de algumas técnicas utilizadas em [15], Stuart e Zhou apresentaram
um estudo mais detalhado sobre problemas radialmente simétricos no R (cf. [24]). E também ndo
podemos deixar de citar como inspiragao o trabalho em [25], devido a Szulkin e Zou, que trata sistemas
Hamiltonianos de primeira ordem com uma parte assintoticamente linear.

Seguindo a linha de raciocinio desenvolvida em [15], a limitacao da sequéncia de Cerami demons-
trada nesse trabalho é baseada em [I8]. Contudo, dessa vez devido & estrutura espectral e a falta de
invariancia por translagoes, o argumento é um pouco mais sofisticado.

No que diz respeito ao segundo desafio desse trabalho, isto é, mostrar que uma subsequéncia da
sequéncia de Cerami converge para um ponto critico ndo trivial, a situa¢do é um pouco mais complicada.
A grande maioria dos autores trabalha sob a hipétese de que a funcdo s — f(s)s~! é ndo decrescente, e
assim, sob tal condicao, fazem uso de uma restricao natural do espago ambiente. Como exemplo podemos
citar [20] e [22]. No entanto, nao seguimos essa linha, em vez disso, tiramos vantagem das propriedades
de dilatagdo da funcao t — u(x/t).

A ideia é explorar o problema no “infinito” que é auténomo. Para isso, analisamos problemas
autonomos da forma
—Au = h(u), em RY. (3)

Assim, a chave para avancar estd nos resultados sobre problemas autonomos estabelecidos por -estycki
e Lions [6] quando N > 3, e por Berestycki, Gallouét e Kavian [5], para N = 2. Por meio desses
resultados obtemos uma condi¢do necesséaria para que o problema “no infinito” possua soluc¢do. Entao
relacionando o problema dado em com aquele associado “no infinito”, desenvolvemos um argumento
que, por contradicao, prova a existéncia de um ponto critico nao trivial para I.

O presente trabalho esta estruturado como segue. No Capitulo 1, apresentamos um breve estudo
sobre o Principio Variacional de Ekeland, tal ferramenta é de suma importéincia na obten¢ao da sequéncia
de Cerami no nivel do Passo da Montanha para I, utilizada na argumentacido do Capitulo 3. Exibimos
uma prova para o teorema principal baseada em [10], [9] e [12]. Em seguida, ainda com base nas referéncias
anteriores, assim como em [14], mostramos como aplicar tal resultado para obter uma sequéncia de Cerami
para determinado funcional, tanto no nivel de minimo, quanto no nivel do Passo da Montanha.

No Capitulo 2, estudamos problemas autéonomos como dado em . Para isso tomamos como
referéncia [6] e [5] para, sob certas hipoteses, garantir uma solu¢do de energia minima satisfazendo a
Identidade de Pohozaev (cf. Apéndice . Com isso, explanamos o resultado apresentado por Jeanjean
e Tanaka em [I7]. Neste trabalho os autores caracterizam o nivel do Passo da Montanha para o funcional
natural associado ao problema dado em , isto &, J : H'(RY) — R dado por

1
J(u) = 5/RN |Vu|? dz — = H(u)dx,

u
em que H(u) = / h(s) ds, mostrando que tal nivel coincide com o nivel de minimo do mesmo

0
funcional. O ponto crucial do Capitulo 2 estd em construir um caminho adequado, a fim de garantir
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que o nivel do Passo da Montanha para J esteja bem definido, esse caminho é também a ferramenta
principal para provar a igualdade dos niveis supracitados. Além disso, algo que vale a pena ressaltar é
que para provar a existéncia desse caminho especifico, relacionamos resultados apresentados em [16] e
[I7]. Na verdade, o que fazemos é provar um resultado que é mais geral que o exigido em [I7], mas que
é apresentado em [16] e portanto utilizado na solu¢do do problema dado em .

Por fim, no Capitulo 3, comecamos por garantir que o funcional I associado ao problema
possui a Geometria do Passo da Montanha e para tanto utilizamos as hipoteses de crescimento assumidas
sobre a funcdo f e o potencial V. Depois de certificar que I tem a geometria do Passo da Montanha,
fazemos uso dos resultados do Capitulo 1 e garantimos a existéncia de (u,), uma sequéncia de Cerami
para I no nivel do Passo da Montanha. Logo ap6s, baseados no Principio de Concentragdo e Compacidade
desenvolvido em [I8], supomos por contradi¢do que (u,,) é ilimitada, assim utilizamos um argumento de
anulamento ou ndo anulamento da sequéncia ( un[lu,|~') e por meio da teoria espectral obtemos uma
contradicdo, o que prova a limitagdo de (uy,).

Em seguida, a fim de mostrar que o limite fraco de uma subsequéncia de (u,) é um ponto
critico ndo trivial I, lancamos mao dos resultados do Capitulo 2 para estudar o problema associado ao
“infinito”. Como H'(R™) é reflexivo, a convergéncia fraca de (u, ), a menos de subsequéncia, é garantida,
e ainda sob as hipéteses do problema conseguimos provar a nao negatividade do limite fraco u.
Portanto resta mostrar que u é ndo nulo. Outra vez argumentando por contradi¢do, a ideia é mostrar
uma desigualdade estrita entre a energia do funcional I e a energia do funcional associado ao problema
“no infinito”, quando estes sao aplicados ao caminho construido no Capitulo 2. De fato, desenvolvendo
esse raciocinio chegamos a uma desigualdade do tipo ¢ < ¢, em que c é o nivel do Passo da Montanha
para I. Desse modo, concluimos por contradi¢do que u # 0 é uma solugdo positiva para o problema.
Finalizando esse trabalho, ainda no Capitulo 3, apresentamos um resultado particular que garante uma
solucao de energia minima para o problema dado em , para isso argumentamos assumindo o resultado
provado ao longo do capitulo, isto é, a existéncia de uma solucao positiva para o problema.

Além disso, a fim de facilitar a compreensao do trabalho, acrescentamos os Apéndices A e B.
No primeiro, demonstramos a diferenciabilidade dos funcionais I e J definidos acima. E no segundo
apresentamos alguns resultados importantes que sao usados fortemente ao longo do trabalho. Para um
estudo mais aprofundado de tais resultados, deixamos suas respectivas referéncias.

Finalmente ressaltamos que ao longo do trabalho a letra C', bem como a letra M e algumas
variantes, denotam varias constantes positivas cujo valor exato pode mudar de uma linha para outra, mas
nao é essencial para a analise do problema. Também informamos que quando tomamos uma subsequéncia

de (u,), ainda a denotamos por (uy,).



Capitulo

1

O Principio Variacional de Ekeland

Nesse primeiro capitulo vamos abordar o Principio Variacional de Ekeland, que é uma ferramenta
variacional bastante usada na resolugao de problemas elipticos, a fim de obter um ponto critico nao trivial

para determinado funcional. Esse estudo sera baseado nos trabalhos [10], [9] e [12].

1.1 Sequéncias Palais-Smale e Sequéncias de Cerami

A aplicacdo do Principio Variacional de Ekeland tem como objetivo, sob certas hipoteses, a ob-
tencao de uma sequéncia Palais-Smale ou uma sequéncia de Cerami, para um determinado funcional.

Nessa secao vamos definir o conceito de sequéncia Palais-Smale e sequéncia de Cerami.
Definigao 1.1. Seja X um espaco de Banach e I : X — R, um funcional de classe C*. Suponha
que existam ¢ € R e (u,) C X tais que

I(up) = c e ||[I'(un)|| =0,

entdo dizemos que (u,) € uma sequéncia Palais-Smale no nivel ¢ para I, ou de forma abreviada, (u,)
é uma sequéncia (PS). para I. Além disso, dizemos que I satisfaz a condi¢io Palais-Smale no nivel ¢,

quando toda sequéncia (PS). para I, possui subsequéncia convergente.
Definigao 1.2. Seja X um espaco de Banach e I : X — R, um funcional de classe C*. Suponha
que ezistam ¢ € R e (u,) C X tais que

I(up) —c e |[I'(un)llg—1(1+ [|unll) =0,

entdo dizemos que (uy,) € uma sequéncia de Cerami no nivel ¢ para I, ou de forma abreviada, (u,,) € uma
sequéncia (Ce). para I. Além disso, dizemos que I satisfaz a condi¢do de Cerami no nivel ¢, quando toda

sequéncia (Ce). para I, possui subsequéncia convergente.
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Observe que toda sequéncia (Ce). para I, é também uma sequéncia (PS). para I. Além disso,
por meio de uma dessas sequéncias, utilizando algum argumento de compacidade, é possivel concluir que,
a menos de subsequéncia, ela converge para um ponto critico do funcional em questdo, o que fornece uma

solucao para o problema associado ao funcional.

1.2 Uma Sequéncia de Cerami no Nivel de Energia Minima

O objetivo dessa secao é enunciar e provar o Principio Variacional de Ekeland, e mais ainda

garantir a existéncia de uma sequéncia de Cerami no nivel de energia minima para um funcional dado.

Teorema 1.1. Sejam (X, d) um espago métrico completo e I : © — (—o0,+00] um funcional
semicontinuo inferiormente. Suponha que I seja limitado inferiormente, ou seja, inﬁ( I(u) > —oc0. Entdo
ue
dado € >0 e vy € X tais que
1 < inf I 1.1
(o) < inf I(u) +¢, ()

eziste u. € X, tal que

(@) I(ue) < I(vo) < inf I(u) +e;
(b) d(vo, ue) < Ve;

(¢) Para cada w € X, w # u., vale que
I(ue) < I(w) + Ve d(ue, w).
Prova. Primeiramente considere em (X, d) a seguinte rela¢o de ordem parcial:
w=<ve I(w) <I(w)—edw,v).
Vamos mostrar que < é reflexiva, antissimétrica e transitiva. De fato, dado w € X, vale que
I(w) = I(w) — Ve d(w, w),

ou seja, w < w, e com isso, vemos que < é reflexiva. Também, dados w,v € X tais que w < v e v < w,
segue que

I(w) < I(v) = Ved(w,v) e I(v) < I(w) - Ved(v,w),
logo, somando tais desigualdades, obtemos que
0 < —2yed(w,v) <0,

ou seja, d(w,v) = 0 e w = v, assim < é antissimétrica. Por fim, dados w,v e u € X tais que w < v e
v < u, vale que

I(w) < I(v) —Ved(w,v) e I(v)<I(u)—+ed(v,u).
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Entao somando tais desigualdades e aplicando a desigualdade triangular, obtemos

I(w)

IA

I(u) — Ved(w,v) — Ved(v,u)
< I(u) — Ved(w,u),

isto &, w < u e < é transitiva. Assim, concluimos que < é relacdo de ordem parcial.

Agora considere a sequéncia (4,,) de subconjuntos de X, de modo que
Ag={we X :w < v},
logo vg € Ap e com isso Ay # @. Entdo, pela defini¢do de infimo, tome vy € Ay, tal que

I < inf I 1
(1) < inf I()+1,
e assim defina

Ar={we X 1w =<v}.

Analogamente, note que v; € Ay e A; # @. Assim, pela definigdo de infimo tome vy € Ay, tal que

1
I < inf T =,
(’Ug) - ulenAl (U) + 2
Com isso, defina
Ay ={w € X : w < v},

e procedendo recursivamente, para todo n € N, como v,_1 € A,_1, entdo A,,_1 # &, assim tomando
vy, € A, _1 tal que
1
I(v,) < inf I(u)+ —, (1.2)

u€A,_1 n

defina
A, ={weX :w=<uv,}.

E observe que A,, D A, 11, para todo n € N, pois dado w € A,,;1 segue que w < v, 41 € COMO V11 € Ay,
entao v,41 < v, e pela transitividade w < v, e w € A,,.
Além disso, A, é fechado, pois dada (wy) C A,, tal que wy, — w € X, quando k — oo, segue que
wg < v, € assim
I(wy) < I(vy) — Ved(wk,vy).

Também, como I é semicontinuo inferiormente, entao se k — oo, vale que

I(w) < liminf I'(wy)
k—o0
< liminf [I(vn) — Ve d(wg,v,)
k—r 00
= I(v,) — Ve limsup d(wg, v,)
k—o00

I(vy) — Ved(w,vy,),
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implicando que w < vy, e por definicdo w € A,,, portanto A,, é fechado. Agora afirmamos que
o0
A # 2.
n=0

De fato, note que v, € A,, para k > n, além disso, dados k > [ > n segue que A, D A; D A, logo v < vy
e por (1.2)), obtemos que

d(vg,v) < %{I(vl)fl(vk)}
< [t nt 1]
!

Vel
portanto (v,) é sequéncia de Cauchy em A, para todo n € N. Assim (v,,) converge para u. € A,, para

o0

todo n € N, ou seja, u. € ﬂ A, # @. E ainda afirmamos que diam(A4,) — 0, quando n — oo, logo
n=0

concluimos que

() An = {uc}.

De fato, dado w € A,, vale que w < v, < v,_1 € assim
\/gd(wa vn) S I(vn) - I(w)

Como w € A, C Ap—1, entdo —I(w) < — inf I(u) e por 1} vale que

uEA,_1

1 . 1 .
RIS ST

1
Ven

Com isso, para quaisquer w,v € A, segue que

A

d(w,vy,)

[\

d(w,v) < d(w,vy,) + d(vy,v) <

B

Ou seja,
0< lim sup d(w,v) < lim =0.
T n—oo w,ve&n ( ) T n—oo \/En
Dessa forma, como diam(A,) = sup d(w,v), entdo diam(A4,) — 0, quando n — co. Portanto, conclui-
2WEAR
o0 v oo
mos que ﬂ A, = {u.}, caso contrario, haveria v € m A, com v # u,, e assim diam(A,) > d(v,u:) > 0,
n=0 n=0

para todo n € N, contradizendo que diam(A4,) — 0, quando n — co.
Por fim, vamos mostrar que u. satisfaz (a), (b) e (c). De fato, como u. € Ag, por defini¢do segue
que u. < vy € assim
I(u:.) < I(vg) — Ved(ue,vo) < I(vg),
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o que prova (a). Também observe que —I(u.) < — inﬁ( I(u) e por 1} vale que
ue

d(vg,us) < \% [I(Uo) - I(Ue)}
< s e o)
< Ve

o que prova (b). E por ultimo, dado w # u., note que w nado esta relacionado com wu,., caso contrério,
valeria que

W =<1Us <Vp, V neEN,

o0
e com isso, w € ﬂ A, = {u.}, o que é uma contradi¢do. Assim, como w A u., vale que
n=0
I(w) > I(us) — Ved(w,ue),
o que prova (c), e completa o resultado. ]
Para o caso particular no qual (X, | - ||) é um espago de Banach, a fim de utilizar o Teorema

para provar a existéncia de uma sequéncia de Cerami para I no nivel m = ing( I(u), vamos definir
ue

uma nova métrica § : X x X — RT sobre X e mostrar que a métrica dada pela norma e a métrica § se

relacionam.
Definicao 1.3. Seja ¢ € C([0,1]; X) uma curva qualquer, definimos o comprimento geodésico £(c)
da curva ¢ como sendo dado por:
1 /
t
o= [ 0Ly,
o L+l

Com isso, podemos definir também 6 : X x X — R™, a distdncia geodésica entre dois pontos u e v € X,

como sendo dada por

§(u,v) :==inf {l(c) : c € C*([0,1],X), ¢(0) = u, (1) =v}. (1.3)

Claramente &(u,v) < |lu —v|, pois dado é&(t) = (1 —t)u — tv € C*([0,1]; X), segue que
1€ = llu = v], logo
[[u — o

1
l(c) = dt < ||lu—w|,
© /01+||<1—t>u—w|| < llu=vl

e aplicando o infimo,
d(u,v) < |lu—wvl.

Por outro lado, dado qualquer conjunto B C X limitado na norma de X, existe R > 0, tal que ||z|| < R,
para todo = € B, isto ¢, B C Bg[0] C X. Assim, dado ¢ € C'([0, 1], Bg[0]), tal que ¢(0) = u e ¢(1) = v,
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1
segue que |[c(t)]| < R, Vte€[0,1], e fazendo 8 = TR obtemos que

ol
© = | T

> 1+R/nc ) d
. el s
N liRH _de
= Bllu—ull.

Com isso, aplicando o infimo sobre todos os caminhos ¢ € C''([0, 1], Bg[0]), concluimos que existe 3 > 0,

tal que
o(u,v) > Bllu—n|, V u,v€B.

Dessa forma, B C X é limitado na métrica da norma de X se, e somente se, B é limitado na
métrica 6. Mais ainda, qualquer sequéncia de Cauchy em 9§, é sequéncia de Cauchy na métrica da norma,
logo & convergente na métrica da norma, pois (X N ||) é espaco de Banach, e pela relacdo acima entre
as métricas, converge também em §. Portanto, concluimos que (X , 5) é um espaco métrico completo, e

podemos aplicar sobre ele o Teorema[I.1]

Corolario 1.1. Sejam (X, || - ||) um espaco de Banach, e I : X — R um funcional de classe C*, e
limitado inferiormente. Entdo existe uma sequéncia (u,) C X tal que

I(u,) — ulg’(l(u) =m

(1 + lunl) I (un) I, = O
Isto é, existe uma sequéncia de Cerami para I no nivel m.

Prova. Como (X, ||-||) é espaco de Banach, pelas consideragdes acima, concluimos que (X, ) é um
espago métrico completo. Também por hipétese I é semicontinuo inferiormente e é limitado inferiormente.

Com isso, dado n € N, tome € = e entao o Teorema garante a existéncia de u,, € X, tal que por

ﬁ:
(a), vale que

1
< i —
Iun) < ulg( I(w) + n?’

e por (c), vale que
1
I(w) > I(uy) — E(S(w,un), vV we X.

Desse modo, obtemos uma sequéncia (u,) C X, com n € N, tal que

inf I(u) < I(up) < inf I(u)+

vV neN,
ucX ueX

"9
n2
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portanto, segue que
lim I(u,) = inf I(u).

n— o0 ueX

Além disso, fazendo w = u,, + tu, para t > 0 e u € X arbitrarios, segue que
1
I(up + tu) — I(u,) > - O (Up, up, + tu).

Assim dividindo ambos os lados da desigualdade acima por ¢, e relembrando a definicdo da distancia

geodésica ¢, obtemos

v

1
t

(s + ) — I(u,)] —% 5ty tn + )

1 ¢ ds
——ull |
n o L4 ||un + sull

entdo, fazendo t — 0, como I é de classe C!, concluimos que

v

1 -1
()= == (1 )l

Agora como u é arbitrario, trocando u por —u, obtemos também

1 -1
I’ (up)u < 5(1 + [lunll) " [full,
e assim,
[ (un)ul _ 1 -1
——— < — (1 + |lun| )
[[wll n( )

0 que implica em

0< (14 )P )l < -
Portanto
Jim (1 [Jun[) 1 (un)]l ., = 0.
E dessa forma, (u,) é a sequéncia de Cerami procurada. .

1.3 Uma Sequéncia de Cerami no Nivel do Passo da Montanha

Nessa se¢do, vamos definir a geometria do Passo da Montanha e o nivel do Passo da Montanha
para um dado funcional I : X — R, em que (X, || - ||) é um espago de Banach. Em seguida, vamos usar o
Principio Variacional de Ekeland para provar a existéncia de uma sequéncia de Cerami no nivel do Passo

da Montanha para um funcional I que possua a geometria do Passo da Montanha.

Definigao 1.4. Considere (X, || - ||) um espag¢o de Banach, e I : X — R um funcional tal que
1(0) = 0, dizemos que I possui a geometria do Passo da Montanha, ou abreviadamente, a geometria PM,

quando I satisfaz:
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(PM1) Ezistem p, > 0 tais que I(u) > a > 0, para todo u € X, com |lu]| = p;
(PM2) Eziste e € X, com |le|| > p, tal que I(e) < 0.
Definigao 1.5. Considere (X, Il - H) um espago de Banach, e [ : X — R um funcional que possui

a geometria do Passo da Montanha, entao fica bem definido o nivel do Passo da Montanha para I, ou

abreviadamente, o nivel PM para I, dado por

o= inf mex 1(3(1), (1.4)
em que ]
I'={y€C([0,1],X) ; 7(0) =0, %(1) =e}. (1.5)

Note que, de fato, [ = {¥ € C([0,1],X) ; %(0) =0, 3(1) = e} # &, pois se (t) = te, entdo
5 € [. Além disso, pela defini¢do de ¢ concluimos que ¢ > a > 0. A seguir apresentaremos um resul-
tado que é de suma importancia na resolu¢ao de inimeros problemas, pois garante a existéncia de uma

sequéncia de Cerami no nivel PM para um funcional de classe C!, desde que este satisfaca a geometria PM.

Teorema 1.2. Sejam (X, Il - ||) um espag¢o de Banach, e I : X — R um funcional de classe C*
que possui a geometria do Passo da Montanha, entio existe uma sequéncia de Cerami para I no nivel do

Passo da Montanha, isto é, existe (u,) C X, tal que

Iup) = ¢ e |[I"(un)[[(1+ lunll) =0,
quando n — 0o, em que ¢ € dado por .

Prova. A ideia é seguir os passos do Corolario para obter a sequéncia de Cerami procurada.
Para isso, dado T' ¢ C([0,1], X), definido em (1.5), considere-o como subespaco métrico de C([0, 1], X)

com a métrica dada pela norma || - ||, ou seja, (T',d) é um espago métrico tal que

d(1,%2) = 171 — Yelleo = e 151(8) = %@, ¥ F1,92 €T
Assim, como C([0,1], X) é espago métrico completo, basta mostrar que T é fechado, com respeito a
métrica d, para garantir que (f,d) é um espaco métrico completo. Dessa forma, dada (%,) C I uma
sequéncia convergindo para 4 em (C([0,1],X) , quando n — oo, note que 4,(0) = 0 e 4,(1) = e, para
todo n € N. Logo como |7, — 7lec = 0, quando n — oo, entéo 7(0) = 0 e 5(1) = e, assim 4 € I, e segue
que re fechado, portanto (f‘, d) é um espago métrico completo. Com isso, podemos utilizar a métrica
d, que advém da norma, e construir a métrica geodésica 6z, para I'. Como visto na secao anterior, uma
vez que (T, d) é espago métrico completo, segue que (T, dz) ¢ também um espago métrico completo, logo
podemos aplicar o Teorema [1.1| para esse espaco.

Agora defina o funcional ¥ : T' — R, dado por

W(3) = max I3(1)). (L6)
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Para cada t € [0,1] fixado, considere X; = {ﬁ/(t) iy € f} C X. Como por hipotese I : X — R é de classe
C!, entdo é semicontinuo inferiormente, e denotando por I; a restricio I|x,, segue que I; : X; — R &

semicontinuo inferiormente. Mas observe que ¥ = max [;, e como I; é semicontinuo inferiormente, para
t€[0,1]

todo t € [0,1], segue que ¥ é semicontinuo inferiormente.
Por outro lado, dado 4 € T, como I satisfaz a geometria PM, e vale 5(0) = 0, ||5(1)] > p
e 7€ C([0,1], X), entdo existe to € (0,1) com ||F(to)|| = p, e por (PM1), segue que

¥(y) = I(3(to)) = o> 0,

assim W é limitado inferiormente. Com isso estamos nas hii oteses do Teorema [1.1] e procedendo para o

espaco (f, (51:) de forma semelhante a prova do Coroléario[l.1/, dadon € N e ¢ = existe v, € T, tal

ﬁa
que
1 1
U(Ap) <inf¥(H)+ = = —, 1.7
(v)féléf N+ 5=ct 5 (1.7)
¢ 1
V() 2 W)~ ~0r(Fa), ¥ v el (1.8)
Portanto definindo
My = {1 € 0,15 16Gn (1) = max TG (s)) = W) }.
e tomando t,, € M, por (1.7) segue que
o~ 1
CSI(’Yn(tn))SC'i'ﬁa v TLEN,
isto é,
lim I(3,(t,)) = ¢ (1.9)

n— oo

Além disso, fixado n € N, considere 5 € C([0,1], X) arbitrario, tal que |[7[z = [|7(.)], e
7(0) = 4(1) = 0, entdo fazendo v(s) = An(s) + t3(s), com t > 0, como 7, € I, segue que v € T, e para
t suficientemente pequeno, pela continuidade vale que In[g)i]f (v(s)) = I(v(tn)) = I (Fultn) + t3(t0))
se|0,

assim por (|1.8) segue que

I (inlEn) + 63(00)) = T (E) 2 =05 Gin + 3,730).

Com isso, dividindo ambos os lados da desigualdade acima por ¢, e relembrando a definicao da distancia

geodésica 05, e a definicao de || - ||z, obtemos
1 - ~ 1 - - -
ST Gal@) +65(0) = 16Ga(E)] = ——or Ga +17.50)
R el
nt Jo 1+ % + 575
L,
nt Jo 1+ [[Ya(t )+5’Y( )||
> Al / -
L+ [ ( +87( n)l
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E como I é de classe C!, aplicando o limite com t — 0, obtemos que

P @A) 2~ (14 [RaEl) 1]

Agora como 7 é arbitrario, trocando 4 por —%, obtemos

FGEDAE) < (14 @) I,

e assim,

I' (i (£0))(En)
15l

< (14l

0 que implica em

o o 1
0= (14 1R 17 GalE)0 < =
Como n € N, fixado acima, é qualquer, concluimos que
Tim (14 15D I Ga@Ea)l ., = 0. (1.10)

Por fim, considerando (u,,) C X, tal que u,, = 9,(,), para todon € N, por (1.9) e (1.10) segue que

lim I(up) =c e lm (14 flun )11 (un)]l, = 0.

n—oo

Portanto obtemos uma sequéncia de Cerami para I no nivel PM. [ ]

Desse modo, encerramos o capitulo com a garantia da existéncia de uma sequéncia de Cerami no

nivel PM para um funcional I sob as hip6teses do Teorema [I.2]



Capitulo

2

Um Problema Autdébnomo no RY

O objetivo desse capitulo é analisar determinada classe de problemas auténomos, a fim de relaci-
onar o nivel do Passo da Montanha com o nivel de minimo do funcional associado ao problema. Para isso
faremos uso de resultados classicos devidos a Berestycki e Lions [6] para N > 3, e a Berestycki, Gallouét
e Kavian [3], para N = 2. Considere o problema apresentado em , na introducgao desse trabalho, isto
€,

—Au = h(u), em RY,

para o qual vamos assumir as seguintes hipoteses sobre h:

(ho) h:R — R é continua e impar;
h h
(h1) se N >3, —0 < liminfﬂ < lim sup () =-L <0,
s=0 s s—0 S
h
se N =2, lim his) =—L € (—00,0);
s—0 s
(h2) se N >3, 1i21 |h(s)|s~(N+2/(N=2) —
S—r—+00

se N = 2, para cada a > 0 existe um C, > 0, tal que
|h(s)] < Cae®”, para todo s € R.
Associamos ao problema em questdo o funcional natural J : H — R, dado por

J(u) = /RN (%|Vu|2 - H(u)) de, (2.1)

u

em que H(u) = / h(s)ds. Sob as hipoteses (h0)-(h2) podemos concluir que J estd bem definido, e
0
além disso, ¢ de classe C! (cf. Apéndice|A.1). Almejamos mostrar que J possui a geometria do Passo da
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Montanha, e assim garantir que fica bem definido o nivel do Passo da Montanha para J, como dado por

b= inf e J(y(1)), (2:2)
em que
I = {~(t) € C([0,1], H'(RY));7(0) = 0, J(v(1)) < 0}, (2.3)

pois estamos interessados pelo caso em que b é um nivel critico para o funcional J.
Dizemos que uma solugao w para o problema dado em ¢ uma solucao com energia minima se
J(w) = m, em que
m=inf {J(u);u#0 e J'(u) =0}. (2.4)

Note que m é um nivel critico para o funcional J. Dessa forma, o principal resultado desse capitulo esté
enunciado no teorema a seguir, e consiste em caracterizar o nivel PM para J, relacionando-o com o nivel

critico de energia minima para J.

Teorema 2.1. Sob as hipdteses (h0)-(h2), seque que
b=m,

onde m,b > 0, sdo o nivel critico de energia minima para J, e o nivel PM para J, definidos em
e , respectivamente. Além disso, para qualquer solugao com energia minima w(x) para o problema

dado em (3), existe um caminho v € T tal que w(z) € v([0,1]) e

Jnasc J (v(t)) = J(w) = m. (2.5)

A fim de provar o Teorema vamos proceder como Berestycki e Lions em [6], para N > 3,
e como Berestycki, Gallouét e Kavian em [5], para N = 2, usando as propriedades de dilatagio da fun-
¢ao uy(x) = u(z/t). Vamos utilizar tais resultados para obter uma solugdo com energia minima para
o problema dado em , e entdo construir um caminho v € I' que satisfaga (2.5). Em seguida, vamos

usar a Identidade de Pohozaev (cf. apéndice|B.2), para concluir que b = m, e assim completar o resultado.

2.1 A Geometria do Passo da Montanha

Nessa segdo vamos mostrar que o funcional J definido em ([2.1) possui a geometria do Passo
da Montanha. Para isso vamos provar dois resultados. O primeiro garantird que J satisfaz a primeira
condicao PM, e o segundo mostrard que J satisfaz a segunda condicao PM. Portanto com esses dois

resultados cumprimos o objetivo da secao.

Lema 2.1. Sob as hipdteses (h0)-(h2), concluimos que J(u) possui a primeira condi¢ao da geome-
tria do Passo da Montanha, isto é, J(0) =0 e J satisfaz:

(PM1) Ezistem py >0 e g > 0 tais que J(u) > &, para todo u € HY(RN), com ||ul| ;1 = po.
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Prova. Como H(0) = 0, entdo J(0) = 0. Para provar (PM1) vamos separar oS casos em que
N>3eN=2.

Para N > 3. Por (hl), dado € > 0 existe d. > 0, tal que

®—5<liminfw < -—L, para 0<s </,
S s—0 S
e entao
—h(s) > (L —¢)s, para 0<s <.

Também por (h2), dado € > 0, existe A, > 1, tal que

he)l

W_ s para5>A5>1,

logo,
—h(s) > —esNFD/IN=2) " para s > A, > 1.

E como podemos supor, sem perda de generalidade, que 0 < §. < 1, entdo [d., A.] # @ é compacto, e a

A ()]

SN2 (ND) é continua, com isso atinge seu maximo M. no compacto [(557 AE], ou seja

funcao s —
—h(s) > —M.sN+D/N=2) "y s e [5,, AL].
Portanto, fazendo C. = max{M,, e}, segue que
—h(s) > (L —g)s — CesNFD/WN=2) "y 5>, (2.6)

2
Assim, lembrando que 2* = N vale que

° 1 2 Ce o
—H(s):/ h(t)dtzi(L—s)s 55 Vo s>0.
0

Agora, como pela hipotese (h0), h é impar, entdo H(s) é par, isto ¢, H(s) = H(—s), e fazendo C. = 2—:,

segue que
1 .
—H(s) > 5(L—e)|s|2—cg\s\2 , V seR. (2.7)

Entdo pela continuidade das imersdes de Sobolev (cf. Apéndice [B.1), segue que H*(RN) — L (RY),
logo existe C” > 0, tal que

1 1 .
J(u) > / §|Vu|2dx+§(L75)/ |ul? dx — C;/ |u|?" dx
RN RN RN
1 *
> min{l, L —e}ullf — CCfullz.
1 x
> Swin1.L -}l - Ol

1 -
(2min{1,L_e}—cg||u||‘;{fN 2>) lulln, ¥ uwe H'(RY).
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1 _
Assim, tomando pg > 0 suficientemente pequeno, de modo que imin{l,L —e} — C’é’pé/(N 2 S 0,

concluimos que, para todo u € H*(RY), com ||ul|z1 = po, segue que
1 _
J(u) > (2 min{1,L — e} — ¢ pt/ ¥ 2>) P2 =5y > 0.
O que mostra (PM1).

L
Para N = 2. Por (hl), dado € = 3 existe 0 > 0, tal que

h L

‘E—FL’ < 7 sempre que 0 < s <4,
s

entao

—h(s) >

Ls
R sempre que 0 < s <.

Também por (h2), obtemos que

logo,

Mais ainda, considerando, sem perda de generalidade, que 0 < 0 < 1, segue que [J, 1] # & é compacto, e

[2(s)l

sleas?

portanto a funcdo continua s +— atinge seu maximo M no compacto [§,1]. Assim, obtemos que

—h(s) > —Ms4e°‘52, vV s elo,1].

Dessa forma, fazendo C/, = max{M, C,}, segue que

1 2
—h(s) > iLS — 5% ¥ s >0. (2.8)

Logo,

H(s) = _/OS h(t) dt
- LTSQ — /OS theot gt
- B a0 [l eed - nal
> LTSQ - %83(6‘“2 -1

Agora, como por (h0) h é impar, entdo H(s) é par, isto é, H(s) = H(—s), e assim

LS2 ! 2
_ > 22 ZaBreas® . .
H(s) > 1 2048(6 1), VvV seR (2.9)
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Com isso, aplicando a desigualdade de Holder (cf. Apéndice [B.3), e novamente utilizando as imersoes de
Sobolev (cf. Apéndice [B.1), obtemos que H!(R?) — L4(R?), para q € [2, +0c0), segue que existe C/ > 0,
tal que

1 L C!
sy > Livul+ - S [ we - 1ya
1 L c o 1/2
> SIVulg+ ol - Sl [ e - 17as)
1 I o 1/2
> win {5 bl — 2t ([ e - o)
1 L cr -
> win {55 bl = 52572l

27 4 2a
(1 L cl -
(mln {2, 4} — 2(1M1/2||UHH1> ||uH%{1,

para u € H'(R?), tal que 0 < ||lu|| < po. Em que M e po sdo obtidos por meio da desigualdade de Moser-

Trundinger (cf. Adachi e Tanaka [1]). Com efeito, tal desigualdade garante a existéncia de o > 0, M > 0,
tais que
/ (eaouz - 1) dz <M, Y |ullm <1
R2

Portanto, para qualquer C > 0, segue que

/ <600u2/02 _ ]_) dx < ]\2'7 A HUHHl < C. (210)
R2

[o
Desse modo, escolhendo pg > 0 suficientemente pequeno, tal que 0 < py < 2—0, segue que
e

/ <62au2 _ 1) dr = / (e(UOUQZQ/UO) _ 1) dz < M7 A HU”HI < po < \/70
o - 2c0

Assim, diminuindo pg > 0, se necessario, para que pg satisfacga

1 L s
min{z, 4} — ﬁMl/QpO > 0,

concluimos que, para todo u € H*(RY), com |lu| g1 = po, vale que

1L cl -
J(u) > (min{Q, 4} - 22M1/2p0) pe =09 > 0.
O que mostra (PM1) e completa a prova do lema. m
Lema 2.2. Sob as hipdteses (h0)-(h2), concluimos que J satisfaz a segunda condi¢ao da geometria

do Passo da Montanha, ou seja, J satisfaz:

(PM2) Existe ug € HY(RY), tal que |lug||gr > po e J(ug) < 0.
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Em particular, seque que J possui a geometria PM e o nivel b do Passo da Montanha para J,
dado em , estd bem definido e € positivo.

Prova. Primeiramente observe que pela prova do Lema vale que J(u) >0, V u¢c HYRYN),

com 0 < [Ju||g: < po, em que py é dado em (PM1). Assim se mostrarmos que
T = {y(t) € C([0, 1], H'RY)) ; 7(0) = 0,J(v(1)) < 0} # 2,

existe v € T e ug = (1) satisfaz que J(ug) < 0, e entdo, necessariamente, ||ug||g1 > po. Como na segdo
seguinte vamos exibir um caminho v € T', podemos assumir que I' # &, portanto J satisfaz (PM2).
Com isso, J tem a geometria PM, e dessa forma, faz sentido definir b. Agora, dado v € T', como
v € C([0,1], HY(RM)), [|7(0)||z» = 0, e também J(v(1)) < 0, o que implica em ||v(1)||z1 > po, entdo
pela continuidade existe ¢ € (0,1), com ||v(#)|| g1 = po e assim tren[(z)ui] J(y(t)) > J(v(t)) > b9, em que Jp &

)

dado pelo Lema Com isso, concluimos que

b= inf ) >
inf max J(y(t)) = 6o > 0,

0 que completa o resultado. ]

2.2 A Existéncia de um Caminho v € I’

O intuito dessa se¢do ¢ mostrar que I' = {~(t) € C([0, 1], H(RY));7(0) = 0, J(v(1)) < 0} # 2,
e que existe v € I" que satisfaca . Para isso, vamos fazer uso dos resultados de Berestycki e Lions
[6] e Berestycki, Gallouét e Kavian [5], que garantem a existéncia de uma solugdo com energia minima
para o problema dado em sob as hipdteses (h0)-(h2), contanto que H(sp) > 0, para algum sg > 0. O

resultado é enunciado a seguir.

Proposigao 2.1. Sob as hipdteses (h0)-(h2), vale que

(i) Se H(sop) > 0 para algum so > 0, entao m > 0 e existe uma solugdo w para o problema dado

em (@, com energia minima, tal que w > 0 em RY, e como qualquer ponto critico de J, w satisfaz a

Identidade de Pohozaev (cf. Apéndice .'

(N —2) / |Vw|? de = 2N H(w) dx;
RN RN
(i) O problema dado em (@ tem uma solu¢do ndo trivial se, e somente se, H(sq) > 0, para

algum sy > 0.

Prova. (i) Para N > 3, o resultado segue de Berestycki e Lions [6], pelos Teoremas 1 e 2. Para

N =2, o resultado segue de Berestycki, Gallouét e Kavian [3], pelo Teorema 1.

(if) Por (i) se existe sgp > 0, tal que H(sg) > 0, entdo existe uma solu¢do ndo trivial para o

problema dado em . Por outro lado, suponha que o problema dado em possui uma solucao w, nao
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trivial. Considerando N > 3 por Berestycki e Lions [6], Corolario 1, segue que u satisfaz a Identidade de
Pohozaev, isto é,

(N —2) / |Vul*dr = 2N H(u)dx.
RN RN

Desse modo, como u é solugdo nao trivial do problema em , entdao H(u(z)) € LY(RY), ou seja, u

nao é constante, logo ||[Vu||3 > 0, e pela Identidade de Pohozaev, concluimos que / H(u)dz > 0.
Isso implica que existe sg € R, tal que H(sp) > 0, caso contrario, a integral nao seriz]f %ositiva. Além
disso, por hipotese h é impar, logo H é par e assim, sem perda de generalidade, podemos considerar
so >0, jaque H(sg) = H(—sp) > 0. Agora considerando N = 2, por Berestycki, Gallouét e Kavian [5],

u é solucao classica do problema em e também satisfaz a Identidade de Pohozaev, assim segue que

H(u(z)) é continua em R?, e H(u)dx = 0. Dessa forma, supondo que H(s) <0, V s € R, entdo

R2
H(u(z)) <0, V z € R? e pela continuidade de H (u(z)), isso implica que H(u(z)) = 0, para todo
r € R2, 0 que gera contradi¢ao. Portanto, existe zg € R?, tal que so = u(xg) > 0, e H(sq) > 0. ]

Agora, com a garantia da existéncia de uma soluc¢do para o problema apresentado em , vamos

utiliza-la para construir o caminho que satisfaca (2.5). Para isso, utilizamos o resultado a seguir.

Proposigao 2.2. Sob as hipdteses (h0)-(h2) e supondo que H(sg) > 0, para algum sy > 0. Seja
v uma solugao cldssica para problema dado em (@ com v(z) > 0, para todo x € RYN. Entio, existe um
caminho v € C([0,1], HY(RY)), tal que v(t)(z) > 0, para todo x € RN e t € (0,1], também ~(0) = 0,
J(v(1)) <0, ve([0,1]) e satisfaz [2.5), isto ¢,

max J(3(t)) = J(v).

Em particular, para a solugao com energia minima w obtida pela Proposigao [2.1, concluimos que

b= inf £) < =m. 2.11
0< ;rel”gl[gﬁ]J(v())fJ(w) m (2.11)

A fim de provar a Proposi¢ao[2.2]vamos precisar de alguns resultados precedentes. Primeiramente,

dado v € H*(RY), um ponto critico ndo trivial de .J, vamos definir a fun¢io
ve(x) = v(x/t), parat > 0.

Os proximos dois resultados garantem algumas propriedades para tal funcao.

Lema 2.3. Para N > 2 e para qualquer t > 0, a funcdo v; satisfaz as sequintes propriedades:

(i) [IVuel[3 = V2| Vol13;

[F(s)

(i) Para qualquer fungdo continua F satisfazendo lim sup 5
s

s—0+

/RN Floy)dx = Y /RN Fv) da:

< 400, vale que
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(iii) |oe]|2 = tV[[o]|2,  para qualquer q € [2,00).

1
Prova. (i) Como Vu(z) = ;Vv(x/t), fazendo a mudanca de variaveis y = z/t, obtemos

1
Vel = [ Vo@Pdo = [ Vele/ide =2 [ vat)ldy = |90l
concluindo (i).

(ii) Como v > 0 é solucdo do problema em , entdo para N > 3, por Berestycki e Lions [6],
Teorema 1, e para N = 2, por Berestycki, Gallouét e Kavian [5], Teorema 1, sabemos que v é radial e

decrescente, portanto v ¢ limitada. Logo existe M > 0, tal que |v(z)| < M, V2 € RYN. Além disso, como

[F(s)]

5 =S < 400, segue que dado & = 1 existe § > 0, tal que |F(s)| < (S +1)s?,

F' é continua e lim sup
s—0t S
sempre que 0 < s < §. Sem perda de generalidade, considerando § < M, como F' é continua, a fun¢io
F
_, [EG)l
52
0 <s< M, implica que

assume seu méximo C' no compacto [0, M]. Desse modo, se C' = maX{C',S + 1}, entdo

F(s
LI
Com isso, obtemos que
_ [ F)
/I%N F(U(IE)) dx = /RN W(U(x))2 df,U S C/]RN (U(IE))Q dl' < +OO,

logo F € L*(RY) e a integral faz sentido. Assim, aplicando a mudangca de varidveis y = v/t, obtemos que

[ o= [ Fotma= [ Few)a,

RN

o que mostra (ii).

F
(iii) Fazendo F = | -|? em (ii), claramente, F' é continua e lim sup LQS)' = [5]97? = 0 < o0,
s—0t S
logo vale que
[ @ =¥ [ o,
RN RN
mas isso implica que [[v[| = [[v]|Z, o que mostra (iii). -
Lema 2.4. Para N =2 e para qualquer t > 0, a func¢ao v; satisfaz as seguintes propriedades:

(i) /]R2 H(v) dz = 0;

(i) J(ve) = J(v);
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(m’)/ h(v)or dz = 2]Vl 2.
R2

Prova. (i) Como v é ponto critico de J, entdao pela Proposicao v satisfaz a Identidade de
Pohozaev. Além disso, H ¢é continua, e usando (h1), obtemos que

H
0 < limsup M = lim sup

5 =L < o0,
s—0t S s—0t &) s—0t S

t s—=0t S

/h(t)dt‘ s
Ofglimsupl/ Mdt: lim M
0

logo, fazendo F = H em (ii) do Lema com N = 2, segue que

2
H(v;)dx = t* H(U)dx:t—

(2-2) |Vw|? dx = 0,
R2 R2 4 R2

o que prova (i).
(ii) Observe que

1
§|VUt|2 — H(’Ut)) dx

N =

L
_ /R
1
= SlIvu}

v 2_ V) ax
Vel ~ [ Hwa
(),

|V, | da

1
2
J
onde usamos (i) e o Lema 2.3 com N = 2, e assim concluimos (ii).

(iii) Como v é ponto critico de J, entdo J'(v)v = 0, ou seja, ||Vv|3 = / h(v)v dz, assim como
R‘Z
h é continua, e

0< limsupw = lim M
s—0+ S s—0t S

fazendo F(s) = h(s)s em (i) do Lema [2.3] com N=2, segue que

=L < o0,

/ h(ve(x))ve(z) de = t2/ h(v(z))v(z) de = t3|| Vo3,
R? R?

o que conclui (iii). m

Prova da Proposigao [2.2] Vamos separar a prova em dois casos:

Caso 1. Para N > 3. Como v é ponto critico de J pela Identidade de Pohozaev, obtemos que
(V-2)

7Vv2:/ H(v)dx.
Vel = [ A
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Portanto, segue que

g = S 1wl - [ ma= (3 22 vl (212
v) =— V|3 o v)de = {3 o v||3- .

Com isso, concluimos que:

(a) max J(ve) = J(v);
(b) J(v¢) — —o0, quando t — +00;
(c) ||’UtH§{1(RN) — 0, quando t — 0.

De fato, por (2.12]), obtemos

d N -2 N -2
G = (S - T2 v

dt
Logo, se &J(vt) =0, entdo t = 1, e segue que
d? N -2
a = YA N3Nt (N1 N72) 2‘
S| T (V=3 — (V=2 vl
= —(N—2)[|Vo3
< 0.

Assim, t = 1 é ponto de maximo da fungéo ¢ — J(v;), ou seja, max J(vy) = J(v1) = J(v), e obtemos (a).
Para ver (b), basta fazer t - 400 em (2.12). E para provar (c), usamos (i) do Lema e
(iii) do Lema com ¢ =2, e assim concluimos que

el s vy = V013 + lloell3 = t¥72(IVol3 + ¢V]|v]l3 — 0, quando ¢ — 0.

Portanto, por (b) podemos escolher I > 1 tal que J(v,) < 0, e entdo afirmamos que
v :[0,1] = HY(RY), dado por v(t) = v,,, parat € (0,1], e ¥(0) = 0, é o caminho que estamos procurando.
De fato, por Berestycki Lions [6] e Berestycki, Gallouét e Kavian [5], obtemos que v é solugao cléssica
para problema em , entdo v € C?(RY) e assim ~(t) = v(x/(It)) é continua em (0,1]. Para mostrar a

continuidade de «(t) em t = 0, lembramos que por (c), vale que
Iy @y = 02171 vy — 0 = (0), quando t — 0.

Desse modo, v € C([0, 1], HL(RY)). Além disso, v(¢)(z) = v, (z) = v(z/(lt)) >0, ¥V v e RN et € (0,1],
pois v é positiva em RY. Também, v(0) = 0, por defini¢do, e J(v(1)) = J(v,) < 0. E ainda

o(e) = vo(3e) = v, (@) =2(7) @) €(0,1]),

1
pois 7 € (0,1), jad quel > 1. Por fim, note que

1
) =I(x(7)) < max 76(0) = max T(0,) < max.J(v,) = max () = ()
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ou seja, m{g}i] J(v(t)) = J(v). O que conclui o caso 1.
telo,

Caso 2. Para N = 2. Nesse caso a constru¢ao do caminho é mais complicada. Em primeiro lugar

observamos que pelas hipoteses (h0)-(h2), existem constantes «, C' > 0, tais que
Ih(s)] < Ce*’|s|, V¥ seR.

Com efeito, por (h1), dado e = 1, existe 6 > 0, tal que |h(s)] < (1 + L)|s|, V 0< s <. Agora, como

a dado por (h2) é positivo, entao e’ > 1, e segue que
Ih(s)| < (1+L)|s| < (1+L)e*"|s|, ¥V 0<s<é.
Também, considerando R = max{1,d}, por (h2) existe C,, > 0, tal que
2 2
|h(s)] < Cue®” < Cpe® |s|, para s> R.
|h(s)|

es? |S|

compacto [4, R], ou seja, vale que |h(s)| < Meo‘32|s|, para todo § < s < R. Com isso, fazendo

assume seu maximo M no

E por fim, pela continuidade de h, dada por (h0), a funcao s —

C =max{1+ L,C,, M}, e lembrando que por (h0) h é impar, segue que
h(s)] < Ce*"|s|, V¥ s€eR. (2.13)

Agora, considerando 6 € [0, 1], observe que

1/ \V(Hvt)|2dx—/ H(Ov,) dx
2 R2 R2

62
= SIvuli- [ HEwd
R2

J(Ovy)

Assim, pelo Lema [2.3]e por (2.13)), obtemos que

d
9 I on) = 9|\wtug—/ h(8v, o d
a6 o
> anwtug—ec/ 02
R2
> GHVth%—HC/ eo‘”?vfdx
RZ

= 0 <||Vv||§ — C’tz/ e 2 dac) .
R2

Logo, se considerarmos [ € (0, 1), suficientemente pequeno, tal que
Vo2 — CI? 02 dx > 0,
2
]RQ

entao para tal [, concluimos que

d
N >
57(0v) 20, ¥ 0e0,1],
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ou seja, # — J(fv,) é uma fungdo ndo decrescente, para 6 € [0, 1]. Dessa forma, usando (i) do Lema[2.4]
segue que
J(Ov,) < J(v,)=Jw), ¥V 8€]0,1]. (2.14)

Por outro lado, fixando r > 1 por (i) do Lema e (iii) do Lema[2.4] obtemos que

d
< 100, = (00vel3— | h(ou)e,dz)|
G0 = (1wl [ oyunas) |
= Vol = Vol = (1 = )| Voll3
< 0.
E também,
4 H(Ov )d:lc‘ = / h(0v,)v, dz
df Jgo Y e=1 Jge T =1
= [Vol3
> 0.
Com isso, concluimos que 6 — J(fv,) é uma fungdo decrescente em 6 = 1, enquanto a
funcao 6 +— H(0v,)dz & crescente em 6 = 1. Dessa forma, é possivel considerar 6; € (1,+00),

R2

suficientemente perto de 1, de modo que usando (ii) do Lema vale que

J(0v,) < J(v,) =J(v), ¥V 8€]ll,604], (2.15)

e por (i) do Lema segue que

H(01v,) dx > H(v,)dx =0.
R? R?

Agora, considere para t > 1 a sequéncia (61v,); = 61v,¢. Entdo novamente pelo Lema (i) e

(ii), com N = 2, segue que

1
J(01v,4) = 5/ |V(6’1fun)|2dac7/ H(01v,4) dx
R2 R2
0% 2 2
= —||Vu|3-t H(6yv,)dx.
2 R2

Portanto a fungao ¢ — J(61v,¢) é decrescente, para t > 1, e J(01v,4) — —o0, quando ¢ — +o0o0. Com
isso, é possivel escolher s >> 1, suficientemente grande, tal que J(61v,5) < 0. Além disso, por
concluimos que

J(Orvr) < J(Orvp) < J(v), V =1 (2.16)

Finalmente, de acordo com as conclusoes acima, definimos os seguintes caminhos:

e ¢ :[0,1] — H'(R?), dado por ¢;(0) = uv,;

b ¢2 : [la’r] - HI(R2)7 dado por ¢2(t) = Ut;
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o ¢3:[1,0;] = HY(R?), dado por ¢3(0) = Ov,;

o du:[L,s] » H'(R?), dado por ¢u(t) = 010,

E reparametrizando-os, para o intervalo [0, 1], obtemos:

o 71 :[0,1] = H*(R?), dado por 71 (t) = é1(t);
o 72 :[0,1] = H'(R?), dado por ya(t) = da((1 — t)l + tr);
o 73 :[0,1] — H'(R?), dado por y3(t) = ¢3((1 —t) + t61);

e 7, :[0,1] — HY(R?), dado por v4(t) = ¢pa((1 — t) + ts).

Desse modo, definindo v : [0, 1] — H'(R?), dado por:

71(41), se  0<t<1/4,
(t) = Yo(dt —1),  se 1/4<t<1/2,
v3(4t — 2), se 1/2<t<3/4,
Y4 (4t — 3), se 3/4 <t <1,

construimos o caminho desejado. De fato, como v é solucao classica do problema dado em , entao
v € C%(R?) o que garante a continuidade de 5 e v4. Além disso, v; e 73 sdo segmentos de reta, logo sdo

continuos. Também, vale que

w(o]) = (e d 1) (e §0) o 2) o e(e33) e 1) =

desse modo, concluimos que v é continuo, ou seja, v € C([0, 1], H'(R™)). Observe também que

(0) =7(0)=0-v, =0 e J(v(1)) = J(1a(1)) = J(9a(s)) = J(6rvrs) <O.

E ainda que,

1-1 1-1 1-1 ~ ~ - 1/1+47r—-2]
v = ¢a(1) ¢2( p— l+r—lr) v v2(4t — 1) = ~(t), com ¢ i Gy
1-1 - 1/1-1 1 1 -
E a — =-(=— S2=C ja, v = 1]).
comor>1>l,entaoO<Til<1 e0<t 4(r—l+1)<42 5> OU seja, v ~(t) € v([0,1])

Por fim, para mostrar que ~(t)(z) > 0, para todo x € R?, t € (0,1] e que m[ax} = J(v), vamos
te[0,1
separar em casos:

1
° se 0 <t < 1 Por (2.14), segue que

T(v() = T(n(4D) = J(4tw,) < J(v).
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E lembrando que v(z) > 0, para todo = € R?, entdo
~y(t)(x) = 4tv, (z) = 4tv(x/l) >0, t#O0.

1 _ _
. se7<t<f Considerando t =4t — 1 e t* = (1 — )l +¢r, observe que 0 <t < lel <t* <r,
logo pelo Lema (ii), segue que

J((t) = J(2(8)) = J(2(t7)) = J(vi-) = J(v).

Também, v(t)(x) = vp= = v(x/t*) > 0, pois v é positiva.

1 3 _ _
. se - <t<-. Fazendot =4t —2et* =(1—1%) +th, vejaque 0 <t <lel<t*<¥b,logo

por , vale %1
J(v(t) = J(y3(t) = J(d3(t7)) = J(t"v,) < J(v).

E ainda, vy(t)(x) = t*v,(x) = t*v(z/r) > 0, pois v é positiva.

3 _ _ _
° se - <t<L. Tomando t =4t —3et*=(1—1%)+1ts, noteque 0 <t <lel<t"<s,logo

por , obtemos que
J(v(t)) = J(1a(®) = J(¢a(t?)) = J(O1vre-) < T (v).

E ainda, y(t)(z) = 0100+ = 61v(x/(rt*)) > 0, pois v é positiva.

Portanto, concluimos que (t)(x) > 0, para todo z € R?, ¢ € (0, 1] e também, como 0 < £ < 1, concluimos
que

Tw) = J(3(0) < max T(3(1) < J().

ou seja, m[(a)uﬁ J(v(t)) = J(v). O que conclui o caso 2.
€lo,

Para completar a prova, considerando w uma solugao de energia minima obtida pela Proposicao

2] uma vez que construimos v € T, tal que

max J((t)) = J(w) =m,

concluimos que

0<b= ;Ielfmrerl[gﬁcf(()) tren[gﬁf(()) J(w) =m

Com isso, provamos que 0 < b < m, e completamos a prova da proposi¢ao. [

Note que além de garantir a existéncia de um caminho v € T' satisfazendo (2.5)), a Proposigao

mostra que b < m. Logo resta provar que m < b para concluir a prova do Teorema
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2.3 Uma Caracterizacao do Nivel do Passo da Montanha

Nessa secao desejamos mostrar que m < b, e por meio de concluir que m = b, caracte-
rizando b, o nivel PM para J, como sendo o nivel critico de energia minima para J definido em .
Para provar que b > m, vamos definir o conjunto P das func¢des néo triviais que satisfazem a Identidade
de Pohozaev, entao vamos mostrar que m = uug) J(u) e que ¥([0,1]) NP # @, ¥V~ €I Disso vamos
concluir que b > m, o que completard o resultado.

Lema 2.5. Considere P = {u € HYRM)\ {0} ; (N — 2)/ |Vw?dz — 2N H(w)dx = 0} )
RN RN

o conjunto das funcées nao triviais de H'(RN) que satisfazem a Identidade de Pohozaev. Entdo

inf J(u) =
uep (W) =m,

em que m € o nivel critico de energia minima para J definido em .

Prova. Vamos separar a prova em dois casos, para N > 3 e para N = 2.

Para N > 3. Nesse caso vamos usar a ideia de Coleman, Glazer e Martin [§], assim como em

Berestycki e Lions [6]. Primeiramente definimos

S= {u c H'RY); | H(u)dx = 1}.

RN

1/2
Entdo afirmamos que existe uma bijecao ® : S — P dada por ®(u)(z) = u(x/t,), onde t,, = (2—*) IVull2-
De fato, ® estd bem definida, pois dado u € S, segue que

N(N_2)/ |VO(u)?de — N | H(®(u))dx Nltf:’ 2||W||§—Ntfj/ H(u))dx
2N RN 2* RN

RN
1 /1 \W=-2)/2 1\N/2
= No(5) IVl =N (5) vl

= 0.

Logo ®(u) satisfaz a Identidade de Pohozaev, e como 0 ¢ S, entdo u # 0, logo ®(u) # 0, ou seja,
®(u) € P. Além disso, dado u € P segue que u satisfaz a Identidade de Pohozaev, logo

(5:)Ivuli3 = /RN H(u) d, (2.17)

. . _ - 1L \/N 2/N
assim definindo @(z) = u(xt), em que ¢ = (2—*) [IVul|3’, segue por (2.17)) que

H(@)de =t | H(u)de = [( \vuu / H(u

RN RN

Portanto @ € S e vale que

o ()(2) = (w/t) = ulwl/ta) = u(w),
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pois

[
~
(V]

V|2

1/2_
DTy

/2, 1\1/N 2/N —(N=-2)/2
()" 1ol IVl

1/N
[Vl

N——t N N N~

2/N
2

Qls o Gl o

Il
N~ —~ —~

Assim ® é sobrejetiva. Para mostrar a injetividade de ®, note que dados ui,us € S com ®(u1) = P(usq),
segue que
uy (x/ty,) = ur(x/ty,), VaxcRV.

Portanto, basta mostrar que t,, = t,, para concluir que u; = us. Ou seja, basta mostrar que
||VU1H2 = ||VUQ||2 Mas como ||V(I)(’LL1)||2 = HV(I)(ILQ)HQ, entao tuNI_QHVU1H2 = tg/;,_QHVU/Q”Q, IOgO

1\ (N=2)/2 N_ 1\ (N=2)/2 N
(5) vl = (5) 0 IVl
2 2

portanto, concluimos que [|[Vuy|2 = ||[Vuz|l2 e vale que uy = ug, portanto ® é injetiva. Dessa forma,

como ¢ é uma correspondéncia biunivoca entre S e P, segue que

, , [l 1 22
ing S0 =t @) = | ()" 19wl
ja que
1
J@) = IVl [ H)ds
2 .
1112 N2 5 1\1/2 N
= 3G Ivee) 1w - () il
1 1] /1 \W-22 o
- {z‘z*} () v
1,1 \(N-22
= <) v

Agora por Berestycki e Lions [6] (cf. Teorema 2), sabemos que inf"S |[Vul|3 é atingido em algum @ € S e
ue

que ®(a) € P & uma solucdo com energia minima para o problema em . Portanto, concluimos que

m=J(®(a)) = ;Ielfs J(®(u)) = Jlel% J(u).

Assim provamos o lema para N > 3.

Para N = 2. Nesse caso o conjunto das fun¢des nao triviais de H'(R?) que satisfazem a Identidade

de Pohozaev é dado por

p—{uem @)\ [ Hwas—o}.
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1
com isso obtemos que J(u) = §||Vu||§, para u € P. Por Berestycki, Gallouét e Kavian [5] (cf. Etapa 4,
prova do Teorema 1), segue que in7f3 [Vul|3 é atingido em algum @ € P e que ®(@) € P é uma solugio
ue
com energia minima para (), apés fazer uma mudanca de variéveis @(z) = (x/t), para ¢t adequado.

Portanto, obtemos que

1
inf J(u) = = inf | V|3 = J(@) = m.
inf J(u) = J inf [|Vul = /(@)
O que completa a prova do lema. [ |
Lema 2.6. Considere P e m como definidos no Lema e em , respectivamente. Entdo para

qualquer v € T, o conjunto v([0,1]) NP € nao vazio.
Prova. Primeiramente defina para v € H'(RY) o funcional

N -2
P(u) = ——|Vull3 - N/RN H(u)dz = NJ(u) = || Vul}.

Vamos novamente separa os casos N >3 e N = 2.

Para N > 3. Em primeiro lugar afirmamos que existe pg > 0, tal que 0 < ||u||z: < po implica
que P(u) > 0. De fato, como na prova do Lema obtemos

N -2 N(L — x
Plu) > —— |Vu|2dx+7( 2 |u|? dz — NC! lu|? da
2 2 :
RN RN RN
1 . (N-2 N(L-¢) .
> me{ 5 5 }||U|12L11—NC;||“|§*
1 . [N—-2 N(L—¢ _
> (G { T2 EEZD v g,

assim tomando pg > 0 suficientemente pequeno, tal que

1 N-—-2 N(L-
L nin { (L-9) } — NC! ()™ > 0,

2 2 2

segue que

1 N—-2 N(L- _ <
P > (min {522 TEZI - Nl jult =4 > o

para todo u € H'(RY), com 0 < |lul|z» < po- Uma vez que para cada v € T' vale que y(0) = 0, e
como v € C([0,1], HY(RYN)), existe t € (0,1), suficientemente pequeno, tal que ||v()||zr < po, e assim

P(v(t)) > 0. Também

P(y(1)) = NJ(y(1)) = [IV(y()II5 < NJ(+(1)) < 0.

Além disso, como P(u) = NJ(u) — ||Vul|3 é continuo, pois J é continuo, segue que t — P(y(t)) é
continua em [0,1]. Portanto existe ¢, € (£, 1), tal que P(y(t,)) = 0, o que implica em ||y(t,)|z: > po,
pois P(u) > 0, para 0 < ||u||g: < po. Agora, como (t) € v([0,1]) e

At,) € P = {ue H'®Y)\ {0} ; P(u) = 0},
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segue que (t,) € v([0,1]) NP, ou seja, ¥([0,1]) NP & nao vazio, provando o lema para N > 3.

Para N = 2. Nesse caso P(u) = —2/ H(u)dz, logo P ndo possui a componente
[Vull3 e portanto vamos proceder de forma diferente. Primeiramente tomando p(x) € C§°(R?), tal
que p(z)dr =1e p(z) >0, Ve R? definimos para qualquer v € I' e para € > 0,
R2

10@) = (e +10)a) = [ polo =y

em que p.(z) = e Np(x/e), para todo z € R% E com isso afirmamos que

i) Para todo € > 0 e para cada t € [0,1],7. € H'(R?) N L>=(R?);

i) v:(t) : [0,1] — L% (R?) é continuo;

iii)tm[(saﬁ] lve(®) —v(@)||gr — 0, quando € — 0.
De fato, dados ¢ > 0, t € [0,1] como p. tem suporte compacto em R? considere Q. CC R? com
supp p. C Q.. Entdo, como p. é continua, ¢ limitada em Q. e segue que p. € L=(Q.) C L3(.), e
também (t) € H'(R?) ¢ L?(R?), logo aplicando a desigualdade de Holder (cf. Apéndice [B.3), obtemos

que
Ve () ()] =/ p= ()Y () (x — y)dy < |lpell L2 IVl 20, a.t.p. em R?,

Qc
isto é,
7= @)lloo < llpellL2@) V() L2 00y < +oo.
Ou seja, 7. (t) € L>=(R?). Além disso, como ~(t) € H'(R?), entdo v(t) € L?(R?), e como p. € C§°(R?),
segue que
Dy:(t) = (D%pe) +7(t) € L*(R?), ¥ || <1,

e mais ainda, pela desigualdade de Holder e pelo Teorema de Tonelli (cf. Apéndices e , obtemos

dx

[0 +A DI < i

L |(P%pe) % (1)

R

1D pell L1 (. /Q |D%pe(y)| (/Rz Y (t)(x — y) dz) dy

1Dl 21 oy [V ()1 72 R2y < +00, ¥ |af < 1.

IN

Logo (D%p.) xv(t) € L?(R?), V |a|] <1, e assim p. * y(t) € H*(R?). Portanto 7. € H'(R?) N L>(R?).

O que prova (i). Também dados s1, s2 € [0, 1] aplicando outra vez a desigualdade de Holder, vale que

[7e(s1) = Ye(s2)lc = llpe * (1) Y(52)) o
= H/ pe(y y)—7(82)(9€—y)) dxHoo
< lpelllzz . ||7(3 ) —(s2)ll22(0.)

IN

lpelllzzo IV (s1) = v(s2) | — 0,
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Assim . € C([0,1], L°°(R?)), o que prova (ii). Agora

quando s; — sz, pois v € C([0,1], H*(R?))
considere a fungao 3 : [0,1]> — R, dada por B(t,e) = ||7=(t) — ¥(t)||gz:- Observe que novamente pelo
Teorema de Tonelli, para todo |a] < 1, vale que

I(D%pe) * (v(s1) = (523 < 1D el L2 (o) | (v(51) = V(52D 72020y = O,

quando s; — s2. Logo pela continuidade de 7, obtemos também que 7. € C([0, 1], H*(R?)). Com isso, 3
(2.18)

é continua na variavel t. Mais ainda, como [0, 1] é compacto, 8 é uniformemente continua em ¢. Assim

dado € > 0, existe 6> 0, tal que |s1 — 82| < S, implica que
5
0 < B(s1,¢) < 3 + B(s2,¢).

i=k

Entdo vamos escrever [0,1] = U[ti,ti+1], em que |t; — t;41| < 0, para todo i = 0,1,...,k. Logo para
=0

qualquer ¢ € {1, ..., k}, dados s1, s2 € [t;, t;11] vale (2.18). Além disso, pelo Teorema (cf. Apeéndice

B.5), para qualquer t € [0, 1] fixado, como p. € Cg° R? , segue que
0 g
V ol <1,

D%y (t) = (D“pe) *y(t) — Dy(t), em L?*(R?),
quando & — 0. Ou seja, V. (t) = pe *y(t) = v(t), em H!(R?), quando & — 0. Isto &,
B(t,e) -0, quando € — 0. (2.19)
(2.20)

7

Com isso, para cada i € {1,...,k} tome #; € (t;,t;41), e note que por (2.19) existe 6; > 0, tal que

DN |

0< /B(f’iae) <
sempre que 0 < £ < ¢;. E definindo 6§ = Or<r1j£1k{5i}, para qualquer t € [0, 1] existe i € {1,...,k}, tal que
_Z_
t € [ti,ti+1], assim, por (2.18) e por (2.20), concluimos que
€ ~ -
0 < B(te) < 3 + B(tie) < &,

sempre que 0 < € < §. Dessa forma, obtemos que m[ax]ﬁ(t, €) < &, sempre que 0 < ¢ < 4. Portanto,
te[0,1

concluimos que
max ((t,e) — 0,
t€[0,1]
‘<€,para0<5<§,ecomisso

h(s)+ L

quando € — 0, o que prova (iii).
Agora por (hl), dado ¢ = 3 existe § > 0, tal que
Ls 2 .
—h(s) > -5 > 0 e—H(s)> - 0, para 0 < s < d. Logo se 0 < |lul]jo < d, concluimos que
L, o
-2 [ H(u)dr > —|ul|5 > 0. (2.21)
2 2

P(u) =
Assim, como J é continuo e por (iii), segue que v-(t) — v(t) em H'(R?), quando ¢ — 0, para qualquer
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t € [0,1], observamos que para ¢ > 0 suficientemente pequeno, segue que

POV = =2 [ HOL0)da

< IV -2 [ HOL)da

= 27(:)

~ 2761

< 0. (2.22)

Além disso, note que, para todo € > 0, vale que v.(0) = v(0) = 0, e como concluimos em (ii) que
7.(t) € C([0,1], L=(R?)), logo para t suficientemente pequeno, vale que ||v:(t)||coc < J implicando por
que P(~(t)) > 0. Dessa forma, considerando ¢ > 0 suficientemente pequeno, por , vale que
P(7-(1)) < 0, e ainda vale que P(.(t)) > 0, para t ~ 0. Entdo como ¢t — P(7.(t)) é continua, existe
te € (0,1) com P(7:(tz)) =0, e por (2:21), concluimos que [|7-(tc)|s > 0, com isso, v.(t:) € P.

Por fim, considerando ¢,, — 0, com t., — t,, para algum t, € (0,1), quando n — 400, segue

que

IN

H’st (ten) - 7(tsn)||H1 + ||'Y(tsn) - 7(t7)|‘H1

e Ve®) =Yl + V(te,) = YE) a5

Ve, () = ()0

N

e entdo por (iii) e pela continuidade de v, segue que o lado direito da desigualdade acima converge para

zero, quando n — co. Ou seja,
Ve, (te,) = (@)l — 0, (2.23)

quando n — oco. Portanto pela continuidade de P concluimos por (2.23)) que

P(y(te,)) = P(y(ty)),

quando n — oco. E como 7., (t.,, ) € P, para todo n € N, entdo P(v., (t,)) =0, e passando o limite com
n — oo, obtemos P(vy(t,)) = 0. Para concluir que 7(t,) € P, resta mostrar que 7(t,) # 0. Para isso,

relembramos que por Berestycki, Gallouét e Kavian [5] (cf. Etapa 3, prova do Teorema 1), segue que

inf |Vul|3 = 2m > 2b > 0.
ueP

Portanto ||ul|g1 > v2m, Y u € P, logo ||ye, (t-. )| > V2m, Vn € N, e assim por (2.23), quando
n — 0o, segue que ||V, (tz, ) ||lgr — ||7v(ty)| a1, e passando o limite, quando n — oo, segue que

()l = V2m > 0.

Ou seja, y(ty) # 0, com isso y(t,) € P e como y(t,) € v([0,1]), segue que () € ¥([0, 1]) N"P. Provando

que ¥([0,1]) NP é ndo vazio, também quando N = 2. O que encerra a prova do lema. ]
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Para encerrar o capitulo, utilizando os resultados dos Lemas [2:5] e obtemos que

m = Lrgg J(u)
< J('Y(t"/))
< nax J(y(t))

e portanto

< inf J(y(t)) = b.
m < inf max (v(t))

Assim concluimos que b = m e como na se¢do anterior ja haviamos obtido um caminho que satisfaz (2.5),
completamos a prova do Teorema [2.1]



Capitulo

3

Uma Solucao Positiva para um

Problema Assintoticamente Linear e

Autonomo no Infinito

Considere o problema dado em , mencionado na introducao desse trabalho, cujas principais
vantagens sao o fato de assumirmos hipdteses que tornam a nao linearidade assintoticamente linear, e
fazem com que o problema associado ao “infinito” seja auténomo. Lembremos que estamos nos referindo
ao problema dado por

—Au+V(z)u= f(u), zcRY,

em que N > 2. E assumimos que o potencial V € C(RM R) satisfaz:

(V1) existe o > 0, tal que V(x) > «, para todo x € RY;
(V2) lim V(z) =V(+o00) € (0, +00);
|z]—+o00

e que o termo nao linear f € C(R™,R) satisfaz:

(f1) f(s)s7t =0, quando s — 0T;
(f2) existe a € (0,+00), tal que f(s)s™! — a, quando s — +o00, e

a>info(—A+V(z)),

em que o( — A+ V(x)) denota o espectro do operador autoadjunto —A + V(z) : H2(RY) — L*(RY).

O objetivo desse capitulo é utilizar os resultados dos capitulos anteriores para demonstrar que,
sob certas condicdes, garantimos a existéncia de v € H'(RY), uma solucio positiva, e logo apods, a exis-
téncia de uma soluc¢do com energia minima, para o problema em questdo. A principio, vamos estudar

dois resultados:
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Teorema 3.1. Sob as hipdteses (V1), (V2), (f1), (f2) e supondo que F(s) :/ f(t)dt satisfaca
0

(13) eziste § > 0, tal que 2F(s)s™2 < V(40o0) — §, para todo s € RT.

Seque que o problema dado em tem uma solucdo positiva.

Teorema 3.2. Sob as hipdteses (V1) e (V2), assim como

(V3) V(z) < V(4+00), para todo x € RV,

e supondo (f1) e (f2), assim como

(4) definindo G : RT™ — R por G(s) = %f(s)s — F(s), vale que

(i) G(s) > 0, para todo s > 0;
(i) existe § > 0, tal que

2F(s)s 2 > V(4+00) =6 = G(s) > 4.
Segue que o problema dado em tem uma solug¢do positiva.

Observagoes: (1) Os Teoremas [3.1] e serdo provados por um argumento variacional. Como
estamos buscando solugdes positivas, vamos assumir sem restricio, que f(s) = 0, para todo s < 0.

(2) Se G(s) >0, Vs>0,ea < V(+0), entdo (f3) é valido. De fato, supondo que

2F
G(s) >0, ¥V s>0, segue que gs) é uma funcao nao decrescente, para todo s > 0, pois
s
d (2F(s) 4s [ f(s)s 4G(s)
_ = — = > .
ds( = ) 54[ 5 F(s) =3 >0, Vs>0

= a, e como a < V(+00), dado
s——+oo S

2F
Além disso, por (f2) concluimos li ou seja, vale que lim ()

|4 — 2F
= W > 0, existe so > 0 tal que 55) <a+e <V(+o0)— 6, para todo s > sg, em que
s
2F
0<d<(V(+0)—a)—e. E como gs) é ndo decrescente, para s > 0, dado s; > sg, segue que

S

2F(s) < 2F(sg) _ 2F(s1)

2 S < p <V(4o00) -9, VO0<s<sp.
2F(s) .
Logo, —— <a+e < V(+00) — 8, para todo s € RT, ou seja, vale (£3).
s

(3) Se f(s)s~! & uma fungio nao decrescente, para todo s > 0, entdo (f4) é vélido. Com efeito,

1

por (f1) segue que f(s)s~! ndo é constante, e supondo que seja ndo decrescente, dado ¢ > 0, para todo
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0 < s < t, segue que

F) = | geryar
= /Osf(r)dr+ :f(r)dr
— F(s)+ Strf(:)d
< F( )+f§t)/:rd
= P+ - 102
< F()—@§+%f@)t
= ~G(s) + 10},
ou seja,
G(s) = F(s) fis)§<F(t)—@§=G(t), VOo<s<t,

e assim, G(s) é uma fungio nao decrescente para s > 0, em particular, G(s) > G(0) = 0, para todo s > 0,
o que verifica (f4) (i).
Para mostrar que vale (f4) (ii), vamos supor por contradi¢do que néo existe § > 0, tal que

2F(s)s™2 > V(+00) — 6, implica que G(s) > 6,

assim, para cada n € N, existe s,, > 0, tal que

F(Sn)

2
Sn

1 1
2 > V(+o00) — —, implica que G(s,) < —,
n n
entdo claramente, G(s,,) — 0, quando n — oo. Como G(s) é ndo decrescente, para s > 0, entao G(s,) — 0
implica que s, — 07, quando n — co. Caso contrério, existiria 5 > 0, tal que s, > 5 > 0, para todo
n > ng, para algum ng € N. Logo, G(s,) > G(3) > 0, para todo n > ng, o que contradiria G(s,,) — 0,
quando n — oco. Além disso, como por (f1) e (f2) concluimos (3.3)), entao segue que

V(o) - L < pflen)

2
n 52

Ce ,_
<5+?‘Es£ 2

e fazendo n — oo, por (V2), obtemos que

F(sp)

2
n

0<V(+o0) <2 <e—=0, quando £ — 0T,

S

o que gera contradicdo. Portanto, (f4) (ii) é satisfeita.

(4) Como exemplo de potencial V(z) satisfazendo as hipoteses (V1), (V2) e V(3) podemos

considerar

Cy x|

V@) = 37

+ Cy,
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em que Cy e Cy sdo constantes positivas. De fato, para (V1) fazendo a = Cy segue que V(z) > a, para
todo x € RY. Também, fazendo V(+00) = C; + Cy € (0, +00), segue que lim V(x) = V(+0), o que
—+00

||
nos da (V2). Além disso,

Ciz|
1+ |z

V(z) = 4+ Cy < V(+00), paratodo z € RV,

o que garante (V3).

(5) Como exemplo de fungio f: RT — R, satisfazendo (f1), (f2), (3) e (f4), podemos considerar

Cs? >0
fe)=¢ 115 70
0, se s <0,

em que C' é uma constante positiva, dada de modo que V(400) > C > info(— A+ V(z)). De fato,

como o
f(s)s™t = T +SS —0, quando s— 07,

entdo vale (f1). Para (f2), basta fazer a = C e observar que

f(s)s™t = 16_;_8 — C, quando s — +o0.
s

Para (f3), observamos que, para todo s € RT vale que

2C  2Clog(s+1)

-2 <L
2F(s)s = C . + =
o 20, %0
s s
= C
< V(4o0) -9,

em que tomamos 0 < § < V(400) — C. E finalmente, para (f4), basta notar que

C
(1+5)?

d
%f(s)sfl = > 0,

logo, f(s)s™! é crescente, em particular, ndo decrescente, para s > 0. Assim, pela observagao (3), vale (f4).

Iniciando o argumento variacional, a fim de resolver o problema apresentado em , associamos
ao mesmo o funcional I : H(RY) — R definido por

I(u) = %/RN (\Vu\z + V(m)u2) dx — - F(u) dx, (3.1)

u
em que F(u) = / f(s)ds. Assim, vamos, consequentemente, trabalhar em H'(R™) = H, com a norma
0

= [ (V6P + Vi)



3.1 A Geometria do Passo da Montanha 39

Por (V1) e (V2), podemos concluir que esta norma é equivalente & norma padrdao de H'(RY). De fato,
como V é continua, por (V2) segue que V é limitada. Com efeito, dado € > 0 existe r > 0, tal que
V(r) < & + V(+00), para todo x € RN, com |x| > r, e como V é continua, atinge seu maximo M no
compacto B,[0] C RN, entio se definimos V = max{e+V (+oc), M}, obtemos que V(z) < V, V z € RV,
Também, considerando « > 0, dado por (V1), se definimos & = min{«, 1}, entdo segue que

allull3, = &/}RN (\Vu\Q +u2) dx

< / (|Vu|2 + V(m)u2> dx
RN

= Jul?

< (V+DlulFn,

0 que prova a equivaléncia das normas.

3.1 A Geometria do Passo da Montanha

O objetivo dessa se¢ao & mostrar que quando o funcional I esta sob as hipoteses (V1), (f1) e (£2),
ele possui a geometria PM. Lembrando que I(0) = 0, por meio do Lema [3.1] e do Lema chegamos
a conclusao desejada. Também almejamos obter uma sequéncia de Cerami no nivel PM de I, para isso

vamos aplicar o Principio Variacional de Ekeland, estudado no Capitulo 1.

1
Lema 3.1. Sob as hipdteses (V1), (f1) e (f2), concluimos que I(u) = §||u||2 +o(Jlull?) e
I'(w)u = ||ul® + o(||ul|?), quando uw— 0, em H.
Prova. Por (f1) e (f2), fixado p € (2,2*) e dado € > 0, considerando s > 0, existe . > 0, tal que
‘fis) < e, quando 0 < s < ., logo |f(s)] < €|s|, sempre que 0 < s < §.. Tambeém, existe A, > 1, tal

f(s)

que ‘ <a+e¢e, quando s > A.. Logo
s

1£(s)] < (a+¢)|s| < (a+e)|s|P~t, sempre que s> A,
pois |s| < |s|P71, ja que s >1ep—1> 1. Portanto, se 0 < s < §, ou se s > A., entdo segue que

£(s)] < els| + (a+e)|s|P~ .

£ (s)]

Agora, como s +— [sjp1

é funcdo continua em [d., A.], assume méximo M, no compacto [d., A.], assim

[f(s)] < Me|sP™, Vs € [0, Al

Logo, estabelecendo C. = max{M,, (a + ¢)} concluimos que |f(s)| < ¢|s| + C.|s|P~!, para todo s > 0.
Como consideramos f(s) = 0, para s < 0, entdo a desigualdade vale trivialmente para s < 0, e portanto

obtemos

If(s)| < els| +ClslP™!, VseR. (3.2)
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Além disso, se s > 0 entao

S S O
B < [ 170l [ (et+Cor ) e = SlsP + SEpop.
0 0 2 p
E como F(s) =0, quando s < 0, segue que
C
|F(s)| < g|s|2 oSl VseR (3.3)

Por isso, para cada u € H, fazendo s = u(z), q.t.p. em RY, concluimos que

C C
[ s <5 [ P dos S [ qupde = Sl + Sl
RN 2 Jrr P Jrw 2 P

Como por hipotese p € (2,2*), pelas imersdes de Sobolev (cf. Apéndice [B.1), vale que
HY(RY) — LP(RY). Além disso, como a norma de H ¢ equivalente a norma usual de H'(RY), entao

obtemos que H — LP(RY) e portanto existe uma constante positiva Cp, que depende unicamente de p,

tal que |lull, < Cpllul|. Assim, obtemos que

/RNF(u)dx

E quando u — 0 em H, considerando ||u|| < 1, consequentemente ||u||? < ||ul|?, entdo segue que

€ C
< 5022Hu||2 + fC}fIIUII”-

F(u)dx

€0 Ce 2
<(= —=Cpr .
. < (3G + )il

E a desigualdade acima implica que / F(u)dx = o(||ul|*), quando u — 0 em H. De forma anéloga,
RN
por (3.2)), e considerando que v — 0 em H, vale que

fuds| < [ [7@]lulds
RN RN
< / (eful + ColulP™) |ul do
RN
< 6/ lul? dz + C’E/ |ulP da
RN RN
= ellull3 + Cellull}
< eCillull® + CCF|lull?
< (eCF+ C.CP) |ul.
O que implica que / fwude = o||ul|*), quando v — 0 em H. E assim concluimos o lema. -
RN

Corolario 3.1. Sob as hipdteses (V1), (f1), (f2), existe pg > 0 satisfazendo:
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(i) qualquer ponto critico nao triviel u de I satisfaz ||u|l > po;

(i) para qualquer sequéncia Palais-Smale (uy) no nivel b # 0, vale que liminf ||u,| > po.
n—oo

Prova. (i) Suponha por contradicdo que existe (u,) C H uma sequéncia de pontos criticos
ndo triviais de I, tal que ||u|] — 0 em H, quando n — oo. Entdo como I'(u,) = 0, V n, segue que
I'(up)un, =0, V n. Assim pelo Lema [3.1] obtemos

0= Dlun)un _ Jlual® | ollual®) _ ) ollual®)
lunll? Mlunl® - flunl® [[n 2
o([[un|*)

0 que é uma contradicdo, pois lim = 0. Portanto vale (i).

n—oo [lup?
(ii) Dada (u,) C H, uma sequéncia Palais-Smale no nivel b # 0, segue que I(u,) — b e
I'(un) — 0, quando n — oo. Suponha que para tal sequéncia liminf ||u,| = 0. Entdo existe (v,) uma
n— o0
subsequéncia de (uy,), tal que lim ||v,| =0, logo v, =+ 0 em H, e entdo pelo Lema segue que
n—oo

n— oo

L o 1 2 2y _
b=l 100) = lim (3llonl+ofunl®)) 0.

Ou seja, uma contradi¢do. Portanto lim inf ||u,|| > po > 0, para algum py > 0.
n—oo

Lema 3.2. Sob as hipdteses (V1), (f1) e (f2) existe v € H satisfazendo ||v|| > po e I(v) <O0.

Prova. Como o operador —A + V(z) é autoadjunto, pois é simétrico, o infimo de seu espectro
pode ser caracterizado como segue (cf. Apéndice

info(—A+V(zx)) = inf —Au+V(x)u,u) = inf ul|?, 3.4
( @)=, nf @uu)= it uf (34
em que <~, > denota o produto interno de L2(RY). Como por hipétese vale que infa( - A+ V(z)) < a,
pela defini¢do de infimo é possivel encontrar @ € H, tal que ||t|ls = 1 e ||@]] < a. Substituindo, se
necessario, 4 por |i|, podemos supor que @ > 0, q.t.p. em RY. A fim de provar o lema, é suficiente
mostrar que

I(ta)

Jim == =1 <0, (3.5)

De fato, se mostrarmos que vale (3.5, entdo dado € > 0, com L + ¢ < 0, existe t. > 0, tal que t > t.

I(ta)

implica que 12

- L' < e. Assim I(ti) < (¢ + L)t? < 0, logo v = ti, para algum t > t., garante o

resultado. Sendo assim, basta provar (3.5). Primeiro vamos mostrar que

lim

totoo Jpn 12 dx:§a. (36)

Para isso vamos separar os casos em que #(z) > 0 e @(x) = 0. Como @ é definida q.t.p. em RY, podemos
supor, sem perda de generalidade, que @ estd definida em todo RY. Desse modo, considere primeiro
r € RY tal que 4(z) > 0, dado € > 0, assim como na prova do Lema por (f2), se s > A., entao
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< g, e como t — oo podemos considerar t > A, e segue que

Fit) 1 A | f(s) — ’
'<>_4§A I@>aﬂ%+[;§%_

t2 2 t2

‘ﬂﬁw

S

Agora, como a fungdo s — |f(s) — as| é continua, assume maximo M no compacto [0, A.], e com isso,

obtemos que

F@i) 1 MA, E 9 9 IMA, — e A2 5
S [ I S S e
‘ 2 2a‘— ERRTEL e) 212 3
o F(t) 1 € L
Assim, lim sup —5 — 50| < 5, ecomo e > 0 ¢ arbitrério, se € — 07T, segue que
tstoo | T 2 2
F(s) 1
i = =5 0
e portanto, concluimos que
F(ta(zx)) F(ta(z)), ., .o 1
Agora dado z tal que u(x) = 0, segue que
F(tu 1
% = F(0) =0 = Jali())?, V>0, (3.9)
Assim, combinando (3.8) e (3.9), concluimos que
- FPla(z) 1 o N
t—I}TmT = ia(u(x)) , q.t.p. em RY. (3.10)

Por outro lado, por (f1) e (f2) existe uma constante C' > 0, tal que

0< ’ff)‘ < C, paratodoseR. (3.11)

f(s)

De fato, " <eg, quando 0 < s < d, e
s

f(s)

a

< a+e¢, quando s > A, e pela continuidade da fungao

f(s)

S

, segue que ela assume maximo C. >0no compacto [0, A.] e entdo

s € [0s, Ac]. Logo,

‘ < C., quando

. < C =max{a+¢,C.},

‘ ()

sempre que s > 0 e como f(s) =0, se s < 0, entdo concluimos (3.11). Com isso, |f(s)| < Cls|, V s € R,
e como F'(s) =0, quando s < 0, segue que

S Bl O
Pl < [Urwia<c [ =S
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e portanto
|F(s)]
2

0< < % V seR. (3.12)

|s]

Consequentemente, fazendo s = ti(z), q.t.p. em RY, obtemos que

|F(ta(z))| _ C

0< 3 < §(a(x))2, q.t.p. em RY. (3.13)

Agora, como (@(z))? € LY(RY) e por (3.10) vale a convergéncia q.t.p. em RY aplicando o Teorema da
Convergéncia Dominada de Lebesgue (cf. Apéndice [B.7), obtemos que

t_l)igrnoO o w dzx = %a/ (a(x))? dox = %a, (3.14)

ou seja, concluimos (3.6). Assim como || < a, segue que

o I(ta) 1, ) F(tu(z)) , 1,9
Jim S = gl - gim [ S e = () ) <o, (3.15)
com isso, obtemos (3.5 e fazendo v = ¢.4, segue o resultado. [

De acordo com a prova do Lema [3.3], note que

1
1) = lulP- [ Plyds
RN
1 2
> Sllull® = Fu)de
2 RN
1 € C
> —|lul|? = ZC3||u|)* — ==CP|u|P
SlulP = SC3ul? - Secplul
1—eC2 C.C?
> |u 2( 2 _ Pl ”).
[l 5 ol

Assim, podemos tomar ¢ > 0 suficientemente pequeno, tal que

1—eC3
ST 9550,
B p
~ p—1
e fazendo 0 < |ju|| = p = (Cpgp> , entao vale que
ebLp

I(w)>p*(2p—p) =p’p=a>0, ¥V ueH, com |ull=p>0,

0 que mostra a primeira condi¢do da geometria PM para I. Além disso, como o Lema garante a
existéncia de v = ta, tal que I(v) < 0, e t pode ser tomado suficientemente grande de modo que ||v]| > p,
segue a segunda condicao da geometria PM para I. Portanto, concluimos que I possui a geometria PM.

Desse modo, definindo
I = [y € C(0,1], H),7(0) = 0 e I(~(1)) < 0},
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segue que I' £ &, pois o caminho ~(t) = tv, que une 0 a v, pertence a I'. Logo esta bem definido

= inf I(~(1)),
¢ = Inf max (v(1))
que é chamado nivel do Passo da Montanha para I.

Além disso, podemos ainda definir alternativamente

I'={y€C([0,1], H),7(0) = 0 e 5(1) = v}.
Observe que T’ # &, pelo mesmo argumento usado para I', e definindo

¢ = inf max I(3(t)), (3.16)

afirmamos que ¢ = ¢. De fato, como I(5(1)) = I(v) < 0, para todo 7 € I, entdo I' C T. Dessa forma, pela
definicdo de infimo, segue que ¢ < ¢ Agora dado um caminho arbitrario 4 € T, defina e = 2v = 2t.4,

onde estamos usando a defini¢do de v dada no Lema Assim definindo v como sendo o caminho

. ¥(2t), se 0<t<1/2,
| 2t se 1/2<t <1,

segue que v € I', pois como 2t. > t., pela prova do Lema concluimos que I(v(1)) = I(e) < 0. Observe

também que pela defini¢do de ~, segue que

< I(3(1) < I(~(t
¢< max (7)) < Jnax, (v(t)),

logo, aplicando o infimo sobre I, segue que ¢ < ¢, e concluimos a igualdade.

Com isso, podemos considerar a definicao alternativa para o nivel do Passo da Montanha, dada
em . Além disso, como o funcional I tem a geometria PM, podemos aplicar o Principio Variacional
de Ekeland (cf. Teorema, e entao garantir a existéncia de uma sequéncia de Cerami para I no nivel

¢, isto é, uma sequéncia (u,) C H, tal que

I(up) = ¢ e ||[I'(up)||g-1(1+ |Jun]]) = 0, quandon — oo.

3.2 A Limitacao da Sequéncia de Cerami

Nessa se¢do buscamos limitar a sequéncia de Cerami obtida na se¢do anterior. Para isso,
vamos supor por contradigdo que existe uma subsequéncia de (u,), ainda denotada por (u,), tal que
l|un|] — +o00, quando n — oco. Entdo, para tal subsequéncia, definimos w, = u,||u,||~!, para todo
n € N, e chegaremos a uma contradi¢do. Veja que (w,) é limitada e que, a menos de subsequéncia,

satisfaz exatamente uma das seguintes alternativas:
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(1) existe @ >0, 0 <7 < 400 e (y,) CRY, tal que
lim w? dx > o > 0; (3.17)
n—oo yn+Br
(2) para qualquer r > 0
lim sup / w? dx = 0. (3.18)
y+B,

nA)OOy c RN

Onde B, = {z € RY;|z| <r}.

Por meio dos Lemas [3.3] 3.4 e 3.5 vamos concluir que nenhum desses dois casos pode ocorrer, e

assim chegaremos a contradicao desejada.

Lema 3.3. Sob as hipdteses (V1), (V2), (f1), (f2) e (f3) ou (f4), concluimos que € impossivel
para (wy,).
Prova. Suponha por contradi¢ido que (w,,) satisfaga (3.18)). Por (V2), dado € > 0 existe R, > 0,

tal que |z| > R, implica |V (z) — V(4+00)| < €, e como V é continua, a funcdo z — |V (z) — V(400)|

continua no compacto Br, = {z € RY;0 < |z| < R.}, entdo assume méximo M > 0 nesse compacto,

logo se M = maX{M,E}, segue que

V(z) = V(+o0)| <M, V zeRN.

Entdo, dados ¢ > 0, r = R. ey € RY por (3.18), para n suficientemente grande, segue que

/ (V(m) - V(—i—oo))wi(m) de| < M
Br.+y
< M sup
yERN
< Me.
Assim, obtemos que
lim sup / (V(z) = V(+o0))wi(z)dz| < limsup
n—00 RN n—00

+ ¢elim sup/ w
n—00 RN\BRE +y

E(M + lim sup ||wnH)
n—o0

IN

= (M +1)e.

E fazendo ¢ — 0%, concluimos que / (V(z) = V(+00))ws dz — 0, quando n — oco. Portanto

RN

Br.+y

/ w? () dz
Br.+y

2
n

2
- dx

/ (V(z) — V(+00))wZ(z) dx
Br,.+y

() dx
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. 2 2 . 2 : _ 2
nll)ngo - (|an\ +V(+oo))wndx < nh—>120 [lwn ]| —|—n11_>1r€>1O - (V(x) = V(+00))w; da
= 140
= 1.

E segue que
1> lim (|an|2 + V(—|—oo))w,21 dz > lim V (4-00)w? da.
RN

n— 00 n—oo JpN

Assim, concluimos que

1
li 2dr < ——. 3.19
A Jon S V) (3.19)

Além disso, como I(u,) — ¢, e ||uy|| — 0, entdo I(uy,)||u,||~2 — 0, quando n — oo, e como

I(u,) 1 1 1 F(up) o
Tunl® = 2 Tanl® Jan D=5 7 o Tz
R R n
concluimos que
. F(uy) 1
nhﬁn;@ - 7“13; dx = 7 (3.20)

Desse modo, sob a hipotese (£3), combinando (3.19) e (3.20]), chegamos uma contradigdo. De
fato, por (f3) obtemos § > 0 tal que, para quase todo = € RV, vale que

2F (un(z))

<V — 4.
=
Assim, por (3.20)), segue que
2F (uy,
1 = lim (;L )wi dx
n—oo RN un

IN

lim (V(—i—oo) - 5) w? dx

n—oo RN

lim V (4-00)w? dx

n—oo RN

L

onde a ultima desigualdade segue de (3.19)), assim chegamos a contradigio esperada.
Agora, sob a hipotese (f4), considerando § > 0 dado em (f4), definimos

Fun(x))

Q, = {xeRN: RO ;(V(—koo)—é)}.

Entao, para todo n € N, vale que

F(uy,) 2 1 2 1 !
[ atutde < S0V (roe) —0) [ whde < 5 (Vo) -0) s

n
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onde usamos (3.19), na dltima desigualdade. Assim passando o limite, e aplicando (3.20), obtemos
F(uy, 1 1) F(uy, 1)
limsup/ (2 )dexS - ———— = lim (u )wida: - ,
n—oo Jo, Uy 2 V(+oo) nooo gy uj V(400)
e assim concluimos que
1
0 < ——~
2V (400)
F(up F(uy
< lim inf/ #w% dx — lim sup/ (Z )wi dx
n—oo JrN n n—oo JQ Up,
F(uy,
< liminf (Z )wz dx,
n—oo RN\Qn un
ou seja,
1) F(u,
0<—t < liminf/ (Un) 2 gy (3.21)
2V(+00) 7 noeo Jpnyg, uE
Também, afirmamos que
limsup |[RVM\Q, | = +oo. (3.22)

n—-+4oo

Para mostrar isso, suponha por contradicdo que lim sup |RN\Qn| < 400. Usando (|3.12)), concluimos que
n—-+oo

Fun
/ #wi dr <C w? da.
RN\Q, Un RN\Q,

(3.23)

Além disso, dada uma sequéncia (v,) C H satisfazendo (3.18) pelo Lema de Lions (cf. Apéndice [B.8),
segue que v, — 0 fortemente em L?(RY), para qualquer ¢ € (2,2*). Com isso, tomando q € (2,2*) e

usando a desigualdade de Holder (cf. Apéndice , com expoentes s = % e seu conjugado s’, segue que

Climsup/ w?de = / XRNﬂwidaj
n—oo JRN\Q, Ry FO N\
1/s’ 2/q
s’ 2\q/2
< ([ o) @) ([ i)
< I, 17 2.

Assim, combinando (3.23)) e (3.24]), sob a hipotese de que lim sup |RN\QH| < 400, obtemos que

n—-+oo

A

F
lim sup / (1;”) w% der < Climsup / wa dx
n—oo JRN\Q, Up n—oo JRN\Q,

. 4 .
limsup ||, 11/ Timsup [fw, |3,
n— 00 n— o0

IN

em que X,y - denota a funcio caracteristica do conjunto R \ Q,,. Portanto

n—00 Uy,

Fup
lim Sup/ (1; )wz dz = 0.
RN\Qn

O que contradiz (3.21]), e assim (3.22) est4 provado.

(3.24)

(3.25)
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Além disso, observamos que como G(s) > 0, ¥V s € R e como por (f4) vale que G(u,) > 0,

YV aé¢Q,, entdo segue que

G(uy) dx > / G(uy) dx > 5‘RN \ Q,

RN R\,
Portanto, lim sup G(uy,) dx = +00. Mas, como (u,) é sequéncia de Cerami, entao segue que
n—00 RN
1 !
G(up) dx = I(uy) — =I'(up)un, — ¢,
B 2

quando n — co. O que novamente gera contradi¢do. Portanto sob as hipoteses (f3) ou (f4), mostramos
que (3.18) é impossivel para (w,), e o lema esta provado. m

Como pelo Lema mostramos que (3.18) é impossivel para (w, ), entdo necessariamente (wy,)
satisfaz (3.17)). Porém vamos mostrar que (3.17) também ndo pode ocorrer para (w,). Para isso, sera

necessario separar os casos quando (y,) é limitado ou ilimitado. Os resultados sdo apresentados a seguir.

Lema 3.4. Sob as hipdteses (V1), (V2), (f1) e (f2) e supondo que (y,) seja limitada, concluimos
que € impossivel para (w,).
Prova. Como a sequéncia (w,,) é limitada, a menos de subsequéncia, w,, — w € H. Vamos seguir

alguns passos para chegar ao resultado.

Passo 1. O limite fraco w é nao negativo.

Supondo (3.17) e que (y,) seja limitado, afirmamos que w # 0. De fato, pela limitacdo de (y,),
dado R > 0, existe R > 0, tal que Bryy, C Bi, Vn €N, e como By é dominio limitado, pela
compacidade das imersdes de Sobolev (cf. Apéndice obtemos que H'(By) <+ L*(Bp). Assim,

como w, — w € H'(By), a menos de subsequeéncia, segue que w, — w em L?(Bp), e isso implica que

lwlzz@yy > [wllzs,)
= lim w? dx
> lim w? da
"% JBr+yn
> a>0.

Portanto w # 0. Além disso, como (u,) é uma sequéncia de Cerami, entdo sabemos que
— Aty 4+ V(@) uy = f(un) + €, em HLRY), (3.26)

com ¢, = 0 em HY(RY), quando n — co. De fato, como ||I'(u,)|| — 0, quando n — oo, entdo

V v € H, segue que
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EpU = /RN (— Auy + V(2)uy, — f(un))vdx

= / (Vuan + V(z)uv — f(un)v) dz
RN
= I'(up)v — 0,
quando n — 0o, ou seja, £, — 0 em H~1(RYM). Portanto dividindo (3.26) por ||u,||, observamos que

Un

—Aw, + V(z)w, = wy, + | em H '(RY). (3.27)

En
|un||7

Assim multiplicando (3.27) por w;, = max{—w,,0} e integrando, obtemos que

[ (Vu PVl ) do= [ 2w s,
RN BN [[tnl

pois f(un(z)) = 0, se u,(z) <0, e w™(z) = 0, se u,(z) > 0; isto &, f(un(x))w;, () =0 em RV, e isso
resulta em
[ |12 :/ En o da (3.28)
R

n
~ |

E como (w;;) também ¢ limitada, e £, — 0 em H~1(RY), quando n — oo, segue que

En _
——w, dr — 0
/]RN [unll " ’

quando n — co. Portanto, por (3.28)), concluimos que ||w;, || = 0, quando n — oo. Agora como w,, — w

em H, a menos de subsequéncia, w,, — w em L2 _(RY), logo w,(r) — w(z), q.t.p. em RV, quando

loq
n — oco. E assim, como w; — 0 em H, a menos de subsequéncia, w;, (z) — 0, q.t.p. em RY  quando

n — oo. Dessa forma, fazendo n — oo, obtemos que
wp(z) = wi(z) +w, (2) = wh(z) +0=w(x), qtp. em RY,
concluindo o Passo 1.

Passo 2. w é um autovetor de —A + V(z) associado ao autovalor a.
Para provar que —Aw + V(2)w = aw, vamos mostrar a formulagao fraca do problema, para isso,

como C§°(RY) & denso em H, ¢ suficiente mostrar que para qualquer ¢ € C$°(RY), vale que
/ (Vnga + V(x)wcp) dzr = a/ we dz. (3.29)
RN RN

De fato, se mostrarmos , para todo ¢ € C§°(RY), dado v € H, tomando uma sequéncia
(vp) € C(RY), com v, — v em H, segue que v, — v em L*(RY), e entdo v, — v em L*RY),
assim como (v,)z, — Vs, Vi=1,...,n em L2(RY). Logo pela caracterizagdo da convergéncia fraca,
lembrando que Vw, V(z)w, w € L*(RY), concluimos que

/ (Vwan + V(m)wvn) dr — (VwVv + V(m)wv) dx,
RN

RN
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e também

a W, dr — a wvdz,
RN RN

quando n — oo. Assim, obtemos que
/ (VwVv + V(x)wv) dx = a/ wodr, Y ve€H,
]RN ]RN

e verificamos a formulagao fraca do problema concluindo que w é autovetor de —A+V (z) associado ao au-
tovalor a. Sendo assim, vamos mostrar (3.29). Dado ¢ € C5°(RY), arbitrariamente fixado, multiplicando

(13.27) por ¢ e integrando, obtemos

/ (anVgo + V(x)wngo) dr = f(Un)wnga dzr + / €7n<p dz. (3.30)
RN RN Un BN [|uall

Como &, — 0 em H~!'(RY), e estamos supondo que ||u,| ™! — 0, quando n — oo, observamos que

/ o pdr — 0, (3.31)
R

~ |

e também como (w,,) converge fracamente para w em H, entdo segue que

/RN (anV<p + V(x)wngp) dx — /]RN (Vngo + V(x)wgo) dx. (3.32)

De fato, dado Q CC RN com suppy C 2, a menos de subsequéncia, segue pela compacidade
das imersoes de Sobolev (cf. Apéndice que w, = w e Vw, = Vw em L*). Como
Vo, V(z)p, ¢ € L*(), novamente pela caracterizacdo da convergéncia fraca, segue que as sequéncias
de integrais convergem, concluindo (3.32)).

Além disso, afirmamos também que

RN  Up

Pois se mostrarmos ([3.33)), combinando ([3.30))-(3.33)), obtemos ([3.29) e concluimos o Passo 2. Para provar

(3.33)) primeiramente vamos mostrar que

n

wppdr — a /N we dz. (3.33)
R

wpe — awyp, qt.p em RY. (3.34)

Para isso, vamos supor, sem perda de generalidade, que w(z) est4 definido, para todo x € RY e distinguir
os casos em que w(z) = 0 e w(z) # 0. Considere primeiro x € RY tal que w(z) = 0. Por , vemos
que

fun(2))

0s Un ()

wn(2)p(x)| < Clwn(z)p(z)],
e como wy,(z) = w(z) = 0, obtemos que

[ (un(2))

i un(@)p(@) = 0 = aw()e().
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Também, dado x € RY tal que w(x) # 0, necessariamente u, (z) — 400, pois como w,,(z) = lﬁn(x”)
Up,
supomos que ||u,|| = +oo, dai se (u,(x)) fosse limitada, teriamos wy,(x) — 0 # w(x), uma contradigao.

f(un(2))

Logo u,(z) — +00, quando n — oo, e por (f2), segue que — a. Assim, ja que w,(z) = w(z),

q.t.p. em RV, segue que

f(un(x))

quando n — 00, 0 que prova (3.34).
Por fim, como 2 é um dominio limitado, novamente pela compacidade das imersées de Sobolev

wy(z)p(x) = aw(z)p(x), qt.p.em RY,

(cf. Apéndice [B.1), segue que H'(Q) < L'(Q), o que implica, a menos de subsequéncia, que w,, — w
em L'(Q). Além disso, pelo Teorema de Vainberg (cf. Apéndice , existe h € L'(Q), tal que

fwa(@)] < h(z),  qtp. em O,

e usando novamente (3.11), para todo n € N, segue que

‘f(un)

wpp| < Clwy|le| < Clelh, q.t.p. em Q. (3.35)

(2

Agora usando (3.34) e (3.35) e aplicando o Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue
(cf. Apéndice |B.7)), concluimos que

Mwn@dx:/wwn<pdx—>a/w<pdx=a/ wep dx,
Q Un Q RN

RN Up

ou seja, obtemos (3.31]), o que finaliza o Passo 2.

Passo 3. Como por hipétese, a > infa(—A—l—V(:r)), o operador —A+V (x) ndo possui autovetores
nao negativos associados ao autovalor a.

Suponha por contradicao que exista v € H nao negativo e que satisfaca
—Au+V(z)u=au, em RV,
Primeiramente, fixando uma constante A > 0, tal que
info(—A+V(z)) <A<a,

pela caracterizagao do infimo do espectro de um operador autoadjunto (cf. Apéndice , segue que

lv]l?

info(— A+ V() = :
in a( + (J;)) veriio) ol

logo existe v € H satisfazendo

2
ol _
o3

Além disso, como C§°(RY) ¢ denso em H, consideramos v € C§°(RY).
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Agora, tomando R > 0, tal que suppv C Bpg, e considerando o problema de Dirichlet para

—A + V(z) em Bg, se denotarmos por [ o infimo do espectro de —A + V(z) em Bp, segue que

[[v]l?

[ <

< < A<a. (3.36)
[[vll3

Por outro lado, como I = inf (A + V(z)) sobre Bg, entéo

~ ol )
= n e
veH1(BR)\{0} ||”HL2(BR)

)

é um autovalor de —A + V(z) associado a um autovetor vg e, pela caracterizacido acima, segue que
vr > 0, ou vg <0 em Bi. Com isso, pelo Principio do Maximo Forte (cf. Apéndice B.10)), concluimos

que vy > 0, ou vg < 0 em Bpg, entao, sem perda de generalidade, consideramos vg > 0, e assim notamos
Ov
que 8—R <0 em 0Bg. Com efeito, dado xg € dBg, segue que
n

Or _ yy 0RG0 D) —vRlro) _ oo+ hn)

8777 h—0- h h—0- h

<0

?

pois vg >0 em By, e vg =0 em 0Bg. Entdo, usando integracao por partes, duas vezes, obtemos que

Hu,vR)pr, = <u,(—A+V(x))vR>B
8’UR
= VuVupdr — ——udo + V(z)uvg dx
Br 8BR on Br
>

VquRdx—i—/ V(z)uvg dx

Br Br

/ (—Au)vg dx —/ %deaJr/ V(z)uvg dx
Br 0B ON Br

(—Au)de:U—i-/ V(z)uvg dx

Br Br
= <(—A+V(m))u,vR>BR
= a{u,VR)Bp, (3.37)

em que (-,-)p, denota o produto interno de L?(Bg). Mas como u > 0 e vg > 0, observamos que
(u,vr)BR > 0, e por (3.37) concluimos que [ > a, o que contradiz (3.36)), e completa o Passo 3.

Por fim, combinando os Passos 1, 2 e 3, chegamos novamente a uma contradi¢cdo, pois mostramos
no Passo 1 que w < 0, no Passo 2 que w é autovetor de —A + V' (x) associado ao autovalor a, e no Passo 3
que —A + V() nao possui autovetores nao negativos associados ao autovalor a. Portanto a contradigao
vem da suposigao inicial de que (w,,) satisfaz (3.17). Com isso, vemos que é impossivel para (wy,)
e o lema est& provado. m

Lema 3.5. Sob as hipdteses (V1), (V2), (f1) e (f2), e supondo que, a menos de subsequéncia,
|yn| = +00, quando n — oo, concluimos que € impossivel para (w.,).
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Prova. Definindo @y, () = un(x + yn) € Wp(z) = wn(x + yn), por (3.27), segue que
Ay + V(g )i = L) g En (3.39)
com &, — 0 em H~Y(RY), quando n — oo. De fato,
En - - f(an($)) ~
= —Awn(x) + V(T4 yn)Wn(z) — —Z0,(x)
= —Awy(x+yn) + Ve+yn)wn(z+y,) — ———wp(z+y,
(@ + yn) (@ 4 yn)wn(z + yn) (& T U] (@ + yn)
o 5n(w + yn)
[l |
E como e, -0 em H~!, quando n — oo, entdo &, — 0 em H~ ', quando n — oo, pois
lExll = sup / Epv(z)dz| = sup / env(x — yp) dx| = |len]],
loll=11/RN loll=1 /RN
esev € H, entao vy(z) = v(z +yn) € H e |Jvp]| = |lv||. Além disso, como (w,) é limitada, pois

(wy,) € limitada, entdo, a menos de subsequéncia, w,, — @ fracamente em H e supondo novamente por
contradicdo que (w,,) satisfaga (3.17)), existe r > 0, tal que

lim W2 dr = lim w2 dr > a > 0.

n—oo Br n—oo BTJFyn
Assim, fazendo n — oo, como W, — @ em H, entdo w, — @ em H'(B,) e como B, é dominio limitado,
pela compacidade das imersdes de Sobolev (cf. Apéndice [B.1)), segue que H'(B,.) << L?(B,). Logo, a

menos de subsequéncia, 1w, — @ em L?(B,), o que implica em

0<ac< lim Wy, d = im [dnll72m,y = 10725,y < |@]72@y),

logo concluimos que w # 0.

Também, analogamente ao Lema [3.4] vamos mostrar que w satisfaz

— A, + V(400)d = aib, (3.39)
e como —A ndo possui autovetor no RY, com isso, chegaremos a uma contradicio. Novamente, para
provar (3.39), pela densidade de C§°(RY) em H, é suficiente mostrar que, para todo ¢ € C5°(RY), vale

que

/R i (vww + V(+oo)u~1g0) dz = a / W d. (3.40)

RN
Entéo fixado ¢ € C§°(RY) dado arbitrariamente, multiplicando (3.38) por ¢ e integrando, obtemos que
/ (Vu?ano +V(z+ yn)u?ngo) dx = f(~u") W dr + /
RN R

RN  Up

En

pdz. (3.41)
~ un]|
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E pelo mesmo argumento apresentado na prova do Lema [3.4] concluimos que

/ “n pdr —0 e / Vo, Veodr — VaoVedz.
R RN

v [l RN

Agora vamos mostrar que

/ V(Z + yn)Wnp dx — V (400)pp dx.
RN RN

De fato, novamente considerando  CC R¥ tal que supp ¢ C Q, segue por (V2) que V(z+y,) — V(+00),
uniformemente em 2. Com efeito, dado € > 0, V z € Q existe n. € N, tal que

T+ Yn| > yn| — 2| > Ac >0, V n>n,

pois |y,| = 400, quando n — oo, assim, pela defini¢do de limite, |V(ac +yn) — V(+oo)] < g, sempre que
n > ne, pois V(y) = V(400), quando |y| — 4o00. Com isso, concluimos que

lim sup

n—roo n—oo

/ﬂ (V@ + yn) — V(+00))inp d

< 5limsup/ Wppdr < ell@lleo — 0, quandoe — 0.
Q

Ou seja, vale que

(V(z +yn) — V(+00))Wnpdz — 0, quando n — oco.
Q

E desse modo, segue que

lim V(x + yp)Wnpdx = lim (V(@ + yn) — V(+00)) Wy dr + lim V(+oo)/ Wy dr
Q

n—oo JpN n—oo [o n— o0

n—oo

= 04 lim V(+oo)/ Wy dx
Q
= V(—l—oo)/tbgpdz
Q

= V(+oo)/ wedr,
RN

pois como w,, — W em L?(12), a peniiltima igualdade segue da caracterizacio da convergéncia fraca em
L?(Q).
Por fim, falta mostrar que
f(}bn)zbncpd:t — a/ wpdx. (3.42)

RN  Unp RN

Para isso, vamos proceder como no Lema [3.4 Primeiramente vamos mostrar que

Mwnw — ap, q.t.pem RY. (3.43)
i

n

Supondo, sem perda de generalidade, que w(z) estd definido V 2 € RY, vamos distinguir os casos em
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que w(x) =0 e w(x) # 0. Considere primeiro z € RY tal que @(z) = 0. Por (3.11)), observamos que

0< W@n(w)w(az) < Ol (z)p(x)],

e como Wy, (x) — w(x) = 0, obtemos que

flan(z))

i () Wy () = 0 = aw(x)e.

Também, considerando x € RY tal que @(x) # 0, necessariamente i, (z) — +00, quando n — oo,
[[in
teriamos Wy, (z) — 0 # @(x), uma contradi¢do. Logo, fazendo n — oo, segue que i, (z) — +00, e por (£2)

pois como Wy, (z) =

e supomos que ||iy| — +o0, quando n — oo, dai se (i, (z)) fosse limitada,

vale que — a, quando n — oco. Assim, ja que W, (z) — W(z), q.t.p. em RN, quando n — oo
J

segue que

men(x)@(x) — aw(x)p(x), q.t.p. em RY,

o que prova (3.42). Agora, como €2 é um dominio limitado, novamente pela compacidade das imersoes de
Sobolev (cf. Apéndice [B.1)), vale que H'(Q2) << L'(Q), o que implica, a menos de subsequéncia, que
W, — w em L1(Q). Além disso, pelo Teorema de Vainberg (cf. Apéndice , existe h € LY(Q), tal que

[, ()| < h(z), qtp. emQ,
e usando novamente (3.11)), para todo n € N, segue que

‘f(;")qj,n@‘ < Clwn||p| < Clelh, q.t.p. em €. (3.44)

Assim, por (3.43) e (3.44]), e aplicando novamente o Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue
(cf. Apéndice |B.7)), concluimos que

f(j]n)u?ngo dx = / f(an)u?nap dx — a/
Q

RN  Up ﬂn Q

wedr = a/ we dz,
RN
o que prova ([3.42). Passando o limite em (3.41), obtemos (3.40), o que conclui a prova do lema. ]

Assim, mostramos que (w,) nao satisfaz (3.17) nem (3.18), o que é uma contradi¢io. Portanto,
ndo existe subsequéncia de (u,) que seja ilimitada. Ou seja, (u,) é uma sequéncia de Cerami limitada

para I, no nivel PM.

3.3 Um Ponto Critico Nao-Trivial

O objetivo dessa secdo é provar que, a menos de subsequéncia, a sequéncia de Cerami (u,),

que obtivemos e mostramos ser limitada, converge fracamente para um ponto critico nao trivial de I.
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Primeiramente, considere o problema associado “ao infinito”, isto é, o problema auténomo dado por
— Au+V(+oo)u = f(u), em RV, (3.45)

Note que esse ¢é um caso particular do problema apresentado em . Vamos fazer uso de alguns
resultados do Capitulo 2, para estuda-lo.
Considere I : H — RY o funcional energia associado ao problema (3.45), dado por

I(u) = E/RN (\Vu|2 + V(+oo)u2) dx — / F(u) dz,

2 RN

em que F(u) = / f(s)ds. Uma vez que qualquer solugdo para (3.45) é ndo negativa, ja que f(s) =0,
0
para s < 0, podemos considera-la como uma solugao para o problema dado em em que

h(s) = { —V(+00)s + f(s), paras>0, (3.46)

— h(-s), para s < 0.

De fato, note que h satisfaz as hipoteses (h0)-(h2) apresentadas no Capitulo 2, pois vale que:

. como f é continua, entdo h é continua, e por construcdo h é impar, satisfazendo (h0);
h
o por (f1), segue que —oo < lim his) = lim (—V(+oo) + f(|8|)) = —V(40o0) < 0, satistazendo
s—0 8 s—0 |8|
(h1);
: |h(s)] o —4/(N—2) f(s)) _ :
. por (£2), segue que Slgglo SNHD/(N-2) — Slglgo s -V (400) + )= 0, satisfazendo
(h2) para N > 3;
. fazendo € = « = p > 0, concluimos por (3.2) que
Ih(s)] < (1+V(+00))(s+ f(s))
< C’[(l +a)s + C’aspfl}
< C[p+ 1+ Cp}e”sz,

satisfazendo (h2) para N = 2.

Portanto se pela Proposi¢ao (i), obtivermos uma solugdo com energia minima para o problema apre-
sentado em (B), com h dada por (3.46), essa serd também uma solu¢io com energia minima para o
problema em , e a reciproca é verdadeira.

Diante das consideracoes feitas acima, o resultado seguinte garante que, sob as hipdteses
do Teorema ou do Teorema [3.2] existe um ponto critico nao trivial para I que é o limite fraco da
sequéncia de Cerami com a qual estamos trabalhando.

Lema 3.6. Sob as hipdteses (V1), (V2), (f1) e (f2), dada (u,) C H uma sequéncia limitada (PS).

para I, a menos de subsequéncia, vale que u,, =~ u >0 e I'(u) =0, desde que ocorra uma das condigoes
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abaizo:

(i) (f3) € satisfeita;
(ii) (f4) € satisfeita e

V(z) <V(+o0), Yz €¢RY ¢ V(z)# V(+00). (3.47)

Prova. Como (uy,) € limitada em H, a menos de subsequéncia, u,, — u em H. Primeiramente
vamos mostrar que I’(u) = 0. Como C{°(RY) & denso em H, para obter que I'(u) = 0, como vimos
anteriormente, ¢ suficiente provar que I'(u)p = 0, para todo ¢ € C§°(RY). Denotando por (~, ~)H o
produto interno em H associado a norma escolhida, obtemos que

e =T = (i —w.9)y = [ (Fua) = f)pda =0,

quando n — oo, pois como u,, — u fracamente em H, entdo pela compacidade das imersdes de Sobolev
(cf. Apéndice , a menos de subsequéncia, segue que u, — u, fortemente em L (RY), para
q € [2,2%), e assim u,(z) — u(z), q.t.p. em RV quando n — oo. Logo, como f é continua em RY,
obtemos que f(u,(z)) — f(u(x)), q.t.p. em RY, quando n — oco. Além disso, dado @ cC R¥ tal que
supp ¢ C 2, obtemos também, pelo Teorema de Vainberg (cf. Apéndice , uma fungao h € L'(Q) tal
que |u,(z)| < h(x), q.t.p. em €, e assim segue que

[f (un) = f(u)lle]

IN

(If (wn)| + £ (@)]) ]l
Cllelloo (lun] + [ul)
< 2C||¢lloch, q.t.p. em RY.

IA

E como (f(un)—f(u))e — 0, q.t.p. em RV, entdo pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue
(cf. Apéndice [B.7)), concluimos que

[, Gt = f)pde = [ (7(wn) = fw)pds 0.

Q

quando n — oo. E lembrando também que I'(u,) — 0, quando n — oo, obtemos que

P = =gy = [ () = f)eds| + o o

quando n — oo, assim segue que I'(u)p =0, V ¢ € C5°(RY), e portanto I'(u) = 0.
Por fim, para obter o resultado, resta mostrar que u # 0. Procurando obter uma contradicao,
supomos que u = 0. Nesse caso, afirmamos que (u,) ¢ também uma sequéncia (PS), para I. De fato,

quando n — oo, obtemos que

I(uy) — I(uy,) = /]RN (V(+o0) — V(w))ui dz — 0,

pois V(z) = V(400), quando |z| — +oco. Entdo dado € > 0, existe R. > 0, tal que |V (z) — V(+00)| < ¢,
quando |z| > R, assim como s — |V (+o00) — V(z)| é funcdo continua, assume maximo M, > 0 em

Bpg,. Também, como (uy,) é limitada em H, é limitada em L?(RY), ou seja, ||u,||3 < C?, para alguma
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constante C' > 0, assim concluimos que
[I(un) = I(un)| < Mc|lun|F2(p, ) + ellunllte@a gy < Mellunllizp,, ) +C%

e como u, — 0 em L?

2 (RY), quando n — oo, entdo limsup |f(un) — I(uy)| < eC?, e fazendo € — 0,

n—00
segue que

I(uy) = I(uyn) + /RN (V(400) = V(2))uz dz — c+0=c,

quando n — oco. De forma anéloga, observamos que

sup ‘ (f’(un) — I'(un)) v‘

vl <1

sup
llvll<1

< M. sup / |un|lv] dx + € sup / |t ||v| dx
lvll<1/Br o<1 /RN\Bg,

/RN (V(+o00) — V(z))unyvdx

< MEHUTLH%Q(BRE) sup [[v[|72gry + Ce sup [|v]|72gn
llvll<1 llv]|<1

< ME”unH%Q(BRE) + Ce — 0,

quando n — oo, e ¢ — 07, logo (u,) € sequéncia (PS). para I.
Além disso, afirmamos que existe a > 0, 0 <1 < 400 e (y,) C RY, tal que

lim u? dr > a > 0. (3.48)
" Syn+B,

De fato, por (3.2)) para qualquer w € H, vale que

[\t da

IN

ellull3 + Cellull}

A

eC? + Cellull? (3.49)

e assim, supondo que (u,) ndo satisfaca (3.48), para qualquer r > 0, vale que

lim sup / w? dx =0, (3.50)
n=0 yeRN Jy+B,

e dessa forma, pelo Lema de Lions (cf. Apéndice [B.8), segue que (u,) — 0 em LI(RY), para q € (2,2%),

quando n — o0, e portanto por ((3.49)

f(un)uy, dz

< eC? + Cellun b — eC?,
RN

quando n — oo, e fazendo ¢ — 07, concluimos que

fup)up dz — 0, quando n — oo. (3.51)
RN

Por outro lado, I’ (u,)u, — 0, quando n — oo, pois |u,|| < C, Vn € Ne ||I'(u,)|| = 0, quando n — oo,
entdo |I'(up)un| < || I'(un)|l||un]] < C|I'(un)]| = 0, quando n — co. Assim, obtemos que

l|un||* — /]RN fup)up dr — 0, quando n — oo.
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Entdo assumindo que (u,) satisfaca (3.50), concluimos que ||un| = I'(un)un +/ flup)up dz — 0,
N

quando n — 0o, 0 que contradiz o Corolario (ii), que afirma que liminf ||u,| > po > 0, para algum
n—oo
po > 0. Portanto (u,) é uma sequéncia que satisfaz (3.48).
Agora definindo i, () = un(z + yn), como (u,) é uma sequéncia (PS). para I, entio o mesmo

vale para (i), pois

I'(a)p = /]RN (VﬂnV<p+V(—l—oo)ﬁng0) dx — /RN f(ap)pdx

- /}R . (wnvsw V(+oo)unsa) dr — / flun)pdz

RN +y,
= f/(un)@
e
~ 1
f(a,) = 7/ (1Vil? +V(+oo)i2) dr / Fli,) dz
2 RN RN
1
= 7/ (|Vun\2 +V(+oo)ui) dx — / F(uy,) dz
2 RN 4y, RN 4y,
= I(uy).
Mais ainda, como (u,,) € limitada em H, entao (4, ) também é limitada em H, pois ||iy,| = ||un|, Vn € N.

Entdo, a menos de subsequéncia, i, — 1, e dada ¢ € C$*(RY), segue que

I'(in)p = I'(@)¢)

/RN (Vﬂanﬂ)cpderV(Jroo)/R (an—ﬂ)wdx—/RN (f(iin) — f(@))p da

(f(in) = f(@))p dw

N

IN

(V(00) + 1) (i — s 0) 1 + ‘ /R Lo,

quando n — o0, ja que <-, ~>H1 representa o produto interno usual de H*(RY) e como @, — % em H,

vale que @, — @ em H'(RY) com a norma usual,isto ¢, (i, — @, ¢),, — 0, quando n — co. E pelo

[ () - f@)p ds
. RY

Assim, como I’(u, )¢ — 0, quando n — oo, concluimos que I'(@)p = 0, V ¢ € C(RY), implicando que
I'(@) = 0. Além disso, como (u,) satisfaz (3.48), entdo (i,) satisfaz

mesmo argumento que concluimos (3.51), obtemos que

— 0, quando n — oo.

lim @2 dr > a >0,
n—oo Br

e pela convergéncia fraca, e a compacidade das imersoes de Sobolev em dominios limitados (cf. Apéndice

B.1), a menos de subsequéncia, segue que i, — @ em L2 (R™), o que implica em

loc

il 2 il = Jim, [ #deza>0,

ou seja, @ # 0. Com isso, concluimos que I tem um ponto critico ndo trivial no nivel c.
Mas note que, se ocorre (i), considerando h dada por (3.46)), vale que

H(s):/sf(t)dt—/SVH—oo)tdt:F(s)—V(+oo)822g— §<o, Vs >0,
0 0
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entdo pela Proposicdo [2.1] (ii), o problema dado em (3] ndo possui solugio néo trivial. Entretanto, como

u € H é solugao nao trivial do problema dado em se, e somente se, u é ponto critico do funcional

J(u) = [/ Vul2de + V(+oo)/ u2dz] [ Py de = F(u),
2 [Jrw RN RN
e como concluimos que o problema em nao possui solu¢ao nao trivial, entao I nao possui pontos
criticos nao triviais, o que gera contradi¢cdo com @ # 0.
Por outro lado, se ocorre (ii), entdo G(s) >0, para todo s € R, e pelo Lema de Fatou
(cf. Apéndice , obtemos que

n—oo

c = lim {i(an)—;f’(ﬂn)&n]

= liminf | (% F(@in)iin —F(an)) dz

n— oo

= liminf G(uy,) dx

n—oo RN

> / lim inf G(4,) dx
R

N Nn—o0

= G(u) dx
]RN
_ /RN (%f(a)a - F(@)) do
= f(a)-%f’(a)a
= I(a). (3.52)

Pois como @, — @ em L (RN), para ¢ € (2,2%), entdo @, (z) — @(z), q.t.p. em RY, quando n — oo,
e como G ¢ continua, entdo G (i, (z)) — G(@(r)), q.t.p. em RV quando n — oo, ou seja,

liminf G (i, (z)) = G(@(z)), qt.p. em RV,

n—o0
Também como I'(@i) = 0, segue que I'(@)i = 0, desse modo por (3.52), concluimos que I(%) < c. Além
disso, @ # 0 é um ponto critico de I, e assim, pela Proposicio (ii), existe sg > 0, com H(sg) > 0.
Portanto, procedendo para @~ como procedemos para w~, no Passo 1 da prova do Lema [3.4) concluimos
que @ > 0, e pelo Principio do Méximo Forte (cf. Apéndice [B.10)), segue que @ > 0 em RY. Assim, pela
Proposicio [2.2} existe um caminho ~(t) € C([0,1], H) tal que v(¢t,z) >0, Vz € RN, V¢ e (0,1],
com 7(0) =0, [(7(1)) < 0, @€ (0,1]) e

Jnax I(y(t)) = I(a).

Agora, como estamos sob a hipotese em (3.47)), segue que

I(y(t) <I(v(t), ¥ t€(0,1].

Portanto,
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Ou seja, uma contradi¢do. A contradi¢do vem de supormos que u = 0, portanto, concluimos que u # 0.
Por fim procedendo para u~, como procedemos para w~ no Passo 1 do Lema|3.4] concluimos que u é nao
negativo, e pelo Principio do Maximo Forte (cf. Apéndice , segue que u > 0, completando a prova
do lema. [

Prova dos Teoremas e Em primeiro lugar, relembramos que uma sequéncia de Cerami
no nivel ¢ para I, é também uma sequéncia (PS). para I. Além disso, exceto quando V(z) = V(400),
observamos também que o Lema |3.6| esta nas hipoteses do Teorema quando ocorre (i), e do Teorema
quando ocorre (ii). Desse modo, como foi feito nas se¢oes anteriores, sob tais hipoteses obtemos uma
sequéncia de Cerami limitada para I no nivel ¢, que por sua vez é também uma sequéncia (PS). para I
e portanto aplicando o Lema [3.6] garantimos a existéncia de um ponto critico nao trivial para I no nivel
¢, que é uma solugao positiva para o problema dado em , o que conclui os resultados dos Teoremas
e exceto quando V(z) = V(400).

Entio considerando a partir de agora V() = V(+00), note que I = I, vale que
U( — A+ V(—|—oo)) = [V(400), +00),

e por (f2), segue que a > V(+00). Portanto quando € > 0 é suficientemente pequeno, existe s > 0, tal

que
1 2
H(s) = F(s)— EV(—i—oo)s
1
1 2 _2 L 2
> gas® —es 2V(+oo)s
1
= 552 (a—V(+)) — s
> 0. (3.53)

Com efeito, como mostramos em (3.7), na prova do Lema vale que

F(s 1
lim () = —a,
n—oo § 2
. . L F(s) 1
e assim existe A. > 0, tal que s > A, implica que 5~ Ea < e. Logo, se sg > A., segue que
s

1
F(sp) > 5@58 —es3,

e por (3.53)), tomando ¢ > 0, tal que
1
i(a - V(40)) > e,

vale que H(sg) > 0. Assim, pela Proposi(;éo (i), obtemos um ponto critico ndo trivial para I = I, que
¢ uma solugdo positiva para o problema dado em (3.45)), que nesse caso coincide com o problema dado
em ([I). Com isso, estdo provados os Teoremas [3.1] e m
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3.4 Uma Solugao de Energia Minima

Nessa ultima secao, almejamos apenas encontrar uma solucao de energia minima para o problema
dado em , sob as hipoteses do Teorema Para isso, vamos utilizar o fato provado pelas se¢oes an-

teriores, de que I possui um ponto critico nao trivial.

Teorema 3.3. Sob as hipdteses do Teorema o problema dado em tem uma solugao com

energia minima. Mais precisamente, existe uma solugcdo v € H, tal que I(v) = m, onde
m = inf{I(u) ; uw€ H\ {0}, I'(u) = 0}.
Prova. Em primeiro lugar, afirmamos que m estd bem definido e satisfaz
0<m<ec,
onde ¢ é o nivel PM para I. De fato, por (f4) (i), para qualquer ponto critico u de I, vale que

(%f(u)u - F(u)) dr = o G(u)dx >0,

pois como G(s) >0, V s € RV, entdo G(u(z)) >0, q.t.p. em RV, e portanto / G(u)dz > 0, logo
RN

I(u) > 0, e pela definigdo de m, concluimos que m > 0. Por outro lado, no Lema obtemos um ponto

critico ndo trivial u de I, como um limite fraco de uma sequéncia limitada (u, ), (PS). para I. Portanto,

m estd bem definido, e novamente por (f4) (i) e pelo Lema de Fatou (cf. Apéndice [B.11)), segue que

m < I(u)

= G(u)dx
RN

= / lim inf G(u,) dx
R

N Nn—0o0

n— oo

< liminf/ G(up) dx
RN

1
= liminf [I(un) - ill(un)un

n—0o0

= C.

Entdo I(u) <¢, e pela definigdio de m, segue que m € [0,c]. Por fim, seja (v,) uma sequéncia
de pontos criticos nédo triviais de I satisfazendo I(v,) = m € [0,¢], quando n — oo, pelo
Corolario (i), vale que ngli{.lof””"” > po > 0. Agora, procedendo para (v,) assim como procedemos
com (u,) nas segdes anteriores, concluimos que (v,,) € limitada, converge fracamente para v # 0, e v € um

ponto critico néo trivial de I. Assim, pela defini¢do de m, segue que I(v) > m. Por outro lado, usando
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outra vez (f4) (i) e o Lema de Fatou (cf. Apéndice [B.11)), observamos que

Iv) = I(w)—=I'(v)v

!
2
/ G(v)dx
RN
/ liminf G(v,) dx
R

N N—00

IN

lim inf / G(vy) dx
RN

n— oo

n—oo

1
= liminf [I(vn) - 5]’(1)”)1)”

= i)

= m.

Assim I(v) = m, mostrando que v é uma solugdo com energia minima para o problema dado em . [



Apéndice

A

Diferenciabilidade dos Funcionais J e I

O objetivo desse apéndice é garantir a diferenciabilidade dos funcionais J e I, definidos respecti-
vamente em (2.1) e (3.1). Para tanto, vamos definir e provar a diferencialidade de funcionais auxiliares,
a saber, T,®, ¥ : H'(RY) — R, dados por

T(u) = - H(u)dz, (A.1)

com H(s) = / h(t) dt e h(s) satisfazendo (h0)-(h2), como no Capitulo 2,
0

1

o) = 5 /RN (1Vuf? + V()?) de, (A.2)

com V(z) € C(RY,R), satisfazendo (V1)-(V2), como no Capitulo 3, e
U(u) = / F(u) dx, (A.3)
RN
com F(s) = / f(t)dt e f(s) € C(RT,R), satisfazendo (f1)-(f2), como no Capitulo 3.
0

Vamos precisar de algumas defini¢oes.

Definigao A.1. Dado um espa¢o de Banach X e um funcional ¢ : X — R, dizemos que ¢ possui

Derivada de Fréchet no ponto u € X quando existe um funcional linear T € X', tal que

$(u+v) —¢(u) —Tv

1m
l[o]|—0 o]l

= 0. (A4)

Quando existe, T € dita a Derivada de Fréchet de ¢ no ponto u € X, e € o unico funcional linear que
satisfaz . Vamos denotar a Derivada de Fréchet por ¢'(u).

Definigao A.2. Se A é um subconjunto aberto de X, dizemos que um funcional ¢ : X — R € de

classe C* em A, ou que ¢ € C*(A,R), quando existe a Derivada de Fréchet de ¢, para todo ponto u € A,
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e aplicagdo ¢’ : A — X' € continua.

Definicao A.3. Dado um espago de Banach X e um funcional ¢ : X — R, dizemos que ¢ possui

Derivada de Gateauz no ponto u € X quando existe um funcional linear Ty, tal que

iy @+ tv) — é(u) — Tov
t—0 t

=0, VvelX. (A.5)

Quando existe, Ty € dita a Derivada de Gateauz de ¢ no ponto u € X, e € o unico funcional linear que
satisfaz (A.5). Vamos denotar a Derivada de Gateauz por Do(u).

De acordo com o Lema de Schwartz (cf. [2I]), um funcional ¢ : X — R ¢ de classe C? se, e

somente se, satisfaz:

(i) Para todo u € X a Derivada de Gateaux D¢(u) : X — R existe, e é um operador linear
limitado;

(if) O operador diferencial D¢ : X — X' é continuo.

E nesse caso a Derivada de Gateaux de ¢ coincide com a Derivada de Fréchet de ¢.

Vamos usar tal equivaléncia para mostrar que os funcionais auxiliares definidos em (A.1]),
e (A.3) sdo de classe C!.

Proposigao A.1. O funcional Y : H*(RY) — R, definido em pertence a C(H'(RV),R), e
possui derivada dada por
Y (u)v = h(uyvdr, Y ve HY(RY).
RN
Prova. Para mostrar a diferenciabilidade de Y, como ja mencionamos, vamos usar a equivaléncia

do Lema de Schwartz. A fim de encontrar a Derivada de Gateaux, dados z € RY e t € [0,1], defina
6 :10,1] — R dado por

0(s) = H(u(z) + stv(x)).
Entdo note que 6(0) = H(u(z)), (1) = H (u(x) + tv(z)) e '(s) = h(u(x) + tsv(z))tv(z). Assim, pelo

Teorema do Valor Médio, existe 7(x) € (0,1), tal que

601) ;9(0) _ H(u() + t“(f)) — H(u(@) _ h(u(z) + tr(@)v(@))o(z) — hlu(z))o(x),

quando t — 0. Portanto, vale que

lir% H(u(m) i tv(f)) — A(u() = h(u(z))v(z), qt.p. em RV,
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A partir de agora considere N > 3. Observe que por (2.6), segue que

H (u(x) + to(w)) — H(u(x)) ‘

t

‘h(u(az) + tr(m)v(m))v(m)‘

IN

IA

(2= 2)futo) + @)oo + Cofuto) + tr@e)| | o)
[ ( o) + lo(@)]) + 22 7 (fu(@) 7+ o(@) 2 )] o)
(L &) [[u@)o(e)| + [o@)] + 22 7 lu(@) o) + o) ]

= v(z), qt.p. em RV,

Além disso, como u,v € H'(RY), usando a desigualdade de Holder e a continuidade das imersoes de

Sobolev (cf. Apéndices e [B.1), obtemos que H'(RV) <« LI(RY), com ¢ € [2,2*], e com isso, segue

que

[valde = (-2 [ [lut@p@]+ p@P] do+ 20 [ [lu@P o) + o) ] de
RN RN RN

(L =) [lullallellz + lul] + 22 ~*C. [l

2 ol| + o>

IN

: :
2 ollar + llol3:]

é[HUIIIIUII + flul® + ||

—+00.

Assim, v € LY(RY), e aplicando o Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue (cf. Apéndice ,

obtemos que

DY(up = lim .
[ HE) b ) - Hae)
t—=0 JpN t
= h(u(x))v(z) dz.
RN

O que garante a existéncia da Derivada de Gateaux de Y.

Também, novamente pela desigualdade de Holder e pelas imersoes de Sobolev, segue que

|IDY(u)v| < /RN|h(u)Hv|dx

< (L—E)/ \u||v\dm+05/ ul? ~o| da
< (L=9)lullaliollz + Cellul3 oz
< O[lull + lul® ol

Portanto a aplicagao Derivada de Gateaux DY (u) : HY(RY) — R é linear e limitada, para todo
u € HYRY).

Agora considere uma sequéncia arbitraria (u,) C HY(RY), tal que u, — u em HY(RY),
quando n — oco. Vamos mostrar que DY(u,) — DY(u), quando n — oo, e assim concluir

que o operador DY : HY(RM) — H-'(RY) ¢ continuo. Primeiramente, como a imersio
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H'(RY) — L2(RN)N L? (RY) é continua, e u, — u em H'(RY), entdo u, — u em L*(RN) N L> (RY).
Além disso, se (2*)’ é o expoente conjugado de 2*, segue que

()] < (L = &)lul + Celu

21 ¢ C(|u|2/2 +lu 2*/(2*)’)’

com isso, para todo u € L2(RN) N L¥ (RN) vale que h(u) € L*(RN) + L&) (RY), e uma vez que
u, —u em L*(RN)N L¥ (RY) por Willem [26] (cf. Teorema A.4), segue que

h(up) — h(u), em L2(RN)+ LC)(RN).
E como por definicdo segue que
() |2y ey = inf {||h1||2 + |hall@ey : by € LARN), hy € L& (RN), h(u) = hy + hQ} ,
tomando v € H'(RY), pelas imersdes de Sobolev, vale que v € L?(RY)N L2 (RY), entdo concluimos que
[ollzvas = llvll2 + [[0]l2--

Assim dados A}, hy € L2(RN), e h%, hy € L*> (RV) tais que h(u,) = h? + h% e h(u) = hi + ho,
aplicando a desigualdade de Holder, segue que

|DY (un)v — DY (u)v| < /RN |h(ug) — h(u)||v| dx

— [N = )+ (8 ho)o] do

RN
I3 = Ballallolls + 1135 = hal -y loll2-
(U = hallo + 15 = hallaey ) lollaver

IN

IN

E utilizando mais uma vez as imersées de Sobolev, obtemos que

|DY (un)v — DY (u)o| < inf {||h} = halla + (5 — hall@-y } [0]l2ve-
= (A} = h1) + (15 = h2)llavia-y (Ivll2 + [[0]l2-)
< Cllh(un) = h(w)llavezey o]l
Portanto, concluimos que
IDY(up) — DY (u)||g-r = sup |DY(un)v— DY (u)v|

llvll <1

Cllh(un) = h(w)llzv(zey — 0,

IN

quando n — oo. O que mostra a continuidade do operador DY, e a igualdade DY = Y/, para N > 3.
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Agora considere N = 2. Por (2.8)), segue que

H(u(x) + tv(gc)) — H(u(x))

t

| = |p(u(@) + tr(@)(@) (@)

IN

[L |u(x) + t'r(m)v(x)| + 0&620‘“2 2o’ |u(x) + tr(x)v(x) |4} |v(2)]

IN

2
[s(luw)i + [o(@)]) + 20 0 (fu(e)|* + v<x>|4)] o)

= Llutot@) + )] + 24Ce20 = [uta) @) + (@)

= v(z), qt.p. em RZ

Dados u,v € H'(R?), existe C' > 0, tal que ||u| g1, ||v|| g2 < C, assim escolhendo @ > 0 adequadamente, e
usando (2.10), além da desigualdade de Holder, e da continuidade das imersoes de Sobolev H!(R?) —
L4(R?), com q € [2,+00), concluimos que

| @ ds

IN

IN

IN

IN

IN

L

5 /R [Iu(w)v(m)l + |v(x)\2} dz + 24, /]R e2ou’ vt [\u(x)|4|v(x)| + |U(x)\5} dx

2

L T Ot’U2 au

= lulzlivlls + ull3] +2*Cs / e (e~ 1)Ju(@)Ho(@)| + o) | da

2icy, [ (@ -1
R2

L T au? av? 2 1z
5 [baaliola + 3] + 2iczie” = ta ([ e flu@itoto)l + o] o)

~—

_UZZJ4’UJL‘ 11135 X icr U$4’U$ ’UZZ?5 €Z
[u(@)*o(@)] + [o(@)P] +20a42[|<>\\<>|+|<>|}d

) 9 1/2
2'Chl (e = D) ( / @ @]+ p@)?] dx) + 2204 llulidllolls + llo1]
L 2 5! 200° 1/2 8 2 10 1/2 4~ 4 5
= [lalzliollz + ull3] +2°Cale” = IR [lulfolloldo + 03] ™+ 24C [lulldliolls + 1ol
4 20> 1/2 dav? 4 2 4 2 12
zes e ol ([ {0 [l@ @]+ o@r] + w@r) + ]} i)

L - 1/2
o [ Iullzlvllz + llul3] +2°Conr /2 {llulSollolo + wli3]  + 24 [Iulidliolls + 1]
1/2

1/2
~ 2
2°Cl 12 <||<e8a“ — 1))} [ L @@l + ] dx] o+l llol3o + ||v||%8>

L - 1/2

o | Iullzlollz + lul3] +2°Conr /2 {llulSollolo + wli3]  +2*Ca [Iulidliolls + 1]

5 rl/2 r1/2 16 4 20 1/2 8 2 10 1z
!

PO (317 ulSloldo + 101B8] " + lulBolols + ol

- 1/2
c [IIUHIIUH + 4 (el ®llol® + [ol) ™ + flull*loll + IIDHE’}

~ 1/2 1/2
C [ [l ®lloll® + Nol®] "2 + Jal®loll® + 1o
+00.
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Assim, v € L'(R?), e aplicando o Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue, obtemos que

T(u+tv) — T(u)

DY(u)v = %gr(l) .
~ lim H(u(:r) + tv(w)) — H(u(x)) i
t—0 Jpo t
= h(u(z))v(z) de.
R2

O que garante a existéncia da derivada de Gateaux para Y. Além disso, dados u,v € H'(R"), novamente

considerando C' > 0 tal que ||u|lg: < C, para o = U—OQ > 0, concluimos ao usar (2.10), a desigualdade
de Holder, e da continuidade das imersdes de Sobolev H!(R?) — L4(R?), com q € [2, +o0), que

DT@e| < [ ol ds

L
< 7/ |u||v|dx+c;/ ¢ |y [A]o] da
2 ]RQ RZ
L ’ au? 81,,12 Yz / 4
< g llullallvllz + Coll(e™™ =12 ullol*dx | +C4 [ [ul*|v|d
R2 R2
L au? 1/2
< Clullzllvllz + Chlle™ — D)2 lulltollvllo + Chllul2llvlls
2
L ~r1/2
< §||U||2||UH2+C(§M1/ lullollvllio + Chllull3llv]ls
<

< C[lull + ull*] oll

Portanto a aplicagio Derivada de Gateaux DY(u) : H*(R?) — R & linear e limitada, para todo
u € HY(R?).

Agora considere uma sequéncia arbitraria (u,) C H'(R?), tal que u,, — u em H'(R?),
quando n — oo. Note primeiro que como a imersio H!(R?) — L?(R?) N L3(R?) é continua, e como

un, — u em H'(R?), entdo u, — v em L?(R?)NL3(R?). Além disso, como (u,) é convergente, é limitada
200

e > 0, por

em H!(R?), isto &, existe C > 0, tal que |lu,| g1 < C, Vn € N. Com isso, escolhendo o =
(2.10), segue que

/Rz [e<"ia/4>|un|]5 dr = /R [(e®22/ — 1) fug | + Iunl]5 dz

5

< 25/ l:(e(Uia/Zl)_l) |Un|5+|un|5] dx

Rz

1/2
< Plunlly [ (05 1) dot 2l
]RZ

< 2MYJun 3o + 2°unll3
< +o0.

)5/(5)'

5 /
Logo, como (5)" = T é o expoente conjugado de 5, concluimos que (e(uiro‘/4)|un| e LOY(R?), e

entao podemos escrever

L 4 ~ 5/(5)
P ()| < = Jun| + CL | Du, || < C lJun]?? + (@20 D, :
2
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Desse modo, como u,, € L%(R?) N L5(R?) vale que h(u,) € L*(R?) + L)' (R?), e uma vez que u, — u
em L%(R?) N L5(R?) por Willem [26] (cf. Teorema A.4), segue que

h(upn) — h(u), em L*(R?) + LO) (R?).
Mais ainda, como por defini¢dao vale que
1(@)llavsy = inf {IIhalla + IRl @y : by € L2(®R?), hy € L& (R2), hlu) = by +ha
tomando v € H!(R?) pelas imersoes de Sobolev, segue que v € L?(R?) N L?(R?), logo segue que
[0]l2vs = flvll2 + [|v]ls-

Assim dados h¥, hy € L?(R?), e h%, hy € L?(R?) tais que h(u,) = h} +h% e h(u) = hy + ha, aplicando
a desigualdade de Hélder, segue que

DY (u)o — DY (u)o| < /R () — h(w)|[v] dz

|(hY — h1) + (hg — ho)||v| dz
Rz

< AT = hallzllvllz + [[(h3 = helly llvlls
< (B2 = malla + 13 = Rallsy ) lellavs,

E utilizando mais uma vez as imersoes de Sobolev, obtemos que

|DY (up)v — DY (u)v| < inf{||h} — hallz + [|(h5 — halls) }HIv]l2vs
= |I(h} — k1) + (b3 — h2)ll2vesy (Ivll2 + llv]l5)
< Cllh(un) = h(u)ll2v sy o]l

Dessa forma, concluimos que

| DY (un) — DY (u = sup |DY(un)v — DY (u)v|

lvl<1
< Cllh(un) — h(u)ll2v sy — 0,

M-

quando n — co. O que mostra a continuidade do operador DY, e a igualdade DY = Y’, para N = 2.
Portanto, mostramos as condigoes (i) e (ii) do Lema de Schwartz para N > 2, logo provamos que
T & de classe C'. [

Proposigao A.2. O funcional ® : HY(RN) — R, definido em pertence a C1(H'(RY),R), e

possui derivada dada por
&' (u)v = / (Vqu + V(:c)uv) dr, V¥ ve HY(RM).
RN

Prova. Para mostrar que ® ¢ de classe C', vamos novamente usar o Lema de Schwartz. A fim



71

de mostrar (i) do Lema de Schwartz, dados u,v € H'(RY), e t € R, note que

<I>(u+tvt) — e _ 2% |:/RN (|Vu+tv|2 + V(x)|u+tv|2) dz — /]RN <|Vu|2 + V(m)u2> dx]
— % {t; /RN <|Vu|2 + V(:c)v2> dx +t/RN (VUVU + V(x)uv) dx] )

Dessa forma, a Derivada de Gateaux D®(u) existe, e é dada por

Do (u)v = }g% iChs m;) — () = /]RN (VUVU + V(:z:)uv) dzx.

Assim, dados u,v € HY(RY), segue que
|D®(u)v| = [{u,v)u| < [lullllv],

em que <-, >  representa o produto interno associado a norma || - ||, adotada em H, que como vimos
no Capitulo 3, é equivalente a norma usual de H'(RY). Assim segue que a aplicagdo Derivada de
Gateaux D®(u) : H'(RY) — R & linear e limitada, para todo u € H*(RY). O que conclui (i) do Lema
de Schwartz.

Agora para (ii) considere uma sequéncia arbitraria (u,) c H'(RY), tal que u, — u em
H'(RY), quando n — co. Observe que

|D®(uy) — DR(u)]||,, . = Hs1”11<)1 | D® (un)v — DP(u)v]
= sup V(un, —u)Vodz + / V(z)(un — w)v dz
o<1 /R~ RN

= sup ‘D@(un —u)v‘
lvll<1

< sup flun —ullflv]|
o<1

= Jlun —ull =0,

quando n — oo. Com isso, mostramos que D®(u,) — D®(u), quando n — oo, e concluimos que
o operador D® = & : HY(RY) — H~Y(RY) ¢é continuo. Portanto, mostramos (ii), e pelo Lema de

Schwartz segue que ® & de classe C1. ]

Observe que pela Proposi¢ao obtemos que ® é de classe O, assim, em particular o funcional
A: HYRYM) — R dado por

Alu) = 3 /]RN |Vu|? da,

é de classe O, e tem derivada dada por

N (u)v = VuVvdz, ¥V ve H' (RY).
RN
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Mais ainda, como o funcional .J definido em é tal que
J() = Au) = T(u), V¥ ue H (RY),

entao pela Proposicao concluimos que J é a diferenca de dois funcionais de classe C', portanto J é

um funcional de classe C?, e tem derivada dada por

J (u)v = VuVu dz —/ h(uyvdr, ¥ ve HY(RN).
RN RN
Proposigao A.3. O funcional ¥ : HY(RY) — R, definido em pertence a C1(H'(RV),R), e

possui derivada dada por
U (u)v = fwvde, ¥V ve HYRY).
RN

Prova. Vamos outra vez usar o Lema de Schwartz. Para encontrar a derivada de Gateaux de ¥,
dado z € RV, e t € [0,1], defina 7 : [0,1] — R dada por

n(s) = F(u(z) + stv(z)).

Entéo note que 1(0) = F(u(z)) e n(1) = F(u(z) + tv(z)), e n'(s) = f(u(z) + tsv(z))tv(z). Assim, pelo
Teorema do Valor Médio existe A(z) € (0,1), tal que
(1) = n(0) _ F(u(x) +tv(x)) — F(u(x))

i ; = f(u(@) + tA(@)v(@))v(@) = fu(@)o(),

quando t — 0. Portanto, vale que

}i_r}(l) F(u(x) + tv(f)) — Flu(@)) = f(u(z))v(z), qt.p. em RY.

Além disso, observe que por (3.2), segue que

= | (ut@) + @) (a))o()|

F(u(x) + to(z)) — F(u(x)) ‘
t

IN

Hu(m) + t)\(a:)v(x)’ +C.

ute) + 3ol | o)

e(ju(@)] + p@)l) + 272 (Ju(@P " + @) ] Jo(@)
[lu(@)(@)| + [v(@)?] + 277 |[u@) P~ o(@)] + (@)
= k(z), qtp. em RV,

IA
o —

Agora como u,v € H*(RY), usando a desigualdade de Hélder e a continuidade das imersdes de Sobolev
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HY(RN) — LYRY), com ¢ € [2,2*], obtemos que

/RN k()] de = 6/RN [\u(ﬂs)v(x)\ + Iv(w)IQ] dz +2°71C. /RN [IU(x)I”’llv(x)l + Iv(fv)lp} dx

< efllullalolls + Jullf] +27 e [llullz el + o))
< C[lulllwl + Nl + Jul*joll + llo]]
< +o00.

Assim, k € LY(RY), e aplicando o Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue, concluimos que

U(u+ tv) — ¥(u)

DU(u)v = %g% .
_ lim F(u(x) + tv(x)) — F(u(x)) i
t—0 RN t
= (u(z))v(z) de.
RN

O que garante a existéncia da Derivada de Gateaux de W. Também, novamente pela desigualdade de

Holder e pelas imersoes de Sobolev, segue que

Dwp| < [ 1)l ds

< E/ |u\|v|dx+C€/ [u[P~ |v| dz
RN RN

< elull2lolls + Cellully ol

< C[lull+ = ol

Desse modo, concluimos que a aplicacio Derivada de Gateaux DV (u) : H*(RY) — R ¢ linear e limitada,
para todo u € HY(RY).

Agora considere uma sequéncia arbitraria (u,) C H*(RY), tal que u,, — uem H'(RY), quando
n — oo. A fim de mostrar a continuidade de DW¥ : H*(R™) — H~1(R") observe que como a imersio
HY(RY) — L2RY) N LP(RY) é continua, e u, — u em H'(RY), entdo u,, — u em L2(RN) N LP(RV).

Alem disso, se p’ é o expoente conjugado de p, entdo segue que
()] < eful + Celur ™ < C(Juf’2 + ),
assim, para todo u € L2(RN) N LP(RN) vale que f(u) € L2(RY) + L (RYN), e uma vez que u, — u em

L2(RN) N LP(RN) por Willem [26] (cf. Teorema A.4), segue que f(u,) — f(u) em L2(RN) + LP' (RN). E

como por definicao vale que

1) llzvpy = it {fill2 + 1 fallr + f1 € L2RY), fo € I (RY), flw) = fi+ 12},

tomando v € H(RY), pelas imersoes de Sobolev, segue que v € L?(RY)N LP(RY), entdo concluimos que

[0ll2vp = [lvll2 + [[o]lp-
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Assim dados f7, f1 € L2 RY) e f1, fo € LP(RY) tais que f(u,) = f+f2 e f(u) = f1+ f2, aplicando
a desigualdade de Holder, segue que

DV (o= D¥e| < [ 1) = f@)lo]da

L= 1+ 03 = o)l do
17 = Aillallollz + 1G5 = Lol el
(171 = Fall2 + 1A = Fally ) lellovs

IN

IN

E utilizando mais uma vez as imersoes de Sobolev, obtemos que

| DY (up)v = D¥(u)v| < inf{If = filla + 1(£2 = fallp HIvl2vs
= U = £+ (f2 = f2)ll2vp (0]l + lvllp)
< COllf (un) = fw)ll2vyp[o]l-

Com isso, concluimos que

| D¥(un) — DY (u sup |DW(uy)v — DU (u)v|

vl <1

C”f(un) - f(u)”QVp' — 07

M

IN

quando n — co. Mostrando que D¥(u,) — DW¥(u), quando n — oo, e assim o operador D® = ¥’ :
HY(RN) — H=Y(RY) & continuo. Portanto, pelo Lema de Schwartz, segue que ¥ ¢ de classe C*. [ ]

Por fim, observe que o funcional I definido em (3.1)) é tal que
I(u) = ®(u) — V(u), V ue HYRY),

assim segue das Proposicoes e que I & de classe C.



Apéndice

B

Resultados Importantes

B.1 Imersoes de Sobolev
Seja © C RY um conjunto aberto, com fronteira suave. Entdo o Espaco de Sobolev dado por
W) =H'(Q) ={u: Q= R: D e L*(Q), Vo <1},

é um espaco de Banach com a norma

1/2
lull 1) = </Q (IVul® + |u]?) dm) .

Definigao B.1.1. Sejam FEq, Fy espagos normados tais que Fy C E5. Dizemos que E; estd imerso
continuamente em Es, e denotamos Ey — FEs, quando a aplicagdo inclusio v : Fy — FEs dada por

i(x) =z, é continua.

Definigao B.1.2. Sejam Fq, Fs espacos normados tais que E1 C E5. Dizemos que E1 estd imerso
compactamente em Fs, e denotamos E1 —— Fs, quando a aplicagao inclusao ¢+ : E1 — FE5 dada por

i(z) = x, é compacta.
Os resultados a seguir sdo baseados em [2], [7] e [12].

Teorema B.1.1. (Imersées Continuas de H*({)) Seja Q C RN um conjunto aberto, com fron-

teira suave. Entdo as sequintes Imersoes de Sobolev sdo continuas:

2N
. para N > 3 e q € [2,2%], em que 2* = N3 vale que H'(Q) — LI(Q);

. para N =1, 2 e q€ [2,+0), vale que H*(Q) — L().
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E como consequéncia, dado q para o qual vale a continuidade da imersao, existe Cq; > 0 constante, tal
que
lullg < Collullar), ¥V we HY(Q).

Teorema B.1.2. (Imersées Compactas de H'((2)) Seja Q C RN wm conjunto aberto e limi-

tado, com fronteira suave. Entao as sequintes imersoes de Sobolev sao compactas:

2N
. para N >3 e q € [2,2%), em que 2* = N 3 vale que H'(Q) — L1(Q);

o para N =1, 2 e q€ [2,+00), vale que H'(Q) — L(Q).

B.2 Identidade de Pohozaev

Sejam © C RN um dominio com fronteira suave, g : R — R, uma funcido continua e
u € HE(Q) N HE

2 .(2) uma solugdo fraca para o problema

—Au = g(u), em (),
u =0, em 0.

Entao, u satisfaz a seguinte equagao conhecida como Identidade de Pohozaev (cf. [19]):
N -2 1
7/ |Vul? de + f/ |Vul?z - n(z) dS, = N/ G(u)dz,
2 Ja 2 Jo Q

S
em que G(s) = / g(t)dt, e n(z) é o vetor normal exterior no ponto x € 9.
0

Além disso, quando Q = RY, entdo a Identidade de Pohozaev resulta em

N —2
7/ |Vu\2da:=N/G(u)dz.
2 Ja e

B.3 Desigualdade de Holder

Sejam ©Q C RY um conjunto mensuravel, e 1 < p < 400. O espaco de Lebesgue dado por

L%Q):{u:Q—)R:/|updx<+oo},
Q

é um espaco de Banach com a norma

1/p
lull Loy = (/ u|pd:c> .
Q
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Definigao B.3.1. Dado 1 < p < +oo, dizemos que p' € R, tal que

é o expoente conjugado de p. E convencionamos p' = +oo, quando p = 1.

O seguinte resultado é baseado em [2] e [7].

Teorema B.3.1. Dado 1 < p < 400, considere u € LP(Q) e v € L (). Entio uv € LY(Q) e

/Q fuw| dz <l oy 0] Lo .

Mais ainda dados 1 < py,...,px < 400 eu; € LPi,. parai=1,...,k, tais que

1 L
LSl
b i Dbi
Entao o produto f = f1--- fr, € LP(Q) e
I fllzecy < I fillzer )y - - 1 fkllzew )

Em particular, se f € LP(Q)NLY(Q) com 1 < p < q < 400, entdo f € L™(Q), para todo r € [p, q|,

e vale a sequinte desigualdade de Interpolagao:
1 lzm@ < Mooy et

1 a 1—-a«a
emque — = —+ ——, para 0 <a <1
rop q

B.4 Teorema de Tonelli

O teorema dessa secdo é um caso particular do resultado encontrado em [4] (cf. Teorema 10.9).

Teorema B.4.1. Sejam Q1, Qo C RN conjuntos Lebesque-mensurdveis e seja F : 1 x Qy — R

uma fun¢dao Lebesque-mensurdvel e nao negativa. Entdo vale que

/ F(x, y)da:xdy—/ F(x y)dﬂcdy—/ / F(z,y)dydz.
leﬂg Ql
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B.5 Funcoes Regularizantes

Na presente secdo vamos apresentar resultados baseados em [2] e [7].

Definigao B.5.1. Uma sequéncia de Fungoes Regularizantes (p:) para € > 0, € uma sequéncia de

funcoes com dominio em RY | tal que

(i) p= € C3°(RY);

(ii) supp p- C B:(0);

(iii) pedr = 1;
RN

(iv) p. >0, em RV,

E facil garantir a existéncia de uma sequéncia de funcoes regularizantes comecando com uma

fungio p € C°(RY) tal que supp p C B1[0], p >0 em RY e p # 0. Um exemplo ¢ dado pela fungio
() =<
exp | ——— ], se |z )
pla) = Jef* =1
0, se |z| > 1.

Através dessa funcio é possivel obter uma sequéncia de funcdes regularizantes definindo p.(x) = Ce=™Np(x/¢)

-1
comC’:(/ pdm) .
RN

O seguinte resultado é devido a [7] (cf. Teorema 4.22).

Teorema B.5.1. Suponha que u € LP(RY) com 1 < p < +o0. Entdo, quando & — 0,

(pe ¥ u) = u, em LP(RM).

B.6 Caracterizacao Espectral de um Operador Autoadjunto
Seja H um espaco de Hilbert e T': H — H um operador linear limitado. Identificando H com seu

espaco dual H', podemos considerar que T*, o operador adjunto de T', ¢ um operador limitado de H em H.

Definigao B.6.1. Um operador linear limitado T : H — H € dito autoadjunto quando T* =T, ou
seja, quando
(Tum)H = (u,Tv)H, V u,v € H.

O seguinte resultado pode ser encontrado em [7] (cf. Proposi¢io 6.9).
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Teorema B.6.1. Seja T : H — H uwm operador linear limitado e autoadjunto. Defina
= inf T
™= e T
e
M = sup (Tu,u)H.
uw€H, |lul|=1

Entao o(T) C [m,M] e m, M € o(T). Além disso, | T| = max{|m/|, |M|}.

Observe que pelo Teorema concluimos que

(Tu,u),, =m =mino(T).

inf
u€H, |ul|=1 H

B.7 Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue

O teorema apresentado nessa se¢do é um caso particular do resultado encontrado em [4] (cf.
Teorema 5.6), e [13] (cf. (2.24)).

Teorema B.7.1. Seja @ C RN wm conjunto Lebesgue-mensurdvel, e (f,) wma sequéncia de fun-
¢coes Lebesgue-mensurdveis e integrdaveis, definidas sobre ). Suponha que ezxista uma funcao Lebesgue-

mensurdvel f: Q) — R, tal que
folz) = f(x), qtp. em Q.

Suponha também que exista uma funcao integravel g : Q — R, tal que
lful <g, qtp. emQ, V¥V neNl.

Entao f € integravel e vale que

/ fdr= lim fndx.
Q Q

n— oo

B.8 Lema de Lions

O seguinte teorema é caso especial do resultado obtido em [I8] (cf. Lema I.1).

Teorema B.8.1. Sejam r > 0,2 <p <2 e (u,) C H' (RN) uma sequéncia limitada que satisfaz

sup / |un|P dz — 0, quando n — oo.
yERN J B, (y)
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Entao para N > 3, vale que

lim |up|[paeyy =0, quando 2 < q < 2"
n—oo
E para N = 2, vale que

lim ||up|[pemyy =0, quando 2 < q < +o0.

n— oo

B.9 Teorema de Vainberg

O seguinte resultado devido a Vainberg e pode ser encontrado em [7] (cf.Teorema 4.9).

Teorema B.9.1. Sejam Q C RN um conjunto Lebesque-mensurdvel, (f,) uma sequéncia de fungoes
em LP(Q), e f € LP(Q), tal que
| fr — fHLp(Q) — 0,

quando n — co. Entdo existem wma subsequéncia (fy,,) e uma funcio h € LP(QY), tais que

(0) fri(2) = f(2), ¢tp. em €
(b) |fn, (@) < h(z), qtp. em Q, para todo k € N.

B.10 Principio do Maximo Forte

Os resultados dessa se¢do estdo baseados em [11] (cf. § 6.4.2).

Definigao B.10.1. Sejam Q C RN um aberto conexo, e L : H'(Q) — R um operador diferencial
parcial tendo a forma
n n
Lu=— Z aijux,ixj + Zbiuwi + cu.
i,j=1 i=1

Dizemos que L é simétrico quando
av =a’*, Vi,j=1,...,N.

Além disso, dizemos que L é uniformemente eliptico quando existe uma constante 0 > 0, tal que, para
todo x € Q e £ € RN, vale que

> agg > 0l¢”

ij=1

Para o préximo resultado conhecido como Principio do Maximo Forte, vamos considerar L como

sendo um operador diferencial parcial, simétrico, uniformemente eliptico, com os coeficientes a*, b?, e ¢
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continuos.

Teorema B.10.1. Sejam Q C RY um aberto conexo, e u € C*(Q) N C(Q). Além disso, suponha
que o coeficiente ¢ de L € tal que
c(x) >0, V zeQ.

Entao, vale que

(i) se Lu < 0 em Q, e u atinge mdximo nao negativo sobre Q, em um ponto interior, entio u é
constante em €Q;
(ii) se Lu > 0 em €, e u atinge minimo ndo positivo sobre §), em um ponto interior, entdo u é

constante em €.

Pelo resultado do Teorema [B.10.1| podemos observar que se u € C%(Q) N C(Q) é uma solucio

classica nao constante, e nao negativa, para o problema

Lu= f(u), em
u =0, em 0f),

entdo supondo que f(u) > 0 em €, por (ii) concluimos que:

(a) ou minu = 0 é ndo positivo, e assim nao pode ser assumido em um ponto interior de Q, ja
Q
que u nao é constante. Portanto, concluimos que u > 0 em );
(b) ou minu é assumido em um ponto interior de 2, mas entdo minu > 0 e assim u > 0 em (2,
Q Q

em particular v > 0 em (.

Portanto, em ambos os casos concluimos que u > 0 em 2. Note também que como o operador
possui coeficientes continuos, se u € H'(RY) ¢ uma solucio fraca para o problema em questdo, pela

Teoria de Regularidade (cf. [1I] § 6.3), concluimos que tal solucdo é cléssica.

B.11 Lema de Fatou

O resultado da presente secdo ¢ um caso particular do Lema de Fatou encontrado em [4] (cf.
Lema 4.8), e [13] (cf. (2.18)).

Teorema B.11.1. Seja Q C RN wm conjunto Lebesgue-mensurdvel, e (f,,) uma sequéncia de fungoes

Lebesgue-mensurdveis, ndao negativas definidas sobre ). Entdo

n— oo n—oo

/ (lim inf fn) dr < lim inf/ fndx.
Q Q
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