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RESUMO

Este trabalho apresenta um estudo sobre os fendmenos dos cones de dgua e de gds em pocgos de
petréleo horizontais. O escopo é a modelagem numérica bidimensional dos fenémenos utilizando
o Método dos Elementos de Contorno. Este texto traz uma revisao acerca destes fenémenos e de
seu impacto na indtstria de petrdleo, de forma a situar o leitor sobre a motivacdo para o estudo

do tema.

Sao utilizados dois modelos de escoamento potencial, monoféasico e bifasico. Um terceiro mo-
delo, de escoamento compressivel monofasico também é aplicado. Todo o tratamento matematico
envolvido na deducao das equagoes governantes dos modelos é apresentado. Também estao presen-
tes os desenvolvimentos matematicos de trés formulagoes do Método dos Elementos de Contorno.
Sao elas a formulagdo para problemas regidos pela equagao de Laplace, a formulacido de Recipro-
cidade Dual para problemas regidos pela equacao da difusividade e a formulagido de sub-regioes,
para problemas sobre dominios homogéneos por partes. O detalhamento do desenvolvimento ma-
tematico para a integracdo analitica das matrizes de influéncia é mostrado e utilizado para garantir

uma melhor performance dos simuladores desenvolvidos.

Uma alternativa na modelagem do pogo de petréleo horizontal em dominio bidimensional é
proposta, utilizando um conjunto de sumidouros pontuais para representar seu perimetro. Esta
abordagem permite analisar de forma satisfatéria o comportamento da interface entre fluidos,

mesmo depois que ela ja tenha tocado o pocgo.

A implementacao dos trés simuladores é documentada de forma a permitir a utilizacdo deste
texto como consulta para implementacoes semelhantes. A determinacao das condigdes de contorno
para os trés modelos, incluindo as condi¢bes de compatibilidade e equilibrio na interface entre

fluidos, é apresentada.

Os simuladores propostos foram desenvolvidos e validados em comparacao a resultados anali-

ticos disponiveis.

Palavras-chave: Método dos Elementos de Contorno, Interface moével, Cone de agua, Cone de

gas, Pocos de petroleo horizontais, Difusividade hidraulica.
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ABSTRACT

This paper presents a study on water and gas coning phenomena in horizontal oil wells. The
scope is their two-dimensional numerical modeling using the Boundary Element Method. This
text provides a review of these phenomena including their impact on oil industry in order to situate

the reader about the motivation for the study of this subject.

Two potential flow models, single-phase and two-phase, are used. A third model, single-phase
compressible flow is also applied. All the mathematical treatment involved in the deduction of
the models’ governing equations is presented. Also present are the mathematical developments
of three formulations of the Boundary Element Method. They are the formulation for problems
governed by the Laplace equation, the Dual Reciprocity formulation for problems governed by
the diffusion equation, and the sub-regions formulation, for problems within a domain which is
homogeneous by parts. The details of mathematical development for analytical integration of the

influence matrices is shown and used to ensure better performance of the developed simulators.

An alternative modeling of horizontal oil wells in two-dimensional domain is proposed, using
a set of point sinks to represent its perimeter. This approach allows to satisfactorily analyze the

behavior of fluids interface, even after it reaches the well.

Implementation of the three simulators is documented to enable the use of this material as
reference text for similar implementations. Determination of boundary conditions for the three

models, including compatibility and equilibrium at the interface are presented.

The proposed simulators were developed and validated in comparison to available analytical

results.

Keywords: Boundary Element Method, Moving interface, Water coning, Gas coning, Horizontal

oil wells, Hydraulic diffusion.
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Capitulo 1

Introducao

Em um antigo poc¢o no vilarejo de Balakhany, no Azerbaijdo, foi encontrada uma pedra onde se
lia que aquele pogo havia sido escavado no ano 1594 por Allah Yarom Mamed Nur Ogly. Tal pogo
tinha 60 metros de profundidade (Sokolov, 1972). Daquela época para hoje, ndo s6 uma industria,
mas um estilo de vida se desenvolveu em torno do petrdleo. Pocos ainda sdo perfurados com o

mesmo objetivo. Suas profundidades, porém, ja chegam a ser medidas em quilémetros.

O custo de se implantar uma planta de producao de petréleo é bastante elevado, mesmo para
os padroes de uma empresa integrante deste mercado. A alta produtividade é sempre desejada.
Isso significa producao em maior volume possivel, de um 6leo o mais “puro” possivel. O recurso
natural tdo desejado, entretanto, nao se deixa extrair nem com a velocidade nem com a pureza
almejadas. Existem diversos fatores que limitam a producdo. Dois deles sdo o tema de estudo
deste trabalho.

1.1 Os cones de agua e de gas

Os fenémenos dos cones de agua e de gas sao fatores limitantes na produtividade de um pogo de
petroleo. Estes fendmenos ocorrem em decorréncia do gradiente de pressao aplicado pelo poco

com o objetivo de extrair o petrdleo do reservatorio.

Em poucas palavras, o gradiente de pressdo atinge todos os fluidos presentes no reservatorio
(petréleo, dgua e gis natural) e como a dgua e o gas tém maior mobilidade que o petréleo, os

mesmos tendem a fluir em direcdo ao poco, tomando, cada um, a forma de um cone.

Para certos valores de vazao de extragdo, o cone de agua e/ou o cone de gis atingem a
extremidade do pogo, fazendo com que dgua e/ou gés sejam produzidos junto com o petréleo,
diminuindo a produtividade. Joshi (1991) diz que desde o principio da exploragao industrial do
petrodleo, intimeros experimentos e andlises matemaéticas foram conduzidos para resolver problemas
de cone de agua de gis. O primeiro trabalho publicado sobre esse tema, em 1935, ja diz que a
formacao e evolugao do cone de agua sao fendmenos muito complexos sobre os quais uma anéalise

tedrica é praticamente impossivel (Muskat e Wyckoff, 1935).



Contornando a grande complexidade do problema, tratamentos analiticos com severas apro-
ximagoes e restrigoes foram utilizados na formulagao de diversos modelos e correlagdes que hoje
sdo utilizados para estimar o comportamento dos cones de dgua e de gas (Rosa et al., 2006). Fe-
lizmente, hoje existem avancadas ferramentas de andlise numérica que permitem o estudo destes
fendmenos via simulacdo computacional, minimizando as simplificacbes nos modelos utilizados e

aumentando a acuracia dos resultados obtidos.

1.2 O Método dos Elementos de Contorno

A andlise numérica é mais riapida e barata que a andlise experimental, sendo muito utilizada
na simulacdo de reservatorios de petréleo. Porém, para que a ferramenta numérica seja tutil, é
necessario um investimento em algoritmos eficientes, principalmente em se tratando de problemas

de larga escala, onde milhdes de graus de liberdade sao considerados.

Neste quesito entra o Método dos Elementos de Contorno (MEC), uma ferramenta de ané-
lise numérica que vem sendo utilizada na modelagem do problema de extracdo de petrdleo e de
formacao dos cones de agua e de gas. Este método tem a caracteristica de diminuir o problema
em uma dimensdo, diminuindo o custo computacional das andlises. A montagem das matrizes
de influéncia (H) e (G) é responséavel pela maior parte do tempo de processamento do cédigo do
MEC. Portanto, a forma como esta matriz é calculada tem impacto direto no custo computacional

da andilise numérica.

A integragao analitica destas matrizes nao s6 torna o método mais rapido e eficiente que quando
se faz integracdo numérica, mas também elimina uma série de questoes relativas ao ntiimero de
pontos de integracao ideal para se obter boa precisdo na integracao. Para suprir esta necessidade,
foi utilizado o procedimento desenvolvido por Cérdoba (2013) para integrar analiticamente estas

madtrizes.

O Método das Diferencas Finitas é o método numérico mais utilizado no desenvolvimento
dos simuladores comerciais disponiveis atualmente. Este trabalho apresenta o MEC como uma

alternativa atraente para o desenvolvimento deste tipo de simulador.

Aplica¢ées do MEC em temas similares aos deste trabalho foram desenvolvidas para o estudo
de escoamento de dgua em meios porosos tanto na superficie, em represas de aterro (Rafiezadeh e
Ataie-Ashtiani, 2014), quanto na sub-superficie, em aquiferos. Zhang et al. (1999) o utiliza para
analisar a eficiéncia do bombeamento pulsado versus o constante em aquiferos monofasicos. Em
alguns trabalhos, dgua doce e salgada foram consideradas coexistindo de forma estratificada por
suas diferentes densidades (Hocking e Zhang, 2009; Zhang et al., 2009). Dias Jr (2012) faz uma
implementacdo do MEC para o problema de bombeamento de dgua com superficie livre. Esta
implementacao foi utilizada como base para o desenvolvimento do simulador monofésico potencial

neste trabalho.

Farmen et al. (1999) e Soares e Simoes (2012) estudaram a dinamica do cone de dgua em meio

poroso bidimensional. O trabalho de Soares e Simdes (2012) utilizou um tratamento matematico



através de mapeamentos conformes e obteve uma expressao analitica para o formato da interface

estavel. Este resultado é utilizado para validar os simuladores desenvolvidos.

1.3 Objetivo do trabalho

O objetivo deste trabalho é aplicar o MEC no desenvolvimento de trés simuladores que permitam
estudar o comportamento dos cones de agua e de gas. O primeiro é um simulador de escoamento
monofasico, que permite apenas a simulacdo do fenémeno do cone de gas. O segundo é um
simulador bifasico, que permite simular tanto o fenémeno do cone de gés quanto o fenémeno do
cone de dgua. O terceiro simulador também é monofasico, permitindo a simulacdo apenas do
fenémeno do cone de gas. A diferenca deste em relagdo ao primeiro é a utilizagdo do modelo da
difusividade hidraulica para levar em conta no escoamento as compressibilidades da rocha e do

Oleo.

Os simuladores se destinam a andlise da evolucao da interface entre 6leo e agua ou entre 6leo
e gas ao longo do tempo. Os simuladores serao utilizados para aplicacdo de sistemas de controle,
onde constantemente se necessita saber a posicao e velocidade de qualquer ponto da interface.
Nesta &rea experimental, varios trabalhos se utilizam de células de Hele-Shaw (Fig. 1.1) para

simular em escala reduzida o escoamento em meios porosos.

Figura 1.1: Célula de Hele-Shaw (Limaverde Filho, 2014)

Limaverde Filho (2014) mostra a aplicacao de controle nao-linear em uma célula de Hele-Shaw
onde se realiza a extracdo de glicerina sujeita ao cone de gés. Aplicando o algoritmo de controle
em um simulador, foram desenvolvidos modelos dindmicos para controlar a altura da interface. A
atuacdo se da através da variacdo da intensidade do bombeamento, garantindo um aumento da

producao acumulada ao longo do tempo, sem a producao indesejada de gas.



Capitulo 2

Os fenomenos dos cones de Agua e de

gas

2.1 Breves conceitos sobre a producao de petrdleo

De acordo com Satter et al. (2007), o primeiro pogo perfurado especificamente com o objetivo de
produzir petréleo para venda foi o poco Drake, nos arredores da cidade de Titusville, no estado da
Pennsylvania, nos Estados Unidos. Este pogo foi perfurado em 1859, tinha uma profundidade de
21 m e produzia cerca de 25 barris por dia. Seguindo o sucesso do pogo Drake, toda a industria
do petrodleo foi desenvolvida, e hoje é uma das maiores do mundo. Esta secdo apresenta alguns
conceitos sobre a industria do petréleo, com o objetivo de familiarizar o leitor com as etapas do

processo de producgao e melhor compreender a motivacao para a realizacdo deste trabalho.

2.1.1 O reservatoério de petroéleo

Um reservatorio de petréleo é um meio poroso, permeavel, que normalmente esta aprisionado entre
uma rocha impermedvel acima e uma rocha semipermedvel abaixo. Segundo Rosa et al. (2006),
existem vérias configuragoes possiveis dentro do reservatoério (Fig. 2.1). A primeira possibilidade é
o reservatério conter apenas petrdleo (Fig. 2.1a). Outra possibilidade é o reservatério conter, além
do petréleo, uma massa de dgua, a que comumente se refere como aquifero (Fig. 2.1b). Pode haver,
também, a ocorréncia de petréleo na presenca de uma massa de gas natural, a que se convencionou
chamar de capa de gds (Fig. 2.1c¢). Por tltimo, pode haver a presenga dos trés fluidos, petréleo,
agua e gas (Fig. 2.1d). Tudo depende das condi¢oes de pressao e temperatura a que o reservatorio
esteve (e estd) submetido e das condigoes geoldgicas daquele ponto da subsuperficie onde ele se

encontra.

De acordo com Thomas (2004), o processo de formacao do petréleo inicia-se nas camadas de
rocha sedimentares localizadas em profundidade superior & do reservatério. Uma vez formado o
petroleo, este escoa por rochas semipermeaveis até encontrar um bolsdo de rocha porosa que esteja

aprisionado por rochas impermeéveis. Este bolsao gradativamente se enche de petréleo e se torna,
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Figura 2.1: Configuracoes dos reservatérios

entdo, um reservatorio. Segundo Sokolov (1972), a formagao do petréleo é um processo quimico
que s6 ocorre sob condigoes geoldgicas definidas. As condi¢bes de pressao e temperatura aliadas
ao longo tempo que o petroéleo fica estagnado contribuem para a composicdo final e o estado fisico

dos hidrocarbonetos que se encontram no reservatorio.

2.1.2 O pocgo produtor

Para extrair petréleo de um reservatorio, um pogo é perfurado no solo, passando através de varias
camadas de rocha até chegar no meio poroso que contém o petroleo, conforme mostrado na Fig.
2.2. O poco se caracteriza, entdo, pelo duto perfurado desde a superficie até a zona de éleo
do reservatoério. Suas paredes sao recobertas por um tubo metélico para garantir a estabilidade
estrutural necessaria. Este tubo, denominado revestimento, é perfurado (Fig. 2.3a) ou ranhurado
(Fig. 2.3b) na regiao em que tem contato com a zona de 6leo. Isso é necessario para permitir a
entrada do 6leo no interior do pogo através de toda a superficie do poco que tem contato com o

Oleo.

Os pocos podem ser verticais, direcionais ou horizontais. Os pocos direcionais nao serao levados
em consideracdo neste trabalho. Todavia, uma ideia geral sobre os mesmos podem ser inferidas
pelo leitor considerando que o poco horizontal pode ser visto como um caso particular de poco

direcional.



(a) Pogo vertical (b) Pogo horizontal

Figura 2.2: Pocos vertical e horizontal

(a) Revestimento perfurado (b) Revestimento ranhurado

Figura 2.3: Revestimento perfurado e ranhurado (Catalogo National Oilwell Varco, 2014)

a) Pocos verticais

O tipo convencionalmente utilizado desde o inicio da producao de petréleo pela indistria sdo os
pogos verticais (Fig. 2.2a). Estes pogos sdo mais baratos, tecnicamente mais simples e tém tempo

de perfuragdo menor, se comparados aos horizontais.

Os pocos verticais possuem duas fortes caracteristicas. A primeira é que cada poco deve ser
perfurado a partir do ponto da superficie localizado exatamente sobre o ponto do reservatério
de onde se deseja extrair. Como os reservatérios sdo muito grandes, da ordem de quilémetros,
perfuram-se neles varios pogos para extrair petréleo, cada um com uma area de drenagem determi-
nada pela condutividade hidraulica do meio poroso onde o 6leo se encontra. Esta area determina
o espagamento entre os pogos. Lyons e Plisga (2005) dizem que o usual nos Estados Unidos é que
a area de drenagem de um pogo seja de 40 acres para a produgdo de 6leo (o equivalente a um
quadrado de 400 m de lado ou uma circunferéncia de 450 m de didmetro) e 160 ou 320 acres para
a producao de gas. Como o custo da perfuracdo aumenta consideravelmente com a profundidade,
é comum que pogos mais profundos tenham um espagamento maior entre si. Isso significa que
em grandes reservatorios produzidos por meio de pocos verticais, existird uma grande area na

superficie ocupada por equipamentos de producao.

A segunda caracteristica é que o contato dos pogos verticais com a zona de 6leo do reservatorio
fica restrita a altura dessa camada de Oleo. Entdo, em um reservatério com uma altura da zona
de 6leo pequena, maior devera ser o diferencial de pressdo entre o pogo e o reservatério para se
conseguir uma vazao de 6leo consideravel, o que pode influenciar fortemente a ocorréncia de cone

de agua e de gas.

Estas caracteristicas dos pocos verticais, em algumas situacoes, podem inviabilizar econémica
ou tecnicamente a extracao de petréleo de um determinado reservatério. Para superar essas adver-

sidades, a perfuracao de pogos horizontais foi desenvolvida e atualmente é plenamente utilizada.



b) Pocgos horizontais

Um dos maiores propésitos dos pogos horizontais (Fig. 2.2b) é o de aumentar o contato entre o
poco e o reservatorio, e, assim, aumentar a produtividade. Como a zona de 6leo de um reservatoério
¢é tipicamente mais extensa no plano horizontal do que no vertical, a area de contato entre poco
e 6leo é consideravelmente maior do que em pocos verticais. Assim, as mesmas vazoes de éleo
podem ser conseguidas com um diferencial de pressdo menor, o que auxilia na prevencao do cone

de agua e de gas.

Segundo Joshi (2003), os pogos horizontais comegaram a ser utilizados na industria do petréleo
em 1927, mas somente na década de 80 ganharam maior popularidade. Em 2014, 67 % dos pocos

perfurados nos Estados Unidos foram horizontais (Selley e Sonnenberg, 2015).

De acordo com Azar e Samuel (2007), os reservatorios considerados como potenciais candidatos

a receberem um pocgo horizontal tém pelo menos uma das seguintes caracteristicas:

e Sa0 propensos a ocorréncia de cone de agua ou de gas;

e Tém permeabilidade muito baixa (permeabilidade « 1 md);
e Sao verticalmente fraturados ;

e Sido economicamente inacessiveis;

e Contém 6leo pesado;

e Tém pouca altura;

e Sa0 reservatérios em camadas com angulo de inclinagdo muito grande;

Diz-se que tais reservatorios sdo potenciais candidatos porque a perfuraciao de um pogo horizon-
tal é muito mais custosa e demorada que a de um pogo vertical. Assim, uma anélise de viabilidade
econdémica deve ser realizada de forma a verificar se os ganhos em produtividade trazidos pelo poco

horizontal suplantam seus custos de perfuracao.

Selley e Sonnenberg (2015) apontam 3 fatores que podem levar & escolha de um pogo horizontal

ao invés de um pogo vertical. Sao eles:

1. Pode ser drenada uma area que esta sob uma cidade ou lago onde a superficie ndo pode ser

ocupada;
2. Uma grande area pode ser drenada por varios pocos perfurados a partir de um tnico local;

3. Um pogo “fora de controle” pode ser selado ou ter sua pressao aliviada através de um pocgo

horizontal que o intercepte.

A perfuracdo de varios pocos a partir de um mesmo local é especialmente desejada em pla-
taformas maritimas. Nelas, normalmente se perfuram um pogo vertical e varios horizontais (ou

direcionais).



2.1.3 Etapas da producao

De acordo com Petex (2011), “producao” é a fase da operacao que contempla trazer o petréleo até
a superficie e prepara-lo para o transporte até a refinaria. Para tirar o petréleo do reservatério e
trazé-lo a superficie, duas etapas sdo realizadas. A primeira, chamada “recuperacao”, é caracteri-
zada pelo escoamento do Oleo dentro do reservatorio, através do meio poroso, até a sua entrada no
poco. A segunda, chamada “elevacdo”, é caracterizada pelo escoamento do éleo dentro do pogo,

até a superficie.

Ao conjunto de causas e efeitos que levam o Oleo a sair de seu local de repouso e escoar até
a entrada do poco se da o nome de “mecanismos de recuperagao” ou “mecanismos de producgao”.
Analogamente, o que leva o 6leo a escoar dentro do pocgo, desde o reservatério até a superficie,

sdo os “mecanismos de elevagao”.

a) Mecanismos de recuperacgio

Mecanismos de recuperagao, segundo Rosa et al. (2006), sdo parcialmente baseados na descom-
pressao do reservatério. Esta descompressao se deve a extragdo de matéria - e, consequentemente,
energia - do interior do reservatério quando a producdo é iniciada e tem basicamente dois efeitos:
a expansao dos fluidos contidos no reservatério e a contracdo dos poros das rochas. A expansao
dos fluidos, por si s0, causa o escoamento de parte do 6leo, pois 0 mesmo passa a precisar de um
volume poroso maior para acomodar a totalidade de sua massa. Somado a isso, a contracdo dos
poros das rochas diminui o volume poroso disponivel para o armazenamento de fluidos e contribui
para o escoamento do 6leo na medida em que expulsa parte dele de seu interior. Como o pogo é

uma regiao de menor potencial, a tendéncia do 6leo (e demais fluidos) é de escoar em sua direcao.

Ainda segundo Rosa et al. (2006), outra parcela em que se baseiam os mecanismos de recu-
peragao é o deslocamento de um fluido por outro. Um exemplo ilustra esta afirmacdo. A dgua
proveniente de um aquifero abaixo da zona de 6leo, quando escoa pela agdo da descompressao
do reservatério, empurra o 6leo, forcando-o a escoar. Esta acdo pode ser vista como uma frente

) M
de 4gua “lavando” o Oleo dos poros da rocha e tem sua raiz na imiscibilidade dos fluidos (Dake
M
1978). A mesma coisa ocorre com o gas livre proveniente da capa de gas acima da zona de 6leo.
Novamente, como o poco produtor representa a regido de menor potencial dentro do reservatorio
b b

o 6leo tende a escoar para o seu interior.

E importante notar que a recuperacao depende da energia existente no reservatério, manifes-
tada através da pressdo. Uma vez que a producdo dos fluidos leva consigo parte dessa energia,
chega um momento em que métodos de recuperacdo secundaria se fazem necessarios. Tais mé-
todos se baseiam na adicdo de energia externa no reservatério, de modo a manter a pressdo em
seu interior em niveis que permitam a continuagdao do escoamento dos fluidos no meio poroso, ou
seja, s&o uma forma de recriar um alto gradiente de pressdo no reservatorio. Alguns exemplos de
métodos de recuperacao secundaria sao a injecao de agua e a injecdo de gas. Existem também os
processos térmicos, nos quais a viscosidade de um 6leo pesado é diminuida pela adi¢do de energia

térmica ao reservatorio, aumentando assim taxa de recuperagio (Satter et al., 2007).



b) Mecanismos de elevagao

Em um primeiro estagio de produgao, a energia natural do reservatoério é tao grande que, em alguns
casos, além de promover a etapa da recuperagao, consegue realizar a elevacdo naturalmente. Isto é,
basta conectar o poco a zona de éleo do reservatorio e o 6leo surge naturalmente na superficie. Nos
casos em que isso acontece, diz-se que o pogo é “surgente”, enquanto esta condi¢do se mantém.
Esta situacdo ocorre porque a pressao do reservatério, que é a principal manifestacdo da sua
energia, ¢ alta o suficiente ndo apenas para vencer a resisténcia do escoamento no meio poroso
até o po¢o como também para vencer o peso de toda a coluna de fluidos do fundo do pocgo até a

superficie.

Com o avango da producado e a consequente diminuicido da energia natural do reservatorio, sua
pressdo interna eventualmente cai a ponto de ndo ser mais suficiente para elevar toda a coluna
de fluido desde o fundo do poco até a superficie e o petroleo ndo consegue mais ser elevado desta
forma natural. O poco deixa de ser surgente. Neste ponto, a elevagao do petroleo até as instalagoes
de superficie passa a ser realizada por mecanismos de elevagdo artificiais, como bombeamento ou
gas-lift. Nos pogos nao-surgentes, os mecanismos de elevacio artificiais sdo utilizados desde o

inicio da producao.

Producgao de fluidos indesejados

Deve ficar claro que a producdo de éleo sempre implica em producdo de dgua e gas. Uma certa
quantidade dgua sempre estd presente nos poros das rochas junto com o 6leo, e ambos os fluidos
escoam para o interior do poco devido ao diferencial de pressao entre o pogo e o reservatério. Esta
agua se encontra dentro da zona de 6leo, em equilibrio, e sua producao é inevitavel. Ela nao deve
ser confundida com a massa de agua, ou aquifero, que se localiza abaixo da zona de 6leo e pode ou
nao existir, como mostrado na Fig. 2.1. A producdo de dgua do aquifero é o que se tenta evitar

de modo a nao produzir mais dgua do que a quantidade inevitavel.

O mesmo ocorre com o gas. Normalmente, hd uma parcela de gés dissolvida no éleo, inde-
pendente do reservatério conter uma capa de gas livre. Esse gas se encontra dissolvido no éleo
a pressao do reservatorio, porém, a pressiao atmosférica, forma uma fase gasosa que chega junto
com o 6leo e a dgua a superficie. O que se tenta evitar é a producdo do gas natural proveniente

da capa de gas, de forma a nfdo produzir mais gis do que a quantidade inevitavel.

A producdo de dgua é gis provenientes do aquifero e da capa de gas aceleram a perda da
energia natural do reservatério. Isso faz com que os métodos de recuperagao secundaria tenham

que ser adotados mais cedo do que se estes fluidos indesejados nao fossem produzidos.

2.1.4 Processamento primario

Haja vista as condigGes fisicas e geoldgicas de um reservatorio e do petréleo em seu interior, é
impossivel produzir o 6leo sem que se produzam junto gés e dgua. De acordo com Thomas (2004),

a quantidade de dgua produzida junto com o 6leo tipicamente alcanca valores da ordem de 50 %



do volume, podendo chegar até perto de 100 % no final da vida economicamente produtiva de um
pogo. As refinarias aceitam, no entanto, apenas de 0,2 % a 3 % de dgua no 6leo (Lyons, 2010).
Como o interesse econdémico estd apenas sobre o Oleo, toda planta de producdo tem instalada
na superficie uma unidade de processamento primario. Esta unidade é responsavel por fazer a
separacao entre 6leo/gas/dgua, condicionar o 6leo para o transporte até a refinaria e tratar a dgua

produzida (que traz consigo uma série de impurezas) para descartar ou reinjetar no reservatorio.

A mistura de fluidos que chega a superficie através do pogo é bastante heterogénea. E nor-
malmente composta de varias fases: gés, 6leo, agua, emulsao de agua em 6leo e particulas solidas.
As emulsoes sdo formadas tanto no fluxo dos fluidos pelo meio poroso quanto no interior do pogo
(Sokolov, 1972), devido a presenca de agentes emulsificantes tais como resinas, asfaltenos, saboes
e varios sais que formam um filme fino ao redor de pequenas gotas de dgua e 6leo e impedem a sua
aglutinacdo. As particulas sélidas sdo tipicamente graos de areia, particulas de argila e de rochas

provenientes do interior do reservatorio e do fundo do poco.

A mistura é primeiramente filtrada para a retirada das particulas solidas. Depois da filtragao,
é passada por um conjunto de separadores. A separagdo gas/liquido ocorre primeiro e se baseia
em sua grande diferenca de densidade, utilizando a agdo da gravidade e/ou das forgas de inércia
para separar o gas das fases liquidas. A separacdo 6leo/dgua é mais complexa. De acordo com
Thomas (2004), a mistura de fases liquidas, depois de decantada, apresenta uma camada de dgua
relativamente livre de 6leo no fundo, a que se convencionou chamar de “4dgua livre”. Sobre esta
camada apresenta-se uma camada de emulsdo e, sobre ela, uma camada de 6leo relativamente livre

de agua.

No final do processo de separacao, se tem trés fluidos diferentes: gas, 6leo contendo uma
camada de emulsao e dgua livre (contendo impurezas e resquicios de 6leo). Cada um desses trés
fluidos toma, dai em diante, um caminho diferente dentro da planta de processamento primério. O
6leo (incluindo a emulsdo) é encaminhado para tratamento e condicionamento, o gas é direcionado

para o seu processamento e a dgua livre é encaminhada para tratamento e descarte/reinjegao.

H&a que se notar que o processamento primario pode ser relativamente simples e barato ou
bastante complexo e custoso, dependendo da caracteristica da mistura de fluidos que chega a

superficie.

a) Tratamento do dleo

O tratamento do Oleo se inicia pela desemulsificagdo, com o objetivo de retirar a agua ainda
presente. Este processo consome tempo, energia térmica e/ou elétrica e substéncias desemulsifi-
cantes. Logo, dependendo da quantidade de adgua em emulsdo, esta etapa pode vir a se tornar

prejudicialmente onerosa.

Apés a retirada da dgua residual, o 6leo passa para a préxima etapa, que tem o objetivo de
retirar compostos indesejados. Compostos de enxofre, por exemplo, ocorrem, em certa medida,
em todo 6leo bruto (Manning e Thompson, 1995). A retirada destes compostos é primordial, uma

vez que sao altamente prejudiciais aos processos subsequentes (tanto na planta de processamento
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primdrio quanto na refinaria) por sua corrosividade e toxicidade.

Apés estar livre da dgua e dos compostos prejudiciais, o 6leo passa pelo processo de estabiliza-
¢ao. Este processo consiste em retirar do 6leo as fragoes mais leves de hidrocarbonetos (metano,
etano e propano), que se encontram na forma de gas dissolvido (Manning e Thompson, 1995). Isto
¢é necessario para atender os requisitos técnicos de transporte e armazenamento do éleo e também
por questoes de segurancga. A retirada das fragdoes mais leves, que se vaporizam mais facilmente,
tornam o Oleo estabilizado menos inflamavel que o 6leo cru, além de garantir a presenca apenas

da fase liquida durante seu transporte e armazenamento.

Livre de agua, de compostos prejudiciais e de hidrocarbonetos mais leves, o 6leo estabilizado

estd pronto para o armazenamento e transporte até a refinaria.

b) Processamento do gas

O gas separado da mistura ainda contém uma certa quantidade de 4gua e compostos de enxofre.
Parte do processamento do gés consiste em retirar esses constituintes. Agua liquida pode causar
corrosao nos dutos de transporte de gas, por isso, é sempre removida. A remocao da dgua em sus-
pensdo no gas é normalmente realizada por meio do uso de substancias higroscépicas (geralmente,
solugoes de glicol). Os compostos de enxofre, toxicos e altamente corrosivos, devem ser removidos
quando presentes a partir de certas concentragoes (Manning e Thompson, 1991), normalmente em

processos quimicos que utilizam solugoes de aminas.

Outra parte do processamento ¢ a producao de condensado, isto é, promover a liquefaciao dos
hidrocarbonetos mais pesados presentes no gas (butano, pentano e hexano (Thomas, 2004)). Este
processo permite aumentar a quantidade de 6leo produzido, uma vez que o liquido recuperado do
gas é adicionado ao éleo. Segundo Manning e Thompson (1991), a produgéo do condensado se da
por meio de resfriamento do gas para condensar os liquidos, seguido por uma separacao das fases
gas/liquido em um separador. Se o gas produzido tiver valor comercial, a produgao de condensado
também evita que as fracdes mais pesadas se condensem no interior dos dutos devido a queda de

temperatura durante o transporte.

Livre de agua, de compostos prejudiciais e de hidrocarbonetos mais pesados, o gis processado
pode ser reinjetado no reservatério, transportado até a refinaria (caso a combinagao de sua com-
posigdo e volume criem valor comercial), usado como combustivel nas instalagoes de superficie, ou

mesmo queimado.

¢) Tratamento da agua

O volume de dgua produzido junto com o petréleo é muito grande. Como ja dito, a quantidade
de dgua pode chegar de 50 % a perto de 100 % do volume de fluidos produzidos em um pogo.
E comum que se produzam de 1 a 7 barris de dgua para cada barril de petréleo. Volumes ainda
maiores de dgua podem ser produzidos em pogos ja no fim de sua vida econémica (Thomas,

2004). Toda essa dgua tem por fim o descarte ou a reinje¢cdo no reservatério. A composigao
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dessa dgua, porém, ndo permite o seu descarte direto. As legislacbes ambientais de diversos paises
regulam a quantidade méaxima de éleo que pode estar presente na agua descartada. No Brasil, o
Conselho Nacional do Meio Ambiente (CONAMA) estabelece o limite médio mensal de 29 mg/L
para descarte no oceano (CONAMA, 2007, artigo 5°).

Além do éleo, varios outros componentes prejudiciais se encontram na agua produzida. Se-
gundo Thomas (2004), a dgua produzida apresenta sais, microorganismos, gases dissolvidos e
materiais em suspensao. Em especial, sua salinidade é de trés a quatro vezes superior a da dgua
do mar, em média. De acordo com a resolucio do CONAMA, os seguintes parametros devem ser
monitorados semestralmente, para fins de identificagdo de presenga e concentracio (CONAMA,
2007, artigo 10):

e compostos inorgdnicos: arsénio, bario, cddmio, cromo, cobre, ferro, mercirio, manganeés,

niquel, chumbo, vanadio e zinco;
e radioisotopos: radio-226 e radio-228;

e compostos organicos: hidrocarbonetos policiclicos aromaticos, benzeno, tolueno, etilbenzeno

e xilenos, fendis e avaliacdo de hidrocarbonetos totais de petréleo;
e toxicidade cronica da agua produzida;

e parametros complementares: carbono organico total, pH, salinidade, temperatura e nitrogé-

nio amoniacal total.

Toda a agua que foi produzida pelo pogo - ou seja, a dgua livre proveniente dos separadores
iniciais, a dgua proveniente do tratamento do dleo e a dgua proveniente do processamento do gas
- é¢ novamente reunida, entdo, para tratamento. Esta dgua ainda tem tragos de 6leo e de gas e
outros componentes prejudiciais. Entre estes estdo os gases carbonico e sulfidrico (este, também

t6xico), bactérias indutoras de corrosdo e particulas sélidas remanescentes em suspensio.

Primeiramente, um desgaseificador é utilizado para remover o gas e este é, entao, encaminhado
para queima. A separacdo dgua/6leo é, entdo, levada a cabo, com o intuito de diminuir a concen-
tragao de dleo na dgua para niveis inferiores ao limite estabelecido pela legislacdo ambiental local.
Segundo Thomas (2004), a quantidade de éleo que se consegue remover é diretamente proporcional
ao tempo de processamento. Em campos terrestres, a agua tratada chega a conter teor de éleo
tao baixo quanto 5 mg/L. Em campos maritimos, onde o tratamento é tipicamente mais répido,
os valores sdo da ordem de 30 mg/L. O 6leo recuperado nesta etapa é encaminhado para o ciclo

de tratamento de éleo junto com o restante da produgao.

A 4gua tratada, entdo, pode ser utilizada para reinjecdo no reservatorio, por meio de pogos
perfurados especificamente para realizar esta tarefa. Caso a injecdo de dgua nao seja econdmica
ou tecnicamente viavel, a agua é descartada. Em campos maritimos, o descarte se da por meio
de despejo da agua no oceano. Em campos terrestres, o local de descarte da agua é um problema

ambiental ainda nao resolvido.

Se a dgua for utilizada para reinjecdo, pode ser necesséario realizar o seu tratamento quimico

para a retirada dos componentes prejudiciais as instalagoes. Para tal tarefa, sdo utilizados no-
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vamente processos de filtragdo e adicdo de produtos quimicos como sequestrantes de oxigénio,
inibidores de corrosao e inibidores de incrustacdo. Em linhas gerais, a dgua proveniente da pro-
ducao do petrdleo é altamente corrosiva. Por este motivo, nas instalagoes para seu tratamento
e reinjecdo sao utilizados tubos & base de plastico reforcado com fibra de vidro e equipamentos

metalicos revestidos com material inerte (Thomas, 2004).

Se a dgua for descartada, deve ainda ser monitorada de acordo com os pardmetros estabelecidos
(no Brasil, pelo CONAMA) e, caso necessario, deve ser promovido seu tratamento quimico para

a retirada ou diminuicdo da concentracdo de compostos indesejados.
Um diagrama simplificado das etapas do processamento priméario é apresentado na Fig. 2.4.
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Figura 2.4: Diagrama simplificado das etapas do processamento primario

2.2 Os cones de agua e de gas

O cone de agua é um fendmeno que pode ocorrer durante a extragao de petréleo de um reservatorio
que tem um aquifero de fundo, como os esquematizados pelas figuras 2.1b e 2.1d. Analogamente,
o cone de gas ocorre em reservatérios que tém capa de gas (figuras 2.1c e 2.1d). Em linhas gerais,
a teoria que envolve os fenémenos é a mesma tanto para o cone de gas quanto para o cone de
agua, mudando apenas o par de fluidos envolvidos: 6leo/dgua ou éleo/gds. Portanto, neste texto,
quando tratando de aspectos que sdo validos para ambos os fluidos, o fendmeno serda referenciado
simplesmente por cone. Quando o aspecto tratado for especifico de um dos fluidos, sera tratado

por cone de dgua ou cone de gds.

Tecnicamente, o termo cone é empregado apenas quando o fenémeno ocorre em pocos verticais

(Fig. 2.5a). Quando se trata de pocos horizontais, o nome do fenémeno é crista (Fig. 2.5b).
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(a) Cone em pogo vertical (b) Cone em pogo horizontal

Figura 2.5: Cone em pogo vertical e em poco horizontal (PetroWiki.org)

Entretanto, por praticidade, tem-se utilizado o nome cone para ambos os casos, sem distingao, e

esta pratica também é adotada neste trabalho.

2.2.1 O fendémeno

A baixa pressao no pogo induzida pelo bombeamento (ou pela comunicagdo com a pressao at-
mosférica enquanto o pogo é surgente) introduz um gradiente de pressdo dentro do reservatorio,
que afeta os trés fluidos: agua, 6leo e gas. O campo de pressdo induzido é de decaimento radial.
A pressdo resultante no reservatério é a soma de dois campos: o campo de pressao natural do
reservatorio e o campo de pressdo induzido pelo bombeamento. O campo de pressdo natural, por
sua vez, é a combinag¢do da pressido da coluna de fluidos no interior do reservatorio com a pressao

das camadas geoldgicas sobre ele.

Assim como tem o efeito principal de impelir o petrdleo para o interior do pocgo, o gradiente
de pressao resultante tem o efeito colateral de causar a tendéncia da agua e do gis também se
encaminharem para o poco. Esse efeito gera o fendmeno do cone, que tem esse nome porque,
devido & movimentacao dos fluidos em direcdo ao pogo e a condicdo de imiscibilidade entre eles,
a superficie de interface entre dleo e dgua (assim como entre éleo e gés) toma a forma de uma

coOnica, que € a forma “desenhada” pelas linhas de corrente do éleo que flui para o interior do poco.

2.2.2 Vazao critica

A altura atingida pelo cone é uma funcao da diferenca de pressao entre o pogo e o reservatorio,
que por sua vez, dita a vazdo de petrdleo no pogo. Logo, a altura do cone de dgua é funcao da
vazao de petréleo. Existe, entdo, uma vazao na qual a altura do cone é tal que a sua ponta fica
na iminéncia de atingir o pogo e, neste momento, qualquer incremento na vazao faz com que dgua
ou gas passem a ser extraidos junto com o petrdleo. A esta vazao é dado o nome de vazao critica.
A vazao critica é definida, entdo, como a maxima vazao na qual 6leo é produzido sem a produgao

de dgua ou géas (Joshi, 1991).

A vazdo critica de um pogo pode ser determinada por meio de testes de producéo. Nestes testes,
a vazao de produgdo é aumentada aos poucos até ocorrer um aumento repentino na quantidade de

agua ou gas produzidos. Este é o momento em que o cone atinge o pogo e agua ou gas provenientes
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do aquifero ou da capa de gds passaram a ser produzidos. A vazao critica é determinada como

sendo a vazdo imediatamente menor que esta.

Calhoun Jr (1953) diz que uma vez que o cone ocorre, é possivel desligar o pogo para permitir
que as interfaces se re-estabilizem. Joshi (1991) diz que, entretanto, existem reservatérios nos
quais uma vez que a agua comega a ser produzida, o cone é irreversivel. Em alguns casos, mesmo
o desligamento do poco por alguns dias nao causa a diminui¢do no cone quando o poco ¢ religado.
Isso provavelmente ocorre por causa de forcas capilares severas que conseguem sustentar a satu-
racao de agua nos arredores do poco. Nestes casos, a vazao critica ndo pode ser determinada por
um teste de producdo. Entao, esses sdo casos em que simulagoes numéricas como as mostradas

neste trabalho sdo fortemente indicadas para a determinacdo da vazao critica.

2.2.3 Aspectos teodricos

Para analisar os aspectos teéricos do fenémeno dos cones de agua e de gas, deve-se considerar os

principais parametros fisicos que os afetam:

Viscosidade dindmica do 6leo (pgieo);

e Massa especifica do 6leo (pgieo);

Permeabilidade efetiva do meio poroso ao 6leo (kgjeo);

Mobilidade do 6leo no meio poroso (ksjeo/ thsico)-

Ahmed (2010) diz que o fenémeno do cone é resultado do movimento dos fluidos do reserva-
tério na direcdo de menor resisténcia, balanceado pela tendéncia dos fluidos de se manterem em
equilibrio gravitacional. Essa correlagdo pode ser vista no nimero de Froude (Eq. 2.1), que é
um parametro adimensional que expressa a razao entre a forca de succao do sumidouro e a forca
gravitacional que tende a segregar 6leo, dgua e gis em camadas de acordo com suas densidades
(Soares e Simoes, 2012).

F = Q Kéleo (21)

k()leo H Ap g
Na expressao do nimero de Froude, em um problema bidimensional, ) é a vazio volumétrica
por unidade de comprimento do sumidouro. A varidvel H representa a escala caracteristica de
comprimento. Ap representa a diferenga de massa especifica entre dgua e éleo (para cone de dgua)
ou entre 6leo e gas (para cone de gés). Ha ainda a constante g, que representa a aceleracao da

gravidade.

A expressao do numero de Froude pode ser empregada para inferir caracteristicas gerais do
fendmenos dos cones. Para isso, deve-se fazer F' e H constantes, variar as magnitudes de kgjeo,

Holeo €/0U Ap e analisar o que acontece com a varidvel @, que representard a vazao critica do pogo
(Eq. 2.2).
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Qeritica = (FHg) Katco Ap (2.2)

Kéleo
Pode-se observar na Eq.(2.2) que quanto maior a viscosidade do éleo, maior a tendéncia a
ocorréncia do cone. Joshi (1991) diz, entretanto, que os reservatoérios de 6leo pesado (mais viscosos)
geralmente tém permeabilidade bem maior que os de 6leo leve. Assim, a razao kgjeo/ lsleo €Xxibida
pelos reservatorios de 6leo pesado é compardvel a exibida pelos reservatérios de éleo leve que

tenham baixa permeabilidade ao 6leo.

Da Eq.(2.2), pode-se inferir também que, no geral, quanto maior for o Ap, maior serd a vazao

critica e, portanto, menor sera a tendéncia ao cone.

Outro importante pardmetro é a permeabilidade na direcdo vertical. Se esta for zero, entdo
nao haverd fluxo na direcdo vertical e o cone ndo ocorrera. Em casos limite, a permeabilidade

vertical pode chegar a ser igual a horizontal e a tendéncia ao cone é maxima.

2.2.4 Desvantagens

Como mostrado na segdo anterior, toda a dgua produzida pode ser descartada ou reinjetada no
reservatério. Ambos 0s casos exigem um oneroso tratamento. A producdo inevitdvel de dgua
(proveniente da prépria zona de 6leo) ji tem normalmente um volume consideravel, suficiente
para reinje¢do nos casos em que esta manobra é necessiaria como mecanismo de recuperacgio
secundaria. Isso faz com que qualquer quantidade de dgua extra produzida por meio de cone de

agua seja extremamente prejudicial a viabilidade econémica do poco.

O géas produzido por ocorréncia do cone de gas pode, em alguns casos, chegar a ser vendido.
Os custos de tratamento deste gas que é produzido junto com o 6leo, porém, nao justificam sua
producao intencional. Assim, a producao de gas por meio do cone de gis é sempre prejudicial

para a industria.

A produgao de gas e dgua por ocorréncia do cone faz a pressao do reservatério cair rapidamente,
interferindo na acdo dos mecanismos de recuperacdo. Isso pode forcar adocdo prematura de
mecanismos de recuperacao secundaria, impactando diretamente os custos de producao, além de

prejudicar a produtividade do poco.

FEm suma, a produgao indesejada de dgua ou gas pode reduzir significativamente a produgao
de Oleo. Entao, é importante impedir o surgimento do cone, minimizar seus efeitos ou, pelo menos,

atrasar o seu surgimento.

2.2.5 Abordagens

Existem varias abordagens para tentar contornar o problema de producdo da dgua e do gés. A
principal delas é manter a vazao de producgao abaixo da vazao critica. Outra forma de prevenir
a producdo de dgua é alterar a sua mobilidade, tornando-a nao tao suscetivel a formar um cone

significativamente perigoso para a produgao de 6leo. Tal objetivo pode ser conseguido com a
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injecdo de polimeros hidrossoluveis a tornem mais viscosa.

O principal esforco, entretanto, se concentra no entendimento do comportamento das inter-
faces 6leo/dgua e 6leo/gas. Para isto, varios modelos analiticos, experimentais e numéricos ja
foram propostos e testados. Os modelos analiticos utilizam as equagoes diferenciais que governam
o problema, que no caso dos cones de dgua e de gas sdao a equacdo de Darcy (para escoamento
potencial) e a equacao da difusividade hidrdulica (para escoamento compressivel), que descrevem
o escoamento de fluidos em meios porosos. Estes modelos, porém, utilizam em sua concep¢io sim-
plificacoes das equagdes para permitir um tratamento mateméatico que as solucione. Os resultados,
portanto, s6 sdo validos para aplicacao na analise de casos em que as simplificagoes adotadas sejam

consideradas validas.

Neste viés entram as vantagens dos modelos numéricos. Neles, as equagoes sdo resolvidas
numericamente, sem a necessidade de se obter uma expressao analitica que explique o comporta-
mento do objeto de estudo. Por isso, os modelos numéricos nao necessitam tantas simplificagoes
nas equagoes governantes do problema e podem, assim, ter uma aplicacdo mais geral. Um modelo
numérico, normalmente, pode ser utilizado para estudar reservatérios e pogos com caracteristicas
diferentes, além de permitir o estudo de regimes transientes. Por causa de suas caracteristicas,

modelos numéricos tém ganhado cada vez mais espaco no estudo de fenémenos complexos.

Da mesma forma que nos modelos analiticos, os resultados obtidos com os modelos numéricos
devem ser confrontados com resultados experimentais para colocar em prova a sua fidelidade ao

fendmeno estudado.
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Capitulo 3

Modelos adotados

Este trabalho trata da simulacdo dos fenémenos dos cones de dgua e de gas em pocos de petrdleo
horizontais. As simulagbes sdo realizadas em dominio bidimensional. A Fig. 3.1 mostra como um

dominio bidimensional representativo do escoamento no reservatorio é obtido através de um plano

de corte.
Plano o
de core .-

] o=
. — 2
° i Gas

Géﬁ 8 O B8 oo a g

(a) Caso real - tridimensional (b) Caso simulado - bidimensional

Figura 3.1: Representacdo bidimensional do reservatério

Os modelos adotados tratam dos fendmenos de forma individual, como ocorrem em reserva-
térios com as configuragoes ilustradas pelas Figuras 2.1b e 2.1c (capitulo 2). Reservatérios com
a configuracio apresentada pela Fig. 2.1d, nos quais os cones de dgua e de gis podem ocorrer

simultaneamente, ndo sdo considerados aqui.

Para o estudo do problema, dois modelos foram adotados. O primeiro deles é o de escoa-
mento potencial. O segundo, de escoamento compressivel. No primeiro modelo, fluidos e rochas
sdo considerados incompressiveis, enquanto que, no segundo, fluidos e rochas sdo considerados

compressiveis, com compressibilidade constante.

Em ambos os modelos, os fluidos sdo considerados imisciveis entre si e a interface entre eles é
considerada como sendo abrupta. Esta é uma aproximacao que considera que quando dois fluidos
imisciveis estdo em contato, existe uma interface entre eles e, de cada lado desta interface, s
existe um fluido cujo escoamento é governado pelo gradiente de seu préprio potencial. Quando
a interface se movimenta, ambos os fluidos também se movimentam, de forma que nio ocorrem

vazios nem sobreposi¢oes entre as massas de fluido.
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O que fundamenta tal aproximacao é o fato de que a camada de transi¢ao entre os fluidos (que
estao estratificados em fungao de suas diferentes densidades), na qual existe efetivamente a mistura
entre eles, tem altura insignificante em comparacdo com a escala de comprimento caracteristica

do escoamento.

E importante notar que mesmo os modelos mais sofisticados ndo conseguem representar fiel-
mente os reservatorios. Devido a sua inacessibilidade, nunca se tem um conhecimento real das suas
caracteristicas fisicas. O que se tem sdo extrapolagoes feitas a partir de dados obtidos em medi-
¢oOes e amostras de material retirado do reservatorio durante a fase de perfuracdao dos pocgos. Esta
caracteristica do estudo dos reservatoérios de petréleo faz com que seja natural se trabalhar com va-
lores médios das suas propriedades fisicas, como porosidade, permeabilidade e compressibilidade,
mesmo nos casos de modelagem mais complexa. Trabalhar com valores numéricos muito apurados,
com um grande numero de algarismos significativos, nao significa estar aumentando a exatidao do

modelo, porque nunca se conhecem os valores reais das grandezas que se esta representando.

3.1 A lei de Darcy

Segundo Bear (1972), o escoamento de fluidos em meios porosos é regido pela lei de Darcy. Apds

realizar experimentos com o aparato mostrado na Fig. 3.2, foi demonstrado por Darcy (1856) que:

o= BA® —P) (3.1)
L
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Figura 3.2: Experimento de Darcy (Bear, 1972, modificada).

Na Eq.(3.1), Q é a vazao volumétrica, A é a area de segdo transversal, L é o comprimento
a ser atravessado pelo fluido, ®; e ®5 sdo as alturas piezométricas das segoes de inicio e fim do

escoamento e K é a condutividade hidraulica do meio, dada, segundo Bear (1972), por:
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K== (3.2)

onde k é a permeabilidade absoluta da matriz porosa, p é a densidade do fluido, i é a viscosidade
dindmica do fluido e g é a aceleracdo da gravidade. A permeabilidade k é uma caracteristica do
meio poroso que independe do fluido que o estad preenchendo. A condutividade hidraulica K, ao

contrario, depende do fluido que estd escoando, uma vez que envolve a densidade p.

A fim de se obter a vazao volumétrica por unidade de area de se¢ao transversal (ou a velocidade

aparente), pode-se dividir ambos os lados da Eq.(3.1) por A, fazendo:

K(®; — ®9)
=~ < 3.3
q 7 (3.3)
onde ¢ é a velocidade aparente ou velocidade média (macroscopica) do escoamento.
Reorganizando os termos da Eq.(3.3), tem-se:
—K(®y — ®9)
=— 3.4
q 7 (3.4)
Disso vem:
—KA®
= 3.5
q 7 (3.5)
Fazendo o comprimento L tdo pequeno quanto se queira, tem-se:
0P
=-K— 3.6
q 5 (3.6)
em que x é a coordenada da dire¢do do escoamento.
Considerando o escoamento bi ou tridimensional, tem-se:
q=-KVo (3.7)

A Eq.(3.7) mostra que a velocidade aparente do fluido, q, esté linearmente relacionada (através
da condutividade hidrdulica do meio) com o gradiente de uma fungao potencial. Esta fungao é
o potencial de velocidade do escoamento e neste modelo é dado pela altura piezométrica, que, de

acordo com Liggett e Liu (1983), é dada por:

o= 4 (3.8)

Py
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3.1.1 Consideragoes sobre a velocidade

A velocidade tratada nas equacbes anteriores é a velocidade aparente do fluido, que é dada pela

vazao volumétrica por unidade de area de secdo transversal ao escoamento, ou seja:

5

=[O

(3.9)

onde N é o vetor unitario normal a 4rea A.

E conveniente notar, entretanto, que esta é uma velocidade média macroscédpica do escoamento,
denominada também velocidade de Darcy, velocidade de descarga, ou velocidade superficial, e ndo
representa a velocidade real do fluido no interior dos poros. Para se obter a velocidade real do
fluido, deve-se considerar que o mesmo ocupa apenas uma fragdo do volume total do meio poroso

e que percorre caminhos tortuosos dentro dos poros interconectados das rochas (Bruch, 1991).

A velocidade média real do fluido no interior dos poros estd relacionada com a velocidade

aparente por (Liggett e Liu, 1983):

q=0u (3.10)
onde u é a velocidade média real do fluido e © é a porosidade do meio, dada por:

Volume de vazios na rocha

e =

3.11
Volume total da rocha ( )

Pode-se perceber da andlise das equagoes (3.10) e (3.11) que a velocidade média real do fluido

u é sempre maior que a velocidade aparente q, porque a porosidade serd sempre inferior & unidade.

3.1.2 Importancia pratica da lei de Darcy

A lei de Darcy é uma ferramenta simples, porém poderosa, que auxilia os engenheiros de reser-
vatorio na avaliacao qualitativa dos fatores que afetam o escoamento dos fluidos no meio poroso.
Sua aplicacao conceitual permite-lhes fazer tteis inferéncias, mesmo antes de realizar estudos de-
talhados (Satter et al., 2007). De fato, a lei de Darcy é utilizada por Soares e Simoes (2012) na
obtengao do nimero de Froude (Eq.2.1), que é o pardmetro adimensional que relaciona os fatores

envolvidos no escoamento de fluidos em meios porosos, no modelo utilizado neste trabalho.

3.2 Escoamento potencial

No modelo de escoamento potencial, tanto os fluidos como o meio sdo considerados incompressiveis.
A regiao do escoamento é um meio poroso homogéneo com permeabilidade constante e isotrépica.
A viscosidade dos fluidos é constante. Admite-se que os poros estejam saturados com apenas um

fluido por vez.
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3.2.1 A equacgao governante

Pelo principio de conservagao da massa, temos:

V-q=0 (3.12)

Para um fluido incompressivel, substituindo a Eq.(3.7) na Eq.(3.12), obtemos:

V. (-KV®) =0 (3.13)

Se o0 meio é homogéneo, entao, K é uma constante. Desta forma, pode-se escrever:

Vie =0 (3.14)
A Eq.(3.14) é a equagdo de Laplace, que governa o escoamento de um fluido em um meio
POroso.

Para o caso da existéncia de um sumidouro pontual, como no caso estudado, a aplicagao do

principio de conservacao da massa gera:

V.gq=-Q0(x—Xsg) (3.15)

Substituindo a Eq.(3.7) na Eq.(3.15) tem-se:

V- (-KV®)=-Q(x —xg) (3.16)

E disso, vem:

_Q
V20 = 2 0x =) (3.17)

onde ¢ é a fungao delta de Dirac e x5 é o vetor posicdo do sumidouro.

A Eq.(3.17) implica que o Laplaciano da fungao potencial é zero em todo o dominio (tornando-
se a equagao de Laplace) exceto no ponto onde esté localizado o sumidouro (tornando-se a equagao

de Poisson).

Assim sendo, a equagao diferencial governante do problema ¢é a equacao de Laplace (ou a
equagao de Poisson, para casos com fontes ou sumidouros), que, além do escoamento de fluidos
incompressiveis em meios porosos, governa a transferéncia de calor por conducdo em sélidos, o

fluxo de corrente elétrica em um condutor entre outros fendmenos fisicos.
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3.3 Escoamento compressivel

No modelo de escoamento compressivel, tanto os fluidos como o meio poroso sao considerados
compressiveis. Isso significa que o volume das rochas (tanto o volume da parte sélida quanto o
volume poroso) também varia com a pressao. A compressibilidade efetiva da formacao, cyf, é o

fator que representa esse efeito.

Da mesma forma que no modelo de escoamento potencial, a regido de escoamento é homogénea
e a permeabilidade é isotrépica e constante. A viscosidade dos fluidos é constante, assim como as

compressibilidades dos fluidos e da formacao.

3.3.1 A equagao governante

A equagdo governante do escoamento compressivel em meios porosos é a equagdo da difusividade
hidrdulica. Esta equacao é obtida da combinagdo entre o principio de conservacao da massa, a lei

de Darcy e a equacao da compressibilidade.

a) Principio de conservagdo da massa

Considerando um elemento diferencial de volume de meio poroso com formato ciibico com arestas
de comprimento Az, Ay e Az, pode-se analisar a conservagao da massa de duas maneiras distintas.

De acordo com o fluxo liquido de massa em cada dire¢do, temos:

Massa acumulada = At[(Qzp)s — (Qzp)r+az] +AL[(QyP)y — (Qyp)y+ay)+

+AH(Q2p): — (Q2p)z+ 4] (3.18)

Outra maneira é analisar a conservagao da massa de acordo com a massa existente nos instantes

inicial e final de um intervalo de tempo qualquer:

Massa acumulada = AxAyAz[(Op)i+at — (Op)i] (3.19)

onde © é a porosidade do meio, dada pela Eq.(3.11).

Igualando-se as equagoes (3.18) e (3.19), tem-se:

At[(Qzp)z — (Qup)etas] + At[(QyP)y - (Qyp)y+Ay]+

+At[(sz)z - (sz)z—i-Az] = A$AyAZ[(@p)t+At - (@p)t] (3'20)

Dividindo-se a Eq.(3.20) por AzAyAzAt, obtém-se:
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(pr)x — (Qa:p)x+Ax + (Qyp)y — (Qyp)erAy (sz)z - (sz)erAz _ (ep)t+At - (@P)t (3 21)
ArAyAz AzAyAz ArAyAz At '

Na Eq.(3.21), aparece o termo Q,/AyAz, que corresponde ao fluxo volumétrico ) na diregao
x dividido por sua area de secio transversal. Esta é a definicdo da velocidade aparente g do fluido
na direcdo xz. Os andlogos as dire¢des y e z também estdo presentes. Substituindo estes termos

POr Gz, Gy € gz, Obtém-se:

(@2P)e = (GaP)atrsa  (WP)y = (WPly+ay | (4:P)z = (¢=p)srn: _ (OP)rrar = (Op)e

.22
Az + Ay Az At (3.22)
Fazendo Ax, Ay, Az e At tdo pequenos quanto se queira, chega-se a:
0 0 0 0
T \Yzx a_ a_ \4Yz = T3 2
que pode ser escrita de forma compacta como:
0

V- (ap) = ~£(9) (3.24)

Através de uma répida andlise, pode-se notar que a Eq.(3.24) tem dimensdo de massa por

tempo por unidade de volume.

b) Lei de Darcy

A lei de Darcy leva, como ja mostrado, a Eq.(3.7):

q=-KVd

Substituindo esta equacdo na Eq.(3.24), tem-se:

V. (~KV®p) = —gt(@p) (3.25)

Substituindo K por kpg/u, tem-se:

2
V. (kiqu)) - %(@p) (3.26)

Simplificacdo. Rosa et al. (2006) diz que pode-se desprezar os efeitos da variacdo da altura,

fazendo o potencial ® ser representado apenas por p/pg:
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fj V- (pVp) = S () (3.27)

c) Equacao da compressibilidade

Neste ponto, devem ser adicionados na formulacdo a contribuicdo das compressibilidades, tanto do
fluido quanto da formacao rochosa. A introducao das compressibilidades visa expressar a derivada

temporal de porosidade e massa especifica (lado direito da Eq.(3.27)) em termos da pressao.

A equagao da compressibilidade dos fluidos é dada por (Rosa et al., 2006):

19
c=-2P (3.28)
p Op
que pode ser reescrita como:
dp op
9P pe 3.29
ot~ "ot (3:29)

Analogamente, a equagdo da compressibilidade efetiva da formagéo é dada por (Rosa et al.,
2006):

100
=_—== 3.30
=86 ap (3.30)
que, por sua vez, pode ser reescrita como:
00 op
= = Ocp— 3.31
ot o (3.31)

As duas equagdes de compressibilidade, (3.28) e (3.30), expressam o quanto o volume se altera
com a variacdo da pressdo. No caso dos fluidos, em termos da massa especifica e no caso da

formacao, em termos da porosidade.

A derivada temporal no lado direito da Eq.(3.27) pode ser desenvolvido como:

9 dp 00

a(@P) =05, Tra (3.32)

Substituindo nesta as equagoes (3.29) e (3.31), chega-se a:

o o Op 9p
g1 (OP) = Oregy + Oreryy
dp
)
- @pcta—f (3.33)
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onde ¢; é a compressibilidade total do sistema, representada por ¢; = ¢ + c;.
Substituindo este resultado na Eq.(3.27), tem-se:

k dp
—_— . pr— —_— . 4
. V- (pVp) = Oper, (3.34)

Desenvolvendo-se o lado esquerdo desta equacao, tem-se:
Oucy Op
kOt

Opc Ip
kot

V- (pVp) =p

pV?p+Vp-Vp=p

(3.35)

Simplificacdo. No desenvolvimento matematico deste modelo, optou-se por desprezar a parcela

Vp - Vp do lado esquerdo da equagao. Desta forma, obtém-se:

Ouc: dp
2 — —_—
V=T

(3.36)

Esta é a equacao da difusividade hidraulica, que governa o escoamento de fluidos compressiveis

no meio poroso. Sua escrita é mais conveniente na formas:

_10p

2 R —
Vp = o (3.37)

onde a constante 1 é chamada de constante de difusividade hidrdulica, que tem dimensao de m?/s

e é definida por:

k

= 3.38
=y (3-38)
Para o caso da existéncia de um sumidouro, tem-se:
19p  Qpg
2
=—-——+ —0(x— 3.39

3.4 Condicoes de contorno

Dois simuladores foram desenvolvidos: um para simular escoamentos monofasicos e outro para
simular escoamentos bifdsicos. A simulacido de escoamento monofasico permite analisar apenas o
fenémeno do cone de gés, em regime de produgdo com vazao subcritica. A simulacio de escoamento
bifasico permite analisar os fenémenos dos cones de adgua e de géas, tanto em regime subcritico

quanto supercritico.

Aqui serdo mostradas as condi¢des de contorno dos escoamentos monofasico e bifdasico. As

condicbes de contorno adotadas sdo as mesmas tanto para o escoamento potencial quanto para o
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compressivel.

3.4.1 Escoamento monofasico
O simulador de escoamento monofasico é utilizado para simular uma extragdo de Oleo sujeito a
ocorréncia de cone de gds. A Fig. 3.3 mostra o aspecto geral deste tipo de problema.

=0 =
/p ¢ z\ v

o oo

Zona deé 6leo z
v | 1.
—>

Figura 3.3: Aspecto geral do problema cone de gés

Nesta figura, pode-se identificar que:

O limite inferior da zona de 6leo é a base, definida como uma fronteira impermedvel. A

impermeabilidade implica na condi¢ao de que nao hé escoamento na direcdo normal a base. Assim:

C.C. Base: q-(-k)=0 (3.40)

Na Fig. 3.3, H é a altura da zona de 6leo, medida da base impermedvel até a interface 6leo/gés
nao perturbada pelo escoamento. Desta forma, os limites laterais tém sempre o potencial igual a
H. O sumidouro tem intensidade —(), com @ > 0.

C.C. Limites laterais: ®=H (3.41)

O limite superior da zona de éleo é a interface 6leo/gas (superficie livre), que é definida como
uma superficie fredtica, onde p = 0. Logo, de acordo com a Eq.(3.8), a altura piezométrica da

superficie livre é simplesmente sua altura (coordenada z), que por sua vez, é o objeto de estudo.

C.C. Superficie livre: d =z (x) (3.42)

As equacoes (3.40), (3.41) e (3.42) sao as condigdes de contorno para o escoamento monofésico.
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3.4.2 Escoamento bifasico

O simulador de escoamento bifasico é utilizado para simular a extracdo de 6leo sujeita a ocorréncia

de cone de agua ou de cone de gas. A Fig. 3.4 mostra o aspecto geral deste tipo de problema.

% Q, Q>0
Hélen

. Zona de 6leo

: Zona de agua

Ha‘\gua

z

e
Figura 3.4: Aspecto geral do problema de cone de dgua

Na Fig. 3.4, pode-se indicar que:

O limite inferior da zona de agua é a base, definida como uma fronteira impermeével. A im-

permeabilidade implica na condi¢do de que néo hé escoamento na direcdo normal & base. Assim:

C.C. Base: q-(-k)=0 (3.43)

O limite superior da zona de 6leo é o topo, também definido como uma fronteira impermeéavel.

Com isso, tem-se:

C.C. Topo: q-(k)=0 (3.44)

Na Fig. 3.4, H ¢é a altura total do reservatorio. Hygy, € a altura da zona de dgua, medida da
base impermeéavel até a interface ndo perturbada pelo escoamento. Hgje, € a altura da zona de
6leo, medida da interface nao perturbada pelo escoamento até o topo impermeavel. Desta forma,

tém-se as condigoes de contorno para os limites laterais:

C.C. Limites laterais (6leo): ® = Hyjeo + Higua (3.45)

C.C. Limites laterais (dgua): O = Hejeo + (PaguaHsgua)/ (Péieo) (3.46)

Interface

O limite entre as zonas de 4gua e 6leo é a interface. Este modelo considera que os fluidos
sao imisciveis e adota a aproximagao de que a interface é abrupta Bear (1972). Tratar a interface

como abrupta implica na condi¢ido de que, para um ponto localizado sobre a interface, a velocidade
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deve ter a mesma magnitude do ponto de vista de qualquer um dos dois fluidos, porém, sentidos
contrarios. A dindmica do fendmeno leva ainda a condi¢do de continuidade de pressdo entre os
dois fluidos, ao longo de todo o reservatério e, consequentemente, na interface. Desta forma, as
condigoes de contorno para a interface sdo as equacodes de compatibilidade de pressoes e equilibrio

de velocidades:

C.C. 1 Interface: Péleo = Pigua (3.47)

C.C. 2 Interface: Qsleo " N = —Qsguq - (3.48)

onde 0 é o vetor unitario normal ao ponto da interface considerado.

As equagdes (3.43) a (3.48) sdo as condigbes de contorno para o escoamento bifdsico e tém

suas analogas para o escoamento de dleo/gés.

O sumidouro tem intensidade —(Q, @ > 0. Sua coordenada z se localiza, inicialmente, no
interior da zona de 6leo. A medida que o cone de dgua (ou de gds) avanga, a coordenada do

sumidouro pode vir a ser tomada pela zona de dgua (ou de gés).

Durante a extracao do dleo, a interface, assim como a superficie livre no caso monofasico, tem

localizacao desconhecida. Descobrir esta localizagio é parte do problema.
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Capitulo 4

O Método dos Elementos de
Contorno para escoamentos

potenciais

4.1 Uma breve introducao

4.1.1 Modelos matematicos

Os modelos matematicos de quaisquer sistemas a serem estudados sdo, normalmente, construidos
a partir de equagoes diferenciais que regem o comportamento de cada parte infinitesimal de tal
sistema. Segundo Banerjee (1994), uma vez descrito o sistema na forma deste conjunto de equa-
¢oOes diferenciais, passa-se ao trabalho de obtencao da solucdo das equacbes em um determinado
dominio, ou regido, que por sua vez, podem ter forma geométrica complicada, composi¢ao de dis-
tintos materiais e propriedades complexas. Para tanto, varias condigoes deverao ser estabelecidas

nos contornos da regiao.

Tais complicagoes, que aparecem na maioria dos problemas préticos, dificultam sobremaneira a
obtencao de solugoes analiticas para as equacdes governantes e, nestes casos, os métodos numéricos
se apresentam como opgoes factiveis para a obtencdo de resultados com boa precisdo. Entre os
métodos numéricos de grande expressao atualmente destacam-se o Método das Diferencas Finitas,

o Método dos Elementos Finitos ¢ o Método dos Elementos de Contorno.

4.1.2 Meétodos numéricos

De acordo com Banerjee (1994), o Método das Diferencas Finitas (MDF) é, em principio, aplicavel
a qualquer sistema de equagoes diferenciais, mas sua implementacdo computacional no que tange
a aplicagdo das condigoes de contorno é, nao raras vezes, uma tarefa laboriosa. Neste método, a
precisao dos resultados obtidos é fortemente dependente do refinamento da malha utilizada, logo,

a quantidade de operacoes envolvidas é elevada.

30



O Método dos Elementos Finitos (MEF) consiste na discretizacao de todo o corpo em elemen-
tos de tamanho finito (isto é, n@o-infinitesimal). Neste método, segundo Banerjee (1994), cada
elemento reproduz aproximadamente o comportamento da regiao do corpo que ocupa. A imple-
mentagao das condi¢bes de contorno é relativamente facil, ao contrario do MDF. Seu principal
ponto fraco é a necessidade de discretizacdo do corpo todo, o que inevitavelmente leva a trabalhar
com um numero elevado de elementos finitos, principalmente em problemas tridimensionais em

grande escala.

O Método dos Elementos de Contorno (MEC), ainda segundo Banerjee (1994), consiste em
uma alternativa em relacdo a maneira como as equagoes diferenciais governantes do problema sao
atacadas. O primeiro passo realizado neste método é a transformacio das equactes diferenciais
em equacgoes integrais equivalentes. Como resultado deste passo, as variaveis envolvidas passam a
ser avaliadas apenas nos extremos (contornos) da regiao de integracao. Este é o motivo pelo qual,
no MEC, a discretizagao s necessita ser realizada na superficie do corpo (seu contorno). Isso faz
com que o MEC trabalhe com um nimero menor de elementos que o MEF ou o MDF: um corpo
tridimensional passa a ser tratado apenas por sua superficie envoltéria ao invés de todo o volume
do corpo; um dominio bidimensional passa a ser tratado apenas por seu contorno ao invés de toda
a sua area; um dominio unidimensional passa a ser tratado apenas por seus dois pontos extremos

ao invés de todo seu comprimento.

Além de diminuir o problema em uma dimensdo, o MEC tem também a vantagem de pos-
sibilitar solugdes que variem continuamente em todo o corpo, sendo que as aproximacoes ficam
restritas ao seu contorno. O MEC, por sua discretizacao apenas do contorno, leva a um sistema
com numero muito menor de equacoes do que o MEF ou o MDF. O ponto negativo é que o MEC

gera matrizes densamente povoadas, enquanto que o MEF gera matrizes maiores, porém esparsas.

As préximas segOes apresentam a formulagdo do MEC para problemas regidos pela equagao de

Laplace, que é o caso do primeiro modelo adotado neste trabalho, para o escoamento potencial.

4.2 Solucoes fundamentais

Segundo Dominguez (1993), a solugdo fundamental da equagao diferencial governante é a base da
formulacdo do MEC. Para o caso estudado neste trabalho, a solu¢do fundamental corresponde a
resposta do potencial em um meio infinito quando a fonte (ou sumidouro) estd concentrada em
um ponto. De acordo com Dominguez (1993) ela é a solugdo particular da equagdo de Poisson

quando o termo nao homogéneo (referente a fonte ou ao sumidouro) é igual ao delta de Dirac:

d(x —xq)

2 ;%
¢" = — 4.1
v K (4.1)

Uma solucdo possivel para a Eq.(4.1) é:
¢* = Aln(r) (4.2)
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em que r é a distancia entre o ponto onde a fonte é aplicada (ponto fonte) e o ponto onde a

pressao é medida (ponto campo), mostrados na Fig. 4.1, e A é uma constante a ser determinada.

y 4
X
. ponto
. campo
g
ponto 4. L =
fonte d : "X

Figura 4.1: Pontos fonte e campo

4.2.1 Solugao fundamental do potencial

Substituindo a Eq.(4.2) na Eq.(4.1), tem-se:

Da Fig. 4.1, temos que

r=1Jo2 42 (4.3)

Uma vez que ®* = Aln(r), conforme a Eq.(4.2), temos que

oo* _ Aaln(r)%

4.4
Ox Jdr Ox (44)
Pode-se calcular que
O ) )= (45)
Desta forma,
o* 1
00" _ 4iz _ A (4.6)

ox rr r

Derivando a Eq.(4.6) em relagdo a x, obtemos:

D2+ 1 212
oz = A [2 - (4)] 4.7

Analogamente, para y, temos que
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0?d* 1 29/
oz~ [2 B (4” -

Portanto, das equagoes (4.7) e (4.8), tem-se que

1 2?2 + 92
2%
Vie*r =24 <r2— = (4.9)
d(x—xq)
Logo,
V20" = 24 65(x — x4) (4.10)

Igualando as equagoes (4.1) e (4.10), pode-se calcular a constante A:

= 2A6(x — xq) (4.11)
1
A= 55 (4.12)

Substituindo a Eq.(4.12) na Eq.(4.2), obtém-se:

.1
o* = fﬁln(r) (4.13)

Porém, segundo Kane (1994), para se obter uma melhor formulagdo, considera-se um fluxo

unitario através da fonte, transformando a Eq.(4.13) na seguinte forma:

1
P = ———1 4.14

A Eq.(4.14) é a solugao fundamental do potencial.

4.2.2 Solugao fundamental da velocidade

Avaliando o fluxo que atravessa o contorno, temos que:

g=-KV®-n (4.15)
A Eq.(4.15) pode ser reescrita como
0P
=—-K— 4.16
q o (4.16)
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Logo, a solucao fundamental para a velocidade é:

. 0P*
¢ =-K o (4.17)

Utilizando o valor de ®* obtido na Eq.(4.14), temos:

¢ = —Kaan (—%1Kln(r)> (4.18)
o LoD _ 1 [0 o), o)

Analisando a Eq.(4.19) em z:

I(In(r)) _ 9(In(r)) or

_ 4.20
ox or Oz (4.20)
d(In(r)) 1z =
=-r=2 4.21
oz rror? (4:21)
Analogamente, em y:
(1 1
(n(r) 1y _ v (4.22)
dy rr 2
Substituindo as Eqgs.(4.21) e (4.22) na Eq.(4.19), segue que
N 1 [z Y
. 1
q = Sy (xng +yny) (4.24)

Generalizando para quando o ponto fonte nao estd localizado na origem do sistema de coor-

denadas, a Eq.(4.24) toma a forma:

.1

q = Gy (2 — zg)n. + (y — yd)ny] (4.25)

A Eq.(4.25) é a solucao fundamental da velocidade.

Quando o ponto fonte ndo estd localizado na origem, a expressdo para o raio é:

r=1/(z - 2a) + (v — ya)? (4.26)
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onde (z4,yq) sdo as coordenadas do ponto fonte.

4.3 A equacgao integral de contorno

Para obter a equacao integral de contorno, utiliza-se o método dos residuos ponderados e o teorema
de Gauss-Green. O método dos residuos ponderados multiplica a equacgao diferencial governante
do problema, Eq.(3.4), por uma func¢ao peso arbitraria w. Integra-se a expressao obtida em todo
o dominio e assume-se que o resultado da integracdo é zero. Este procedimento é mostrado na
Eq.(4.27).

/A(v2<1>) wdA =0 (4.27)
Desenvolvendo a Eq.(4.27), tem-se:
2’ 90
/A<ax2 - 2>wdA_0 (4.28)
25 25
g 2wdA+/8 wdA =0 (4.29)
x

Neste ponto, langa-se mao do teorema de Gauss-Green - Eq.(4.30) - para realizar a transfor-

magao das integrais sobre o dominio em integrais sobre o contorno:

0
/Sf(m,y)nde:/AaidA (4.30)

A partir daqui, serd analisado a primeira integral da Eq.(4.29), que traz a derivada em x:

Fazendo f(z,y) = ?9? w na Eq.(4.30), temos que

/a*“’”ﬁds /ax( )dA

_ ( q> 6(1)8w>dA

922 “ " 9z oz
0P Jw
- a 92 wdA + / A (4.31)
Reorganizando a Eq.(4.31):
2P P
ng wdA= | — w Ng dS — / %L‘% dA (4.32)
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Para transformar a dltima integral de dominio, do lado direito da Eq.(4.32), utiliza-se o seguinte

artificio:

Aplicando o teorema de Gauss-Green fazendo f = @g—“;, tem-se:

dw dw
/ 8xn$ds /8:16( 8x)dA

0P dw
= dA+ | & — dA 4.
4 Oz Ox / d (4.33)
Reorganizando a Eq.(4.33):
o® aw

Com isso, podemos escrever a primeira integral da Eq.(4.29), substituindo a Eq.(4.34) na
Eq.(4.32), como:

0*P

e wdA = /—wnde /<I> nxd5+/ Q)—dA (4.35)

Analogamente, para a segunda integral da Eq.(4.29), pode-se escrever:

9P

Aa—wa A= —wnyds /<I> nde-l—/q)—dA (4.36)

Substituindo as equagdes (4.35) e (4.36) na Eq.(4.29), é obtido:

0P 0P Ow w
/S(axnx—l—ayny)wdS—/Sq)(a >dS+/ <+>dA 0 (4.37)

A Eq.(4.37) pode ser escrita na forma:

0P

[ Srwds - /(I)—dS+/<I>V2wdA—0 (4.38)
n

O préximo passo é a eliminar a integral de dominio da Eq.(4.38) de forma a obter uma equacao
integral de contorno. Para isso, deve ser escolhida uma fungao peso w(zx,y) cujo laplaciano seja
igual a zero. Uma das caracteristicas do MEC ¢ utilizar como fungdo peso a solugdo fundamental
para o potencial, ou seja, fazer w = ®*. Como o laplaciano da solugdo fundamental é uma fungao

delta de Dirac, entdo o mesmo sera igual a zero para todo o dominio, exceto no ponto fonte.

Desta forma, a Eq.(4.38) fica:
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aq)(l)*dS—/
n S

Substituindo o laplaciano da solu¢ao fundamental pelo expresso na Eq.(4.1), tem-se:

0P o0d* (x —zq) B
[ 5 ds - /<I> dS+/ (K)dA_O

Pelas propriedades da fungao delta de Dirac, tem-se:

09 9P~ (mdayd)
— O D - =
" ds — / dS i 0

Multiplicando a Eq.(4.41) por (—K):

f(rgn)was= o -

Isolando ®(z4, yq):

od* o0
0} = o —-K — K o*
(zd, ya) /S ( o ) ds /S ( 8n) ds

Substituindo as equagdes (4.16) e (4.17) na Eq.(4.43), tem-se:

o0d*
K o > dS + ®(zg4,yq) =0

D (x4, Yq) :/gtﬁq*dS—/gq@*dS

(4.39)

(4.40)

(4.41)

(4.42)

(4.43)

(4.44)

A Eq.(4.44) é a equagao integral de contorno valida para quando o ponto fonte esté no interior

do dominio.

Para abranger o caso em que o ponto fonte se encontra sobre o contorno, devemos lan¢ar mao

do seguinte artificio:

Ponto fonte Contorno S’

Contorno S \Contorno S-g

Figura 4.2: Modificagdo do contorno

Da Fig. 4.2, tem-se que o contorno original é o contorno S. Faz-se uma alteragdo no contorno

S, criando um arco de circunferéncia sobre o ponto fonte. A este arco chamamos contorno S’.

Da analise da Fig. 4.2, percebe-se que:
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[Contorno S| = [Contorno originall (4.45)

[Contorno S — S’] 4+ [Contorno S| = [Contorno alterado] (4.46)

O contorno S’ é um arco de circunferéncia de raio . Em qualquer ponto de S’, o raio r, que é
a distancia entre ponto fonte e ponto campo, é sempre igual a €. Fazendo € — 0, tem-se o ponto
fonte sobre o contorno. Para a aplicacido deste artificio, deve-se separar as integrais da equagao

integral de contorno, Eq.(4.44), em S’ e (S — S’). Como mostrado a seguir.

Consideragoes prévias:

ol =r = [(@— 20 + (v — 9a)?] (.47
r=(z—2g)i+ (y—ya)j =rod+r, (4.48)
I Tyjl _ el Ay (4.49)

Tl (o412 r
oy = %cc Ly = %y (4.50)

Separando as integrais da Eq.(4.44), tem-se:
®(z4,yq) = / ®qdS — / q®*dS + ®q*dS — q®*dS (4.51)
s S5 (S—5") (S—5")

Analisando a primeira integral em S’ da Eq.(4.51) e substituindo na mesma a expressdo para
q* da Eq.(4.25), tem-se:

[ eaas= [ @ l@—san, + (- y)n)ds (4.52)

Com o exposto nas consideragoes prévias - Egs.(4.47) a (4.50) -, a Eq.(4.52) fica:

. P g*dS = . o — 5 [T‘J; Ny + ryny| dS
1 Ty Ty
= — ry— —=Z1dS 4.53
S’ 27TT2 |:T:E T + ry T :| ( )

Como, em todo S’, r = ¢ e dS = rdf = dS = edf, tem-se:

P $2 2
/ oqds= [ (r Ty >5d9 (4.54)
/ 01

e €
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Como 7,2 + ry2 =72 =¢c%

b2 P g2 02 @ ®
®g*dS = — |edf = —df = —(6,— 0 4.55
g q 0, 2me2 <5 ) ¢ 0, 27 271( 2= 0) (4:55)
Fazendo ¢ — 0 = ® — ®(x4,y4). Com isso:
(62 — 61)

®q*dS = ®(xq,yq)

} o (4.56)

Analisando, agora, a segunda integral em S’ da Eq.(4.51) e substituindo na mesma a expressao
para ®* da Eq.(4.14), tem-se:

/S, g B*dS = /S q (_27:K ln(r)) ds (457)

Fazendo r =€ e dS = € df, tem-se:

92 1
®*dS = ——1 4.
/S/ q®*dS A q( e n(e)) edf (4.58)

Lembrando que € é constante em todo S’, tem-se:

02
* q
d =— 1 4.59
/S,q ds 5 Tc © n(e) A do (4.59)
/ @S =~ cln(e) (02 - 1) (4.60)
Fazendo ¢ — 0:
. . _

/S 4078 =~ L_(0,— 01) lim [e1n(=)] = 0 (4.61)

Portanto, tem-se que:
/, ¢ dS = 0 (4.62)

Substituindo os resultados obtidos com as equagoes (4.56) e (4.62) na equagao original, (4.51),

segue que:

(02 — 61)

O(z4,ya) = P(zd, Ya) 5

+ Ot dS — / q®*dS (4.63)
(5-5) (5-5)

Levando em considera¢ao que quando se faz ¢ — 0 isso implica que (S — S’) — S, entdo:
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0y — 61)
(24, Ya) =c1>(a:d,yd)(221+/ g dS — /q<1> ds (4.64)
Reorganizando, tem-se:

0y — 0 .

®(za,ya) — (x4, ya) (221) = / ®q*dS - / q®*dS (4.65)
@ s S
92 — 91 .

b(zg,yq) |1 — ——- /<I>q dsS — /qq) dS (4.66)
(24, ya) [2”_ (62 = 61) } [@ads— [ qoras (4.67)

O numerador da expressao entre colchetes, 2m — (6, — 61), corresponde ao angulo interno do

contorno, conforme mostrado na Fig. 4.3. Entao:

Paa ) 2t = [ @qras— [ gotas (4.68)

A Eq.(4.68) é a equagao integral de contorno valida quando o ponto fonte esté sobre o contorno.

0,-6,
\

.
.
.
. .
~ .
. .
. -
: ’ S
e e = "
int

Figura 4.3: Angulos interno e externos

Se o ponto fonte estiver no exterior do dominio e fora do contorno, entdo a integral do delta

de Dirac da Eq.(4.40) é igual a zero e, com isso, ®(z4,y4) = 0. Neste caso, entao:

0:/<I>q*d5—/q<l>*dS (4.69)
S S

A Eq.(4.69) é a equagdo integral de contorno valida quando o ponto fonte estd no exterior do

dominio e fora do contorno.

Dos resultados obtidos nas equacoes (4.44), (4.68) e (4.69), pode-se escrever:
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c@(xd,yd):/séq*dS—/Sq@*dS (4.70)

0 quando o ponto fonte esté fora do dominio
QA
onde: ¢ = { quando o ponto fonte estd sobre o contorno
1 quando o ponto fonte estd no interior do dominio
0; 1
Para um ponto suave do contorno, é de facil visualizagao que it — 3 (Banerjee, 1994; Kane,
T

1994).

4.4 Discretizacao das equacoes

A formulacao do MEC implica na discretizacdo do contorno da regiao estudada. Desta forma, o
contorno S é escrito como a soma de n pedacos nos quais o mesmo é dividido, conforme a Fig.
4.4.

S=s1+8+s3+ +sp (4.71)

Figura 4.4: Discretizacao do contorno

A discretizagao do contorno implica na discretizacdo da equacdo integral de contorno (4.70).
Desta forma, cada uma das integrais da equacdo d4 origem a n integrais sobre os n pedacos do

contorno dividido. A Eq.(4.70) discretizada é escrita como:

n

c®(zgya) =Y ( /. _@q*dsj) -y ( /. _q@*d&-) (4.72)
j=1 J 7j=1

J

A discretizacao do contorno gera n pedagcos do contorno que precisam, ainda, ser representados
matematicamente. Estes pedacos do contorno podem ter uma forma qualquer, fato que leva a
necessidade de serem aproximados por uma forma conhecida, como, segmentos de reta, polinémios
de primeira ordem, polinémios de segunda ordem, etc. Quanto mais alto for o grau do polinémio

utilizado, mais fiel serd a representacao que esta forma conhecida fard do pedago do contorno.
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Estas formas conhecidas sdo chamadas de elementos de contorno. A soma de todos os elementos
de contorno serd, entdo, uma aproximacao do contorno real S. Quanto maior for a discretizagao,
ou seja, quanto maior for o nimero n de pedagos em que o contorno foi dividido, melhor sera a
aproximacao feita por meio dos elementos de contorno. Enquanto o contorno real é denominado
S, o contorno aproximado é denominado I'. Cada pedaco do contorno real S; ¢ aproximado por
um elemento de contorno I'j, conforme mostrado na Fig. 4.5. A Eq.(4.72) para a aproximacao

com os elementos de contorno fica:

c®ea) = > ([ @qary) ([ gorary (473)
j=1 7L 171

j=

Figura 4.5: Aproximagao dos elementos reais por elementos de contorno

4.5 Elementos de contorno lineares continuos

Os elementos de contorno lineares continuos sdo aproximacoes da geometria dos elementos de
contorno reais por meio de segmentos de reta com um né em cada extremidade do elemento (Fig.

4.6). As condigoes de contorno variam linearmente ao longo dos elementos.

Figura 4.6: Elemento de contorno linear continuo

Como o0s nés estdo na extremidade do elemento, nem sempre o ponto fonte estard em uma
parte suave do contorno. Assim sendo, a constante ¢ da Eq.(4.73) nem sempre ird assumir o valor
de ¢ = %, devendo ser calculada para cada posicdo do ponto fonte (nos casos em que o mesmo

estiver localizado sobre o contorno).

As condigoes de contorno da Eq.(4.73) devem ser explicitadas em termos do potencial e da

velocidade em cada um dos dois nés do elemento. Assim, assume-se que:
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(I)j = (N1 P+ Ny q)g)j (474)

qj = (N1q1 + N2 q2); (4.75)

com j =1,2,--- ,n, onde n é o nimero de elementos de contorno utilizados na discretizacao.

Nas Eq.(4.74) e (4.75), N1 e N3 sdo as fungoes de forma do elemento. Como se trata de
elementos retilineos, as fungoes de forma sdo equagdes de reta baseadas na coordenada local do

elemento, denominada &, que varia de —1 a +1, conforme mostrado na Fig. 4.7.

Sy

Figura 4.7: Fungoes de forma (Albuquerque, 2013).

Brebbia et al. (1984) mostram que, para os elementos de contorno lineares continuos, as fungoes

de forma sdo dadas por:

M=) (4.76)

Ny = %(1 +6) (4.77)

Assim, o valor do potencial e da velocidade em qualquer ponto sobre o elemento pode ser
definido em termos de seus valores nodais (na extremidade) e das duas fungoes de forma, que sao

funcoes de interpolagao lineares sobre a coordenada £ local do elemento.

Aplicando as consideracoes a respeito dos elementos lineares continuos, a equacio integral de

contorno fica:

=1

& (2, ya) = En: ([hl th Ej ) —j}njl ([gl gz]j Bj ) (4.78)

Na Eq.(4.78), os termos hy, ha, g1 € g2 sdo dados por:
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hl = / N1 q*dF (4.79)
h2 = / N2 q*dF (4.80)

g2 = [ Nporar (4.82)

A Eq.(4.78) é a equagdo integral de contorno discretizada em elementos lineares continuos,

onde o indice 7 corresponde ao i-ésimo elemento de contorno analisado.

Pode-se organizar a Eq.(4.78) da seguinte forma:
; n i " q1
—c®(xq,yq) + ) [hl hz} , =Y {91 92} , (4.83)
j=1 J (I)Q j j=1 J1q2 P

A Eq.(4.83) é a equacao integral de contorno discretizada em elementos lineares. Ela pode ser

transformada em uma forma matricial, fazendo:

{fn h2} . seiF#j
Hij — J (4.84)

—c+ {hl h2L‘ sei =]

Gy = [91 92} . (4.85)

Com isso, a Eq.(4.83) fica:

]il (Hij Ejj) =jz: (Gz‘j [Zj]) (4.86)

Finalmente, a Eq.(4.86) é a equagao integral de contorno discretizada em elementos lineares e

em forma matricial.

4.6 Método de solucao

Para a descrigao do método de solugao, sera apresentado um exemplo simples de aplicacdo em um

problema de escoamento potencial unidirecional em um meio retangular com dois lados imper-
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medveis e dois lados com potenciais estabelecidos, conforme a Fig. 4.8. A discretizacao utilizada

¢ de um elemento por lado.

q=0
L L

4 Elemento 3 3

@ =0 |Elemento 4 Elemento 2| D = 1

1 Elemento 1 2

[ L
q=0

Figura 4.8: Exemplo de aplicacdo - condi¢bes de contorno

E importante notar que cada um dos nés é compartilhado por dois elementos. Para cada
no, existe apenas um valor de potencial, ou seja, existe uma continuidade de potencial ao longo
do contorno, entre os elementos. A velocidade calculada em um né, porém, pode ser diferente,
dependendo do ponto de vista de cada elemento. Assim, existe uma velocidade antes do né j (q?),
calculada do ponto de vista do elemento exatamente anterior ao nd, e uma velocidade depois do
mesmo no j (q}-i), calculada do ponto de vista do elemento exatamente posterior ao né. Portanto,
existem 3 varidveis para cada né. Note que, como a equacao diferencial é de segunda ordem, cada

noé s6 pode ter uma variavel desconhecida para que o problema seja solucionado.
A tabela 4.1 relaciona quais sdo as variaveis conhecidas e desconhecidas em cada né.

Tabela 4.1: Exemplo de aplicacdo - varidveis conhecidas e desconhecidas

N6 Variaveis conhecidas Variaveis desconhecidas

I =0 ¢f=0 qs
2 By=1 =0 a4
3 Py =1 @ =0 a3
4 B,=0 =0 a4

4.6.1 Calculo do potencial e da velocidade no contorno

O primeiro passo para a aplicacao é colocar o ponto fonte sobre o primeiro né do primeiro elemento

(n6 1) e escrever a Eq.(4.83) para este no:

—01&’1 + (hn‘iﬁ-hm‘iz + h12<i’2 + h22<i>3 + h13(i)3 + h23‘i)4 + h14‘£4 + h24‘i)1) =

= (91197 + 92145 + 91245 + 92245 + G134 + 92395 + gldq] + g244))  (4.87)

onde as variaveis sobrescritas com uma barra significam que sdo varidveis conhecidas, prescritas
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através das condigoes de contorno. Agrupando os termos comuns, tem-se:

(—c1 4 hi1 + hog) @1 + (ha1 + hi2) P2 + (haa + hiz) @3 + (hog + hia) Py =
Hiq Hiz Hi3 Hia

= 911¢% + 92145 + 91205 + 92265 + 91343 + gazq§ + gl4qf + 2447 (4.88)

Aplicando a notagao dada pelas Eq.(4.84) e (4.85), tem-se:

Hyy @y + Hyg @+ Hiz @3+ Hia 04 = Gy ¢{ 4+ Gy 05+ Gy g8 + Gl g5 + Gl 43 + G4 q (4.89)

Colocando o ponto fonte sobre o né 2 e fazendo o mesmo procedimento, obtém-se:

Hay @1 + Hoy ®o + Hag @3+ Hag 04 = G4 ¢ + Gy 45+ Gy 45 + G345 + G343 + G54 4 (4.90)

Procede-se da mesma forma para os nés 3 e 4. Ao final deste procedimento, tem-se, de forma

matricial:

Hy Hy Hiz Hyl| [
Hy1 Hso Hoz Hay| | P2
Hy Hzp Hsz Hza| | g,
Hy Hyo Haz Hyy| | -

d d d d
G11 1o G12 (113 G13 14 G14 11 q

d a d a d a d a a
G21 22 G22 23 G23 24 G24 21 q3

_ 4 (4.91)
Gy G GY G4 GY G4y Gy GH| | ¢f
Gl G, Gf, Gi5 Gf Gy, Giy G4 q4
qf
qf
ou, de forma compacta,
[H]{®} = [G]{q} (4.92)
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A seguir, reorganizam-se as equagoes de forma a separar as varidveis conhecidas das desconhe-

cidas, resultando em:

—Gil2 —GY; —Gil4 -G1y qg

*GgQ —G3 *ng; -G5 q5

—G§2 —Gi3 —G§4 -G qff

—G22 —GZ:a —GZ4 -G qf
qf
q5

G4 G —Hy —Hipy GY3 GY —Hiz —Hu ?1

_ G% G% —Hy —Hy GY GYy —Haz —Hay| | @ (4.93)

G, G4 —Hsy —Hsy GY3 G4 —Hss —Hsy| | ¢4

Gh GY —Hu —Hip Gl GYy —His —Hul | g9
oy
o,

E importante lembrar que todos os elementos das matrizes H e G sdo conhecidos, resultando
da resolugao das equagoes (4.84) e (4.85). As varidveis do vetor da esquerda sdo desconhecidas

enquanto que as do vetor da direita sdo todas conhecidas. Desta forma, pode-se escrever:

[Al{z} = {0} (4.94)

ou

{a} = [A]7H{b} (4.95)

Caso com sumidouros pontuais

Para o caso em que a equagdo governante nao é a de Laplace, mas sim a de Poisson (Eq. 3.17), a
Eq.(4.92) se torna:

[H]{®} = [Gl{q} — {s} (4.96)

onde s € o vetor que guarda a contribuicao de cada sumidouro pontual. Cada elemento deste vetor

corresponde ao efeito dos sumidouros em um ponto fonte i, dado por:

Nsc

j=1
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sendo que ng. ¢ o nimero de sumidouros pontuais do problema, @; ¢ a intensidade do sumidouro

j e ®* é a solugdo fundamental do potencial, expressa pela Eq.(4.14).

Reorganizando as matrizes para separar as varidveis conhecidas das desconhecidas, tem-se:

[Al{z} = {b} — {s} (4.98)

ou

{z} =417 ({b} — {s}) (4.99)

Da resolucao do sistema linear dado pela Eq.(4.95) ou pela Eq. (4.99), obtém-se os valores

desconhecidos de ® e ¢ no contorno.

4.6.2 Calculo do potencial e da velocidade em pontos internos

Depois que o potencial e a velocidade foram calculados no contorno, os mesmos podem, entao, ser
calculados em qualquer ponto no interior do dominio. Para a realizacdo de tal tarefa, coloca-se o
ponto fonte no interior do dominio, no ponto desejado e aplica-se a equagao integral de contorno
(Eq. 4.70). Como as integrais desta equagao sdo avaliadas no contorno e, nele, os valores de ® e ¢
j& sao conhecidos, entdo a tnica incoégnita da equacao integral de contorno é o potencial no ponto
interno em questao. E importante notar que, quando o ponto fonte estd no interior do dominio, a
constante ¢ da Eq.(4.70) vale 1.

Para o cédlculo da velocidade em um ponto interior ao dominio é necessario, primeiramente,
derivar a equacao integral de contorno (Eq. 4.70) em relagdo as coordenadas do ponto fonte

(x4, vya), fazendo:

9P, 9 * 0 ¢
Org  Oxg Us U zg) Pa) dSm] " Oy [/s Cla.20) Uz) W)

*

/ ”d><1> ) dS %q ds (4.100)
By @~ |y " on, @@

A partir desta equacéo, pode-se calcular a velocidade em um ponto do interior do dominio,

lembrando que:

0P\ ; 0P\ .
=(-K—|i -K—j 4.101
a= (x5 ) ()3 (101
aq* {nx(rg—rg)+2nyrxry} 109
ory 2mrd (4.102)
@*
(89:3 iy o 7‘;{2,onde Ty =T —Zq (4.103)
d
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As equagdes (4.100) a (4.103), com excegao da Eq.(4.101) tém suas andlogas em relagao a yg.
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Capitulo 5

Integracao analitica das matrizes de

influéncia H e &

5.1 Analise qualitativa das integracoes

Como mostrado no capitulo 4, o MEC é um método integral que tem graus de liberdade apenas no
contorno da regiao estudada. De acordo com Kane (1994), este método tem duas caracteristicas

importantes, no que concerne as integracoes:

e sdo consumidos muitos recursos computacionais com as integragoes (se comparados com
métodos de dominio), considerando que cada elemento de contorno é integrado N vezes,

uma para cada localizagdo do ponto fonte, sendo N o niimero total de nés do problema;

e a qualidade da solucao obtida esta intimamente relacionada a precisao do procedimento de

integracao utilizado.

Uma observacdo importante é que quando o ponto fonte estd localizado sobre o elemento que
estd sendo integrado, os integrandos costumam apresentar singularidades, como por exemplo, com

o raio tendendo a zero nas solugoes fundamentais mostradas nas equagoes (4.14) e (4.25).

E mostrado por Kane (1994) que a integragao exata das expressoes é algo que pode se tornar
bastante complicado quando o contorno discretizado foi aproximado por elementos de contorno
quadraticos ou de ordem mais alta, porque os integrandos podem ser bastante complicados. Isto
nao significa que ndo possam ser obtidas expressoes analiticas para estas integrais (principalmente
com o auxilio dos softwares de manipulagao simbdlica atuais), mas tais expressoes analiticas podem
chegar a ser tao longas que se consome mais recursos computacionais na manipulacdo das mesmas
pelos algoritmos do que se fosse realizada a integracdo numérica. Nestes casos, hd que se pesar o
beneficio obtido pela solugao mais precisa trazida pela integracio analitica e o custo computacional

adicional requerido.

A integracdo numérica, embora seja uma aproximacao da solugdo exata da integral, é, normal-

mente, o meio mais utilizado para realizar as integragoes no MEC, principalmente o método da
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quadratura de Gauss. Entre os motivos para esta popularidade, estao a capacidade de se tratar
as singularidades das solucbes fundamentais e a possibilidade de utilizacao de elementos curvos
(de ordem 2 ou superior). A utilizagdo de elementos curvos diminui a discretiza¢do do contorno
requerida para um mesmo grau de precisdo entre o contorno real e o contorno aproximado, em
relagdo a elementos retilineos. Intuitivamente, espera-se um ganho de performance ao utilizar
uma malha com um nimero menor de nds para se conseguir uma solucdo de igual qualidade.
Analises de performance realizadas por Braga (2012), porém, mostram que formulagoes com ele-
mentos constantes e elementos lineares convergem quase tao rapidamente para a solucdo exata
quanto elementos quadraticos. Além disso, Kane (1994) afirma que é vantajoso se utilizar elemen-
tos retilineos (incluem-se os constantes) combinados com integragdo analitica ao invés de utilizar

elementos curvos combinados com integragao numeérica.

FEmbora este cendrio seja muitas vezes favordvel a adogdo da integracdo numérica com ele-
mentos de contorno de alta ordem, é mostrado por Banerjee (1994) e Kane (1994) que, quando
se utilizam elementos de contorno retilineos (lineares continuos, lineares descontinuos e elementos
constantes), a integracdo analitica é uma prética formidavel devido as expressoes obtidas serem
factivelmente aplicaveis nos algoritmos; a dificuldade de se obter e aplicar as expressoes analiticas

nao sao tao dramadticas quanto no caso dos elementos curvos.

5.2 Integracao analitica das matrizes

A integracdo analitica dos elementos das matrizes H e G das formulagdes do MEC para proble-
mas potenciais com elementos de contorno lineares continuos é mostrada por Cérdoba (2013) e

detalhada a seguir.

5.2.1 Sistema de coordenadas local

A equacgao integral de contorno discretizada considerando elementos lineares continuos é dada pela
Eq.(4.78):

C(I)i(SCd, yd) — i [hl hQL. [i;] - i [91 92]]' |€£|
‘ j j=1 J

]:1 QQ

Conforme mostrado por Braga (2012), a integragdo analitica dos termos ¢; e g2 da matriz G,
e dos termos hi e ho da matriz H pode ser feita considerando um sistema de coordenadas local
2’y com origem no ponto fonte e com o eixo 3 paralelo ao elemento j. Na Fig. 5.1 se apresenta

o sistema de coordenadas local usado para o calculo das integrais analiticas.

Da Fig. 5.1, podem-se deduzir as seguintes relagoes:
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Ya

Elemento

D)

Figura 5.1: Sistema de coordenadas local usado para o calculo das integrais analiticas (Braga,
2012)

2’ =r cosf (5.1)
y' =1 sinf (5.2)
Yy = r1 sinf (5.3)
yh = ro sinfy (5.4)

O termo d é a projecao do vetor T na direcdo do vetor normal unitario fi.

d=7-f=r cosh (5.5)

A Eq.(5.5) pode ser escrita como:

r = d sech (5.6)

O diferencial dS pode ser escrito em termos da varidvel 6 como:

dS = dy' = d sec’*6df (5.7)

L é o comprimento do elemento j, e é dado por:

L=/(ah—2})° + (s — 1) = vh — v}, (5.8)
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As funcées de forma N1 e N2 sdo definidas como:

yh—y 1o sinfy —r sinf

Ny 5.9
Yo =9 L 59
/ / . :

y —yy 7 sinf —ry sinfy
Ny = = 5.10
T L (5.10)

5.2.2 Desenvolvimento analitico da integral para ¢,

Substituindo as Eq.(4.14) e (5.9) na Eq.(4.81), obtém-se a expressdo integral para g;:
r9 sinfy — r sin9> ( 1 )

= [ N ®*dl' = - 1 ds 5.11
o= [ [ (= o () (5.11)

Substituindo as relagoes dadas pelas Eq.(5.5), (5.6) e (5.7) na Eq.(5.11), obtém-se a seguinte

expressao:

1 02 92
g1 = (— > / 7y sin @y In(d sech) d sec>0df — [ d sech sinf In(d sech) d sec*6 df
2K L 61 01

(5.12)

Reorganizando a Eq.(5.12), tem-se:

1 02 02
g1 = (— ) dro sin92/ In(d sech) sec?6 df — d2/ tanf In(d sech) sec’d dd (5.13)
27TKL 91 91

I II

Para encontrar a expressao algébrica de g, resolve-se isoladamente as partes I e II da
Eq.(5.13).

5.2.2.1 Parte I de ¢g;

A primeira parte de g; é dada por:

02
I=dre sin92/ In(d sech) sec?6 d6 (5.14)
01

Seu desenvolvimento é mostrado a seguir.

I = dry sindy [tand (In|d sect] — 1) + 6] (5.15)
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Reorganizando a Eq.(5.15), tem-se:

I = rg sinfs [d tanf (In|d secl| — 1) + Hd]Zf (5.16)

Substituindo na Eq.(5.16) a seguintes relagao:

d tanf = r sinf (5.17)

tem-se a seguinte expressao:

I =y sinfy [r sin In|d sec| — r sinf + 0 d)%" (5.18)

01,m1

Aplicando-se os limites de integracao na Eq.(5.18), obtém-se:

I = rg sinfy (rg sinfy In|d sechs| — ry sinfy + 0o d — ry sinfy In|d sechy| + r1 sinf; — 61 d)
(5.19)

Mostram-se na Fig. 5.2 as relages apropriadas para expressar de uma maneira mais compacta

o resultado da parte I.

Elemento

R!r

Figura 5.2: Projegoes de 71 e r9 na diregao tangencial (Cérdoba, 2013)

Da Fig. 5.2, podem-se deduzir as seguintes relagoes a seguir.

t1 é a projecao do vetor 1 na direcao tangencial:

t; =11 -t =r cos (W — 01) = 71 sinf; (5.20)
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d é a projecao do vetor 1 na direcdo normal:
d -

=ri-H =7 cosb (5.21)

A Eq.(5.21) pode ser escrita como:

r1 = d sech; (5.22)

to é a projecao do vetor 3 na direcao tangencial:
% A T .
tg =T - t= T9 COS| — — (92 =T2 511102 (5.23)
d é a projecao do vetor s na direcdo normal:

d =713 1 =1y cosby (5.24)

A Eq.(5.24) pode ser escrita como:
ro = d secty (5.25)

Substituindo as relagoes dadas pelas Eq.(5.20) a (5.25) na Eq.(5.19), tem-se:

I =1t (tz ln]ml —to+0d—1t ln\rl\ +t1 — 61 d) (5.26)

E util definir as seguintes igualdades:

to—t; =L (5.27)

dL
A =0y—0, =tan ' [ ——— 2
2= tan <d2+t1t2) (5:28)
(5.29)

Substituindo as igualdades dadas pelas Eq.(5.27) e (5.28) na Eq.(5.26), obtém-se a expressao
para a primeira parte da Eq.(5.13):

I=1t (A@d—L—tl 1n|7"1|+t2 ln|r2|) (530)

5.2.2.2 Parte II de ¢;

A segunda parte de g1 é dada por:
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02
II = d? / tanf In(d sech) sec* df (5.31)
01

Seu desenvolvimento é mostrado a seguir.

02
—1+21 2
IT— 2 (=1 +21In|d sech)]) sec 0] (5.32)
4
01
Expandindo a Eq.(5.32), tem-se:
1 2 (o2 2 a2 02
= |—d? sec?0 + 2d% sec?0 In|d sece@e (5.33)
1
Elevando-se a Eq.(5.25) ao quadrado, obtém-se:
r? = d? sec?d (5.34)
Substituindo a Eq.(5.34) na Eq.(5.33), tem-se:
1 2 2 T2
1= [—r?+ 2% In|r] (5.35)
4 1

Aplicando-se os limites de integragao da Eq.(5.35), obtém-se o resultado da segunda integral
da Eq.(5.13):

1
II = 1 (—r% +2r3 In|rg| + 77 — 2r? In \T1|> (5.36)

Substituindo os resultados das partes I e II, dados pelas equagoes (5.30) e (5.36), na Eq.(5.13),

obtém-se:

1
) [tg (AOd— L —t; In|ri|+ta In|ry]) — 1 (27“% In |ro| — 27“% In|ri| — T‘% +T%):|
(5.37)

1
91 = (_ KL

Reorganizando os termos da Eq.(5.37), obtém-se o seguinte resultado para g:

1
g = (SFKL) [4t2 (—=AOd+ L+t In|ry| —ta In|ra]) + 27“% In |ro| — 27"% In |r1| + r% — r%}
(5.38)

5.2.3 Desenvolvimento analitico da integral para g

Substituindo as Eq.(4.14) e (5.10) na Eq.(4.82), obtém-se a expressdo integral para gs:
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r sinf — rq sin91) < 1 )
= Ny @*dI' = - 1 d .
go /Fj 9 s ( T 5 n(r))ds (5.39)

Substituindo as relagoes dadas pelas Eq.(5.5), (5.6) e (5.7) na Eq.(5.39), obtém-se:

02

1 0
gy = <_ ) [/ "1 sind In(d sec) d sec?d df —
01

: 2
o K L r1 sinfy In(d sec) d sec Hdﬁl (5.40)

01

Substituindo a relagdo dada pela Eq.(5.17) na Eq.(5.40), obtém-se a seguinte expressao:

02

_ 1 ,
= ( 27rKL) [ d tanf In(dsech) d sec*0 d —

71 sinfy In(d sech) d sec®d dﬁl (5.41)
01

Extraindo os termos constantes dos integrandos, tem-se:

0 0
go = (— L ) [dz/  tang In(d sec) sec?0 df — dry sin@l/ i In(d sech) sec?d d01 (5.42)
2rKL 61 61

Substituindo os resultados das integrais em I e II (calculadas para g;), dados pelas Eq.(5.30)
e (5.36), na Eq.(5.42), obtém-se:

1 1
g2 = ( o KL) [ (27“2 In|rg| — 2r1 In [r1] — 73 +r1) —t1 (AOd — L —t; In|ri| +to ln]rQ])}
(5.43)

Reorganizando os termos da Eq.(5.43), obtém-se o seguinte resultado para go:

1
92 = <87TKL> {4751 (A0d — L —ty In|ry| +to In|re|) + 2rF In|ry| — 273 In|re| + 13 —rﬂ (5.44)

5.2.4 Desenvolvimento analitico da integral para h;

Substituindo a Eq.(4.25) na Eq.(4.79), obtém-se a expressao integral para hi:

hy = /qu dr = /N1 (””";t;"y”ﬂdr (5.45)

Substituindo a Eq.(5.9) na Eq.(5.45), tem-se:
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r9 sinfly — r sinf Ty Mg + 7y ny)
hi = d 4
' /As( L ) ( 271 5 (5:46)

O produto escalar entre o vetor T e o vetor normal unitério fi é dado por:

?-ﬁ:rmngﬂ—i—ryny:rcosﬁzd (5.47)

Substituindo as relagoes dadas pelas Eq.(5.6), (5.7) e (5.47), na Eq. (5.46), obtém-se a seguinte

expressao:

02 /1y sinfly — r sind d? sec?0
hi = do 5.4
! /91 ( L ) <27T d? sec26 (5.48)
Reorganizando a Eq.(5.48), tem-se:
ho= () ([ v singaao — [ sinoao 5.49
1_(271'L> /01 T2 SIMU9 — o, T sin ( )
Resolvendo a primeira integral e substituindo a relagdo dada pela Eq.(5.17) na Eq.(5.49),
tem-se que:
1 02
hy = <27TL> ro sinfy (02 — 61) — ). d tanf do (5.50)

Resolvendo a integral da Eq.(5.50) chega-se a:

1 . )
hy = <27rL> {7’2 sinfly (2 — 01) + [d In |c089|]9f} (5.51)

Aplicando os limites de integracao da Eq.(5.51), tem-se:

1
hy = (M) (v sinfy (0 — 01) + d (In [costa| — In |costu )] (5.52)
Y

Substituindo as relagoes dadas pelas Eq.(5.21), (5.22) e (5.24) na Eq.(5.52), obtém-se:

m= (57 ) [220+a ()| )] (5.53)

T2

d

1

—In

Logo,

. 1 1
hi = (QWL) <t2A9+dln ;

) (5.54)

2
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5.2.5 Desenvolvimento analitico da integral para h,

Substituindo a Eq.(4.25) na Eq.(4.80), obtém-se a expressdo integral para ha:

ha = /NQq dr = /N2 <T$”x+§y"y>dr (5.55)
2rr

Substituindo a Eq.(5.10) na Eq.(5.55), tem-se:

r sinf — ry sinf, TNy + Ty ny>
hy = d .
2 /AS ( L ) ( 2712 S (5.56)

Substituindo as relagdes dadas pelas Eq.(5.6), (5.7) e (5.47), na Eq. (5.56), obtém-se a seguinte

exXpressao:

92 /1 sinf — ry sinf, d? sec20
hy = do 5.57
2 /91 ( L ) 2md? sec26 ( )
Reorganizando a Eq.(5.57), tem-se:
1 92 92
ho = () / r sinf df — 71 sinf d@ (5.58)
2w L 0, 0,

Substituindo a relacdo dada pela Eq.(5.17) na Eq.(5.58) e resolvendo sua segunda integral,

obtém-se:

|
hy = (%L) [ d tanf df — 71 sinf; (6 — 91)] (5.59)

Resolvendo a integral da Eq.(5.59), tem-se:

1 6 .
ho = <27rL> {[—d In |cosf|]y> — 71 sinby (62 — 91)} (5.60)

Aplicando os limites de integracao da Eq.(5.60), chega-se a:

1
hy = () (—d (In |cosfa| — In [cosfy|) — ry sindy (B — 01)] (5.61)
2L

Substituindo as relagoes dadas pelas Eq.(5.20), (5.21) e (5.24) na Eq.(5.61), tem-se que:

d

e ()i

1

4 ) —t AG} (5.62)

T2

—1In

Reorganizando os termos da Eq.(5.62), chega-se ao resultado analitico de ho:

99



2

™

1
h2 = (M) <d In

Finalmente, as Eq.(5.38), (5.44), (5.54) e (5.63) retinem as expressoes para a resolugao analitica

4 AQ) (5.63)

das integrais das matrizes de influéncia H e G.
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Capitulo 6

O Método dos Elementos de
Contorno para escoamentos

compressiveis

Este capitulo apresenta a formulacdo do Método da Reciprocidade Dual (MRD) do MEC para
problemas regidos pela equagao da difusividade hidraulica (Eq. 3.37),

10p
Vip=-—=
b n Ot

que é o caso do modelo adotado neste trabalho para o escoamento compressivel. Desde que foi
apresentado pelos seus criadores, este método vem sendo muito utilizado pelo seu baixo custo

computacional (Partridge et al., 1992).

Este capitulo fard uso da nomenclatura padrao do MRD, portanto, a pressao (p) serd denotado

pela letra u e sua derivada normal dp/0n sera representada pela letra g.

Para melhor entendimento, a apresentacao deste método se dara de forma gradual, primeiro
para equacoes do tipo V2u = b(x,y), expandindo a formulacio para equacdes do tipo VZu =
b(z,y,u), e finalmente chegando & equacio da difusividade hidraulica, que é do tipo VZu =
b(z,y,u,t).

6.1 Equacgao de Poisson na forma V?u = b(z,y)

Seja considerada a equacgado de Poisson na forma:

V2u = b(x,y) (6.1)

onde b é uma funcdo conhecida da posicao, distribuida sobre o dominio. O objetivo é conseguir

resolver o problema sem precisar discretizar o dominio, mantendo a caracteristica do MEC de
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discretizar apenas o contorno. Para isso, o MRD foi desenvolvido e é explicado neste capitulo com
base em Partridge et al. (1992).

A solugao da Eq.(6.1) pode ser expressa como a soma da solu¢do da equagao diferencial ho-
mogénea (que, neste caso é a equagao de Laplace) e uma solugao particular, que sera chamada de

A~

u:

Vi =b (6.2)

O MRD propoe o uso de uma série de solugdes particulares @; ao invés de uma tnica .
O ntimero de solugbes particulares utilizada sera igual ao niimero total de nés do problema. Por
numero total de nds, entenda-se o nimero de nés do contorno N mais o niimero de pontos internos
L nos quais se deseja conhecer os resultados. Dessa forma, a funcdo b tem o valor aproximado

por:

N+L
b~ Z ajfj (63)

=1

onde o ¢ o conjunto de coeficientes inicialmente desconhecidos e f; sdo as fungdes de aproximacao.

As solugbes particulares 4; e as funcoes de aproximacao f; estao relacionadas por:

Vi, = fj (6.4)
A Eq.(6.3) deve ser vélida tanto sobre o dominio como sobre cada um dos elementos. As
func¢oes de aproximacdo f; dependem da geometria, assim como as funcoes de forma.

Substituindo a Eq.(6.4) na Eq.(6.3) tem-se:

b= N+ La;(V?iy;) (6.5)
j=1

Substituindo esta equacdo na equagao de Poisson original (Eq. 6.1), chega-se a:

N+L
Vzu = Z aj(V2ﬁj) (6.6)
j=1
Neste ponto, utilizam-se as técnicas utilizadas no capitulo 4 para o desenvolvimento do MEC
para a equacdo de Laplace. Aplicando-se o método dos residuos ponderados e usando a segunda
identidade de Green, Eq.(6.6) origina:

N+L

/Q(V2u)u*dQ = ]Zl aj/Q(v%j)u*dQ (6.7)
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Utilizando-se da mesma estratégia do capitulo 4 para transformar as integrais de dominio em

integrais de contorno, chega-se a:

N+L

ciuz-—l—/q*udf—/u*qdfz Z a; (Czuw +/q a;dl’ — /u g;d ) (6.8)
r r

Jj=1

Esta é a equacao integral de contorno do MRD. Nela, ¢ indica o ponto fonte. O termo §; ¢
definido como ¢; = 01u;/0n, em que n é o vetor unitario normal ao contorno. §; pode ser expandido

CcOomo:

aujaer%@

U= "9 on Oy On (6.9)

A Eq.(6.8) é a equagdo integral de contorno, que assim como mostrado no MEC padréao, deve

ser discretizada em elementos de contorno, resultando em:

N+L

czuz—f—Z/ g udl’ — Z/ uqu—Za]<clu”+Z/ g a;dl’ — Z/ uq]dF> (6.10)

E importante notar que, uma vez definida a funcdo de aproximacio f, as funcdes 4 e § ficam
sendo conhecidas. Desta forma, nao é necessario utilizar as fungoes de forma para obter seu valor
aproximado sobre o elemento, com base nos valores nodais, como é feito para u e q. No entanto,
se tais aproximacgoes forem feitas, as mesmas matrizes H e G definidas no capitulo 4 podem ser
utilizadas nos dois lados da Eq.(6.10). Esta estratégia introduz um erro numérico por utilizar
valores aproximados ao invés dos valores reais disponiveis. Entretanto, Partridge et al. (1992)
dizem que este erro foi provado como sendo pequeno e é um preco justo a se pagar pelo aumento

consideravel que esta estratégia traz na eficiéncia do método.

Aplicando a nomenclatura das matrizes H e GG, a equagdo pode ser escrita em termos dos

valores nodais como:

N+L N
ciu; + Z Hipuy, — Z Girge = Y, a; (Czuzj + Z Hipgg — Y Gik@kj) (6.11)
k=1

k=1 k=1 7=1 k=1

Novamente, os elementos das matrizes H e G sdo os mesmos mostrados no capitulo 4 (equagoes

4.84 e 4.85) e sua integracao é feita de forma analitica, conforma mostrado no capitulo 5.
O indice 7 é utilizado para os pontos-fonte e o indice k& é usado para os pontos-campo. Escre-

vendo de forma matricial, tem-se:

N+L

[H{u} - [GHa} = > ai((H{a;} - [GHg;) (6.12)

Jj=1
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A equacgao pode ainda ser escrita na forma:

[H|{u} ~ [G{q} = (H][U] - [Gl[Q){a} (6.13)

A Eq.(6.13) é a base da aplicagdo do MRD em elementos de contorno, na qual cada vetor a; é

uma coluna da matriz U e cada vetor ¢; ¢ uma coluna da matriz Q.

O vetor o
A Eq.(6.3) mostra que b é assumido como sendo:

N+L

b= fioy (6.14)
j=1

Avaliando o valor de b a partir de cada um dos nés (nos N nés do contorno e nos L pontos
internos), um conjunto de N + L equagdes, cada uma com N + L termos serd obtido. Essas

equacoes, expressas em forma matricial, tornam-se:

{0} = [Fl{a} (6.15)

em que cada coluna da matriz F' consiste em um vetor f; contendo os valores da fungao f; em

cada um dos N + L pontos do problema. A matriz F pode ser invertida para obter o vetor «:

{a} = [F]"'{b} (6.16)

Deve-se lembrar que, como dito no inicio do capitulo, a funcdo b é uma funcdo conhecida da

posicao, entdo, todos os elementos do vetor b sdo conhecidos. Assim, o vetor a é obtido.

Conhecido o vetor a, o lado direito da Eq.(6.13) vira um vetor conhecido, agora nomeado como

d. Entao, a equacao fica:

[H]{u} - [Gi{q} = {d} (6.17)

onde

{d} = ([H][U] - [G1IQN){a} (6.18)

Reorganizando-se a equacao, tem-se:

[H{u} = [Gl{q} + {d} (6.19)
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Como pode ser visto, o vetor d é obtido simplesmente pela multiplicagdo de vetores e matri-
zes conhecidos. A seguir, aplicam-se as condigdes de contorno na Eq.(6.19) e reorganizam-se as
equagoes de forma a separar as varidveis conhecidas das desconhecidas, assim como mostrado no

capitulo 4 (pdg.47). Com isso, chega-se a forma:

[A{z} = {y} (6.20)

ou

{} = (A" H{y} (6.21)

onde o vetor x contém todas as variaveis desconhecidos no contorno. Da resolucao deste sistema

linear, obtém-se os valores desconhecidos de u e ¢ no contorno.

6.1.1 Solucao em pontos internos

Depois que a solucdo é obtida para o contorno, u e ¢ podem, entao, ser calculados nos pontos
internos ao dominio. Para isso, toma-se a constante ¢ com valor igual a 1 e aplica-se a Eq.(6.11),

que, entao, fica:
N N N+L N N
wi=—Y Hijup+ Y Gijgp+ ) <@z’j + ) Hipligg — ) Gz‘k@kj) (6.22)
k=1 k=1 =1 k=1 k=1

e tem como unica incégnita u;. Derivando esta equacao em relacao as coordenadas do ponto-fonte,

pode-se calcular as derivadas em relacdo a x e y no ponto considerado.

6.1.2 A funcao f

A solucgao particular 4, sua derivada normal § e a funcdo de aproximacio f correspondente
utilizadas no MRD néo séo limitadas pela formulagdo. A tnica restricdo é que a matriz F' resul-
tante ndo pode ser singular. A forma usual de obtencdo destas funcoes é propor uma funcao f e,

entdo, calcular 4 e ¢ utilizando as equagoes (6.4) e (6.9).

Segundo Partridge et al. (1992), as fungoes de r sdo adotadas pela maioria dos pesquisadores

como a alternativa mais simples e mais exata. Neste trabalho, adotou-se f = 1+ r. Neste caso:

a=7r%/4+713/9 (6.23)

4 = (ry0x/0n +r,0y/on)(1/2 4+ r/3) (6.24)
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6.2 Equagao de Poisson na forma V?u = b(z,y, u)

VZu = b(x, y, u) (6.25)

onde b agora é uma funcao conhecida da posicdo, e da prépria varidavel dependente u, distribuida

sobre o dominio. Para fins de exemplificacio, serd tratada a equacao:

Viu4u=0 (6.26)
na qual a fungdo b é —u. Entao, substituindo esta nova defini¢do de b na Eq.(6.16), tem-se:

{a} = —[F] " {u} (6.27)

E importante notar que o vetor a agora nao pode ser calculado explicitamente, pois é também
uma funcio de u. Por isso, este vetor serd expresso nas equacoes matriciais como [F]~'{b}. Neste
caso, {b} = {u} e a Eq.(6.13) se torna:

[H]{u} - [Gl{q} = —([H][U] — [GIQDIF] " {u} (6.28)

Todos os termos do lado direito da equacao sdo conhecidos, com exce¢ao do vetor u. Assim,

pode-se definir:

N

[S) = ([H][U] - [GNQDIF] ™ (6.29)

onde a matriz S é a multiplicagdo de matrizes conhecidas. Assim, chega-se a:

[H{u} — [GHq} = —[SHu} (6.30)

Esta equacao pode ser reorganizada como:

((H] + [SD{u} = [GHa} (6.31)

A seguir, aplicam-se as condigdes de contorno na Eq.(6.31) e reorganizam-se as equagoes de

forma a separar as variaveis conhecidas das desconhecidas, chegando-se a forma:s:

[Al{z} = {v} (6.32)

Pode-se, entao, fazer
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{a} =47y} (6.33)
onde o vetor x contém os valores desconhecidos de u e ¢q. Da resolucdo deste sistema linear,

obtém-se os valores desconhecidos de ® e q.

6.3 Equacao da difusividade hidraulica

Agora, considere-se uma equacao de Poisson cujo termo nao-homogéneo inclua a variagdo da
prépria funcdo u no tempo. Este é o caso da equacdo da difusividade hidraulica, que governa o

escoamento de fluidos compressiveis em meios porosos:

10u
2
=—— 6.34
v (6.34)
Neste caso, a constante 1/n aparece na Eq.(6.13):
1 A A
[H{u} - [GHq} = 5([H][U] - [Gll@D{a} (6.35)
Para a equacao da difusividade, a aproximagcao mostrada pela Eq.(6.3) é dada por:
du(w,y,t) L
SR 2 3 filwyag(t) (6.36)
j=1

onde pode-se ver uma separagao entre varidveis de geometria e de tempo: f; sdo fungdes conhecidas
da geometria e o sdo fungoes desconhecidas do tempo. Desta forma, as matrizes U e () continuam

sendo conhecidas e o vetor « fica desconhecido.

Assim como para as equacoes anteriores, tem-se que
{0} = [F[{a}
ou
— = |F 6.37
{50} = [Fi{a) (6.37)
Explicitando o vetor «

o) = (142 (6.39)

Substituindo esta expressao do vetor o na Eq.(6.35), tem-se:
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(H){u) - [G}a} = (0] - [CIQDIF) " (55 (6:39)

Todos os termos do lado direito da equacao sao conhecidos, com exce¢ao do vetor du/0t.

Assim, pode-se definir:

A

(5] = ((H][U] - [GlQDIF] ™ (6.40)

onde a matriz S é a multiplicagdo de matrizes conhecidas. Assim, chega-se a:

(H){w) - L1815 = Glta) (6.41)

Aplicam-se nesta equacdo as seguintes aproximagoes para as variacoes temporais de u, ¢, e
Ou/ot:

u=(1=60y)um + Oyums1 (6.42)
q= (1 - Hq)Qm + 9qu+1 (643)
ou 1
5 = E(um“ — Up) (6.44)

onde 0, e 0, sdo pesos variando entre 0 e 1 para ponderagao de u e g entre os passos de tempo m

e m + 1. Substituindo estas aproximagoes na Eq.(6.41), obtém-se:

<_771At[5] + Hu [H]> {U}erl - QQ[G]{q}erl =

- {_nit[s] —(d-0)H 1] {ubm + (1= 0)[G){agtm  (6.45)

Segundo Partridge et al. (1992), uma série de testes indicaram que, no geral, boa exatidao nos

resultados sdo obtidos utilizando 6, = 0,5 e ; = 1. Dessa forma, a Eq.(6.45) fica:

(= 2181+ 1)) {ubis =26 ahir = (~ (81— () {040
e pode, ainda, ser escrita na forma:
[H'{utms1 = [G'Hatmrr + {y'} (6.47)

onde
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[H'] = —W[S] + [H] conhecida (6.48)
[G'] = 2[G] conhecida (6.49)
) = (—nztm - [H]> (U} conhecido (6.50)

Deve-se notar que o vetor u,, é conhecido por se tratar de valores ja calculados no passo de
tempo anterior ou de condigoes de contorno estabelecidas para o instante de tempo inicial. Com

isso, pode-se escrever a Eq.(6.47) como:

[Afz} = {y} (6.51)

apdés aplicar as condi¢bes de contorno e separar as variaveis conhecidas das desconhecidas. O vetor

x contém todas as variaveis desconhecidas e pode ser calculado por:

{z} = [A]"{y} (6.52)

Com isso, sao calculados todos os valores de u e g desconhecidos.
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Capitulo 7

Formulacao do Método dos Elementos

de Contorno para sub-regioes

7.1 Fundamentacao tedrica

As formulagdes do MEC apresentadas no capitulo 4 sdo aplicdveis apenas a dominios homogéneos,
por restricao das solugoes fundamentais utilizadas. Em muitos casos, porém, o dominio sobre o
qual o problema ¢é considerado ndao é homogéneo como um todo, porém, é homogéneo por partes.
Nestes casos, podem-se aplicar os procedimentos numéricos apresentados em cada uma destas
partes, ou sub-regides, como se elas estivessem separadas umas das outras (Brebbia e Dominguez,

1992).

A condi¢do de homogeneidade por sub-regioes tem ocorréncia frequente em problemas de
engenharia. Um exemplo é a conducao de calor em um sélido composto de dois materiais distintos,
cada um tendo uma condutividade térmica diferente. Katsikadelis (2002) cita a aplicagdo da
formulagao de sub-regiGes na modelagem de corpos constituidos de materiais compdsitos, sendo
cada componente do material compédsito tratado como uma sub-regido. O caso do escoamento
bifasico em meio poroso, tratado neste trabalho, também é homogéneo por partes, visto que cada
fluido tem condutividade hidraulica K diferente e homogénea em toda sua extensao (segundo o
modelo adotado). Bruch (1991) diz ainda que a divisao do dominio em sub-regides é um artificio
muito util se o dominio tiver uma geometria complicada. Segundo ele, nestes casos, é obtida
melhor precisdo nos resultados se o dominio for dividido em sub-regioes ao invés de ser tratado

por inteiro, sem divisoes.

Na interface, tanto o potencial quanto a velocidade sdo desconhecidos. Isso faz com que cada
né da interface (com exce¢ao dos nés das extremidades) tenha 3 varidveis desconhecidas (®, ¢*
e ¢%) ao invés de apenas uma. Sdo necessarias, entdo, mais duas equacbes para que o sistema
possa ser resolvido. Sao utilizadas, entdo, as equagoes que representam a continuidade ao longo
da interface. Brebbia et al. (1984) mostra que o sistema de equagdes para o dominio completo é
obtido pela juncao do conjunto independente de equacgoes para cada sub-regido com as equagodes

de compatibilidade e equilibrio para cada né da interface.
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A Fig. 7.1 mostra o aspecto geral de um dominio composto por duas sub-regides, R; e Ro,

com uma interface entre elas.

Interface
(a) (b)

Figura 7.1: Dominio composto por duas sub-regioes

O potencial é continuo dentro de cada sub-regido, mas apresenta descontinuidade na interface
(veja a Eq. 3.8 @ = :;g + z). A pressdo, ao contrario, é continua em todo o dominio. Entao, da
Fig. 7.1b, pode-se perceber que em cada ponto da interface, a pressao é inica, ndo importando
qual sub-regidao se toma como referéncia. O fluxo normal a interface, por sua vez, tem a mesma
magnitude para as duas sub-regides, porém, sentidos opostos. Isso leva as seguintes condigoes de

acoplamento das regides, na interface:

PR, = PRy (7.1)

dR, = —4R, (7.2)

7.2 Equacionamento

A seguir é apresentado um exemplo de aplicagdo da formulagdo do MEC para um problema de
escoamento potencial em duas sub-regioes. Foi utilizada uma discretizacdo com poucos elementos,
de forma a minimizar o nimero de componentes das matrizes H e GG para simplificar a demons-
tragdo. O equacionamento para escoamento compressivel é andlogo ao apresentado aqui e serd

suprimido para evitar repeticao.
A Fig. 7.2 ilustra a geometria do problema e mostra as condi¢oes de contorno envolvidas.

A seguir, apresenta-se o desenvolvimento a partir da equagado integral de contorno em sua

forma matricial (Eq.4.86) para as sub-regices.

Para a sub-regiao 1, tem-se:
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Figura 7.2: Problema de duas sub-regioes
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Para a sub-regido 2, tem-se
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a
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46

(7.4)

Escrevendo todas as equagdes em um tnico sistema matricial, obtém-se a Eq.(7.5), mostrada

na préxima péagina (pdg.74). O sistema de equagoes resultante possui 10 equagoes e 18 incognitas

(2 potenciais e 16 velocidades). Sao necessdrias mais 8 equagdes para que o sistema possa ser

resolvido.

Das oito equacbes adicionais necessarias, trés serdo equagodes de continuidade de pressido e

quatro serao equagoes de equilibrio de velocidades dadas pelas Eqs.(7.1) e (7.2), respectivamente.

As quatro equagoes de equilibrio de velocidades podem ser prontamente adicionadas no sistema

matricial fazendo:

¢35 = —q§
¢ = —f
4 = —qf
¢ = —aq¢

ou

ou

ou

ou

¢§ +ag =0
g5 +q7 =0
¢ +qt=0
¢ +4q¢=0

(7.6)
(7.7)
(7.8)

(7.9)

As trés equacgoes de continuidade de pressdo, por sua vez, requerem uma pequena manipulagao

para sua inclusdo no sistema. Uma vez que a equacao integral é escrita em termos do potencial

®, a equacdo de continuidade de pressdo (Eq.7.1) também deve ser escrita em termos de ®.

Explicitando a pressao na Eq.(3.8), tem-se:
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p=(®—2z)py (7.10)

Substituindo a Eq.(7.10) na Eq.(7.1), chega-se a:

(PR, — 2R,)Pp, 9 = (PR, — 2R2)PR, 9 (7.11)

Dividindo ambos os lados por Pr,Y:

Pr,

(PR, — 2R,)—+ = PR, — 2R, (7.12)

Ro

Para um ponto da interface, zr, = zr, = 2. Com isso, tem-se:

((IDRl - Z) qu = (I)Rz -z

Ra
Op, —adp, =(1—a)z (7.13)
onde
o= Pm (7.14)
Pr,

A Eq.(7.13) é a equacao de continuidade de pressao escrita em termos do potencial ®. De fato,
ela se torna a equagao de compatibilidade de potenciais. Note que para o caso do cone de 4gua,

o pardmetro a é definido como paguqa/pPsico € N0 caso do cone de gas, cOMO Pgjeo/ Pyas-

As trés equacdes de compatibilidade de potenciais podem ser, finalmente, adicionadas no

sistema matricial fazendo:

<I>8 - Oé(I)g == (1 - Oé)Zg (715)
O7 —ady = (1 —a)z (7.16)
(I’ﬁ - Oéq)5 = (1 - 05)25 (717)

Com quatro equacdes de equilibrio de velocidades e trés de compatibilidade de potenciais, o
sistema conta agora com 17 equacgOes e 18 incégnitas. A ultima equacio necessaria é obtida a
partir da hipotese de que, na interface, a velocidade antes de um né é igual a velocidade depois
desse mesmo nd. Para que essa hipdtese tenha validade, a discretizacdo da interface deve ser
suficientemente refinada para que os vetores normais entre elementos adjacentes sejam o mais

coincidentes possivel. Com isso, pode-se escrever:
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¢4 =qf ou q¢f—q¢i=0 (7.18)

Adicionando as equagdes (7.6) a (7.9), (7.15) a (7.17) e (7.18) ao sistema de equagoes (7.5),
obtém-se a Eq.(7.19), mostrada na préxima pégina (pdg.77).

Neste ponto, tem-se o sistema matricial na forma
[ H ]ISXlO { (p }10><1 = [ G ]18><20 { q }QOXI + { b3 }18)(1 (7'20)

Organizando as equagdes de forma a separar as variaveis conhecidas das desconhecidas, chega-

se ao sistema na forma em que pode ser resolvido, dado pela Eq.(7.21), na pégina 78.

Representando o sistema de forma simplificada, tem-se:
[A Lgxls { T }18><1 = [ By ]18><12 { bo }12><1 + { bs }18><1 (7'22)

Todos os elementos das matrizes [A] e [Bi] s@o conhecidos e dependem apenas da geometria
do problema. Todos os elementos do vetor {b2} sdo conhecidos, vindos da aplicagdo das condigoes
de contorno. Todos os elementos do vetor {bs} sdo conhecidos e dependem da geometria do
problema e da razao entre as massas especificas dos fluidos. O vetor {z} contém todas as variaveis

desconhecidas do problema (potenciais e velocidades no contorno).

Fazendo {b} = [B1]{b2} + {b3}, é possivel escrever o sistema na forma:

[Al{z} = {b} (7.23)

Agora, o sistema pode ser resolvido fazendo:

{a} = [A]7H{b} (7.24)

Caso com sumidouros pontuais

Para o caso em que a equagdo governante nao é a de Laplace, mas sim a de Poisson (Eq. 3.17), a
Eq.(7.20) se torna:

[ H ]18X10 { ¢ }10><1 = [ G ]18X20 { q }20><1 + { b3 }18><1 - {80} - {Sw} (7'25)

onde s, € sy, 880 0s vetores que guardam a contribuicdo de cada sumidouro pontual aos pontos fon-
tes de sua prépria sub-regiao. Cada elemento destes vetores corresponde ao efeito dos sumidouros

em um ponto fonte ¢, dado por:
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Nsc

j=1

sendo que ny. ¢ o nimero de sumidouros pontuais da sub-regido, J; ¢ a intensidade do sumidouro

j e ®* é a solugdo fundamental do potencial, expressa pela Eq.(4.14).

Reorganizando as matrizes para separar as varidaveis conhecidas das desconhecidas e fazendo
{s} = {so} + {sw}, tem-se:

[Al{z} = {b} — {s} (7.27)

ou
{a} = [AI7 ({6} — {s}) (7.28)
Da resolugao do sistema linear dado pela Eq.(7.24) ou pela Eq. (7.28), obtém-se os valores de
potencial e velocidade no contorno das duas sub-regides (incluindo a interface).

Para a obtencao dos valores de potencial e velocidade em pontos internos, procede-se da mesma
maneira que a apresentada no capitulo 4, tratando cada sub-regido como um dominio completa-

mente independente do outro.
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Capitulo 8
Modelagem do poco

Como ja visto no capitulo 2, os pogos de petrdleo introduzem uma diferenca de potencial no
reservatorio. Essa diferenca de potencial causa o escoamento dos fluidos para o interior do poco.
Para representar o poco nos simuladores, dois fatores devem ser levados em consideragdo: a

representacao do seu efeito no reservatorio e a representacdo da sua geometria.

8.1 Tipos de representacao

Com relagdo ao efeito do pogo no reservatério, existem duas possiveis abordagens. A primeira
delas é o estabelecimento do potencial na parede do pogo. A segunda é o estabelecimento da vazao

que entra no poco. Ambas estdo relacionadas pela relacao de causa e efeito que mantém.

Com relagdo a representacao geométrica, existem, também, duas possiveis abordagens: A pri-
meira possibilidade é modelar o po¢o como um “furo” dentro do dominio, utilizando elementos de
contorno para representar o seu perimetro (Fig. 8.1a). Assim, elementos de contorno representam
fisicamente a parede do poco. Com essa modelagem geométrica, é possivel adotar qualquer uma
das abordagens para modelagem do efeito do pogo: potencial ou vazao prescritos. Neste caso, o
potencial ou a vazao sdo estabelecidos como condigdes de contorno dos elementos que representam

a parede do poco.

A segunda abordagem para a modelagem geométrica é a de se modelar o pogo como um
conjunto de sumidouros concentrados (Fig. 8.1b). Estes sao dispostos sobre o perimetro que
seria formado pela parede do poco. Como sumidouros concentrados, por defini¢do, sdo entidades
relacionadas ao fluxo, esta modelagem geométrica funciona apenas com o estabelecimento da vazao

como representacao do efeito do pogo.

A representacdo geométrica do pocgo por meio de elementos de contorno apresenta uma di-
ficuldade de implementacdo. Quando a simulacdo envolve extracdo de fluidos acima da vazao
critica, a interface ou superficie livre necessariamente chega a tocar o poco. Neste momento, os
elementos de contorno que formam a “parede” do po¢o devem se integrar & interface. A Fig. 8.2a

mostra esta situacdo. Nesta figura, as porcoes da interface em cor vermelha representam onde
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(a) Pogo representado por elementos de (b) Pogo representado por sumidouros con-
contorno centrados

Figura 8.1: Abordagens para a modelagem geométrica do pogo

os elementos das duas sub-regides sdo coincidentes, como foi desde o inicio. Os elementos em
azul representam a parte da interface coincidente com o poco e pertencente a sub-regiao inferior.
Os elementos em verde representam a parte da interface coincidente com o poco e pertencente a
sub-regido superior. A cada instante de tempo subsequente, a movimentagao da interface exige
um re-arranjo dos elementos, haja visto que a altura em que a interface toca no pogo varia ao
longo do tempo. Toda essa readequacdo da malha é muito trabalhosa e impacta no desempenho
do simulador. Além disso, nas porgoes em verde e azul, as equagoes de continuidade ao longo
da interface (Egs. 7.1, 7.2 e 7.13) nao sdo validas, devendo ser substituidas pelas condigdes de

contorno da parede do poco.

(a) Pogo representado por elementos de contorno (b) Pogo representado por sumidouros concen-
trados

Figura 8.2: Interacdo interface-pogo

Tendo estes problemas em vista, a representacdo da geometria do poco por um conjunto de
sumidouros pontuais se torna a escolha natural. Como os sumidouros pontuais ndo envolvem a
utilizacao de elementos de contorno, a movimentacao da interface sobre eles ndo demanda nenhuma,

alteragdo na malha (Fig. 8.2b).

8.2 Caracteristicas da representacao adotada

A representagdo geométrica do pogo é feita, entdo, por um conjunto de sumidouros pontuais,

distribuidos de modo a formar o perimetro do poco. A representacdo do efeito do pocgo é feita
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pelo estabelecimento da vazao total de fluidos que nele entra. Esta vazao é, entdo, um parametro
de entrada da simulacdo e é distribuida entre todos os sumidouros. Entretanto, a distribuicdo nao

se da de forma igualitaria, e o motivo é explicado a seguir.

8.2.1 Condigao de equipotencial

A secéo transversal de um pocgo real é uma superficie equipotencial. Baseando-se nesta condicao,
a distribuicdo da vazao entre os sumidouros utiliza o critério de balanceamento da intensidade
de cada um deles, de modo a tornar equipotencial o interior do poco simulado. Para garantir
esta condigao, foi desenvolvido um algoritmo que ajusta as intensidades de cada sumidouro pon-
tual baseado na distribuicdo de potencial no interior do perimetro formado por eles. Entao, a
cada instante de tempo simulado, o simulador garante que o interior do poco serd uma regiao

equipotencial.

A Fig. 8.3 mostra a comparagdo entre o pog¢o sem e com o balanceamento dos sumidouros

pontuais.

Pode-se ver na figura 8.3c que o interior do pogo com balanceamento de intensidade dos
sumidouros fica com uma diferenca de potencial maxima de 1 x 10™% m, ou seja, o equivalente a
uma coluna de fluido com um décimo de milimetro de altura. Sem o balanceamento, a diferenca
de potencial no pogo, que tem 10 mm de didmetro, chega a 1 mm. O gradiente de potencial
neste caso é semelhante ao que se obtém quando a representacdo do poco é feita por um tnico

sumidouro pontual (Fig. 8.3a).

Apesar de parecer pequeno, o gradiente de potencial no interior do po¢o nao balanceado gera
resultado diferente para a movimentagdo da interface, se comparado com o poco balanceado,

conforme pode ser visto na Fig. 8.4.

8.2.2 Produgao supercritica

Com essa modelagem, consegue-se facilmente simular a extracio supercritica dos fluidos. Consi-
dere, por exemplo, um reservatorio contendo agua e Oleo. Inicialmente, todos os sumidouros que,
em conjunto, representam o po¢o real, estao localizados dentro da zona de 6leo (sub-regiao supe-
rior). A medida que a simulacdo avanca, o cone sobe e toca no primeiro sumidouro concentrado,
na parte inferior do pogo. Neste momento, tudo que é necessario fazer é transferir a contribuigao
deste sumidouro concentrado para a zona de dgua. Isto demanda apenas deixar de contabilizar
a contribuicdo deste sumidouro no vetor s,, da zona de 6leo, e passar a contabiliza-la no vetor
Sw, da zona de dgua (Eq. 7.25). No caso dos simuladores monofésicos, a tarefa se restringe em
nao contabilizar a contribuigdo daquele sumidouro no vetor s da Eq.(4.96). Cada vez que a inter-
face avanga sobre um dos sumidouros pontuais, esta tarefa é repetida. O processo inverso é feito

quando a interface retrocede.

Este processo é extremamente simples e praticamente ndo consome recursos computacionais.

Além disso, esta representacdo permite facilmente quantificar o volume produzido de cada um dos
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Figura 8.3: Balanceamento da intensidade dos sumidouros pontuais

fluidos ao longo do tempo durante uma extragdo supercritica. Levando-se em consideragao que
cada sumidouro pontual s6 produz um dos fluidos de cada vez, pode-se computar a producgao de
um determinado fluido por um determinado sumidouro multiplicando sua intensidade, ou vazao
individual (Q; [m?/s]), pelo tamanho do passo de tempo (At [s]). Assim, o volume total de dgua

produzida (V,, [m?]), por exemplo, é calculado por:

Ny Ny
Vo= (D QixAt (8.1)
m=1 \i=1 m

onde N, é o numero de sumidouros pontuais localizados dentro da zona de agua e Ny indica o

nimero total de passos de tempo simulados.

Uma segunda maneira de mensurar a produgao dos fluidos é computar a sua taxa de produgao.
Isso é feito calculando o fluxo que entra no reservatorio pelos limites laterais de cada sub-regido.

Para isso, multiplica-se a velocidade média normal (qj [m/ s]) a cada elemento que compde os
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Figura 8.5: Velocidade média normal ao elemento

limites laterais pelo comprimento (I; [m]) do elemento (Fig. 8.5). Assim, a taxa de producao de
dgua (Q, [m?/s]), por exemplo, é calculada por:

Ne Ny
Qu = ali + 4l
j=1 j=1

(8.2)
onde N, é o niimero de elementos no limite lateral esquerdo da sub-regido e Ny é o niimero de
elementos no limite lateral direito.
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Capitulo 9

Implementacao dos simuladores

Com base nos modelos definidos no capitulo 3, trés simuladores foram desenvolvidos utilizando a

linguagem Matlab. Sdo eles:

e Simulador de escoamento monofasico potencial. Utiliza a formulacdo do MEC para

escoamentos potenciais apresentada no capitulo 4;

e Simulador de escoamento monofasico compressivel. Utiliza a formulacdo do MEC

para escoamentos compressiveis apresentada no capitulo 6;

e Simulador de escoamento bifasico potencial. Utiliza a formulacdo do MEC para esco-
amentos potenciais apresentada no capitulo 4 e a formulagdo para sub-regices apresentada

no capitulo 7.

Em todos eles, o pogo produtor é modelado por um conjunto de sumidouros concentrados,

conforme mostrado no capitulo 8.

Neste capitulo, sdo apresentadas especificidades sobre a implementacao dos simuladores como
os parametros de entrada, a determinacgao das condigoes de contorno e o cdlculo da movimentacao

da interface.

9.1 Parametros de entrada

Além da malha do reservatério, sdo requeridos pelos programas alguns parametros, listados a

seguir.

Meio poroso. Os parametros de entrada para o meio poroso sao:

e Permeabilidade absoluta k [m?];
e Porosidade © [—];

e Compressibilidade total do sistema ¢; [Pa™!] (apenas para o simulador monofésico compres-

sivel).
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Fluidos. Os parametros de entrada para o(s) fluido(s) sao:

e Massa especifica p [kg/m3];

e Viscosidade dindmica p [Pa.s].
Simulacgao. Os pardmetros de entrada para a simulagao sdo:

e Tamanho At [s] e quantidade dos passos de tempo;

e Localizacio [m], raio [m] e intensidade @ [m?/s] do poco.

9.1.1 Parametros calculados

Utilizando a permeabilidade absoluta, a massa especifica e a viscosidade dinidmica, sdo calculadas

as condutividades hidraulicas K [m/s] do meio poroso, por meio da equagdo 3.2.

A partir da malha inserida, sdo calculadas as alturas das zonas de fluido. Com esta informagéo,
é possivel calcular o potencial ® [m] de cada fluido, em repouso, que sera utilizado como condi¢ao

de contorno.

Utilizando a permeabilidade absoluta, a porosidade, a viscosidade dindmica e a compressibili-

dade total do sistema, é calculada a constante de difusividade hidraulica n [m?/s].

9.2 Condicoes de contorno

A determinacao das condi¢bes de contorno é diferente para cada simulador e serd mostrada sepa-
radamente. Para fins de simplificacdo dos exemplos, serdo utilizados reservatérios com geometria

simplificada (retangular) em todos os casos.

9.2.1 Escoamento monofasico potencial

A equagdo governante do escoamento potencial é a de Laplace (Eq. 3.14), escrita em termos
do potencial ®. Logo, as condigbes de contorno aplicaveis a cada um dos nés sao de potencial
conhecido ou de velocidade conhecida. Para fins de exemplificacdo, considere o reservatério com a

geometria simplificada mostrada na Fig. 9.1, contendo éleo.

(3)
“ @)
1)

Figura 9.1: Exemplo: reservatério retangular contendo apenas um fluido
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Da figura, nota-se que a altura da zona de 6leo nao perturbada pelo escoamento, H,, é igual

a altura de toda a porcao simulada do reservatorio.

a) Potencial

O potencial é conhecido nas duas laterais (2) e (4) e na superficie livre (3). Seu valor é constante,
calculado pela Eq.(3.8):

o="2 4
P9

onde p é a pressao total a que uma particula fluida localizada na posicdo do né considerado estd

submetida, ou seja:

P = Do+ Dt (9.1)

sendo que p, é a pressao referente ao peso da coluna de 6leo que estd acima do noé e p; é a pressao
no topo desta coluna de 6leo. Neste caso, p; é a pressdao que o gas faz sobre a superficie livre.

Substituindo a expressdo de p na equagao do potencial, tem-se:

(I):po+pt+z
Py
H. —
_rgHo—2)  pe
P9 P9
:Ho+ﬁ (9.2)
Py

Na interface entre o 6leo e o gas, ou seja, na superficie livre (3), a pressao é apenas a que o gas
exerce sobre o 6leo (p;). Sem perda de generalidade, a pressao na superficie livre pode ser assumida
como zero. Com isso, todo o dominio tem potencial constante de valor igual a sua altura (H,).
Assim, todos os nés dos limites laterais (2) e (4) e da superficie livre (3) tém potencial conhecido

COomao:

Do) = D3 = (q) = Ho (9.3)

onde H, é a altura da zona de 6leo medida pela coordenada z da superficie livre ndo perturbada

pelo escoamento.
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b) Velocidade

Base. O limite inferior (1) é a base impermeavel do reservatério. Logo, nao ha fluxo de dleo na

direcao normal a ele. Isso leva a condicao de contorno:

Entdo, no primeiro né da base, tem-se a condicdo de contorno ¢% = 0. No tltimo, tem-se a
condicdo de contorno ¢ = 0. Em todos os nés intermedidrios, tem-se ¢* = ¢% = 0. Note que as

velocidades antes do primeiro e depois do ultimo nés da base sdo desconhecidas.

Os nés da base tém entdo, cada um, apenas uma variavel desconhecida. No caso do primeiro,
a varidvel desconhecida é ¢%. No caso do tltimo, ¢¢. No caso dos nés intermedidrios, a varidvel

desconhecida é o potencial .

Limites laterais. Os elementos de contorno que compdem os limites laterais serdo sempre
colineares entre si. Pela continuidade da velocidade ao longo desses segmentos de reta, tem-se
que a velocidade imediatamente antes de um né ¢é igual a velocidade imediatamente depois. Logo,
para qualquer né intermedidrio dos limites laterais tem-se ¢* = ¢% = ¢. Isso néo é vélido para
o primeiro e dltimo nés desses segmentos, porque os elementos que os compartilham ndo sido

colineares.

Dessa forma, os nés dos limites laterais ficam com apenas uma variavel desconhecida. No caso
do primeiro né do limite direito (2), a varidvel desconhecida é q%. No caso do tltimo né do limite
esquerdo (4), ¢*. No caso dos nés intermedidrios, a varidvel desconhecida é a velocidade “comum”

q. Os nés compartilhados com as extremidades da superficie livre serdao tratados posteriormente.

Superficie livre. Na superficie livre, adota-se a mesma abordagem dos limites laterais. Faz-se,
nos nés intermediarios, ¢* = ¢%. E importante notar que, ao longo do tempo, a interface se move
e perde a condicao de colinearidade entre os seus elementos. Esta é uma fonte de erro numérico
da técnica utilizada. Entao, é importante que na discretizacdo da superficie livre seja utilizada
uma grande quantidade de elementos de contorno. Assim, pode-se minimizar o erro introduzido

pela adocao da condicao de colinearidade entre dois elementos consecutivos da superficie livre.

O primeiro e o ultimo nds da superficie livre necessitem de tratamento especial. Como os
elementos que os compartilham fazem um angulo expressivo, ndo se pode utilizar a aproximagao

de colinearidade. Logo, uma equacao adicional é necessaria para cada no.

O modelo adotado diz que na area externa a porcao simulada do reservatorio a posicdo da
interface nao é perturbada pela acdo do pogo. Logo, imediatamente ao lado dos limites laterais,
as linhas de corrente do escoamento sao horizontais. Isso nos permite fazer a aproximacao de que,
no primeiro né da superficie livre, ndo existe velocidade projetada na dire¢do normal (& superficie
livre), ou seja, ¢ = 0. Este elemento deve ser, entdo, pequeno o suficiente para minimizar o
erro numérico causado por esta aproximacao. A mesma estratégia é adotada para o ultimo né da

superficie livre. Nele, ¢* = 0.
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Assim, os noés da superficie livre ficam com apenas uma varidvel desconhecida. No né da
extremidade direita, a varidvel desconhecida é ¢*. No né da extremidade esquerda, ¢¢. Os nés

intermedidrios tém desconhecida a velocidade “comum?” gq.

9.2.2 Escoamento monofasico compressivel

A determinacdo das condigoes de contorno para o escoamento monofdsico compressivel é seme-
lhante & do escoamento monofasico potencial. A diferenca é que a equagdo da difusividade hi-
draulica (Eq. 3.37), que governa este caso, é escrita em termos da pressio. Logo, as condigdes de
contorno aplicdveis a cada um dos nés sao de pressao (p) conhecida ou de derivada da pressio na
dire¢ao normal ao elemento (Op/On) conhecida. Para fins de exemplificagdo, considere o mesmo

reservatério do caso anterior (Fig. 9.1).

a) Pressao

A determinacao das condigoes de contorno para este caso é semelhante & do escoamento monofasico
potencial. A diferenca é que se deve expressar as equagoes em termos de pressdo, ao invés de

potencial. Isso é feito utilizando a Eq. 9.1. Desenvolvendo-a, tem-se:

P =DPo+ Pt

= pg(Ho — 2) + pt (9.5)

onde H, é a altura da zona de déleo e z é a coordenada do né considerado. Novamente, a pressao
atuante sobre a interface entre 6leo e gas, ou seja, na superficie livre (3), é apenas aquela exercida
pelo gas sobre o 6leo (p;), pois z = H,. Sem perda de generalidade, a pressdo na interface pode
ser assumida como zero. Assim, todos os nés dos limites laterais (2) e (4) e da superficie livre (3)

tem pressao conhecida com valor em funcado da sua coordenada z:

p(2) = pg(H, — 2) (9.6)

Desta equacdo, pode-se notar que a pressao varia linearmente com a profundidade, desde 0 na

superficie livre até pgH, na base.

b) Derivada da pressao na direg¢do normal

A determinagdo das condicbes de contorno de velocidade devem ser traduzidas em termos de

variagdo da pressdao na dire¢do normal ao elemento. Para isso, utiliza-se a Eq. (3.7):

q=-KVo
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Sobre o contorno, se calcula a velocidade na dire¢ao normal ao elemento, que é dada por:

0d

K5 (9.7)

q-n=q=

Substituindo a definicdo do potencial, tem-se:

ik 2 (2

In \ pg

_ o (p), 0=

-5 (pg) * o (5:8)

Como a transformacdo de potencial em pressdo estd sendo realizada apenas pontualmente,

pode—se escrever que:

B 1 0p 0z
qg=—K (pgan + aﬂ) (9.9)

Explicitando-se o termo da pressao, tem-se:

Op q 0z
- _ el 9.10
on P9 (K + 8n> ( )
Da Fig. 9.1, pode-se perceber que a diregdo normal a base (linico segmento que tem velocidade
conhecida) é h = —k. Assim, a condiciio de contorno da base fica:
dp
—| =rg (9.11)
on base

Assim, para os mesmos nés da base que se determinou a condi¢do de ¢ = 0 para o escoamento
potencial, se define dp/dn = pg para o escoamento compressivel. A partir da Eq.(9.10) se escrevem
as condigbes de contorno de fluxo no instante de tempo inicial ¢ = 0, considerando que no tempo

t =0, ¢ =0 para todo o dominio:

0

er =0 (9.12)
on lateral direita

dp

— = —pg (9.13)
on superficie livre

0

er =0 (9.14)
on lateral esquerda

As técnicas de obtencao das equagOes extra se repetem aqui tal como para o escoamento

monofasico potencial.
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9.2.3 Escoamento bifasico potencial

Assim como no escoamento monofasico potencial, a equagdo governante é a de Laplace (Eq. 3.14),
escrita em termos do potencial ®. Logo, as condi¢bes de contorno aplicaveis a cada um dos nos
sdo novamente de potencial conhecido ou de velocidade conhecida. Para fins de exemplificacao,
considere o reservatorio cotendo dois fluidos mostrado na Fig. 9.2, contendo o fluido mais denso

na sub-regido inferior e o menos denso na sub-regido superior.
Para efeitos de simplificagdo da nomenclatura, serd assumido que hé dgua na sub-regiao inferior
(identificada pelo sub-indice “w”) e éleo na sub-regido superior (identificado pelo sub-indice “o0”).

O tratamento matematico é idéntico se os fluidos forem 6leo na sub-regido inferior e gas na superior.

(@)

(8 ©6)
3
3)

(€Y (@)
(€]

Figura 9.2: Exemplo: reservatério retangular contendo dois fluidos

Conforme mostrado no capitulo 7, cada sub-regiao deve ser tratada de forma independente
da outra. Todavia, como formam um tnico dominio, as duas sub-regides devem compartilhar o

mesmo sistema de coordenadas.

a) Potencial

Sub-regiao superior. A sub-regidao superior, contendo 6leo, tem potencial dado por:

@O:w_,_zo
Pod
H,+H, — z

:pog( o w o)+ Dt ¥z,

Pod Pog
=Ho+Hy— 2+ bt + 2o

Pod
Dt

=H,+ H, + (9.15)

Pod

Da mesma forma que nos casos anteriores, p; é a pressao de topo, a que a coluna de fluido

superior estd submetida. Esta pressao pode ser assumida como sendo zero. Desta forma, toda a
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sub-regido superior tem potencial constante de valor igual a altura total da porcao simulada do
reservatorio (H, + H,,). Assim, todos os nés dos limites laterais (6) e (8) tém potencial conhecido,

igual a:

‘I)(ﬁ) = (1)(8) =H,+ H, (916)

Sub-regiao inferior. A sub-regido inferior, contendo agua, tem potencial dado por:

P, = (pw + Do +]3t) + 2w (9'17)

Pw9
onde p,, € a pressao referente ao peso da coluna de agua que estd acima do né, p, é a pressao
que toda a coluna de Oleo exerce sobre a interface e p; é a pressdo de topo. Continuando o

desenvolvimento, tem-se:

_ pwg(Hw - Zw) + pogHo Dt

Dy, + + 2w
Pwg Pwg Pwd
:Hw_zw‘i‘&Ho'i‘ﬁ—FZw
w Pw
1
a2 0.15
« Pwd

onde « é a razdo entre as massas especificas do fluido inferior e do superior (Eq. 7.14). Nova-
mente, assume-se p; = 0. Dessa forma, toda sub-regido inferior tem potencial constante de valor
relacionado as alturas das duas sub-regices (H,, e H,). Assim, todos os nés dos limites laterais

(2) e (4) tém potencial conhecido como:
1
(I)(Q) = @(4) =H, + aHO (9.19)

b) Velocidade

Base, topo e limites laterais. Tratando cada sub-regiao de forma independente, a determinagao
das condig¢bes de contorno de velocidade para base e limites laterais é idéntica a mostrada para o

escoamento monofasico potencial. A do topo é idéntica a da base.

c) Interface

Na interface reside a maior diferenca na determinacdo das condi¢bes de contorno entre os si-
muladores potenciais monofasico e bifasico. Até aqui, as duas sub-regides foram tratadas como
independentes. Para “acoplé-las”, utilizam-se, conforme mostrado no capitulo 7, as equagoes de

continuidade na interface. Sdo elas a equagdo de compatibilidade de potenciais (Eq. 7.13) e a
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equacao de equilibrio de velocidades (Eq. 7.2). Assim, tem-se:
(I)(S) + Oé‘I’(g) = (1 — a)z (920)

q3) T 45 =0 (9.21)

A Eq.(9.20) é aplicada apenas aos nés intermediérios da interface (os nés nas duas extremidade
ja tém seu potencial conhecido). A Eq.(9.21) é aplicada a todos os nés da interface, comegando

na velocidade depois do primeiro né e terminando na velocidade antes do tltimo né.

Além destas equacdes de “acoplamento”, os nés intermedidrios da interface necessitam, assim
como os da superficie livre dos simuladores monofasicos, de equagbes extra por terem, cada um,
3 variaveis desconhecidas. Para suprir as equagoes necessarias, novamente é utilizada a técnica

d

de adotar a condicdo de colinearidade entre os elementos, fazendo ¢* = ¢%. Mais uma vez, a

discretizagao da interface deve ser feita em um nimero suficientemente grande de elementos, de

forma que se minimize o erro numérico introduzido pela suposicao de colinearidade.

9.3 Movimentacao da interface

A velocidade calculada na interface é, na verdade, a velocidade dos pontos materiais que a definem.
E possivel, entdo, deduzir a equacao que define sua posicao em funcao desta velocidade. Considere,

para este caso, que exista uma funcao F', definida por:

F=z—-Xx,t)=0 (9.22)

onde A (z,t) é a fungdo que expressa a altura da interface para uma determinada coordenada

x e um certo instante de tempo.

Como a interface é uma linha material, pode-se fazer:

DF O0F q
o= o 6‘VF—0 (9.23)
Substituindo a Eq.(9.22) na Eq.(9.23), tem-se:
DF oX q
A T — = .24
D oD +® (Vz=V\A) =0 (9.24)
Explicitando a variacdo de A no tempo, tem-se:
ox 1
2 g - —q-V\ 9.25
5 —ola-Vz—a V) (9.25)

Sabendo que Vz = &,, pode-se fazer:
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ox 1 R
azé[Q'ez—Q'VM (9.26)

A Eq.(9.26) é a equagdo que define a variacdo da posi¢do (em z) de um determinado ponto
da interface. H4 de se notar que esta equacdo inclui uma parcela linear, dada por q - €., e uma
parcela nao linear, dada por q - VA. Neste trabalho, optou-se por desconsiderar a contribuicao

nao linear para o deslocamento da interface. Desta forma, obtém-se:

ox 1
— =—q-é 9.27
ot o1 (9.27)
O produto escalar da equagao acima (q - €,) é o vetor velocidade projetado no eixo z e é dado

por:

q-é;= —Kgf (9.28)

Como a informacao que se tem é a de velocidade normal ao elemento (g), deve-se escrever a

equacao em termos desta velocidade normal projetada no eixo z:

N _1 g
ot  ©Ocosp

(9.29)

onde 3 é o angulo formado entre o vetor normal ao elemento e o eixo z.

A Eq.(9.29) é a equagao utilizada neste estudo para a simula¢do da movimentacao da superficie
livre ou da interface entre dois fluidos. A implementacao desta equacdo no cédigo desenvolvido,
porém, deve ser feita de forma a levar em conta o tamanho do passo de tempo utilizado nas

iteragoes. Escrevendo a Eq.(9.29) em termos de diferengas finitas, temos:

1 .
Zm+l = Zm + m (q : ez)m At (9.30)

onde z é a altura da interface, At é o tamanho do passo de tempo e os sub-indices m e m + 1

indicam o passo de tempo atual e o imediatamente proximo.

9.4 Método de solugao
Condicao inicial

Inicialmente, tém-se as condi¢des de contorno prescritas, conforme demonstrado na se¢dao 9.2. No

instante de tempo ¢t = 0, assume-se que a interface coincide com a horizontal.
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Iteracao para cada passo de tempo At
Simuladores de escoamento potencial

Os c6digos desenvolvidos resolvem o problema potencial decorrente do cenério inicial, calculando
os potenciais e as velocidades na direcdo normal em todos os nés do contorno e da interface. A
proxima etapa € o calculo da nova posicao da interface. Para isso, leva-se em conta a velocidade
calculada, aplicando-a na Eq.(9.29). Como resultado, sdo obtidas as coordenadas de cada né da

interface ao final do intervalo de tempo At.

Estabelecem-se, entao, para a préxima iteracdo, um novo cendrio. As condi¢oes de contorno sao
as mesmas que foram prescritas inicialmente. A posicao da interface, agora, ndo é mais assumida

como horizontal, mas sim determinada pelas coordenadas calculadas.

O programa resolve o problema potencial decorrente deste novo cenario e realiza o calculo da
nova posicao da interface. Todo este procedimento é repetido pelo niimero de passos de tempo

indicado como parametro.

Com isto, pode-se obter a evolucdo da interface ao longo do tempo.

Simulador de escoamento compressivel

O simulador de escoamento compressivel calcula as pressoes e sua derivada na dire¢do normal.
Assim, depois de calculados, dois passos adicionais sdo necessarios. O primeiro é converter os

valores calculados de pressao (p) em valores de potencial (®), por meio da Eq.(3.8):

<I>:£—|—z
Pg

O segundo ¢ converter os valores calculados de derivadas de pressdo (Ip/On) em valores de

velocidade (q). Isso é feito utilizando a equagao (9.9):

1 0p 0Oz
=-K(—2 4+
I <pg on 0n>
A velocidade pode, entdo, ser utilizada para calcular a movimentacdo da interface. Com

excecao destes dois passos extra, o método de solucdo utilizado no simulador de escoamento

compressivel é igual ao utilizado nos simuladores potenciais.
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Capitulo 10

Validacao dos simuladores

desenvolvidos

Antes de utilizar os simuladores desenvolvidos em anélises, é necessario valida-los com base em
resultados disponiveis na literatura. Soares e Simdes (2012) desenvolveram uma solugéo analitica
para a vazdo critica e para a posicao da interface em condicdo de estabilidade, nesta vazao. Esta
solucao foi utilizada para comparar os resultados dos simuladores. A solucdo analitica utiliza

mapeamento conforme e tem validade restrita a casos que apresentam:

e Escoamento monofasico potencial;
e Pressdo na superficie livre igual a zero;

e Um tnico sumidouro pontual com coordenada z igual & metade da largura do dominio e

coordenada z igual a zero.

10.1 Estratégia de validagao

A solugao analitica disponivel foi desenvolvida para validacdo de experimentos realizados em célu-
las de Hele-Shaw, aparatos construidos para simular o escoamento de fluidos em meios porosos. Os
resultados publicados foram obtidos para uma célula de 2 m de largura, 0,4 m de altura da coluna
de liquido e 4 mm de espessura. O fluido extraido é glicerina, com densidade de 1255,5 kg/m3 e
viscosidade de 1025,5 x 1073 Pa.s.

Em cada um dos simuladores desenvolvidos foi inserido o conjunto de dados de forma a replicar

o caso resolvido analiticamente.

10.1.1 Simulador monofasico potencial

Os resultados do simulador de escoamento monoféisico potencial podem ser comparados direta-

mente com os resultados analiticos, uma vez que ambos adotam o mesmo modelo matematico.
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10.1.2 Simulador bifasico potencial

Para ser validado por meio de comparagao com um escoamento monofasico, o simulador bifasico
deve simular um caso que mantenha semelhanca dindmica com o escoamento monofdsico que
servird de referéncia. Analisando o nimero de Froude (Eq. 2.1), pode-se perceber que, para
garantir a semelhanga dindmica entre os modelos de escoamento bifasico e monofasico, deve-se

utilizar o mesmo Ap em ambos 0s casos.

Assim, o simulador bifasico deve ter seus parametros alterados de forma que o Ap bifésico seja

igual ao Ap monofasico. Entao, faz-se

Péleo(bifssico) = Péleo(monofisico) + Pgé.s(bifésico) (101)

para garantir que o Ap do escoamento bifisico seja igual ao do escoamento monofasico. Além
disso, ha que se garantir que a pressdo sobre a interface seja zero, para que ela tenha a mesma
condicao da superficie livre do escoamento monofésico. Entdo, deve ser adotada uma pressao de

topo p; = —pgas 9 Hyss Para que na interface, a pressao resultante seja zero.

Como todos os demais parametros continuam iguais, a semelhanca dindmica entre os escoa-
mentos é alcancada e os resultados do escoamento bifiasico potencial podem ser comparados com

os resultados analiticos disponiveis.

10.1.3 Simulador monofasico compressivel

Nao foi possivel encontrar resultados analiticos para o problema de escoamento compressivel em
meio poroso com fronteira moével. Logo, a validagdo do simulador monofédsico compressivel se dard

de trés formas, especificadas a seguir.

a) Escoamento com compressibilidade nula

A primeira forma de validacdo serd a partir da simulacdo de um escoamento com a compressibi-
lidade total nula (¢; = 0). Sendo a compressibilidade nula, a constante de difusividade hidraulica
1 tende ao infinito, indicando que qualquer alteracido na pressdo é comunicada instantaneamente
a todo o dominio. A fragdo 1/n, entdo, também se torna nula. Logo, a equagdo governante do

problema (Eq. 3.37) se torna a equagao de Poisson em termos da pressao, com sumidouro pontual:

0

19
Vip= 2l %5@( ~ %) (10.2)

E de ficil demonstracio que esta equacio ¢ apenas uma notacdo alternativa da equacdo de
Poisson para o escoamento potencial (Eq. 3.17) se a compressibilidade for nula e, consequente-

mente, p for constante.

Os resultados obtidos com esta simulagao podem ser comparados com os resultados analiticos,
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validando a solugao particular da equacao diferencial para o termo contendo o delta de Dirac.

b) Escoamento compressivel sem sumidouros

A segunda forma de validagao sera a partir da simulagdo de um escoamento compressivel confinado,
impelido pela diferenca de potencial entre as segdes de entrada e saida (Fig. 10.1). Nao ha
fronteira mével nem sumidouros concentrados. Os resultados para potencial e velocidade no tempo
t = oo (ou seja, quando a difusdo ja foi plenamente estabelecida e o regime permanente domina o
escoamento) serao comparados com a solu¢ao analitica. Para a geometria e condigdes de contorno
mostrados na Fig. 10.1 e utilizando K = 1 m/s, a solugdo analitica em regime permanente é
®(x) = -0,52+1eq =0, 5i. Isto possibilitara a validagado da solucdo homogénea da equacao

diferencial bem como a convergéncia da solugao particular para o termo difusivo.

q=0

T~
[N]
3

N

Figura 10.1: Geometria e condigdes de contorno simuladas para o caso (b)

10.2 Comparagao dos resultados

A tabela 10.1 apresenta os valores obtidos para vazao critica e coordenada z do né central da in-
terface em condicao de estabilidade, nesta vazdo. A Fig. 10.2 mostra a comparacao dos resultados

obtidos para a posicao da interface em condicao de estabilidade.

Tabela 10.1: Comparacao dos resultados obtidos

. Vazao critica Erro Altura do né central Erro
Simulador

[m?/s] 7] [m] [72]
Resultado analitico 0,00254 - 0,04243 -
Monofasico potencial 0,00259 1,97 0, 04228 0,45
Bifasico potencial 0, 00260 2,36 0,04416 4,08
Monofasico compressivel 0,00259 1,97 0,04224 0,35
caso (a)

H4 de se notar que o resultado analitico ndo apresenta os pontos da regido central (ponta) da

interface (Fig. 10.3). A coordenada da altura do né central apresentada na tabela é fruto de uma
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interpolacdo linear da curva analitica.
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015 ""| —— Resultado analitico

+ Simulador monofasico potencial
+  Simulador monofasico compressivel
+  Simulador bifasico potencial
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005

x[m]

Figura 10.2: Comparagao dos resultados para a posicdo da interface
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| | | | | | |
08 07 08 0.9 1 1.1 1.2 13
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Figura 10.3: Comparagao dos resultados para a posi¢ao da interface (ampliagao)

Simulador monofisico compressivel - caso (b)

A tabela 10.2 apresenta os valores de potencial e velocidade nos noés selecionados obtidos na
simulagao do caso (b) do simulador monofésico compressivel, bem como os resultados numéricos
de referéncia. A Fig. 10.4 mostra a distribuicao de potencial no interior do dominio simulado e a

posicao dos nds que aparecem na tabela.

Tabela 10.2: Comparacao dos resultados para o caso (b)

N6 Coord. x @®,, P um Erro ® qan Jnum Erro q
[m] [m] [m] [%] [m/s] [m/s] [%]
1 0,5 0,75 0,749908 0,01 0 0 -
2 1,5 0,25 0,249860 0,06 0 0 -
3 2 0 0 - 0,5  0,500109 0,02
4 2 0 0 - 0,5  0,500113 0,02
5 1 0,50 0,499893 0,02 0 0 -
6 0 1 1 - —0,5 —0,499971 0,01
7 0 1 1 - —0,5 —0,499982 0,00
8 1 0,50 0,500000 0 0,5.  0,500000: 0,00

A Fig. 10.5 apresenta a curva de evolugdo do potencial do ponto central do dominio ao longo

do tempo, para trés valores de condutividade hidraulica K.
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Figura 10.4: Distribuicdo de potencial no tempo t = oo
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Figura 10.5: Evolucao do potencial no ponto central do dominio para varios valores de K

10.3 Discussao

Os resultados obtidos foram suficientemente proximos das solugbes analiticas e numéricas dispo-
niveis. A excec¢ao ficou por conta do simulador bifasico potencial, que obteve erro da ordem de
2 % para vazao critica e de 4 % para a posicao do ponto central da interface, quando comparado
com a solugdo analitica de escoamento monofasico. Como nao existem solugbes analiticas para o
escoamento bifasico, nao foi possivel determinar se a fonte do erro é a aproximagao de escoamento
monofasico adotada, ou até mesmo a interpolacdo do vértice da interface. De qualquer forma, a
propria existéncia de um vértice entre elementos de contorno adjacentes da interface ja introduz

erros numéricos, como explicado no capitulo 9.

O simulador de escoamento compressivel se mostrou condizente com os resultados aos quais foi
comparado nos casos (a) e (b). A solugdo transiente nao foi comparada, porém, a Fig. 10.5 mostra
que a evolugao do potencial no dominio ocorre tdo mais rapido quanto maior for a condutividade
hidraulica do meio, como era de se esperar.
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Capitulo 11

Resultados

Os simuladores desenvolvidos podem ser utilizados em diversos tipos de andlises. Neste capitulo

serd mostrado um exemplo de andlise para cada um deles.

11.1 Simulador bifasico potencial

11.1.1 Liquido e gas

A primeira andlise realizada com este simulador foi uma comparacio entre os resultados de dois
casos de extracao de 6leo sujeitos a cone de gas. A tnica variante entre os dois casos € a altura da
zona de gas, que foi igual & da zona de liquido no primeiro caso e 5 vezes esta altura no segundo

Ccaso.

Dados:

e Fluido inferior: glicerina (p = 1245,000 kg/m?; 1 = 0,400 Pa.s; K = 5,7250 x 1072 m/s)
e Fluido superior: ar (p = 1,084 kg/m3; pu = 18,2 x 1075 Pa.s)

e Vazio: —2,8046 x 107* m?/s

e Tempo final: 3600 s; At=1s

2500
2000
5| 1500
| 1000
. - 500

0 02 04 06 08 1 12 14 60

x[m]

Figura 11.1: Gradiente de pressdo: altura da coluna de gas igual a da coluna de liquido

As figuras 11.1 e 11.2 mostram o gradiente de potencial em cada fluido no tempo final, com

interface estavel. Pode-se perceber pela escala que a pressdo na zona de glicerina nao se altera
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com a altura da zona de gas simulada, como era de se esperar.

1500

z [m]

1000

500

0s
x [m]

Figura 11.2: Gradiente de pressdo: coluna de gas 5 vezes maior que a de liquido

O fluxo de glicerina que é produzido, medido pela quantidade do liquido que entra pelos limites

laterais por unidade de tempo, também nao se altera, como pode ser visto na Fig. 11.3

Assim, fica claro que a altura da coluna de gas nao influencia nos resultados da simulagdo. De
fato, isto permite que se utilize a formulacdo de dominio tinico para simular o fenémeno do cone

de gas sem prejuizo nos resultados referentes ao 6leo.

Da Fig. 11.3 pode-se inferir, ainda, que a producao alcancou o regime permanente, sendo que
a interface ficou estabilizada. O fluxo que entra na zona de gas chegou a zero, indicando que nao

hé movimento da massa de ar sobre a glicerina.
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‘| ——Fluxo entrando na zona de gas (caso 1)
— Fluxo entrando na zona de liquido {caso 1)
—==Fluxo entrando na zona de gas {caso 2)

Fluxo [m?/s]

——=Fluxo entrando na zona de liquido {caso 2}

500 1000 1500 2000 2500 3000 3500
Tempo [s]

Figura 11.3: Fluxo que entra em cada sub-regiao
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11.1.2 Liquido e liquido

Esta segunda andlise realizada com o simulador bifasico potencial foi uma comparacao qualitativa
entre os gradientes de potencial e de pressdao no dominio e seu comportamento na interface. O

cenario é uma extracdo de 6leo sujeita a ocorréncia do cone de agua.

Dados:

e Fluido inferior: dgua (p = 1025,1817 kg/m?; 1 = 0,0003 Pa.s; k = 1 darcy)
e Fluido superior: petréleo (p = 688,7939 kg/m?; u = 0,003 Pa.s)
e Vazdo: —1,0 x 1074 m?/s

e Tempo final: 864000 s (10 dias); At =100 s

A Fig. 11.4 mostra os gradientes de potencial nas zonas de dleo e de agua em um determinado

instante de tempo. A Fig. 11.5 mostra os gradientes de pressdo no mesmo instante de tempo.

0.4 04
0.3
_ 0.35
% 0.2
0.3
0.1
0 0.25
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 16

x[m]

Figura 11.4: Gradientes de potencial no instante ¢

Pode-se perceber visualmente as condi¢oes de compatibilidade na interface: a pressdo é conti-

nua ao longo de todo o dominio. O potencial d4 um salto na interface entre os fluidos.

0.4 3000
0.3 2000
% 0.2 1000
0.1 0
0 -1000
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 16

x [m]

Figura 11.5: Gradientes de pressdo no instante ¢
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11.2 Simulador monofasico potencial

Com o simulador monofasico potencial pode-se simular apenas o fendmeno do cone de gas. Um

caso de extracdo em vazao critica é apresentado.

Dados:

e Fluido: glicerina (p = 1255,000 kg/m?; pu = 0,51 Pa.s; K = 0,0335 m/s)
e Vazdo: —1,6708 x 1072 m?/s
e Tempo final: 1000 s; At =1 s

A Fig. 11.6 mostra o fluxo de glicerina que entra pelos limites laterais. O deslocamento do né

central ao longo do tempo é mostrado na Fig. 11.7.

Fluxo [m?s]

| | | | |
100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000
Tempo [s]

Figura 11.6: Fluxo que entra no dominio simulado

\\

o1 | | | |

500
Tempo [s]

Figura 11.7: Altura do né central da interface ao longo do tempo

A figura 11.8 mostra o gradiente de potencial na situacao de interface estavel. Apesar da vazao
ter sido previamente determinada como sendo a critica, note que a superficie livre estabilizada

ainda se localiza a uma certa distdncia do poco. Esta regido entre o vértice do cone e o pogo é
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uma zona instavel. Qualquer incremento na vazao de extracdo causa a aceleracao da interface e
esta, fatalmente toca no poco. Nao se consegue extrair 6leo com a interface nesta zona instével

sem a utilizagdo de sistemas de controle que a estabilizem.

1

0 0.5 1 1.5 2 25 3 3.5 4
x [m]

Figura 11.8: Gradiente de potencial com interface estavel

11.3 Simulador monofasico compressivel

Com o simulador monofésico compressivel pode-se simular o fendémeno do cone de gas levando em
consideracao a compressibilidade do sistema éleo-rocha. Para evidenciar os efeitos da compres-
sibilidade, exagerou-se no valor de ¢; e simulou-se o mesmo caso apresentado com o simulador

monofasico potencial.

Dados:

e Fluido: glicerina (p = 1255,000 kg/m?; pu = 0,51 Pa.s; K = 0,0335 m/s; n = 0,0335Pa™1)
e Vazdo: —1,6708 x 1072 m?/s
e Tempo final: 4000 s; At =1 s

As sucessivas imagens do mapa de potencial podem ser comparadas com as do escoamento
potencial. Isso evidencia que, com a equagao da difusividade, a propagagao da queda de potencial
nao é instantdnea como no escoamento potencial (Fig.11.9). A Fig. 11.10 apresenta a comparagao
entre o deslocamento do né central ao longo do tempo para os dois casos. A evolugdo do potencial
em um ponto no interior do dominio é mostrada pela Fig. 11.11. E notdvel o aparecimento
de uma oscilagdo no potencial nos primeiros instantes de tempo (Fig. 11.12). Este erro ¢ uma
caracteristica do Método da Reciprocidade Dual para problemas transientes, que foi aplicado neste

simulador. Seu efeito, no entanto, desaparece logo apds alguns passos de tempo de simulagao.

Vale lembrar que o efeito da compressibilidade do fluido e da formacao foram exagerados nesta
simulacio de forma a evidencia-los mais. De toda forma, é possivel inferir que o tratamento do
sistema como incompressivel introduz alguma ordem de erro na determinacdo da vazao critica e

da posicao da interface estavel.
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15 s 15 s

45 s 45 s

1000 s 1000 s

Figura 11.9: Comparagao da propagagdo da onda de potencial. Coluna esquerda: escoamento
compressivel. Coluna direita: escoamento potencial

107



——Escoamento compressivel
—— Escoamento potencial

\

Figura 11.10: Comparacao
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Conclusoes

Este trabalho reuniu as caracteristicas-chave e informacoes a respeito dos fenémenos dos cones de
agua e de gas em pocos de petrdleo horizontais. Foram analisados os modelos matematicos sobre
os quais foram desenvolvidas as formulacées do Método dos Elementos de Contorno para o estudo

de tais fendmenos, bem como as condi¢Ges de contorno pertinentes.

Uma primeira analise do problema mostrou que o MEC é uma ferramenta a altura do estudo
proposto. Ficou evidenciado que este método é eficaz no tratamento de problemas como o escoa-

mento de fluidos em meios porosos, principalmente quando existem fronteiras méveis envolvidas.

Fica fundamentado na literatura que a integracdo analitica dos elementos das matrizes de
influéncia do MEC, aliada a utilizacdo de elementos lineares continuos, é uma estratégia eficaz
para o aumento do desempenho dos algoritmos implementados. Consequentemente, este tipo de

integracado contribui para a diminuicdo dos custos computacionais envolvidos.

Trés simuladores de escoamento de fluidos em meios porosos foram desenvolvidos seguindo as
bases tedricas aqui apresentadas. O primeiro simula escoamentos monofasicos potenciais, para
utilizacdo no estudo do cone de gas em produgdo sub-critica. O segundo simula escoamentos
bifasicos potenciais para utilizagdo tanto no estudo do cone de dgua quanto no estudo do cone
de gas, em ambos os regimes de producao: sub-critica ou supercritica. Este simulador utiliza a
formulacao de sub-regioes do MEC para lidar com um dominio homogéneo por partes. Finalmente,
o terceiro é um simulador de escoamentos monofasicos compressiveis, para utilizacao no estudo do
cone de gas. Este simulador emprega a formulagao do Método da Reciprocidade Dual do MEC
para tratar problemas regidos pela equagao da difusividade hidrdaulica. Em todos os simuladores
foram utilizados elementos de contorno lineares continuos. A montagem das matrizes de influéncia
H e G foi feita utilizando o procedimento de integracdo analitica de seus elementos, conforme
mostrado neste texto. Os trés simuladores foram comparados satisfatoriamente com relacdo a

solugoes analiticas disponiveis.

O conjunto de simuladores desenvolvidos foi efetivamente empregado na simulacdo dos fenéme-
nos dos cones de agua e de gas. Seu principal uso ocorreu em paralelo a experimentos de controle
e automagao utilizando células de Hele-Shaw, os quais visavam a otimizacao da producao de 6leo.
Neste ambiente, o conjunto de simuladores tornou-se a principal ferramenta para a determina-
¢do da vazao critica e predicdo do comportamento da interface entre fluidos, comprovando sua

utilidade em pesquisas aplicadas de engenharia.
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Trabalhos futuros

Este trabalho lanca as bases para o desenvolvimento de simuladores que permitam o estudo dos
fenémenos dos cones de dgua e de gas em trés dimensoes. Adicionalmente, sdo sugeridos como

trabalhos futuros:
1. a inclusdo nos modelos utilizados da permeabilidade ortotrépica do meio poroso, caracteris-
tica de ocorréncia frequente nas rochas sedimentares;

2. a extensao da formulagao do Método da Reciprocidade Dual do MEC para sub-regioes, a

fim de permitir o estudo do cone de dgua considerando a compressibilidade do sistema;

3. a adigfo de ndo-linearidades ao modelo de escoamento compressivel. Exemplos sdo a adogao

do fator de compressibilidade e da porosidade como sendo fungoes da pressao.
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