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Resumo

A partir dos campos eletromagnéticos obtidos dos potenciais de Liénard-Wiechert gerados
por uma carga pontual elétrica em movimento, construimos as equagoes de movimento
para duas particulas carregadas. Para construir as equacoes de movimento usamos a
forca de Lorentz, Ogll_f:) = q(E + v x B), onde E e B sdo os campos elétrico e magnético
respectivamente e p é o momento relativistico. Fazendo um reescalonamento temporal e
espacial obtemos um sistema de equagoes diferenciais que depende de apenas um para-
metro: a razao das massas. Com a dinamica do sistema dependendo apenas da razao das
massas e das condic¢oes iniciais, podemos simular um sistema elétron-pésitron e qualquer
outro sistema de duas cargas elétricas pontuais. Para cada sistema podemos analisar a
aceleragao, velocidade e posicao das particulas, a aceleragao relativa, velocidade relativa e
posicao relativa das particulas bem como a do centro de massa e o tempo de decaimento.
Analisando as equacoes do movimento em coordenadas polares deduzimos uma expressao
para o tempo de decaimento das particulas, o qual depende do raio inicial e da razao entre

as Inassas.



Abstract

From the electromagnetic fields obtained from the Liénard-Wiechert potentials generated
by an electric point charge in motion, we build the equations of motion for two charged
particles. To build the equations of motion we use the Lorentz force, Cfl—‘t’ =q(E+v xB),
where E and B are the electric and magnetic fields respectively and p is the relativistic
momentum. Making a temporal and spatial rescaling we obtain a system of differential
equations which depends on only one parameter: the ratio of the masses. With the dy-
namics of the system depending only on the ratio of the masses and the initial conditions,
we can simulate an electron-positron system and any other system two point electric
charges. For each system we can analyze the acceleration, velocity and position of the
particles, the relative acceleration, relative velocity and relative position of the particles
as well as the center of mass and the decay time. Analyzing the equations of motion
in polar coordinates we deduce an expression for the decay time of the particles, which
depends on the initial radius and the ratio of the masses.
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Capitulo

Introducao

A partir do modelo atomico de Bohr para o atomo de hidrogénio no estado
fundamental, temos que o elétron move-se em uma orbita circular de raio ag = 0.53 X
10719 m ao redor do préton. Como o elétron é acelerado uma andlise classica sugere
que ele ird continuamente irradiar energia, e, portanto, o raio da orbita iria diminuir
com o tempo[l]. O caso em que a 6rbita do elétron pode ser considerado quase circular
é uma situacao simples o bastante e também corresponde bem ao regime conhecido das
trajetorias classicas do elétron irradiando. Devido a emissao de radiagao classica, qualquer
orbita limitada, que é inicialmente eliptica, torna-se quase circular enquanto o elétron
espirala em dire¢ao ao nticleo [3],[4] e [5].

Sabemos que pelo modelo de Schrodinger o &tomo de higrogénio no estado funda-
mental é estavél, portanto nao observamos o colapso do elétron. Entretanto, se desconsi-
derarmos o modelo de Schrodinger e fizermos uma anélise classica qual seria o tempo de
decaimento do elétron? Nao somente esta questao surge, mas também podemos nos per-
guntar sobre a dinamica destas duas particulas. E se considerarmos outras duas particulas
carregadas que tenham massas diferentes das do proton e do elétron?

O objetivo deste trabalho é fazer uma analise da dindmica de duas particulas
classicas carregadas em um regime nao relativistico. A construcao desse sistema apresenta
algumas dificuldades na integragdo numérica que pode levar a sérios problemas: (i) Como
tratar o tempo de retardo nas equagoes de movimento para definir 6rbitas fisicas regulares
e (ii) evitar solugoes explosivas [2].

No capitulo (I) faremos uma breve revisao das equagdes de Maxwell para cons-
truirmos os potenciais de Liénard-Wichert, uma vez que os campos eletromagnéticos ge-
rados por uma carga carregada em movimento sao obtidas a partir destes potenciais. No
capitulo (II) utilizaremos os campos calculados no capitulo (I) para construir as equagoes
de movimento para duas particulas pontuais carregadas. Uma vez obtido o sistema de
equacoes diferenciais que descreve a dindmica das duas cargas, realizaremos uma transfor-
magao das escalas temporal e espacial de modo que as equagoes de movimento dependam
apenas de um pardmetro: a razao das massas das particulas. No capitulo (III) faremos
um estudo analitico e numérico das equagoes e assim obter a aceleracao, velocidade e
posicao das particulas, tempo de decaimento, posicao, velocidade, aceleracao relativa e do
centro de massa. No capitulo (IV) encontraremos uma expressao para descrever o tempo
de decaimento em funcao do raio inicial e a razao das massas das particulas. No capitulo
(V) iremos tratar da radiagao emitida pelas particulas e por fim no capitulo (VI), iremos
fazer as consideracoes finais do trabalho bem como as perspectivas futuras.



Capitulo 1

Campos Eletromagnéticos

Neste capitulo revisaremos alguns conceitos do eletromagnetismo e usaremos os
conceitos estabelecidos para obter a equagao diferencial desejada para o estudo do pro-
blema.

1.1 Potenciais Escalares e Vetoriais
e Calibre de Lorentz

As equagoes de Maxwell na forma,

V-E = & (1.1.1)
€o
V-B = 0 (1.1.2)
0B
E = —— 1.1.
V X T (1.1.3)
OE
VxB = /J,OJ"’/J/QEOE (114)

formam um conjunto de equagoes diferenciais de primeira ordem parciais e acopladas.
Para casos simples, elas podem ser resolvidas e obtemos os campos elétrico e magnético
de uma distribuigdo de carga p(r,t) e uma distribuicao de corrente J(r,¢). Porém, a
sua resolucao para um caso geral nao é tao simples, ou seja, nao é uma tarefa féacil
determinar E(r,t) e B(r,t) dados p(r,t) e J(r, t) para um caso geral. Para o caso estatico,
eletrostatico e magnetostatico, as leis de Coulomb e Biot-Savert podem ser aplicadas e
algumas técnicas podem ser utilizadas para resolver o problema, entretanto se analisarmos
um caso geral, em que todas as grandezas fisicas relevantes ao problema podem depender
do tempo, aquelas duas equagoes, que sao validas para a condig¢ao estatica, nao podem ser
empregadas na forma usual em que conhecemos. Precisamos entao estender a validade
delas para o caso geral.

Nos problemas de eletrostéatica e magnetostatica utiliza-se o conceito de potencial
escalar e vetorial para a resolucao desses problemas. Da mesma forma exploraremos o
conceito de potencial escalar e potencial vetorial para o caso geral.

Seja a equagao (1.1.2)

V-B=0

que estabelece que o fluxo magnético através de uma superficie fechada é zero. Quando o
divergente de um campo vetorial é nulo, ele pode ser escrito como sendo o rotacional de
outro campo vetorial, conforme a relagao

V-(Vx2A)=0.

3
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Assim, podemos definir um campo vetorial 2 de modo que
B=Vx (1.1.5)

O campo 2 é o potencial vetor magnético e devemos lembrar que 2 = (r,t). Pela
equagao (1.1.3),

0B
VXE=——
ot’
o campo elétrico nao pode ser escrito simplesmente como E = —VV, que é verdade

somente para o caso estatico quando V x E = 0. Utilizando o potencial vetor magnético
na equagao (1.1.3), podemos reescrevé-la da seguinte forma

0B
VxE=—F5
VXE——Q(VXQD
Ot ’
oA
E = —
V x +V><8t 0,
o2
E+— ) =0.
VX( +8t) 0

Agora temos uma grandeza cujo rotacional é nulo, portanto podemos escrever essa gran-
deza como o gradiente de um escalar.

oA

E+ = —
+ En vV
e entao,
oA
E=- - —. 1.1.
\YA%4 5 (1.1.6)

Assim temos os campos elétrico e magnético em termo dos potencias. Conside-
rando a equagao (1.1.1),

e da expressao (1.1.6), temos

v.(_vv_a_m) _ P’

ot €
oA p
—V - (VV)-V- (E) = -
vyl 9 v.a) = 2
8t €0

9 p

2 J— . f— —_—

ViV + pr (V-20) - (1.1.7)

Partindo agora da lei de Ampére-Maxwell (1.1.4),

oE
V xB = pugdJ —
X Hod + Lo€o 5
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e usando (1.1.5) e (1.1.6),0btemos

V % (V x 2) :MOJ+MOGO% (—vv_ 3_91) |

Aplicando a identidade V x (V x ) = V(V - ) — V22 na equagao anterior obteremos
a seguinte expressao

0 0 (02U
. — 2 — —_ [— — JR— R
VI 2) = V22 = T — oy (T) ey ()
1% %A
V(V . Q[) +V (M()EOE) — Vzi)l + MOEOW = MoJ
022 oV
Vle — M060—6t2 - V (V . Ql + NOEOE) = —[I,()J (118)

essa é a equacgao derivada da lei de Ampére-Maxwell.

As equagoes (1.1.7) e (1.1.8) podem ser simplificadas mediante uso de transforma-
¢oes de gauge (ou transformacao de calibre), uma vez que as expressoes (1.1.5) e (1.1.6)
nao definem univocamente um potencial escalar V' e um potencial vetorial 2.

Podemos analisar isto observando novamente a equagao (1.1.5)

B =V x%,
e utilizando a seguinte relacao
V x (V) =0.
Portanto, se considerarmos
A=A+ Vo, (1.1.9)

temos que o campo magnético correspondente sera

B = vVxU
B = Vx((A+V0b
B = Vx2A+V x (V)
B -
—0

B = B,

portanto o campo magnético permanece invariante sob transformagao (1.1.9). Olhemos
agora o campo elétrico (1.1.6),

oA
E=_-Vy -2
\A% 5
submetido a transformagao (1.1.9)
oA
E/ — _ / _
\A4 5
, 0
= —VV —a(mve),
, oA 0
= —VV —E—E(Vﬁ),

o0\ oA
_ / i e
- V<V+at> 5



1.2. POTENCIAIS E CAMPOS DE LIERNAD-WIECHERT

Se definirmos a transformacao

, 00
V—V—E,
ficamos com
, o0 00 oA
E = _V(V_E+§)_E’
E = —VV—a—Ql:E,
ot

(1.1.10)

tornando o campo elétrico também invariante. As transformagdes de calibre (1.1.9) e
(1.1.10) deixam os campos eletromagnéticos invariantes sob transformagao de calibre.
Dentre varias transformagoes de calibre analisaremos o calibre de Lorentz que é de grande

importancia para chegarmos ao nosso objetivo.

Para determinar o calibre de Lorentz, primeiro escolhemos a divergéncia do poten-
cial vetor magnético de modo a desacoplar a equagao (1.1.7) e (1.1.8). Assim no calibre

de Lorentz escolhemos como

oV
V-A= _MOEOW'
Com isso, temos
0*V p
2V _ e _
\4 Ho€o 2 0
e
0?2
VA — MOEOW = —pod.
Definindo o operador D’Alembertiano como
92
O=vVv?— —
\4 Ho€o 92’

podemos reescrever as equacoes acima da seguinte forma,

av = -2,
€0

(1.1.11)

(1.1.12)

As duas equagoes acima sao equagoes da onda, sendo uma para o potencial escalar e

a outra para o potencial vetor magnético.

1.2 Potenciais e Campos de Liérnad-Wiechert

Agora temos como objetivo resolver as equagoes de onda,

02V p
2V _ z- - - _r
\Y Ho€o 12 o
0%
VA — Ho€o = —pod,

ot
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para obter os potenciais V(r,t) e 2(r,t) associados as distribuigoes de carga p(r,t) e
J(r,t), respectivamente e, a partir deles, determinar os campos E(r, t) e B(r,¢). Sabemos
que no caso estatico as equagoes (1.1.11) e (1.1.12) sao

L
€o
VAL = —pd,
cujas solugoes sao
1 /
V(r) = / LG (1.2.13)
dmey Jy |lr — /||
Ho J(r')
= — | ———dV. 1.2.14
I Y —

No caso estatico as fontes dos campos e potenciais sao fixos no tempo. No caso
geral elas nao sao constantes no tempo, de modo que as varia¢oes temporais nas fontes
vao produzir alteragoes nos potenciais por eles gerados. Temos as cargas localizadas na
posicao r’ e o ponto de observacao dos potenciais localiza-se na posicao r, a "informacao"de
que houve uma alteragao na fontes deve percorrer uma distancia ||r — r’[|. Como ha uma
diferenca de tempo entre o instante em que as fontes emitem uma "informacao"da posicao
r’ e o instante em que ela é recebida na posicao r, definimos que este valor é dado da
seguinte maneira

el

¢ (1.2.15)

c

Os potencias observados no ponto r no instante do tempo ¢ nao dependem ins-
tantaneamente da configuracao das cargas e das correntes no tempo ¢, mas sim de como
elas estavam num instante de tempo ¢, anterior, quando a "informacao"foi emitida. Esse
tempo t,, chamado de tempo retardado, é dado por

vl

th=t—t' =t (1.2.16)

C

Com o uso do tempo retardado, as solugoes das equagoes (1.1.11) e (1.1.12) tornam-se,
mediante um extensao natural de (1.2.13) e (1.2.14),

/
V(r,t) L[ pht) (1.2.17)
dmeg Jy |lr — 1|
/
Ar,) = Fo (36 4, (1.2.18)

Ar Jy v =]

Neste caso p e J sao determinados no instante de tempo retardado ¢,., por isso os potenciais
acima sao chamados de potenciais retardados.

Para a construcao destes potenciais utilizamos simplesmente uma construgao 16-
gica, entretanto nao deduzimos e muito menos resolvemos as equacgoes diferenciais re-
lacionadas a elas. No apéndice A na se¢ao (1.1) é estabelecido um modo de resolugao
utilizando as fung¢oes de Green. Consideremos uma particula de carga ¢ movendo-se no
espago de modo que a sua posigdo atual seja descrita por r,(t), como mostra a figura
abaixo.
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Posigé4o no tempo de Retardo
/&

josigéo Atual

—

Figura 1.2.1: Carga pontual em movimento

A posi¢ao no tempo de retardo ¢ dado por r,(t,) e o ponto onde sera determinado
os potenciais de retardo é indicado por r, que independe do tempo t. O vetor R representa
a diferenca entre r e r,(t,), isto é,

R=r—r,t)
e por consequéncia, o tempo de retardo é determinado por meio da expressao
R=|r—r,t)||=c(t—t). (1.2.19)

A carga da particula é dado por

q= /Vp(rq(t)vtr) d‘/,

em que p (ry(t),t,) é a densidade de carga calculada no tempo retardado ¢,. Se a particula
nao tivesse em movimento, a integral acima seria calculada sobre toda a distribuicao de
cargas num unico instante de tempo, e teriamos o valor da carga normal. Como a particula
estd em movimento, as contribuicoes de diferentes partes da distribui¢ao de cargas sao
calculadas em tempos retardados, t, =t — w, diferentes e isso altera o valor da
carga total observada por um determinado fator geométrico.

A dilatagao geométrica produzida pelo movimento de um objeto, com velocidade

v quando é visto na posi¢ao r’ por um observador situado em r é

L/:L[l_r;r’.z] B

e =] ¢

onde L é o comprimento do objeto em movimento e L' é o comprimento com que ele é
percebido. Os comprimentos perpendiculares & direcao do movimento nao sao alterados
pelo fator acima, pois nao ha movimento nessas dire¢oes. Portanto, o volume do objeto
é alterado por um fator
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onde

r—r

eﬁ:X.

[r — '] ¢

R:

Assim, o elemento de volume de um corpo em movimento torna-se

av

av' = ——
1-R-8

(1.2.20)

portanto a carga da particula ¢ dado por meio de

,Ap““”””If%%E'

Para realizar a integral, é preciso escrever a densidade de carga para uma carga pontual.
Nesse caso, utilizamos uma funcao delta de Dirac,

p(rq(t),t) = g6 (rg(t) —14(t)) (1.2.21)

entao a carga é

/q5(rq(t)—rq(tr>>dvz q
v 1-R-8 1-R-3

sendo agora R =r —r,(¢,),

Ao r —rq(ty)
v —rq(t:)]]

e3 = @ calculados no tempo de retardo. Agora podemos calcular o potencial retardado
mediante

V(r,t) — 1 p(rq(t)7t7’) d‘/,
dmeo Jy [lr —rq(t)]]

assim obtemos

. 1 q0 (ry(t) —ry(t,)) dV
Ve = M@Ar|u—mmn )

Vit = L1 (1.2.22)

dmeg1 — R- 8

onde R =r —r,(t,) e que B8 = V(zr). O potencial acima é o potencial escalar retardado

para uma particula pontual de carga ¢ movendo-se com velocidade v(t,) num tempo t,.
O potencial vetor magnético definido em (1.2.14) é

po [ I 1)
) = dV.
T e

Para determinar a densidade de corrente J(r’, ¢,.), temos que o elemento de carga ¢ definido
como

dqg = pdV = p dA ||dlf],
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onde dA é a area perpendicular ao movimento do elemento de carga dg que ocupa um
volume dV = dA ||dl|| e |dl|| orienta-se na diregao e sentido da velocidade de dg. Derivando
a relagao acima em relagao ao tempo, temos

dgq 1|
g4 X
dt p dt
di = pdAw.

O lado esquerdo corresponde a corrente produzida pelo elemento de carga dg. A densidade
de corrente é obtida mediante

J = 5—124 =pv,
ou na forma vetorial, temos
J=pv,
assim achamos
J(r,(t),t,) = p(ry(t),t,) v(t,). (1.2.23)

Utilizando o mesmo argumento para introduzir o fator geométrico, o potencial vetor
magnético é

po [ p(eg(t).t) v(t,)  dv

Ql(rat) = An v Hr_r,H 1—R,3’

_ o [ g0 (rg(t) —re(ty) v(E)  dV
A Jy [r — '] 1-R-B

_ Hoq [ 0(rg(t) —xg(ty)) V(E)  dV
=) kvl 1-h.p

_ Hog_v(t)

- TR (1.2.24)
Ho€o q

= t
47TE()R—R',6V( )

1
Ho€o

utilizando ¢ = e a expressao (1.2.22), obtemos

Ho€o q

t) = tr),
A(r, 1) 4WEOR—R-5V< )

_v(t) ¢ 1
Ar,t) = —5 R R B

V(r)

tr
Ar,t) = V(62>V(r,t). (1.2.25)

Os potenciais retardados dados por (1.2.22) e (1.2.24) - (1.2.25) s@o conhecidos como
potenciais de Liénard-Wicherd para uma carga pontual em movimento.

A partir dos potenciais retardados podemos determinar os campos retardados
utilizando as relacoes abaixo

=
Il
|
<
<
|
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portanto,
¢ (R=RB)(1-p) Rx(R-RBxa)
B0 = (SRR ar AR )
(1.2.26)
B(r,t) = R(ctr) x E(r, t). (1.2.27)

A contrugao dos campos E(r,t) e B(r, t) é bastante laborioso, portanto o desenvolvimento
matematico pode ser visto no apéndice A na segao (1.2).



Capitulo 11

Equacao de Movimento Para Duas

Particulas Pontuais

Neste capitulo formularemos as equagoes de movimento de duas cargas pontuais

que interagem entre si através dos seus campos eletromagnéticos.

Dada as equacoes de

movimento, faremos uma transformagao de escala para obter somente um parametro.
Também analisaremos essas equacoes nas coordenadas do centro de massa e relativa.

2.1 Formulacao do Problema

Consideremos duas cargas pontuais q; e ¢» € suas respectivas massas m; e my em

movimento.

L J

Figura 2.1.1: Particulas Pontuais em Movimento

Sejam os campos E;(r,t) e B;i(r,t) que atuam na particula ¢ = 1,2 com i # j,
By(r.t) = - (Ri(t) — Ri(t)B;(t:)(1 = B3(t) | Ra(t) x (Ra(t) — Ri(1)B,(tr)) x A(t,))
e 4meg (Ri(t) — Ry(2) - B,(1,))3 2 (Ri(t) — Ry(t) - B,(t,))? ’
Bi(r, 1) Ri(ft) x Ei(r,t)
onde
R;(t) =r;(t) — r;(t,) (2.1.1)
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Para as particulas localizadas em rq(t) e ry(t) no tempo ¢ temos:

A forca F; é dada pela derivada temporal do momento relativistico p;, isto é,

dp;
dt -

F, —

Assim, a forca sobre a particula ¢ pode ser expressa como

dpi d
F. = — — (Vs
1 dt dt (Vlmzvz) )
= MV i — =
dt T gy
d 1 dVi

= — | —— | mivi +yimi— -

e\ Jy _ Z_j dt
3
Yimivi(vi - Ay)
= 2 + yimi A
Portanto a equagao diferencial na forma mais explicita é
S, (8) (vi(t) - Ay(t
AU ( )(V ( ) ( )) + %mZAZ(t) _ Fi(t). (2‘1‘3>

c2

Antes de resolvermos o sistema de equagoes faremos as seguintes aproximagoes: (i)
iremos desconsiderar o efeito de retardo, isto é, iremos considerar que toda "informacao
propagada'é transmitida de forma instantanea, logo o tempo ¢, é dado por

~ L, (2.1.4)

(ii) iremos desconsiderar o termo relativistico a esquerda da equagao (2.1.3), portanto a
equacao torna-se

miAi(t) = Fi(2). (2.1.5)

Realizando essa aproximacgao, observamos o surgimento do acoplamento das aceleracoes.
Como veremos nas equagoes abaixo temos as aceleracoes provenientes do termo newtoni-
ano, ou seja a expressao a esquerda da igualdade e as aceleragoes provenientes das cargas
em movimento expressa a direita da igualdade.

Definimos Xy, Y1, Z1 e Vig, Viy, Vi e Ay, A1y, Ai. como as componentes carte-
sianas das posigoes, velocidades e aceleragoes da particula 1 e X, Yo, Zy e Vo, Vo, Vo,
e Agg, Agy, Ay, como as componentes cartesianas das posicoes, velocidades e aceleracoes
da particula 2 e que ex, ey e ez sao

X=X BN L=
X =— 5 &v = y €z = .

r r r

As equacoes diferenciais para o sistema tridimensional serao dadas por!:

!'No apéndice B, tratamos com mais detalhes as contas realizadas para chegar no sistema descrito
abaixo.
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1 1
_Z_Lceom"|c + e, Vog + ey Vo, + €.V,
ViVo: + (e + 3)ViyVay + evez(VizVay + Vi Vo )+
(€3 + €3) + ey Vay + ezVa. + ecViz + ey Vi) A,

1 1
+Z_l ceomr|c + e, Vo, + €, Vo, + €, Vo,
VigVaexez + Vi Voeyez + GXGY(C2 — Vi Voo )+
ViyVas(€x + €3) + Vgxeyc) Ay

1 1

+Z ceonr|c + e, Vo, + €, Vo, + €, Vo, |?
exez( — ViyVay) + VisVau (X + €%) + ViyVaseyez
+Vi.Vayexey + Vazezc) As,

‘3Q1Q2 (VQQx + V22y

miAy, = e ((ex +¢e2)

E Q192 (Vigexc+

@192 (Vizexc+

1 1
+ZC€07TT2’C + ex‘/2m + ey‘/Zy + ez‘/Qz
+Vi = &) (exe® = ViyVayex — VioVasex + Vi Vasey
+eZ‘/iz%x + C‘/2x>

(2.1.6)

1 1

ZC€0W7’|C + e, Vor + ey‘/Qy +e. Vo,

teycVip + exey (2 — Vi, Va,) + excVa, + eyezViVa, + exez
‘/1,2‘/21;) A2z

mlAly = ‘3 q192 (Vlrv2y(e§( + 6%/)

1 1
4 ceomr|c + e, Vay + €y Vay + e, Vo,
+(e} + ex)Vi Voo + exez(VisVao + ViaVas) + eze(Vis
+‘/2z) + eXCVv21‘ + %xeXC) A2y

30 (=Vi:Vay (€5 + €%)

E @12 ((e% + ey )VigVas

1 1
Aceonr|c+ egVag + eyVoy + €. Vo,
—ezcVy, — %x%yeXeZ —exey Vi Vo, + Gyé’z(‘/lx‘/gx - 62)
—Vizeye) Ay,

1 1
4 ceomr?|c + €, Vay + e, Vo, + €, Va,
02) (_‘/193‘/23;6X + ‘/im%meY + ‘/iz%zeY - 6yC2 - C‘/2y
_eZ%z‘/Qy>

|3Q1Q2 (Vi + V22y + Vi -

(2.1.7)
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1 1
i =g CeoT|C + €3 Vag + €y Vay + € Va3 02 (Vicezetexez
<02 - ‘/13/‘/21/) + ‘/133‘/22’(6?5( + €2Z> + 6336‘/2,2 + ‘/la:‘/deYeZ
+‘/1y‘/2zeX€Y> A2x

1 1
— —Vi. Vs 2 + 2
4 ceomr|c + e, Var + e, Vo, + €. Vo, |? 12 (—ViyVa: (€3 + €3)
+€Y€Z(‘/ix‘/éx - 02) - eXeZ‘/ly‘/Qx - ‘/11‘/2z€X€Y - %zeyc
—Viyezc) Agy

! 1 2 2
4 ex +e3)VieVar
4ceo7rr|c+ ex Vo, + engy + ez%z‘g%(h (( X Z) 12 V2
—1—(6%/ + 622)‘/1@/‘/21; + 02(€§( + e%) + exey (Vig Vo, + Vi, Vo)

+‘/1$6XC -+ ‘/Lyeyc + eyc‘/éy —|— GXCV%) A2z

1 1
"4 Ve +Vy + Vs
4 ceqmr?|c + e, Vay + €y Vay + ezvzz’z‘hq? ( 2z 2y 22

_62) (62‘/15,;‘/255 + €Z‘/1y‘/2y - CVYQZ - 6202 — ‘/11;‘/236)(
_eY‘/ly‘/?z)

(2.1.8)

1 1
Agy = —=
st 4 cegnr| — ¢+ e, Vig + e, Vi, + €. Vi,
ey) + (ex + e5)\ViVa, + (eX + €3) Vi, Vo, + eyez (Vi Va,
+Vi, Vo) — ey Vo, — ezcVa, + Viseze — Vigeyc) Ary

e ((ey+

1 1
+10607T7“| et eaVio + egVhy + sz1z|3q1q2 (—excVoy + Vip
V2y(€§( + 6%/) + €X€Y(C2 — Vi Va,) —eycVi, + exez Vi Vo,

+eyezVigVay) Auy

1 1
7 Vi,V 2z(e% + 2
4 cegmr| — ¢+ e, Vig + e, Vi, + GZV1Z|3Q1Q2 ( 1 (ex +ez)
+6XeZ<C2 — ‘/]_y‘/Qy) - ‘/]_g;eZC + ‘/]_y%zexey — eXc‘/Qz + ‘/11:‘/234
eyez) Ar,

1 1

T dcegmr?[ — c+ exVip + ey Viy + eV PP (Vi Wiy + 1
—%) (—ViVasex — Vi, Voyex + exc® + VigVoyey + VigVasey
_‘/lxc)

(2.1.9)
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1 1

Zlcemrr| —c+e,Vig + e, Vi, +e. Vi,

+e3) + VisVageyey — Vigexe — Vageyc + Vi, Vasexes
+6X€Y(02 - ‘/12‘/22)) Alz

m2A2y - |3 41492 (Vvly‘/2z(€§(

1 1
4 ceonr| — ¢+ exVig + e, Vi, + e, V1,
+(ey + e5)\Vi Vo, + (X + €3)Vig Vo, — Vigexc — Visege
+€X6Z(‘/12‘/2x + ‘/190‘/22> - eZC‘/Zz - eXC‘/Qx) Aly
1 1
—= —Vi, Vi, (€2
4 cegnr| — ¢+ e, Vig + e, Vi, + ezvlz|3(hq2 ( 1 Vox (€
+e%) + Vaseyc+ Vigeze + eyez(VigVa, — ) — Vi Va,
exez —exezViyVoy) AL,
1 1
- V2 V2
+4 ceomr?| — c+ e, Vi + e, Vi, + ezV1z|3Q1q2 (Viz + Vit
‘/12z - 02) (_6X‘/1y‘/2x - 6Z‘/ly‘/éz - 6yC2 + ‘/1z‘/2zeY

|3 q192 (02(63( + 62Z)

+VieVazey + Viyc)
(2.1.10)
1 1 )

mafz: = 4ceqmr| — ¢+ exVig + e, Viy + ezV1z|3qlq2 (VisVas(ex

+e3) — Vageze + exez(? — ViyVay) + ViyVageyey
—Viexc+ Vi Voyexey) A,

1 1
“dceonr| — e+ e Vig + ey Viy + VPP (=ViVay
(65 + €3) + Vayezc + Vizeyc + eyes(Vig Vo, — %)
—exey Vi, Vop — V1xV2y€X€Z) Aly
1 1

_Zceom“| —c+ e Vig + e,V + e Vi P q192 ((6%6%)4‘
ViyVay + (€% + e3)ViaVar + (X + €3) — eycVay,
—excVo, + exey (VigVay + ViyVay) — Vigeye
—Vigexc) Ar.

—|—1 1 0o (V2 e
A ceqmr?| — ¢ + e Vig + e, Viy + Vi 1z T Viy
Vi =) (—ViVawex — ey Vi Vay + ezViy Vay
tezVigVar — e76° + Vis0)

(2.1.11)

este é o sistema de 6 equacoes diferencias que descreve o movimento das particulas.

2.2 Reescalonamento das Equacoes

Faremos uma transformacgao de escala de modo que as equagoes de movimento
dependam apenas de um tnico parametro: A razao das massas.
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Consideremos o seguinte reeescalonamento:

x=1LT, y=Ly, =Lz ,t="Tt. (2.2.12)

Calculando as velocidades, obtemos

dev Ldx L
Voo = G Ta T
dy Ldy L
= —_—= —— = _V* = V*
WS w Tt T
dz Ldz L
=T ra 1T
Assim temos as seguintes relagoes,
L
c==, Vo=cVg Vy=cVg, V., =clza (2.2.13)

T

Dando prosseguimento,

Ay = Az, Ay = —Ag, A, = —As. (2.2.14)

Substituindo os termos escalonados definidos em (2.2.12), (2.2.13) e (2.2.14) nas equa-
¢oes (2.1.6), (2.1.7), (2.1.8), (2.1.9), (2.1.10) e (2.1.11), temos

c 1lqiga 13(...) ¢ L 1%(..) ¢
—mAz=——-"——-———Apt+-—"———=—A
7 Armegc LA3(. )T 2 +47T€()CLC3(...)T &
lagle()e,  lagp 1 () (2.2.15)
Aregc LA )T Z  drege L2A3(..) o
cog _taeld()e,  lagld(.)c
T T dmee LA )T dmee LA(.)T
_1@11612102( )EA,_E%QQ LC4(---) (2.2.16)
Areoc LA )T 7 dmegc L2A3(...) o
c L 13(..0) ¢ L 13(...) ¢
—miAiz = —————— Ay — ———— = Aoy
7 Ameqc LA )T Amege LA )T
lawléC)e,  lan 1EC) 2217
Amec LA )T 7 dmegcL23(..) o
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c Lqiga 13(...) ¢ L 13(..0) ¢

—MoAgz = ————— LA+ -—————L—A

7" Amegc LA(. )T * Arege LA(. )T
1%612102( )£A7_1q1q2ic4( )
Ameoc LA )T 7 dmegc L23(..)

c L 13(..) ¢ 1qige 10( ) e

C gy = 12 2L ) C iy

7" Areoc LA )T " Amege LA )T Y

laela(.)e Llae T ct(--.)

Ameqc LA )T 7 " dmegc L2c3(..)

c L 13(...) ¢ laigz 1°(-.)

Ay = 2 2T B g A

T Ameoc LA )T " Amege LA )T Y
Ly 12(0.) ¢ Lqaige 1 ¢'(..)

CAmee LA )T dmegc L2A3(L.)

18

(2.2.18)

(2.2.19)

(2.2.20)

Os termos em parénteses sao os mesmos das equacoes antes do escalonamento, porém
agora com a barra escrita acima das posigoes, velocidades e aceleracoes para diferenciar

e indicar a nova escala.

Multiplicando todas as equagoes por % e definido % =1, com my < My, temos

’)’IA - = _ﬂ 1
1 47T€0mQC2L

ng 1

47T€0m2 2L

nAy =

nAiz =

Aﬁ:—

q1q2 1

Aregmoc? L

G2 1 (
47T60m262 L .
ng 1

AQ@ -

471'60?71202 L o

N2 1 (
47T€0m262L ‘
Q1% l(

47T€0m202 L o

Qg2 1 (
Amegmoc? L
U (
Aregmoc? L

7192 l(
dmegmac? L

— (..
(..

a1
) Ay — ———— (.
) 2 47T€0m202L(
ng 1
Agy — ———— (..
) 2 47T€0m202L
G121
) Ay — ————— (...
) Ao Amegmac? L
) a1
T Amegmac® LV
Gq 1
) A+ ——— (...
) A +47Teom202L
)A*— 4142 l
Y dreoma® LV
g 1
) Ay — —2——(

@12 1
Az + ——
) 2 +47T€0m2C2L
)A27+ q192 l

47T€0mQCQZ '

g 1
A+ 8 -
) 1z + 47T€0m202 L

477'60771262 L .

—(...) Ay

(),

) Agp

) Ary

(),
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g 1 a1
Agpm 82 2y Bl Dy
2 47T€0m202L( ) A 47T€0m262L( ) Ay

g 1 Qg 1
(. )Az+ ———=(...).
471'60771262 L ( ) 1z + 47T€0m262 L )

Para que as constantes sumam das expressoes acima temos que fazer

allge] 1 _
47T€0m202 L ’
portanto,
1 Jq1]|ge|
L=-—"">"— 2.2.21
4 Tegmoc?’ ( )
e
L 1
=L _1lallel (2.2.22)
¢ 4dmegmacd
e por fim temos o parametro S
S = sgn(q1q2) (2.2.23)

em que S pode assumir o valor 1 para o sistema repulsivo e —1 para o sistema atrativo.
Feito o reescalonamento nas equagoes (2.1.6),(2.1.7),(2.1.8), (2.1.9), (2.1.10) e (2.1.11) po-
demos escrever este sistema na forma matricial, ( Para simplificagdo de notagao retiramos
a barra acima na notacao das posigdes, velocidades e aceleragoes.)

n 0 0 aiy a5 as Ay by
0 n 0 a4 azs ag Aly by
0 0 N ass ass Aase A, _ bs
ag1 a2 agz 10 0 Aoy by
as; asy asz 0 1 0 A2y bs
ag1 agz agz 0 0 1 As; be
tal que
Q= 5 (eyez(ViyVas + Vi Vay) + (eX? + €3)Viy Vo, + €5, + €3
|1+ ex Vo + ey Vay + ez Vo, |3

+(eX? + eZ*)WV1, Vo, + ey Vo, + ezVa, + ezVi, + eyvly)

S (eXGY(l - ‘/lz‘/Qz) + 6X‘/vly + 6Y1/2m + ‘/ly‘/Qac(e?X + 6%/) + ‘/iz%xeYeZ + eXGZVYlyVYQz)

a5 = —
1 |1+ exVag + ey Vay + ez Vo, |?

oo = S(exVie +egVar + evesViyVar + exez(1 =V — 1yVay) + exey ViV + (ex + €3)Vi-Var)
10 r|1 4+ ex Vo, + ey Vo, + ez Vo, |3

a S (‘/lz‘/Qy(eg( + 6?/) + eY‘/lx + €X€y(1 - Vvlz‘/Qz) + 6X‘/Qy + eYeZ‘/lx‘/QZ + eXeZ‘/iz‘/Qy)
24 — —

r|1 +exVog +ey Vo + €ZV2z|3
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S 2 2 2 2 2

Qo5 = esx + e )\ViaVor + (e7 + e )V, Vo, + ex + exez (Vi Vay

2 |1+ exVag + ey Vay + €5V ? ((eX + ) ViaVar + (7 + e3) Vi Ve X texez(Vi:Va

+‘/1x‘/2z> + eX(‘/lm + ‘/236) + eZ(‘/Qz + VVlz) + 622)

o — S (_‘/lz‘/Zy<€2Z + 6%/) - eZ‘/Qy — ‘/1:1:‘/2yeXeZ + eYeZ(‘/lx‘/Zr — 1) — eXeY‘/lz‘/Qz - eY‘/lz)

26 |14 exVar + ey Vay + ez Vo, |2
a _ _S (‘/leez + 6XeZ(]- - ‘/vly‘/v?y) + ‘/lw‘/éz(e?)( + 622) + 6XVYQZ + ‘/ix%ereZ + ‘/13/‘/226)(61/)

3 r|1+€X%x+6Y%y+eZ%z|3
- S (_‘/ly‘/Qz(eQZ + 6%/) + €Y€Z<‘/lx‘/295 - 1) - eXeZ‘/ly‘/Qx — ‘/lac‘/ZzeXeY — ‘/QZGY — ‘/lyeZ>

% |1+ exVar + ey Vo, + ezVa[?

S 2 2 2 2 2 2
= VieVou VigVoy + €5 + e + ViV
5 = T exVon + ex Vg & eaVarP (X T €2)ViaVar (€54 er)ViyVay ek + ey + exer (ViaVay
+‘/1y‘/21) + eX‘/la: + eY‘/ly + eY‘/Zy + eX‘/2x)
S 2 2 2 2 2 2
- ViV, + 2V, Vo, + v
a1 r| =1+ exVip +eyViy +ez Vi (GZ ey (Vi (Ex + )V Vay Fevez(Vy
‘/22 + %z%y) - eY(Viy + Vv2y) - eZ(‘/Qz + %z))

a _ _S (_eXVYZy + ‘/lx‘/Qy(e?X + 6?/) + 6XeY(1 - ‘/12‘/2,2) - eY‘/laz + 6XeZ‘/leVYQy + eYeZ‘/lJ:‘/Qz)

42 r|—1—|—eXV1x—|—6yV1y+€ZV1z|3
un — _S (_eX‘/Zz + ‘/lw‘éz(eg( + 622) + 6X€Z<1 - ‘/ly‘/Qy) — ‘/1er + ‘/1y‘/2,zeX€Y + %z‘/QyGYeZ)

o 7| =1+ exVip + ey Vi, +ezVi?
S S (VigVau(ex + ey) + VizVageyey — exViy — ey Vo, + exezViy Vo, +exey (1 — Vi, Vi)

51 1+ exVie - exViy - Vi

S 2 2 2 2 2 2

a5y = ex +e,+ (e +e3) Vi Vo, 4+ (ex + €5 ) VieVor — ex (Vig

= T T exVan + exVay + egVia (X T2 T (2 ¥ e)Vibls + (e ¥ ey Vi —ex(Vs
a _ S (_‘/ly‘/QZ<62Z + 6%/) + ‘/QZGY + ‘/1yeZ + €y62(‘/1x‘/2a; - 1) - ‘/lcc‘/QZGXeY - eXeZ‘/ly‘/Qx)

% rl—1+exVip +eyViy + eV, 3
W S (e + eZ)ViVay — ezVay + exez(1 =V — 1yVa,) + eyez Vi, V2 — ex Vi, + exey Vi, Vay)

o r| =1+ exVip +ey Vi, + ez Vi ?
gy = S (_‘/12‘/2@/<622 + 6%/) + eZ‘/Qy + eY‘/lz - 6X‘EY‘/lz‘/Qcc + eYeZ(‘/lx‘/Q:c - 1) - VlchdeXeZ)

rl—=1+exVipz +eyViy +ezVi|?
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(63 = rl—1+exVig —feyvly +e Vi ((622 + 6%/)‘/131‘/21/ + exey (VigVay + ViyVar) — ex(Vig + Vo)
—ey (Viy +Vay) + X + € + (e = X2+ ) Vi Vi)
b — SOVEF Ve + VE = Dlex — ViyVoyex = VisVasex + ViyVasey + e2VisVas + Vi)
2|1+ e, Vo + €,Vay + €. Vo, 3
by = _S(fo * VQZ?/ - V22z — 1) (VigVayex + VigVogey + Vi Vasey — ey — Vo, — ez Vi, Vo)
2|1 + e, Va, + €, Vo, + €, Va,|3
b = Wt Vot Vo, = D(VieVasez + VigVayez = Va: — ez = ViaVacex — evViyla:)
21 + e, Vay + €, Vo, + €, V2, |3
o SWVEEVE 4V~ 1)lex — VigVayex = Vislawex + Vialoyey +VieVases = Vi)
r2|1 4 e, Vig + e, Vi, + e, V1,3
by — S(V12x + V12y + V12z - 1)(_€X‘/ly‘/2x — ez ViyVa. — ey + Vi Vasey + VigVagey + Vly)
2|1+ e, Vig + e, Vi, + e, Vi, |3
bg = SV, + ny + Vi = D(=ViVasex — ey Vi Vay + ViyVayez + ViaVawez — ez + Vi)

12|14 e, Vig + e, Viy + e, V1,3

Note que s6 foi possivel construir tal sistema matricial pelo fato de desconsiderarmos
o termo de retardo gerando assim o acoplamento das aceleragoes. Devemos observar
que o sistema original é uma formulagao newtoniana com tempo de retardo. Os sistemas
newtonianos, sejam eles conservativos ou nao, tradicionalmente sao tratados considerando
a nogao de instantaneidade.

Resolvendo o sistema matricial, obtemos as equacoes de movimento para as duas
particulas (Para mais detalhes olhar o apéndice B). Como estamos no regime de baixas
velocidades consideramos somente até os termos lineares nas velocidades (Apos termos
as aceleragoes em termos das velocidades e das posigoes, aplicamos a série de Taylor e
consideramos os termos até a ordem em que as velocidades sao lineares), portanto

~Sex | (S—nr)(1 - e%) S(2e3 — Snr(l —e%) +nr3(1 — 3e%))

A x — T €T
T R (1 —r?) "
exey (S —nr) eyexS(Snr —3nr + 2) exez(S —nr)
- 5 2 ‘/ly + 2 2 2y — 2 2 ‘/Iz
nr(L —nr?) nr(L —nr?) nr(L —nr?)
ezexS(Snr + 2 — 3nr?) v
TR
(2.2.24)

_ Sey N eyex(S —nr) exeyS(Snr+ 2 — 3nr?) (S —nr)(1—e2

s

ST T ) e ppe)
+S(—(1 —e2)Snr +nri(1 — 3e2) + 26%)‘/2 _eey(S - nr)vl
nr2(1 = nr?) oo (L—ar?)
eyezS(Snr+ 2 — 3777“2)V
nr2(1—nr?) ”

(2.2.25)
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A - _Sez exez(S — nr)v N exezS(Snr + 2 — 3nr?) B ezey (S —nr)
T (e (1 —nr2) (L —gr?) Y
eyezS(Snr +2 — 3ir?) (S—nr)(1 —ep)
V- 2
(1 —nr?) vt R
S(=Snr(l —e%) +nr2(1 — 3e%) + 2¢%)
2.2.
+ 22 Remth v (2:226)
A, — Sex N S(—=Sr(l —e%) + 2e% + nri(1 — 3@%))‘/12 N (1—e%)(S — T)‘/Zx
72 r2(1 —nr?) r2(1 —nr?)
eyexS(Sr — 3nr? +2) exey(S —r) exezS(Sr—3nr? +2)
‘/13/ - —‘/23/ + 1z
r2(1 —nr?) r2(1 —nr?) r2(1 —nr?)
exez(S —r)
———=V5, 2.2.2
r2(1 — nr?) Vs ( 7)
Sey  eyexS(Sr—3nr? + 2) exey(S —r)
Ay, = XYW 1)
2y r2 + r2(1 — nr?) Via r2(1 —nr?) Vo
S(nr?(1 —3e¥) — Sr(1 —e¥) +2) (S —7r)(1—e2)
+ 2(1 — 2 Vly 2(1 — 2 ng
r2(1 —nr?) (1 —nr?)
eyezS(sr — 3nr? +2) eyez(S —r)
P . 2.2.2
r2(1 — nr?) Vi + r2(1 —nr?) V2 ( §)
Sez ezexS(Sr—3nr? +2) exez(S —r)
Ay, = e e——a 4 P
2 r2 + r2(1 — nr?) Vie + r2(1 — nr?) &
eyezS(Sr — 3nr? +2) Vo ezey (s — T)V
r2(1 —nr?) T
S(=Sr(1l —€%) +nr2(1 — 3e%) + 2¢%) (1—e2)(S—7)
P » 2.2.2
’ " Vet Taa gy e 22%)

Se considerarmos as condi¢oes iniciais no plano xy toda a dindmica estara contida
neste plano, portanto de modo a simplificar a analise estudaremos o sistema bidimensional.
As equagoes (2.1.6), (2.1.7), (2.1.8), (2.1.9), (2.1.10) e (2.1.11) tornam-se,

Ao = _Sex | ey (=S +nr) _eyex(=S+nr)
T (=) (=L g?)
N (—3e2n r? + 22 + 2nr* — 2+ Se%nr)SV
nr2(—1+ nr2) 2
—3nr?2 4+ 2+ Snr)S
_eYGX( ZUT + —{_2 nr> ‘/2y7 (2230>
nr?(=1+nr?)
Sey  eyex(—S+nr) e3 (=S +nr)
Aly = - - 1z

nr2 e (=14nr?) (=1 +nr2)

_eyex(=3nr?* + 24 Syr)S
nr3(—=1+nr?)

(=2 + 2e% — 3nr2e3 + Seinr + 2nr?)S

(=15 )

Vau

Vay, (2.2.31)
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Sex  S(—2nr? — Seir —2ek + 3einr® +2)
r r2(—=1+ nr?)
eySex(—rS — 2+ 3nr?) e} (—-r+5S)
‘/1y - ‘/Qx
r2(—1+nr?) r2(=1+4nr?)
eyex(—”f’ + S)

r2(—1+ nr2)

Vay, (2.2.32)

ey S N Seyex(—rS — 2+ 3nr?)
r? r2(—1+ nr?)
S(3nriek +2 — 2e% — Sekr — 2nr?)
_ Vi,
r2(—=14 nr2)
evex(=r+5) . ex(=r+5)
r2(—1+nr?) 2 r2(—1+nr?)

1x

Agy =

Vay. (2.2.33)

2.3 Coordenadas do Centro de Massa e Relativa

Considerando a velocidade do centro de massa e a velocidade relativa,

o Vit Va ViV
¢ n+1 7Y n+1
Ux:%x_‘/l:ca Uy:‘/Qy_‘/ly-

)

Seja o vetor unitario em coordenadas polares:

7 = cos(6)z + sin(0)y,
0 = —sin(0)2 + cos 04.
Com essas definicoes obtemos as seguintes aceleracoes 2:

e Aceleracao radial e angular na coordenada relativa

d*r 2(n—1)cosfS 2(n —1)sin6S

e R CE
48 dr  (n+1)8 do\>
S A I e & 2.3.34
7“2(7]+1)dt+ (nr?) +r(dt) ’ (2.3.34)
2?0 (n—1)(nr*+1) sin@SV =D+ 1) COSQSV
dt? (=1 +nr2)rn * (=1 +nr2)rn v
-1 = 2 2 2,.2 2
Sl =+ 277) d6 2drdf (2.3.35)

r2(n+ n(=1+nr2)dt  rdtdt

20 desenvolvimento matematico realizado para encontrar as aceleracdes esta feito com mais detalhe
no apéndice B
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e Aceleracao na coordenada do centro de massa

d*X 2
a2 (=1 +nr2)r2(n+1) (= sin® 6 — 25"
+3nSr?sin? 0 + 25 — rsin® @ — Ssin® 6))V,
2(3Snr* —nr — S —1r))sinf cos @
(=1+nr2)r2(n+1) ’
2(n—1)cos@S dr
r2(n+1)2 dt
(n—1)sin@(—nr + Snr* + S —r) do

2.3.
0+ 12 (=1 + 177) it (2.3.36)
*Y  23Snr* —nqr— S —r) sin@cos@v
dtz (=1 4+nr2)r2(n+1) ¢
2 2 2 2
e T 1)( nrcos® 6 + 3Snr< cos® 0
—28nr?* + 2S5 — Scos® 0 — rcos® 0)V,
2(n—1)Ssinddr
r2(n+1)2 dt
_(p—=1)cosf(—nr+ Snr?+ S —r) do (2.3.37)

(n+1)%r(=1+nr?) dt’

Da equagao (2.2.30) a equagdo (2.3.37) temos um conjunto de sistemas de equa-
¢oes diferenciais ordinarias que descrevem a dindmica planar de duas cargas pontuais
carregadas no regime nao relativistico em que o tempo de retardo ¢ desconsiderado.

Para termos uma idéia em que escala estamos trabalhando substituindo os valores
de €, ¢, q1 = ¢ = e, isto é, a carga elementar e my = m,, a massa do elétron, nas
expressoes (2.2.21) e (2.2.22), obtemos as seguintes transformagoes

I = aflel 2.8 x 107 %m, T = alle] _ 9,3 x 10™%4s. (2.3.38)
4Amegmeac? dmegmacd



Capitulo 111

Solucao das Equacoes de Movimento

Neste capitulo iremos analisar o sistema de equacoes definido no capitulo ante-
rior em fugao de 7 e observar como este simples parametro tem um grande impacto para
os resultados que serao apresentados durante todo o trabaho. Resolveremos numerica-
mente os casos para 7 igual a 1,2 e 10, por fim faremos uma analise do comportamento
das aceleragoes, velocidades, posi¢oes, do centro de massa e o tempo de decaimento das
particulas.

3.1 Analise do Sistema em Funcao de 7

Para comegarmos a andlise tomaremos o caso n = 1, assim as equagoes (2.2.30),
(2.2.32), (2.2.31) e (2.2.33) tornam-se

e =1

A = _Sex e (=S+r) . eyvex(=S+r)
2 T2 () T 2 (1 a2) Y

+(—2362Y7’2 +2€2 +2r? — 2+ Seir)S

r2(—1+1r?) Vas
eyex(—3rt +2+ ST)SV
B r2(—1+1?) 2
A _Sey eyex(=S+7) eg((—5+r)v
W r2(—=1+12) e r2(—=1+12) Y
€Yex(—37”2 + 2+ S’T’)SV
B r2(—1+r?) 2
(—2 4 2e3% — 3r2e% + Seir + QTQ)SV
r2(—1+1?) 2
Sex  S(—2r* — Se¥r —2ei + 3eir? +2)
A2:p: S B 3 ‘/lzv
r r2(—1+1?)
eySex(=rS—=2+3r*) = e} (-r+S5) v
r2(—1 +72) W12
€y€)(<—7’+ S)

r2(—=1+1r?) 2y

25
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ey S N Seyex(—rS — 2+ 3r?)

A - V:L"
2 r2 r2(—1+r?) !
 S(3rfek +2 — 2} — Sekr — 2r2)v
r2(—1+1r?) y
evex(=r+5) eg((—r—l—S)V
r2(—1+472) (=1 402)
Para a aceleracao radial e angular as equacoes sao
&?r 25dr 28 A
d*0 Sdf 2drdd
- - == _ZZ 7 3.1.2
dt? r2dt rdtdt ( )

Para a aceleracao do centro de massa

d?X (3Ssin29r2—2r25—281n29r—581n29+25)

daer (r2—1)r2 Ve
+(3T2S—S—27’)COSHSin9
(r2—1)r2 v
?Y  (3r2S—S —2r)cosfsinf
dez (r2—1)r2 ’
@3 cos®0Sr? — 2728 — 2 cos*Or — Scos? 0 +2.5) v
(rz—1)r2 v

As duas equagoes que descrevem a aceleragao da parte radial e angular ((3.1.1)
e (3.1.2)) ndo mais apresentam o termo correspondente a velocidade do centro de massa,
portanto observamos o desacoplamento das coordenadas relativas em relacao as coorde-
nadas do centro de massa. Se considerarmos como condi¢ao inicial o centro de massa em
repouso este permanecera da mesma forma enquanto a dinadmica evolui no tempo. Outro
caso relavante é considerar o valor de 1 tender ao infinito.

® ) — OO

Quando 1 — oo temos que as equagoes (2.2.30), (2.2.32), (2.2.31) e (2.2.33) tornam-se

Alx - 07
Aly = 0,
S(Bey Vi, —3exey Viy—2Vy, —ex)
A2x = - r2 )
SBexey Vig—3ex Vi +2Vyy, + ey)
Ay = g |

Para a aceleracao radial e angular as equagoes sao

d2r 25 cos 0 29 sin @ S do\?

w - ’1“2 ‘/x + 7“2 V;,, + ﬁ T (E) 3 (313)
d*0 Ssinf S cosf 2dr df

_— = —V, - —V, - ———. 14
dt? r3 Vi 73 Yoordt dt (3.1.4)
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Para a aceleracao do centro de massa

d*X
2 =
dt? ’
d?Y
— = 0.
dt?

Quando consideramos 7 tender para o infinito observamos que a aceleragao da
particula 1 é zero e partido das equagdes (3.1.3) e (3.1.4) se considerarmos novamente o
centro de massa parado este mais uma vez permanecerd parado, entretanto observaremos
orbitas estaveis diferente do caso anterior ou para qualquer outro valor de 7. Este re-
sultado para n muito grande é uma aproximagao com corre¢oes de uma forca puramente
coulombiana, na qual ha érbitas estaveis. Como a aceleracao do centro de massa é zero
o centro de massa pode permanecer em repouso ou apresentar um movimento retilinio
uniforme.

Feito o estudo mais analitico das equagoes, agora resolveremos o mesmo sistema
de equagoes diferenciais usando o método de Runge Kutta. Porém, antes de resolver o
sistema de fato, temos que definir as condigoes iniciais do nosso problema, isto é, deve-
mos dar valores iniciais as posigoes e as velocidades das duas particulas. Como estamos
interessados no sistema atrativo temos que S = —1 e como queremos analisar o com-
portamento das aceleragoes, posi¢oes, centro de massa e decaimento, utilizaremos valores
diferentes para 7. Considerando as condigoes iniciais para a forga coulombiana que gera
orbitas circulares utilizaremos as mesmas condigoes para o nosso sistema. Como as equa-
¢oes estao reescalonadas as condicoes iniciais também devem ser reescalonadas, portanto
consideremos inicialmente o raio rg,

ro = % — 18783, (3.1.5)

em que ag € o raio de Bohr.

Para determinar a velocidade angular inicial consideramos a equagao (2.3.34)
com o centro de massa em repouso, ou seja, V, = V,, = 0 e uma distancia radial r tal que
% = 0 ,isto é, estamos considerando uma condicao inicial em que a forga que atua sobre
as particulas seja somente a coulombiana, portanto temos:

M+T<d9>2’

0= d
nr? dt

como S = —1,

(n+1) _ T(d9>2’

nr? dt
o (n+1 12
dt n r3/2°

A condicao inicial para a velocidade angular sera

1/2
Vot = 0) = (42 _ (] L (3.1.6)
dt / g1—o) n ?"3/2

portanto para um tempo, ty = 0, temos as seguintes condigoes iniciais
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To
—= —_ V$ t 207
T 77+ 1 y V1 (0)
y o= 0, Viy(to) = z1Vy(to),
nro
pr— VI t P— ()7
X2 n+ 1 y V2 (0)

Y2 = 0 ) V2y(t0) = xQ%(tO)a

Como estamos no regime nao relativistico o sistema de equagoes deve respeitar
esse limite, portanto no codigo para o calculo numérico ha uma condicao de parada do
programa em que o modulo da velocidade das particulas pode atingir no méaximo 10 %
da velocidade da luz.

— Momento cldssico Momento relativistico |

mc

u/c

Figura 3.1.1: = Momento relativistico e classico

O grafico acima mostra o momento relativistico dado por

versus %, onde u ¢ a velocidade do objeto relativo ao observador. A magnitude do mo-

mento p é plotado em unidades de mc e a linha azul mostra o momento cléssico mu em
comparacao.
Consideremos alguns valores para 7 tais como n =1, n = 2 e n = 10 obtemos

o l.n=1
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Devemos observar que as unidades das posi¢oes, velocidades e aceleracoes estao nas
unidades reescalonadas. A primeira analise que obtemos do grafico abaixo é que conforme
a dindmica evolui as particulas apresentam um movimento em espiral que diminui até
ocorrer a colisdo. A velocidade e a aceleragao das particulas apresentam o sentido de
rotacao anti-horario.

Posicdo das particulas 1 e 2

8000;
6000;
4000;
2000;
S
—2000;
—4000;

-60001

-80001

8000 ~2000 0 20004000 60008000
X

— particula 1 particula 2 |

Figura 3.1.2: Posicao das particulas 1 e 2 - n = 1. As coordenadas x e y estao nas
unidades reescalonadas. O movimento em espiral ocorre no sentido anti-horario.
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Velocidade das particulas 1 e 2

-0.0057

0,010
20010  -0.005 0 0.005 0.010

|— particula 1 particula 2|

Figura 3.1.3:  Velocidade das particulas 1 e 2 - n = 1. As velocidades V, e V,, estao nas
unidades reescalonadas.

Aceleracao das particulas 1 e 2

2.x 108

Ay
<

-2.x 108

-4.%x 1084

-2.x10°8 0 2.x10°84.x10°8
Ax

particula 2 |

|— particula 1

Figura 3.1.4: Aceleragao das particulas 1 e 2 - 7 = 1. As aceleragoes A, e A, estao nas
unidades reescalonadas.
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A partir da posicao relativa podemos observar com mais clareza o movimento
espiralado que diminui conforme a evolugao temporal. Da mesma forma o sentido de
rotacao é anti-horéario para velocidade e aceleragao.

Posicdo relativa

15000

10000

5000

-5000

-10000

-150001

-10000 0 5000 1000015000
X

Figura 3.1.5:  Posicao relativa - n = 1. As coordenadas = e y representam a posi¢ao
relativa das particulas que estao nas unidades reescalonadas. O movimento em espiral
ocorre no sentido anti-horario.
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Velocidade relativa

0.021 /
0.014

001\
-0.02

-0.02 001 0 001 0.02
A%, ¢

Figura 3.1.6:  Velocidade relativa - n = 1. Os termos v, e v, sao as velocidades relativas
das particulas que estao nas unidades reescalonadas.

Aceleracao relativa

-1.x1077 -4.x10"% 0 4.x107°88.x1078

Figura 3.1.7:  Aceleracao relativa - n = 1. Os termos a, e a, sao as aceleracoes relativas
das particulas que estao nas unidades reescalonadas.
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Moébdulo da velocidade das particulas 1 e 2

i
|
0.0101 /
|
/
0.009 1 /
[
J
> 0.008 /‘/
)
.f./
| J
0.007 7
/J
P
0.006 1 ~
Ve g
o~
.-’/-\./

0 1.x10”  3.x107 5.x 107 8.x 107
t

| """ particula 1 — — particula 2 |

Figura 3.1.8: Modulo da velocidade das particulas 1 e 2 em fungao do tempo paran = 1.
Os termos V' e t estao nas unidades reescalonadas.

Tempo de decaimento

18000 1
16000 1
14000 1
y 12000 1
10000 1
8000 1

6000 1

0 1.x10° 3.x10°  5.x107 8.x 107
t

Figura 3.1.9: Posicao relativa das particulas em fun¢ao do tempo para 7 = 1. Os termos
r e t estao nas unidades reescalonadas.
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e 2. n=2

Posicao das particulas 1 e 2

10000

5000

-5000A

-10000

~10000 -5000 0 5000 10000
X

|— particula 1 particula 2 |

Figura 3.1.10: Posi¢ao das particulas 1 e 2 - n = 2. As coordenadas x e y estao nas
unidades reescalonadas. O movimento em espiral ocorre no sentido anti-horario.

O movimento das particulas novamente é espiralado e a distancia entre elas diminui
ao longo da evolugao temporal, porém em outra escala espacial e temporal uma vez que
estamos tratando do caso n = 2. O sentido da velocidade e aceleragao ¢ anti-horario
aumentando o seu valor em modulo.
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Velocidade das particulas 1 e 2

0.0151

0.0101

0.005

0.015-0.010-0.005 0 0.005 0.010 0.015
Vx

particula 2 |

|— particula 1

Figura 3.1.11:  Velocidade das particulas 1 e 2 - n = 2. As velocidades V,, e V,, estdao nas
unidades reescalonadas.

Aceleracdo das particulas 1 e 2

2.x10" "

1.x 10~ "1

Ay

-1.x10" 71

-1.x10°7 0 1.x10°7 2.x10°7
AX
particula2|

|— particula 1

Figura 3.1.12:  Aceleracao das particulas 1 e 2 - n = 2. As aceleragoes A, e A, estao nas
unidades reescalonadas.
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Posicdo relativa

15000

100001

5000

-5000

-10000

-15000

-10000 0 5000 1000015000
X

Figura 3.1.13: Posigao relativa - n = 2. As coordenadas x e y representam a posi¢ao
relativa das particulas que estao nas unidades reescalonadas. O movimento em espiral
ocorre no sentido anti-horario.

Novamente observamos o movimento espiralado que diminui ao longo do tempo e o
sentido de rotagao anti-horario da velocidade e aceleracao.

Velocidade relativa

0.027

0.01+

-0.01+

-0.021

~0.02  -0.01

Figura 3.1.14:  Velocidade relativa - n = 2. Os termos v, e v, sao as velocidades relativas
das particulas que estao nas unidades reescalonadas.
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Aceleracdo relativa

3.x10" "
2.x10" 7

1.x 10~ "

O,
-1.x10° 71
-2.x10° 71

1.x10°7 0 1.x10°7 3.x10"7
axX

ay

Figura 3.1.15:  Aceleragao relativa - n = 2. Os termos a, e a, sao as aceleracoes relativas
das particulas que estao nas unidades reescalonadas.

Posicao do centro de massa

MAAR

257

]

157

107

800 -700 -600 -500 -400 -300 -200 -100 0
X

Figura 3.1.16: Posicao do centro de massa - n = 2. As coordenadas x e y representam
a posicao do centro de massa nas unidades reescalonadas.
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Para o caso n = 2 observamos um movimento abrupto do centro de massa que sai
do repouso e comega a deslocar no eixo x para a esquerda. Diferente do caso analisado
anteriormente que o centro de massa permanecia em repouso para o caso 77 = 2 isto nao
mais acontece.

Considerando a variagao do momento da particula 1 devido a for¢a da particula
2 atuando na particula 1 e vice-versa, obtemos o sistema

dps

=F
o7 21
dp2
2 _ g
7 12
Portanto,
d( +p2) = Foyy+F
di P1=P2) = 21 12,
d
%(mlvl+m2v2> = Fy +Fyy,
d fmV]{+meV
£< ! lM 2 2) Fy +Fio,
d
O%ME(ch) = Fy +Fp.
Implicando

O deslocamento do centro de massa evidéncia a violagao da 3* lei de Newton o que sugere
a acao de uma forga externa no sistema que provoca o deslocamento. Com o movimento
do centro de massa temos os gréaficos da velocidade e da aceleragao correspondentes a
n=2.
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>
>

Velocidade do centro de massa

0.00004

0.00003+

0.000021

0.00001+

O,

-0.00001+

-0.00002+

-0.00003+

-0.00004+

-0.00005+

~0.00006-0.00004-0.00002

Vx

00.00001 0.00003

39

Figura 3.1.17:  Velocidade do centro de massa - n = 2. Os termos V, e V, sao as
velocidades do centro de massa que estao nas unidades reescalonadas.

Ay

Aceleracdo do centro de massa

4,x10 104

-2.%x 107104

-4.x 107104

_6- X 10*10,

-2.x107100 2.x10°10
Ax

6.x10"10

Figura 3.1.18:  Aceleragao do centro de massa - = 2. Os termos A, e A, sao as
aceleragoes do centro de massa que estao nas unidades reescalonadas.
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Moébdulo da velocidade das particulas 1 e 2

0.016

0.014

0.012 1
>

0.010 1

0.008

0.006 +

0.004 -

0 2.x1074.x1076.x1078.x1071.x 108
t

|— particula 1 — particula 2|

Figura 3.1.19: Mobdulo da velocidade das particulas 1 e 2 em fun¢ao do tempo para
n =2. Os termos V e t estao nas unidades reescalonadas.

Tempo de decaimento

18000
16000 -
14000 -
12000

—

10000
8000 A
6000

4000

0 2.x1074.x1076.x1078.x10”1.x108
t

Figura 3.1.20: Posicao relativa das particulas em funcao do tempo para n = 2. Os
termos r e t estao nas unidades reescalonadas.

Para n = 2 partindo das mesmas condigoes iniciais temos que o tempo de decaimento
aumenta, porém a curva de decaimento é muito similar ao caso n = 1. Podemos observar
também que tanto no caso anterior como neste h& uma oscilagao da curva durante o
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decaimento. Esta oscilagao sera tratado com mais detalhes no proximo capitulo, quando
estivermos procurando uma forma analitica de descrever o tempo de decaimento.

e 3. n=10
Para o caso de n = 10 temos as mesmas anélises feitas para o caso n = 2.

Posicdo das particulas 1 e 2

T T T T T T
-10000-5000 O 5000 10000 15000
X

|— particula 1 particula 2 |

Figura 3.1.21: Posicao das particulas 1 e 2 - n = 10. As coordenadas x e y estao nas
unidades reescalonadas. O movimento em espiral ocorre no sentido anti-horario.
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Velocidade das particulas 1 e 2

0.0101

0.005+

-0.005+

-0.010

-0.005 0 0005  0.010

Vx
particula 2 |

-0.010

|— particula 1

Figura 3.1.22:  Velocidade das particulas 1 e 2 - n = 10. As velocidades V, e V,, estao
nas unidades reescalonadas.

Aceleracdo das particulas 1 e 2

2.x10° 8

Ay
@

~1.x 10" 8

-2.x10°8

-2.x1078 -1.x10°8 0 1.x10°8 2.x10°8
Ax

particula 2 |

|— particula 1

Figura 3.1.23:  Aceleragao das particulas 1 e 2 - n = 10. As aceleracoes A, e A, estao
nas unidades reescalonadas.
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Figura 3.1.24:

Posicdo relativa

10000

T T T T
0 5000 1000015000
X

43

Posicao relativa - n = 10. As coordenadas x e y representam a posigao

relativa das particulas que estao nas unidades reescalonadas. O movimento em espiral

ocorre no sentido anti-horario.

Figura 3.1.25:

Velocidade relativa

0.0107

0.0057

-0.005+

-0.010

-0.010

0.0

— T T T
05 0 0.005 0.010

VX

Velocidade relativa - n = 10. Os termos v, e v, sao as velocidades
relativas das particulas que estao nas unidades reescalonadas.
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Aceleracdo relativa

2.x107 8

ay

~1.x 1078

-2.x10° 8

-1.x10°8% 0 1.x10°82.x10°8
axX

Figura 3.1.26:  Aceleracao relativa - n = 10. Os termos a, e a, sao as aceleragoes relativas
das particulas que estao nas unidades reescalonadas.

Posicdo do centro de massa

AR

|

8-
61
4
x
0 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
-1400 -1000-800 -600 -400 -200 O
X

Figura 3.1.27:  Posigao do centro de massa - n = 10. As coordenadas x e y representam
a posicao do centro de massa nas unidades reescalonadas.
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Velocidade do centro de massa

0.000010

0.000005

Vy
<

-0.000005

-0.000010-

~0.000010 0  0.000005
Vx

Figura 3.1.28:  Velocidade do centro de massa - n = 10. Os termos V, e V, sao as
velocidades do centro de massa que estao nas unidades reescalonadas.

Aceleracdo do centro de massa

2.x10 " 14

1.x10"

Ay
<

-1.x 107114

-2.x 107114

-1.x107"" 0 1.x10"M2.x10° 1!

Figura 3.1.29:  Aceleragao do centro de massa - n = 10. Os termos A, e A, sao as
aceleragoes do centro de massa que estao nas unidades reescalonadas.
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Moébdulo da velocidade da particula 1 e 2

0.010
0.008 1
~ 0.006 1
0.004
0.002 1

——"

0 1.x10%8  2.x10%  3.x10%  4.x108

t
|— particula 1 — particula 2 |

Figura 3.1.30: Modulo da velocidade das particulas 1 e 2 em fun¢ao do tempo para
7 = 10. Os termos V e t estao nas unidades reescalonadas.

Tempo de decaimento

18000

16000

14000

12000+

10000+

8000

0 1.x10%8  2.x10%  3.x10®  4.x108
t

Figura 3.1.31: Posicao relativa das particulas em funcao do tempo para n = 10. Os
termos r e t estao nas unidades reescalonadas.

Da analise realizada do sistema descrito neste capitulo podemos enfatizar que
a dindmica depende da razao das massas 7. A dinamica para diferentes valores de 7
gera dinamicas distintas, isto é para cada valor de 7 teremos uma curva caracteristica
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que descreve a posicao, velocidade, aceleragao e o tempo de decaimento, porém se dois
sistemas com parametros totalmente diferentes: Valores distintos de cargas, permisividade
elétrica, permeabilidade magnética e massas, nao obstante a razao das massas para esses
dois sistemas forem as mesmas surge uma simetria de escala em que hd um mapeamento
de um sistema ao outro por uma simples trasformacao de escala espacial e temporal.

3.2 Movimento do Centro de Massa

Para os valores de 7 iguais a 2 e 10 observa-se o deslocamento do centro de massa.
Para estes dois casos aplicaremos condicoes iniciais diferentes nas posicoes das particulas
e observaremos o comportamento da trajetéria do centro de massa. Assim, para n = 2
com as seguintes condic¢oes iniciais

e 1% Condicao Inicial

To
xr = - 3
n+1
vy = 07
nro
To = )
n+1
Yoz = 0.
‘/lx(tO> = 07
Viy(to) = x1Vy(to),
‘/2x(t0> - 07
Vay(to) = x2Vi(to),
A
y
v L 4
X
Particula 1 Particula 2

Figura 3.2.32: Posicao da particula 1 e 2 para a 1* condigao inicial.
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e 2% Condicao Inicial

e = 10
1 n + 1’
v = 0,
l‘l - nro
2 n + 1’
Yo = 0
‘/vlla:(t(J) = 07
Vi, (to) = a1 Vp(to),
‘/2,:E(t0> - 07
Vgly(t0> = 25Vp(to),
A
y
\ 4
X
Particula 2 Particula 1

Figura 3.2.33: Posicao da particula 1 e 2 para a 2% condigao inicial.

Com a primeira condigao inicial temos o deslocamento do centro de massa represen-
tado na cor verde e com a segunda condicao inicial temos o deslocamento do centro de
massa representado na cor azul como mostra o grafico a seguir.



3.2. MOVIMENTO DO CENTRO DE MASSA 49

Posicdo do centro de massa

i

-10

T

Figura 3.2.34: Movimento do centro de massa para 1* e a 2% condicao inicial - n = 2

Considerando novas condigoes iniciais temos,

e 3% Condigao inicial

7o
Y1 7’]‘}‘17
xry = 0,
7o
Y2 n_'_lv
Ty — 0.
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A
y

g Particula 2

A
u Particula 1

Figura 3.2.35: Posicao da particula 1 e 2 para a 3% condic¢ao inicial.

e 4% Condicao inicial

I 7o
yl n + 1 ’
ry = 0,
y/ _ N"o
2 n + 1a
ry = 0
‘/{y(to) = O’
Vvllm - yi‘/@(t())’
‘/gy(to) = O?



3.2. MOVIMENTO DO CENTRO DE MASSA 51

O Particula 1

Q Particula 2

Figura 3.2.36: Posicao da particula 1 e 2 para a 4* condic¢ao inicial.

Posicdo do centro de massa

4000

2000+

-2000+

-4000+

-6000+

-20 -10 0 10 20

Figura 3.2.37:  Movimento do centro de massa para 3* e a 4* condicao inicial - n = 2

Com a terceira condigao inicial temos o deslocamento do centro de massa representado
na cor vermelha e com a quarta condicao inicial temos o deslocamento do centro de
massa representado na cor preta como mostra o grafico a cima. Portanto, com as quatro
condicoes iniciais diferentes obtemos o seguinte grafico.
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Posicdo do centro de massa

4000~

2000+

-2000+

-4000+

-6000

~800 -600 -400-200 0 200 400 600 800
X

Figura 3.2.38:  Movimento do centro de massa - n = 2

Considerando 17 = 10 e partindo das mesmas condigoes iniciais apresentas anteri-
ormente obtemos os seguintes graficos.

Posicdo do centro de massa

|

-10

-154

T
2000

T T T T T T
-2000 -1000 0 1000

Figura 3.2.39:  Movimento do centro de massa para 1 e a 2 condi¢ao inicial - n = 10
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Posicdo do centro de massa

100001

5000

-5000

-10000

-15000-

-40 -30 -20 -10 0 10
X

Figura 3.2.40: Movimento do centro de massa para 1* e a 2* condicao inicial - n = 10

Posicdo do centro de massa

100007

5000+

-5000+

-10000

-15000

-2000  -1000 0 1000 2000
X

Figura 3.2.41:  Movimento do centro de massa - n = 10

Quando consideramos a 1* e a 2% condicao inicial observamos o espelhamento da
trajetoria do centro de massa. O mesmo ocorre para a 3* e a 4* condigao inicial com os
dois valores de 7 avaliados.
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3.3 Condicao Inicial Diferente do Movimento Circular

A anélise realizada até o presente momento da dindmica é considerando a condi¢ao
inicial para uma forca coulombiana que gera orbitas circulares. Porém, podemos realizar
novamente todo estudo da dindmica para uma condicao inicial diferente. Para fins de con-
templagao do comportamento da dinamica deste sistema, iremos colocar como condigao
inicial o movimento das particulas em uma elipse e assim obter os gréaficos das aceleragoes,
velocidades, posicoes e do tempo de decaimento. Portanto, definimos a condigao inicial
para as posicoes

7“0\/5

o= 4127
ro 1 V2
R T
Ty = "o Q’
n+1 2
1 nry \/5
V2 2041 2"
e para as velocidades
Via(to) = —yiVa(to),
Viy(to) = a1Ve(to),
Vaz(to) = —12Va(to),
Voy(to) = 22Vp(o)-

As unidades das posigoes, velocidades, aceleragoes e os tempos para os diferentes
valores de 1 estao nas unidades reescalonadas. O primeiro grafico temos a evolucao das
trajetorias das particulas para o caso n = 1. Nota-se o movimento em espiral eliptico
diminuindo a distancia entre as particulas conforme o tempo evolui. A velocidade e ace-
leragao das particulas apresentam o sentido de rotacao anti-horario.
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o I.n=1

Posicdo das particulas 1 e 2

4000

2000

-2000

-4000

~6000 -4000 -2000 0 2000 4000 6000

particula 1 particula 2 |

Figura 3.3.42: Posicao das particulas 1 e 2 - n = 1. As coordenadas = e y estdo nas
unidades reescalonadas. Condigao inicial de trajetorias elipticas.

Velocidade das particulas 1 e 2

0.04-0.03 -0.02-0.01 0 001 0.02 003 0.04
Vx

particula 1 particula 2 |

Figura 3.3.43:  Velocidade das particulas 1 e 2 - n = 1. As velocidades V,, e V,, estao nas
unidades reescalonadas. Condigao inicial de trajetorias elipticas.
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Aceleracao das particulas 1 e 2

0.000015 -
0.000010 —
0.000005 —

z 0
-0.000005 —
-0.000010 -

-0.000015 1

i A A L
-0.000010 0 0.000010
Ax
particula2|

particula 1

Figura 3.3.44:  Aceleracao das particulas 1 e 2 - n = 1. As aceleragoes A, e A, estao nas
unidades reescalonadas. Condigao inicial de trajetorias elipticas.

Posicao relativa

10000

5000 1

-5000

~2000 0 2000 4000 6000 8000 10000
X

Figura 3.3.45: Posicao relativa - n = 1. As coordenadas x e y representam a posigao re-
lativa das particulas que estao nas unidades reescalonadas. Condigao inicial de trajetorias
elipticas.
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Velocidade relativa

0.04

0.02 4

2 -0.021
-0.04
-0.061

-0.08+

006 -0.04 -002 0 002 004 006 008
VX

Figura 3.3.46: Velocidade relativa - n = 1. Os termos v, e v, sao as velocidades relati-

vas das particulas que estao nas unidades reescalonadas. Condic¢ao inicial de trajetorias
elipticas.

Aceleracdo relativa

0.00003

0.00002

& 0.00001 4

-0.00001 A

0 000001  0.00002  0.00003
ax

Figura 3.3.47:  Aceleracao relativa - 7 = 1. Os termos a, e a, sao as aceleracoes relati-
vas das particulas que estao nas unidades reescalonadas. Condic¢ao inicial de trajetorias
elipticas.
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Modulo da velocidade da particula 1 e 2

0.05 1 i
0.04 1
0.03 1

g |

|

0.02 Pl ﬂ{l‘qr]ﬁ

pooA LI
0.01 - 'f\ !\ //\ /'\ ll\\ }\ H/HNU
//\ /\/\/\/\/\/\

T T T T T T T T T T
0 2.x105  6.x105 1.x107  14x107 1.8x107
t
| """ particula I — — particula 2 |

Figura 3.3.48: Modulo da velocidade das particulas 1 e 2 em fun¢ao do tempo para
n = 1. Os termos V e t estao nas unidades reescalonadas. Condigao inicial de trajetorias
elipticas.

Tempo de decaimento

14000
12000 ~
10000 ~
8000 ~
6000 ~
4000 -

2000 -

-—,—r
0 2.x10° 6.x10° 1.x107 14x107 1.8x107
t

Figura 3.3.49: Posicao relativa das particulas em fungao do tempo para n = 1. Os
termos 7 e t estao nas unidades reescalonadas. Condicao inicial de trajetorias elipticas.
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e 2. n=2

Posicdo das particulas 1 e 2

6000

4000+

-40001- ‘ ‘ ‘ ‘ T T
-4000 -2000 O 2000 4000 6000 8000
X

|— particula 1 particula 2 |

59

Figura 3.3.50:  Posicao das particulas 1 e 2 - n = 2. As coordenadas = e y estdao nas

unidades reescalonadas. Condigao inicial de trajetorias elipticas.

Velocidade das particulas 1 e 2

_004 -0.02 0 002  0.04
Vx

|— particula 1 particula 2 |

Figura 3.3.51:  Velocidade das particulas 1 e 2 - n = 2. As velocidades V,, e V,, estao nas

unidades reescalonadas. Condigao inicial de trajetorias elipticas.
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Aceleracdo das particulas 1 e 2

0.00002+

0.00001+

>
<

-0.00001

-0.00002

-0.00003

-0.00001 0 000001  0.00002
Ax

particula 2 |

|— particula 1

Figura 3.3.52:  Aceleracao das particulas 1 e 2 - n = 2. As aceleragoes A, e A, estao nas
unidades reescalonadas. Condigao inicial de trajetorias elipticas.

Posicdo relativa

10000+
8000
6000
4000+

>
2000

-2000+

-4000+

-6000-

22000 0 200040006000 10000
X

Figura 3.3.53: Posicao relativa - 7 = 2. As coordenadas x e y representam a posigao re-
lativa das particulas que estao nas unidades reescalonadas. Condigao inicial de trajetorias
elipticas.
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Velocidade relativa

-0.021

-0.04+

-0.067

-0.08+

~0.08-0.06-0.04-0.02 0 0.02 0.04 0.06 0.08
A%, ¢

Figura 3.3.54:  Velocidade relativa - n = 2. Os termos v, e v, sao as velocidades relati-

vas das particulas que estao nas unidades reescalonadas. Condic¢ao inicial de trajetorias
elipticas.

Aceleracdo relativa

0.00003+
0.00002+
0.00001+
0,

&
-0.00001+
-0.00002+

-0.00003+

-0.00004+

~000001 0 000001  0.00003
ax

Figura 3.3.55:  Aceleracao relativa - 7 = 2. Os termos a, e a, sao as aceleracoes relati-
vas das particulas que estao nas unidades reescalonadas. Condic¢ao inicial de trajetorias
elipticas.
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Posicdo do centro de massa

3000
2000
>
1000+
0- T T T T T T T
-1400 -1000 -600-400-200 O
X

Figura 3.3.56: Posi¢ao do centro de massa - n = 2. As coordenadas x e y representam
a posicao do centro de massa nas unidades reescalonadas. Condigao inicial de trajetorias
elipticas.

Velocidade do centro de massa

0.00161

0.0014+

0.00121

0.00101

Yy

- 0.0008
0.00061

0.0004+

07 T T T T T
-0.0010 -0.0008 -0.0006 -0.0004 -0.0002 0
Vx

Figura 3.3.57:  Velocidade do centro de massa - n = 2. Os termos V, e V, sao as
velocidades do centro de massa que estao nas unidades reescalonadas. Condicao inicial
de trajetorias elipticas.
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Aceleracdo do centro de massa

1.x 10~ "
0,
>
<
-1.x10° 71
-2.x10" 71
-3.x1077 -1.x10°7 0 2.x1077
Ax

Figura 3.3.58:  Aceleragao do centro de massa - n = 2. Os termos A, e A, s@o as
aceleragoes do centro de massa que estao nas unidades reescalonadas. Condicao inicial de
trajetorias elipticas.

Modulo da velocidade da particula 1 e 2

0.06 1
0.057

0.04

Vy

0.03

0.027

0.01 1

0 5.x10% 1.x107 1.5x107 2.x107 2.5x 107
Vx

|— particula 1 particula 2 |

Figura 3.3.59: Modulo da velocidade das particulas 1 e 2 em funcao do tempo para
1n = 2. Os termos V e t estao nas unidades reescalonadas. Condigao inicial de trajetorias
elipticas.
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Tempo de decaimento

14000
12000 ~
10000
8000
6000 ~
4000

2000 A

LA LI B L R R R B R R L B R AL B L R R R
0 5.x10% 1.x107 1.5x107 2.x107 2.5 x 107
t

Figura 3.3.60: Posicao relativa das particulas em fungao do tempo para n = 2. Os
termos 7 e t estao nas unidades reescalonadas. Condicao inicial de trajetorias elipticas.

Posicdo das particulas 1 e 2

200007

150007

10000

5000

-5000+

-10000  -5000 0 5000 10000
X

|— particula 1 particula 2 |

Figura 3.3.61: Posicao das particulas 1 e 2 - n = 10. As coordenadas = e y estao nas
unidades reescalonadas. Condigao inicial de trajetorias elipticas.
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Velocidade das particulas 1 e 2

-0.01 0 0.01 0.02
Vx

|— particula 1 particula 2|

Figura 3.3.62:  Velocidade das particulas 1 e 2 - n = 10. As velocidades V, e V,, estao
nas unidades reescalonadas. Condigao inicial de trajetorias elipticas.

Aceleracdo das particulas 1 e 2

2.x10" "1

1.x 10~
>
<
0,
-1.x10" 71
-5.x10°80 1.x10"7  2.x10°7
AxX
|— particula 1 particula 2|

Figura 3.3.63:  Aceleracao das particulas 1 e 2 - n = 10. As aceleragoes A, e A, estao
nas unidades reescalonadas. Condigao inicial de trajetorias elipticas.
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Posicdo relativa

~2000 0 200040006000 10000
X

Figura 3.3.64: Posigao relativa - n = 10. As coordenadas x e y representam a posi¢ao re-

lativa das particulas que estao nas unidades reescalonadas. Condicao inicial de trajetorias
elipticas.

Velocidade relativa

001 0 001 0.02

Figura 3.3.65: Velocidade relativa - n = 10. Os termos v, e v, sao as velocidades relati-
vas das particulas que estao nas unidades reescalonadas. Condic¢ao inicial de trajetorias
elipticas.
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Aceleracdo relativa

2.x10" "

1.x 10~ "

ay

-1.x10" 71

-1.x1077 0 1.x1077 2.x1077 3.x1077
ax

Figura 3.3.66:  Aceleracao relativa - n = 10. Os termos a, e a, sao as aceleragoes relati-

vas das particulas que estao nas unidades reescalonadas. Condic¢ao inicial de trajetorias
elipticas.

Posicdo do centro de massa

18000
16000
140001
12000

.. 100001

80001
6000
40001

20001

~9000 -7000 -5000 -3000 -1000 0
X

Figura 3.3.67: Posi¢ao do centro de massa - n = 10. As coordenadas x e y representam
a posicao do centro de massa nas unidades reescalonadas. Condi¢ao inicial de trajetorias
elipticas.



3.3. CONDICAO INICIAL DIFERENTE DO MOVIMENTO CIRCULAR 68

Velocidade do centro de massa

0.00061

0.0005+

0.0004

Yy

~ 0.0003
0.00021

0.00011

-0.0003 -0.0002 ~0.0001 0
Vx

Figura 3.3.68:  Velocidade do centro de massa - n = 10. Os termos V, e V, sao as
velocidades do centro de massa que estao nas unidades reescalonadas. Condicao inicial
de trajetorias elipticas.

Aceleracdo do centro de massa

_3. x 10_107
-4,x 107101

_S.X 10—10,

—6.)(107107 T T T T T T T T
-3.x1071° 0 2.x107' 5.x10710
Ax

Figura 3.3.69:  Aceleragao do centro de massa - n = 10. Os termos A, e A, sao as
aceleragoes do centro de massa que estao nas unidades reescalonadas. Condicao inicial de
trajetorias elipticas.
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Moébdulo da velocidade da particula 1 e 2
0.025 1

0.020

0.015

Vy

0.010

0.005

01.x107 3.x107 5.x10° 7.x10° 9.x107
Vx

|— particula 1 particula 2|

Figura 3.3.70: Modulo da velocidade das particulas 1 e 2 em fun¢ao do tempo para
1n = 10. Os termos V e t estao nas unidades reescalonadas. Condicao inicial de trajetorias
elipticas.

Tempo de decaimento

14000 ~

=l

MRAE
g [T
i

t

Figura 3.3.71: Posicao relativa das particulas em funcao do tempo para n = 10. Os
termos r e t estao nas unidades reescalonadas. Condicao inicial de trajetorias elipticas.
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Quando consideramos a condic¢ao inicial de uma forca coulombiana com trajetorias
elipticas obtemos como resultado que a curva da distancia relativa entre as particulas em
funcao do tempo possui uma maior oscilacao que o caso das trajetorias circulares. Esta
oscilagao é observada em todos os casos analisados para 7. Outra caracteristica da nova
condicao inicial é as trajetorias do centro de massa que possuem um comportamento
totalmente diferente daqueles analisados para trajetorias circulares.



Capitulo IV

Solucao Analitica do Tempo de
Decaimento

Neste capitulo definiremos o momento angular para o sistema de duas particulas
de modo a podermos reescrever as equagoes de movimento em novas variaveis e deter-
minar uma solugao analitica para o tempo de decaimento que depende do valor de 7.

Numericamente o tempo de decaimento é determinado considerando que a simulagao
¢ interrompida quando o modulo da velocidade da particula atinge no maximo 10 % da
velocidade da luz. Alcancado este valor temos os dados para plotar o grafico do tempo
de decaimento para diferentes valores de 7.

4.1 Tempo de Decaimento

O tempo classico de decaimento do atomo de Bohr pode ser calculado impondo
algumas condigoes [1|. Assumindo que o elétron sempre descreve uma 6rbita quase circular
e que a taxa de radiacao de energia é bem aproximada pela eletrodinamica nao relativistica
classica, podemos determinar o tempo de decaimento classico.

Para o elétron de carga —e e massa de repouso mgy em uma 6rbita de raio r em
volta de um nucleo fixo de carga +e, temos que a energia total perdida deste sistema é
dado por

dE
dt

2¢2a?
R

onde P é a formula de Lammor (Sera deduzida no proximo capitulo) nas unidades gaus-
sianas. O termo a é a aceleracao do elétron. Como a forca que atua na particula é
coulombiana, entao temos que a é a aceleragao centripeta, logo

dE 2¢° 2ry

— = = ———myC, 4.1.1

dt 3rim?2c3 3r4 0 ( )
onde ry = me[)ZCQ = 2,8 x 10715 & o raio classico do elétron. A energia total do elétron nao

relativistica é a soma da energia cinética com a energia potencial eletrostatica

pomvt e _& & &
2 ro 2r r 2r’
portanto
62 To 2
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Substituindo a equagao (4.1.2) na equagao (4.1.1), obtemos

d o ) 2ry
di < o 0¢ ) YU
logo
2 3
%rmocz —g%moc?’,
41k
r = —gﬁc,
dr 41l
R — ___C,
dt 372
2 4,
redr = — [ -rgedt,
3
rd = —drict + C).

Definido 7(0) = ay como o raio de Bohr, obtemos a seguinte expressao

3 _ 2 3
r° = —dryct + ay.

O tempo de decaimento do elétron ocorre quando 7 (tgecaimento) = 0, portanto

3
Q _
Ldecaimento = Fgc = 1, 6 x 10 HS. (413)

Em que rp = 2,8 x 107®m e ap = 5,3 x 10~ m.

Podemos analisar o tempo de decaimento através do sistema de equagoes (2.3.34)
e (2.3.35). Considerando o centro de massa deste sistema em repouso, isto é, V, = 0 e
V, = 0, obtemos

d2r 48  dr  (p+1)S do\?
ﬁ = _T2(7] n 1) E + (TITQ) +7r (E) , (4.1.4)
2 1 2 2,.2
&0 SCELon +27) db 2drdh (4.1.5)
dt? r2(m+ n(=1+nr2)dt rdtdt

Resolvido o sistema de equagoes diferenciais (4.1.4) e (4.1.5) numericamente,
obtemos o tempo de decaimento para diferentes valores de n com diferentes valores de
raios iniciais. Uma caracteristica que observamos é que quanto maior o valor de 7 maior
serd o tempo de decaimento e que este tempo é finito exceto o caso n — oo, na qual
observamos orbitas estaveis.
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e 1. Raio inicial - 79 = 10000

10000

Tempo de decaimento (r0 =10000)

9000

8000~

70001~

6000~

= 5000

4000

30001~

20001~

1000~

I I I I I
\\ [—n=100 —n =500 —n=1000 — n = 2000

Figura 4.1.1:
de n com raio

0.5 1 1.5 2 25 3
x 10

Posigao relativa das particulas em funcao do tempo para diferentes valores
inicial ro = 10000. Os termos r e 1" estao nas unidades reescalonadas.

e 2. Raio inicial - 79 = 20000

x10

Tempo de decaimento (r0 =20000)

0.8~

0.6~

[—n =100 —1 =500 —n =1000 — 1 = 2000

Figura 4.1.2:
de n com raio

—Ao»

x 10"

Posigao relativa das particulas em funcao do tempo para diferentes valores
inicial ro = 20000. Os termos r e T' estao nas unidades reescalonadas.
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Da analise do tempo de decaimento em funcao de n para diferentes valores do
raio inicial, obtemos o seguinte grafico.

= 10000
= 15000
= 20000
= 25000

nxT
1.6x10" =
“O"
1.4 x 101! —R-
e
-'Q“
1.2x10"
.9"
1.x 10! =
< 9/0/
S 0
= 10 = - A -—
8.x10 LS /‘ P rO
0"'9 ’Q/e/ ——r,
6.x 1010 — P - r
* e P JPSE = 0
o -
% %
& —%
4.x1010 = ——
) & __e_/()
2 = =
10 9 A o7 a1
o L PZ;*MM”
1000 1500 2000

Figura 4.1.3: Tempo de decaimento em funcao de 7.

Dos pontos obtidos realiza-se uma regrecao linear e obtem-se as seguintes fungoes

lineares.

e 75—=10000

T =1,250 x 107n 4+ 1,295 x 10"
e 79=15000

T =2811x 107 + 3.012 x 107
e 74=20000

T =4.997 x 10"y + 5.518 x 107
e 1,=25000

T = 7.806 x 1070 4+ 8.958 x 107

Os resultados observados na figura (4.1.3) sugerem uma expressao analitica para o tempo

de decaimento em funcao da razao das massas 7. Consideremos novamente as equagoes
(4.1.4) e (4.1.5).

s 45 . (n+1)S
-+ 1) (nr?)
. S(=1—n*+2n*?) . 2.
0 = 60— —r6. 4.1.7
2+ Dp(—1+ ) 417

+r(6)?, (4.1.6)
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O momento angular de um sistema de particulas é dado por
L= Zl‘i X Pi= Zmiri X Vj.
i i

Como o sistema possui duas particulas o momento angular é
L = myry X vi + mors X va,

e a posicao do centro de massa é

m1Try + Moly
Fep = ————————.

m1+mg

Figura 4.1.4: Particulas m; e mso

Determinando r; e ro em fungao de rey, € r. Como

r = Trz—Ty,
rg = r+ ry,
logo,
miry + mo(r +11)
em =
mq —+ mo
(m1+mo)tem = myry + mao(r +1y),
(my 4+ ma)rem = (Mg + mg)ry + mor,
mo
rfy = repyg— ———T.
mq + o

Com a relagao

r, = r+r17



4.2. REESCALONAMENTO DO MOMENTO ANGULAR 76

temos
mo
rg = Iem— —— I +T,
mi + mo
my
s = regmt+ —T.
my1 + Ma
Assim, temos as seguintes relacoes
mo my
s =Tem — r7r2:rcm+ r,
mq -+ Mo mq —+ mo
mo my
Vi=Vem — ——————V, Vo = Vg + ———V.
mi + ma mi + Mo

Substituindo essas relagoes no momento angular, obtemos

L= miry X Vi + Marg X Vo,
M3 My
LIm1 'em— —————7T | X {Vem —————V | +
my + Mo my + Mo
ma ma
Moy | rem+——01 ) X | Ve + ———V )
my + Mo my + mo

(m2my + mym3)

L = (my+m2)rem X Vem + (1 T 1122 rxv,
L = (mi+m2)fem X Vem + ml(rr:”i(Tlm—Z)TQ)r XV,
L = (mi+m2)fem X Vem + %r X V.
Como
Vem = 0,
temos
L= %r X V. (4.1.8)

4.2 Reescalonamento do Momento Angular

Retomando a equagao (4.1.8), realizaremos uma reescalonamento da seguinte

forma
mime r \%
Lo T (DY,
(m1 + mg)( ) L C
= my(cl) L rxv,
my = My
em que
r
Z pu— r,
v
— =vV.
c
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r e v estao em unidades reescalonadas. Afim de economizar a notacao mantemos as mes-
mas letras.

Seja L a transformacao de escala espacial, temos que o momento angular pode
ser escrito como

L = mQ(cL)Lr XV,
mi + me

q192 my
= macC 5 rxv,
dmegc?mey ) my + mo
q192 my
4megcmy + mo

r Xv.

O termo

my
— I XV
my1 + Mo

é o momento angular nas unidades reescalonadas que definiremos como L, portanto

my
Lp=—rxvwv. 4.2.9
R mq —+ mo ( )

Como ja definimos anteriormente n = m;/mgy, podemos escrever Lg em funcao de 7.

n
Ly = r X V. 4.2.10
Tl ( )

Considerando o plano xy o momento angular L é paralelo ao eixo z, portanto
para encontrar a expressao de LrZz, temos

Vg

m;

=~

Figura 4.2.5: Particulas m; e my em movimento no plano xy
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n
Lr = X
R 77+1r v,
n N A N
= r7) X (vgf + v,7),
L (07) x (v + 0,7)

S rvg (7 % 6) .
n+1 N~——

z

Portanto

LRZ = Vg,

n+1

em que Lg, é a componente Z do momento reescalonado.

Renomeando Lg, por [, isto é, L. = [, temos

| — n
= T vg ,
n+1 ~~
rd
= T2 (4.2.11)
n+1

Reescreveremos o sistema de equacoes em 7 e 6 em termos de r e [ , a partir das equacoes
(4.1.6) e (4.1.7). Seja

o 11
=g g
n+1 n r?

Realizando a derivada temporal na primeira relacao, temos

:”_Hd( 24) = ntl

p— p (zrr9+r29) (4.2.12)

Da equagao (4.1.7),
S(—1—n?+ 2n*r?

i} ). 2.
i = 6— 26
r2(n+ 1)n(—1+nr?) rr ’

substituindo-a na equacao (4.2.12) temos a seguinte expressao

7 2
= @mﬂ+r9)
— 2 22 . .
= + (27‘7‘6’—1—7“( 5(-1 774’2777‘)8_27;6,))7
n 7"277+1)77( L+nr2)
—1— m2r?) . :
— + (27“7"0—1—7" 77 + nT)Q—ZT?*Q),
n r2(n+ )n(=1 +nr?)
+

(S( 1—n*+2nr ))7

2(n+ Dn(=1+nr?)

Pt
ﬁ
S~
Qb

_ (S0t = (14 7%)
- (n(n +1)(nr? — 1)7“2) ' 219
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Da equagao (4.1.6),

substituindo 6 por

. 1
g1l
n o
temos a seguinte expressao
48 n+1\*? (n+1S
= T+ | — ] =+ 4.2.14
' r2(n+1) ( 7 ) s (nr?) ( )
Assim temos o sistema de equacao diferenciais
4 1\* 12 1S
Po 2 (—77+ ) Ey s (4.2.15)
r2(n+1) no ) ot (gr?)
. S 2 2,2 1 2
| = l( (27— ( +”>>). (4.2.16)
n(n+1)(nr? — 1)r?

Definindo uma nova variavel da seguinte maneira

l2
C=—. (4.2.17)

r

Fazendo a derivada temporal em C', temos

ic_ai

dt  r r2’

substituindo o valor de [ na equagao acima

dC 2ll S@2n*r? — (1+ 1))
dt ro\n(n+1)(nr2 — 1)r?
r (25(27727“2 - ([1+7%)
r \ n(n+1)(mr? —1)r?
<25(27727“2 —(1+7%))
n(n+1)(nr? — 1)r?

S

_ ¢ (28(2772r2— (1+7?%)) _gf
- n(mn+ 12 —=0r2 ) v
portanto
dC  C [(252n*r? — (1 +n?)) . :
- == — =C. 4.2.1
dt r ( nn+1)(nr2 = 1)r " ¢ ( %)

Por fim o nosso sistema de equagoes diferenciais fica na seguinte forma
48 7+ S(n+1 1\*c
- rpsntd) (at ) . (4.2.19)
(n+1)r (nr?) no)r

. C25@t - (4n’)
¢ =3 < n(n+1)(nr? — Dr ) (4.2.20)
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4.3 Solucao do Tempo de Decaimento

Para r >> 1 a equagao (4.2.20) torna-se

C = g (% - f) . (4.3.21)

Considerando C' uma constante, temos C' = 0, assim

45 )
0 = ———1,
(n+ 1)r
45
(n+ 1)r
Realizando a derivada temporal na expressao acima, temos

45 7
n+1r?’

(4.3.22)

substituindo esse termo na equacao (4.2.19), chegamos a seguinte expressao

_AS i 48 i St (bl ‘C
n+1r2 ()2 (pr?) n ) ¥
n+1\’C _ Sm+1)
n ) ot (nr?)
1\ 2
(77+ ) o - _S(n+1)’
Ui Ui
Ui
cit)y = —8.
®) n+1
Portanto para r >> 1 temos as equacoes
: 45 N
=—, Ct)=———=5.
g (n+1)r ®) n+1

Quando consideramos r >> 1 e que C' = 0 conseguimos uma solug¢ao particular em
que o parametro C' descrito acima é um invariante e obtemos a seguinte equagao para a
velocidade

o= L (4.3.23)
(m+1)r
As oscilagoes observadas nas curvas de decaimento ocorrem pelo fato das condi-
¢oes iniciais nao serem as mesmas dada pela solugao particular (4.3.23), entretanto quando
consideramos a condigao de 6rbitas circulares devido somente a for¢a coulombiana a con-
digao particular se aproxima com boa presisao e quanto maior for n melhor a precisao.
Portanto para fins de estabelecer com uma boa exatidao o tempo de decaimento podemos
considerar a solugao particular.
Nos graficos abaixo temos o tempo de decaimento considerando a condigao inicial
(7 # 0) dada pela equacao (4.3.23) e a condi¢ao inicial de érbitas circulares devido somente
a forga coulombiana (7 = 0). Podemos suspeitar que a condicdo inicial dada pela equagao
(4.3.23) gere trajetorias médias para o decaimento, pois observamos que a solugao 7 = 0
oscila em torno da solugao particular. Outro ponto de questionamento é considerar o
limite da solugao particular como uma média das trajetorias de decaimento uma vez que
a condicao inicial deixa de ser circular.
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Tempo de Decaimento

18000} \ — Vo#0 |,

16000

14000}

. 12000}
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Figura 4.3.6: Posicao relativa das particulas em fung¢ao do tempo para n = 1 com a
condigao inicial V # 0 e V) = 0. Os termos r e t estao nas unidades reescalonadas.

Tempo de Decaimento
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t le8

Figura 4.3.7:  Posicao relativa das particulas em fungao do tempo para n = 2 com a
condigao inicial V5 # 0 e V5 = 0. Os termos 7 e t estao nas unidades reescalonadas.
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Tempo de Decaimento

18000}

16000}

14000}

12000}

10000}|-

8000}
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40001

Figura 4.3.8: Posicao relativa das particulas em fun¢ao do tempo para n = 10 com a
condigao inicial V # 0 e V) = 0. Os termos r e t estao nas unidades reescalonadas.

Integrando a equagao (4.3.23), temos

dr B 45
d — (n+1)
4
rdr = 5 —dt,
n+1
4
/rdr = / S —dt,
n+1
. 5
— 4y = —t+ec
2 0 n+1 b
r° = ——t+ec.
n+1

85
2
ro = ——(0)+c,
F = O
T?] = c
Portanto,
85
r? = —t—l—rg,
n+1
2 1 t
2 = Nt +85t (4.3.24)
n+1

O tempo de singularidade, ou seja o tempo critico (t.), ocorre quando

r(te) =0,
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assim
ro(n+1) +8St. =0,
P 1 S ).
¢ 85
Como estamos considerando particulas atrativas, temos que S = —1, logo a equacao para
t. nas unidades reescalonadas é
2
1
%:E%;@. (4.3.25)

Sem o reescalonamento temos que o tempo critico ou tempo de decaimento em funcao de
n é

. = Tre(l+m)
C_L2

8 )
como
my
n = —-—
mo
9111 g2]
Amegmacd’
11| g2]
471'60771202’
temos por fim

7r_7“§ coc(my + ms)

te =
2 a¢illeel

(4.3.26)

Substituindo alguns valores para o tempo de decaimento e considerando que o raio rg é o
raio de Bohr, temos

1 . Elétron-Pésitron

t.=28,3x 10715

2 . Proton-Elétron

te=17,6x 107135



4.3. SOLUCAO DO TEMPO DE DECAIMENTO 84

Comparando os resultados numéricos obtidos pelas equagoes (4.1.6) e (4.1.7) e a
equagao (4.3.25), obtemos o seguinte gréfico

nxT
1.6 x 10'!
%
1.4 x 101!
&
&
1.2 x 10"
&
1.x 10! ke
) & — 1, = 10000
= af r, = 15000

R

8.x101°
l /’/v —— 1, = 20000
r, = 25000

Q

10

e af / %9/9%/
& /
4.x1010 4
& )/Q/Q/Q/v /
2 x 1010 & A/ A/é/é/‘ "M
| 2 ﬁww
0 — — — — —
0 500 1000 1500 2000 2500

Figura 4.3.9: Solugao analitica para o tempo de decaimento

A solugao particular (4.3.23) possibilita estimar o tempo de decaimento em fungao
de 1 para diferentes valores de raio 7. Um dos resultados mais importantes deste trabalho
foi deduzir uma expressao analitica para o tempo de decaimento que nas unidades nao
reescalonadas depende dos valores das cargas, massas e o raio.

Quando aplicamos a condicao que o elétron descreve uma 6rbita quase circular e
que a taxa de radiacao de energia é bem aproximada pela formula de Lammor obtemos o
tempo de decaimento ¢ igual a 1,6 x 107!1s. A suposicao feita neste trabalho é considerar
um sistema cléssico newtoniano de duas particulas pontuais carregadas interagindo entre
si. A partir desta suposi¢ao temos que o tempo de decaimento do atomo de Bohr é de
7,6 x 10713s. Supor que a o6rbita torna-se quase circular implica no tempo maior de
decaimento e como obtemos no capitulo anterior que a 6rbita que o elétron descreve dado
a condicao inicial de uma forca coulombiana que gere orbitas circulares é de fato uma
espiral e continua em uma trajetéria em espiral, afirmar que as orbitas sao proximas do
circulo levam erroneamente ao tempo classico de decaimento.



Capitulo V

Poténcia Irradiada por uma Carga
Acelerada

5.1 Vetor de Poynting e Poténcia de Radiacao

Como visto no capitulo I, os campos produzidos por uma carga pontual em
movimento sao dados pelas expressoes

Be) - g (BROU-F) | RoclR - RAxa))

 47eg (R—R-pB)3 2(R-R-B)3
(5.1.1)
R(t,)
B(r,t) = P E(r, t). (5.1.2)

onde

B(t,) =

O termo r,(t,) dita a posigao da carga ¢ no tempo de retardo, v ¢ a velocidade e a ¢ a
aceleragao, todos calculado no tempo t,.

Os campo sao formados por duas parcelas, uma relacionada apenas a velocidade
da carga e a outra que envolve além da velocidade a sua aceleragao. O campo elétrico de
velocidade é dado por,

¢ (R-RB)(1-p)
E,(r,t) = , 5.1.3
(r,2) drreg ( (R—R-pB)3 ( )
enquanto o campo elétrico de aceleragao é descrito por
q R x (R—RB) x a)
E.(r,t) = . 14
(I' ) 4:71'6002 < (R "R ,6)3 (5 )

O vetor de Poynting é dado pela expressao

1
S=—E xB. (5.1.5)
Ho

85
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Substituindo a expressao para o campo magnético e utilizando a propiedade do produto
triplo vetorial,

Ax(BxC)=(A-C)B- (A B)C,

otemos a seguinte expressao para o vetor de Poynting

s=— (B*R(t,) - (B R(t)) B). (5.1.6)
HoC

Para determinar a poténcia emitida pela carga, integra-se o vetor de Poynting
numa superficie S. Assim, consideremos uma superficie esférica centrada na posicao da
carga no tempo retardado, com um raio R(t,) = c(t —t,).

O elemento de area de uma casca esférica, em coordenadas esféricas é dA =
r?dfd¢, portanto proporcional a R%. Pela expressao (5.1.6) vemos que o campo elétrico
aparece elevado ao quadrado. Da equagao (5.1.1), podemos analisar que o campo elétrico
ao quadrado apresenta termos proporcionais a R~*, campo de velocidade multiplicado
por ele mesmo, R~3, campo de velocidade multiplicado pelo de aceleracao e R~2, campo
de aceleracao multiplicado por ele mesmo. Assim, apenas o termo derivado do campo de
aceleragao pode contribuir para o limite R — oo, ou seja, a energia que sera transportada
para muito longe, ja que os outros termos se anulam nesse limite.

Como o campo elétrico de radiacao é perpendicular a R, temos que a expressao
final para o vetor de Poynting é

1 A
S=—FE2R(t,). (5.1.7)
HoC
O vetor de Poynting representa um fluxo de energia por unidade de érea e tempo.
Reescrevendo o elemento de area como dA = R2dSQ, onde € ¢ o angulo sélido de modo
que a poténcia irradiada que passa pela esfera no tempo t por unidade de area é dada

pelo modulo do vetor de Poynting, ou seja,

PO (s Ryr2 = B2 (R(t))*.

-\ 5.1.8
ds2 LoC ( )

A poténcia calculada é no tempo t, porém, nao é a mesma que saiu da carga no tempo
t,. Calculando portanto no tempo ¢,., obtemos

dW  dW Ot ot
dt,  dt ot, P(t) ot,

P(t;) = (1-R-8)P@)

O termo —gfr é deduzido a partir equagao (1.2.58) do apéndice A e assim,
dl (tr) D D 2 <1 — 1 ﬂ) 2 2

Portanto a poténcia irradiada, P(t,), é dada por

P(t,) = }é P;g“)dg _ ﬁ%EﬁRQ(m)dﬁ. (5.1.10)
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5.2 Radiacao Emitida em Baixas Velocidades

Admitindo que a carga ¢ possua uma velocidade muito menor que a velocidade
da luz podemos considerar o limite em que 3 — 0. Assim a equagdo para o campo de
aceleracao fica

¢ Rx(Rxa)

Ea = )
4renc? R

(5.2.11)

ou, usando a identidade para o produto triplo vetorial temos,

E. =

Y

¢ (R-a)R—(R-R)a
4drenc? R
¢ (R-a)R—a

= . 5.2.12
4drregc? R ( )

Para obter o vetor de Poynting devemos calcular, E2, portanto

~ ~

o2 ¢ <(R-a)R—a> : ((R-a)R—a)
2 16m2e3ct R? ’
¢ (R-a)?—-2(R-a)?+a?
16m2e3ct R? ’
¢ a>—(R-a)?
16723 ct R? '

Considerando que o angulo entre Rea seja 6, temos

¢ a®>— a?cos’(0)
16m2€e3ct R? ’
2 2 i 2
q¢¢  a*sin’(0)
= g R (5.2.13)

E2

Utilizando a relacao

podemos escrever o vetor de Poynting como

2.2
fog-a” -
S — —16;%]%2 sin?(0) R(t,). (5.2.14)

Considerando que, 3 — 0, entao a poténcia irradiada por unidade de angulo
s6lido é dado por

dP(t,)  pog®a’
dQ  16m2c

sin?(0), (5.2.15)

portanto a poténcia total emitida pela carga é
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1672¢

2 2
Hogq-a” . g
= 0)dod

75 16m2¢ 00 (6)dbdo,

2.2 ™
_ Bga 27r/ sin®(6)db),
1672¢ 0

2.2
P(t) — ﬁ M0G0 5112 (9)d0,

4

2 2
Hoq~a

) 5.2.16

6mc ( )

Realizando a aproximacao do tempo de retardo para o tempo instantaneo, ¢, = t,

temos que a poténcia total no tempo ¢ é

2 9
Hoq~a

) 5.2.17

6me ( )

P(t) =

A equacao acima é conhecida como a féormula de Lammor para a radiacao emitida por

uma particula.
Portanto, para os casos n =1, n = 2 e n = 10, obtemos os seguintes graficos

Radiacdo emitida
0.000016

0.000014

i

|

|

|

!

0.000012 - i
0.000010- "
l

l

0.000008 |
/
/
0.000004 - /l

/
0.000002 1 J
~

‘—/

0.000006

e et e e e e e e et

01.x1071% 3.x10710 5 x10710 7.x10°16
S

| """ particula 1 — — particula 2 |

Figura 5.2.1: Poténcia emitida - n =1
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Radiacdo emitida
0.0003 1

0.0002 1

0.0001

O T T T T T
0 2.x10°16 6.x10716 1.x10~ 1
S

|— particula 1 particula 2|

Figura 5.2.2: Poténcia emitida - n = 2
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0 T T T T
0 1.x10° 2 2.x10° P 3.x10 P 4.x1071°
S
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Figura 5.2.3: Poténcia emitida - n = 10
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Radiacdo emitida
0.0016 1
0.0014 1
0.0012 A
0.00101
0.0008 1
0.0006 1

0.0004

0.0002
0

0 1.x10" " 2.x107 1 3.x1071°> 4.x10°1°
S

|— particula 2 |

Figura 5.2.4: Poténcia emitida - n = 10

Os graficos para as particula 1 e 2 com n = 10 estao separados devido a diferenca de
escalas.



Capitulo VI

Conclusao

6.1 Resultados e Perspectivas

Neste trabalho obtivemos as equagoes de movimento para duas particulas pontuais
carregadas interagindo entre si e assim obtivemos a dindmica destas particulas. Introduzi-
mos uma escala temporal e espacial de modo que a dinamica do sistema depende apenas
da razao entre as massas 7. Concluimos que sistemas com parametros diferentes mas
cujo valor de n é o mesmo possuem uma simetria de escala em que ha uma mapeamento
de um sistema ao outro por uma transformacao de escala espacial e temporal. Também
constatamos uma violagao da 3% lei de Newton, uma vez que observamos a aceleragao do
centro de massa.

Dentre os objetivos citados durante o trabalho conseguimos analisar numerica-
mente o tempo de decaimento para diferentes valores de 1 com diferentes valores de raio
inicial. Com intuito de compreender melhor este tempo obtivemos a equagao (4.3.23) que
possibilitou determinar uma expressao analitica para o tempo de decaimento e calculamos
a radiacao liberada por essas particulas.

Os proximos passos a serem tomados é considerar o tempo de retardo e o momento
relativistico nas equagoes de movimento. Indroduzindo estes novos fatores temos como
objetivo observar como se dard o comportamento das trajetoérias e se existe uma grande
mudanca no tempo de decaimento.

Com a introducao destes novos fatores devemos procurar outros métodos para
simulagao que envolvam equagoes diferenciais com retardo, isto é, equacoes diferenciais
no qual a derivada da funcao desconhecida em um certo tempo é dada em termos dos
valores da fun¢do em tempos anteriores [6].

Estamos interessados também no estudo da eletrodindmica estocastica para ana-
lisarmos a estabilidade das érbitas . As equagoes de movimento deduzidas neste trabalho
nao possuem termos estocésticos, porém temos como intuito encontrar um forma de in-
troduzir o termo estocéstico nas equagoes de movimento para analisarmos a estabilidade
do ponto de vista estocastico. Portanto temos como novo objetivo dar um descri¢ao da
estabilidade do elétron , de forma que as leis do eletromagnetismo permanecam validas,
porém introduzindo elementos estocasticos na anélise cléssica.
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Apéndice A

Eletromagnetismo

1.1 Funcao de Green para as equacoes de Onda

As equagoes de onda no calibre de Lorentz

0?V p
2y, - - _F
vV Ho€o o2 o

vl — Ho€o—y = —HoJ,
partilham da mesma estrutura matemaética, elas podem ser escritas como
2 1 9%y

Y — C?w = —47TI/(I',t) (111)

sendo 7(r,t) representado pelos potenciais, ¢ = 1/upey a velocidade da luz no vacuo e
v(r,t) as fontes dos potenciais. Para a resolugao desta equacao diferencial ndo homogénea,
usaremos a técnica de transformagao de Fourrier. Escrevemos v e v como

v (r,t) = \/% /_Oo v (r,w) e dw (1.1.2)

1 - —iwt
v(r,t) = \/—2_7r/_oou(r,w)e dw (1.1.3)

com as seguintes transformadas inversas

vy (r,w) = \/% /_Z’y (r,t) e™'dt (1.1.4)

1 = iwt
v(r,w) = \/—Z_W/_Ooy(r,t)e dt. (1.1.5)

Aplicando as expressao (1.1.2) e (1.1.3) em (1.1.1), temos

1 > —iw 1 82 1 OO —iw
V2 {E/ ’}’(I’,W)@ td(JJ:| - 0_2@ {E/ ’y(r,w)e tdw:| =

1 °° ,
= 47 | — v(r,w)e “dw| ,
|: V 2 /;oo ( ) ‘|
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—iw 1 62 —iw
\/ﬁ/ V2 (r,w) e “'dw — \/_/ 23252(6 ") dw =

—4v (r,w) e “dw

Sy

1 o .
Nor / V2 (r,w) e “dw + —— / e’m) dw =
T J—c0

—47v (r,w) e “dw.

m/

Seja
k= % (1.1.6)
temos
\/%_7( /OO [V2y + k*y + 4] e ™ dw = 0.
Para que a integral seja nula é preciso que
V2y + k*y = —4nv (1.1.7)

que é a equacao diferencial conhecida como a equacao de Helmholtz nao homogénea.
Podemos resolver a equagao (1.1.7) utilizando adequadamente as fungoes de Green
que estao sujeitas a equagao

V2E,(r,t') + K Fy(r,v') = —4md(r — 1'). (1.1.8)

Quando nao hé superficies limitantes que formam fronteiras entre duas regioes distintas,
a funcao de Green acima deve ter uma simetria esférica, de modo que ela deve depender
apenas de R = ||[r — r’||. Portanto a equagao (1.1.8) pode ser simplificada reescrevendo o
operador V2 em coordenadas esféricas

1 19 9 1o
2 _ _
V= Tart o (Smeae) T P snt004

Como Fj, é uma funcdo de R = ||r — 1’|, temos

1 2
d2
T (RE) + R (RE) = —dnd(R).

A funcéao Delta contribui somente quando R = 0, isto é r = r’. Quando r # r’, a equagao
torna-se

2

T ——(RF) + K*(RF) = 0,

que é uma equag¢ao homogenéa, a qual pode ser simplificada definindo

fk(R)'

Fy = R
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Portanto a equacao fica

£ (RS o (B2

dR? R R
e ,
d—m(fk(R))Jrk (fu(R)) = 0.

Supondo que
fk — AemR
e substituindo na equacao diferencial acima, temos

Am2e™t 4 2 AemE =
Ae™(m? + k) = 0.

o

Para que a equacao acima seja sempre verificado, basta que

m?+k*=0
m = +ik.

Portanto, a solugao da equacao diferencial sao dados pelas fungoes
f]:_(R) — 6ikR fk_ (R) — e—ikR

e assim as fugoes de Green ficam

F(R) = 7 - R (1.1.9)
e
- —ikR
Fy (R) = fk}(zR) =2 0 (1.1.10)
resultando na fugao de Green geral
oikR o~ kR
F(R) = A+ B— (1.1.11)

em que A e B sao coeficientes que dependem das condigoes do problema. Os dois termos
a direita da equag@o (1.1.11) representam ondas esféricas. O primeiro termo indica uma
onda partindo da origem, em r = r’, e o segundo termo uma onda esférica dirigindo-se
para a origem. Quando a fonte de um potencial é acionada no instante de tempo t = 0,
a onda emitida deve divirgir a partir do ponto em que est4 a fonte, assim f;"(R) tem um
interpretacao simples, porém, F, (R), associada a uma onda convergindo para a origem,
nao tem uma interpretacao tao simples diretamente, porém dependendo das condigoes de
contorno no tempo ela pode ser utilizada facilitando o desenvolvimento matematico.
Para melhor compreensao das duas fungoes de Green, consideramos as mesmas
dependentes do tempo, que deve estar sujeita, por analogia com (1.1.7), a equagao

1 02
V2E,(r, t;r ) — —Q@Fk(r,t; v’ 1) = —And(r — )0t — ). (1.1.12)
c
Definindo as transformadas de Fourrier
Fy(r,t;0' ) = L/Oo Fio(r,w; v, e ™ dw (1.1.13)
) ) b \/% o b ) )
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Fi(r,w;r’, o) r,t;r t)e™dt. (1.1.14)

“ 7w L

Além disso, o termo de fonte em (1.1.7) pode ser identificado com as fung¢oes Delta em
(1.1.12), ou seja

v(r,t) =6(r —1')o(t —t') (1.1.15)

de modo que por (1.1.5),temos

Yo (t —t')e™dt,

vir,w) =

m/ (r—r

v(r,w) = E(?(r —r)e™t.

Assim, pela equagao (1.1.3),0btemos

5([‘ N r/)eiwt’efiwtdw

o= |

substituindo (1.1.15) na equag@o acima,temos

o(r—r' 5t—t / r — et et 1116
( ) \/ 2 ) ( )
simplificando
1 o ,
Sr—1)5(t—t) = —dr—7r) / o= (t=t) g,

27 C

1 [ )
ot —1) = o - e dw, (1.1.17)

Para obter a fungao de Green dependente do tempo que esteja sujeita a equacao (1.1.12),
substituiremos (1.1.13) e (1.1.16) na equagcao diferencial, portanto

2
[\/ﬁ/ Fy(r,w;r’, w)mdwl—é%[m/ Fi(r,w;r’ w)e “dw| =

—4 1 , /
i 5(r —r')e @ty

T Von _oo¢_27r

[e.e]

—1 1 - 182 —iw
\/ﬂ/ V2F(r,w;r’,w)e ’“tdw—ﬁ/_ Fe(r,w; ', w)20t2(e " dw =

5(r —r')e @ gy

vl

4 - A
{V2Fk r,w;r’ W)+ E*V2E(r,w;r’ W) + —7T5( )e""t] e “dw = 0.

7l %

Assim obtemos a seguinte equagao diferencial

1 .-
V2E,(r,w;r W) + K2 F(r,w;r W) = —dr—=0(r — 1')e™" . 1.1.18
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Supondo que a fungao de Green Fi(r,w;r’,w’) possa ser escrita na forma de um
produto entre uma funcao de Green independente do tempo e uma fun¢ao que tenha como
dependéncia na frequéncia, e consequentemente no tempo, obtemos

Fi(r,w;r' w') = Fi(r,r")Q(w,w) (1.1.19)

e substituindo (1.1.19) em (1.1.18), ficamos com

iwt’

V2 [Fy(r, ¥)02(w, )] + k2 [Fie(r, v')Qw, o)) = —drd(r—1') f/%
Qw,w) [V2F(r,r') + K*Fi(r,x')] = —4nd(r — r’)j;
Portanto,
et
Qw,w’) = Nor: (1.1.20)
V2E,(r,v') + K*Fy(r,v') = —4né(r —1').

Sendo a tltima equagao exatamente igual a equagao (1.1.8), cujas solugbes sado
ikR —ikR
e
+ B .
R R

Portanto a equacao (1.1.19), pode ser escrita da seguinte forma

Fi(R) = A

Fp(r,w;r' o) = Fi(r,r)Qw,w’)

kR o~ kR giwt’

= |A~— +B , 1.1.21
{ R R ] V2m ( )

assim temos uma fun¢ao de Green que depende do tempo.

Portanto podemos escrever Fy(r,w;r’,w’),como
Fi(r,w;r' ') = Bl (r,w;r, ') + F, (r,w;r',w')
em que

N . AeikR eiwt/

Frr,wr,w) = 1.1.22
o—ikR it

F (r,w;r,0') = B (1.1.23)

R \/27‘("

Retomando a transformada de Fourier (1.1.13), obtemos

Frre, ;v t) = 1 /00 cikR vt it
' o V27T —00 R \/27'['

L1~
F;(ryt;r/’t/) — %E - e’LkRefzw(tft )dw
F+(I‘ t:r' t/) = il > ei%R—iw(tft/)dw
e 2r R J_

11 > —iw(t—t'— &
Bt t) = ook ) .C (t-2) g,

11 [~
Rt t) = (-],

21 R J_s
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Realizando uma mudanca de variavel, temos:

D=—w dQ=—dw
D= oc0o=>w— —0
Q= —0c0=w—

Assim,

11 /
Ff(r,t;0',t) = 27rR/ D= (t-2)] (—dw)

trocando os limites de integracao ficamos com

Fi(e,tir',t) = %% " eiolr=(-5)] 4o, (1.1.24)
Ja sabemos que,
it—t) = L[ e~ @t .
2 J_
Alterando ¢ com ', obtemos
St —t) = L7 ietrng,, (1.1.25)
21 J_ o
Comparando com (1.1.24), obtemos
Ff(r,t;0,¢) = %5 {t’ - (t - ?)} . (1.1.26)
Fazendo a mesma mudanga de variavel definida anteriormente em (1.1.17) achamos
S(t—t) = L[ eIV g(—Q)
21 Joo
5(t—t) = % N e U =D g(Q)
e entao, ficamos com
St —t")=4d(t' —1). (1.1.27)

A outra fungao de Green, equagao (1.1.23), tem a transformada

—sz zwt’
By (v, ;0 t) = ,/—/ —iwtdw
i ( ) = —
11 R
Fk_ (r; t) r/, t/) — 27T R e—ZkRe—zw(t_t )dw
11 o
F t: / t/ - fzw(t—t +?)d
k (r’ I, ) or R e W
— ! 4l 1 1 S iw[t/*(t+ﬂ>]
Firtirt) = —— [ e )] 0

2r R
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Novamente utilizamos a mesma mudangao de variavel, ou seja, trocamos w por —€), e
obtemos

Fo (vt t) = 5t’ ( )} (1.1.28)

Portanto as fung¢oes de Green (1.1.26) e (1.1.28) podem ser escritas como
et ) = — - glp— (o= r,” (1.1.29)
i h—ﬂ *
— 1ogt o H — I'/H
r—r

c
Logo, em termos da fungao de Green, as solugoes da equagao diferencial (1.1.1),

1 0%y
2 —
T2 —4rv(r,t)

sao dadas mediante

vE(r,t) = //F,;t(r,t;r’,t’)y(r’,t’)dth’

oo = [ [l () e navr

trocando a ordem das integrais, temos

,Yi(rjt):/ <I‘ t:|:||r r||>dV

[r — ']

Como definido anteriormente o tempo retardado t,

e
T c )
e o tempo avangado definido como
)
o=t 4 2= (1.1.31)
c

as solugoes podem ser escritas como

/Hr—ﬂH (1.1.32)

/|h—ﬂH (1.1.33)

Apos todo esse desenvolvimento podemos compreender melhor as solugoes acima.
A primeira solucao referente a tempo retardado explicita uma "informacao"propagando-
se a partir de r’ que foi emitida num tempo t' e por causa da velocidade finita da luz, leva
um certo tempo até atingir um ponto de observagao r no espago, sendo percebida num
instante de tempo ¢ posterior a t’. A outra solu¢do para um tempo avancado apresenta
dificuldade quanto a sua interpretacao fisica porque representa uma informacao emitida
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num tempo t' a partir de um ponto r’ e que é recebida num ponto r em um instante de
tempo t anterior a t’, violando a questao da causalidade, isto é os efeitos precedem as
causas. Entretanto esta solucao matematica pode ser usado como artificio de calculo em

algum problema.

Como resolvemos a equagao (1.1.1) que era uma equagao genérica para as equagoes
de onda no calibre de Lorentz,

0*V p
2V _ - - - _rF
\% Ho€o 912 0
0%
V3l — MOGOW = —uoJ

que terao, como solugoes, as expressoes no calibre de Lorentz

Vir,t) =
(r,?) zmo/ ||r—r’||

2A(r

III“— I"||

Portanto foi demonstrado que as equagoes (1.2.17) e (1.2.18).

1.2 CaAlculo dos campos de Lienard-Wiechert

A partir dos potenciais podemos determinar os campos utilizando as relagoes

abaixo

B = VxX,
E = -VV - —

q 1
Vir,t
(x,1) dreg R—R -3’
Ho€o q
t) = t,.).
Alr, ) 47T60R—R-,3V< 2

Calculando inicialmente VV

VV = V(

O operador V atua sobre r e r,(tr), pois

Temos entao,

tr:t_w:t_f_{.
C C
W= () _V(R-R-B)

dreg. "(R—R - B)?

vwo= -1 L (VR-VR.g)

dreg (R—R - B)?

1 q v 1
ireg R—R-B)  4we R-R-8)

(1.2.34)
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Ja sabemos que
= r = rq(t)[| = c(t — 1),
portanto
VR = c¢V(t—t,)
—cVit,. (1.2.35)
Por outro lado, temos também
1 1
VR=VVR -R = V(R -R). 1.2.36
SRR 1239
Dada a identidade
V(A-B)=(A- V) B+AXx(VxB)+(B-V)A+B x (V xA)
de modo que
VR-R) = (R- VI R+Rx(VxR)+(R-V)R+R x (V xR)
V(IR-R) = 2(R-V)R+2R x (V xR). (1.2.37)
Primeiro, determinamos
(R-V)IR = (R-V)[r—r(t)],
= (R-V)r—(R-V)r(t,). (1.2.38)
Definindo
R = R, +R,j+ R.k,
r o= i+ yj + zlz:,
r(t,) = m(t.)i+yi(t)] + z(te)k,
temos que o primeiro termo
A ~ ~ 0 0 ~ 0 - ~ ~ ~
(R-V)r = (<Rz@ + Ryj+ Rzk> . (a—z + a—yj + &k)> (z1 +yj + zk),
0 0 0 . N .
= (Rm%—FR vy + R, P ) (w1 4+ yj + 2k),
= R, + R,j+ R.k,
= R.
Portanto
(R-V)r=R. (1.2.39)
O segundo termo
d. 0.~ O0-
R-V)r(t,) = ((R i+ R+ R k) (%z ks 51{:)) (x(t)),
0
- (Rx 5 R+ R (6,
_p tr) ot, dr(t,) % dr(t,) Ot,
T, 833 Yodt, Oy “dt, 0z’
ot, ot, ot,
= t —
Rov(t) o+ Byv(t) 5o+ Rovit) 5
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Portanto
(R-V)r(t,) =v(R-Vt,). (1.2.40)
Reunindo (1.2.39) e (1.2.40) em (1.2.38), achamos
(R-VR=R-v(R-Vt,). (1.2.41)
Calculando agora

VxR = Vx(r—r(t)),
= Vxr-Vxr(t),
——

=0

= -V xr(t,). (1.2.42)
Entretanto
_ ((9z4(tr) _ yq(tr) \ = Ozy(tr) _ Ozq(tr) \ ~ Iy,(t) _ Ozq(t,) \ -
Voxr(t) = < y 0z v 0z ox a ox oy i

dzy(l,) Ot dyy(ty) Otr Py dzg(ty) O, dzy(t,) O,
dt, Oy dt, 0z dt, 0z dt, Oz ‘7

4 dyq( )8t dxq(tr)% i
dt, Oz dt, 0y )

Vxr(t,) = U%—v% i+ U%_U% F v%—v% k
= \%ay T e 0z or )? T\ War " "oy )
= —v x Vi,

V xr(t,) = —v x Vt,. (1.2.43)

Voltando para equagao (1.2.44),

VxR = -V xr(t,),
VxR = —(—-vxVt,),
VxR = vxVi,. (1.2.44)

Usando (1.2.41) e (1.2.44) em (1.2.37), ficamos com

VIR-R) = 2(R-V)R+2R x (V xR),
VR-R) = 2(R-v(R-Vt))+2R x (v x Vt,),

e, retornando a (1.2.36)
1 1

VR = 5= V(R-R)
VR = o (2(R V(R VE)) + 2R x (v X V)
VR — (R—V(R-Vtr))-f-RX(VXVtT)'

R
Dada a propiedade do produto triplo vetorial,

Ax(BxC)=(A -C)B-(A-B)C,
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temos que
R x (v x V(t)) = R-V(t))v - (R-v)V(t,)
portanto,
op - B-V(R-VH)) + (Réwm)v (R V)V@T)?
VR = R - (R'V)V(t,,)‘

R
Utilizando a equagao (1.2.35), obtemos

—cVt, =
—cVt, = R—(R-v)V(t,)

Vi) = — 2
—Cc+n-v
1 R
o - ()R Lo
A equagao (1.2.35) fica,
VR = —cVit,,
-1 R
vi = () w
R
VR — m. (1.2.46)
Para calcular V(R - 3), utilizaremos a seguinte identidade
VR-B)=R-V)B+Rx (Vx8)+(8-V)R+8x (VxR). (1.2.47)

O primeiro fator (R - V)3 é obtido da mesma forma que a expressao (1.2.40)

A ~ ~ a/: a". a/\
(R V)3 = ((RmHRyﬁRzk) : (%z—i—a—yj +&k)> B,

0 0 0
_ (Rx%JrRya—erRZ&)ﬂ,
B oL, B0, |, dB(t) O,
T dt, Ox Yodt, Oy odt, 0z’

_ % (Rxa(tr)% + Rya(tr)g—z + Rza(tr)%) ,
_ et g
utilizando (1.2.45)
®r-v)s = v,
o =2 () ).
(R-V)B = L (1.2.48)

R-R-3
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O termo R x (V x B) pode ser calculado seguindo os mesmos passos realizados para
determinar a expressao (1.2.43), tal que

VxB = -2xwt,
C
a —1 R
Vxﬁ-—zxﬁ7)§t§7?
Vxg = S xR
P T RR-B
logo
R x (V x 3) Rx 5 xR
X X =
R—R-3
Sabendo que
a a
Rx 5 xR = (R-R)C—2—<R-C—2>R,
x:! a
= B (RoG)R
Portanto,
R’3 - (R-3)R
Rx(VxpB) = —= 2/ (1.2.49)

O terceiro termo ,(3 - V)R, utilizando com base a expressao (1.2.41) deduzida, temos

(B-VIR = B-v(R-Vt,),
wom e () )

_ B(B-R)
B-V)R = B+—R_Rﬂ,
(B-V)R = R_‘;ﬁﬁ- (1.2.50)

o ultimo termo B x (V x R), por (1.2.44 ),temos

VxR = vxVi,

- () 7=we)

_ __BxR
R—R-83
Bx(VxR) = Bx ( %)
Bx(VxR) = ([;XBRX?)
pr(vxr) = - (LT
Bx(VxR) = BQI]{% (gg)ﬁ (1.2.51)
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Portanto a expressao (1.2.47), fica

2a
R 02

2a

104

BR FR—(B-R)B

VIR-B)=—5—R 3 "R mrRpBT R RrRa 129
V(R.Q)ZBR_(R'é%)R+52R_(B'R)B. (1.2.53)

R-R-3

Assim a equagdo (1.2.34), aplicando (1.2.46) e (1.2.53), achamos

oy 1 R  BR-(R-3)R+SR-(8-R)S
" 4 (R—-R-B2\R-R-p R-R-p3 ’
oy — @ —— (R-BR+ (R-3)R- R+ (8-R)B),

dreg (R —R - B)3

¢ 1-F)R+ (R 5)R+[B-R)-RI6

=— 1.2.54
vV el R B (1.2.54)
Determinando a devirada temporal de 20 dado por (1.2.24) no capitulo 1,
pog V()
Wl) = L R-RB
temos
O poged (b)) N _meqd (B
ot 4 cOot \R—R -3 47 Ot \R—-R-B)’
o cq B B 9
4 (R—R-B@t (R—R-ﬁ)28t(R R-B)).
Como ja sabemos temos que
R=r—r,t)
e que
R
te=1t—=,
c
portanto
OoR 0 Ory(t,)
L A T
6_R B _8rq(tr) ot,
ot ot, ot
OR ot,
— = —. 1.2.
5 v(t,) o (1.2.55)
Para R, a derivada temporal é
OR 0 1 1 OoR R
o= i (VRR)=5 e (E'R“"W) >
OR R OR

ot R ot
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Utilizando a equagdo (1.2.55), temos
% — E - (t )at"
ot~ R\ Vot )
-~

%_]f = = (Revi) 5

Sabemos que
R=|r—rt)| = c(t —t)
portanto,

orR 0 ot,

Comparando as equagoes (1.2.56) e (1.2.57), obtemos

(k)G = o(1-F)

~(ReB) G = 15
ot, 1

ot 1-(R-B)

Substituindo o termo acima nas equagdes (1.2.55 ) e (1.2.56), temos

OR ot, 1
o —v(t) 5 :—V(tr)m,
o) v(t,)
Eai—r
e
OR . ot,
o = —(Bve) G
orR R-v(t,)
%" i(Rs)
Derivando 3, temos
0B _ 10v _ 10v(t)0L,
ot cdt ¢ Ot Ot’
o8  a 1
o el—(R-B)
98 c

o 1—(R-B)

Onde a é a aceleracao da particula no tempo retardado ¢,. Por fim, temos

0 _ 0OR OR op
E(R—R'ﬁ) = 5 " PR oo
R-v v-3

a
c

— ~ + = —
1-(R-B) 1-(R-B)
v-B-R-v-R-
1—(R-B)

olp

R -
1—(R-

B)’
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(1.2.56)

(1.2.57)

(1.2.58)

(1.2.59)

(1.2.60)
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Portanto,
oA pocq 1 2 B B v-B-R-v-R-2
ot ar \R-R-B1-(R-8) (R-R-B? 1_(RkR-B) ’
8_9[ _ Hocq 1 R2 B G v-B-R- v—-R-2
o0 417 \R-R-BR-R-B (R-R-pB)? 1—(R-B) ’
U ocq R:  RB(v-B-R-v-R-2
ot 4r \(R—R-pB)? (R—R-pB)3

Como ¢? = ;ﬁ’ podemos escrever fi. = s logo

2  q (R:R-R-B) cRB(B-B-R-B-R-3)
ot 4mec \ (R—R-B)3 (R—R-pB)3
o ¢ (R&R-R-B) RBE°-RB-R-2)
ot 4dme \ (R—R-B)3 (R—R- )
U _ g B's-RR-B)3 - RRP+RBR-B)+ AR ) , 0
ot 41eg (R-R-B)?
Dado o campo elétrico,
oA
E:—VV—E,

substituindo os resultados encontrados de VV e obtemos

8t’

¢ 1-)R+(R-3)R+[B-R)-RB

E:47T€0 (R—R-pB)?
g R*3—-RR-B)3 - RRA+RB(R-B)+RBR-3)
 dneg (R—R-pB)3 ,

47eg (R—R-B)3

R-(R-RB)3 - RRA*+ RB(R-B) + RB(R.- 3)
- (R—R-B)? ’

po ¢ <(1—52>R+(R'%)RH(ﬂR)—R]ﬂ

o ((1—62)R+Rﬁ62—Rﬂ

4dTeq (R—R-3)3
+(R'§)R—35(R-§)—R- (R—Rﬁ)%)
(R—R-B) ,

Y

¢ (0=F)R-RB1-B°) (R -5R-FR)-R-(R-RP)5
E_47r60( (R—R-pB)3 * (R—R-pB) )
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E(r,t) = T

q ((R(t) — R()B(,)(1 - B((t)) | R(t) x (R() — R(t)B(t,)) x a(tr)))
(R(t) — R() - B(tr))? A(R(t) — R(t) - B(t,))? ’
(1.2.62)

que é o campo elétrico de Liénard-Wiechert. Para o campo magnético temos a seguinte
relagao

R(t,)

Cc

B(r,t) = x E(r, t). (1.2.63)



Apéndice B

Contas do capitulo 11

2.1 Equacao de Movimento

Neste apéndice o objetivo é expor com mais detalhes as contas realizadas no
capitulo II. Portanto, voltamos novamente com as defini¢oes dos campos E;(r,t) e Bi(r, t)
que atuam na particula i = 1,2 com ¢ # j

E(rf) = U (Ri(t) — Ri(t)B;(t-) (1 — B3 (t)) N Ri(t) x (Ra(t) — Ri(t)B,(ty)) x ay(tr))
Y 4re (Ri(t) — Ry(t) - B;(t,))? A (Ri(t) — Ra(t) - B;(t,))?
Bi(r,t) — RZ’(E” « Ei(r, 1),
onde
Ri(t) = ri(t) — 1;(t,). (2.1.1)

Para as particulas localizadas em rq(t) e ry(t) no tempo ¢ temos:

Fi(t) = qi (vi(t) x Bi(t) + E;(?)) (2.1.2)

Como estamos desconsiderando o efeito de retardo , temos que o tempo ¢, sera calculado
em t, ou seja, t, = t, assim definido os vetores Ry = (X7 — X5, Y1 — Y5, 7 — Z5) e
R, = (Xo — X1, Y5 =Y, Z5 — Z1) que representam as posigoes da particula 1 em relagdo a
particula 2 e a posicao da particula 2 em relagao a particula 1 respectivamente e os seus
vetores unitarios

. R,
B = L
' R4l
. R,
Ry = 2
? Rl
em que
IRi|| = V(Xi—X2)2+ (Y1 —Yo)2+ (21 — Z»)2,
IRo|| = V(Xo— X024 (Ya—Y1)2+ (2o — Z1)%

108
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Portanto o sistema de equacgoes para a particula 1 e para a particula 2 é

{ miAr = q (vi x (B1) + (Eq1))
maAy = qa (V2 x (B2) + (E2))

Como ||Ry]| = ||R2]|, podemos escrever
= V(X = X024 (Yo = Y1)+ (2~ Z0)2
rt = V(X = X024 (Y1 = Ya)? 4 (21— Z2)?,

e assim definir novas varidveis para simplificar mais a notagao das posicoes das particulas,
assim definimos ey, ey e ez da seguinte maneira
Xo— Xy Y-V Zy — 74

€x , €y , €z .
r T r

Descrevendo as posigoes das particulas por ex, ey e ez simplificamos bastante a notacao
das equagdes e obtemos as equagoes (2.1.6), (2.1.7), (2.1.8), (2.1.9), (2.1.10) e (2.1.11) do
capitulo II. Como estamos analizando as solu¢oes no plano zy e realizando o reescalona-
mento, obtemos as seguintes equagoes

S (€Y2 + ey Vly + ey ng + V1y ng) AQI
r |1 + ex ng + ey ng|3
S(eY ex + ey VQ:E + Vly ex + VQJ: V]y) A.?y

r |1 + ex ng + ey ng|3
S

+ 3
12|14+ ex Vo, + ey V|
—Viyex + ey ViyVar — Vinex — Voo (Vi + Vi)

+V1y(Vzi + ‘/223;)(_63/‘/2117 + eXV2y)) =0

nAI:r +

(eX + ‘/2:): - VvlyeX‘/Zy

S (ey ex + Vg ey + ex ng + Vig ng) Ao,
T |1 + ex ng + ey ng‘g
Slex?+ex Vig+ex Vo + Vi Vay) Agy

r ’1 + ex Vgx + ey ng‘g
S

+ 3
12|14 ex Vap + ey Vyy
‘/1966)(‘/23/ - ‘/szeY - ‘/L’teY%x - %y(‘/QZw + ‘/2211)

nAly -

+

(€Y + Vo — V22y€Y

S(ey?—ey Vi, —ey Vo, + Vi, Vo) A,
rl—1+ex Vie + ey Vy|*
S(eyex — Vigey —ex Vo + Vig Vo) Ayy
rl—1+ex Vi, + ey Vly\g
S
2 =1+ ex Vi + ey Viy|* (ex = Vi = Ve
+ey Vo Vig — Viyex Vay — Visex + Vi (V3 + Vi)
~Vay (V2 + V) (Vizey — Viyex)) =0

A,@z +
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S(eyex — Vigex —ey Vo + Vo, Vi) Ass
rl=1+ex Vi + ey Vi, |?
S(ex? —ex Vi —ex Vor 4+ Vie Vo) Ay
r|—1+ex Vis + ey V1y|3
S

_7“2 |—1 + ex VM + ey V1y|3
_‘/lxeY‘/Z:c - foeY - nyeY + %y(‘/fx -+ ‘/12?})
Voo (Vi + Vi) (Vigey — Vigex)) =0

Colocando as equagoes acima na forma matricial, obtemos

Agy —

+

(ey — Viy + exVa, Viy

n 0 a3 ay Aig by
0 71 as axu Ay | _ [ b
a31 as2 1 0 AQ:E b3
an a2z 01 Agy by

S(e3 + ey Vi, + ey Vo, + Vi, Vo)

e |1+ ex Vo, + ey Vo [3 ’
4. = _S(eyex + ey Vor +exViy + Vo, Vi,
14 ex Vo, + ey Voy|? ’
Gy — _ Slevex +eyVig +exVoy + VMVQy)7
1+ exVay + ey Vay|?
vy = Sl T exVie +exVo + Vialh)
rll4exVag +ey Vo2
azy = S(e% —evViy —eyVay + Vlyv?y)
| =1+exVig +eyVy |2 7
G — —S(eyex — Vigey —exVay, + VMVQy7
r| =1+ exVip + ey Vi |3
T —S(eyex —exViy —ey Vo, + I/QIX/M),
r| =1+ exVie +ey Vi3
o S(ex —exVipg — exVay + ‘/'150‘/'21:)7

T| -1+ eX‘/lx + eY‘/ly|3

—5 2 2 2 2
O = AT T ex Ve e P X T Ve~ exViVay = Vayex - erVigVar = Vasex = VaulV, + Vo)
+Viy (Vo + Vo) (—ey Var + exVay)),
by = 5 Vay — Videy + Vigex Vi, — V3 Via Voo — Vay (V2 + V3
2= T2|1+6X‘/2x+6Y‘/2y|3<€Y+ oy — Vayey + VizexVay — Vosey — ey VigVa, — Vo (Vo + V5,
_‘/1:1:(‘/223/ + ‘/223;)(_61/‘/290 + eX‘/Z’E))a
S 2 2 2 2
b T eV T oV~ Vi Vi +er Vit —exViglly = Viex + VulVi + Vi)
_VQy(Vlz:c + Vlzy)(eler —exViy)),
S 2 2 2 2
"= 2| =1+ exVip + eyvly‘?’S(ey —Viy texVauViy — ey VieVow — (Vi + Vi ey + Vi (Vi + V)
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Com a matriz em maos podemos achar a aceleracao em funcao das posicoes e velo-
cidades. Resolvido o sistema matricial iremos realizar uma aproximacao na velodidade,
isto é, consideraremos somente os termos lineares na velocidades, portanto as aceleragoes
serao dadas por

O0A oA
Al(I'1,I'27V1,V2) =A1(I‘1,r2,V1 :0,V2 :0)+ ( 1) V1+ < 1> V2,
Vi=0 V=0

8V1 8V2
A 0A
AZ(I'17I'2,V1,V2) == A2(r17r27V1 - OJV2 - O) + <8Vi>v -0 Vl + (avz)vzzo V2.

Escrevendo a acelerecao em termos das componentes temos que Aj,, Ay, Aoy € Ay, serd
dado por

OAL OAL,
A = A (V1 =0, V, = 0) + ( L ) Vie + (—1> Vi,
Vig=0 Viy=0

Vg

0A1, ) <8A1x )
+ Vou + Vay,
( OVay Vo =0 ’ IVay Voy=0 Y

0A 0A
Aly = A1y<V1 = O,VQ = 0) + ( ly) Vle + < 1y> ‘/1y
Vie=0 =

0A 0A
+ < avly) Var + ( avly) Vay,
2z Vaz=0 2y V2y:0

OAy, O Az,
Age = Age (V1 =0,V = 0) + ( 2 ) Vie + (—2) Vi,
Vig=0 Viyg=0

aAQx ) < 8A2az )
+ Var + Vay,
( 61/295 Vo =0 ’ a%y V2y=0 "

0A 0A
Azy = AQy(Vl = O,Vz = 0) + ( 2y) ‘/1x + ( 2y) ‘/1y
Vig=0 Viy=0

DAy, > ( DAy, )
(%) Vi,
< MWVaz ) v, —o ’ OVay Vay =0 v

Portanto,

_ Sex &5 (=S +nr)Vie  evex(=S+nr)Vy,

A = nr? nr2(—1+ nr?) N nr2(—1+ nr2)
| (3eyn 1% + 2ey + 20 — 2+ Seyr) SVa
nr2(—1+nr?)
_eyex(—3777“2 + 2+ Snr)SVay (2.1.3)
nr(—1+nr?) 7 -
Ay = _Ser _evex(ZStunVie | (S +ir)Vay
nr nr3(—=1+nr?) nra(=1+nr?)
eyex(=3nr? + 2+ Snr)SVy,
N nr2(—1+nr?)
L (Z24 2¢% — 3nrPel + Sexr + 2777"2)5‘/21/, (2.1.4)

(1t )



2.2. COORDENADA RELATIVA E DE CENTRO DE MASSA 112

A, — Sex  S(=2nr? — Segr — 2ei + 3eynr® +2)Vi,
‘ r2 r2(—=1+ nr?)
eySex(—rS —2+3npr*)Vy, e} (—r+ S)Va,
* r2(—1 + ) R EEYT™)
eyex(—r +.5)Vay

r2(—1 4 nr2)

(2.1.5)

ey S N Seyex(—rS — 2+ 3nr?)Vi,
72 r2(—1+nr?)
S(3nriek +2 —2e% — Sekr — 2nr?)Vy,
r2(—=1+nr?)
eyex(—r+ S)Var ek (—r+ SV,

r2(—1+mr2)  r2(=14+m2) (2.1.6)

Agy —

2.2 Coordenada relativa e de centro de massa

Para um sistema de massas discreto, formado por um conjunto de massas pontuais,
o centro de massa é definido como:
>i(rim;)
DMy

Rev =

e m; - Massa pontual i-ésima,

e 1; - Posicao da massa i-ésima respectivo ao eixo de referéncia assumido.

Portanto,

m1I1+m2I2
X = it
my + Mo
miyir + maYs
y = TR
mi + Mo

substituindo

obtemos

NT1 + T
n+1

nYy1 + Y2
n+1

A partir de (2.2.7) e (2.2.8), obtemos a velocidade e a aceleracao do centro de

: (2.2.7)

Y (2.2.8)

massa
dX Vi + Vo,
dt n+1
dY — nViy +Vay
dt n+1
*X A+ Ay,
a2 np+1
d2Y _T]AQI—FAQy
Y a2 n+1

?

Y

Y
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Definido também a velocidade relativa como

Vy = ‘/2:1:_‘/1:1:7
vy = Vo — Vi,

podemos escrever Vi, Vi, Vo, e Vo, em fungao da velocidade do centro de massa e a
velocidade relativa, ou seja,

Vie = , 2.2.9
' n+1 (22.9)
—u, +V,n+V,
v, = —wrhnrly (2.2.10)
n+1
Vo = VMJFV””JFWZ, (2.2.11)
n+1
Von+V,
Vv, = Yyt (2.2.12)
n+1

Como a aceleragao do centro de massa no eixo x é

77141:1: + A2x

A, =
n+1

Y

substituimos as equagoes (2.1.3) e (2.1.5) na equacao acima e as velocidades Vi, Vi, Vo,
e V5, em funcgao da velocidade do centro de massa e a velocidade relativa. Portanto a
aceleragao do centro de massa no eixo x é

2(3Se3nr? — 2Snr? — efnr — Se} — edr + 29)V,
- (nr? = 1)r2(n + 1)
2(3Snr? —nr — S — r)exeyV,
(r? = 1)r2(n +1)
(n—1)(3Seinr? — 2Snr? — e3mr — Sei — e2r + 25)v,
(nr? = 1)r2(n +1)?
exey(n—1)(3Snr* —nr — S —r)y,
(nr? = 1)r2(n + 1)

A, =

+

(2.2.13)

Seguindo o mesmo raciocinio, temos que a aceleragao do centro de massa no eixo y é dado
por

n+1
substituimos as equagoes (2.1.4) e (2.1.6) na equacao acima e as velocidades Vi, Vi, Va,
e V5, em funcao da velocidade do centro de massa e a velocidade relativa. Portanto a
aceleracao do centro de massa no eixo y é

)

A, =

(3Snr*—rm—S—r)exey V,
(nr*=1)r2(n+1)
(3Snex?r? —2nSr? — ex*nr — ex?S — ex’r +25) V,
(nr*=1)r*(n+1)
exey (m—1)BnSr2—nr—S—r)v,
(n+1)*r2(nr* —1)
(n—1)(3Snex®r? —2nSr? —ex?nr — ex?S — ex*r +25) v,

_ . (2.2.14)
(m+1)7"r2(nr2—1)

A, =2

-2
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Definindo a aceleracao relativa como

Ay = A2:r: - Al:m
a - A2y - Alya

Y

aplicamos os mesmos procedimentos realizados anteriormente chegamos nas seguintes ex-
pressoes

B SeX (77+1> B (7’]—1)(36Y27]T2_277r2_€Y2+2)SV:E
N nr? nr?(nr? —1)
+(17—1)(317r2—1) ey ex SVy
TR
S(6eyn’r? — ey —4r*n* —dey®n— ey’ +4n) v,
(n+1)nr2(nr? —1)
S 6 2.2 2_4 —1
_eyex (67°n 277 . Ui )Uy7 (2.2.15)
(n+1)nr2(nr>—1)

x

Sey (1+1) (=1 @Bnr’—1)Sexey Vs
o nr?(=1+nr?)
(n—1)(=2nr*+3r’nex?+2—ex?) SV,
e
Sex ey (=1 —n* —4n+6n*r?) v,
(n+1)nr*(=1+nr?)
S(—ex?+6n?ex?r? —4dex®n—ex*n* +4n—4n*r?) v,
(n+1)nr? (=1+nr?) '

(2.2.16)

2.3 Coordenadas polares

Para determinarmos a aceleracao radial e angular da forma descrita no capitulo
IT consideremos uma particula movendo-se no plano xy o vetor posicao é

r =21+ yy,

e o vetor aceleragao é
>z d?y .

a=—1+—214.
azt T e

Definindo novos vetores unitarios 7 e 6 e os vetores r e 8 para expressar os vetores
acima em termos das coordenadas polares. Portanto, o vetor unitario r é
. T
T = -
r
como
r = rcos(fd),
= rsin(f),

podemos reescrever ¥ como

7 = & cos(f) + ysin(6).
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Em coordenadas polares, o vetor velocidade, dado por

é reescrito como

logo

A derivada temporal de 7 é

dr dcos(0) N _dsin(0)
a ~ A TV ae
L ao de
= - sm(@)% + ycos(@)%,
df

= %E—:ﬁ Sin(G);l— jcos(0)),

=0

de -
= —0.
dt

Assim, a velocidade da particula pode ser escrita como

dr dr  dr do -
V=rf—+4r—=7r—+r—~0

dt dt dt dt

Calculando a derivada temporal do vetor unitério é, temos

df ) g df
& = ¢ COS(@)% - ysm(@)%
= (—zcos(f) — gy Sin(Q))d—e
- Y dt
o
- dt

Realizado as derivadas primeiras dos vetores unitarios 7 e 6 podemos calcular as

derivadas segundas
d*7 o d (df i
2 dt\dt )’

9, dodd

= e’ T aar

- ﬁé+ﬁ(_fd_9>
a2’ " dt at )’

d20  [dO\?
— — —7p (=) .
dt2 dt
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#i_ a0\ _d(
a2 dt \dt | dt dt )’

0 dodr
= @ d@ar
- _f@_d_ed_gé

dt?  dt dt’

_ 0 (Y
T at )

Assim a aceleracao da particula é

_dr d (dr
a = %a(a)
d (. .dr do ~
= E(r%+r%6),
@@ +7ﬁ& + i (Tﬁ) é rd_ed_é
dt dt dt2  dt \  dt dt dt’

_ jWdr o drdy g 80 (0
- dtdt dt2 ' dt dt dt? dt dt )’
— P &—T’ d_9 i +é 2%@4_ ﬁ

- T\ae dt dtdt " drz)’

(& doN*\ (. dodr  d%0

Dado os vetores unitarios 7 e # em fungao dos vetores unitarios e g,

7 = cos(0)z + sin(f)y
0 = —sin(6)z + cos(0)y

resolvemos o sistema acima para termos os vetores unitarios z e y em fungao dos vetores
unitarios 7 e 6, ou seja,
T = cos(#)r — sin(6)0
y = sin(0)r + cos(0)0
Escrevendo a aceleragao como
a = a,T + a,y,
substituimos os termos Z e g, assim obtemos

a = a,(—sin(h)0 + cos()7) + a,(cos(A)f + sin(8)7), (2.3.18)

em que os termos a, e a, sao dados pelas equagoes (2.2.15) e (2.2.16) respectivamente.
Podemos escrever as velocidades relativas v, e v, da seguinte maneira

dr o df

Ve = ECOS(&)—TSIH(Q>%, (2319)
d do

v, = —sin(0) +rcos(6) . (2.3.20)

dt dt
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Substituindo v, e v, conforme acima em a, e a, na equacao (2.3.18), obtemos igualando
esta com a equagao (2.3.17) as seguintes expressoes

d*r 2(n—1)cos0SV, N 2(n — 1)sin0SV,

ar (11r?) (7r?)
48 dr  (n+1)S do\*
—ﬁa:5€;+7ﬁ%—+r(a), (2.3.21)

0 (n—=1Dmr?*+ 1)singSV,  (n—1)(nr* +1) cos SV,
a2 (=1 +nr3)rsn (=1 +nr3)riy
12 2,.2
Sl —n” +207r7) db _ 2drdo (2.3.22)
r2(n+ )n(—=1+nr2)dt  rdtdt

Podemos também reescrever as equagoes (2.2.13) e (2.2.14) utilizando as equagoes
(2.3.19) e (2.3.20), na qual resulta as seguintes expressoes para a acelera¢ao do centro de
massa

d>X 2 .2 2
e B T — ((—nrsin® 0 — 2Snr
+3nSr?sin? 0 + 25 — rsin? 0 — Ssin? 6))V,
2(3Snr? —nr — S —r)) sin 6 cos 6V,
(=1 +nr?)r2(n+ 1)
2(n—1)cos@S dr
PR ERT
(eta — 1)sin@(—nr + Snr2 + S —r) do

. 2.3.23
(n+1)2r(=1+nr?) dt ( )
d?Y  2(3Snr®* —nr — S —r)sinf cos 0V,
a2 (=1 +etar?)r2(n+1)
2 2 2 2
— — 0 6
ST T 1)( nr cos” 0 + 351 cos
—28nr? + 285 — Scos® 0 — rcos® 0)V,
2(n —1)Ssinf dr
r2(n+1)2 dt
-1 — 2 —
~(p—=1)cosf(—nr+ Snr*+ S —r)dd (2.3.24)

(n+1)2r(=1+nr?) dt’



Apéndice C

Codigo Fonte

3.1 Codigos para solucao numérica

Neste apéndice encontra-se o primeiro codigo fonte para a resolucao das equagoes
diferenciais (2.1.3), (2.1.4), (2.1.5) e (2.1.6).
> restart;
> with(linalg);
> with(LinearAlgebra);
> with(VectorCalculus);
Sex e (=S+nr)Vi, eyex(=S+nr)Vy,
> Alx = — + -
nr2 nr2(—1+nr?) nr2(—1+nr?)
+(—3e%n r? +2ed + 2nr? — 2 + Se2nr)SVa,
AL+
eyex(—3n7“2 + 2+ 5777“)51/231
(=1 +nr?)

I

oA, — _Sey  evex(=S+nr)Vi, ek (=S + nr)W,
Yoot (=14 3 (=1+nr?)
eyex(—377T2 + 2+ ST]?“)S‘/Z’J:
S
N (=2 + 2e% — 3nr2e + Sexnr + 2nr?)SVs,
=T+ mr?)

Y

oA = Sex  S(=2nr? — Ser — 2e5 + 3eynr? + 2)Vi,
TR r2(—1+nr?)

+eySeX(—rS — 2+ 3V, ef(—r+ S)Va,

Plm?) (-1t
eyeX(—r -+ S)‘/Qy
r2(—1+4nr?)

ey S N Seyex(—rS — 2+ 3nr?)Vi,
r2 r2(—1+ nr?)
S(3nriek +2 — 2e% — Sekr — 2nr*)Vy,
1T )
eyex(—r+ S)Va, ek (—r+ 5V,

r2(—1+ nr?) r2(—1+ nr?)

>A2y:

Y

118



3.1. CODIGOS PARA SOLUCAO NUMERICA 119

> etal := 2:

> sl := {8 = -1, Vix = diff(x1(t),t), Viy = diff(y1(t),t), V2x = diff(x2(t),t),
V2y = diff(y2(t),t),
eX = (x2(t)-x1(t))/sqrt ((x2(t)-x1(t))~2+(y2(t)-y1(t))~2),
eY = (y2(t)-y1(t))/sqrt((x2(t)-x1(t))~2+(y2(t)-y1(t))"2),
eta = etal,
r = sqrt((x2(£)-x1(£))~2+(y2(£)-y1(£))"2) }:

> EQl:= diff(x1(t),t$2) = subs(sl,Alx):
> EQ2:= diff(y1(t),t$2) = subs(sl,Aly):
> EQ3:= diff(x2(t),t$2) = subs(s1l,A2x):
> EQ4:= diff(y2(t),t$2) = subs(sl,A2y):
> Digits := 20;

> r0 := 18783.0:
> Dt0 := evalf((etal+1)~(1/2)/(etal~(1/2)*r0~(3/2))):

>n := 330:
N := 30:
step := evalf(2%Pi/(DtO*n)):

> X1 := -r0/(etal+l):
Y1l := 0:
DX1 := 0:

DY1 := X1xDtO:
X2 := etal*r0/(etal+l):

Y2 := 0:
DX2 := 0:
DY2 := X2*DtO:
TO := 0:

> dsol:=dsolve({EQ1,EQ2,EQ3,EQ4,x1(0)=X1,x2(0)=X2,y1(0)=Y1,y2(0)=Y2,
(D(x1)) (0)=DX1, (D(x2)) (0)=DX2, (D(y1)) (0)=DY1, (D(y2)) (0)=DY2} ,numeric) :

> p := nxN:
VX1 := array(1l .. p+1):
VY1l := array(1l .. p+1):
VDX1:= array(l .. p+1):
VDY1:= array(l .. p+1):
VX2 := array(l .. p+1):
VY2 := array(l .. p+1):
VDX2:= array(1l .. p+1):
VDY2:= array(1l .. p+1):
prov := dsol(0.0):
prov := {prov[2], prov[3], prov[4], prov[5], prov[6],
prov[7], prov[8], prov[9]}:

VX1[1] := subs(prov, [TO, x1(t)]):
VY1[1] := subs(prov, [TO, y1(t)]):
VDX1[1]:= subs(prov, [TO, diff(x1(t), t)]):
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VDY1[1] := subs(prov, [TO, diff(y1(t), t)1):
VX2[1] := subs(prov, [TO, x2(t)]):
VY2[1] := subs(prov, [TO, y2(t)]):

VDX2[1] := subs(prov, [TO, diff(x2(t), t)]1):
VDY2[1] := subs(prov, [TO, diff(y2(t), t)]1):

VR2[1] := subs(prov, [TO, (x2(t)~2+y2(t)~2)~(1/2)]1):

VT2[1] := subs(prov, [TO, arctan(y2(t)/x2(t))]):

VDR2[1] := subs(prov, [TO, diff((x2(t)~2+y2(t)~2)~(1/2), t)]1):
VDT2[1] := subs(prov, [TO, diff(arctan(y2(t)/x2(t)), t)]1):
VR1[1] := subs(prov, [TO, (x1(t)~2+y1(t)~2)~(1/2)]1):

VT1[1] := subs(prov, [TO, arctan(yl(t)/x1(t))]1):

VDR1[1]:= subs(prov, [TO, diff((x1(t)~2+y1(t)~2)~(1/2), t)]1):
VDT1[1]:= subs(prov, [TO, diff(arctan(yl(t)/x1(t)), t)]):

T:=TO:
k:=1:
for j from 1 to N do
for i from 1 to n do
T:=T+step;
k:=k+1:
provl:=dsol(step):
prov2:={prov1[2],prov1[3],provi[4],provi[5],
prov1[6],provi[7],provl[8],prov1[9]}:
VX1[k] :=subs(prov2, [T,x1(t)]):
VY1 [k] :=subs(prov2, [T,y1(t)]):
VDX1[k] :=subs (prov2, [T,diff (x1(t),t)]):
VDY1[k] :=subs(prov2, [T,diff (y1(t),t)]):
VX2 [k] :=subs(prov2, [T,x2(t)]):
VY2 [k] :=subs(prov2, [T,y2(t)]):
VDX2 [k] :=subs (prov2, [T,diff (x2(t),t)]):
VDY2[k] : =subs (prov2, [T,diff (y2(t),t)]):

VR2[k] := subs(prov2, [T, (x2(t)~2+y2(t)~2)~(1/2)]1):

VT2[k] := subs(prov2, [T, arctan(y2(t)/x2(t))]):

VDR2[k] := subs(prov2, [T, diff((x2(t)~2+y2(t)~2)~(1/2),t)]):
VDT2[k] := subs(prov2, [T, diff(arctan(y2(t)/x2(t)),t)]):

dsol:=dsolve({EQ1,EQ2,EQ3,EQ4} union subs(prov2,{x1(0)=x1(t),D(x1)
(0)=diff(x1(t),t),y1(0)=y1(t),D(y1) (0)=diff(y1(t),t),
x2(0)=x2(t),D(x2) (0)=diff (x2(t),t),y2(0)=y2(t),D(y2) (0)
=diff (y2(t),t)}) ,numeric):

od:
vvx:=VDX2[k] [2]-VDX1[k] [2] :
vvy:=VDY2[k] [2]-VDY1[k] [2] :
rr:=sqrt ((VX2[k] [2]-VX1[k] [2])~(2)+(VY2[k] [2] -VY1[k] [2])~(2)):
eex:=(VX2[k] [2]-VX1[k] [2])/(rr):
eey:=(VY2[k] [2]-VY1[k] [2])/(xrr):
DT:=(-vvx*eey+vvy*eex)/(rr):
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step:=evalf ((2«Pi)/(DT)*1/(n)):
od:

> 82 := {S = -1, eta = etal}:
> alx := subs(S2, Alx):

aly := subs(S2, Aly):

a2x := subs(S2, A2x):

a2y := subs(S2, A2y):

> XY1 := [[vX1[1][2], vy1i[1][2]]$1
XY2 := [[VX2[1]([2], VvYy2[1][2]1]%$1
RXY := [[vX2[1][2]-VvX1[11[2], vy2[1][2]-VvY1[1]1[2]]1$1 =1 .. p+1)]:
R := [[VX1[1][1], sqrt((VX2[1][2]-VX1[1][2])~2+(VY2[1][2]-VY1[1][2])~2]
$1 =1 .. p+1l:

1 .. p+i]:
1 .. p+i]:

CM := [[(etal*VX1[1][2]+VX2[1][2])/(etal+1),

(etal*VY1[1] [2]+VY2[1] [2])/(etal+1)]

$1 =1 .. p+il:
VCM := [[(etal*VDX1[1][2]+VDX2[1][2])/(etal+1),

(etal*VDY1[1] [2]+VDY2[1] [2])/(etal+1)]

$1 =1 .. p+1]:
VCMx := [[VX1[11[1], (etailxVDX1[1][2]+VDX2[1][2])/(etal+1)] $1 =1 .. p+1]:
VCMy := [[VY1[1][1], (etalxVDY1[1][2]+VDY2[1][2])/(etal+1)] $1 =1 .. p+i]:
VV2 := [[VR2[1][1], sqrt(VDR2[1][2]~2+(VR2[1] [2]*VDT2[1]1[2])"2] $1 = 1 .. p+1]:

eX:=(VX2[1] [2]-VX1[1][2])/sqrt ((VX2[1] [2]-VX1[1][2])~2+(VY2[1] [2]-VY1[1][2])~2):
eY:=(VY2[1] [2]-VY1[1][2])/sqrt ((VX2[1] [2]-VX1[1][2])~2+(VY2[1][2]-VY1[1][2])~2):
r:= sqrt ((VX2[1] [2]-VX1[1][2])~2+(VY2[1] [2]-VY1[1][2])~2):

Vix := VDX1[1][2]:

Viy := VDY1[1][2]:

V2x := VDX2[1][2]:

V2y := VDY2[1][2]:

Alxy := [[alx, alyl$l =1 .. p+1]:

A2xy := [[a2x, a2y]l$l =1 .. p+1]:

A1T := [([VX1[1][1], sqrt(alx~2+aly~2)]1$1 = 1 .. p+1]:
A2T := [[VX2[1]1[1], sqrt(a2x~2+a2y~2)]1$1 = 1 .. p+1]:

Para valores diferentes de 7 basta colocar no c6digo o valor desejado assim como a
quantidade de pontos escolhendo adequadamente os valores de n e N. O segundo codigo
fonte é para a resolucao do sistema de equagoes diferenciais (2.3.34) e (2.3.35) com o
centro de massa parado.
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HUHH AR H AR R R R R R R R R R R R

with(linalg);
with(stats);
Digits := 20;
eta := 500;

S := -1.0;
beta := 1.0;
r0 := 10000.0;
n := 30;

vC := .1

H
RK:=proc(eta ,S ,beta ,r0 ,n ,vC)
local
Dr0, DtO, tO, step, TO, EQ1, EQ2, dsol, cond, T, i, provl, prov2,
VR, VT, VDR, VDT, flag, traj, TR, j:

DrO := 0.0:

Dt0O := betaxsqrt((eta+l)/eta)/r0~(3/2):

t0 := 0:

step := evalf(2*Pi/(DtO%*n)):

TO := 0.0:

EQl := diff(r(t),t$2) = -4*Sx(diff(r(t), t))/((etatl)*r(t) ~2)+(eta+l)*S/
(etaxr(t)~2)+r(t)*(diff (theta(t), t))"2:

EQ2 := diff(theta(t),t$2) = S*(-1-eta~2+2*eta~2*r(t)~2)*(diff (theta(t),t))/

((etaxr(t)~2-1)*eta*x(eta+1)*xr(t)~2)-2x(diff (r(t),t)) *(diff (theta(t),t))/r(t):

dsol := dsolve({EQ1l, EQ2, r(0) = r0, theta(0) = t0, (D(r))(0) = DrO,
(D(theta)) (0) = DtO}, numeric):

cond:=sqrt ((Dr0) ~(2)+(xr0)~(2)*(Dt0)~(2)):

T:=TO:
for 1 from 1 by 1 while cond<vC do
T := T+step:

provl := dsol(step):
prov2 := {provi[2], provi[3], provi[4], provi[5]}; VR := subs(prov2, r(t)):
VT := subs(prov2, theta(t)):
VDR := subs(prov2, diff(r(t),t)):
VDT := subs(prov2, diff(theta(t),t)):
dsol := dsolve(‘union‘({EQl, EQ2}, subs(prov2, {r(0) = r(t), theta(0) =
theta(t), (D(r))(0) = diff(r(t), t),
(D(theta)) (0) = diff(theta(t), t)})), numeric):

flag:=i-trunc(i/(n))*n:
if flag=0
then step:=evalf((2%Pi)/(VDT)*1/(n)):
fi:
cond:=sqrt ((VDR) ~(2)+(VR) ~(2)*(VDT)~(2)) :
traj[i] :=[T,VR,VDR,VR*VDT, cond] :
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end do:

TR:=array(l..i-1):
for j from 1 to i-1 do
TR[j] :=traj[j]:
od:
evalm(TR) ;
end:
HERHHUHHHAHH AR HH AR R R R R R R R R R
T := RK(eta, S, beta, r0, n, vC):
NC := vectdim(T):
ff := fopen(‘ traj.txt ‘, WRITE):

aa := array(l .. NC, 1 .. 5);
for i to NC do

aali, 1] := T[i][1]:

aali, 2] := T[i][2]:

aali, 3] := T[i][3]:

aali, 4] := T[i][4]:

aali, 5] := T[i][5]:
od:

writedata(ff, aa);
close(‘ traj.txt ¢);
#H#HH R R HHH SRS S S S S S S H S H S
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