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RESUMO

ANALISE NAO LINEAR DE PORTICOS PLANOS UTILIZANDO A
FORMULACAO CO-ROTACIONAL E ELEMENTOS DE VIGA UNIFICADOS
BERNOULLI-TIMOSHENKO

Autor: Aurélio Augusto Cunha
Orientador: William Taylor Matias Silva, Dr. Ing.
Programa de P6s-Graduaciao em Estruturas e Construcao Civil

Brasilia, novembro de 2015.

O objetivo deste trabalho € realizar uma andlise nao linear geométrica de porticos planos
utilizando a formulag@o co-rotacional como descri¢do cinemadtica. Discretizam-se os
porticos planos com elementos de viga que unificam as teorias de Bernoulli e Timoshenko,
denominados elementos de viga unificados. Inicialmente, obtém-se a matriz de rigidez para
um elemento de viga unificado linear através do principio dos trabalhos virtuais
complementares com o propdsito de verificar a ocorréncia do fendmeno de travamento por
cisalhamento. Conclui-se que a matriz de rigidez obtida apresenta fatores de correcdo de
rigidez que ndo permitem a ocorréncia do fendmeno de travamento por cisalhamento para
elementos de viga formulados através de interpolagdo linear para deslocamentos e
rotacdes. Aplicando a formulacdo co-rotacional para a andlise ndo linear, a matriz de
rigidez tangente do elemento de viga unificado é obtida através do principio dos trabalhos
virtuais complementares ¢ da adocdo dos modos naturais de deslocamento. As trajetdrias
de equilibrio sdo fornecidas através de uma andlise incremental-iterativa baseada no
método de Newton-Raphson combinado com uma técnica de comprimento de arco. As
solucdes numéricas obtidas neste trabalho sdo comparadas com as encontradas por outros

autores na literatura, comprovando-se o bom desempenho da formulagdo implementada.

Palavras chave: Formulacdo co-rotacional; Nao linearidade geométrica; Elementos
finitos; Elementos de viga unificados.
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ABSTRACT

NONLINEAR ANALYSIS OF PLANE FRAMES USING A CO-ROTATIONAL
FORMULATION AND UNIFIED BERNOULLI-TIMOSHENKO BEAM
ELEMENTS

Author: Aurélio Augusto Cunha
Supervisor: William Taylor Matias Silva, Dr. Ing.
Postgraduate Program in Structure and Civil Construction Engineering

Brasilia, november of 2015.

The purpose of this work is to perform a geometric nonlinear analysis of plane frames
using the co-rotational formulation as a kinematic description. The plane frames are
discretized with beam elements that unify the Bernoulli and Timoshenko’s theory, known
as unified beam elements. Initially, the stiffness matrix of a linear unified beam element is
obtained by the principle of complementary virtual work to verify the occurrence of shear
locking phenomenon. From this analysis, the results show that the stiffness matrix have
stiffness correction factors that do not allow the shear locking phenomenon for those beam
elements formulated by linear interpolation of displacements and rotations. Applying the
co-rotational formulation to perform the nonlinear analysis, the tangent stiffness matrix to
the unified beam element is obtained by the application of the principle of complementary
virtual work and by the adoption of the natural modes of displacements. Newton-
Raphson’s method is combined with some arch-length technique to provide the
equilibrium paths of the examples by the iterative-incremental analysis. The numerical
solutions obtained by this work are compared with the results published by other authors in

literature, proving the good performance of the implemented formulation.

Key words: Co-rotational formulation; geometric nonlinear analysis; Finite elements;

Unified beam elements.
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1 INTRODUCAO

1.1 MOTIVACOES

O avango nas pesquisas referentes a drea estrutural no ramo das engenharias, realizadas por
pesquisadores ao redor do mundo, acarretaram em melhorias e no desenvolvimento de

técnicas confidveis para a andlise estrutural.

Segundo Martha (2010), a andlise estrutural corresponde a uma fase do projeto estrutural
em que ¢é feita a idealizacdo do comportamento da estrutura, tendo como objetivo a
determinacdo dos esforcos internos e externos, as tensdes correspondentes € a
determinacdo dos deslocamentos e deformacgdes da estrutura que estd sendo projetada.
Neste contexto, as estruturas podem ser modeladas computacionalmente em estruturas de

respostas lineares e estruturas de respostas ndo lineares.

Os métodos de andlise estrutural classicos, cujo conhecimento se encontra consolidado
devido a sua maior simplicidade de utilizagdo, baseiam-se no modelo de estruturas
lineares. Conforme Belo (2009), uma estrutura linear € aquela caracterizada por um
modelo matemético que, para todas as possibilidades de varidveis de carregamento e
deslocamento, conduzem a uma trajetéria de equilibrio linear, ou seja, a estrutura pode
sustentar qualquer carregamento proporcionalmente a magnitude do deslocamento, ndo
ocorrendo pontos criticos e de falha, os quais os tornam incapazes de resistir a
carregamentos mais elevados sem que uma mudanga significativa na sua geometria ocorra.

Para estes modelos, o principio da superposi¢ao de efeitos € vdlido e, removendo a carga, a

estrutura retorna a posic¢ao inicial, admitindo conjuntamente a linearidade fisica.

Conforme expresso acima, o comportamento dos modelos lineares de estruturas estd
associado a duas relagdes de linearidade: (i) fisica e (if) geométrica. Conforme Silva (2011)
a linearidade fisica estd relacionada ao comportamento mecanico do material constituinte
da estrutura, estabelecendo uma relagao linear entre as tensdes e deformagdes, ou seja, as
tensOes internas apresentadas pelos modelos estruturais sdo proporcionais as deformacdes,
de forma que o material trabalhe em condi¢Ges para as quais a lei de Hooke € vélida. A
linearidade geométrica, por sua vez, estabelece uma relacdo linear entre as deformagdes e

os deslocamentos. Na andlise de uma estrutura solida é habitual considerar que os
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deslocamentos provocados pelas agcdes exteriores sdao muito pequenos quando comparados
com as dimensdes dos componentes da estrutura, admitindo entdo, que ndo existe
influéncia da modificacdo da geometria da estrutura na distribui¢do dos esfor¢os e das
tensdes. Sendo assim, o estudo da andlise estrutural € feito com base na geometria inicial

indeformada, garantindo a linearidade geométrica.

Porém, o desenvolvimento da ciéncia dos materiais tornou possivel a utilizacdo de
estruturas cada vez mais esbeltas devido ao emprego de materiais de alta resisténcia e
baixo peso proprio. Segundo Belo (2009), em decorréncia disso, a resposta da estrutura,
que poderia ser simplificada como sendo linear, torna-se obrigatoriamente nao linear. De
acordo com Menin (2006), estas estruturas esbeltas, cada vez mais utilizadas em
edificacOes, pontes, cascos de navios, inddstrias aeroespaciais, entre outras, podem estar
sujeitas a fendmenos de instabilidade de equilibrio, sendo necessdria a realizacdo de uma
andlise qualitativa e quantitativa do comportamento estrutural segundo a trajetéria de
equilibrio apresentada, tanto na fase pré-critica, na qual os fendmenos de instabilidade nao
ocorreram, quanto na fase posterior a perda de estabilidade de equilibrio, denominada fase

pOs-critica.

Os modelos estruturais ndo lineares estdo associados as ndo linearidades fisica e/ou
geométrica, opostas as linearidades ja mencionadas. A ndo linearidade fisica ocorre quando
o comportamento material da estrutura ndo permite o emprego das leis de Hooke, tornando
necessario o conhecimento do comportamento material para que se possa definir um
modelo a ser utilizado na andlise computacional. Cortivo (2004), Belo (2009) e Silva
(2011) estudaram a ndo linearidade fisica utilizando modelos elastoplasticos, modelos

hiperelasticos e plasticidade por camadas, respectivamente.

A ndo linearidade geométrica, por sua vez, estd associada a uma relacdo ndo linear entre
deformacdo e deslocamento, admitindo a consideracdo de grandes rotagdes e translagdes
do elemento, conjuntamente com a ocorréncia de deformacdes infinitesimais, segundo
Belo (2009). Neste ambito, a andlise estrutural é realizada considerando a geometria
deformada da estrutura, demandando de cdlculos mais complexos incrementais-iterativos e
recursos computacionais. O método de andlise da ndo linearidade geométrica leva em
consideracdo a cinemadtica apresentada pelo problema, sendo a formulagdo co-rotacional
um dos métodos a serem empregados para a descricdo do movimento do elemento

estrutural. Cortivo (2004), Menin (2006), Belo (2009), Silva (2011) e Silva (2013)



estudaram a ndo linearidade geométrica de elementos estruturais utilizando a formulagdo
co-rotacional como descricao cinematica, adotada para descrever os movimentos de corpo

rigido e deformacionais apresentados por seus modelos de elementos finitos.

Conforme Menin (2006), o estudo de modelos nio lineares esta associado ao conhecimento
da trajetoria de estabilidade de equilibrio apresentada. A andlise da perda de capacidade
portante da estrutura estd intimamente relacionada com a natureza da instabilidade de
equilibrio que possa ocorrer no sistema, tornando-se necessdrio conhecer o fendmeno para
melhor avaliar o desempenho da capacidade resistente da estrutura, em especial, na fase

pos-critica.

Menin (2006) ainda relata que, no estudo dos fendmenos de instabilidade, observa-se que
em um grande nimero de casos, a estrutura se comporta elasticamente mesmo na fase pds-
critica, de modo que ocorram apenas ndo linearidades geométricas, determinadas por
grandes deslocamentos e rotacdes, acompanhados por pequenas deformacdes. Dessa
forma, adota-se como hipétese simplificada que as deformagdes sejam infinitesimais,
permitindo o uso de elementos finitos lineares para obter a resposta deformacional do

sistema, considerando os movimentos de corpo rigido separadamente.

Diante do exposto, surge a necessidade de gerar modelos numéricos que sejam confidveis e
capazes de representar de maneira simples e eficiente um problema complexo da
engenharia, quando se demanda realizar anélises ndo lineares que levam em consideracao a

ndo linearidade fisica e/ou geométrica, comum nos dias atuais.

1.2 OBJETIVOS

O objetivo principal deste trabalho € realizar uma andlise ndo linear geométrica de poérticos
planos utilizando a formulagdo co-rotacional e elementos finitos de viga unificados

Bernoulli-Timoshenko.

Para alcancar o objetivo final, o presente trabalho apresenta o desenvolvimento da
formulacdo matemadtica, necessdria para a realizacdo da andlise ndo linear proposta, em
ordem crescente de complexidade, de forma a cumprir com os seguintes objetivos

especificos:



* Andlise estdtica linear:

- Obter a matriz de rigidez linear de um elemento finito de viga unificado considerando a
influéncia da deformacdo cisalhante na flexdao, sem o acoplamento dos esforcos axiais, por

meio do principio dos trabalhos virtuais complementares;

- Validar, por meio de exemplos numéricos, que a matriz de rigidez linear obtida para o

elemento finito de viga unificado acima ndo apresenta travamento por cisalhamento.

*Andlise estdtica ndo linear:

- Desenvolver a formulagao co-rotacional para o elemento de viga unificado, considerando
o acoplamento dos esfor¢os axiais, por meio do principio dos trabalhos virtuais

complementares e da ado¢do dos modos naturais de deslocamento;

- Obter a matriz de rigidez tangente para o elemento finito de viga unificado acima,
validando que a mesma apresenta coeficientes que ndo permitem o fendmeno de

travamento por cisalhamento;

- Implementar o algoritmo para andlise ndo linear geométrica de porticos planos em um
programa de elementos finitos, obtido com o desenvolvimento da formulagao tedrica, para
realizar as simulacdes numéricas e validar os resultados encontrados neste trabalho com as

solucdes propostas pela literatura.

1.3 METODOLOGIA

Para realizar as simulagdes numéricas com a formulacdo proposta neste trabalho, utiliza-se
o programa de elementos finitos denominado co_rotating_2Dbeam.f90, em linguagem
Fortran, gentilmente cedido pelo professor William Taylor Matias Silva, desenvolvido
pelo grupo de estudos em Andlise Nao Linear de Estruturas do Programa de Pos-
Graduagao em Estruturas e Construcdo Civil (PECC) da Universidade de Brasilia (UnB),

sob a orienta¢do do mesmo.

Seis estruturas sdo escolhidas para compor os exemplos numéricos, sendo: viga em
balan¢o com carga momento concentrado na extremidade livre, viga em balango com carga

for¢a concentrada na extremidade livre, pértico de Lee, portico Toggle, arco circular de
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grande altura e portico diamante birrotulado. As andlises resultam na obtencdo da trajetdria
de equilibrio nas dire¢des dos graus de liberdade e na configuracdo deformada da estrutura,
permitindo a comparacdo com os resultados obtidos por outros autores na literatura, de
forma a realizar a validacdo dos resultados e comprovar a eficiéncia da formulacao

implementada.

O referido programa realiza andlises ndo lineares geométrica utilizando a descri¢dao
cinemdtica co-rotacional, onde sdo implementados os elementos finitos de viga

desenvolvidos por Krenk (2009).

1.4 APRESENTACAO DO TRABALHO

Este capitulo introdutdrio apresentou algumas ideias gerais sobre o ramo da engenharia
dedicado a andlise de estruturas, estabelecendo um comparativo sucinto entre os modelos
estruturais lineares e os modelos ndo lineares. Apontou as definicdes sobre as formas de
linearidade ou nao linearidade fisica e geométrica, bem como a complexidade exigida pela
andlise estrutural de modelos cujo comportamento € regido por fontes de ndo linearidade,
além dos objetivos a serem alcancados e a metodologia a ser utilizada no desenvolvimento

do trabalho.

O capitulo 2 € dedicado a um aprofundamento sobre a andlise ndo linear geométrica de
estruturas, apresentando as descricoes cinemdticas usuais encontradas na literatura,
aplicadas no contexto do método dos elementos finitos. Estabelece-se um foco principal na
descricdo cinemadtica co-rotacional, objetivo de estudo do presente trabalho, apresentando
um breve histérico da formulacao e algumas pesquisas ja desenvolvidas pela Universidade

de Brasilia.

No capitulo 3, desenvolve-se a formulagdo para a obten¢do da matriz de rigidez linear de
um elemento finito de viga unificado, sem o acoplamento dos esforcos axiais, baseado no
principio dos trabalhos virtuais complementares. Um resumo geral sobre a teoria cldssica
de flexao de vigas € apresentada, as quais ddo origem ao elemento de viga Bernoulli, sendo
em seguida, detalhado o procedimento da formulacdo de um elemento finito unificado
Bernoulli-Timoshenko por meio da consideracdo da deformacdo cisalhante na flexdo de

vigas. Ao final, é dado o foco ao fendmeno de travamento por cisalhamento e as técnicas
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para obter a matriz de rigidez corrigida, cujos coeficientes evitam o fendmeno de shear

locking.

O capitulo 4 apresenta a formulacdo co-rotacional aplicada a elementos finitos de viga
unificados, considerando o acoplamento dos esfor¢os axiais. O procedimento de obtengao
da matriz de rigidez tangente local e global é detalhado, bem como o vetor de forgas e
deslocamentos generalizados. Adota-se a formulagdo proposta por Krenk (2009), o qual
considera a adocao dos modos naturais de deslocamento, divididos entre movimentos de
corpo rigido, estabelecidos por translagdes e rotacdes, € os modos naturais de deformacao,
dados pelas deformacgdes axial, deformagao por rotagdo nodal simétrica e deformacdo por

rotag¢do nodal antissimétrica.

O capitulo 5 traz os exemplos numéricos analisados pelo programa de andlise ndo linear
geométrica de porticos planos desenvolvido em linguagem Fortran e a discussiao dos seus

resultados.

Por fim, o capitulo 6 apresenta as conclusdes finais deste trabalho, além de apontar as

sugestdes para trabalhos futuros.



2 NAO LINEARIDADE GEOMETRICA

Este capitulo dedica-se a informagdes sobre a andlise ndo linear geométrica de estruturas,
apresentando as descri¢des cinemadticas usuais encontradas na literatura, aplicadas no
contexto do método dos elementos finitos. Estabelece-se um foco principal na descri¢ao
cinemadtica co-rotacional, objetivo de estudo do presente trabalho, apresentando um breve
histérico da formulagdo e algumas pesquisas ja desenvolvidas pela Universidade de

Brasilia.

2.1 DESCRICOES CINEMATICAS

A esséncia dos métodos de andlise estrutural que consideram a ndo linearidade geométrica
estd no fato de estabelecer o equilibrio da estrutura na sua configuracdo deformada,
alcancada apds a consideracdo de grandes deslocamentos e rotagdes. Percebe-se, portanto,
a necessidade de se promover um estudo cinematico do sistema visando a determinacdo
e/ou consideracdo do movimento apresentado pelo elemento estrutural até atingir a sua

posicao de equilibrio.

Conforme Menin (2006), no contexto da andlise nao linear geométrica utilizando o método
dos elementos finitos, trés tipos de descri¢des cinematicas t€ém sido amplamente utilizadas
para a descricio do movimento do elemento, sendo: descri¢do lagrangiana total (LT7),
descricdo lagrangiana atualizada (LA) e descri¢do co-rotacional (CR). A diferenga entre as

descricdes cinematicas citadas se dd pela escolha da configuracdo de referéncia.

Segundo Belo (2009), a descri¢do cinemadtica co-rotacional ¢ uma das formula¢des mais
recentes na andlise estrutural de ndo linearidade geométrica de estruturas, e em funcgao
disto, ainda ndo atingiu o mesmo nivel de desenvolvimento da formulagdo lagrangiana.
Conforme Felippa (2001), a formulagdo lagrangiana total (L7) ainda é a formulacdo mais
utilizada, ao passo que o interesse pela formulacdo lagrangiana atualizada (LA) tem

diminuido bastante e sendo gradualmente substituida pela formulagao co-rotacional (CR).



Para a definicdo e diferenciagdo das descri¢des cinemadticas citadas, considerar-se-4 o
exemplo ilustrado pela Figura 2.1. O elemento estrutural ab, em sua configurac¢do inicial
(descarregada e indeformada — configuracao 0), pode ser definido em termos do sistema de
coordenadas global fixo, x-y, ou em termos do sistema de coordenadas locais, xp-yg, no
qual xp corresponde ao eixo da barra, direcionado no sentido dos nés ap e by. Apds a
aplicacdo gradual do carregamento, o sistema muda da configuracdo 0 para a configuracao
t, de forma que todas as varidveis do problema ja tenham sido determinadas nesta dltima
configuragdo, estando o sistema em equilibrio. Pode-se agora estabelecer como referéncia
o elemento ab na configuragdo ¢, utilizando o sistema de coordenadas globais ou 0 novo
sistema local atualizado, x,-y,, com x; determinado pelos extremos do elemento na nova
configuracdo. O elemento terda mudado a sua forma e dimensdo neste processo, mas as
equagdes de equilibrio formuladas estardo satisfeitas e a posi¢cdo de qualquer ponto

material, na posi¢ao inicial py, podera ser mapeada na nova posicao p.

Xe+At

bt+At

Ye+at Configuragdo t+At

Ve

Yo

pO.

o Configuragdo 0

Figura 2.1: Descri¢des cinematicas.

Tendo-se por base um estado de equilibrio conhecido em uma configuragdo ¢, os
procedimentos incrementais-iterativos procuram determinar o proximo estado de equilibrio

em uma nova configuragdo 7+A4t.



a) Descricdo lagrangiana total (LT):

Segundo Menin (2006), na descri¢cdo lagrangiana total (LT), as equag¢des do método dos
elementos finitos sao formuladas em relacdo a uma configuracdo de referéncia fixa, sendo

em geral, a propria configuragdo inicial assumida pela estrutura.

Sendo assim, todas as varidveis estdticas e cinemadticas no tempo r+A¢ sdo referidas a
configuracdo inicial (indeformada) da estrutura, ou seja, o0 membro ab é referido a xy-yy,

conforme ilustrado pela Figura 2.2.

Xe+At

bt+At

Ye+at Configuragdo t+At

Yo

Po o

%o Configuragdo 0

Figura 2.2: Descri¢ao lagrangiana total (LT).

b) Descrigdo lagrangiana atualizada (LA):

Conforme Menin (2006), na descri¢do lagrangiana atualizada (LA), as equacdes do método
dos elementos finitos sdo formuladas em relagdo a ultima configuracdo de equilibrio, ou
seja, a configuracdo de referéncia € mantida fixa durante o processo iterativo, dentro de um
mesmo passo de carga, e, uma vez atingido o equilibrio, todas as tensdes e deformacdes da

estrutura passam a ser definidas em funcio da nova configuracdo de equilibrio.



Sendo assim, todas as varidveis estdticas e cinemadticas no tempo r+A¢ sdo referidas a
ultima configuracdo de equilibrio da estrutura, ou seja, o membro ab € referido a x,-y;,

conforme ilustrado pela Figura 2.3.

Xe+At

bt+At

YVe+at Configuragdo t+At

Xt

b,

Configuragdo t

Figura 2.3: Descri¢ao lagrangiana atualizada (LA).

¢) Descricdo co-rotacional (CR):

De acordo com Menin (2006), na descri¢dao cinemadtica co-rotacional (CR), as equacdes do
método dos elementos finitos de cada um dos elementos sdo definidas em relacdo a dois
sistemas distintos: {) uma configuracdo de base, que permanece fixa ao longo de toda a
andlise, sendo utilizada para medir os deslocamentos de corpo rigido e, ii) uma
configuragdo co-rotacional, que acompanha cada um dos elementos, a partir do qual sdo
obtidos, exclusivamente, os deslocamentos deformacionais, usados posteriormente para

definir as tensdes e deformagdes do elemento.

Sendo assim, a descricdo co-rotacional promove uma separagdo explicita entre os
movimentos de corpo rigido e os movimentos deformacionais do elemento, conforme

ilustrado pela Figura 2.4.
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Segundo Belo (2009), a ocorréncia de dois sistemas de eixos referenciais na formulacao
co-rotacional, global e local, se configura em uma restricdo a popularizacdo da descricao

CR nos cédigos computacionais, aliada a questdo da dificuldade da formulacdo das

Xe+At

Movimento by

deformacional

C Configuragao
deformada

Ye+ae Configuragdo

co-rotacional

Ayt
Movimento de
corpo rigido
Yo

Xo

bo

Qo C Configuragdo

0 indeformada

Figura 2.4: Descri¢ao co-rotacional (CR).

N

equagdes necessdrias para a implementa¢ao do método.

Entretanto, a descri¢do co-rotacional apresenta uma série de vantagens sobre a formulacao

lagrangiana conforme destacadas por Menin (2006), sendo:

deformacdes;

Eficiéncia no tratamento de problemas envolvendo grandes rotacdes e pequenas

Permite a reutilizacdo de bibliotecas de elementos finitos lineares pré-existentes em
uma andlise ndo linear geométrica de estruturas. Conforme Belo (2009), o grande
trunfo da formulacdo co-rotacional estd nessa premissa, isto €, uma vez que o
modelo permite as grandes rotagdes e deslocamentos, porém, com pequenas
deformacdes, isso implica na possibilidade de utilizar a biblioteca existente dos
elementos obtidos via método dos elementos finitos, formulados para anélise linear,
apenas com pequenas mudangas em seu c6digo;
Facilidade no estudo de nao linearidades fisicas, caracterizadas por pequenas

deformacdes, juntamente com nao linearidades geométricas;
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Facilidade de adaptagao ao estudo de elementos estruturais com graus de liberdade

de rotacdo (vigas, placas e cascas) submetidos a grandes rotagdes.

Algumas desvantagens também sdo atribuidas a descri¢do co-rotacional em relacdo a

descricdo lagrangiana conforme observadas por Menin (2006), sendo listadas abaixo:

A formulagdo co-rotacional ndo € vantajosa no estudo de problemas envolvendo
grandes deformacdes plasticas;

Pode levar a uma matriz de rigidez tangente nao simétrica para elementos com
graus de liberdade de rotacdo no espaco. Porém, conforme ja foi apresentado por
um grande nimero de pesquisadores, pode-se utilizar processos de simetrizacao
sem prejudicar os resultados finais, ou mesmo, o grau de convergéncia da solucdo;
Envolve formulacdes matemdticas mais complexas na avaliagdo dos graus de
liberdade de rotacao;

A formulacdo € eficiente somente para o caso de elementos finitos com geometria
inicial simples: elementos de trelicas e vigas contendo dois nds e elementos de
placas ou cascas contendo trés ou quatro nds. Para elementos com geometrias mais
complexas, o nivel de dificuldade aumenta bastante. Felizmente, os elementos com
geometria simples sdo, geralmente, os elementos utilizados com maior frequéncia

na andlise ndo linear geométrica de estruturas.

2.2 HISTORICO DA FORMULACAO CO-ROTACIONAL

O principio da formulacdo co-rotacional tem o seu primoérdio relacionado a uma ideia

antiga pertencente ao ambito da Mecanica dos Meios Continuos, no qual estabelece que o

movimento total de uma superficie continua pode ser decomposta em movimento de corpo

rigido e deformacdo relativa. Esta ideia surgiu inicialmente em teorias envolvendo

pequenas deformagdes, acompanhadas por grandes movimentos de corpo rigido, sendo

estudada pela primeira vez por Cauchy em 1827 (Truesdell, 1966).

As décadas de 50 e 60 trouxeram importantes avancos tecnoldgicos nas industrias

aerondutica e aeroespacial, disseminando a ideia da descricdo cinematica baseada na

separacdo de movimentos de corpo rigido e deformacional entre os projetistas, que tinham
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o objetivo de realizar andlises de estruturas completas permitindo o monitoramento do
movimento principal das mesmas. Neste sentido, a formulacdo foi definida baseando-se em
um sistema de eixos cartesianos e ortogonais Unico que acompanhava o movimento do
corpo e, em relacdo ao qual, os deslocamentos, velocidades e aceleracdes de um ponto

material eram computados e referiam-se unicamente as variaveis deformacionais.

As vantagens apresentadas pelo método de andlise ndo linear geométrica utilizado pela
industria aerondutica logo foram ganhando destaque, de forma a ser acoplada ao contexto
do Método dos Elementos Finitos com os trabalhos de Argyris (1965). Este foi o precursor
do conceito de decomposi¢io do movimento, o qual foi inicialmente denominado de

“aproximacdo natural”.

A extensdo desta ideia utilizada na industria aerondutica para o campo da andlise ndo linear
geométrica via método dos elementos finitos estd baseada em uma modificacdo bastante
simples: ao invés de utilizar um sistema de eixos unico para a estrutura como um todo,
deveria ser utilizado um sistema de eixos por elemento. Esta modificacdo é essencial para
o sucesso da formulacdo co-rotacional, uma vez que ela ajuda a satisfazer uma premissa
basica: a hipdtese de pequenas deformacdes, ou seja, deslocamentos e rotacdes
deformacionais infinitesimais em relagdo ao sistema de eixos co-rotacionais. A hipétese de
pequenas deformagdes é o grande trunfo para a re-utilizacdo de elementos finitos lineares
em problemas envolvendo a ndo linearidade geométrica através da formulagdo co-

rotacional.

Em 1969, Wempner aplica o conceito da descricdo cinemdtica co-rotacional em um
contexto do método dos elementos finitos desenvolvendo uma formulagdo para o estudo de
cascas submetidas a pequenas deformagdes e grandes deslocamentos. Em seguida,
Belytschko & Hsieh (1973) estudaram elementos finitos de viga submetidos a grandes
rotacdes e propuseram um método baseado em um sistema de coordenadas curvilineas

denominado “convected coordinates”.

Posteriormente, Fraeijs de Veubeke (1976) desenvolveu para a inddstria aerondutica uma
formulacdo co-rotacional para a andlise dindmica de estruturas, baseando-se na utilizacao
de um tnico sistema de eixos co-rotacionais para a estrutura como um todo. O intuito era o
de apresentar uma solucdo analitica do problema em questdo, descrito como shadow

element (elemento sombra), do que propor um elemento finito propriamente dito.
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Entretanto, a determinagdo deste sistema de eixos Unico para a estrutura como um todo
criava uma série de dificuldades, de modo que, o conceito da configuracido fantasma, ou
shadow element, foi levado para o nivel do elemento por vérios pesquisadores, dentre os
quais se destacam Bergan & Horrigmoe (1976) e Bergan & Nygard (1989). Nos trabalhos
de Bergan & Nygard (1989), o conceito da configuracdo fantasma transformou-se em uma
ferramenta de visualizagdo muito qtil, facilitando o entendimento da formulacdo co-
rotacional. Este conceito foi usado pelos autores para eliminar os movimentos de corpo
rigido de cada um dos elementos e obter apenas o movimento deformacional, a partir do
qual, pode ser computado o vetor de for¢as internas do elemento. Porém, as derivadas do
vetor de forgas internas ndo foram usadas diretamente na formagdo da matriz de rigidez

tangente, fato que conduziu a uma perda de consisténcia.

Belytschko e Glaum (1979) introduziram o termo “co-rotacional” para se referir ao
movimento do sistema de coordenada local anexado ao elemento, e esta terminologia se

tornou a adotada na maior parte dos artigos publicados a partir de entao.

Outra importante contribui¢cdo € atribuida a Rankin & Brogan (1986), introduzindo a
chamada formulacdo EICR (Element Independent Co-Rotational Formulation),
posteriormente refinada por Rankin & Nour-Omid (1988) e por Nour-Omid & Rankin
(1991), sendo esta formulagdo implementada no programa STAGS (Almroth et al., 1979).
A formulacdo EICR ndo faz uso explicito do conceito do “shadow element’, mas o
caminho para a obtencdo dos deslocamentos deformacionais, que se baseia no uso de
operadores de projecdo, € bastante similar ao processo utilizado por Bergan & Nygard
(1989). Estes autores usaram a formulacdo co-rotacional diretamente para formar a matriz

de rigidez tangente, proporcionando uma matriz de rigidez consistente.

A formulacdo proposta por Nour-Omid & Rankin (1991) ainda apresentava restricdes no
nimero de graus de liberdade que poderiam participar na rotagdo do sistema de
coordenadas do elemento e, a0 mesmo tempo, manter a consisténcia da matriz de rigidez
tangente. Para resolver este problema, Haugen (1994) desenvolveu um trabalho aplicado
para o estudo de cascas planas discretizadas por elementos triangulares e quadrangulares,
que continham o grau de liberdade de rotacdo torsional, combinando as principais
caracteristicas das duas formulagdes anteriores (shadow element e EICR), ou seja,
combinando a natureza invaridvel da formulacdo de Bergan e o equilibrio e a consisténcia

da formulagao de Rankin.
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Outras contribui¢des importantes sdo atribuidas a Hsiao & Hou (1987) e Hsiao et al.
(1987), que apresentaram formulacdes simples e eficientes para a remog¢ao da restricdo de
pequenas rotacdes entre dois passos de carga sucessivos em uma andlise ndo linear
geométrica de pdrticos planos e espaciais. Pouco tempo depois, Cardona (1989) utilizou o

conceito da formulagdo co-rotacional para o estudo de mecanismos.

Cole (1990) desenvolveu formulacdes consistentes para o estudo de vigas planas e
espaciais utilizando a formulacdo co-rotacional, dando énfase especial nos diferentes
métodos para defini¢c@o, atualizacdo e parametriza¢ido de grandes rotagdes no espaco, bem
como no estudo tedrico e implementacdo computacional de programas capazes de estudar

problemas com cargas seguidoras.

Crisfield (1990) apresentou uma formulacdo consistente para a andlise ndo linear
geométrica de porticos espaciais. Peng & Crisfield (1992) apresentaram uma formulacao
consistente para o estudo de estruturas de cascas, utilizando uma combinagdo do elemento
triangular de membrana com deformagdes constantes e do elemento triangular de placa
com curvatura constante. Em 1996, Crisfield & Moita apresentaram um procedimento
tedrico, inicialmente introduzido para o estudo de elementos finitos sélidos, sendo o
mesmo, em seguida, modificado de modo a abordar também o estudo de vigas espaciais e

cascas.

Pacoste e Eriksson (1996) estudaram problemas de instabilidade para elementos de viga no
plano e no espaco, comparando as descricoes lagrangiana total e co-rotacional e,
posteriormente, Pacoste (1998) fez estudos de instabilidade de cascas utilizando elementos
finitos planos e triangulares de casca contendo trés nds e seis graus de liberdade por nd,
seguindo, basicamente, a formulagdo descrita por Nour-Omid & Rankin (1991) através da
utilizacdo de projetores, porém, implementando uma parametrizacdo das rotagdes finitas no
espaco, que leva a uma mudanga adicional de varidveis, de modo que as varidveis
relacionadas as rotacdes no espago se tornem aditivas e, com isso, tornando desnecessario

eventuais procedimentos de atualizagao.

Rodrigues (2000) desenvolveu ferramentas numéricas para andlise estdtica ndo linear fisica
e geométrica de estruturas reticuladas espaciais na exploracdo de petréleo offshore. A
formulacdo co-rotacional para elementos de portico tridimensional com ndo linearidade
geométrica € empregada para fornecer um tratamento preciso das rotacOes finitas. As

técnicas do controle de deslocamento, do comprimento do arco constante e do controle de
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deslocamento generalizado sdo utilizadas para se obter a completa trajetria ndo linear de

equilibrio e permitir a correta avaliacdo da carga limite ou de colapso.

De Souza (2000) apresentou uma formulacdo baseada no método das forcas para analise
inelastica e de grandes deslocamentos em poérticos planos e espaciais, e sua implementacao
numérica consistente em um programa geral de elementos finitos. A ideia principal do
método € a utilizacdo de funcdes de interpolacdo de forca que satisfazem estritamente o
equilibrio na configuracdo deformada do elemento. O sistema de referéncia adequado para
estabelecer estas fungdes de interpolagcao de forca € um sistema de coordenadas basico sem
modos de corpo rigido. Neste sistema, o elemento de rigidez tangente € nao singular e pode
ser obtido pela inversdo da matriz de flexibilidade. A ndo-linearidade geométrica é tratada

empregando-se a formulagdo co-rotacional.

Battini (2002) implementou elementos finitos de viga numa formulacdo co-rotacional,
além de procedimentos numéricos que detectam pontos limites e de bifurcacdes, e que
obtém as trajetérias secunddrias, para a andlise de problemas de instabilidade eldstica e

elastoplastica em estruturas bi e tridimensionais.

Iura et al. (2003) examinou a eficiéncia de solugdes numéricas obtidas com a
implementacdo da formula¢do co-rotacional utilizando elementos finitos de viga
Timoshenko 3D sujeitos a deformagdes finitas e a rotagdes finitas. Mostra-se que o uso das
coordenadas secantes convencionais niao fornecem solu¢des numéricas satisfatorias.
Introduz-se, entdo, um novo sistema de coordenada local no qual é utilizado um elemento
de viga linear para construir a funcdo da energia de deformacdo. Desta forma, as solugdes
numéricas obtidas convergem para as solugdes da teoria exata de vigas a medida que se

aumenta o nimero de elementos utilizados na discretizacao do sistema.

Li (2007) utilizou a formulagdo co-rotacional e um elemento de viga 3D isoparamétrico de
3 nds para efetuar uma andlise precisa de porticos submetidos a grandes deslocamentos e
rotacdes. Primeiramente, um eixo co-rotacional € fixado no né interno do elemento, o qual
acompanha as translacdes e as rotacdes do mesmo. Posteriormente, definem-se as varidveis
vetoriais rotacionais, compostas por trés componentes dos vetores principais da secdo
transversal em cada nd. Entdo, o vetor de forcas internas e a matriz de rigidez tangente
local sdo derivados da energia de deformacdo do elemento a partir da primeira e da
segunda derivada parcial em relacdo as varidveis locais, respectivamente, € uma matriz de

rigidez simétrica € alcangada.
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2.3 TRABALHOS DESENVOLVIDOS NA UnB

Ao longo da ultima década, a Universidade de Brasilia realizou pesquisas relacionadas a
andlise ndo linear geométrica de estruturas utilizando a formulagdo co-rotacional como
descricdo cinemdtica, no ambito do Programa de Pds-Graduacdo em Estruturas e
Construcao Civil (PECC). Alguns trabalhos consideraram também a nao linearidade fisica
dos elementos em conjunto com a ndo linearidade geométrica, desenvolvendo formulagdes
tedricas aplicdveis a uma diversidade gama de elementos que compde o Método dos
Elementos Finitos. Ressaltam-se aqui, de forma resumida, os cinco trabalhos

desenvolvidos ao longo desse periodo, a titulo de informagao.

a) Cortivo (2004):

A tese intitulada “Andlise de estruturas de cascas finas utilizando-se uma formulacdo co-
rotacional, um modelo plastico por camadas e o elemento finito ANDES” teve como
objetivo desenvolver métodos para andlises ndo lineares fisica e geométrica de estruturas
de cascas finas, sujeitas a grandes deslocamentos, mas no dominio das pequenas

deformacdes.

Utilizou-se como ponto de partida a formulacdo co-rotacional CSSE (Consistent
Simetrizable Self-equilibrated), o elemento finito de casca linear eldstico triangular de trés
nés ANDES (Assumed Natural Deviatoric Strains) e o método de comprimento de arco,
para andlise da ndo linearidade geométrica. Como extensdo, para acomodar a nao
linearidade fisica (plasticidade) foi adotado o modelo elastopléstico por camadas baseado
no critério do escoamento plastico de von Mises, tanto para materiais com endurecimento

isotrépico, quanto para materiais perfeitamente plasticos.

Foi criado um termo de acoplamento entre as rijezas bdsica e de alta ordem para a matriz
de rigidez material do elemento finito ANDES, através da derivacao do vetor das forcas
internas, apresentando grande influéncia na convergéncia global do processo iterativo da

analise.

17



b) Menin (2006):

A tese intitulada “Aplicacdo da descri¢do cinemdtica co-rotacional na andlise ndo linear
geométrica de estruturas discretizadas por elementos finitos de trelicas, vigas e cascas”
teve como objetivo estudar a capacidade portante de diferentes tipologias estruturais apds a
perda ou bifurcacdo de equilibrio, utilizando a formulagdo co-rotacional para avaliar o
comportamento ndo linear geométrico de estruturas planas e espaciais em andlise estética,

discretizadas por elementos finitos de treligas, vigas ou cascas planas triangulares.

Na andlise ndo linear geométrica de trelicas, a formulagdo co-rotacional foi implementada
para o caso de estruturas planas e espaciais, sendo as varidveis cinemadticas e OS
deslocamentos deformacionais determinados em funcdo dos parimetros puramente

geométricos.

No caso de poérticos planos, assim como para a andlise de barras articuladas, as equagdes
de transformacdo que permitem a separacdo dos movimentos de corpo rigido e
deformacional, puderam ser obtidas de forma exata utilizando apenas pardmetros
puramente geométricos. A formulacdo co-rotacional foi desenvolvida em funcdo dos
deslocamentos globais rotacionados, admitindo rotagdes totais de qualquer ordem de

grandeza.

Para os porticos espaciais, a andlise nao linear geométrica foi realizada utilizando a
formulacdo EICR (Element Independent Co-Rotational Formulation), desenvolvida por
Nour-Omid & Rankin (1991), o qual obtém os deslocamentos deformacionais da estrutura

utilizando operadores de projecao.

A andlise ndo linear geométrica de estruturas de cascas também foi realizada a partir da
formulacdo EICR desenvolvida por Nour-Omid & Rankin (1991), propondo modificagdes
no alinhamento do sistema co-rotacional de eixos, incluindo o operador de projecdo
associado a translacdo de centroide, utilizando o elemento finito de casca plano triangular

do tipo ANDES — Assumed Natural Deviatoric Strains.

Métodos indiretos, como o parametro de rigidez CST (Current Stiffness Parameter) e a
alteracdo do nimero de pivOs negativos da matriz de rigidez, foram capazes de detectar e
classificar, com grande precisdo, a ocorréncia de pontos criticos e turning points. Para a
resolucdo do sistema de equagdes ndo lineares e obtencdo das trajetérias de equilibrio

foram implementados diversos métodos, como o método de comprimento de arco
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cilindrico, método de Riks-Wempner e o método de Ramm, combinados com o método de

Newton-Raphson completo.

¢) Belo (2009).

A tese intitulada “Desenvolvimento da formulac@o corrotacional em elementos finitos de
casca para andlise hipereldstica” teve como objetivo estudar as ndo linearidades
geométrica, via formulacdo co-rotacional, e fisica, por meio da adocdo da
hiperelasticidade, propondo um elemento finito bidimensional de casca capaz de avaliar as
fontes de ndo linearidade de uma estrutura de forma precisa e acurada, quando submetida a

grandes deslocamentos e rotagdes.

O elemento adotado foi derivado do contexto da formulacdo deviatéria natural (ANDES —
Assumed Natural Deviatoric Strains), da formulagdo co-rotacional de elemento
independente (EICR — Element Independent Co-Rotational Formulation) e dos métodos de

Newton e do comprimento de arco.

O intuito era fazer o uso de um elemento finito linear de casca existente ser capaz de
descrever corretamente os fendmenos fisicos, adaptando-o ao comportamento de materiais
hiperelasticos. A hiperelasticidade foi adotada devido a simplicidade de suas equagdes

constitutivas quando comparadas a outras fontes de ndo linearidade fisica.

d) Silva (2011):

A dissertacdo intitulada “Anadlise ndo linear de pérticos planos utilizando uma formulacao
co-rotacional e plasticidade por camadas” teve como objetivo realizar uma anélise nao
linear de poérticos planos utilizando a formulacao co-rotacional como descri¢do cinemaética
da ndo linearidade geométrica, e a consideracdo da plasticidade por camadas como fonte de

ndo linearidade fisica.

O pértico plano foi discretizado considerando trés elementos de viga 2D distintos:
elemento Euler-Bernoulli C’, elemento Euler-Bernoulli C? e elemento Timoshenko C’. O
vetor de forcas internas e a matriz de rigidez tangente desses elementos foram obtidos

utilizando o principio dos trabalhos virtuais, e os coeficientes calculados por meio analitico
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ou por integracdo numérica empregando dois pontos de Gauss ao longo do comprimento.
Para evitar o travamento por cisalhamento no elemento de viga Timoshenko, utilizou-se

apenas um ponto de Gauss.

A ndo linearidade fisica foi simulada adotando um modelo de -elastoplasticidade
unidimensional com endurecimento isotrépico. Os esforcos seccionais foram obtidos por
integracdo numérica, utilizando sete ou quinze pontos de Gauss ao longo da altura da secao

transversal.

Para obter as trajetérias de equilibrio, foi realizada uma andlise incremental-iterativa
baseada no método de Newton-Raphson combinado com a técnica do comprimento de

arco.

e) da Silva (2013):

A tese intitulada “Andlise dindmica nao linear de porticos espaciais utilizando a
formulacdo co-rotacional” teve como objetivo desenvolver um programa de elementos
finitos para andlise estdtica e dinamica nao linear geométrica de porticos espaciais com o
uso do elemento de viga 3D Euler-Bernoulli co-rotacional, em plataforma Matlab,
implementando a formulacido co-rotacional EICR (Element Independent Co-Rotational

Formulation), desenvolvida por Nour-Omid & Rankin (1991).

As trajetdrias de equilibrio nos problemas estdticos foram obtidas pela implementac¢do do
método do comprimento de arco cilindrico em combinagdo com o método de Newton-

Raphson.

Nas solugdes dos problemas dindmicos foi empregado o método de integracado HHT-a em
combinacdo com o método de Newton-Raphson, o qual € utilizado com a finalidade de se
obter o equilibrio das forcas internas com os carregamentos externos, atualizando as

variaveis translacionais e rotacionais.

No ambito da andlise dinamica, as rotagdes finitas, velocidades e aceleracdes angulares
foram tratadas empregando o procedimento de Newmark aplicado ao vetor de rotacdo

incremental e as suas derivadas no tempo.
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3 ELEMENTO DE VIGA UNIFICADO LINEAR

Este capitulo tem por finalidade desenvolver uma formulacdo para a obtenc¢do da matriz de
rigidez de um elemento de viga unificado linear baseado no principio dos trabalhos virtuais
complementares. Para isso, abordar-se-4 inicialmente sobre curvatura de vigas, que se trata
de uma deformagdo presente na teoria cldssica de flexdo de vigas de Bernoulli. Em
seguida, a deformagao angular ocasionada pelo fendmeno de cisalhamento serd descrita e
sua influéncia no fendmeno de flexdo serd analisada, conforme a teoria de vigas de
Timoshenko. Uma vez conhecidos os mecanismos de deformacdo, a formulacdo para
elementos de viga unificados serd detalhada utilizando o principio dos trabalhos virtuais
complementares para determinar a matriz de rigidez unificada linear. Por dltimo, serd
analisada a ocorréncia do fendmeno de travamento por cisalhamento, comum as
formulacdes de elementos finitos de viga que utilizam interpolacdes lineares para
descrever os deslocamentos transversal e rotacional, com o intuito de estabelecer que a
matriz de rigidez obtida pela formulacdo descrita promove uma andlise isenta da

ocorréncia de travamento por cisalhamento.

Toda a formulagao tedrica necessdria para a obtencao da matriz de rigidez unificada linear

e a andlise do fendmeno de travamento por cisalhamento estdo baseadas em Krenk (2001).

3.1 CURVATURA

A teoria classica de flexdo de vigas de Bernoulli é proposta considerando elementos
prismaticos retos, homogéneos e de comportamento linear-eldstico, submetidos a flexao
pura, caracterizada pela ocorréncia de momentos fletores iguais e opostos que atuam no

mesmo plano longitudinal.

As premissas basicas adotadas para a teoria de flexdo de vigas se referem ao modo como a
tensdo atuante na secdo transversal do elemento deforma o material, sendo: i) o eixo
longitudinal que se encontra no interior da superficie neutra nao sofre qualquer mudanca

de comprimento, ii) as secdes transversais da viga permanecem planas e perpendiculares
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ao eixo longitudinal durante a deformacao e, iii) qualquer deformacdo da secao transversal

dentro de seu préprio plano é desprezada. (Hibbeler, 2010).

A consideragdo de que as segdes transversais permanecem perpendiculares ao eixo
longitudinal ap6s a deformacgdo exige que a deformacdo do material imposta pelas tensoes
cisalhantes sejam desprezadas, de forma a considerar que a deformacdo da viga seja
provocada apenas pela ocorréncia do momento fletor M, dada pela medida da curvatura
apresentada pela superficie neutra. A Figura 3.1 ilustra a deformacdo por flexdo de um

elemento de viga prismaético.

) /\ o
! Q\ ““““““““ N

Figura 3.1: Deformacao de um elemento de viga prismético sob flexao pura.

A medida da curvatura, k, é definida como o inverso do raio de curvatura p, e associa-se ao
momento fletor pela relacio momento-curvatura dada pela Resisténcia dos Materiais,
conforme estabelecido pela Equagdo (3.1). Define-se EI como a rigidez a flexdo do

elemento e M o momento fletor atuante na se¢do transversal.

1 M
k=—=— (3.1)
p I
Para curvas planas, a curvatura € definida matematicamente como a taxa de variagdo do
angulo, Af, e o comprimento do arco, As, conforme ilustrado pela Figura 3.2 e expresso

pela Equacao (3.2).
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Figura 3.2: Curvatura de uma curva plana.

I 1 I A6 df 32)
=—=|]iIm — = — .

p As—0As ds
Na maioria dos casos praticos, a variacdo na curvatura causada pelo momento fletor é
muito pequena, tornando-se de especial interesse a determinagdo da curvatura exata pela

teoria cldssica de vigas através de aproximacdes que levam a obtencdo de solugdes

simples.

A Figura 3.3 apresenta o eixo deformado de uma viga submetida a flexdo. O eixo
longitudinal x encontra-se no interior da superficie neutra e representa o eixo da viga
indeformado. Apds a deformagdo, o eixo da viga € descrito pela curva (x, v(x)) no sistema
de coordenadas x-y ilustrado. A rotacdo do eixo da viga é descrita pelo angulo f(x), tendo a

orientacdo de rotacdo anti-hordria como positiva.

ds
" A »

\/‘ dx
V(x)

\ 4

Figura 3.3: Eixo de viga deformado sob flexao.

O comprimento ao longo do eixo da viga é denotado por s e, a partir das relagcdes

trigonométricas apresentadas pelo pequeno tridngulo da Figura 3.3, pode-se expressar que:

dv dx
- = 3.3
sen 8 T cos ] = (3.3)
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Diferenciando (3.3) em relacdo a s, tem-se que:

d d (dv
_ === 34
ds (send) ds (ds) (3-42)
2
a _ 1 dw (3.4b)
ds cosf ds?
O angulo 8 € dado por:
dv
0 = arc sen (—) 3.5)
ds
Diferenciando (3.5) em relacdo a s, tem-se que:
” d*v
2
S dvy?
1- (%)
Por meio das relacdes (3.2), (3.4) e (3.6), pode-se concluir que:
do 1 d? ﬂ
v 2
= — = 2 = ds (37)
ds cosO ds duvn>?
1- (%)

No campo dos pequenos deslocamentos e deformacdes infinitesimais, o angulo 6 é
considerado muito pequeno, |01 << 1, e algumas simplificacdes podem ser adotadas,

conforme estabelecido pela relacdo (3.8).

dx
cosd=—=~1 - dx=ds (3.8)
ds
De acordo com (3.8), a equagdo resultante para a curvatura de vigas a flexdo é dada por

(3.9a) e a equagao para a rotagdo da secao transversal é dada por (3.9b).

2
% _ % (3.9a)
d
0 — % (3.9b)
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Considerando que os deslocamentos sejam pequenos, pode-se aproximar a rotacdo da
secdo transversal pela tangente a eldstica, conforme estabelecido pela Equacao (3.9b), o

qual representa uma equagao de compatibilidade entre deslocamento e deformacao.

Por consequéncia, a inclinacao da linha elastica determinada por dv/dx serd muito pequena
e 0 quadrado dessa inclinacdo serd desprezivel em comparacdo com a unidade. Logo,
adotando a quarta simplificacdo, tem-se que:

d*v

= (3.10)

k=2=0z

1
p
No entanto, para a teoria classica de flexdo de vigas de Bernoulli, supondo material linear-
elastico, com pequenos deslocamentos e deformagdes infinitesimais, e desprezando a
influéncia das deformacdes cisalhantes, conclui-se que:

d9 d*v M

_ Y _ (3.11)

k = = = —
dx dx? EI

1
p
3.2 FLEXIBILIDADE AO CISALHAMENTO

A hipétese basica da teoria cldssica de vigas de Bernoulli considera que o tinico modo de
deformacdo de um elemento de viga € a curvatura, estando relacionada a ocorréncia de um
momento fletor constante. Neste caso, a rotagdo da secdo transversal € assumida idéntica a
rotacdo da tangente ao eixo da viga. Além disso, as se¢des transversais permanecem planas
e ortogonais ao eixo deformado do elemento. Porém, a teoria de vigas de Bernoulli se trata
de uma aproximacdo, no qual a influéncia das deformacgdes cisalhantes é desprezada. Os
parametros basicos advindos da teoria cldssica de flexdo correspondem a rotagdo da secdo
transversal, 6(x), e a rotagdo da tangente a eldstica, dv(x)/dx, relacionando-se conforme a

Equacdo (3.9b).

Contudo, a presenca do esfor¢co cortante na secdo transversal do elemento, e
consequentemente a presenga das tensoes cisalhantes, introduzem deformacdes cisalhantes
médias, y, que provocam o deslizamento relativo da sec¢do transversal (empenamento),

resultando em uma variagdo angular, f, entre a tangente a eldstica da viga e o vetor n
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perpendicular a se¢do transversal. Os mecanismos de deformagdo por flexdo e por

cisalhamento encontram-se ilustrados na Figura 3.4.

dv n “du %ﬁ'
dx /1,7 4 dx .

d
dx
n

a) b)

Figura 3.4: Mecanismo de deformagdo: a) Bernoulli, b) Timoshenko.

O mecanismo de deformacao cisalhante ilustrado pela Figura 3.4b evidencia que a rotagao
total da secdo transversal estd associada a rotacdo da eldstica da viga proveniente da flexao,
dv/dx, em adicdo a rotacdo proveniente da deformacao cisalhante, . Assim, conclui-se que
as relacOes cinemadticas para uma viga que apresenta a influéncia do cisalhamento na
flexao sdo dadas conforme a Equacdo (3.12).

_do _dv

—_—— (3.12)

k=— |, =
dx dx

E visivel que para a teoria cldssica de vigas de Bernoulli, tem-se que y = 0.

Conforme exposto pela Equacdo (3.1), considerando a relagdo linear-elastica, a curvatura k
¢ proporcional a0 momento fletor M atuante na secdo transversal. De forma similar, a
deformacao cisalhante € proporcional ao esforco cortante Q, segundo a relacao constitutiva

expressa pela Equacgdo (3.13).

y=— (3.13)

O parametro GA, corresponde a rigidez cisalhante, consistindo do médulo de elasticidade
transversal, G, e a drea efetiva da secao transversal, Ayp. As tensoes cisalhantes apresentam
a caracteristica de ndo serem uniformemente ou linearmente distribuidas ao longo da se¢ao

transversal, de forma que a 4rea efetiva de cisalhamento, Ay, € menor que a drea total da

~ . 5 ~
secdo transversal, A. Para geometrias retangulares, tem-se que Ay = EA’ e para secoes
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transversais I, a drea efetiva para o cisalhamento € aproximadamente igual a drea da alma

da viga.

3.3 PRINCIPIO DOS TRABALHOS VIRTUAIS COMPLEMENTARES

A Equacdo (3.12) apresenta simples relacdes diferenciais que expressam as condi¢des
cinematicas para a obtencdo da equagdo da linha eldstica de uma viga ao se considerar a
influéncia da deformacdo cisalhante no fendmeno da flexdo. Contudo, a resolucdo dos
modelos estruturais pode se tornar bem trabalhosa, uma vez que a consideracdo das
deformacdes cisalhantes implica na adicio de termos a equacdo da linha eldstica,

resultando em procedimentos de integracdo extensos e por vezes dificultosos.

Para contornar essas dificuldades e facilitar o procedimento de cdlculo dos deslocamentos
transversais e das rotagdes em pontos escolhidos sobre o eixo da viga, o procedimento
mais eficiente é a utilizacdo do Principio dos Trabalhos Virtuais (Principio dos
Deslocamentos Virtuais) e o Principio dos Trabalhos Virtuais Complementares (Principio

das Forcgas Virtuais).

A principal diferenca entre os métodos é apenas a ordem de consideracdo dos sistemas
reais e virtuais. O principio dos trabalhos virtuais considera o sistema de forcas reais
(campo estitico real) em combinagdo com um sistema cinemdtico virtual (campo de
deslocamentos virtuais). Ja o principio dos trabalhos virtuais complementares, por sua vez,
considera o sistema cinemdtico real (campo de deslocamentos reais) em combinagdo com
um sistema de forgas virtuais (campo estatico virtual). O principal interesse de ambos os
métodos € determinar os deslocamentos transversais e as rotacdes de vigas eldsticas, de

forma que os campos virtuais e reais satisfacam as relacdes estdticas e cinematicas.

O desenvolvimento tedrico do principio dos trabalhos virtuais demonstrado considera a
relacdo linear-eldstica para elementos de viga submetidos a flexdo, apresentando a

influéncia das deformacdes cisalhantes na rotacdo total da secdo transversal do elemento.

Considerando uma viga submetida a um conjunto de carregamentos externos reais, o
equilibrio das for¢as pode ser expresso segundo a Equacdo (3.14), baseando-se na relacdo

diferencial de equilibrio para um elemento infinitesimal de barra:
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d2M (x)
dx?

+p(x)=0 (3.14)

A relagdo (3.14) é entdo multiplicada pelo campo de deslocamento virtual Jov(x), e

integrada ao longo de todo o comprimento da viga:

] 2
f dv(x) (d cll\;[ch) + p(x)) dx =0 (3.15)

Realizando a integracdo por partes do primeiro termo do integrando da Equagado (3.15),

tem-se que:
fl o dzng) [5 " )dM(x)]O foldl\zj(cx)dw;ix)) n G
Substituindo (3.16) em (3.15):
[617( )dM(x)] . f l d(5v(x)) dM(x)+5 (x)p(x)l dx = 0 3.17)
A parcela virtual da rotagio da segio transversal & dada por:
d(‘i’l’f‘)) — 500 + 8y(x) (3.18)

Substituindo (3.18) em (3.17), tem-se que:

[5U(X)Q(X)] [( 66 (x) — 5)/(?6)) ) + 5v(x)p(x)l dx=0  (3.19)

Avaliando a integral da Equacdo (3.19) e realizando a distribui¢cdo do integral entre os

termos da expressao, obtém-se:
l l
M (x) dM(x)
fo( 56(x )—)d +f0( 5y(x)7>dx+f05v(x)p(x) dx  (3.20)

Ao realizar a integracdo por partes do primeiro termo do integrando da Equacgado (3.22),

tem-se como resultado a Equacdo (3.21):
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L dM (x) l L
f 60 (x)————dx = [660(x)M(x)] . — j M(x) 6k(x)dx (3.21)
0 dx 0 J,
Substituindo (3.21) em (3.19), e realizando os ajustes algébricos, tem-se que:

l l
[6v(x)Q(x) + 66 (x)M(x)] 0 +f Sv(x)p(x)dx
0 (3.22)

l
_ j (8y()Q(x) + Sk(x)M(x))dx

O primeiro membro da Equagdo (3.22) corresponde a relagdes de descontinuidade

ocasionadas por cargas concentradas, conforme expresso pela relagcdo (3.23):
Qx;*)—Q(x;7) =-P; (3.23a)
M(x;*) = M(x;7) = =M (3.23b)

Ap6s reordenar os termos e introduzir os momentos e forgas segundo a convengdo global

de sinais, o principio dos trabalhos virtuais € obtido e expresso conforme (3.24):

1 l
Z 5Wl.pi+2 56;M; + j Swp dx = ] (8yQ + 8kM)dx (3.24)
i j 0 0 .

Trabalho Virtual Externo Trabalho Virtual Interno

Esta é a equacdo do trabalho virtual para uma viga considerando a influéncia da
deformacdo cisalhante no fendémeno de flexdo. O principio dos trabalhos virtuais
enunciado atesta que, para um campo de deslocamentos virtuais que satisfaca as relagdes
cinemadticas, o trabalho virtual externo, proveniente das for¢as e deslocamentos externos, é

igual ao trabalho virtual interno, proveniente das tensdes e deformacdes internas.

A diferenca explicita entre o principio dos trabalhos virtuais obtido pela Equacdo (3.24) e o
determinado pela teoria clédssica de flexao de vigas de Bernoulli € que, no presente caso, o
trabalho virtual interno considera a parcela referente a influéncia do cisalhamento, dada

pelo produto dy(Q, assim como a parcela referente a flexdo, dada por §kM.

Para o caso particular de vigas eldsticas e devido ao Teorema de Betti, pode-se considerar
uma combinacgdo entre o sistema cinematico real e o sistema estdtico virtual, denominado

de principio dos trabalhos virtuais complementares.
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Se o campo estitico virtual corresponder a uma forga virtual concentrada JP;, o

deslocamento real v; serd dado por:

l

<6Q Y ﬂ) dx (3.25)

1 l
v; = 5_PLJ;) (6Qy + SMk)dx = J;) A I

Se o campo estdtico virtual corresponder a um momento virtual concentrado oM;, a rotagao

real da secdo transversal 6; serd dada por:

6 = — fl(a + 5MK)d —fl<5 < +5MM)d 3.26)
i =5 ), 0% *=] \%@Gq, El) .

3.4 MATRIZ DE RIGIDEZ DO ELEMENTO DE VIGA UNIFICADO LINEAR

3.4.1 Modos de deslocamento

O mecanismo de deformagdo para uma viga que apresenta a influéncia do cisalhamento na
flexdo consiste do somatério de duas parcelas contributivas: uma parcela referente a
deformacao por flexdo, e uma parcela referente a deformacao cisalhante. Essa propriedade
pode ser explorada utilizando o principio dos trabalhos virtuais complementares para obter

a matriz de rigidez do elemento de viga de modo mais simples.

Considere o elemento de viga de dois nés e comprimento / representado pela barra isolada,
conforme ilustrado pela Figura 3.5. Nos nds extremos estdo representadas as varidveis

locais correspondentes aos deslocamentos e for¢as nodais.
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a) b)

Figura 3.5: Elemento de viga: a) deslocamentos nodais, b) for¢as nodais.

O vetor de deslocamentos nodais, u, € composto por quatro componentes de deslocamento,
sendo divididos em duas parcelas: deslocamento translacional (v) e deslocamento

rotacional (60).

u; = (v,601) , uy =(v,0,) (3.27a)
%1
_(un _ )6

u= {uz} = (3.27b)
0,

O vetor de forcas nodais, f, é composto por quatro componentes associados aos

deslocamentos nodais, sendo representado conforme (3.28):

fi=(P,M) , ;= (P, M) (3.28a)
Py
_ () _ M
f—{fz}— P, (3.28b)
M,

A matriz de rigidez de um elemento de viga, K, € estabelecida pela relacdo entre o vetor de

deslocamentos nodais e o vetor de forcas nodais, conforme demonstrado em (3.29):
{f} = [K]. {u} (3.29)

O método tradicional para obter a matriz de rigidez do elemento de viga é baseado no

célculo das fung¢des de forma relacionadas aos modos de deslocamentos unitarios nodais.
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As fungdes de forma consistem em coeficientes ¢(x) que multiplicam os parametros de
deslocamentos nodais, de forma a empregar um deslocamento ou rotagcao unitdria a um né
especifico, enquanto todos os outros graus de liberdade permanecem nulos. A Figura 3.6

ilustra os deslocamentos unitdrios, transversal e rotacional, dos n6s do elemento de viga.

o

patl

Figura 3.6: Deslocamentos nodais unitarios.

Entretanto, a aplica¢do deste método para a obten¢do da matriz de rigidez de um elemento
de viga, considerando a influéncia do cisalhamento na flexdo, pode se tornar um célculo
complexo devido a natureza das equacgdes diferenciais obtidas apds os procedimentos de
interpolagdo, além de ser necessario o cdlculo exato das func¢des de forma para a obtencao

da correta matriz de rigidez.

Um método alternativo empregado para o cdlculo da matriz de rigidez consiste na andlise
do campo de deslocamentos de um elemento de viga, separando-o em dois modos:
deslocamento de corpo rigido e modo deformacional. O modo deformacional, por sua vez,
pode ser analisado em termos da deflexdo da linha eléstica, sendo os resultados

combinados para formar a matriz de rigidez do elemento.

a) Deslocamentos de corpo rigido:

O modo de deslocamento de um elemento de viga correspondente aos deslocamentos de
corpo rigido, ou seja, deslocamentos em que ndo se consideram as deformagdes sofridas
pela estrutura, estdo ilustrados na Figura 3.7 e correspondem aos deslocamentos de

translacdo vertical dos nds, v;, e a rotacdo do eixo neutro, §,. A translacdo horizontal nao
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foi considerada devido ao fato de que o elemento de viga formulado ndo apresenta a

influéncia dos esfor¢os axiais.

Figura 3.7: Deslocamentos de corpo rigido: a) transversal, b) rotacional.

Conforme ilustrado pela Figura 3.8, a rotacdo de corpo rigido, 6,, é dada por:

(3.30)

b) Modos deformacionais:

O modo deformacional de deslocamento considera apenas a configuracdo deformada do
elemento de viga, sendo entdo, a parcela avaliada para a obten¢do da matriz de rigidez. Os
modos de deformacdo correspondem as possiveis configuragdes deformadas apresentada
pela linha eléstica, associadas a ocorréncia de momentos fletores que caracterizam o
processo de deformacdo como rotacdo nodal simétrica ou antissimétrica, dependendo da
forma assumida pela linha eldstica. Os modos deformacionais associados ao momento

fletor estao ilustrados pela Figura 3.9.
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Figura 3.9: Modos deformacionais: a) rotacdo nodal simétrica, b) rotacdo nodal

antissimétrica.

b.1) Rotacdo nodal simétrica:

A deformacido por rotagdo nodal simétrica estd associada a aplicacdo de um momento M;
nos nds extremos do elemento de viga, de forma a ser considerado em sentido horario no
no inicial (/) e anti-hordrio no né final (2), conforme ilustrado pela Figura 3.10, tratando-

se de um sistema auto equilibrante.

Figura 3.10: Momento M, associado a rota¢do nodal simétrica.

A andlise estatica do momento M, aplicado aos nds extremos do elemento de viga fornece
os diagramas de esfor¢os solicitantes ilustrados pela Figura 3.11, no qual se conclui que se
trata da ocorréncia de um momento fletor constante e auséncia de esforcos cisalhantes, o

que caracteriza-se como flexao pura.

Qs M,

Figura 3.11: Diagramas de esfor¢os solicitantes para rotacdo nodal simétrica.
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b.2) Rotacdo nodal antissimétrica:

A deformacao por rotagdo nodal antissimétrica esta associada a aplicacdo de um momento
M, nos nés extremos do elemento de viga, de forma a ser considerado em sentido anti-
horério no né inicial (/) e no nd final (2). Como o sistema nio se encontra em equilibrio
somente com a aplicacio dos momentos extremos M,, para ajustd-lo, é necessdria a

consideragdo de forcas transversais iguais e opostas aplicadas aos nés extremos do

elemento, sendo representadas por Q = %Ma, conforme ilustrado pela Figura 3.12.

Mo 1 2y |Ma

|
M,

l

Figura 3.12: Momento M, associado a rotagdao nodal antissimétrica.

A anélise estatica do momento M, aplicado aos nés extremos do elemento de viga fornece
os diagramas de esforgos solicitantes ilustrados pela Figura 3.13, no qual se conclui que se
trata da ocorréncia de um momento fletor linear e a ocorréncia de um esforco cisalhante

constante, o que caracteriza-se como flexao simples.

Figura 3.13: Diagramas de esforgos solicitantes para rotacao nodal antissimétrica.

3.4.2 Principio dos trabalhos virtuais complementares

O principio dos trabalhos virtuais complementares é utilizado para a determinacdo das
rotacdes deformacionais dos nds extremos para as situagdes de rotacdo simétrica (6;) e
rotacdo antissimétrica (6,), conforme os modos deformacionais adotados para o elemento

de viga.
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a) Rotacdo nodal simétrica:

A rotagcdo deformacional simétrica dos nés do elemento de viga, 6;, pode ser determinada
pelo principio dos trabalhos virtuais complementares, aplicando um par de momentos
virtuais M = 1, atuando no sentido horario no né inicial (/) e no sentido anti-horario no

no final (2).

A anélise estdtica do momento d M, aplicado aos nds extremos do elemento de viga fornece
os diagramas de esfor¢os solicitantes virtuais ilustrados pela Figura 3.14, no qual conclui-
se que se trata da ocorréncia de um momento fletor constante e auséncia de esforcos

cisalhantes, o que caracteriza-se como flexao simples.

Figura 3.14: Diagramas de esfor¢os solicitantes virtuais para rotacao nodal simétrica.

A rotacdo dos nés resulta da seguinte andlise através da aplicacdo do principio dos

trabalhos virtuais complementares:

z 5M;6; —f <5Q6i%+5mg)d (331a)
(5M, 6, + 6M,6,) = fol (5(3 GLAO + 6M 241) dx (3.31b)
20, = jl <6Q GLAO + &M 241) dx (331¢)

Calculando a primeira integral da Equacgdo (3.31c), obtém-se:

] (SQG—Ade =0 (3.32)

A segunda integral da Equacao (3.31c¢) resulta em:
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flcSMMd _ M (3.33)
O EI Y TR '

Substituindo (3.32) e (3.33) em (3.31c¢), tem-se que:

1M,

= 3.34
S 2 EI (-39

b) Rotacdo nodal antissimétrica:

A rotacdo deformacional antissimétrica dos nés extremos do elemento de viga, 6,, pode ser
determinada pelo principio dos trabalhos virtuais complementares, aplicando um par de
momentos virtuais M, = 1, atuando no sentido anti-hordrio em ambos os nds inicial (/) e
final (2). Como o sistema nio se encontra em equilibrio somente com a aplicagdo dos
momentos virtuais dM,, para ajustd-lo, é necessdria a consideracdo de forcas virtuais

transversais iguais e opostas aplicadas aos nds extremos do elemento, sendo representadas

por 0Q.

A andlise estitica do momento M, aplicado aos nds extremos do elemento de viga
fornece os diagramas de esforcos solicitantes virtuais ilustrados pela Figura 3.15, no qual
conclui-se que se trata da ocorréncia de um momento fletor linear e a ocorréncia de um

esforco cisalhante constante, o que caracteriza-se como flexao simples.
-x—1

y + Y 2
ll 2l il\\T

8Q, SMa i

2 2
] l

Figura 3.15: Diagramas de esforg¢os solicitantes virtuais para rotacdo nodal antissimétrica.

A rotacdo dos nds resulta da seguinte andlise através da aplicacdo do principio dos

trabalhos virtuais complementares:

ZSMH—fl<6 ¢ +6MM>d (3.352)
oMy = | (00 Gy, + oM gy )dx 8
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l

o 0G4, El
26, = j l <6Q L M ﬂ) dx (3.35¢)
o G4, El

Calculando a primeira integral da Equagdo (3.35¢), obtém-se:

laQ < d 4 Mo (3.36)
X = .
0 GA, GA,l?
A segunda integral da Equacgdo (3.35¢) resulta em:
jlaMMd M (3.37)
—dax = .
0 El 3EI
Substituindo (3.36) e (3.37) em (3.35¢), tem-se que:
9. = lMa( 12E1> (3.38a)
¢ 6EI GA,l2
M, (3.38b)
0, = El 1+ 9)

Sendo @ o parametro que expressa a influéncia da deformacgdo cisalhante na flexdo de

vigas, dado por:

©— 12EI
T GA,l?

(3.39)

Nota-se que, pela teoria cldssica de vigas de Bernoulli, o parametro ® assume o valor nulo,

® =0, na Equagao (3.38b).

3.4.3 Vetor de forcas nodais

Uma vez estabelecidas as relagdes estdticas das varidveis internas referentes aos modos
deformacionais de rotagdo simétrica e antissimétrica no sistema local de referéncia do
elemento de viga, M; e M,, e conhecidos os adngulos de rotacdo deformacional da linha

eldstica nos respectivos modos deformacionais, 6, e 6, pode-se expressar as forgas
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externas aplicadas nos nds extremos do elemento de viga em referéncia as varidveis

internas obtidas.

As forgas nodais atuantes no sistema local do elemento de viga, representadas pela Figura

3.5b, sao resultantes da superposi¢do das forcas internas estabelecidas pelos modos

deformacionais, ilustrados pelas Figuras 3.10 e 3.12.
2M,
P, =0+ l (3.40a)
M, =—-M;+ M, (3.40b)
2M
P,=0-— l a (3.40¢)
M, = M, + M, (3.40d)
O vetor de forcas nodais, f, pode entdo ser escrito matricialmente como:
- ZMa -
0+
Py l . 0 2
_ Ml _ _Ms+Ma __—l l [Ms]
f= P, ( 2M, | 1|0 =2|[M, (3.41)
M, 0-— I
| Mg+ M, |

Reordenando as Equagdes (3.34) e (3.38) em termos dos esfor¢os internos, tem-se que:

2EI

s = T s (3.42)
M, = OF1 6 (3.43)

U1+ o) ¢ '

Substituindo (3.42) e (3.43) nas relacdes dadas por (3.40), obtém-se:
P —04+ 12E1 9 344

RN T (3-442)
M, = 2kl 0, + ok 6 (3.44b)

7 A+ ) '
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12E1

P,=0—————9 3.44
2 2(1+ ) ¢ (3.440)

M, =Ly L O 3.44d)
2T I+ 9) @

Substituindo as relacdes dadas por (3.44) em (3.41), o vetor de for¢as nodais, f, é expresso

como:
- 12EI 9
2(1+®) @
P, _2E19+ 6EI 9 0 6
fo Ml _ L7 1A+ e) | 2B |-+ )L 3 {95} (3.45)

P, 0 12E1 ) (1+ D)2 0 —6(16, '
M, 21+ o) “ (1+®) 3l

2E19 N 6EI )

I 7 11+) ¢ |

3.4.4 Matriz de rigidez unificada linear

A matriz de rigidez do elemento de viga € estabelecida pela relacdo entre o vetor de
deslocamentos nodais, u, e o vetor de forcas nodais, f, conforme dado pela Equagdo (3.29).
Os componentes do vetor de for¢as nodais foram inicialmente determinados em funcdo dos
esforcos internos resultantes dos modos deformacionais, conforme (3.41), que por sua vez,
foram posteriormente associados aos modos de deslocamentos deformacionais simétrico e

antissimétrico, conforme (3.45).

Contudo, as rotacdes deformacionais, #; e 6,, ilustradas pela Figura 3.9, podem ser
relacionadas aos componentes do vetor de deslocamentos nodais, u, ilustrados pela Figura

3.5a.

A associa¢do do modo deformacional de rotagdo simétrica com os componentes do vetor
de deslocamentos nodais, ilustrado pela Figura 3.16, € estabelecida conforme a Equacao
(3.46), do qual se conclui que a deformagdo rotacional, 6, estd associada exclusivamente

as componentes de rotacao nodal, 6; e 6s.
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Figura 3.16: Composi¢do da rotacao nodal simétrica.

20, =8, -0, (3.462)

20, = —(6, — 6,) + (6, — 6,) (3.46b)
1

95 == 5(92 - 91) (3.46C)

A associacdo do modo deformacional de rotacdo antissimétrica com os componentes
rotacionais do vetor de deslocamentos nodais, ilustrado pela Figura 3.17, € estabelecida
conforme a Equacao (3.47), do qual se conclui que a deformacao rotacional, 8,, ¢ composta

da soma dos componentes de rotacdo nodal, 8; e 6,,subtraidos da rotacdo de corpo rigido,
..

20, =0, + 0, (3.47a)

20, =(6,—6,)+(6,-86,) (3.47b)
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20, = (6, + 6,) — 26, (3.47¢)

Substituindo (3.30) em (3.47), tem-se que:

1 v, — 1,
ba =58, +6) = () (3.48)

A substitui¢ao das relagdes (3.46) e (3.48) nas relagdes dadas por (3.44), resulta em:

El 1
- - _ 4
P= oy (12v; + 66,1 — 12v, + 66,1) (3.492)
M, = El 1[6l + (4 + ®)I%0, — 6lv, + (2 — D)I?0,] (3.49b)
N TEN Rt 1T 2 '
El 1
P, = RETSIE ¢)127(—12v1 — 60,1 + 12v, — 66,1) (3.49¢)
El 1 5 2
M, = AToE 1 [6lv, + (2 — ®)I%0; — 6lv, + (4 + D)I%0,] (3.49d)

Substituindo as relagdes dadas por (3.49) na Equacgdo (3.45), tem-se que:

Py 12 6l —12 6l vy
£ My EI 6l (4+D)?* -6 (2—-D)*|)06, (3.50)
)P A+ d)B|-12 —6l 12 —6l v, :
M, 6l (-—®)2 —61 (4+d)2]\b;

A matriz dada pela Equacdo (3.50) corresponde a matriz de rigidez do elemento de viga

unificado para andlise linear, conforme expresso pela relacdo (3.51).

12 61 —12 61
__ E 6l (4+®) -6l (2— D)2
K= (1+ ®)3|-12 —6l 12 —6l (3.51)

6l —-D)N? -6l (4+ D)

Nota-se que, pela teoria cldssica de vigas de Bernoulli, a matriz de rigidez correspondente

¢ obtida admitindo que o parametro @ assume o valor nulo, ® =0, em (3.51).
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3.5 TRAVAMENTO POR CISALHAMENTO

A andlise de estruturas via método dos elementos finitos requer a utilizacdo de fungdes
aproximadoras que podem descrever o campo de deslocamentos ou o campo de tensdes do
elemento, dependendo da formulagdo que se utiliza (Assan, 2003). Para uma série de
elementos finitos de vigas, cascas e placas formulados em termos de translagdes e rotagdes
através da utilizacdo de fungdes aproximadoras lineares (interpolagdo linear), a ocorréncia

do fendmeno de travamento por cisalhamento € bastante comum.

Este fendmeno serd compreendido inicialmente por meio da andlise da energia de
deformacao de uma viga biapoiada sob flexdo pura, comparando a solucdo analitica exata e
a solucdo aproximada, a fim de possibilitar o entendimento sobre a influéncia do fendmeno
de travamento por cisalhamento nas soluc¢des finais dos modelos. Posteriormente, serd
indicado o procedimento para a obtencao da matriz de rigidez corrigida de um elemento de
viga unificado formulado por func¢des aproximadoras lineares, a qual evita a ocorréncia do
fendmeno de travamento por cisalhamento, por meio da andlise das configuracdes dos

modos deformacionais de deslocamento.

3.5.1 Energia de deformacao

Para as andlises seguintes, considera-se uma viga biapoiada sob flexdo pura, conforme

ilustrado pela Figura 3.18.

MA MB MB=_MA

( B A B, 9,=-0,
\A 0A 08 UB=UA:0

a) b)

Figura 3.18: Viga biapoiada sob flex@o pura: a) estado inicial, b) deformada.

A energia de deformagdo eldstica armazenada pela viga biapoiada, considerando as
condi¢des cinemadticas apresentadas pelo modelo, € estabelecida conforme a Equacdo

(3.52).
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1 L
U= E_]- (EIk? + GAyy?)dx (3.52)
0

a) Solugdo exata:

Para a viga biapoiada submetida a flexdo pura ilustrada pela Figura 3.18, a andlise estatica

resulta nas seguintes equagdes para o esforco cortante e para o momento fletor:
Qx)=0 ; Mx)=M (3.53)

Utilizando a Equacdo (3.12), a curvatura proveniente da flexdo para a referida viga € dada

por:

_d6 M(x) M

= = =— (3.54)
dx El El
A Equacao (3.54) € entdo integrada para obter a rotacdo da se¢do transversal, 8(x):
M
0=—x+C (3.55)

El

Utilizando a Equacgao (3.12), a relacdo para o deslocamento transversal da linha eléstica é

dada por:

W_gy —(M +c)+Q(x) 3.56
dx TV TR T M) T ga, (3.56)

Conforme expresso pela Equacdo (3.53), o fendmeno de flex@o pura reflete um estado de
cisalhamento nulo, eliminando o segundo termo da Equacdo (3.56). Realizando a

integracdo, obtém-se:

M
2 3.57
v—21x + Cix + G, ( )

Analisando as condicdes de contorno para x = 0 e x = L, as constantes C; e C, sdo

definidas, conforme expresso abaixo:

LM
- __ . = 3.58
Cy YTk C,=0 (3.58)

Substituindo a relacdo (3.58) em (3.55) e (3.57), tem-se que:
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0=7(x-3)
“EI\* T2

(3.59)
M
=—(x?-1 3.60
V=& T (.60
Ao derivar a Equacao (3.60) em relacdo a x, pode-se observar que:
dvn M L
—=—(x=—=)= 0 3.61
dx  EI (x 2) G-6D
Assim, conclui-se que:
dv
14 7 (3.62)
As rotacdes dos nés A e B sdo determinadas pelas condigdes x = 0 e x = L,
respectivamente, fornecendo os seguintes valores:
LM LM
- . S — 3.63
=38 ¢ % T3E (.63)

Pode-se concluir que, para a solucdo exata, tem-se:

HB:_HA ; UA:vBZO

(3.64)

A Figura 3.19 ilustra a intersec¢do dos graficos de 8(x) e v’(x) ao longo do dominio de [0,
L] para a viga biapoiada analisada.

o, ™~ o(x)

Figura 3.19: Interseccao das fungdes 8(x) e v’(x) na solucdo exata para [0, L].

A energia de deformacdo eldstica exata, calculada pela contribuicio da energia de

deformacao por flexao e pela energia de deformagao por cisalhamento, é dada por:

S . 5 L M?
Uexata = Ef (Elk + GAO]/ )dx = Eﬁ (365)
0
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b) Solugdo aproximada:

A viga biapoiada de comprimento L, ilustrada pela Figura 3.18, serd discretizada em n

A . L .. ~ .
elementos idénticos de comprimento [ = — ., sujeitos a flexdo pura, conforme ilustrado pela

Figura 3.20.
M, M,
y 1 2 1 3, Mo ==t
0, 0, b2 = =0,
I 172 = 171 =0
x L=
a) b)

Figura 3.20: Elemento finito de viga a flexdo pura: a) estado inicial, b) deformada.

As equagOes exatas para a rotacdo da linha eldstica e o deslocamento transversal da
mesma, para uma viga sujeita a flexdo pura, encontram-se enunciadas por meio das
Equacdes (3.59) e (3.60), respectivamente. Contudo, para a seguinte formulacio em
elementos finitos, o deslocamento transversal da linha elastica, v, e a rotacdo nodal, 6,
serdo representados por funcdes aproximadoras lineares (interpolacdo linear), conforme
expressos pelas Equacdes (3.66) e (3.67).

v=(1- %) vy + %vz (3.66)

0=(1- %) 0, + %92 (3.67)

Por meio da Equacao (3.67), a curvatura € dada por:

dg 6,—-0
Kk = _ U270y

=— = 3.68
dx l ( )

Associando o elemento de viga ilustrado pela Figura 3.20 a viga biapoiada ilustrada pela

Figura 3.18, obtém-se as seguintes relagdes:

6, = —6, (3.69a)
6

6, == (3.69b)
n



Substituindo (3.69a) em (3.67) e (3.68), a expressao para a rotagdo da secao transversal do

elemento de viga e a sua curvatura sao dados por:

6= (1 - %x) 6y G-70)

26 .
.= _Tl 3.71)

Analisando a Equacdo (3.70), percebe-se a natureza linear da fungdo @ relacionada a
rota¢do nodal 6;. Substituindo a relacdo (3.69b) em (3.70), obtém-se o seguinte grafico da

funcdo 6, no intervalo de [0, /], ilustrado pela Figura 3.21.

91V\ 6(x)

Figura 3.21: Distribui¢do linear de € ao longo do elemento de viga [0, /].

Por meio da Equacdo (3.66), a relagdo dv/dx € dada por:

dv vy — vy

— = 3.72
dx l ( )

Analisando a Equacdo (3.72), percebe-se a natureza constante da fun¢do v’(x) relacionada
aos deslocamentos transversais nodais, v; e v,. Devido a interpolacdo linear de v(x) no
elemento, a sua derivada v’(x) assume um valor constante de forma que, como o elemento
deforma-se simetricamente, pois 6; = —60,, a funcdo v’(x) intersecta a funcdo 6(x) na

metade do elemento, como ilustrado pela Figura 3.22.

v'(x) 0,
d 1 l /l 2
elT/\ 6(x)

Figura 3.22: Ponto comum entre as funcdes 6(x) e v’(x) devido a interpolacdo linear.
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Como consequéncia, a utilizacdo de funcdes aproximadoras lineares para a representacao
dos deslocamentos e rotagdes ndo resulta na anulacdo da deformacdo cisalhante para
elementos de viga sob flexdo pura. Assim, por meio das Equacdes (3.70) e (3.72), tem-se

que a deformagao por cisalhamento é dada por:

dv 2 vy, — Vg
y_—9+a—[—<1—7x)01]+( l )#0 (3.73)
A energia de deformagcdo do elemento de viga através da utilizacdo de fungdes
aproximadoras lineares € denominada de energia de deformagdo aproximada, sendo

composta da parcela referente a energia de deformacdo por flexdo e a energia de

deformacao cisalhante, conforme estabelecido pela Equacao (3.74).

1t 260,\* 2 vy — U\ ]
Uaprox = Ef El <_ T) + G4y [_ (1 - Tx> 0, + ( ; )] dx (3.74)
0

Desta forma, como y # 0, a parcela da energia de deformacdo referente ao cisalhamento

ndo se anula.

1 l

—j GAyy? # 0 (3.75)
2 0

Na formulag@o via método dos elementos finitos através do principio da minima energia
potencial, a matriz de rigidez é obtida através do computo da energia de deformacgao de
cada elemento. Sendo assim, a utilizacdo de fun¢des aproximadoras lineares para descrever
o deslocamento transversal da linha eldstica acarreta em inconsisténcias denominadas de
travamento por cisalhamento, uma vez que y = v’ — 6 € diferente de zero em cada elemento,

enquanto que a solucdo exata € dada para y = 0.

Considerando a discretizacdo do sistema da viga biapoiada, representada pela Figura 3.18,
em n elementos de viga, o fendmeno de travamento por cisalhamento € ilustrado pela
Figura 3.23 no dominio de [0, L], através da relagdo y = v — 6. Percebe-se que a funcdo

v’(x) é representada por uma fun¢do degrau.
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0 ™ 6(x)

Figura 3.23: Travamento por cisalhamento.
Considerando as condi¢des de contorno para o elemento de viga biapoiado, tem-se que:

171 = 172 == 0 (3.76)

Substituindo (3.69b) e (3.76) em (3.73), a deformacdo cisalhante resulta em:

Yy == (1 - %X>Hn—A (3.77)

A energia de deformagdo aproximada para o dominio de [0, L] € entdo calculada por:

1 L
Uaprox = Enj (EIk? + GAyy®)dx (3.78a)
0
1 (Y. 1264\° 2\ 604\
Uaprox = Enf El <7) + GAO <— (1 - Tx) ?> dx (378b)
0
1 20,\° 1 04\
Uaprox = EEIL (T) + EGAOL (7) (378C)

Substituindo (3.63) em (3.78), tem-se que:

M2L 1 GA,L?> M2L

U R R— — (3.79)
aprox — 2El ~ n? 12EI 2EI
Conforme (3.65), a Equacao (3.79) € reescrita como:
1
Uaprox = <1 + n2_<DL> Uexata (3.80)

O coeficiente @; corresponde ao parametro adimensional de cisalhamento, dado por:
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12E1

A TWE (3.81)

Para a teoria classica de vigas de Bernoulli, a rigidez ao cisalhamento € infinita, o que
implica em ®; =0 em (3.80). Portanto, conclui-se que a interpolacdo linear para as

translagdes e rotacdes ndo reproduz a hipétese de Bernoulli para vigas.

A andlise da Equacdo (3.80) permite concluir que o fendmeno de travamento por
cisalhamento depende do pardmetro n?®,, que corresponde ao fator de cisalhamento de

um elemento individual, conforme expresso pela Equacao (3.82).

12E1

® = n2d, =
N NE

(3.82)

Ainda pela Equacdo (3.80), nota-se que o fator de cisalhamento introduz um aumento
artificial na rigidez da viga biapoiada sob flexdo pura. Este erro, proveniente da
representacao das translacdes e rotagdes por funcdes aproximadoras lineares, decresce com
n~2, ou seja, quanto maior o nimero de elementos de viga no processo de discretizacdo,
mais exata se tornard a energia de deformacdo aproximada. Porém, € indesejavel realizar
um aumento na discretizagdo do sistema para obter solugdes satisfatérias de simples
problemas da teoria de vigas. Sendo assim, outras técnicas devem ser exploradas para
evitar a ocorréncia do fendmeno de travamento por cisalhamento ao se analisar estruturas

pelo método dos elementos finitos utilizando interpolacdes lineares para deslocamentos.

3.5.2 Parametros de correcao dos coeficientes de rigidez

A consideragdo de funcdes aproximadoras lineares para expressar a translacdo e a rotacdo
dos n6s do elemento de viga biapoiado sob flexdo pura conduz a erros, de forma que o
mais importante provavelmente seja o fenomeno de travamento por cisalhamento, o qual
gera uma rigidez artificial no deslocamento do elemento, diminuindo a resposta quanto a

magnitude das deflexdes e rotacdes dos nos.

Para contornar esse problema e permitir a formulagdo em elementos finitos de vigas
utilizando a interpolagdo linear para os deslocamentos, torna-se imprescindivel que a
matriz de rigidez obtida na formulacdo correspondente, expressa por (3.51), apresente

coeficientes que evitem a ocorréncia do fenomeno em questdo. Segundo Krenk (2001), ha
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basicamente trés diferentes modos de evitar o travamento por cisalhamento em elementos

finitos com formulacdo em deslocamentos e interpolacdo linear.

O primeiro método a ser enunciado explora o fato de que para elementos simples, como o
elemento de viga em questdo, o travamento por cisalhamento pode ser resolvido através da
utilizacdo de funcdes aproximadoras que levem a representagdes consistentes da
deformacao cisalhante. Por meio das Equacdes (3.66) e (3.67), percebe-se que a equacao
exata para representar as rotagdes dos nds € de ordem linear, enquanto a equagdo exata
para representar as translagdes do eixo longitudinal do elemento € de ordem quadratica.
Sendo assim, a adocdo de uma funcdo aproximadora linear para f(x) e uma fungdo
aproximadora quadritica para v(x) resultaria em uma resposta consistente para a
consideracdo da deformacao cisalhante, uma vez que as fungdes 6(x) e v’(x) apresentariam
a mesma ordem, de forma que y = v’ — @ se anularia. Para elementos de viga, isto seria
possivel ao se considerar um né no centro do elemento para os graus de liberdade
translacionais ou a ado¢cao de um modo de deformagdo adicional ndao associado a um né
em particular, sendo os graus de liberdade internos posteriormente eliminados a nivel de

elemento. Esta técnica é descrita em Ibrahimbegovic (1995).

O segundo método consiste em avaliar as propriedades do elemento por meio de integracao
reduzida. O termo “integracdo reduzida” é tipicamente utilizado na literatura de elementos
finitos para denotar uma forma de integracdo numérica que € intencionalmente escolhida
para ndo considerar certas contribuicdes, conforme descrito em Hughes (1987). No
elemento de viga considerado isto equivale a avaliar a contribuicdo da deformacgdo
cisalhante no centro do elemento. Conforme a Figura 3.24, a indesejavel presenca da
deformacdo cisalhante € nula neste ponto, tornando vidvel o procedimento de integracao
considerando apenas um ponto de Gauss no meio do elemento, evitando assim o fendmeno

de travamento por cisalhamento.

O terceiro modo consiste na utilizacdo de pardmetros modificados de rigidez, cuja funcao é
compensar os erros introduzidos pela interpolacdo linear. O parametro modificado de
rigidez a flexao, El, e o parametro modificado de rigidez ao cisalhamento, G—AO, sdo
obtidos por meio da formulacdo de elementos de viga utilizando func¢des aproximadoras
lineares para descrever os deslocamentos de translacdo e rotagdo dos nés. A formulagdo é
adotada para simples elementos de viga prismaticos considerando as deformagdes

provenientes da flexdo como infinitesimais. Porém, os parametros modificados de rigidez
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obtidos podem ser utilizados na implementacdo de elementos de viga que consideram

grandes deslocamentos.

Para elementos de viga, os parametros modificados de rigidez a flexdo e ao cisalhamento
podem ser determinados através da andlise dos modos de deformagdo por rotagdo nodal

simétrica e antissimétrica.
a) Rotacdo nodal antissimétrica:

O modo de deformagdo por rotagdo nodal antissimétrica € analisado primeiramente.
Conforme a Figura 3.13, o momento fletor varia linearmente de -M, a M,, enquanto o
esfor¢o cortante € constante e de magnitude Q = 2M, / [. Para a teoria linear-elastica de

vigas, a energia de deformacao exata ¢ dada por:

1 (Y /M?*(x) Q2%(x) Myl 2M,°%1
- _ =— 3.83
Uexata 2]0 ( El ' GA )dx 6EI | GA,l? (3:83)
A Equacdo (3.83) pode ser reescrita como:
M2l
Uexata = (1 + ®) (3.84)

6E1

O parametro @ corresponde a influéncia da deformacdo cisalhante na flexao, ja definido
nas Equagoes (3.39) e (3.82). A rotacdo nodal antissimétrica 8, pode ser obtida através da
Equacgado (3.85), onde o fator 2 corresponde a igual contribuicio do momento fletor M,

aplicado nas extremidades do elemento:

oU
oM,

20, = (3.85)
Assim, a energia de deformagdo exata pode ser expressa em funcdo da rotagdo nodal

antissimétrica, resultando em:

6 EI

Uexata = 1+ (D)Tea (3.86)

As representacdes dos deslocamentos transversal e rotacional por meio de fungdes
aproximadoras lineares sdo dadas pelas Equacdes (3.66) e (3.67), respectivamente. Pela

Figura 3.10, conclui-se que as rota¢des nodais sdo iguais em ambos os nds para o caso de
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rotacao antissimétrica, e assumindo a condi¢cdo de viga biapoiada para o elemento de viga,

tem-se a seguinte relacdo:

b =1y =0 (3.872)

0, = 6, (3.87b)

Dessa forma, substituindo (3.87) em (3.66) e (3.67), a condi¢@o de interpolagao linear para

os deslocamentos resulta em:

0,(x) =6, =0, (3.88)

UV, — 1
l

v, (x) = =0 (3.89)

A curvatura e a deformacgdo cisalhante relacionadas a rotacdo nodal antissimétrica sdao

dadas pela substitui¢ao de (3.88) e (3.89) em (3.12):

ko (x) = de;ix ) o (3.90)
Ya(X) = dva(x) _ 0,(x) = -6, (3.91)

A energia de deformagcdo aproximada, proveniente da interpolacdo linear dos
deslocamentos, introduz os parametros modificados de rigidez a flexdo e ao cisalhamento.

Substituindo (3.90) e (3.91) em (3.52), tem-se que:
1 : 7 2 - 1 2w 2
Uaprox = f (ETk,* + GAgy,?)dx = EGAO 16, (3.92)
0

Para determinar o parametro GA, impde-se que as expressoes da energia de deformacao
exata (3.86) e a energia de deformac¢do aproximada (3.92) sejam idénticas. Desta maneira,

o parametro modificado de rigidez ao cisalhamento é dado por:

GA, =
°T 1+ d)

GA, (3.93)
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b) Rotacdo nodal simétrica:

z

O modo de deformacdo por rotagdo nodal simétrica é analisado por um procedimento
similar. Conforme a Figura 3.11, o momento fletor é constante e de magnitude Mj,
enquanto o esfor¢o cortante € nulo, Q; = 0, o que caracteriza o fendmeno de flexao pura.

Para a teoria linear-eldstica de vigas, a energia de deformacao é dada por:

l 2 2 2
Uexata = ! f (M @) + ¢ (x)> dx = LM, (3.94)
0

2 EI GA, 2 EI

A rotagcdo nodal simétrica 6 pode ser obtida através da Equacdo (3.95), onde o fator 2
corresponde a igual contribuicio do momento fletor M; aplicado nas extremidades do

elemento:

26, = (3.95)

oM,

Assim, a energia de deformacdo exata pode ser expressa em funcdo da rotacdo nodal

simétrica, resultando em:

2EI
0,> (3.96)

exata = s
l

As representacdoes dos deslocamentos transversal e rotacional por meio de fungdes
aproximadoras lineares sdo dadas pelas Equacdes (3.66) e (3.67), respectivamente. Pela
Figura 3.9, conclui-se que as rotagdes nodais sdo iguais em magnitude em ambos 0s nos
para o caso de rotacdo simétrica, mas apresentam direcOes contrarias. Assumindo a

condicdo de viga biapoiada para o elemento de viga, tem-se a seguinte rela¢io:
v =v,=0 (3.97a)
0, = -0, (3.97b)

Dessa forma, substituindo (3.97) em (3.66) e (3.67), a condi¢do de interpolagdo linear para

os deslocamentos resulta em:

6(x) = (1 — sz) 6, = (1 — T) 0, (3.98)
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Uy, — Vg
l

v (x) = =0 (3.99)

A curvatura e a deformacdo cisalhante relacionadas a rotagdo nodal simétrica sdo dadas

pela substituicdo de (3.98) e (3.99) em (3.12):

ks(x) = de;ix) = —# (3.100)
dv(x) 2x
Vo) = —2= = 0,() = (—1 + T) 0, (3.101)

A energia de deformagcdo aproximada, proveniente da interpolacdo linear dos
deslocamentos, introduz os parametros modificados de rigidez a flexdo e ao cisalhamento.

Substituindo (3.100) e (3.101) em (3.52), tem-se que:

. 2E1 1___\ ,
Uaprox =3 f (ETks® + GAgys?)dx = — + 2G4l |6 (3.102)
0
Para determinar o parimetro EI impde-se que as expressdes da energia de deformacio
exata (3.96) e a energia de deformacdo aproximada (3.102) sejam idénticas, utilizando a
Equacgdo (3.93) que determina o pardmetro de correcdo GA,. Desta maneira, o parametro

modificado de rigidez a flexao é dado por:

@ (3.103)
= (1+ d) El

Conclui-se que este procedimento leva a fatores idénticos de corre¢do das rigidezes EI e

GAy.

3.5.3 Matriz de rigidez corrigida

No processo de implementacdo via método dos elementos finitos é bastante comum obter
as matrizes de rigidez através da integracdo numérica. A matriz de rigidez do elemento
pode ser obtida a partir da expressao da energia de deformacao escrita em forma matricial

como:
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1
U= EuTKu (3.104)
O termo u corresponde ao vetor de deslocamentos nodais definido na Equacdo (3.27).

Utilizando a interpolagao linear dada em (3.66) e (3.67) e realizando a integragdo completa

da energia de deformacdo expressa pela Equacdo (3.52), obtém-se a seguinte matriz de

rigidez:
[0 0 0 0y ___r6 3 —6 3
_Ello 1 0 -1 ol31 22 -3 2
K=—1o 0 o ol|t g |=6 Z31 6 -3 (3.105)
0 -1 0 1 31 12 -3l 22

Por outro lado, utilizando a interpolacdo linear dada em (3.66) e (3.67) e considerando
apenas um ponto de Gauss no meio do elemento para realizar a integracdo da energia de

deformacao expressa pela Equacao (3.52), obtém-se a seguinte matriz de rigidez:

I 0 0 0 O I 4 21 -4 21

_eho o1 0 -1 ol21 2 =21 |2

K=71lo o o o|*a|-4 -2 4 -u (3.106)
0 -1 0 1 21 12 =21 |2

Substituindo os pardmetros GA, e EI dados pelas Equacdes (3.93) e (3.103),
respectivamente, na expressao da matriz de rigidez dada pela Equacdo (3.106), obtém-se a

matriz de rigidez corrigida do elemento de viga que contempla as hipéteses de Bernoulli e

Timoshenko.
12 6l —12 6l
__ E 6l (4+ D) -6l (2—D)?
K= 1+ P)3|—-12 —6l 12 —6l (3.107)

6l 2—-D)? -6l (4+ D)I?

Pode-se observar que a matriz de rigidez corrigida unificada linear da Equacao (3.107) é a
mesma matriz dada pela Equacao (3.51), o qual foi obtida a partir do equilibrio estatico dos
esforcos internos gerados pelos modos de deformagdo simétrico e antissimétrico. Sendo
assim, conclui-se que a formulagdo apresentada para elementos finitos de viga unificados
nao apresenta o problema relacionado ao fendmeno de travamento por cisalhamento, ja que
a matriz de rigidez resultante encontra-se corrigida pelos parametros modificados de

rigidez a flexdo e ao cisalhamento.
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A substituicdo dos parametros modificados de rigidez dados pelas Equacdes (3.93) e
(3.103) na expressao da matriz de rigidez dada pela Equacgdo (3.105) também resultard na
matriz de rigidez corrigida unificada linear fornecida pela Equagao (3.107). Porém, manter
os coeficientes de rigidez EI e GAp sem a corre¢do pelo fator @ resulta em uma matriz de
rigidez do qual se podem obter informacdes acerca da influéncia do fendmeno de
travamento por cisalhamento em elementos finitos com formulacdo em deslocamentos e
utilizacdo de interpolagdo linear. Sendo assim, a matriz de rigidez unificada sem correcio

serd estabelecida conforme a Equagao (3.108).

EIO 0 0 0 cA 6 31l —6 31

_Elfo 1 0 -1 0|31 212 -31 2

K=T1lo o o of|* g |-6 231 6 -3 (3.108)
0 -1 0 1 3l 2 -3l 22

3.5.4 Exemplos numéricos

As matrizes de rigidez dadas pelas Equagdes (3.107) e (3.108) foram implementadas em
um programa de elementos finitos para andlises lineares estdticas de pdrticos planos
denominado de plane_frame.f90, em linguagem Fortran, gentilmente cedido pelo
professor William Taylor Matias Silva. Nos exemplos numéricos a seguir, consideram-se
trés vigas isostdticas. A primeira viga estd submetida a flexao pura, a segunda sujeita a um
esfor¢o cortante constante e a terceira submetida a um esforco cortante linear. Para mostrar
o travamento por cisalhamento, utiliza-se a matriz de rigidez nio corrigida dada pela
Equacdao (3.108). Por outro lado, para obter solucdes isentas de travamento por
cisalhamento, utiliza-se a matriz de rigidez corrigida dada pela Equacdo (3.107). Essas
vigas foram discretizadas com 8 e 16 elementos. As vigas possuem se¢do transversal

retangular e foram consideradas as seguintes relagdes: L = 10h, h = 2b, E = 0.4G,

Ay =2Aed, =003

a) Viga biapoiada sob flexdo pura:

Considera-se neste exemplo uma viga biapoiada sob flexdo pura, conforme ilustrado pela

Figura 3.24, o qual também informa as propriedades geométricas € mecanicas da viga. Os
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valores exatos das mdximas rotacdes e translacdes sdo mostrados nas Equagdes (3.109) e

(3.110), respectivamente.

1=1.0
A=5.10""°
A/fo [=4.1667.10"°
f=5/6
% E=2.4,10°
K G=9.6x10"
M,=1.0

M,

o
|
[

Figura 3.24: Viga a: biapoiada sob flexao pura.

6(x) = %(x - %) (3.109a)

Ba(x = 0) = —B5(x = ) = 12\/1_];; (3.109b)
v(x) = %(lx —x?) (3.110a)

v (x - %) - 1\;}12112 (3.110b)

Observa-se que, para este caso, o esforco cortante € nulo e, portanto, ndo h4 a influéncia da
rigidez ao cisalhamento na deflexdo da viga. Na Figura 3.25 s@o mostrados os resultados
numéricos para as translacdes, enquanto que na Figura 3.26, sdo mostrados os resultados

numéricos para as rotagdes, ambos contrastados com os resultados analiticos.
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solucdo analitica ———
sem coireg3o (8el) —e—

o N e
-0.06 \\:\ 7
-0.08 \\ S— / V4

-01 \ /

Gt 4

viL

-0.12

-0.14

XL

Figura 3.25: Deflexdo viga a: resultados analiticos € numéricos.

06 — —
solugdo analitica ———
sem correcao (8el) —&—
04 exata(Bel) X ...

sem comregao (16el) —eo—

o exata (16el) © y

b
= /

02 04 06 08 1
x/IL

Figura 3.26: Rotacao viga a: resultados analiticos € numéricos.

Observa-se que para os casos sem corre¢io pelo parametro @, obteve-se uma sobrerigidez
tanto para as translagdes quanto para as rotacdes, com 8 e 16 elementos, respectivamente.
Para a malha de 8 elementos houve um aumento de rigidez de 34,25% tanto para a rotacao
quanto para a translacdo mdximas, enquanto que, para a malha de 16 elementos, esse
aumento foi de 11,52% para ambas rotacdo e translacdo maximas. Por outro lado, pode-se
observar que os resultados numéricos obtidos com o uso do parametro @ foram

coincidentes com os valores exatos, tanto para as translagdes quanto para as rotacdes, 0 que
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mostra que a matriz de rigidez dada pela Equacdo (3.107) € livre do fendomeno de

travamento por cisalhamento, ndo causando uma sobrerigidez artificial.

b) Viga engastada com carga concentrada aplicada na extremidade livre:

Considera-se neste exemplo uma viga engastada com carga concentrada aplicada na
extremidade livre, conforme ilustrado pela Figura 3.27, o qual também informa as
propriedades geométricas € mecéanicas da viga. Os valores exatos das maximas rotagdes e

translagdes sdo mostrados nas Equacdes (3.111) e (3.112), respectivamente.

1=1.0
A=5,10""
I=4.1667x10"°
f=5/6
! | E=2.4,10°
i G=9.6x10"
P=10

W
<«

Figura 3.27: Viga b: engastada com carga concentrada na extremidade livre.

6(x) = EG_ ) 3.111a)
0,(x=0) =0, B(x =) =—§—§I (3.111b)
v(x) :I;_;j( —§)+C%C0 (3.112a)
v(x = D) =§_;+% (3.112b)

Observa-se que, devido a atuagdo do esfor¢o cortante constante, hd a influéncia da rigidez
ao cisalhamento na deflexdao da viga. Os resultados numéricos para as translagoes
encontram-se ilustrados na Figura 3.28, enquanto que a Figura 3.29 ilustra os resultados

numéricos para as rotagdes, ambos contrastados com os resultados analiticos.
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viL

Figura 3.28: Deflexao viga b: resultados analiticos € numéricos.

XL
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solugdo analitica ———

sem corre¢ao (8el) —=—

~ sem coire¢ao (16el) —eo—
exata (8el) X
exata (16el) ©

i
0 02 04 06 08

Figura 3.29: Rotacao viga b: resultados analiticos € numéricos.

XL
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Observa-se que, para os casos sem a correcdo pelo parametro &P, obteve-se uma
sobrerigidez tanto para as translacdes quanto para as rotacdes com 8 e 16 elementos,
respectivamente. Para a malha de 8 elementos houve um aumento de rigidez de 34,25%
tanto para a rotacdo quanto para a translacdo maximas, enquanto que, para a malha de 16
elementos, esse aumento foi de 11,52% para ambas rotagdo e translacdo maximas. Os
valores dos erros foram idénticos aos do exemplo anterior, pois o parametro de
cisalhamento @ adotado € o mesmo para os dois exemplos. Por outro lado, pode-se

observar que os resultados numéricos obtidos com o uso do parametro @ foram




coincidentes com os valores exatos, tanto para as translacdes quanto para as rotagdes,
assim como no exemplo anterior. Conclui-se que a correcao feita com o parametro @ evita
o fendmeno de travamento por cisalhamento e, consequentemente, ndo provoca uma

sobrerigidez artificial.

¢) Viga biapoiada com carregamento uniformemente distribuido:

Considera-se neste exemplo uma viga biapoiada sujeita a carregamento uniformemente
distribuido, conforme ilustrado pela Figura 3.30, o qual também informa as propriedades
geométricas e mecanicas da viga. Os valores exatos das maximas rotagdes e translagoes

sdo mostrados nas Equacoes (3.113) e (3.114), respectivamente.

1=1.0
A=5,10""°

q
I—=4.1667x10"°
iy e
L l . E=2.4,10

k G=9.6x10"
g=1.0

Figura 3.30: Viga c: biapoiada com carregamento uniformemente distribuido.

q (lx* x3 I3

(2 __ 3.113

6(x) E1<4 6 24 (5.1132)

0,(x = 0) = 9(—1)—‘”3 (3.113b)

AV S = TR Y T o4kl '

) =& I T . (L - %) (3.114a)

VW E eI\ T T2 T2 ) Toga, T S
l 5ql* ql?

_)= 3.114b

U<x 2) 384E] | 8GA, ( )

Observa-se que, devido a atuacdo do esfor¢o cortante, nota-se que hd a influéncia da

rigidez ao cisalhamento na deflex@o da viga. Os resultados numéricos para as translacdes
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encontram-se ilustrados na Figura 3.31, enquanto que a Figura 3.32 ilustra os resultados

numéricos para as rotagdes, ambos contrastados com os resultados analiticos.

-0.0025

| |
solu¢do analitica ——
sem correc¢ao (8el) —e—
exata (8el) X
sem comreg¢ao (16el) —v—
exata (16el) ©

~0.005 f-igpe SXA@ULE) O e -
I -00075 < o
\B/
-0.01
7
-0.0125 - -
:W: 1
-0.015 L ' ' '
0 02 0.4 06 08 1

xIL

Figura 3.31: Deflexao viga c: resultados analiticos € numéricos.

0.06 . .
solugdo analitica ——
sem corre¢ao (8el) —e—
0.04 - exata(8el) X - e/,,,er-”;
sem corregdo (16el) —g— V/v/v_"
) exata(16e|). o /a,/—ﬂ
002 : :
@ (= —
-0.02 / o—
B’_,_,,.a/
—om..':«/rzﬁ —
-0.06 1 1 1
0 02 04 06 08 1

xL

Figura 3.32: Rotacdo viga c: resultados analiticos e numéricos.

Observa-se que, para os casos sem a correcdo pelo parametro &P, obteve-se uma
sobrerigidez tanto para as translacdes quanto para as rotacdes com 8 e 16 elementos,
respectivamente. Para a malha de 8 elementos houve um aumento de rigidez de 34,25%
tanto para a rotacdo quanto para a translacdo miximas, enquanto que, para a malha de 16
elementos, esse aumento foi de 11,52% para ambas rotagdo e translacdo maximas. Os

valores dos erros foram idénticos aos dois exemplos anteriores devido a ado¢do do mesmo
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valor para o parametro de cisalhamento @ para as trés vigas apresentadas neste trabalho.
Por outro lado, pode-se observar que os resultados numéricos obtidos com o uso do
parametro @ foram coincidentes com os valores exatos, tanto para as translacdes quanto
para as rotacdes, assim como nos exemplos anteriores. Conclui-se que a correcdo feita com
o parametro @ evita o fendmeno de travamento por cisalhamento e, consequentemente, nao

provoca uma sobrerigidez artificial.
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4 FORMULACAO CO-ROTACIONAL APLICADA A PORTICOS
PLANOS UTILIZANDO ELEMENTOS DE VIGA UNIFICADOS

Este capitulo apresenta a formulacdo co-rotacional aplicada a elementos finitos de viga
unificados, considerando o acoplamento dos esforcos axiais. O procedimento de obtengao
da matriz de rigidez tangente local e global € detalhado adotando-se a formulacao proposta
por Krenk (2009), o qual considera a ado¢do dos modos naturais de deslocamento,
divididos entre deslocamentos de corpo rigido, estabelecidos por translacdes e rotacdes, €
os deslocamentos deformacionais, dados pela deformagdo axial, deformagdo por rotagao
nodal simétrica e deformacdo por rotagdo nodal antissimétrica. Os modos naturais de

deslocamento foram propostos por Argyris et al. (1979).

4.1 DESCRICAO CINEMATICA

A descri¢do cinemética da formulagc@o co-rotacional baseia-se na separagao explicita entre
os movimentos de corpo rigido e os movimentos deformacionais sofridos por um elemento
de viga, conforme apresentado no Capitulo 2 e ilustrado pela Figura 2.4, de forma que os
movimentos translacionais e rotacionais sdo acompanhados pelo deslocamento do eixo
local co-rotacional e as deformagdes impostas sdo descritas ao longo do eixo local

deformacional.

E importante ressaltar que as formulacdes apresentadas referem-se somente a elementos de
viga planos, de forma que a matriz de rigidez tangente pode ser obtida por procedimentos
simples e diretos, o que ndo ocorre em problemas que consideram elementos de viga

espaciais.

A Figura 4.1 ilustra um elemento de viga localizado em um plano x-y definido pelo sistema
de eixo global material (X,Y) e espacial (x,y), ocupando a configuracio Cy. A figura
também indica o sistema de eixo local inicial, (x§,y§), definido pela posi¢do dos pontos
nodais extremos / e 2, de forma que o €iXo Xy coincida com o eixo do elemento,

passando pelos pontos / e 2, e a origem seja localizada no ponto médio entre os nds
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extremos. Considera-se que o elemento de viga apresenta uma rotagao inicial em relacao

a0 €1X0 Xg/opal, dada por @y.

Y,y L. 2

(X2,Y2)

Figura 4.1: Elemento de viga plano em C,.

Os graus de liberdade associados aos nés 1 e 2, em relacdo ao eixo global, encontram-se

ilustrados na Figura 4.2 com seus sentidos positivos.

X, x

Figura 4.2: Graus de liberdade em relag¢do ao eixo global.

A representacdo fisica dos graus de liberdade dos nds de um elemento corresponde aos
deslocamentos executados, compostos pelas translagdes horizontais e verticais e pelas
rotacdes dos nds extremos. Os deslocamentos globais de um elemento de viga encontram-

se representados na Figura 4.3.
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’(-xz’}’z)

V2

(Xl'yl)

Figura 4.3: Deslocamentos globais.

Os deslocamentos globais ilustrados pela Figura 4.3 correspondem aos componentes do

vetor de deslocamentos globais, u.

ll’{ = (u1;v1; 91) ) ll’g = (uz;vz;gz) (413)
Uy
(Ul\
u= {uz} =4 (4.1b)

| vs |
\o,)

Observa-se, entdo, que o movimento completo de um elemento de viga € caracterizado por
seis componentes determinados pelos graus de liberdade apresentados. Em associacdo aos

deslocamentos globais propostos, considera-se a atuacdo de for¢as e momentos aplicados

aos noés extremos do elemento, conforme ilustrado pela Figura 4.4.
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pak

fyl

X,x

Figura 4.4: Forgas globais.

As forcas e momentos globais ilustrados pela Figura 4.4 correspondem aos componentes

do vetor de forcas globais, f.

fr=(fenfypma) + f2=(fpfypmz,) (4.20)

f= {fl} _ Ml (4.2b)

4.1.1 Deslocamentos de corpo rigido

Os deslocamentos de corpo rigido executado pelo elemento de viga sdo descritos pelas
translacdes horizontais e verticais dos nés, ut = [u, v], passando da configuracdo inicial,
Cy, para a configuracdo co-rotacional, Cg, e pela rotagdo de corpo rigido, 6,, dada pelo
angulo formado entre o eixo local na configuragdo Cy e o eixo local na configuracdo Cg. A

Figura 4.5 ilustra a descri¢do cinemética de corpo rigido do elemento de viga adotado.
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e 2 (x2,¥2)

(Xlﬂyl)

Figura 4.5: Movimento de corpo rigido: ut e 6,.

Com base na Figura 4.5, pode-se determinar que o deslocamento de translacdo do eixo

local € dado por (4.3):

X, +x1 X+ Xy U, +uy
t _ 2 2 . 2
Ur = Y2+ )1 L,L+Y ( Jvatvy *3)
2 2 2

A relac@o para a rotagdo de corpo rigido do elemento de viga é dada por (4.4):
6r = ¢ — o (4.4)

Logo, o vetor de deslocamento de corpo rigido € estabelecido por (4.5):

U, + Uuq
2
u, ={v+1; (4.5)
2

\ o, J

4.1.2 Deslocamentos deformacionais

Ao atingir a configuracdo deformacional, Cp, o elemento de viga sofre as influéncias dos
esforcos internos que acarretam na deformacgao da linha eldstica segundo as dire¢des axial
e transversal. Indmeras configuragdes de deformacdo da linha eldstica podem ser

apresentadas pelo elemento de viga, porém, a ado¢ao dos modos naturais de deformacao,
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propostos por Argyris et al. (1979), € o objetivo do presente trabalho. Estes se dividem em
trés configuracdes, sendo: (i) deformacdo axial, (i/) deformagdo por rotagdo nodal
simétrica e (iii) deformacdo por rotacdo nodal antissimétrica. As possiveis configuracdes
da linha eléstica do elemento de viga ao atingir o estdgio final de equilibrio estdo ilustradas

pela Figura 4.6, baseando-se nos modos naturais de deformacao mencionados.

Figura 4.6: Modos naturais de deformacao: a) deformacao axial, b) deformacao por rotacao

nodal simétrica e ¢) deformagao por rotacao nodal antissimétrica.

Um esquema generalizado da configuracdo deformacional, apresentando a composi¢ao das
rotacdes deformacionais a partir das rotagdes globais do elemento, encontra-se ilustrada na

Figura 4.7.

Figura 4.7: Configuracdo deformacional: rotacoes.
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Com base na Figura 4.7, as rotacdes deformacionais da linha eldstica podem ser

determinadas segundo as relacdes a seguir:

0, =0, -0, (4.62)
92 = 92 - 97«- (46b)

a) Deformacgdo axial:

A deformacido axial corresponde a deformacdo de alongamento (tragdo) ou encurtamento

(compressdo) da linha eldstica na dire¢do paralela ao eixo xj.y. A Figura 4.8 ilustra o
. ) L. , . 1
alongamento axial da linha el4stica nos nés extremos / e 2, de médulo S U correspondendo

a uma deformacao axial total de médulo u.

(x2,¥2)

1
(xx1,51) Eu

Figura 4.8: Modo natural de deformacao: deformagao axial.

A extensdo u sofrida pelo elemento de viga promove uma alteragdo no comprimento inicial

do elemento, de forma que a variagao do comprimento é dada por:

u = l - lO (4'7)

A deformacao axial estd associado o esfor¢o interno normal, N, atuante nos nés extremos
do elemento, cujo sentido positivo encontra-se ilustrado na Figura 4.9. Se o esforco normal
corresponder a uma deformacdo de alongamento da linha elastica, serd denominado de
esforco normal de tracdo, convencionado como positivo. Se corresponder a uma
deformacao por encurtamento do elemento de viga, serd denominado de esforco normal de

compressdo, convencionado como negativo.
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Figura 4.9: Esforco interno: normal.

b) Deformagdo por rotacdo nodal simétrica:

A deformacao por rotacdo nodal simétrica, ;, caracteriza-se pela rotacdo da linha eldstica
no sentido horario, no né extremo I, e no sentido anti-horario, no né extremo 2, conforme

ilustrado na Figura 4.10.

Figura 4.10: Modo natural de deformacao: rotacdao nodal simétrica.

A Figura 4.11 estabelece um comparativo entre 0 modo de deformacgdo por rotacdo nodal
simétrica com o elemento de viga presente na configuracio Cp, a fim de ilustrar a
composic¢io do angulo deformacional simétrico, €, convencionando a rotagcdo anti-horéria

como positiva.
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Figura 4.11: Composi¢ao da deformacao por rotacao nodal simétrica.

A partir da Figura 4.11 e das Equacdes (4.6a) e (4.6b), relaciona-se que:

11 _
505 +560s =0, +8; (4.82)

s =—-(6,—-6,)+6,—0, (4.8b)

95 = 92 - 91 (4'80)

A deformagdo por rotagdo nodal simétrica estd associado o esforco interno de momento
simétrico, M, atuante nos nds extremos do elemento, apresentando o sentido de rotacdo
horéria no né / e rotacdo anti-horaria no né 2, conforme ilustrado na figura 4.12, tratando-

se de um sistema auto equilibrante.

Figura 4.12: Esfor¢o interno: momento simétrico.

A andlise estatica do momento M, aplicado aos nds extremos do elemento de viga fornece

os diagramas de esfor¢os solicitantes ilustrados pela Figura 4.13, no qual conclui-se que se
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trata da ocorréncia de momento fletor constante e auséncia de esfor¢os cortantes, o que

caracteriza-se como flexao pura.

Qs

Figura 4.13: Diagrama de esforcos internos para momento simétrico.

Q;,(x)=0 (4.9a)

M, (x) = M, (4.9b)

¢) Deformacdo por rotacdo nodal antissimétrica:

A deformacdo por rotacdo nodal antissimétrica, 6,, caracteriza-se pela rotacdo da linha
elastica no sentido anti-horario, atuando em ambos nds extremos, / e 2, conforme ilustrado

na Figura 4.14.

Figura 4.14: Modo natural de deformacao: rotacdo nodal antissimétrica.

A Figura 4.15 estabelece um comparativo entre 0 modo de deformacgdo por rotacdo nodal
antissimétrica com o elemento de viga presente na configuragdo Cp, a fim de ilustrar a
composi¢do do angulo deformacional antissimétrico, #,, convencionando a rotag¢do anti-

horéria como positiva.
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Figura 4.15: Composi¢ao da deformacao por rotacdo nodal antissimétrica.

A partir da Figura 4.15 e das Equacdes (4.4), (4.6a), (4.6b), relaciona-se que:

1 1 .
00 +50a= 01+ 05 (4.10a)
0, = 0, + 6, — 26, (4.10b)
9(1 = 91 + 92 - 2((p - (po) (4.10C)

Percebe-se pela Equagdo (4.10c) que o angulo deformacional antissimétrico ¢ composto da
soma dos angulos de rotacdo da linha eldstica subtraidos do angulo de rotacdo de corpo

rigido.

A deformagdo por rotacio nodal antissimétrica estd associada 2 aplica¢do de um momento
interno antissimétrico, M,, atuante nos nds extremos do elemento de viga, de forma a ser
considerado em sentido anti-hordrio no nd inicial / e no n6 final 2. Como o sistema nao se
encontra em equilibrio somente com a aplicagdo dos momentos extremos M, para ajusta-
lo, € necessdria a consideracao de forgas transversais iguais e opostas, Q, aplicadas aos nds

extremos do elemento, conforme ilustrado pela figura 4.16.
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Q

Figura 4.16: Esfor¢o interno: momento antissimétrico.

Pela Figura 4.16, percebe-se que o equilibrio estdtico dos momentos resulta em:

_2M,

7 4.11)

Q

A anélise estatica do momento M, aplicado aos nés extremos do elemento de viga fornece
os diagramas de esfor¢os solicitantes ilustrados pela Figura 4.17, no qual conclui-se que se
trata da ocorréncia de momento fletor linear e a ocorréncia de esforco cortante constante, o

que caracteriza-se como flexao simples.

Figura 4.17: Diagrama de esforcos internos para momento antissimétrico.

2M,
!

Qqa(x) = (4.12a)

M,(x) =M, (%x — 1) (4.12b)
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4.2 MATRIZ DE RIGIDEZ TANGENTE

4.2.1 Rotacao de eixos

O objetivo da andlise ndo linear de estruturas pela formulagdo co-rotacional é determinar a
matriz de rigidez tangente do elemento em relacdo ao sistema de eixo global de referéncia.
Para isso, sdo necessdrias algumas operacoes de transformagdes de coordenadas, que visam
estabelecer as componentes estdticas e cinematicas dos pontos nodais em distintos sistemas

de eixos referenciais. A formulagdo apresentada envolve duas transformagdes essenciais:

1°) Sistema Local Deformacional > Sistema Local: Transformag¢do do conjunto de
varidveis locais “internas” dadas pelos componentes do vetor de deslocamentos
deformacionais (u,) e pelos componentes do vetor de forgas internas (f;), em um conjunto
de varidveis “externas” atuantes nos nds extremos, as quais representam os componentes

do vetor de deslocamentos locais (u) e os componentes do vetor de forgas locais (f°).

2°) Sistema Local > Sistema Global: Transformacéo do sistema de varidveis locais, u‘ e f*,
em um conjunto pertencente ao sistema global, dado pelos componentes do vetor de

deslocamentos globais, u, e pelos componentes do vetor de forgas globais, f.

a) Transformacdo de forcas:

A transformacdo dos componentes do vetor de forcas locais para componentes
referenciadas em relac@o ao eixo global se d4 por meio da matriz de rotacdo, representada
por R, cujos coeficientes matriciais sdo determinados por (4.13):

cosp —sen¢g 0

R=(sen¢p cosgp 0 (4.13)
0 0 1

Para um elemento de viga de dois ndés, / e 2, a operagdo de transformacdo dos
componentes do vetor de forcas do sistema local para o sistema global é realizada por meio

da matriz de rotagdo combinada, R., conforme expressa em (4.14).
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cos@ —sen¢
sen¢@  Ccos¢@

0 0 0 0
0 0 0 0]
1 0 0 0

0 cosp —seng ol (4.14)
0 seng cos¢@ 0

0 0 0 1

|
]

S OO O
S OO O

A operacdo de transformacgdo dos componentes do vetor de forcas do sistema local para o

sistema global é dada por (4.15) e encontra-se ilustrada pela Figura 4.18.

Figura 4.18: Transformagéo f* > f.

f=R,f° (4.15)

A operacdo de transformacgdo contrdria, ou seja, do sistema global para o sistema local de

referéncia, é dada por:
fe=R.,7'f (4.16)
Como a matriz R, é uma matriz ortogonal, tem-se que:

fe=R.f 4.17)

Os componentes do vetor de forcas locais podem ser expressos em funcdo dos
componentes do vetor de forgas internas, os quais sdo provenientes das configuragdes
deformadas. A Figura 4.19 ilustra os componentes dos vetores de forgas internas e forgas
locais a fim de representar o processo de superposi¢ao dos componentes da configuracao

Cp para a configuracao Ckg.
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Figura 4.19: Transformagio f; > f*.

-No I:

fx, =—N (4.182)
2M,

fe = : (4.18b)
mg = —M; + M, (4.18c)

-N6 2:
fi, =N (4.192)

2M,

fe =— ; (4.19b)
mg, = Ms + Mg (4.19¢)
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Matricialmente, as relagdes (4.18) e (4.19) sdo expressas como:

rfxelw

fe [—1 0 0 ]
1 0 0 2/l

Mzl 10 =1 1 |}y 4.20
fxe - 1 0 0 S ( . )
ro 0 0 —2/1|Ma
yez 0 1 1

\m;, J

A matriz de ordem 6x3 dada por (4.21b) é denominada matriz de transformacgdo e
representada pela letra S. Para a transformacao referente ao né /, tem-se S;, e para o né 2,

S,.

-1 0 0 1 0 0
S:=1]0 0 2/if , S;=10 0 —-2/1 (4.21a)
0o -1 1 0 1 1
-1 0o 07
| 0 0 2/ ‘
_[S1]_]0 -1 1
= Sz] =1 1 0 0 (4.21b)
HET
0 1 1
A Equacao (4.20) é resumida da seguinte forma:
fe=Sf,; (4.22)

z

Como a matriz S ndo é uma matriz ortogonal, o procedimento de transformacdo dos
componentes do vetor de forcas locais em esforcos internos deformacionais € realizado

por:

f, = STfe (4.23)

b) Transformacdo de deslocamentos:

Os componentes do vetor de deslocamentos deformacionais podem ser relacionados com
os componentes do vetor de deslocamentos locais por meio das operagdes matriciais de
transformacdo. A Figura 4.20 ilustra a composi¢cdo dos deslocamentos nodais para a
transformagcao dos componentes do eixo local para o eixo deformacional, estando

representados os graus de liberdade locais na configuracao Cp.
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Figura 4.20: Transformacio u, €< u’.

Os deslocamentos translacionais locais do elemento de viga encontram-se ilustrados na

Figura 4.21.

Y,y

Figura 4.21: Deslocamentos translacionais locais.

Os deslocamentos rotacionais locais do elemento de viga encontram-se ilustrados na

Figura 4.22.
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Figura 4.22: Deslocamentos rotacionais locais.

Através das andlises das Figuras 4.20, 4.21 e 4.22, as seguintes relacdes podem ser

expressas:

- Deslocamento deformacional axial:

1 1
SU + Su= —uf + uj (4.24a)

u=-uj+uj (4.24b)

- Deslocamento deformacional rotacional simétrico:
0, = —07 + 65 (4.25)
- Deslocamento deformacional rotacional antissimétrico:

0, = 62 + 6¢ — 20, (4.26)

Pela hipétese de deslocamentos infinitesimais, tem-se que:

vs —vf
senf, = 0, , 6, = % (4.27)
Substituindo (4.27) em (4.26), tem-se:
vs —vf
0, = 0F + 65 —2 (%) (4.28)

A relacdo matricial de transformagdo entre os componentes do vetor de deslocamentos

deformacionais e os componentes do vetor de deslocamentos locais € entdo dada por:
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e

(U1

ue [F1 00 1 0 o]|w
ol_|0 0 -1 0 0 1f)er| 4.29)

0, 0 21 0 -2 4=

[ l V5

\65 )

Nota-se que a matriz de transformacdo em (4.29) corresponde a matriz transposta S’
Sendo assim, a notacdo matricial condensada para a transformacdo dos deslocamentos

locais em deslocamentos deformacionais pode ser expressa por (4.30):

u,; =S"u (4.30)

A transformacio dos componentes do vetor de deslocamentos globais, u, em componentes
do vetor de deslocamentos locais, u‘, apresenta 0 mesmo procedimento para a conversao

dos componentes do vetor de forcas, dada por:
ué = RCTu 4.31)
Os incrementos aplicados as Equagdes (4.30) e (4.31) podem ser expressos por:

du® = R, du (4.32)

duy, = STR,/ du (4.33)

Assim, conclui-se que a matriz de transformacdo S tem como fun¢do expandir o vetor de
forgas internas (f;) em um conjunto de forgas locais (f°), enquanto a sua matriz transposta,

S”, extrai o vetor de deslocamentos deformacionais (uy) do vetor de deslocamentos locais

(u).

4.2.2 Principio dos trabalhos virtuais

O trabalho virtual das forgas externas é dado pela Equacdo (4.34), o qual considera a
relacdo de equilibrio entre o vetor de forcas globais e o vetor de deslocamentos virtuais

resultante.

8V = su’f (4.34)
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O procedimento padrio para a obtencdo da matriz de rigidez tangente na presente
formulacdo consiste em considerar o incremento do trabalho virtual externo, d(JV),

conforme expresso pela Equagdo (4.35).

d(6V) = d(6u’f) (4.35)

Ao calcular este incremento, o vetor ou é considerado constante, resultando em:

d(6V) = sul df (4.36)

Comparando as Equacgdes (4.34) e (4.36), conclui-se que a expressao para o incremento do
trabalho virtual externo, d(dV), apresenta a mesma forma da expressdo que governa o
trabalho virtual externo total, 6V, quando o vetor de forcas globais, f, € substituido pelo

vetor de forcas globais incrementais, df.

Substituindo (4.22) em (4.15), o incremento do vetor de forcas globais resulta na seguinte

relacdo:

df = d(R, Sf,) (4.37a)

df =R,Sdf, +R.dSf, +dR,Sf, (4.37b)

Pode-se concluir que o incremento do vetor de forcas globais implica em variacdes de cada
um dos fatores determinantes, resultando em um somatério de parcelas incrementais
incidentes individualmente sobre cada um dos parametros. Desta forma, a relacdo

incremental envolve as seguintes alteragdes:

- variacdo no vetor de forgas internas, df;, 0 que promove variacdes nas configuragdes dos

modos deformacionais;

- variacdo na matriz de transformacgdo, dS, em virtude da alteracdo do comprimento / do

elemento de viga;

- variagdo na matriz de rotacdo, dR, em virtude da alteracdo do angulo de rotacdo, ¢, do

elemento de viga.

As forcas internas atuantes nos nds extremos do elemento sdo resultantes das deformagdes

impostas ao elemento de barra, representadas pelos trés modos deformacionais possiveis.
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A relagdo entre o vetor de forcas internas e o vetor de deslocamentos deformacionais pode

ser expressa conforme a equacao (4.38):
fd = Kd Uy (438)

O termo K, representa uma matriz de ordem 3x3 denominada matriz de rigidez tangente
relativa aos modos deformacionais. Considerando (4.32) e (4.33), a relacdo incremental

para o vetor de forcas internas expresso em (4.38) resulta em:
df; = d(Kz uy) (4.39a)
df; = K; STdu® (4.39b)
Substituindo (4.39b) em (4.37b), tem-se que:
df =R, SK,;STdu® + R.dS f; + dR S f, (4.40a)
df = R [SK, STdu® + (dS + R, dR.S)f,] (4.40b)

Ao multiplicar a Equacio (4.40b) pelo termo R,’, realiza-se a conversio dos parimetros

do eixo global para o eixo local.

R."df = R."R[SK; STdu® + (dS + R,/ dR_S)f,] (4.41a)
df® =1[SK, STdu® + (dS + R, dR.S)f,] (4.41b)
df® = SK; STdu® + (dS + R."dR_S)f, (4.41¢c)

Uma anadlise dos termos da Equacao (4.41c¢) fornece a seguinte conclusio:

-S" du® > A matriz S” reduz o vetor de deslocamentos locais incrementais de ordem 6x1,

du’, em um vetor de deslocamentos deformacionais incrementais, du,, de ordem 3x1.
- K, ST du® > Fornece o vetor de forgas internas incrementais, df;, de ordem 3x1.

-SK,;STdu > Expande o vetor de for¢as internas incrementais, df;, de ordem 3x1, em

um vetor de forgas locais incrementais, df¢;, de ordem 6x1.
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dff = SK,; STdu® (4.42)

- dS f, > Expande o vetor de forcas internas, f;, de ordem 3x1, em um vetor de forcas
locais incrementais, df‘;, de ordem 6x1, considerando as relagdes incrementais

provenientes da matriz de transformacao S, dada por (4.21b).

dfé = dSf, (4.43)

0
—2/12
8 dl (4.44)
2/12
0

ds =

(=N NN i)
(=l N NN i)

O incremento de comprimento no elemento de barra, proveniente da atuagdo do esforco

interno normal, é dado por:

dl = dué — duf (4.45)

Percebe-se entdo que, a consideracio do incremento da matriz de transformacao dS, inclui

a influéncia da variag@o do cisalhamento na anélise do elemento de viga.

- S f;, 2 Expande o vetor de forcas internas, f;, de ordem 3x1, em um vetor de forgas

locais, f¢, de ordem 6x1.

- dR., S f; & Fornece o vetor de forcas globais incrementais, df, de ordem 6x1,
considerando as relagdes incrementais provenientes da matriz de rotagdo R., dada por

(4.14).

—sen@ —cos¢ 0 0 0
[ cosgp —seng 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0

dR.=| 0 0 —sen@ —cosg olde (4.46)
l 0 0 0 cose —seng OJ
0 0 0 0 0 0

Analisando (4.27), o incremento de rotacdo no elemento de barra é dado por:

@ =6~ (4.47a)
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e _ e
dp = dv; : dvy (4.47b)

R dR, S £, > Transforma o vetor de forcas globais incrementais, df, de ordem 6x1, em
um vetor de forgas locais incrementais, df* ;, de ordem 6x1.

df$ = R,"dR. S f, (4.48)

Resumindo:

dfe = dfe + dfe + dfe (4.49)

4.2.3 Matriz de rigidez tangente local
A Equacio (4.41c) pode ser reescrita simplificadamente como mostra a Equacao (4.50):

df® = K° du® (4.50)

O termo K° corresponde a matriz de rigidez tangente local do elemento de viga, sendo

determinada pela Equacao (4.51):

K¢ = SK; ST +K, 4.51)

Percebe-se pela Equagdo (4.51) que a matriz de rigidez tangente local é composta pela
adicdo de duas parcelas de rigidez: a matriz de rigidez tangente relativa aos modos

deformacionais, K, e a matriz de rigidez tangente geométrica, K,.

a) Matriz de rigidez tangente geométrica

A matriz de rigidez tangente geométrica, também denominada de matriz de rigidez co-

rotacional, resulta da anélise do segundo termo da Equacdo (4.41c), de forma que:
K,du® = (dS + R/ dR, S)f, (4.52)
Substituindo (4.11), (4.14), (4.21b) e (4.46) em (4.52), tem-se que o segundo termo da

Equacgao (4.52) resulta em:
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0 -1 00 0 O
[1 0 0 0 O o]
0 0 00 0 O
RdR.=|g o o0 0 -1 old® (4.53a)
0 0 01 0 O
0 0 00 0 O
[0 0 —2/l]
rE
R.dR,S = | 8 8 21 |39 (4.53b)
[1 0 0 J
0 0 o
—Q
(<n)
TR Sfd_dq){ 8 ¥ (4.53¢)
| v |
Lo )
Utilizando (4.47), tem-se que:
e
(—Q/y [0 Q1L o o —Q/ q) (%)
|-N/1] o N/l 0 0 —N/L 0 Zgle
o |l lo o o0 o o0 1
lN/lJ 0 _nst O 0 N/ Ol ave
0 0 o0 00 o Ol{gpe)

Substituindo (4.44) em (4.52), tem-se que o primeiro termo da Equacao (4.52) resulta em:

[O 0 0 ] 0
[0 0 —2/I*|, N (—Q/l]
asf=atly 9 0 IMs}zdl 0 (4.55)
[o 0 2/ J Ma Q/1
0 O 0 0
Utilizando (4.45), tem-se que
e
(0 [0 00 O oo]fjui\
J—Q/IL IQ/l 0 0 —Q/L 0 oI d;’t
o l_|l o 00 o o0 o]fdof
(du§ — du?) 0 = o 0 0 0 0 0 <du§> (4.56)
QL) |[met 00 a0 0] an
0 0 0 0 0 0 0 Ld6¢)



Logo:

rdu$
[0 @ o o -0 o]
. Q N 0 -Q —-N 0 d‘gi
_-10 0 0 o0 0 O 1
K, du® = 1o —0 0o o 0 0 <du§ > (4.57)
-Q -~ 0 @ N O dv;
0 o 0 0 0o 0 \do5 )
Assim, a matriz de rigidez tangente geométrica é dada por:
[0 Q 0o 0 -0Q 0]
. Q N 0 -Q -N 0
__-10 0 0 o0 0 O
K, = 1o —0 0 o 0 0 (4.58)
-Q - N 0 Q9 N O
0o o 0 o o O

O resultado da Equacdo (4.58) é convenientemente escrito em formato de matriz bloco,

dado por:

K _[Kil KIZ] (4.59)
" IKy K,

r

Os coeficientes da matriz de rigidez tangente geométrica, K;;, sdo dados por:

1 0 Q@ 0
qu = ng = _ng = _Kgl = 7 Q N O (4.60)
0O 0 O

A matriz de rigidez tangente geométrica representa o efeito combinado da co-rotagdao do
eixo local com o fator de variagdo do esforco cortante, o qual € proveniente da adoc¢ao do
modo de deformagdo por rotagdo nodal antissimétrica, devido a alteracdo do comprimento

[ do elemento de viga.

b) Matriz de rigidez tangente relativa aos modos deformacionais

A rigidez associada aos modos deformacionais do elemento de viga, dada por K, divide-se

em duas parcelas: uma rigidez correspondente a parcela constitutiva da rigidez local, sendo
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denominada de matriz de rigidez tangente material, K;,,,, € uma parcela de rigidez

geométrica adicional, denominada de matriz de rigidez tangente geométrica local, K g¢o.

b.1) Matriz de rigidez tangente material:

As propriedades constitutivas do elemento de viga estdo contidas na matriz de rigidez
tangente material, K .., dadas pelos coeficientes matriciais da relagdo incremental entre
as varidveis estdticas e cinematicas dos modos deformacionais, conforme expresso por

(4.61).

dN du
dMS} = [Kamat] [des} 4.61)
dM,

a

No presente trabalho, o elemento de viga € considerado homogéneo e eldstico, o que
simplifica o procedimento de cdlculo da matriz K .., pois as rigidezes provenientes das
andlises de cada modo deformacional podem ser consideradas separadamente, tornando a

matriz K;,,,, uma matriz diagonal.

- Deformacdo axial:

O primeiro modo deformacional a ser analisado € a deformagao axial. Para um elemento de

viga homogéneo e elastico sujeito a esfor¢o interno axial, a tensdo normal atuante, oy, €

dada por:
N
= _ 4.62
on =~ (4.62)
A deformacdo normal relacionada, ¢y, € dada por:
u
Ey = T (4.63)
Pela lei de Hooke, tem-se que:
Oy = E En (464)

Substituindo (4.62) e (4.63) em (4.64), tem-se que:
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N=—u (4.65)

Considerando os parametros E, A e [ como constantes, a relacdo diferencial para (4.65)

torna-se:

EA
AN === du (4.66)

O coeficiente EA /[ é denominado de rigidez axial do elemento e corresponde ao primeiro

coeficiente da matriz diagonal K ..

- Deformacdo por rotacdo nodal simétrica:

O modo de deformagdo correspondente a rotacdo nodal simétrica ¢ dado devido a
aplicacdo do par de momentos M; nos ndés extremos do elemento, considerando a
convengdo de rotacdo no sentido horario para o n6 /, e sentido anti-hordrio para o né 2,

conforme ilustrado pela Figura 4.12.

A rigidez devido a deformagdo proveniente da rotagdao nodal simétrica segue da avaliagdo
do principio dos trabalhos virtuais complementares que, para um elemento de viga

homogeéneo e elastico, € expresso conforme a Equacido (4.67).

Me—fw“yd (4.67)
sUs = . El X .
Substituindo (4.9b) em (4.67), tem-se que:
EIl
Mg = — 0y (4.68)

Considerando os parametros E, I e [ como constantes, a relacdo diferencial para (4.68)

torna-se:

EIl

dM. =
ST

do (4.69)

O coeficiente EI / [ é denominado de rigidez a flexdo devido a rotagdo nodal simétrica do

elemento e corresponde ao segundo coeficiente da matriz diagonal K ;4.
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- Deformacdo por rotacdo nodal antissimétrica:

O modo de deformacdo correspondente a rotacdo nodal antissimétrica é dado devido a
aplicacdo do par de momentos M, nos nds extremos do elemento, considerando a
convengdo de rotacdo no sentido anti-hordrio para os nés / e 2, conforme ilustrado pela

Figura 4.16.

A rigidez devido a deformacgdo proveniente da rotacdo nodal antissimétrica segue da
avaliacdo do principio dos trabalhos virtuais complementares que, para um elemento de

viga homogéneo e eldstico, € expresso conforme a Equacao (4.70).

HMG)? Q)
- 4.70
M6, fo l A ldx (4.70)

El

Substituindo (4.12b) em (4.70), a integral relativa ao momento fletor, resulta em:

LM (x)? M2l
dx = 4.71
fo EIl 7 3EI (%71)
Substituindo (4.12a) em (4.70), a integral relativa ao esforco cortante, resulta em:
LQ(x)? 4M,°1
Q@) dx = —— (4.72)
o GA GAl
Realizando a substituicdo de (4.71) e (4.72) em (4.70), tem-se que:
M0, = 11 Mal , AMa 4.73)
ave— "\3 EI = GA,l? '
Ap6s algebrismos simples, conclui-se que:
El
M, = 3lpa79a 4.74)
Sendo:
1
= 4.75a
Ya=17g (4.752)
_ L2H 4.75b
T GA,l? (4.75b)



O termo @ corresponde ao parametro que considera o efeito da deformacgdo cisalhante na

flexdo de elementos de vigas, ja enunciado por (3.41)

Considerando os parametros E, I, G, A e | como constantes, a relacdo diferencial para

(4.74) torna-se:
EIl
dM, = 3y, T do, (4.76)

O coeficiente 3y,El / | ¢ denominado de rigidez a flexdao devido a rotacdo nodal

antissimétrica do elemento e corresponde ao terceiro coeficiente da matriz diagonal K .-

Ap6s o cdlculo de todas as rigidezes correspondentes aos modos deformacionais, a matriz

de rigidez tangente material €, entdo, dada por:

([EA 0 0
Kimae =7| 0 El 0 (4.77)
0 0 3y.El

b.2) Matriz de rigidez tangente geométrica local

O elemento de viga na configuracdo deformacional estd sujeito a ocorréncia de esforco
normal e momento fletor, provenientes da ado¢cdo dos modos naturais de deformacao.
Sendo assim, o elemento se comporta localmente como uma viga-coluna, contribuindo

com uma parcela adicional de rigidez geométrica devido a presenca do esfor¢o normal.

Considerando o elemento linear-eldstico, a equagdo diferencial que rege o comportamento

de uma viga-coluna é dada por:
El— - N———p = (4.78)

Como ndo ha carregamento transversal distribuido atuando no elemento na configuracio

deformacional, a Equacgao (4.78) torna-se:

d* d?
Y N f=o (4.79)

El dx* dx
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O trabalho virtual interno, dV, € obtido pelo produto da parcela de deslocamento virtual,

ow, na relacao de equilibrio estatico dada por (4.79), sendo:

5V—f15 g v EY) g o (4.80)
A v dx* dx2 )T ’
Realizando a integracdo por partes do primeiro termo do integrando da Equacgdo (4.80),
tem-se que:

l d4

w
i owEI It dx = l6WEI

d3w] 1 Ldsw  d3w
dx (4.81)

— | —EI
dx3|0 J, dx  dx3

Realizando a integragdo por partes do segundo termo do integrando da Equacdo (4.80),

tem-se que:

fla Ndzwd _[5 Ndw]l 1d5dewd 4.82)
Owdxzx_wde o dx dx '

Substituindo (4.81) e (4.82) em (4.80), o trabalho virtual interno resulta em:

sv = |sw(E1 d3w Ndw l ld5WEI d3wd N ldSWNdW
B R PP dx J|0 J, dx = dx3 x o dx  dx x (4.83)
=0

Realizando a integragdo por partes do primeiro integrando da Equacgdo (4.83), tem-se que:

dx = |——EI — El —
o dx  dx3 * dx  dx*|{0 J, dx? = dx?

Ldow  d3w déw  d*w]l bd2sw  d?*w
dx (4.84)

Substituindo (4.84) em (4.83), tem-se que:

dx dx?

sv = |sw(Er d3w dw déw _ d*w]
- v dx3 dx 0
(4.85)

+fl d25wE1d2Wd +d5WNde — 0
o \ dx?  dx? T N )T

Sabe-se que, para o elemento de viga-coluna, as seguintes relacdes diferenciais sao validas:

d3w dw
Y N (4.862)
dx3 + dx ¢
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—El——=M (4.86b)
dx?
_dow _ o (4.86¢)
dx

Substituindo (4.86a), (4.86b) e (4.86¢c) em (4.85), tem-se que:

Lid?sw  d?w  déw  dw
N dx =0 (4.87a)

l
o6V = [-6wQ — §6M EIl —_—
[=owQ ]0+_];, (dx2 axz T dx " dx

]l 0w o W Ao AW e lw + soM] (4.87b)
dx? dx?  dx dx )T wQ 0 )
A rigidez geométrica local é obtida a partir da andlise do incremento do trabalho virtual

interno, dado por:

U‘ <d25w dzw d5w dw

dx? 2 i Vix )dxl = d[(5WQ + 66M) ] (4.88)

A relagdo incremental do lado esquerdo da Equacdo (4.88) resulta em:

f d25w d*w N d?sw £l d*w d (d&W) N dw
d 2 dx? dx? dx dx

déw dw
+ 2% Na ( )l dx

(4.89)

dx dx

A relacdo incremental do lado direito da Equagao (4.88) resulta em:

[d(660)M + 560 d(M) + d(6w)Q + 6w d(Q)] (l) (4.90)

Na auséncia de rotacdes espaciais, pode-se considerar que:

déw d?éw
d(6w) = d (W) =d(—5]=0 4.91)

Considerando (4.91), a relagdo incremental do trabalho virtual dado por (4.88), resulta em:
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d25w d*w\  déw (O ax — 156 s g 1o
f ldx2 (dx2> N <d )l x =86 d(M) + Sw (Q)] (4.92)

A Equacdo (4.92) considera a equagdo da elastica do elemento de viga na configuragcdo
deformacional, no qual se divide entre 0 modo natural de deformagdo por rotagdo nodal
simétrica € no modo natural de deformagdo por rotacdo nodal antissimétrica. Para sua
resolucdo, € conveniente substituir a coordenada x por uma coordenada adimensional ¢,

dada por:
l
x=§(1+f) , —1<é<1 (4.93)

- Deformacdo por rotacdo nodal simétrica:

Considera-se um elemento de viga biapoiado de comprimento /, sujeito a aplicacdo de
momento M, atuando no sentido horario no n6 I e no sentido anti-horario no n6 2. As

equagdes para a rotacdo da secdo transversal e para a linha eldstica sdo:

M l
— S, = 4.94
0 =7 (x 2) (3.992)
M (4.94b)
w(x) = T (x? —Ix)
Conclui-se que:
Ml 4.

92 = _91 = 5 ( 95)

2E1

Para a configuracdo deformacional por rotacdo simétrica, ilustrada pela Figura 4.10, tem-se

que:

1 Ml
9. =60, = — 4.96
505 =01 = o (4.96)

Substituindo (4.93) e (4.96) em (4.94b), resulta em:

w = —é(1 — £2)0, (4.97)
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As relagdes diferenciais para a equacdo da linha eléstica devido a rotagdo simétrica sdo

dadas por:

dw = £ (1~ £)do, (4.982)

d(dw) d(dw)dé 1, 2 1
T @ @ 1540 7= 7546 (4.98b)

As relagdes diferenciais para o deslocamento transversal virtual, dw, sdo dadas por:

Sw = —é(1 — £2)56, (4.99a)

d(sw) _d(@w)df 1, 2 1
- @ dx 76005 7 =566 (4.99b)

A rigidez geométrica local relativa ao modo de deformacgdo por rotagdo nodal simétrica

segue da substituicdao de (4.98b) e (4.99b) em (4.92):

oW g (dw)d (66, dM.] " (4.100a)
- R — . a
o dx dx) " S0

I (/1 1

50, | = j (—5)N(—5)d95d5 = 860, dM; (4.100b)
2)_,\2 2
1

dM, = — N1 d6, (4.100c)

12

A partir de (4.100c), conclui-se que a rigidez geométrica relativa ao modo de deformacao

por rotacdo nodal simétrica, k,, € dada por:

1
= — 4.101
kg 12Nl ( )
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- Deformacdo por rotacdo nodal antissimétrica:

Considera-se um elemento de viga biapoiado de comprimento /, sujeito a aplicacdo de
momento M, atuando no sentido anti-horario no né / e no sentido anti-horario no n6 2. As

equagdes para a rotacdo da secdo transversal e para a linha eldstica sdo:

1M, M,l
- _ 4.102a
0 (x) EI( 1" M“x> T GEl ( )

1M, , M, 2) M,l
- __“ 4.102b
w(x) E1<3l o) YeEr™ (4-1020)

Conclui-se que:
M,l

6, =6, = 4.103
2 1 6EI ( )

Para a configuracdo deformacional por rotacdo antissimétrica, ilustrada pela Figura 4.14,

tem-se que:

-0, =6, = 4.104
> 6, =06, °E] ( )
Substituindo (4.93) e (4.104) em (4.102b), resulta em:
l
w= —g(l — £%)é0, (4.105)

As relagdes diferenciais para a equacdo da linha eléstica devido a rotagdo simétrica sdo

dadas por:

dw = — (1 - £)zdo, (4.1062)

d(éw) _d@wydé 1
G - dg dx a7 38)db (4.106b)

As relagdes diferenciais para o deslocamento transversal virtual, dw, sdo dadas por:

Sw = —é(1 — £2)£86, (4.107a)
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d(@éw) _d@w)d§ 1
PPRIRT: =20 3§2)86, (4.107b)

A rigidez geométrica local relativa ao modo de deformacdo por rotagdo nodal simétrica

segue da substituicdo de (4.106b) e (4.107b) em (4.92):

oW g (dw)d 66, dM,] (4.108)
- R — . a

o dx dx) ]

[ (11 1
56, Ef 7 (1= 38N 2 (1 = 3§%)d,d¢ | = 56, dM, (4.108b)
-1
1

dM, = 55 NL d6, (4.108¢)

A partir de (4.108c), conclui-se que a rigidez geométrica relativa ao modo de deformacao

por rotacdo nodal antissimétrica, k,, € dada por:

1
= — 4.109
k, 2ONl ( )

Ap06s o cdlculo de todas as rigidezes correspondentes aos modos deformacionais, a matriz

de rigidez tangente geométrica local €, entdo, dada por:

0 0 0
[o Ly o ]
Kygeo =L~ 12 (4.110)

0 0 1N
20

¢) Matriz de rigidez tangente local total

Substituindo (4.77) e (4.110) em (4.51), a matriz de rigidez tangente local é dada por:

K® = S(Kgmar + Kageo)S” + K- 4.111)

Esta relacdo basica € facilmente programavel, tendo em vista que depende apenas da

matriz de rigidez relativa aos modos deformacionais K,, da matriz de rigidez geométrica
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K, e da matriz de transformacdo S. Como a matriz de rigidez geométrica foi expressa em
forma de bloco segundo a Equacdo (4.59), o célculo da matriz de rigidez tangente local

resulta em uma matriz em formato de bloco, sendo expressa por:

e e
K¢ = K; K%ﬂ (4.112)

e

Assim, as sub-matrizes elementares locais, Kj;, podem ser calculadas segundo a Equagdo

(4.113):

K = (SiKamacS;") + (SiKageoS;' +Kij (4.113)

material YU’/ geométrica

As parcelas da rigidez local referentes a rigidez tangente material sdo dadas por:

Kfj . =SiKamaS;' (4.114)

Parai=1,2ej=1, 2, tem-se que:

K§1mat = Sle,matslT (4.115a)
f2mat = S1KamarS2" (4.115b)
§1mat = SZKd,matslT (4.115¢)
52mat = SZKd,matSZT (4.115d)

Substituindo as relacdes dadas por (4.21) nas Equacdes (4.115), tem-se que:

EAI? 0 0
K1 = 75| O 129aFl 6y, Ell (4.116a)
0  6Y,EIl (3, + 1EII?
EAI? 0 0
Somac =| O 120aEl —6y,Ell (4.116b)

0 —6Y,EIl (3, + 1EII?
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—EAl? 0 0
0  —12y,El 61 Ell (4.116¢)
0  —6yY.Ell (3, — 1)EII?

r 1

e — K¢ -
12mat 21mat I3

As parcelas da rigidez local referentes a rigidez tangente geométrica sao dadas por:

K oo = SiKageoSi' +Kjj (4.117)

Parai=1,2ej=1, 2, tem-se que:

Ki1geo = Sle,geoslT + K7, (4.118a)
K2,00 = S1KageoS2' +Ki (4.118b)
K§1geo = SZKd,geoslT + K3 (4.118¢)
KS2 00 = S2KageoS2' + K5, (4.118d)

Substituindo as relagdes dadas por (4.21) nas Equacdes (4.118), tem-se que:

1 [0 EQN iONl ]

K100 = TlQ 57 10 | (4.1192)
l 1 2
0 NI NI
o @ 07
1 oN Ly
22ge0 = ] - 10 (4.119b)
1
0 —=—Nl -——NI?
10 15
e ¢ 0
r_1}-Q oy L
fzgeo = K§1geo 7 15 1(1) (4.119¢)
0 —-—=Nl ——NI?
10 30
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4.2.4 Matriz de rigidez tangente global

Para finalizar o procedimento de andlise por meio da formulagdo co-rotacional, ha a
necessidade de expressar as varidveis locais segundo o eixo de referéncia global. Para
realizar essa conversao, multiplica-se a Equacdo (4.50) pela matriz de rotagdo dada por

(4.14).

R, df° = R.K°du® (4.120a)

df = R, K°du® (4.120b)

Substituindo (4.32) em (4.120b), o vetor de forcas globais incrementais pode ser reescrito

comao:
df = R, K¢ R."du (4.121)

A Equacido (4.121) corresponde a relacdo geral entre as varidveis estdticas e cinematicas
expressas segundo o eixo global. A partir dela, conclui-se que a matriz de rigidez tangente

global € dada por:

K=R,K°R, (4.122)

Conforme (4.112), a matriz de rigidez tangente local, K*, apresenta formato de bloco, € a

relacao da Equacgdo (4.122) pode ser reescrita conforme (4.123):

K;j = RKf]- R” (4.123)
Os elementos das sub-matrizes sdo dados abaixo:

K

_ [Ku K”] (4.124)

i =
J K21 KZZ

Os sub-indices i e j variam conforme o intervaloi = 1,2 e j =1, 2, e adotando (4.13) para a

matriz de rotacao, conclui-se que:

Ki; = RK% R” (4.125a)

K., = RK%,RT (4.125b)
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K,; = RK RT (4.125¢)

K,, = RK%, RT (4.125d)

4.3 IMPLEMENTACAO COMPUTACIONAL

A Figura 4.23 ilustra a situag@o final do elemento de viga apds realizar os deslocamentos

de corpo rigido e apresentar as deformagdes provenientes dos esforcos internos.

.
i
' 0 .
N2 o
2 K % .
e -
;L e
o )
L
L

(;Z'J’Z)

X,x

Figura 4.23: Elemento de viga co-rotacional.

Utilizando a relagdo para tan(% @), tem-se que:

l_ le
=2 arctan( > ) (4.126)
21

A andlise da configuracdo deformacional resulta nas obtengdes dos deslocamentos
deformacionais dados pela ado¢do dos modos naturais de deslocamento: deformagdo axial
u, deformacdo por rotacio nodal simétrica 6, e deformacdo por rotacdo nodal

antissimétrica 6,, dadas pelas Equagdes (4.7), (4.8c) e (4.10c), aqui agrupadas:
u=1- lo, 05 = 92 - 91, 9a = 92 + 91 - 2((p - (po) (4127)

Para que a formulagdo seja vélida para angulos arbitrarios, a expressao para a rotacao

antissimétrica deve ser calculada utilizando a fun¢do médulo:
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mod
6, = 0,+n)—m (4.128)
0= oy Batm
Os componentes do vetor de forgas internas, f;, correspondem ao esforco normal N, ao
momento simétrico M; e a0 momento antissimétrico M,. Pela teoria linear apresentada, os

esforcos internos sdo determinados pelas relacdes carga-deslocamento dadas pelas

Equagoes (4.65), (4.68) e (4.74), respectivamente, aqui agrupadas:

EA El El
N=—u My=—6;, M=3,~6, (4.129)

A partir da obtencdo dos esfor¢os internos, os componentes do vetor de forcas locais, f,
sao determinados pela Equacdo (4.22), e a matriz de rigidez tangente local é determinada

pela Equacdo (4.111).

O passo final corresponde a transformar os parametros obtidos do eixo local para o eixo
global. Sendo assim, os componentes do vetor de forgas globais, f, sdo determinados pela

Equacgao (4.15) e a matriz de rigidez tangente global dada pela Equacao (4.123).

O Quadro 4.1 abaixo ilustra o algoritmo utilizado para a formulagdo co-rotacional de

elementos de viga unificados.
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Quadro 4.1: Algoritmo para elementos de viga planos co-rotacionais unificados.

1) Angulo de rotacio total:

l—x
Q=2 arctan( 21)
Va1

2) Vetor de deslocamentos deformacionais, uy :
u= l —_ lO
0, =0, — 0,

0q =0, + 61— 2(¢ — o)

mod
0, = oo @, +m)—m

3) Vetor de forcas internas, f; :

f, =Kyuy
4) Vetor de forcas globais, f:
f=R.Sf,
5) Matriz de rigidez tangente global:
K;; = RKj; RT
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5 EXEMPLOS NUMERICOS

Para realizar as simulagdes numéricas com a formulacdo desenvolvida no Capitulo 4,
utilizou-se o programa de elementos finitos denominado co_rotating_2Dbeam.f90, em
linguagem Fortran, gentilmente cedido pelo professor William Taylor Matias Silva,
desenvolvido pelo grupo de estudos em Andlise Nao Linear de Estruturas do Programa de
Pés-Graduacdo em Estruturas e Constru¢do Civil (PECC) da Universidade de Brasilia
(UnB), sob a orientagdo do mesmo. Seis estruturas sao escolhidas para compor os
exemplos numéricos, sendo: viga em balanco com carga momento concentrado na
extremidade livre, viga em balanco com carga forca concentrada na extremidade livre,
portico de Lee, portico Toggle, arco circular de grande altura e poértico diamante

birrotulado.

O objetivo das andlises corresponde em verificar a eficiéncia da formulagdo proposta
através da obtencdo da trajetoria de equilibrio nas dire¢des dos graus de liberdade e no
conhecimento da configuracdo deformada da estrutura. A andlise da trajetéria de equilibrio
apresentada por cada modelo permite o conhecimento da resposta estrutural quanto a
estabilidade do equilibrio a partir da obtencdo de pontos criticos, definidos pelos critérios
do parametro de rigidez CST (current stiffenss parameter), estabelecido por Bergan (1980),
e pelo nimero de pivOs negativos da matriz de rigidez tangente, o qual determinam a
presenca de pontos limites e/ou turning points. Utiliza-se o método de Newton-Raphson
completo e o método de comprimento de arco para a resolugdo dos sistemas de equagdes
ndo lineares provenientes da relacdo entre o vetor de forcas globais e o vetor de
deslocamentos globais. Investiga-se, também, o efeito do nimero de elementos adotados

na discretizacdo de algumas das estruturas estudadas.

As estruturas escolhidas sd@o exemplos clédssicos da literatura, ou seja, suas respostas
numéricas e/ou experimentais sdo muito conhecidas, o qual permitem a afericdo dos

resultados e a validagao da implementacdo computacional desenvolvida.

O referido programa realiza andlises ndo lineares geométrica utilizando a descrigdao
cinemadtica co-rotacional, onde sdo implementados os elementos finitos de viga unificados

desenvolvidos por Krenk (2009).
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5.1 VIGAS PLANAS

5.1.1 Viga em balanco com carga momento concentrado na extremidade livre

A estrutura representada pela Figura 5.1 corresponde a uma viga em balango sujeita a
flexdo pura através da aplicacdo de uma carga momento positivo (sentido anti-hordrio)
concentrado na sua extremidade livre. As caracteristicas mecanicas e geométricas do

elemento analisado encontram-se também ilustradas pela Figura 5.1.

v E=1000
u 7M G =380

N\

Figura 5.1: Viga em balango com carga momento concentrado na extremidade livre.

Este modelo estrutural tem sido amplamente utilizado em diversas pesquisas para
demonstrar a capacidade do elemento de viga formulado em resistir a grandes rotacdes.
Pesquisadores como Simo (1986), Crivelli (1991), Faria (1998), Menin (2006) e Krenk
(2009), utilizaram esta tipologia estrutural para estudos diversos no ramo de andlise ndo

linear de estruturas.

A viga em questdo € analisada considerando trés modos de discretizagdo da estrutura total,
compreendendo andlises com 10, 20 e 40 elementos de viga unificados de mesmo
comprimento, com a carga momento aplicada na extremidade livre em todas as situacdes.
A Tabela 5.1 agrupa as informagdes relativas a cada discretizagdo realizada para o referido

modelo.
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Tabela 5.1: Processo de discretizacdo e andlise da viga em balanco
com carga momento concentrado na extremidade livre.

Numero de N6 de . Passos Ml?ilyl:imnfg(zje Tolerincia Comprimento  Média de
Elementos Referéncia de Carga Tteracoes de Arco Iteracoes
10 11 80 10 107 0,628 55
20 21 80 10 10° 0,628 5,1
40 41 80 10 107 0,628 6,0

As Figuras 5.2 e 5.3 apresentam as trajetérias de equilibrio ndo linear para os
deslocamentos vertical e horizontal do n6 na extremidade livre (n6 de referéncia para cada
processo de discretizagdo distinto) em funcdo do fator de carga adimensional ML/27EI
Observa-se que a estrutura apresenta elevada capacidade de realizar grandes deslocamentos

e rotagdes, 0 que caracteriza a andlise ndo linear geométrica proposta.

— 10 elementos
" —20 elementos
——40 elementos
)
Q
~ 4 .
=
=
2 -
0 T T T "
0 0,2 0,4 0,6 0,8

v/L

Figura 5.2: Trajetérias de equilibrio para deslocamento vertical da viga em balango
com carga momento concentrado para cada processo de discretizagao.
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Figura 5.3: Trajetdrias de equilibrio para deslocamento horizontal da viga em balanco
com carga momento concentrado para cada processo de discretizacao.
A andlise da curva carga x deslocamento indica uma tendéncia nao linear para as trajetérias
de equilibrio, representando a resposta de uma estrutura em equilibrio estidvel. Percebe-se
que o aumento do ndmero de elementos no processo de discretizacdo resulta em uma
melhor aproximacdo do comportamento da estrutura real em relacdo a andlise numérica,
obtendo uma boa precisdo de resultados a partir da discretizagdo do sistema em 40

elementos finitos de viga unificados.

A matriz de rigidez tangente nio apresenta singularidades ao longo da curva de equilibrio,
o que ¢ evidenciado pelo cédlculo do parametro CST. A Figura 5.4 ilustra a relacdo entre o
parametro de rigidez CST e o fator de carga adimensional para o modelo analisado,

referente a discretiza¢do em 40 elementos de viga unificados.

2 A

1,5 1

05 1

CST - current stiffness parameter

0 T T
0 2 4 6 8

ML/ 2rEI

Figura 5.4: CST x Fator de Carga para a viga em balangco com
carga momento concentrado na extremidade livre.
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Conclui-se que a estrutura apresenta uma rigidez constante a medida que o fator de carga
aumenta. Como o parametro CST ndo apresenta valores nulos para o modelo em questao,
ndo existem trechos de instabilidade caracterizados por pontos com tangente horizontal

nula na curva carga x deslocamento ilustrada pela Figura 5.2.

De modo a facilitar o entendimento da trajetéria de equilibrio e obter uma melhor
visualizagdo do comportamento da estrutura, a Figura 5.5 apresenta as configuragdes
deformadas do sistema discretizado em 20 elementos de viga unificados, para os /0
primeiros incrementos de carga, no qual o modelo realiza / volta completa. Verifica-se que
a viga estd sujeita a grandes deslocamentos e rotagdes, o que caracteriza a ndo linearidade

geométrica da formulagdo.

800 1

600

-200 0 200 400 600 800 1000

Figura 5.5: Configura¢des deformadas para a viga em balanco
com carga momento concentrado na extremidade livre.
Analiticamente, a viga descreve uma trajetéria circular de curvatura k = 1/R = MJ/EL
Assim, quando M = 2zEI/L, os nos inicial e final do sistema discretizado se encontram. A
partir da Figura 5.5, observa-se que, para 4 = 1,0, os nds I e 21 se encontram, e a viga se
torna um circulo de didmetro d = L/x = 318,31 unidades de comprimento. Para fatores de
carga A > 1,0, o elemento continuard a descrever deformadas de circulos completos devido
a implementagdo da funcdo mddulo na formulacdo do elemento de viga dada pela Equacdo
(4.128), o qual permite rotacdes superiores a 2z. A Figura 5.6 ilustra a configuracdo
deformada para o sistema discretizado em 40 elementos de viga, composta por 8 ciclos

completos.
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Figura 5.6: Configuracdes deformadas para a viga em balanco
com carga momento concentrado na extremidade livre,
discretizado em 40 elementos de viga — 8 voltas compeltas.

A Tabela 5.2 apresenta os valores dos deslocamentos vertical e horizontal apresentados

pelo modelo para quatro fatores de carga, em comparagdao com os valores obtidos pela

solugdo analitica.

Tabela 5.2 Comparativo de resultados analitico X numérico para a viga em balango
com carga momento concentrado na extremidade livre.

A

0,25
0,50
0,75
1,00

u (unidades de comprimento)

v (unidades de comprimento)

Atual
-369,25
-1000,00
-1202,85
-1000,00

Analitico
-363,36
-1000,00
-1212,21
-1000,00

Atual Analitico
622,19 636,64
636,78 636,64
217,70 212,21

0,00 0,00

A equivaléncia entre os resultados obtidos pela presente formulagdo e os apresentados pela

solucdo analitica evidencia a eficiéncia da formulacdo para o elemento de viga unificado e

a estratégia de solucdo nao linear empregada, bem como a auséncia do fendmeno de

travamento por cisalhamento.
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5.1.2 Viga em balanco com carga forca concentrada na extremidade livre

A estrutura representada pela Figura 5.7 corresponde a uma viga em balanco de
comprimento L solicitada por uma carga forca concentrada aplicada na extremidade livre.
As caracteristicas mecanicas e geométricas do elemento analisado encontram-se também

ilustradas pela Figura 5.7.

P
l E=1000
“ G =380
g =1
A=
s y L=100
b=+/3/6
h=2V3
h f=5/6
b

Figura 5.7: Viga em balanco com carga for¢a concentrada na extremidade livre.

Mattiasson (1981) realizou uma andlise ndo linear analitica da estrutura representada pela
Figura 5.7 e obteve os valores exatos dos deslocamentos e rotacdes do né extremo (né de
aplicacdo da carga) utilizando integrais elipticas. O fato de se conhecer a solucao analitica
do modelo contribui para que o mesmo seja utilizado em testes de formulacdes destinadas
a andlise ndo linear de estruturas. Além disso, o modelo € capaz de demonstrar a influéncia
da matriz de rigidez geométrica na formulagdo do elemento implementado, devido a
ocorréncia da flexao simples. Pesquisadores como Kondoh e Atluri (1987), Marques
(1990), Crivelli (1991), Park e Lee (1996), Faria (1998), Rodrigues (2000), Battini (2002)
e Silva (2011), utilizaram esta tipologia estrutural para estudos diversos no ramo da analise

ndo linear de estruturas.

A viga em questdo € analisada considerando quatro modos de discretizagdo da estrutura
total, compreendendo anélises com 2, 4, 6 e 8 elementos de viga unificados de mesmo
comprimento, com a carga concentrada aplicada na extremidade livre em todas as
situacdes. A Tabela 5.3 agrupa as informacdes relativas a cada discretizacao realizada para

o referido modelo.
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Tabela 5.3: Processo de discretizacdo e andlise da viga em balanco
com carga forca concentrada na extremidade livre.

Numero
Numero de N6 de Incrementos  Méaximo Tolerancia Comprimento Média de
Elementos Referéncia  de Carga de de Arco Iteracoes
Iteracoes
2 3 10 50 107 -8,49 4,5
4 5 10 50 107 -8,20 4,4
6 7 10 50 107 -8,15 4,4
8 9 20 50 107 -4,07 4,0

Com o objetivo de comparar as respostas das trajetérias de equilibrio do modelo estrutural
em relacdo aos diferentes modos de discretizacdo promovidos, a Figura 5.8 apresenta as
trajetorias de equilibrio para o deslocamento vertical do né na extremidade livre (né de
referéncia para cada processo de discretizacdo distinto) em funcdo do fator de carga
adimensional PL%EI. Observa-se que a estrutura apresenta elevada capacidade de realizar
grandes deslocamentos, o que caracteriza a andlise nao linear geométrica proposta.

12

—8— 8 elementos

10 1 —A— 6 elementos

——4 elementos

—#-2 elementos

PL?/EI

-v/LL

Figura 5.8: Trajetéria de equilibrio da viga em balanco com carga forca concentrada
na extremidade livre para cada processo de discretizacao.
A andlise da curva carga x deslocamento representada pela Figura 5.8 indica uma
tendéncia ndo linear suave para a trajetéria de equilibrio no grau de liberdade vertical,
representando a resposta de uma estrutura em equilibrio estdvel. Percebe-se que o aumento
do nimero de elementos no processo de discretizagdo resulta em uma melhor aproximacao
do comportamento da estrutura real em relacio a andlise numérica, obtendo uma boa
precisao de resultados a partir da discretizacdo do sistema em 4 elementos finitos de viga

unificados.
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A Figura 5.9 ilustra as trajetérias de equilibrio ndo linear para os deslocamentos vertical e
horizontal referentes ao né da extremidade livre, para a discretizacdo do sistema em 8
elementos de viga, comparados com os resultados analiticos obtidos por Mattiasson

(1981).

X Atual
10 1 —— Mattiasson (1981)

PL2/ EI

0 0,2 0.4 0,6 0,8 1
-v/L , -wWL

Figura 5.9: Trajetorias de equilibrio para deslocamento vertical e horizontal

para a viga em balanco com carga forca concentrada na extremidade livre.
A Tabela 5.4 apresenta os valores dos deslocamentos vertical e horizontal obtidos ao longo
dos processos de discretizagdo do modelo em comparacdo com os resultados analiticos
obtidos por Mattiasson (1981), para os valores de carga referentes a metade e ao final do

nivel de carregamento.

Tabela 5.4: Comparativo de resultados analitico X numérico para a viga em balango
com carga forca concentrada na extremidade livre.

N PLYEI=5 PL3EI=10
elem -ulL -v/IL -u/L -v/IL
2 0,38453 0,73311 0,56792 0,84907
4 0,38278 0,71455 0,55601 0,82021
6 0,38316 0,71169 0,55533 0,81543
8 0,38590 0,71396 0,55524 0,81390
Analitico 0,38763 0,71379 0,55500 0,81061

A equivaléncia entre os resultados obtidos pelo presente trabalho e os apresentados por
Mattiasson (1981) evidencia a eficiéncia da formulagdo para o elemento de viga unificado
e a estratégia de solucdo ndo linear empregada, bem como a auséncia do fendmeno de

travamento por cisalhamento.
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A andlise do parametro de rigidez CST demonstra que a matriz de rigidez tangente nao
apresenta singularidades ao longo da curva de equilibrio. A Figura 5.10 ilustra a relagao
entre o parametro de rigidez CST e o fator de carga adimensional para o modelo analisado,

referente a discretizacdo em § elementos de viga.

3,59
3 4
2.5 9
2 A

1,5 1

CST - current stiffness parameter

0 2 -+ 6 8
PL?/EI

Figura 5.10: CST x Fator de Carga para a viga em balanco com
carga for¢ca concentrada na extremidade livre.
Conclui-se que a estrutura apresenta um ganho de rigidez a medida que o fator de carga
aumenta. Como o parametro CST ndo apresenta valores nulos para o modelo em questao,
ndo existem trechos de instabilidade caracterizados por pontos com tangente horizontal

nula na curva carga x deslocamento ilustrada pela Figura 5.8.

De modo a facilitar o entendimento da trajetéria de equilibrio e obter uma melhor
visualizagdo do comportamento da estrutura, a Figura 5.11 apresenta as configuragdes
deformadas do sistema discretizado em 8 elementos de viga. Verifica-se que o modelo esta
sujeito a grandes deslocamentos e rotagdes, o que caracteriza a ndo linearidade geométrica

da formulagdo.
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Figura 5.11: Configuragdes deformadas para a viga em balanco
com carga forca concentrada na extremidade livre.

5.2 PORTICOS PLANOS

5.2.1 Portico de Lee

A estrutura representada pela Figura 5.12, conhecida como pértico de Lee, corresponde a
um portico plano formado pela conexdo rigida entre uma viga (barra horizontal) e uma
coluna (barra vertical), apresentando apoios extremos que liberam a rotagdo e impedem a

translagcdo. As caracteristicas mecanicas e geométricas do elemento analisado encontram-se

também ilustradas pela Figura 5.12.

|
3 4 E =720 kNcm?
=2 cm?
v A=6cm?
v=0,3
120 cm f=5/6
y
L) X 2 cm
AN 3 em
24 cm 96 cm

Figura 5.12: Pértico de Lee.
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O pértico de Lee foi apresentado inicialmente por Lee (1968) para a andlise da estabilidade
de porticos eldsticos submetidos a grandes deslocamentos, tornando-se uma referéncia na
literatura para estudos de andlise ndo linear de estruturas. Cichén (1984), Schweizerhof e
Wriggers (1986), Park e Lee (1996), Meek e Xue (1996), Rodrigues (2000), Battini (2002),
Menin (2006) e Silva (2011) também utilizaram esta tipologia estrutural para estudos

diversos no ramo da andlise nao linear geométrica e fisica de estruturas.

A andlise da estrutura representada pela Figura 5.12 € realizada discretizando-a em 20
elementos de viga unificados de igual comprimento, apresentando um total de 27/ nds. A
carga vertical encontra-se aplicada no n6 /3, tornando-se o né de referéncia para a analise
da configuracdo de equilibrio da estrutura quanto aos deslocamentos translacionais. O n6
de referéncia encontra-se localizado na barra horizontal, distante de 24 unidades de
comprimento da ligacdo rigida. Sdo realizados 62 passos de carga estabelecendo o nimero
maximo de iteracdes admissiveis por passo igual a 25. Adotando-se o comprimento de arco
s = 10,5 e a tolerancia relativa as normas residuais de /0”, a média de iteracdes por passos

de carga apresentada é de 4,3.

As trajetérias de equilibrio ndo linear para os deslocamentos horizontal e vertical referentes
ao nd I3 estdo ilustradas pelas Figuras 5.13 e 5.14. Verifica-se boa concordancia em

relagdo aos resultados encontrados por Battini (2002) e Menin (2006).

Fator de Carga

0 — Atual
X Menin (2006)
A Battini (2002)
_1 T T T 1
0 20 40 60 80 100

Deslocamento u

Figura 5.13: Trajetdria de equilibrio para o deslocamento horizontal do pértico de Lee.
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Fator de Carga

—— Atual
X Menin (2006)
A Battini (2002)

- ] T T 5
0 20 40 60 80 100

Deslocamento v

Figura 5.14: Trajetoria de equilibrio para o deslocamento vertical do pértico de Lee.

A trajetéria de equilibrio para o deslocamento vertical apresenta dois pontos limites

(tangente horizontal) e dois furning points (tangente vertical), conforme expresso pela

Figura 5.15.
- PL,
KKK
. TP,
g X
O
)
= X
S
= 0
P, PL,
-1 : . SRS : .
0 20 40 60 80 100

Deslocamento v

Figura 5.15: Pontos limites e turning points para o portico de Lee.

A obtenc¢do dos pontos limites e turning points € realizada através do cédlculo do parametro
de rigidez CST — current stiffness parameter, que se anula quando esses tipos de pontos sao
encontrados. A Figura 5.16 ilustra o parametro CST em funcdo do fator de carga,
constatando-se que o mesmo se anula 4 vezes, sendo 2 pontos correspondentes a pontos

limites e 2 pontos correspondentes a turning points.
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Figura 5.16: CST x Fator de Carga para o pértico de Lee.

A identificacdo dos pontos criticos € estabelecida pela andlise da alteracio do nimero de
pivods negativos da matriz de rigidez tangente. A Figura 5.17 apresenta o nimero de pivos
negativos da matriz de rigidez tangente em funcdo do nimero de passos de carga,
constatando-se que o mesmo apresenta 2 alteracdes correspondendo aos 2 pontos limites
(PL). A alteragdo do nimero de pivOs negativos ndo detecta turning points, uma vez que
estes pontos nao sdo considerados pontos criticos, mas seu conhecimento € de grande

interesse pelo fato de poderem afetar o desempenho do algoritmo de resolucao do sistema.

2,0 1
g 1,0 A PL, PL,
%
]
A
&
'd:. 0,0 RRKKKKXKXKXK— KKK
_l.() T T T T T 1

0 10 20 30 40 50 60 70
Passos de Carga

Figura 5.17: Pivos Negativos x Passos de Carga para o portico de Lee.

Verifica-se, através das Figuras 5.15 a 5.17, que o primeiro ponto limite (PL;) ocorre para
um carregamento P = 1,857 kN, no 18° passo de carga, apresentando deslocamento

vertical de v = 57,2181 unidades de comprimento; e o segundo ponto limite (PL;) ocorre
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para um carregamento P = -0,954 kN, no 46° passo de carga, apresentando deslocamento

vertical de v = 59,6893 unidades de comprimento.

De modo a facilitar o entendimento das trajetorias de equilibrio e obter uma melhor
visualizagdo do comportamento pds-critico da estrutura, a Figura 5.18 apresenta as
configuragdes deformadas do sistema para os carregamentos referentes aos pontos limites
PL;e PL,. Verifica-se que o portico estd sujeito a grandes deslocamentos e rotagdes, o que

caracteriza a ndo linearidade geométrica da formulagao.

inicial
120
80
40
0 r T T T 1
-40 0 40 80 120 160

Figura 5.18: Configuragdes deformadas para o portico de Lee.

Através das trajetérias de equilibrio analisadas, percebe-se grande equivaléncia entre os
resultados obtidos pela presente formulacdo e os apresentados por outros autores da
literatura, evidenciando a eficiéncia da formulacio para o elemento de viga unificado e a
estratégia de solucdo ndo linear empregada, bem como a auséncia do fendmeno de

travamento por cisalhamento.

5.2.2 Portico Toggle

A estrutura representada pela Figura 5.19 corresponde a um portico plano simétrico
composto por duas barras de igual comprimento, rigidamente interligadas, formando um
angulo obtuso no ponto de liga¢do. As condi¢des de contorno das duas barras sdo tais que

impedem os deslocamentos transversais e rotacionais, caracterizando-o como um pdrtico
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biengastado. As caracteristicas mecanicas e geométricas do elemento analisado encontram-

se também ilustradas pela Figura 5.19.

E=30000
P G=11530

l =1

A=1
b] :\/§/6
h h1=2\[§

f=5/6
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4

b b h

b,

Figura 5.19: Pértico Toggle.

A estrutura dada pela Figura 5.19 tem sido utilizada para se verificar a eficiéncia de
formulacdes numéricas no tratamento de trajetorias de equilibrio que apresentam o carater
“snap-through”, ou seja, estruturas que possuem uma transicdo do ponto critico para a
trajetéria pos critica com a ocorréncia de inversdo dos esfor¢os, caracterizado por um
aumento relativo de rigidez (salto a frente). Esta foi inicialmente resolvida de maneira
analitica e experimental por Williams (1964), tornando-se uma referéncia na literatura para
outros pesquisadores que utilizaram desta tipologia estrutural, como Wood e Zienkiewics
(1976), Marques (1990), Wagner (1991), Meek e Xue (1996), Warren (1997), Battini
(2002), Krenk (2009) e Silva (2011).

O portico em questdo € analisado considerando uma discretiza¢do da estrutura total em /0
e 20 elementos de viga unificados de mesmo comprimento, sendo a carga concentrada
aplicada no né rigido de ligacdo, em ambas as situacOes. A Tabela 5.5 agrupa as

informacdes relativas a cada discretizacao realizada para o referido modelo.

Tabela 5.5: Processo de discretizacdo e andlise do portico Toggle.

Numero

Nimero de N6 de Passos Miximo de  Tolerincia Comprimento  Média de
Elementos Referéncia de Carga Tteracoes de Arco Iteracoes
10 6 20 50 10 -0,416 3,0
20 11 20 50 10° -0,416 3,0
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A Figura 5.20 apresenta as trajetérias de equilibrio nao linear para o deslocamento vertical
do né central (n6 de referéncia para cada processo de discretizacao distinto) em fun¢ao do
fator de carga adimensional PLZEI. Observa-se que a estrutura apresenta elevada

capacidade de realizar grandes deslocamentos, o que caracteriza a andlise ndo linear

geométrica proposta.
1,5 1
1.25 4
] .
@
o 0,75 1
i
A
0,5 1
0.25 ——20 elementos
X 10 elementos
0 T T T T T T T ]
0 0,25 0,5 0,75 1 1,25 1.5 1.75 2
-v/h

Figura 5.20: Trajetdria de equilibrio do pértico Toggle
para cada processo de discretizagao.
A andlise da Figura 5.20 permite observar que o modelo estrutural em questdo nao
apresenta 0 comportamento “snap-through” quanto a trajetéria de equilibrio no grau de
liberdade vertical do né de referéncia analisado. A ocorréncia do fendmeno de snap-
through depende da relacdo h/b adotada, da esbeltez das barras e das condi¢des de
contorno. Percebe-se que o aumento do nimero de elementos no processo de discretizagao
resulta em uma melhor aproximag¢do do comportamento da estrutura real em relacdo a
andlise numérica, obtendo uma boa precisdo de resultados a partir da discretizacdo do

sistema em 20 elementos finitos de viga unificados.

A Figura 5.21 ilustra um comparativo entre a resposta numérica obtida pela presente
formulacdo e a resposta analitica obtida por Williams (1964), em relacdo ao grau de
liberdade vertical do n6 de referéncia analisado. Ressalta-se que a relacdo 4#/b em ambas as
trajetorias € de 0,024. Verifica-se boa concordancia em relacdo ao resultado analitico

encontrado.
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Figura 5.21: Trajetdria de equilibrio vertical do pértico Toggle.

A relagdo carga x deslocamento obtida representa a resposta de uma estrutura em
equilibrio estavel. Logo, a matriz de rigidez tangente ndo apresenta singularidades ao longo
da curva de equilibrio, o que é evidenciado pelo cdlculo do parametro CST. A Figura 5.22
ilustra a relacdo entre o parametro de rigidez CST e o fator de carga adimensional para o

modelo analisado referente a discretizacdo em 20 elementos de viga.

1.4 1
1.2 4
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0 T T T T T T 1
0 0,2 0,4 0,6 0,8 1 1,2 1,4
PL2/EI

Figura 5.22: CST x Fator de Carga para o portico Toggle.

Conclui-se que a estrutura apresenta uma perda de rigidez até alcancar o valor para o fator
de carga de PL%EI = 0,473, no 9° passo de carga, retomando o ganho de rigidez apds esse
ponto. Como o pardmetro CST nao apresenta valores nulos para o modelo em questdo, nao
existem trechos de instabilidade caracterizados por pontos com tangente horizontal nula na

curva carga x deslocamento ilustrada pela Figura 5.21.
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De modo a facilitar o entendimento da trajetéria de equilibrio e obter uma melhor
visualizagdo do comportamento da estrutura, a Figura 5.23 apresenta as configuragdes
deformadas do sistema discretizado em 20 elementos de viga unificados. Verifica-se que o
portico esta sujeito a grandes deslocamentos e rotacdes, o que caracteriza a nao linearidade

geométrica da formulagdo, e a deformagdes simétricas.

inicial

0 100 200 300 400
Figura 5.23: Configuragdes deformadas para o portico Toggle.

A equivaléncia entre os resultados obtidos pela presente formulacio e os apresentados por
outros autores evidencia a eficiéncia da formulac@o para o elemento de viga unificado e a
estratégia de solu¢do nao linear empregada, bem como a auséncia do fendmeno de

travamento por cisalhamento.

5.2.3 Arco circular de grande altura

A estrutura representada pela Figura 5.24 corresponde a um arco circular de grande altura,
submetido a acdo de uma carga vertical concentrada no dpice, apresentando como
condi¢des de contorno um apoio rotulado, que impede a translacido e libera a rotacao
(vinculo esquerdo), e um engaste, que impede os deslocamentos de translagdo e rotagcdo
(vinculo direito). As caracteristicas mecanicas e geométricas do elemento analisado

encontram-se também ilustradas pela Figura 5.24.
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Figura 5.24: Arco circular de grande altura rotulado-engastado.

Wriggers e Simo (1990), Wagner (1991), Faria (1998), Battini (2002) e Menin (2006),
realizaram pesquisas utilizando o arco circular de grande altura com variadas condic¢des de
contorno para estudos diversos no ramo da andlise nao linear geométrica e fisica de

estruturas.

A andlise da estrutura representada pela Figura 5.24 € realizada discretizando-a em 20
elementos de viga unificados de igual comprimento, apresentando um total de 27/ nds. A
carga vertical encontra-se aplicada no n6 /1, tornando-se o né de referéncia para a analise
da configuracdo de equilibrio da estrutura quanto aos deslocamentos translacionais. Sao
realizados 700 passos de carga estabelecendo o nimero méximo de iteracdes admissiveis
por passo igual a 50. Adotando-se o comprimento de arco s = 12,0 e a tolerancia relativa as

. . 5 L 4. . ~ e
normas residuais de /0™, a média de iteracdes por passos de carga apresentada € de 4,2.

A Figura 5.25 apresenta a trajetoria de equilibrio ndo linear para o deslocamento vertical
do no central (n6 de referéncia /1) em fun¢do do fator de carga. Observa-se que a estrutura
apresenta elevada capacidade de realizar grandes deslocamentos, o que caracteriza a
andlise ndo linear geométrica proposta. Verifica-se boa concordancia em relacdo aos

resultados encontrados por Faria (1998) e Menin (2006).
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Figura 5.25: Trajetdria de equilibrio vertical do arco rotulado-engastado.

A trajetéria de equilibrio para o deslocamento vertical apresenta dois pontos limites
(tangente horizontal) e dois turning points (tangente vertical), caracterizados pela inspecao
do parametro de rigidez CST e pelo nimero de pivOs negativos da matriz de rigidez
tangente. A Figura 5.26 ilustra os pontos criticos apresentados pela trajetéria de equilibrio

do arco circular de grande altura rotulado-engastado.

20 1

&

Fator de Carga

0 50 100 150 200 250
Deslocamento v

Figura 5.26: Pontos limites e turning points para o arco rotulado-engastado.

Pela curva carga x deslocamento da Figura 5.26, observa-se que na fase pré-critica,
anterior ao primeiro ponto critico, a estrutura sofre grandes deslocamentos até atingir o
ponto limite PL;. A partir deste ponto, a estrutura perde a sua estabilidade de equilibrio,
apresentando uma fase de forte nao linearidade compreendida entre os dois turning points,
TP; e TP,. A rigidez € novamente estabelecida na fase pds-critica ao se atingir o segundo

ponto limite PL;, apresentando grandes deslocamentos e rotacdes na continuagdo da
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trajetdria de equilibrio. Ocorre uma inversao dos esforgos a partir do segundo ponto limite,

PL,, o que evidencia o fendmeno de snap-through.

A obten¢do dos pontos limites e turning points € realizada através do cédlculo do parametro
de rigidez CST — current stiffness parameter, que se anula quando esses tipos de pontos sao
encontrados. A Figura 5.27 ilustra o parametro CST em funcdo do fator de carga,
constatando-se que o mesmo se anula 4 vezes, sendo 2 pontos correspondentes a pontos

limites (PL) e 2 pontos correspondentes a turning points (TP).

1,2 1
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7
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2
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KK PL
5 0.0 e S B ==rn mr 1,
o2 TP, TP,
-2 0 2 4 6 8 10
Fator de Carga

Figura 5.27: CST x Fator de Carga para o arco rotulado-engastado.

A identificacdo dos pontos criticos € estabelecida pela andlise da alteracio do nimero de
pivos negativos da matriz de rigidez tangente. A Figura 5.28 apresenta o nimero de pivOs
negativos da matriz de rigidez tangente em funcdo do nimero de passos de carga. Através
desta figura, pode ser constatado que o nimero de pivOs negativos apresentou 2 alteragdes,
correspondendo aos 2 pontos limites (PL). A alteragdao do nimero de pivOs negativos nao
detecta turning points, uma vez que estes pontos nao sao considerados pontos criticos, mas
seu conhecimento € de grande interesse pelo fato de poderem afetar o desempenho do

algoritmo de resolucao do sistema.
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Figura 5.28: Pivos Negativos x Passos de Carga para o arco rotulado-engastado.

Verifica-se, através das Figuras 5.26 a 5.28, que o primeiro ponto limite (PL;) ocorre para
um carregamento P = 9,0860 unidades de for¢ca, no 36° passo de carga, apresentando
deslocamento vertical de v = 114,3110 unidades de comprimento; e o segundo ponto limite
(PL,) ocorre para um carregamento P = -0,8095 unidades de forca, no 65° passo de carga,

apresentando deslocamento vertical de v = 121,3590 unidades de comprimento.

De modo a facilitar o entendimento das trajetérias de equilibrio e obter uma melhor
visualizacdo do comportamento pds-critico da estrutura, a Figura 5.29 apresenta as
configuragdes deformadas do sistema para os carregamentos referentes aos pontos limites
PL; e PL,. Verifica-se que o portico estd sujeito a grandes deslocamentos e rotacoes,
apresentando deformagdes ndo simétricas desde o inicio do carregamento, o que

caracteriza a ndo linearidade geométrica da formulagao.
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Figura 5.29: Configuragdes deformadas para o arco rotulado-engastado.
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Através das trajetérias de equilibrio analisadas, percebe-se grande equivaléncia entre os
resultados obtidos pela presente formulacdo e os apresentados por outros autores da
literatura, evidenciando a eficiéncia da formulacio para o elemento de viga unificado e a
estratégia de solucdo ndo linear empregada, bem como a auséncia do fendmeno de

travamento por cisalhamento.

5.2.4 Portico diamante birrotulado

A estrutura representada pela Figura 5.30 corresponde a um poértico diamante simétrico,
apresentando dois nds articulados em relacdo a diagonal vertical. A estrutura é analisada
segundo duas formas de carregamento: tragdo e compressdo, sendo a carga externa
aplicada nos dois nds articulados, em ambas as situagdes. As caracteristicas mecanicas e

geométricas do elemento analisado encontram-se também ilustradas pela Figura 5.30.

E=10000
G=3840

Figura 5.30: Pértico diamante birrotulado.

Mattiasson (1981) realizou uma anélise ndo linear analitica da estrutura representada pela
Figura 5.30 e obteve os valores exatos dos deslocamentos e rotagdes do né de aplicacdo da
carga utilizando integrais elipticas. Pesquisadores como Jenkins e Seitz (1966) e Krenk
(2009) também utilizaram esta tipologia estrutural para estudos diversos no ramo da

andlise ndo linear de estruturas.
a) Portico diamante birrotulado solicitado a compressdo

A Figura 5.31 ilustra o modelo estrutural do pdrtico diamante birrotulado solicitado a

compressao.
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Figura 5.31: Pértico diamante birrotulado solicitado a compressao.

O pértico em questdo € analisado considerando uma discretizacao da estrutura total em 4, 8
e 16 elementos de viga unificados de mesmo comprimento por lado, sendo a carga
concentrada aplicada nos nds articulados, em ambas as situacdes. A Tabela 5.6 agrupa as

informacdes relativas a cada discretizacao realizada para o referido modelo.

Tabela 5.6: Processo de discretizacao e andlise do
portico diamante birrotulado solicitado a compressao.

Numero
Nimerode  No6sde  Incrementos Madéximo Tolerancia Comprimento Média de
Elementos Referéncia  de Carga de de Arco Iteracoes
Iteragoes
4 1,3e5 20 50 107 -6,78 4,1
8 1,5e9 20 50 107 -6,56 4,1
16 1,9e 17 20 50 107 -6,54 4,0

Com o objetivo de comparar as respostas das trajetérias de equilibrio do modelo estrutural
em relacdo aos diferentes modos de discretizagdo promovidos, a Figura 5.32 apresenta a
trajetoria de equilibrio para o deslocamento vertical do n6 de referéncia para cada processo
de discretizacdo distinto, em funcao do fator de carga adimensional PL%EI. Observa-se que
a estrutura apresenta elevada capacidade de realizar grandes deslocamentos, o que

caracteriza a andlise ndo linear geométrica proposta.
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Figura 5.32: Trajetdria de equilibrio do pértico diamante birrotulado
solicitado a compressao para cada processo de discretizacao.
A andlise da curva carga x deslocamento representada pela Figura 5.32 indica uma
tendéncia ndo linear para a trajetéria de equilibrio no grau de liberdade vertical,
representando a resposta de uma estrutura em equilibrio estdvel. Percebe-se que o aumento
do nimero de elementos no processo de discretizagdo resulta em uma melhor aproximacao
do comportamento da estrutura real em relacio a andlise numérica, obtendo uma boa
precisdo de resultados a partir da discretizacdo do sistema em 8 elementos finitos de viga

unificados por lado.

A Figura 5.33 ilustra um comparativo entre a resposta numérica obtida pela presente
formulacdo e a resposta analitica obtida por Mattiasson (1981), observando-se boa

concordancia entre oS mesmos.

12 B
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. Y
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o
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i
[
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-0,2 0 0,2 04 0,6 0,8 1 1,2 1.4

-v/IL ,u/L

Figura 5.33: Trajetorias de equilibrio do portico diamante birrotulado
solicitado a compressao.
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A matriz de rigidez tangente nio apresenta singularidades ao longo da curva de equilibrio,
o que € evidenciado pelo cdlculo do parametro CST. A Figura 5.34 ilustra a relagdo entre o
parametro de rigidez CST e o fator de carga adimensional para o modelo analisado

referente a discretizagdo em 16 elementos de viga por lado.

CST - current stiffness parameter
)

0 2 -4 6 8
PL2/EI

Figura 5.34: CST x Fator de Carga para o pértico diamante birrotulado
solicitado a compressao.
Conclui-se que a estrutura apresenta uma leve perda de rigidez entre o /° e 3 passos de
carga, recuperando a rigidez nos incrementos de carga seguintes. Como o parametro
CST nao apresenta valores nulos para o modelo em questdo, ndo existem trechos de
instabilidade caracterizados por pontos com tangente horizontal nula na curva carga x

deslocamento ilustrada pela Figura 5.33.

De modo a facilitar o entendimento da trajetéria de equilibrio e obter uma melhor
visualizagdo do comportamento da estrutura, a Figura 5.35 apresenta as configuragdes
deformadas do sistema discretizado em 16 elementos de viga unificados por lado. Verifica-
se que o portico estd sujeito a grandes deslocamentos e rotagdes, 0o que caracteriza a nao

linearidade geométrica da formulagao.
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Figura 5.35: Configuragdes deformadas para o pértico diamante birrotulado
solicitado a compressao.
Através das trajetérias de equilibrio analisadas, percebe-se grande equivaléncia entre os
resultados obtidos pela presente formulacdo e os apresentados por outros autores da
literatura, evidenciando a eficiéncia da formulagdo para o elemento de viga unificado e a
estratégia de solu¢do nao linear empregada, bem como a auséncia do fendmeno de

travamento por cisalhamento.

b) Pértico diamante birrotulado solicitado a tragdo

A Figura 5.36 ilustra o modelo estrutural do poértico diamante birrotulado solicitado a

tracao.

Figura 5.36: Pértico diamante birrotulado solicitado a tracao.
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O pértico em questdo € analisado considerando uma discretizacao da estrutura total em 4, 8

e 16 elementos de viga unificados de mesmo comprimento por lado, sendo a carga

concentrada aplicada nos nds articulados, em ambas as situacdes. A Tabela 5.7 agrupa as

informacdes relativas a cada discretizacao realizada para o referido modelo.

Tabela 5.7: Processo de discretizacao e andlise do
portico diamante birrotulado solicitado a tragdo.

Numero
Nimerode  No6sde  Incrementos Madéximo Tolerancia Comprimento Média de
Elementos Referéncia  de Carga de de Arco Iteracoes
Iteragoes
4 1,3e5 20 50 10 1,28 3,7
8 1,5e9 20 50 10” 1,24 4,0
16 1,9e17 20 50 107 1,23 4,0

Com o objetivo de comparar as respostas das trajetorias de equilibrio do modelo estrutural

em relacdo aos diferentes modos de discretizacdo promovidos, a Figura 5.37 apresenta as

trajetorias de equilibrio para os deslocamentos vertical e horizontal dos nés de referéncia

para cada processo de discretizagdo distinto, em funcdo do fator de carga adimensional

PL%YEI. Observa-se que a estrutura apresenta elevada capacidade de realizar grandes

deslocamentos, o que caracteriza a andlise ndo linear geométrica proposta.

12 1
X 4 elementos / lado
10 A 8elementos/ lado %
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8
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=
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4
2
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0 0,1 0,2 0,3 04 0,5
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Figura 5.37: Trajetoria de equilibrio do pértico diamante birrotulado
solicitado a tragdo para cada processo de discretizagao.

A andlise da curva carga x deslocamento representada pela Figura 5.37 indica uma

tendéncia ndo linear para a trajetéria de equilibrio nos graus de liberdade vertical e

horizontal, representando a resposta de uma estrutura em equilibrio estavel. Percebe-se que
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o aumento do ndmero de elementos no processo de discretiza¢do resulta em uma melhor
aproximagao do comportamento da estrutura real em relagdo a andlise numérica, obtendo
uma boa precisdo de resultados a partir da discretizacao do sistema em 8§ elementos finitos

de viga unificados por lado.

A Figura 5.38 ilustra um comparativo entre a resposta numérica obtida pela presente
formulacdo e a resposta analitica obtida por Mattiasson (1981), observando-se boa

concordancia entre oS mesmos.

2 X 4 elementos / lado

A 8elementos / lado
—— Mattiasson (1981)

10 1

PL2/EI
o

0 - . :
0 0,1 0,2 0,3 04 0,5
v/IL , -u/L

Figura 5.38: Trajetodrias de equilibrio do pdrtico diamante birrotulado solicitado a tragdo.

A matriz de rigidez tangente nio apresenta singularidades ao longo da curva de equilibrio,
o que ¢é evidenciado pelo cédlculo do parametro CST. A Figura 5.39 ilustra a relagdo entre o
parametro de rigidez CST e o fator de carga adimensional para o modelo analisado

referente a discretizagdo em /6 elementos de viga por lado.
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CST - current stiffness parameter

0 2 -+ 6 8
PL2?/EI

Figura 5.39: CST x Fator de Carga para o pértico diamante birrotulado
solicitado a tragdo.

Conclui-se que a estrutura apresenta uma rigidez crescente ao longo dos processos
incrementais-iterativos. Como o parametro CST ndo apresenta valores nulos para o modelo

em questdo, ndo existem trechos de instabilidade caracterizados por pontos com tangente

horizontal nula na curva carga x deslocamento ilustrada pela Figura 5.38.

De modo a facilitar o entendimento da trajetéria de equilibrio e obter uma melhor
visualizagdo do comportamento da estrutura, a Figura 5.40 apresenta as configuragdes
deformadas do sistema discretizado em /6 elementos de viga unificados por lado. Verifica-
se que o portico estd sujeito a grandes deslocamentos e rotagdes, 0 que caracteriza a nao

linearidade geométrica da formulacao.
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Figura 5.40: Configuragdes deformadas para o portico diamante birrotulado
solicitado a tragdo.
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Através das trajetorias de equilibrio analisadas, percebe-se grande equivaléncia entre os
resultados obtidos pela presente formulacdo e os apresentados por outros autores da
literatura, evidenciando a eficiéncia da formulagdo para o elemento de viga unificado e a

estratégia de solu¢do ndo linear empregada, bem como a auséncia do fendmeno de

travamento por cisalhamento.
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6 CONCLUSOES

6.1 CONCLUSOES FINAIS

No presente trabalho, a formulacido co-rotacional foi utilizada como descri¢do cinemética
com o objetivo de avaliar o comportamento ndo linear geométrico na andlise estética de
sistemas estruturais, permitindo o estudo das trajetérias de equilibrio apresentadas e a

consequente andlise da capacidade portante das mesmas.

A formulacdo do elemento de viga unificado foi obtida inicialmente para a realizacdo de
andlises de modelos lineares e, posteriormente, aplicada ao contexto da nao linearidade
geométrica, o qual utilizou os conceitos bdasicos da formulacdo co-rotacional:
decomposicdo dos deslocamentos totais em deslocamentos de corpo rigido e
deformacional. Conclui-se que a separacdo do movimento do elemento de viga em
movimento de corpo rigido e em movimento deformacional permitiu incluir os efeitos da
nao linearidade geométrica de modo satisfatério, evidenciado pelos estudos dos modelos
estruturais no Capitulo 5, os quais apresentaram trajetérias de equilibrio que permitiram

grandes deslocamentos translacionais e rotacionais.

Para a obtencdo dos elementos de viga unificados foram adotados os modos naturais de
deslocamentos e o principio dos trabalhos virtuais complementares. Em relacdo aos modos
naturais de deslocamentos deformacionais, a ado¢do dos modos de deformacao por rotagdao
nodal simétrica (estado de flexdo pura) e deformacdo por rotagdo nodal antissimétrica
(estado de flexao simples) permitiu gerar facilmente os respectivos esforcos internos. As
matrizes de rigidez tangente foram obtidas empregando-se o principio dos trabalhos
virtuais complementares (método das forcas), o qual incluem as consideracdes das
hipéteses de Euler-Bernoulli e Timoshenko de forma conjunta e unificada, através do

parametro @, que determina a influéncia da deformacao cisalhante no fendmeno de flex3o.

As matrizes de rigidez obtidas ndo apresentaram a ocorréncia do fendmeno de travamento
por cisalhamento, ndo produzindo uma sobrerigidez artificial nos modelos estruturais
analisados. Verifica-se que as trajetorias de equilibrio obtidas para cada exemplo do

Capitulo 5 apresentaram boa concordancia com as trajetérias de equilibrio obtidas por
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outros pesquisadores na literatura. A auséncia da ocorréncia de shear locking deve-se aos
fatores de correcdo de rigidezes EI e GAp, o qual permitem a utilizacdo de fungdes
aproximadoras lineares para descrever o campo de deslocamentos do elemento de viga

unificado.

A andlise da capacidade portante dos sistemas estruturais exemplificados no Capitulo 5 foi
realizada a partir do conhecimento das trajetérias de equilibrio nos graus de liberdade
apresentadas pelos nds de referéncia. Métodos indiretos como o parametro de rigidez CST
— Current Stiffness Parameter e a alteragdo do nimero de pivOs negativos da matriz de
rigidez foram capazes de detectar e classificar a ocorréncia de pontos limites (PL) e turning
points (TP). Para a resolu¢do do sistema de equagdes ndo lineares e obtencdo das
trajetorias de equilibrio foram utilizados o método de comprimento de arco combinado

com o método de Newton-Raphson completo.

Por fim, através das trajetérias de equilibrio analisadas, percebe-se grande equivaléncia
entre os resultados obtidos pela presente formulacio e os apresentados por outros autores
da literatura, evidenciando a eficiéncia da formulagdo para o elemento de viga unificado e
a estratégia de soluc@o ndo linear empregada, bem como a auséncia do fendmeno de

travamento por cisalhamento.

6.2 SUGESTOES PARA TRABALHOS FUTUROS

Apresentam-se algumas sugestdes para futuras linhas de pesquisa, a fim de abordar

aspectos nao estudados no presente trabalho.

¢ Implementacido de algoritmos de elementos de viga unificados para andlises ndo
lineares de porticos espaciais, possibilitando a andlise de coberturas de grandes
vaos, edificios de grande altura, etc.;

e Efeitos da ndo linearidade fisica do material (plasticidade);

e Analise de instabilidade dindmica;

¢ Implementacdo de estratégias numéricas capazes de obter trajetdrias secunddrias de

equilibrio;
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Comparagdo entre as respostas obtidas pelo programa co_rotating_2Dbeam.f90
com as respostas fornecidas por softwares comerciais;

Consideracdes de outras se¢des transversais, tornando possivel o uso de secdes
comerciais correntes;

Desenvolvimento de interfaces para as fases de pré e pds-processamento,

auxiliando na visualizagdo e interpretacdo dos resultados.
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