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Resumo

Caracterizamos um modelo de escolhas aleatérias em que o tomador de decisdo classifica seu
universo de op¢des em categorias e tem preferéncias completas e transitivas dentro de cada
categoria. Em face de um problema de escolha, uma categoria € sorteada segundo uma funcao
de probabildade, e ele maximiza sua preferéncia dentro da categoria considerada. O
comportamento aleatorio resulta do sorteio da cateogira a ser considerada. Este modelo
estende a ideia central de Furtado et al (2015), focado em escolhas deterministicas, ao
paradigma das escolhas aleatérias desenvolvido de forma pioneira por Luce (1959). E um
caso particular do modelo geral de Maximiza¢do Randomica de Utilidade criado por Block e
Marschak (1959) e Marshak (1960) e caracterizado por Falmagne (1978) e Barberd e
Pattanaik (1986), e mais geral que o modelo de Manzini e Mariotti (2014).



Abstract

We characterize a model of random choices in which the decision maker classifies her
universe in categories and has complete and transitive preferences in each category. When
faced with a decision problem, she sorts one category according to a probability function,
and maximizes her preference in the sorted category. The random behavior results from the
sorting of the category to be considered. This model extends the central idea of Furtado et al
(2015), which is focused in deterministic, to the paradigm of the random choices pioneered by
Luce (1959). It is a special case of the general model of Random Utility Maximization
introduced into Economics by Block and Marschak (1959) and Marshack (1960) and
characterized by Falmagne (1978) and Barberd and Pattanaik (1986), and is more general
than Manzini and Mariotti (2014).
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1 Introducao

Furtado et al. [2015] (FNR) propoem um modelo de escolha em que o mecanismo
cognitivo da categorizacao, isto é, a divisao do universo de opcoes em categorias,
com preferéncias completas e transitivas em cada categoria, cumpre papel cen-
tral no processo de decisao O modelo oferece uma convincente explicacdo para
padrées de decisao que desviam do Axioma Fraco da Preferéncia Revelada de
Samuelson [1938], em consequéncia de limitagbes comportamentais, cognitivas
e de atenc¢do. Seguindo a teoria da escolha clédssica, pressupoe-se o comporta-
mento deterministico: dado um problema de escolha, a resposta do tomador
de decisao é um subconjunto dos itens do problema de escolha, sem indicacao
de frequéncia ou ordem entre os itens escolhidos em um mesmo problema de
escolha.

Diferentemente do modelo classico de escolha deterministica, no presente
trabalho a decisao do agente é revelada por uma probabilidade: nossa premissa
é uma regra que associa a cada opc¢ao de um problema de escolha a probabi-
lidade de que esta seja escolhida, conforme introduzido por Luce [1959], Block
and Marshak [1960], Marshak [1960] e desenvolvido recentemente por Gul et al.
[2014], Manzini and Mariotti [2014]. A defini¢do de racionalidade proposta por
Falmagne [1978], Barbera and Pattanaik [1986] caracteriza o modelo mais ge-
ral de escolhas aleatorias, o Random Utility Mazimization (RUM), inicialmente
proposto por Block and Marshak [1960], Marshak [1960]. No modelo de esco-
lhas aleatérias desenvolvido em Manzini and Mariotti [2014] (MM), o individuo
revela uma preferéncia sobre o universo de op¢oes - uma opcao é revelada (fra-
camente) preferivel a outra se a presenca da primeira em algum problema de
escolha reduz a probabilidade de que a segunda seja escolhida - e a aleatoriedade
na escolha resulta de um componente de atengdo. Dado um problema de esco-
lha, um subconjunto do universo é sorteado para ser considerado, conforme a
probabildade de cada op¢ao, e o individuo maximiza sua preferéncia subjacente,
revelada pelo padrao de escolha. No modelo desenvolvido aqui, a preferéncia é
revelada como em MM, e a cada categoria estd associada uma probabilidade de
que esta seja sorteada quando da decisao referente a um problema de escolha.

A categorizacao pode ser interpretada como uma limitacdo de atencdo por
incapacidade de considerar todo o universo de opc¢oes. Pode-se também pensar
nas categorias como a representacao de atributos: cada categoria é associada a
um atributo e engloba as op¢oes que o tém, e, dado um problema de escolha, o

universo de op¢oes é limitado as opgoes que tém o atributo em foco. O seguinte



exemplo ilustra a flexibilidade e o poder descritivo do modelo de escolha aleatoéria
por categorias: Suponha que Ana escolhe diariamente um meio de transporte
publico para ir ao trabalho. Na cidade ha taxis e 6nibus, cada tipo podendo
ser climatizado ou ndo. Em 10% dos dias, Ana precisa usar taxi, e em 20%
dos dias, ela precisa usar transporte climatizado, ndo havendo correlagao entre
essas necessidades. A oferta de transporte varia a cada dia por razoes diversas.
Desde que sua necessidade seja atendida, Ana escolhe o transporte mais barato
- na ordem, 6nibus comum, 6nibus climatizado, taxi comum, taxi climatizado;
e se sua necessidade nao for atendida, Ana desiste de usar transporte priblico.
Este é um exemplo bastante razoavel de padrao de decisao que, como veremos
adiante, pode ser representado de forma simples e intuitiva em um modelo de
categorizacao. Apesar da flexibilidade e do poder descritivo da categorizacao,
nao se encontra na literatura, que seja do nosso conhecimento, um modelo que
represente esse padrao de decisdao da forma aqui proposta.

A sec¢do 2 a seguir apresenta os conceitos fundamentais da teoria da escoha
aleatéria e formaliza matematicamente o modelo de escolha por categorias, a

secao 3 mostra os resultados e a secao 4 faz a conclusao.

2 Formalizacao do modelo

O universo de op¢oes disponiveis ao agente decisor é representado pelo con-
junto X. Um campo de escolha sobre X, simbolizado por 2, é uma familia
de subconjuntos de X fechada para unides finitas. Este campo de escolha é
interpretado como o conjunto dos “menus”, ou problemas de escolha. Quando
| X| > 3, referimo-nos ao par (X, ) como um espago de escolha. O espago de
escolha é dito finito quando X é finito. (Por simplicidade, no presente trabalho
consideramos que X é finito, | X| >3 e Q= 2%\ 0.)

Dados um problema de escolha e uma op¢ao, observa-se a frequéncia com
que o agente escolhe aquela op¢ao. Como em MM, permite-se que o agente nao
escolha nada, mas aqui se faz exce¢ao ao menu completo, X, no qual o agente
necessariamente escolhe alguma opc¢ao. Isso se reflete na possibilidade de que
a soma das probabilidades das opc¢des em um mesmo menu seja inferior a 1,

exceto no menu X. Formalmente:

Definigao 1. Uma regra de escolha aleatéria é uma fungdo o : Q x X — [0,1]
satisfazendo > v o(X,z) =1, ) 40(Ax) < 1leo(Adz) =0Ve ¢ A
Para dados A € Qe x € A, 0(A,x) é interpretado como a probabilidade ou a



frequéncia com que o agente escolhe a opcao z quando deparado com o problema
de escolha A.
A probabilidade de ndo escolher nada é representada pelo parametro null:

denotamos o(A,null) =1—->__,0(A,x). Denotamos ainda p, = o({z}, x).

TEA

Estabelecemos o conceito de categorizacao conforme FNR.

Defini¢ao 2. Dada uma ordem parcial estrita (assimétrica e transitiva) = sobre
X, uma categoriza¢cao de X é uma cobertura S de X tal que > é completa em
cada S € S. A categorizacao é dita disjunta se S é uma parti¢do de X. Qualquer

S € S é chamado uma categoria de S, e é nao vazio.

O conceito de escolhas por categorias, central para o presente trabalho, é

definido a seguir.

Definicao 3. Uma regra de escolha aleatoria o é uma regra de escolha por
categorias se existem uma ordem parcial estrita > sobre X, uma categorizacao
S de X associada a > e uma funcdo de probabilidade 7 : § — [0,1] com
> ges ™(S) = 1 tais que, para todo menu A € €,

(A.2) 0,sex ¢ A
o(A,x) =
YAn(S):SeS,zeSex-yparatodoy e [ANS|\{z}},sexec A

Dizemos que o é uma regra de escolha por categorias representada por (>
,S,m).

Consideraremos ainda o caso especial em que a escolha é explicada por uma

categorizacao disjunta:

Definicao 4. Uma regra de escolha aleatoria o é uma regra de escolha por
categorias disjuntas se S é uma categorizagao disjunta. Nesse caso, o pode ser

descrita por

0,sex¢d Aoudye S, NAtal quey>x
o(A x) =

m(Sg) , caso contrario

em que S, € § é a categoria a que x pertence.
Podemos agora formalizar o exemplo apresentado na introducao.

Exemplo 1. O universo de opgbes ¢ dado por X = {0,0,t,T}, onde o, O,

t e T representam, respectivamente, 6énibus comum, 6nibus climatizado, taxi
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comum e taxi climatizado. Os menus sdo todos os subconjuntos nao vazios
de X, isto é, © = 2¥ \ (). O agente divide seu universo nas categorias {T},
{t, T}, {T,0} e {t,T,0,0}, com respectivas probabilidades 2% (necessidade
de usar taxi climatizado), 18% (necessidade de usar taxi), 8% (necessidade de
usar transporte climatizado) e os restantes 72%. Em uma mesma categoria, a
preferéncia é dada por o = O = t = T. Em face de um problema de escolha
(um elemento de ), o agente sorteia uma categoria e escolhe seu = —mazimo.

A regra de escolha aleatoria resultante é mostrada na tabela abaixo.

Cpgao / probabilidade de escolha
Ienu a 4] t T
o 0% - - -
o . B0
t . - ) -
T 1004%
o 2% &%
ot % - 183
oT 2% - - 8%
ar - Bl 20 -
ar - B0 - 0%
tT - - 2% &%
ot 725 10% 15%
T 2% BH - 0%
ot T 7% - 18% 10%
art - B 18% %
alrT 1% & 1% -l

O objetivo central deste trabalho é a caracterizagao axiomética das regras
de escolha aleatéria que resultam de um processo de escolha por categorizagao.
Em outras palavras, respondemos a questao: de posse de informagdes sobre um
padrao de decisao revelado por frequéncias de escolha de op¢oes em menus, que
propriedades necessarias e suficientes devem ser testadas a fim de avaliar se esse
padrao de decisao pode ser descrito pelo modelo de escolha por categorias aqui
exposto. Também sao analisadas as condi¢oes de unicidade e a relacdo com

outros modelos da literatura.

3 Resultados

Definimos a relagdo > C X x X por x>y se para algum A € Q o(AU{z},y) <
o(A,y).

Dada uma ordem parcial estrita >, denotamos L. (z) = {2/ € X : z = 2/}
e U.(z) = {o/ € X : 2/ > z}. Esta se¢do traz apenas a parte central das

demonstracoes, cujos detalhes sdo dados no apéndice.
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3.1 Modelo geral

Usamos uma funcdo auxiliar semelhante aquela definida em Falmagne [1978],

Barbera and Pattanaik [1986]. Dada uma regra de escolha aleatoria o, define-se

a funcao ¢, : 2% — R recursivamente da seguinte forma.

4o (0, 2) = o(X, z)
0,sex €S
o(X\S,z2) =D gcgds(S,x), sex g S

¢o (0, null) = o(X, null) =0

4o (S,null) = o(X \ S, null) — Z qo (S’ null)
S'cS

Para S # 0, ¢,(S,z) =

Por consisténcia da formula com o dominio de g, consideramos que o(f), z) =
0 e o(@,null) = 1. O seguinte axioma impoe a mesma condi¢ao de Falmagne
[1978], Barbera and Pattanaik [1986].

Axioma 1. (Racionalidade Estocdstica) Para todos S € 2% ex € X q5(S,z) >
0 e ¢, (S,null) > 0.

Acrescentamos a condi¢ao de aciclicidade.
Axioma 2. (Aciclicidade) A relag¢io > é aciclica.
E obtemos nosso principal resultado.

Teorema 1. Uma regra de escolha aleatoria o é uma regra de escolha por ca-
tegorias se e somente se o satisfaz aos axiomas de Racionalidade Estocdstica e

Aciclicidade. Além disso, a representagdo por categorias é unica.

Demonstragao. [=] Seja o uma regra de escolha por categorias representada

por (=, S, 7). Pode-se verificar que para todos S € 2X ez € X \ S

Ose SNL,(x)#0
2orcrL, (o T(SURU{z}) > 0 caso contrério

4o (S,null) =7(S) >0

45 (S, z) =

Por outro lado, para a relacao > definida sobre o, temos > C . Como por

hipétese = é uma ordem parcial estrita, e portanto aciclica, > também é aciclica.
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[«<] Considere agora uma regra de escolha aleatoria o satisfazendo aos axi-
omas. Construimos uma representacao de o na forma de uma regra de escolha
por categorias.

Sejan = | X|. Nomeie os elementos de X por 1, ..., z,, de forma que i < j =
z; ¥ xj. Para k € {1,..,n}, seja S® = {Se€2X: 5N {ap, ...z} = {zs}}.
Obviamente, |JS = 2X\(). Defina 7 : 2X\() — [0, 1] da seguinte forma.

Parak € {1,...,n}eS € S® facam(S) = ¢o(S\{@r}, 1) = 1 s 11 4o (S, T2).
Teremos 7(S) > 0.

Por fim, faca == {(z;,2;) : j > i}, e S = {S € 2X\0 : 7(9) > 0}.

A construgdo acima garante que, para todo A € Q e todo x € A, 0(A,z) =
2osCx\AUL, () T(S U {ax}). Por fim, temos que } g s m(S) = 1. Conclui-se
que o & uma regra de escolha por categorias representada por (>-,S, ).

[Unicidade] Dada uma representacao de o (>, S, 7), 7 é determinada unica-
mente pela formula 7(S) = ¢,(S,null). E como ) ¢ s7(S) = 1, concluimos

que a representacao é tnica. [

3.2 MM - caso particular de Categorias

No modelo MM, uma regra de escolha aleatéria o é uma regra aleatoria por
conjunto de consideragdo (random consideration set rule) se existem uma uma
ordem total estrita > sobre X e uma funcdo v : X — (0,1) tais que para todos
AcQexcA

o(Aw) =) [ @-2)

yeAy-x

Se impusermos Y___ v o(X, ) = 1 nesse modelo, fazendo § = 2¥\0 e 7(S) =
[Lies (@) [Tygs (1 —7(y)). teremos o(A, z) = y(x) [[,c anv,. (2) (1 = 7(y)), donde
se conclui que o é um caso particular de regra de escolha por categorias. Man-
zini and Mariotti [2014] caracterizam esse modelo por meio dos axiomas de
i-Assimetria e i-Independéncia. Permanece como objeto de pesquisa o desenvol-
vimento do modelo MM a partir do de categorias, isto é, mantidos os axiomas
de Racionalidade Estocastica e Aciclicidade, a andlise das condi¢oes adicionais

que o modelo MM impoe.
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3.3 Categorias disjuntas

Estabelecemos agora a condi¢do necesséria e suficiente para que uma regra de
escolha aleatéria possa ser caracterizada como uma regra de escolha por cate-

gorias disjuntas.

Axioma 3. (p-Independéncia) Se para algum A € Qx o(A,y) # o(AU{z},y)
entdo para todo B € Qx o(Bz,y) =0 e o(BU{z},null) = o(B, null).

E chegamos ao nosso segundo resultado.

Teorema 2. Uma regra de escolha aleatoria o é uma regra de escolha por ca-

tegorias disjuntas se e somente se o satisfaz p-Independéncia.

Demonstracao. [=] Seja o uma regra de escolha por categorias disjuntas repre-
sentada por (=,S, 7). Sejam x,y € X tais que para algum A € Qx o(A,y) #
o(AU {z},y). Claramente, z e y sao da mesma categoria e =z > y, donde
o(AU {z},y) = 0 para todo A € . Quanto a segunda implicacdo, seja
w = mazy (Sy) N[AU{y}]. Claramente, c(AU {y}, w) = n(S;). Se z>w, tere-
mos o(AU{z,y},2) =c(AU{y},w), c(AU{z,y},w) =0e oc(AU{x,y},2) =
o(AU{y}, 2) ¥z € [AU{y}] \{w}, donde segue que o(AU {z,y}, null) = c(AU
{y}, null). Por outro lado, se x [ w, como x e w sdo da mesma categoria, w >~ x
e portanto o (AU{z,y},z) =0e oc(AU{x,y},2) = oc(AU{y},2) Vz € [AU{y}],
e novamente temos o (A U {z,y}, null) = o(AU {y}, null).

[«<] Considere agora o satisfazendo p-Independéncia. Verificam-se os seguin-
tes fatos.

O,sexd Aoudye A:y>x
1. Para todos A€ Qexec X o(A,z)= ¢ 4 Y

Pz, caso contrario

2. (Monotonicidade) Para todo A,B € Q com A C B, Vz € A 0(A,x) >
o(B,x) e o(A,null) > o(B,null).

3. (Transitividade) z>yp>z = x> 2.
4. x>y = pr = py.
5. x>y,z = y>zouzby.

6. z,y>z = zdyouybdx.
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Definimos a relacdo =C X x X por x =y se x =y ou x>y ou y>x. Pelos
fatos 3, 5 e 6 acima, é imediato que = é uma relacao de equivaléncia. Denotamos
a classe de z por [z]. Procedemos & caracterizac¢do de (X, o) como uma regra
de escolha aleatoria por categorias disjuntas.

Faga ==10, S = {[z] : # € X} e n([z]) = p». E claro que >~ é aciclica e com-
pleta em cada categoria. Ademais, > s 7([z]) = 32 c x 0(X,2) = 1. Por fim,

0,sex¢ Aoudye S, NAtal quey >z
segue dos fatos 1 e4 que o(A, z) = # v qaney
w(S:) , caso contrario

O

4 Conclusao

O modelo aqui desenvolvido estende a ideia de Furtado et al. [2015], em que
o tomador de decisdo, por razoes cognitivas, de limitacdo de atencao ou de
racionalidade, restringe sua gama de op¢oes a um subconjunto do universo de
opgoes, ao paradigma das escolhas aleatorias. Assim como Furtado et al. [2015]
acrescentam uma, condicao de aciclicidade ao modelo mais geral de pseudo-
racionalidade, o presente modelo acrescenta a aciclicidade ao modelo mais geral
de maximizacio de utilidade aleatéria (RUM) de Block and Marshak [1960],
Marshak [1960]. Como resultado, obtemos um modelo capaz de explicar de
forma bastante razoével padroes de decisao nao abarcados por outros modelos
disponiveis na literatura. Trata-se ao mesmo tempo de uma generaliza¢do do
modelo de Manzini and Mariotti [2014]. Fica como tema para pesquisa futura
a reconstrucao deste e de outros modelos mais especificos que o de categorias a

partir dos axiomas aqui usados.

A Complemento das demonstragoes

A.1 Teorema 1
A.1.1 Calculo de ¢, em fungao de o.

Dados S € Qe x € X\ S, temos a seguinte equagdo verificavel por indugio
finita em |S].
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4o (S,z) = Y (-1)\Flo(X \ R, z) (1)

RCS

De fato, para S = () a equagao segue de imediato da construgao de g, e
para |S| > 1, assumindo a hipotese de que a equagdo ¢ valida para conjuntos de

menor cardinalidade,

4o (S,z) = 0(X \ S,x) — Z 40 (R, )

RCS
=o(X\S,z)— ZZ 1)IACle(X\ Q)
RCS QCR
=o(X\S,2)+ Y (-1)"\?e(X\ Q,x)
QCS
= > (-)FVo(X \ R, )
RCS
Cabe observar que
SR (X \R2) = Y S () E R (X [RYU R x)
RCS RICSNU, (z) \R2CSNL; (z)
= > pEEE S (CnFle(x\ [R'UR?,
RICSNUs (z) R2CSNLy (x)
= > RS ) Fle(xX\ R )
RICSNU, () R2CSNL, (z)

Note que, se SN L. (z) # 0, metade dos conjuntos R? C SN L. (r) tem
cardinalidade par e metade impar, o que resulta em um somatoério nulo. Segue
portanto a afirmagdo que simplifica as contas mais adiante.

SNLy(x)#0 = ¢,(S,z)=0 (2)

Para a opcao nula, por um método andlogo aquele usado para provar 1

chega-se a

16
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0o (S, null) = Y " (=1)IVEI N (X \ R, null) (3)

RCS z€X\R

A.1.2 Calculo de ¢ em fungao de ¢,.

Fixe z € X. Defina Q, = {X\A: 2z € A € Q}, ¢, € R? dada por ¢.(S) =
4s(S,z) e s, € R% dada por s,(S) = o(X\S,z). Considere o Poset (Q, D),

associado a funcao de Mdbius

(A.B) (-1)M\Blse ACB
(A, B) =

0 caso contrario

Pelo Teorema da Inversdo de Mobius (veja Stuhlsatz)

(S) = D> R, 9)0x(R) & 0.(5) = 4s(R)

RCS RCS

A equacao 1 portanto é equivalente a

o(Az)= > (R x) (4)
RCX\A
Definindo opu; € gnuu de maneira analoga, com Qnuu = €, pelo mesmo

raciocinio a equacao 3 é equivalente a

o(Anull) = > qo(Rnull) (5)
RCX\A

A.1.3 [=] Calculo de ¢, em fungao de 7.

Se SN Ly (z) # 0, j& vimos que ¢,(S,z) =0. Se SN L, (x) = (), substituindo a

funcao ¢ na equacao 1 pela representacao, temos
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4o (S,2) = Y (~1)!"\Flo(X \ R,z)

RCS

=D (D YT m(@Quia

RCS QCRUL, (x)

=D (DHEY T YT w(Q U ufal)
RCS QICRQ2CL(x)

= > Y <|{Rgs:Q1gRe|{S\R}|épar}|

Q2CL(z) Q1CA
—{RC S:Q'C Rel|{S\R}| éimpar} |> (QtuQ?ruix))
Note que

1se Q! =
0se Q' C A

[{RCS:Q"'CRel{S\R} épar}|—|{RCS:Q" CRel{S\R} éimpar}|=

Eliminando os termos nulos da soma, resulta que ¢, (5, 2) = - pcp, (4 T(SU

RU{z}). Reunem-se os dois casos na afirmagcao abaixo.

Ose SNL,(x)#0
40(5,2) = i (6)
Yrcr. (» T(SURU{z}) caso contrario

Para encontrar ¢, (S, null), é necessario primeiro calcular o(A, null) em ter-

mos de 7. Considere o somatoério

Z o(A,x) = Z Z m(RU {z})

zcA €A RC[X\AJUL, (z)

=
z€A
em que 1, = ZRQ[X\A]UL>(x) m(RU{z}). Note que, para qualquer C € (,
se CNA#0D, otermo 7(C) aparecera exatamente uma vez no somatorio, em
Yy, , €m que z. é o = —mdximo de C' N A. Por outro lado, se C N A =0, n(C)
ndo aparece no somatoério. Resulta que > 4 0(A,2) = 3 pco rrazg T(R) €
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portanto

o(A,null) = Y w(R) (7)

RCX\A

Finalmente,

4o (S, null) = >~ (1) (X\R, null)

RCS
=) Y #(@)
RCS QCR
- (1tres Qe re sy € par)
QCS

“{RCS:QC Re |{S\RY ¢ impar} |>7T(Q)

Como no caso anterior,

lse@=S5
{RCS:QCRe{S\R}|épar}||{RCS:QCRe|{S\R}|éimpar}|—{
0se@QCS

Eliminando os termos nulos da soma, resulta que

4o (S, null) = 7(S) ®)

Al4 [=]>C.
Sejam z,y € X tais que z>y. Para algum A € Q 0(4,y) > o(AU{z},y), isto

e,

> m(RU{y}) > > m(RU{y})

RC[X\AJUL: (y) RC[X\AU{z UL (y)

Isso implica que x ¢ L. (y) e que para algum R C [X \ AJUL.(y) z € Re
m(RU{y}) > 0. Como > é completa na categoria BU {y} e x ¢ L. (y) , isso

19



implica que x > y.

A.1.5 [«] Calculo de 7 em fungao de ¢,.

Sejam S € S e " = S\ {x}. Temos

n

() =¢o (S 2k) = Y 40(S, )

i=k+1
= > (-1)VRlo(X \ R, ) Z > (1)$\Flo (X \ R, z;)
RCS’ i=k+1 RCS
= > (-)IVG(X\ B, zy) — Z ST (D) (o(X\ Ryzi) — o(X \ [RU{ax}] 7))
RCS’ i=k+1 RCS’
eI (zo<x VR - 300X\ [RU ) >)
RCS’ i=k i=k

em que no ultimo passo usamos o fato de que o([X \ R] \ {zx}, zx) = 0.
Note que para todo i < k o([X \ R],x;) — o([X \ R] \ {zx},x;) = 0, ja
que xk ¥ x;. Podemos entdo completar o somatério acima com os termos

ZZ 1 'o([X \ R],z;) — Zl _1 o([X \ R] \ {zx},x;), donde resulta que

w(S) = Y (-1l (Z o(IX \ R],2i) = ) _o([X \ R]\ {wk},wi)>

RCS’ =1 i=1
= (=D)ISNEL( (1 — (X \ R],null) ) — (1= o([X \ R]\ {zx}, null)
e (( )~ o)) )
=Y ()l X\R]\{xk},null)—U([X\R],null))
RCS’
= > (=1)$\Flo([X \ R], null)
RCS
= ¢, (S, null) (9)

A.1.6 [«<] Calculo de ¢ em fungao de 7

Tome um R C {x1, ..., 251} qualquer. A func¢do 7 foi construida de forma que,

nesse dominio,
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4o (R, k) = > wm(RUQU{xk}) (10)

De fato, paral € {k+1,...,n}, se Q@ C {Zk+1,.. x1—1}, teremos por construgao
T(RUQU{zr}) = ¢o (RUQU {zp}, ) — D71 4o (RUQ U {xp, 2:}). Assim,

Z 7"'(RUQU{‘Tk}) ZQU(R7'TIC)+ Z Z <QJ(RUQU{mk}7fEi)

QC{Tky1,sTn} i=k+1 QC{ax+1,.-@i—1}

— et Ge(RUQU {xk,xi},x]‘)>

Note que, no somatério acima, dados I € {k+1,...,n} e Q C {zrr1,...,x1—1},
o termo ¢, (RUQ), z;) sera subtraido exatamente uma vez, na itera¢ao m(RUQU
{z1}), e somado exatamente uma vez, na iteragdo 7(RUQU{xg,x;}). Anulando
esses termos para todos [ e C, resulta a equagao 10.

Procedemos agora ao calculo de o em func¢ao de . Sejam A € Q, x, € A e
A= AU{xrs1,...,7,}. Note que o(A,xy) = (A, ), caso contrério terfamos
x> 2 para algum [ > k. Temos por A.1.2

o(Azy) =o(Aae) = Y qo(R i)
RCX\A

Substituindo ¢, (R, z)) conforme 10, encontramos

o(A,x) = Z Z T(RUQ U {xy})

RCX\A \QC{zr . ....en}

= > m(RU {x}}) (11)

RCIX\AJU{@ky ), an}

em que usamos o fato de que (X \ A) N {zgr1, ..., zn} = 0.

A.1.7 [«] Calculo de ) ¢ s 7(S5)

Deriva-se de 11 o somatério
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ZO‘(XLL‘ Z Z m(RU{z})

zeX z€X RCLy (x)

Note que cada S = RU {z} € 2X\ ¢ somado exatamente uma vez, na

iteracdo em que z = maz, (S) e R = S\maz, (S) C L, (z). Isso implica que

Z w(S) = Z o(X,z)=1 (12)

Se2X\0 zeX

A.2 MM - caso especial

Dada a representacao de o por categorias, temos

o(A,z) = > (S U {z})

SCIX\AJUL, (2)

= I[I @ I a-v)

SCIX\AJULy (z) weSU{z} z¢SU{x}

Fazendo C' = [X\A] U L, (x), e pondo em evidéncia os termos que nao

dependem do somatorio,

o(A,2)=|v@) [ a=v@w) | > [[rw@ -~

yeX\C SCCwesS z¢S

Note porém que 3 g [[,es7(w)[gs (1 —7(2)) = 1. Observando que
X\C = ANU,(z), resulta que

oAy =@ [[ Q- (13)

yeANU ()
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A.3 Teorema 2

O,sex¢ Aoudyc A:y>x
A.3.1 Paratodos AcQezxecXo(Az)=

Pz, caso contrario
Se x ¢ A, por definicdo o(A,2) = 0. Se x € A, suponha que o(4,z) # p,.
Entdo deve existir um A’ minimal satisfazendo x € A’ C A e o(A',2) # pa.
Claramente {x} # A’. Tome qualquer y € A"\ {z}. Pela minimalidade de A’,
o(A"\ {y},x) = p # o(4’,z), donde, por p-Independéncia, o(A’,z) = 0 e dai
y>x. Ora, y € A, o que implica novamente por p-Independéncia que (A, z) = 0.
Conclui-se que [ ¢ A e o(A,z) = 0] ou [o(4,2) =p;Jou[Tye A:y>zxe

o(A,z) = 0], o que equivale & afirmagao.

A.3.2 (Monotonicidade) Para todos A,B € Qx com A C B, Vz €
Ao(A,z) > o(B,z) e o(A,null) > o(B,null).

Primeiro note que, dados A € Q e z € X, se para todo y € A o(A,y) =
o(AU{z},y) entdo o(Anull) =1 -3 0(Ay) > 1= ca0(AyY)—
o(Au{zh,z) =13 ca,0(AU{z},y) = 0(AU {z}, null). Se por outro
lado o(4,y) # o(AU {z},y) para algum y € A, entdo por p-Independéncia
o(A,null) = o(AU{z}, null). Em qualquer caso, o(A,null) > o(AU{z}, null).
Portanto, para todo A, B € Q com A C B, um numero finito de passos mostra
que o(A,null) > o(B,null). Agora, seja © € A C B. Pela Afirmacdo 1,
basta provar que o(4,z) = 0 = o(B,z) = 0. Se 0(4,z) = 0, de modo
similar ao caso null acima, deve existir um A’minimal com 2z € A’ C A tal que
o(A’,z) = 0. Sabemos que {x} # A’, portanto podemos escolher z € A"\ {z}
e temos o(A"\ {z},2) = P, # o(A’,x) e portanto, por p-Independéncia, como
z€ A, o(B,z) =0.

A.3.3 Propriedades de b.

1. (Transitividade) zpy>z = x> 2.

Por Monotonicidade, temos o({z,y, z},v) = o({z,y, 2}, 2) = 0,logo o ({z, y, 2}, z)+
o({z,y, z},null) = 1. Entdo, o({x, 2}, 2) = 1—-[o({z, 2}, x)+o({x, 2}, null)] <
1—[o({z,y,z},z) +0({z,y, z},null)] = 0. Finalmente, como o({z},z) =

p, #0e o({x,z2},z) =0, por definicio = > z.

2. DY = Pr =Dy
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Por p-Independéncia, o({z,y},y) = 0 e o({z,y}, null) = oc({y}, null) =
1—p,. Portanto, o({z,y}, ) = py. E ainda, pela Afirmacdo 1, o({z,y}, z) #
0 = o({z,y},7) = ps-
3. z>y,z = y>zouzby.

Por 1, sabemos que p, = p, = p.. Chame p esse valor. Sabemos tam-
bém por p-Independeéncia que o({z,y,z},y) = c({z,y,2},2) = 0 e dai
oc({z,y,z},x) = p, e que o({y,z},null) = o({z,y,z},null) = 1 — p.
Portanto, o({y,z2},y) + oc({y, 2},2) = p. Finalmente, pela Afirmacéao 1,
o({y, 2}, y) = 0 ou o({y, 2},2) = 0.

4. z,y>pz = r>youyb>T.

Novamente temos p, = p, = p.. Por p-Independéncia, o({z,y, 2},2) =
e o({z,y,z},null) = o({x, z},null) = 1 — p. Entdo temos que ter exa-
tamente um dos valores o({z,y,z},2) e o({z,y,2},y) igual a p, o ou-

tro sendo necessariamente zero. Isso implica que o({z,y},z) = 0 ou

o({z,y},y) = 0, caso contrario teriamos uma contradi¢do com p-Independéncia.

Concluimos que x>y ou y > x.
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