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Resumo

Neste trabalho, apresentamos um estudo da geometria de Laguerre no espago Euclidiano, apresentando
a geometria de esferas e planos orientados, bem como das transformagoes de Laguerre. Através deste
estudo, apresentamos as superficies e a métrica de Laguerre, cujo elemento de volume é conhecido como
funcional de Laguerre. Em seguida, estudamos superficies minimas generalizadas de Laguerre, isto é,
superficies que sdao pontos criticos deste funcional e que admitem pontos isolados com curvatura zero.
Analogamente a representacdo de Weierstrass para superficies minimas apresentamos uma representagao
do tipo Weierstrass que permite descrever globalmente as superficies minimas de Laguerre generalizadas
usando trés dados: uma funcao meromorfa, uma forma holomorfa e uma fungao real harmonica. Tal
representacao é chamada de representacao conforme e coincide com a representacao de Weierstrass quando

a fungao real harmonica é nula.

Palavras-chave: Geometria de Laguerre, esferas orientadas, superficies minimas de Laguerre, super-
ficies minimas generalizadas de Laguerre, representagao de Weierstrass, representacao conforme, métrica

de Laguerre completa.
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Abstract

In this work, we present a study of Laguerre geometry in Euclidean space, presenting the geometry
of oriented spheres and planes, as well as the Laguerre transformations. Through this study, we present
the Laguerre surfaces and the Laguerre metric , whose volume element is known as the Laguerre func-
tional. Then, study generalized Laguerre minimal surfaces, i.e. surfaces which are critical points of this
functional and which allow isolated points with curvature zero. Similarly to the Weierstrass representa-
tion for minimal surfaces, we present a kind of Weierstrass representation that allows describe globally
generalized Laguerre minimal surfaces using three data: a meromorphic function, a holomorphic form
and a real harmonic function. This representation is called conformal representation and coincides with

the Weierstrass representation when the harmonic real function is zero.

Key words: Laguerre geometry, oriented spheres, Laguerre minimal surfaces, generalized Laguerre

minimal surfaces, Weierstrass representation, conformal representation, complete Laguerre metric.
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Introducao

A geometria de Laguerre constitui uma parte importante na geometria de Lie, nela os teoremas da
geometria Euclidiana que dependem somente dos conceitos de esferas e seus contatos tangenciais, tem
uma formulagdo mais natural (ver [8]). Isto é conseguido mediante trés etapas. Primeiramente, o es-
paco Euclidiano é compactificado adicionando um ponto no infinito, de tal forma que os planos podem
ser considerados como esferas de raio infinito. Esta extensdo é conhecida como geometria de Moebius.
Em segundo lugar consideramos os pontos como esferas de raio zero. Finalmente, por razoes técnicas,
orientam-se esferas e planos em UR?, associando um vetor normal. Estes objetos orientados podem ser
considerados como pontos de uma hiperquadrica Q* no espaco projetivo RP°, que é conhecida como

quédrica de Lie.

Um dos mais importantes subgrupos do grupo de transformagoes da esfera de Lie é o grupo de transfor-
macoes de Laguerre em UR3, neste subgrupo, estudamos as propriedades invariantes das superficies. As
transformagoes de Laguerre sdo as transformagoes da esfera de Lie que levam planos orientados de R3 em
planos orientados e preservam a distancia tangencial. A geometria das superficies de Laguerre em R? foi
desenvolvida por Blaschke e sua escola (ver [6]). Nos tltimos anos houve um grande interesse no estudo
da geometria das superficies de Laguerre (ver [15], [16]), principalmente desde o ponto de vista local e foi

apresentada mais de uma forma de representar as superficies minimas de Laguerre em R? (ver [20], [21]).
Uma das invariantes pelo grupo de transformacgoes de Laguerre é o funcional
L(X)—/HQ_KdS (1)
= .7 & :
onde X : S — R3 é uma imersdo de uma superficie orientada S com curvatura Gaussiana nio nula e
curvatura média H. Os pontos criticos (superficies criticas) do funcional L sido chamadas superficies
minimas de Laguerre. O estudo de tais superficies iniciou com J. Weingarten em 1888 (ver [2]), e poste-

riormente desenvolvido por Blaschke desde o ano 1924 (ver [6], [3], [4], [5])-

A equacdo de Euler-Lagrange para superficies minimas de Laguerre em (1) foi dada por J. Weingar-

s (%) =0 o

ten como segue



onde A™ ¢é o Laplaciano em relacao a terceira forma fundamental I7]. Claramente, as superficies mi-
nimas Euclidianas em R? sdo superficies minimas de Laguerre, no entanto, existem superficies minimas
de Laguerre em R® que nio sdo minimas no sentido Euclidiano. Diversos resultados sobre superficies

minimas de Laguerre podem-se achar em [6], [15] e [16].

Embora uma superficie minima de Laguerre seja definida como aquela com curvatura Gaussiana nao
nula satisfazendo (2), é possivel generalizar o conceito de minimalidade para superficies com curvatura
Gaussiana nula em um conjunto isolado de pontos, alguns resultados foram obtidos recentemente por
Aledo, Juan A., Galvez, José e A., Lozano, Victorino (ver [1]) chamadas superficies minimas generaliza-

das de Laguerre, fazendo um estudo das suas propriedades e da sua representacao.

O presente trabalho baseia-se principalmente em [13], [21] e [1], os dois tltimos apresentam represen-
tacoOes para superficies minimas e minimas generalizadas de Laguerre, respectivamente. No primeiro caso

em um aspecto local e no segundo em um aspecto global.

Este trabalho esté dividido em 4 capitulos e um apéndice, a saber:

e Capitulo 1: Preliminares
Neste capitulo apresentamos as definices e resultados béasicos sobre superficies e variedades dife-
rencidveis que usaremos no desenvolvimento do trabalho. Estabelecemos também algumas notacoes

e propriedades a serem generalizadas nos capitulos posteriores. As referencias sdo [17] e [10].

e Capitulo 2: Geometria de Laguerre
Neste capitulo apresentamos os conceitos e resultados fundamentais da geometria de Laguerre,
fazemos um estudo detalhado da geometria das esferas orientadas em R? e definimos o grupo de
transformacoes de Laguerre que é um subgrupo importante das transformacoes da esfera de Lie
(ver [8]). Fazemos um estudo das superficies de Laguerre e apresentamos a métrica e o funcional

de Laguerre.

e Capitulo 3: Teoremas de representagao e completude da métrica de Laguerre
Neste capitulo apresentamos uma analise global das superficies minimas de Laguerre e estendemos
seu estudo para o caso em que a superficie tem curvatura Gaussiana nula em um conjunto de
pontos isolados, definindo-as como superficies minimas generalizadas de Laguerre. Apresentamos
uma representacao conforme (global) das superficies minimas de Laguerre em termos de uma fungao
meromorfa, uma forma holomorfa e uma fungao real harmonica e exibimos varios exemplos de como

essa representacao é aplicada.

e Capitulo 4: Conclusao e futuras linhas de pesquisa
Neste capitulo sao apresentadas as conclusdes do trabalho e alguns resultados relacionados que
mostram o desenvolvimento da area de pesquisa. Finalizamos com um problema aberto que versa
sobre a geragdo de duas superficies simétricas que preservam areas a partir de uma superficie minima
de Laguerre, mostramos alguns grificos das superficies simétricas geradas computacionalmente como
sendo uma demonstracao empirica que posteriormente ajudaré a inferir uma possivel formalizagao

analitica da demonstracao.



Capitulo

1

Preliminares

Neste capitulo apresentamos as defini¢des e resultados da geometria Riemanniana a serem utiliza-
dos ao longo deste trabalho. Comecamos com defini¢coes relacionadas as variedades diferencidveis e em
seguida estudamos as superficies diferenciaveis, em particular, as superficies Riemannianas. Por serem
considerados conhecimentos basicos, alguns resultados estao em forma de afirmagio no decorrer do texto
e sem demonstracoes. Estas afirmacoes e suas respectivas demonstragdes podem ser encontradas na lite-
ratura bésica da geometria tais como [10] e [24]. Quanto a diferenciabilidade de uma fungdo, adotamos

a convencao de ser de classe C'™°.

1.1 Variedades Riemannianas

1.1.1 Variedades diferenciaveis

Definigao 1.1. Uma variedade diferencidvel de dimensdo n é um conjunto M e uma familia de aplicagies
biunivocas X, : U, C R™ — M de abertos U, de R™ em M tais que:

1. Up X0 (Uy).

2. Para todo par o, B, com Xo(Uy N (Ug) =W # 0, os conjuntos X' (W) e Xﬁ_l(W) sdo abertos em

R"™ e as aplicacoes Xﬁ_1 o X, sao diferencidveis.
3. A familia {(Uy, Xo)} é mdzima relativamente as condigées 1 e 2.

O par (U, Xo) (ou a aplicagio X,) com p € Xo(Uy) € chamado uma parametrizagao (ou sistema
de coordenadas) de M em p; X, é entio chamada uma vizinhan¢a coordenada em p. Uma familia

{(Ua, Xa)} satisfazendo 1 e 2 é chamada uma estrutura diferencidvel em M.

De agora em diante, quando indicarmos uma variedade por M™, o indice m indicard a dimensao de
M. Considere em M a topologia induzida pela estrutura diferencidavel. No decorrer deste trabalho, as
variedades diferenciaveis serdo sempre de Hausdorff e com base enumerével. Isto significa que dados dois
pontos distintos de M existem vizinhancas destes dois pontos que nao se interceptam e que M pode ser

coberta por uma quantidade enumeravel de vizinhancgas coordenadas.
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Exemplo 1.1. Em M = R""1\ {0}, definimos a relacio de equivaléncia ~ por:
r~y<sy=tr, para algum t 0.

O espago quociente RP™ = M/ ~ chama-se espago projetivo real. RP™ é uma variedade diferencidvel
de dimensdio n. Geometricamente, cada classe [L] € RP™ pode ser identificado com a reta em R"T! que

passa pela origem cuja diregdo € dada pelo vetor x.

Definicao 1.2. Sejam M e MJ" variedades diferencidueis. Uma aplicagdo ¢ : My — My € diferencidvel
em p € M se dada uma parametrizacio Y : V. C R™ — My em ¢(p) existe uma parametrizag¢io
X:UCR" = My emp tal que o(X(U)) CY(V) e a aplicagdo

Y lopoX:UCR" = R™ (1.1)

¢ diferencidvel em X ~'(p). Dizemos que o é diferencidvel em um aberto de My se € diferencidvel em

todos os pontos deste aberto.

Decorre da condicao 2 da Definicao 1.1 que a definicao dada ¢é independente da escolha das parame-

trizagdes. A aplicagdo (1.1) é chamada a expressao de ¢ nas parametrizacoes X e Y.

Defini¢ao 1.3. Seja M uma variedade diferencidvel. Uma aplicagcdo diferencidvel o : (—e,e) — M é
chamada uma curva (diferencidvel) em M. Suponha que «(0) = p € M, e seja D(M) o conjunto das
fungoes de M diferencidveis em p. O vetor tangente & curva o emt =0 € a fungdo o/(0) : D(M) — R

dada por
d(foa)
dt t=0"

Um vetor tangente a M em p é o vetor tangente em t = 0 de alguma curva o : (—e,e) = M com «(0) = p.

o/ (0)f = f € D(M).

O conjunto dos vetores tangentes a M em p serd indicado por T, M.

Se escolhemos uma parametrizagdo X : U — M"™ em p = X(0), podemos exprimir a funcio f e a

curva « nesta parametrizacao por

fOX(Q):f(ula"'aun)a q:(ula"'aun)EU

X oalt)= (ui(t), - ,un(t))

respectivamente. Portanto, restringindo f a «, obtemos

o)y = M2 gy
n , 8
=20 (5
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Assim, o vetor o/(0) pode ser expresso na parametrizacdo X por

o (0) = iu;(o) (8ii)0' (1.2)

Observe que ( 4
3ui

) é o vetor tangente em p & “curva coordenada”
0

ui = X (0, ,0,u;,0, - ,0).

A expressao (1.2) mostra que o vetor tangente a uma curva « em p depende apenas das derivadas de «
em um sistema de coordenadas. Decorre também de (1.2) que o conjunto T, M, com as operacoes usuais

de func¢oes, forma um espago vetorial de dimensdo n, e que a escolha de uma parametrizagdo X : U — M

n
determina uma base associada { ( > } em T, M. E imediato que a estrutura linear em 7, M assim
0

U; i—1
definida ndo depende da parametrizacio X, O espaco vetorial T, M é chamado o espago tangente de M

em p.

Proposicao 1.1. Sejam M] e MJI" variedades diferencidveis e seja @ : My — My uma aplicagio
diferencidvel. Para cada p € M,y e cada v € T,My, escolha uma curva diferencidvel o : (—e,e) — M
com a(0) = p, &/(0) = v. Faga f = @ oa. A aplicagio dp, : T,My — T,y M2 dada por de,(v) = '(0)

€ uma aplicacao linear que nao depende da escolha de o.
Definicao 1.4. A aplicagio linear dp, dada pela Proposi¢io 1.1 é chamada diferencial de f em p.

Definicao 1.5. Sejam M e M3 wvariedades diferencidveis. Uma aplicagio ¢ : My — My é um di-

feomorfismo se ela é diferencidvel, biunivoca, sobrejetiva e sua inversa o

é diferencidvel. ¢ é um
difeomorfismo local em p € M se existem vizinhangas U de p e V' de ¢(p) tais que ¢ : U — V € um

difeomorfismo.

A nocao de difeomorfismo é a no¢do natural de equivaléncia entre variedades diferenciaveis.

2

Definigao 1.6. Sejam M™ e N™ wvariedades diferencidveis. Uma aplicagdo diferencidvel ¢ : M — N €
uma imersao se dpy : TyM — Ty, N € injetiva para todo p € M. Se, além disto, ¢ € um homeomorfismo
sobre (M) C N, onde p(M) tem a topologia induzida por N, diz-se que @ é um mergulho. Se M C N

e a inclusao i : M — N € um mergulho, diz-se que M € uma subvariedade de N.

Note que se p : M™ — N™ é uma imersao, entao m < n; a diferenca n — m é chamada de codimensao

da imersao ¢. Pode-se mostrar que toda imersdo é localmente um mergulho.

Definig¢ao 1.7. Seja M uma variedade diferencidvel. Dizemos que M é orientdvel se M admite uma
estrutura diferencidvel {(Uq, Xo)} tal que, para todo par «, 8, com Xo(Uy) N Xg(Ug) = W # 0, a
diferencial da mudanga de coordenadas Xgo X1 tem determinante positivo. Caso contrdrio, diz-se que
M é nao-orientdvel. Se M é orientdvel, a escolha de uma estrutura diferencidvel que satisfaz a condi¢io
acima € chamada uma orientacio de M. Duas estruturas diferencidveis que satisfazem tal condigdo

determinam a mesma orientacdo se a unido delas ainda o satisfaz.

Pode-se verificar que se M é orientavel e conexa existem exatamente duas orientacoes distintas em
M. Supondo M; e M, variedades diferencidveis e ¢ : My — Ms um difeomorfismo, pode-se verificar

também que M, é orientavel se e somente se My é orientével. Se, além disto, M7 e M5 sao conexas e
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estao orientadas, ¢ induz uma orientacao em Ms que pode ou nao coincidir com a orientacgao inicial de

Ms. No primeiro caso, diz-se que ¢ preserva orientagdo e no segundo, que ¢ reverte a orientacdo.

Defini¢ao 1.8. Seja M™ uma variedade diferencidvel com estrutura diferencidvel (U,, X,) e considere

o conjunto
TM ={(p,v)|pe M,veT,M}
. 0 0] .
Indicaremos por (u$,--- ,u®) as coordenadas de U, e por Jue " oga as bases associadas nos
Uy Up,

espagos tangentes de ¢, (U, ). Para cada «, defina ¢, : Uy x R — T M, por

n
¢Oé(u?v""ugvm1a"'axn) <¢0¢ ula' LU Z )

onde (x1, - ,x,) € R™. Assim definida, {(Uy X R, ¢4)} dota de uma estrutura diferencidvel a TM.

Com tal estrutura, TM € uma variedade diferencidvel de dimensao 2n chamada fibrado tangente.

Definig¢ao 1.9. Um campo de vetores X em uma variedade diferencidvel M é uma correspondéncia que
a cada ponto p € M associa um vetor X(p) € T,M. Em termos de aplicagdes, X é uma aplicagdo de
M no fibrado tangente TM. O campo é diferencidvel se a aplicacio X : M — TM ¢ diferencidvel.

Considerando uma parametrizagio X : U C R™ — M é possivel escrever

() =Y ailp) (1.3)

n
3 } € a base associada a X. Dizemos que X ¢é
Ui ) ;
i=1

diferencidvel se e somente se as funcgées a; sao diferencidveis para alguma (e, por tanto, para qualquer)

onde cada a; : U — R é uma fungdo em U e {

parametrizagao.

Denotaremos por X(M) o conjunto de todos os campos de vetores diferenciaveis em M e por D(M)
o conjunto das fungoes diferencidveis de M em R. Assim, a expressao do campo X em (1.3) sugere uma

forma de interpretar um campo de vetores como uma aplicacdo X : D(M) — D(M), definida por

Z a:(p (’9uZ

sendo uma espécie de derivada direcional. Dessa forma, se X e ) sao campos de vetores diferenciaveis

em M e f: M — R é uma funcio diferenciavel, podemos considerar as fungoes X (Y f) e V(X f) e entdo
definir o colchete, denotado por [X, Y], pelo campo de vetores XY — YX onde

(XY =YVX)f =XVf) = I(Xf)

E possivel mostrar que para X, ), Z € X(M), a,b € Re f, g € D(M), esta operacio entre campos
satisfaz as seguintes propriedades

1. [X,)] = — [V, X] (anti-comutatividade),

2. [aX +bY,Z] = a[X, 2]+ b[Y, Z] e [X,aY + bZ] = a[X,V] + b[X, Z] (bilinearidade),
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3. ([, V], 2] + [V, 2], X] + [[2, X], Y] = 0 (identidade de Jacobi),

4. [fX, 9] = fglV, X]+ fX(9)Y — gV(f)X.

Definigao 1.10. Uma métrica Riemanniana em uma variedade diferencidvel M é uma correspondéncia
que associa a cada ponto p de M uma forma bilinear simétrica, positiva definida g, : TyM xT,M — R que

varia diferenciavelmente no sequinte sentido: Se X : U C R™ — M ¢é um sistema de coordenadas locais em
0 " 0 0
eq=X(uy, - ,uy) entio a fun¢ao — — =
5 )} e X ) entio o funcio g, (52-(0). 50
gij(u1, -+ ,un) € uma fungdo diferencidvel em U. As fungoes g;; sdo chamadas expressio da métrica

torno de p com base associada {(

Riemanniana no sistema de coordenadas X : U C R™ — M. Uma variedade diferencidvel munida de

uma métrica Riemanniana chama-se uma Variedade Riemanniana.

Definigao 1.11. Seja M™ uma variedade Riemanniana com métrica g. Definimos o fibrado tangente

unitario de M, denotado por UM, como a subvariedade

UM = {(z,8) |z € M,g(§,&) =1}

O fibrado tangente unitario UM é uma subvariedade de dimensao (2n — 1) que pode ser mergulhado em
M x Sn=1.

Definigao 1.12. Sejam M, N duas variedades Riemannianas. Dada f: M — N wma imersao, dizemos

que f € uma imersdo isométrica se para todo p € M e u,v € T, M temos

gp(u,v) = gf(p)(dfp(u)a dfp(”))'

Onde g representa a métrica de M e § a métrica de N, em particular, se f é um difeomorfismo, dizemos

que f € uma isometria.

Observagao 1.1. Observe que se M, N sdo variedades diferencidveis, f : M — N € uma imersao e N
possui uma estrutura Riemanniana entdo f induz uma estrutura Riemanniana em M para cada p € M

da sequinte forma
gp(uvv) = gf(p)(dfp(u)7dfp(v))a u,v € TPM

Onde g representa a métrica de M e g a métrica de N. Decorre do dito acima, que dada uma imersio

isométrica f : M — N, ela é localmente um mergulho.

Definigao 1.13. Sejam M, N duas variedades Riemannianas com métricas g e g, respectivamente. Uma
aplicagio f : M — N é chamada conforme se existe uma fungdo ¢ € D(M), tal que para todo p € M e
todo u,v € T, M se tenha

Gp(dfpu, dfpv) = ez“ogp(u, v).
Nesse caso, dizemos que g e g sao conformes. No caso particular de ¢ ser constante, dizemos que g e §

s$ao homotéticas.

Exemplo 1.2. Consideremos o semi-espago do R™ dado por
H" = {(z1, - ,z,) € R" |z, > 0}

e introduza em H" a métrica )
gij (w1, Tn) = —5 055,
:L.'n
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assim tal métrica é conforme a métrica usual de R. O espagco H" é chamado o espago Hiperbdlico de

dimensao n.

Ja que o contetido principal do presente trabalho versa sobre subvariedades bidimensionais de R3,
faremos um estudo das principais defini¢oes e propriedades para subvariedades em R", sendo de utilidade
o caso n = 3 e as subvariedades de dimensdao m = 2, particularmente superficies minimas e superficies
Riemannianas. Nos seguintes capitulos, quando seja dita uma subvariedade, esta subentendido que é uma

subvariedade de R™.

1.1.2 A meétrica Riemanniana induzida as subvariedades de R"

Em uma variedade diferenciavel podem ser definidas muitas métricas diferentes, em nosso caso nos
limitamos & chamada “métrica Riemanniana induzida”’ que é obtida do produto escalar Euclidiano do
espaco envolvente.

Seja M uma subvariedade de R™, o produto escalar Euclidiano em R™ é dado por
n
<$7y> = Zmlyl 5 para r = (xly' o axn)a Yy = (ylv' o ayn)
i=1

Assim, (-,-) induz um produto escalar em cada subespago T, M C R™.

Definigao 1.14. Seja M C R" wuma subvariedade e para cada p € M, seja g, : TpM x T,M — R o
produto escalar dado por

gp(2,y) == (z,y), =,y € T,M.

A familia g = {gp}peM destes produtos escalares chama-se a métrica Riemanniana induzida em M.

1.1.3 Gradiente, divergéncia e Laplaciano em subvariedades de R"

Definigao 1.15. Seja M C R" uma subvariedade com sua métrica Riemanniana induzida e seja f :

M — R uma func¢dao suave em M com valores reais. O gradiente de f € o unico campo vetorial
gradf: M — R"
em M que a cada ponto p € M associa o vetor gradf(p) € T,M que satisfaz

gp(gradf(p)v v) = dfp(v) , YoeT,M.

O seguinte teorema fornece uma representa¢ao em coordenadas locais para o gradiente na base cano-

nica associada a um sistema de coordenadas, particularmente, mostra que o campo gradf é suave.

Teorema 1.1. Seja M™ uma subvariedade diferencidvel e (U, X) um sistema de coordenadas em M.

Dada f € D(M), denote a representagdo correspondente de f por f:: foX1:X(U)—R e seja (g¥)

o 0
a matriz inversa de (g;;) = (gp (5" 3)) Entao no dominio U temos
€T X

noosof 0 N L[ oF 0
= 9 - —_— = v _ . -
grad f Z g 9z, 0z, Z g <3zi oX) oo,

ij=1 ij=1
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Demonstragdo. Ver Apéndice A.1.1. O

Definicao 1.16. Seja M™ C R™ uma subvariedade diferencidvel e X € X(M). A divergéncia de X ¢ a
fungdo div(X) € D(M) definida por

div(X)(p) = 3 (wi(X),v0) . peM

=1

onde {v1,--- ,vn} € uma base ortonormal de T,M e v;(X) € R™ denota a derivada direcional da aplicagdo

X : M — R"™ na diregao do vetor v;.

Agora, vamos escrever a divergéncia de um campo vetorial em coordenadas locais, para tal propdsito,

vamos precisar de um Lema, cuja demonstracao encontra-se no Apéndice A, Se¢do A.1.2.

Lema 1.1. Seja F : (—e,e) — GL(n,C) uma curva diferencidvel no grupo das matrizes invertiveis.
Entao

Tr(F~Y(s) o F'(s)) = % In(det F(s)).

Teorema 1.2. Seja M™ uma subvariedade diferencidvel com parametrizagio X : U — M e X € X(M).

m
Suponha que X tenha a representag¢io X = Z & . Além disso, seja 6 = det(g;;(p)), para cadap € M.
i=1

du;

Entao no dominio U, temos

mm=%§£ﬁﬁ»

Demonstragdo. Seja {3%1, cee a%} a base canonica associada a p em M induzida pela parametrizagao
s 0

X e seja (v1,- -+ , V) uma base ortonormal qualquer em T, M. Entdo v; = ZAij% para uma matriz
=1 !

A = (A;j). Além disso, seja E := (J;;) a matriz identidade e seja G := (g,;(p)). As matrizes G e A sao

relacionadas da seguinte forma

E = (gp(a;,a;)) = Z AikgriAj | = AoGoA',  etambém G '= Ao A
k=1

Em particular,

Para a divergéncia obtemos, pela definigao:

i = - V; V) = 3 i i i '

div(X) = ;< i(X), vi) Zkzlzl Aik <8uk (), oy > i
- k,zlz:l (l_l AikAil> <a k(X) aul>

= kJZ:1(A A)kl <aUk (X)a aul>
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9]
Agora substituimos X pela representagdo X = Y " | 51 e aplicamos as regras para derivada direcional.
Além disso, no seguinte calculo vamos usar o fato das derlvadas direcionais e vetores de uma base canodnica

comutarem segundo a férmula

9 9|_92 9 9 9
Oup’ Ouj|  Ouy Ou;  Ouj Ouy,

Desta forma, obtemos

div(X) = i g <<azk(§j) : E;zj 3aul> & <a(zk (81) ’86uz>>

7.k, =1
[0 o [0 d
:jgil {a(@)g gji +§Jg <3uj <3uk) ,aw>} (1.5)

"9 m m 0 0 0
=Y 5@+ 326 3 0 (50 () o)

Q

onde na pentltima linha no segundo termo, trocamos os indices j e k segundo nossa observagao acima.
Continuamos transformando o segundo termo. Para isso, separamos ele em duas partes iguais e na
segunda parte renomeamos os indices k e [. Além disso, usamos a simetria da métrica, a regra da

derivada do produto escalar de aplicacoes com valores vetoriais e o lema anterior, assim

S G () o) =3 2 G () o) -3 2 () )
:% i gkl<aauj (3ilc>7ffw>+;z§_:1gkl<aik (£>7£>
-3 25 (o o))

Usando a equagdo (1.5) obtemos

div(X) = Z [aij &)+ ~€i£j(\/5)} = %Z a(z

=1

-(£'V0).



1.1 Variedades Riemannianas 12

Finalmente, definimos o Laplaciano para func¢oes definidas em subvariedades.

Definigao 1.17. Seja M™ C R™ uma subvariedade diferencidvel com métrica g e f € D(M). Definimos

o operador de Laplace A9 por

AY:D—D
[ AY(f) = div(grad(f)).

Quando seja usada uma Unica métrica, simplesmente denotaremos o operador Laplaciano por A.
Assim, como foi determinada a divergéncia em coordenadas locais, temos a seguinte representa¢ao para

o operador Laplaciano.

Teorema 1.3. Seja M™ uma subvariedade diferencidvel com parametrizacio X : U — M e f € D(M).

i OF
aui '
Demonstra¢do. Da mesma defini¢do do operador Laplaciano A e dos Teoremas 1.1 e 1.2 segue que no
0
1 5‘uJ
i ] ij ZJ
- (@g )

0
ai (Vi 3L).

8ui

Entao, com as notagoes do Teorema 1.2, temos

Af = \[Z

1,7=1

dominio U, temos

A(flv)

TMS

-
Mg T M3

e

4,J

Exemplo 1.3. O operador de Laplace em S%. Seja a métrica g induzida pela imersio
T:(0,7) x (0,27) — S?
(0, ¢) = T'(ip, ) = (singpcos ¢, sinpsin ¢, cos ¢),

entdo, temos

g1 ={Tp,Ty) =1 , gra=ga1=0 , goo= (T, Ty) = sen’p

assim,
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Logo, temos

1 /0 .0 o 1 )
A= — 701/27 v 91/2)
(890 oo " dpsn’, 06

1 0 . 0 o 1 0

" Tsing [&p (Sm%w> +a¢wa¢}
. 1 0

=7 155 (0 55) |~ wrpae

Exemplo 1.4. (Operador de Laplace para métricas conformes)
Seja M™ uma variedade Riemnanniana com duas métricas conformes g e g, entao existe p € D(M) tal
que

§=e*yg, (1.6)

assim, obtemos que gi; = €>?g;; e consequentemente que G = e~ *?g". E claro que da equacdo (1.6)
temos que det§ = €2 det g, entdo, definindo 6 := det g obtemos det § = e2™?0 =: 0. Agora, fazendo

uso da formula do Laplaciano em coordenadas locais dada no Teorema 1.3 temos

0
1 i _ Op . 0 _ 0 0
= (m=2)¢ (1, — 9) 2 i 2y o(m=2)p _~ ij_—
Z [ ‘ (m=2) u> vog Ou; te Ou; (\/ég Buzﬂ

_ Dp 0 e N0 L Of
— _ 2¢ y_r _Z _ g _—J
(m 2)6 Z g auj Ou, + \/é Z 8’[1,]‘ (\/@g Gul>

i,j=1 i,j=1
L 0p 0
— —9)e2%¥ 1y 2 —20 A9
(m—2)e i;1 g Bu, du; +e

Jd que estamos sobre superficies (subvariedades 2 - dimensionais) temos a sequinte rela¢ao entre os La-
placianos das métricas conformes
AY = e72PNY,

A continuagdo serdo citadas as regras do produto para o gradiente, divergéncia e Laplaciano em uma

subvariedade. As demonstragoes encontram-se no Apéndice A, Se¢do A.1.3.
Teorema 1.4. Seja M uma subvariedade, sejam f,h € D(M) e X € X(M). Entio
1. grad(f - h) = f - grad(h) + h - grad(f).
2. div(f-X) = f-div(X) + X(f).

3. A(f-h)=f-Ah+h-Af+2{gradf, gradh).
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Definigao 1.18. Uma conexao afim V sobre uma variedade diferencidvel M €é uma aplicagao

V:iX(M)xX(M)— X(M)
(X,9) = V(X,)"E V2,
satisfazendo as seguintes propriedades
i. VixygyZ = fVxZ+gVyZ,
ii. Vx(V+2)=VaYV+VaZ,
iii. Va(fY)=fVad+X(f)Y,
onde X, Y, Z € X(M) e f,g € D(M).

Definigao 1.19. Dada wma variedade Riemanniana M™ e p € M, existe uma vizinhanca U C M de p
e m campos ortonormais Ey --- E,, € X(U) tais que em p, Vg, Ej(p) =0. A familia {E;}", é chamada

um referencial geodésico (local) em p.

Observagao 1.2. Das duas defini¢coes anteriores, o operador de Laplace na Defini¢iao 1.17 € equivalente

/]
m

A(f(p)) = ZEi(Ei(fD(p) ,Vp € M.

i=1

1.2 Superficies, formas quadraticas e representacao de Weierstrass

1.2.1 Superficies regulares

Definicao 1.20. Um subconjunto S C R>® é uma superficie reqular se, para cada p € S eviste uma
vizinhanca V de p em R3 e uma aplicacdo ¢ : U — V N S de um aberto U de R? sobre VNS C R? tal

que

1. ¢ é diferencidvel.
Isto ¢, se escrevemos p(u,v) = (z(u,v),y(u,v), z(u,v)) € U, as fungdes x(u,v),y(u,v), z(u,v) tém

derivadas parciais continuas de todas as ordens em U.
2. ¢ € injetiva.

3. Para todo q € U, {g—i, g—f} sao linearmente independentes, ou seja, as derivadas parciais g—ﬁ(q) e

g—f(q) sGo tais que o produto vetorial g—‘s(q) X g—f(q) # 0.

Quando dizer superficie é comum identificar a parametrizagdo ¢ quanto sua imagem, S = p(U), sendo

indistintamente usado no decorrer do trabalho.

Definigao 1.21. Dizemos que uma superficie S € orientdvel se pode ser coberta com uma familia de
vizinhangas coordenadas de modo que se um ponto p € S estar em duas vizinhangas dessa familia, o

Jacobiano da mudanga de pardmetros em p seja positivo.

Entendemos por vetor tangente a S em um ponto p € S, o vetor o/(¢) de uma curva parametrizada
diferenciavel  : (—¢,€) — S com a(0) = p. Seja S C R?® uma superficie regular, p : U C R? -V NS
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uma parametrizagao e um ponto g € U. O conjunto de vetores tangentes a .S em p = ¢(q) é um subespago
2-dimensional chamado plano tangente de S em p, denotado por 7,5 é independente da parametrizacao
o escolhida.

Ja que ¢, X ¢, é ortogonal ao plano tangente 7,5 no ponto p, representamos o vetor normal unitario em

p por
N(p) = ulq) X pu(q)

leul@) x eu(@)l’
chamado de vetor normal unitario de ¢ em ¢, sendo p = ¢(q). Dessa forma, para p fixado, a equagio de
T,S é dada por

(z,y,2) = p(q)N(p) = 0.

1.2.2 Formas fundamentais

Vamos considerar uma superficie regular S C R®. Em cada plano tangente 7,S com p € S é induzido
um produto interno (-, -) > due, por sua vez € uma forma bilinear simétrica, logo tem associada uma

forma quadratica I,. Definimos o produto interno (-, ) e a forma quadratica I, respectivamente, como

P

(+,),: TS xT,8 - R

(u,v) = (u,v),

I,: T,8 + R
w e I (w) = |w|?.

A forma quadrética I, é chamada primeira forma fundamental da superficie regular S em p.

Supondo que X : U C R? — R?® ¢ uma superficie regular, sendo que {X,, X,} & base de T,S, para

aX, +bX, com a,b € R, podemos escrever

I(aX, +bX,) = [aX, + bX,|?
a*( Xy, Xy) + 2ab(X,, X)) + b*(X,, X,)

e obtemos as seguintes fungoes

gi1 = <XuaXu> =F
g12 = go1 = (Xy, Xp) = F
g22 = <XvaXv> =G

Chamamos as fungbes {g;;} de coeficientes da primeira forma fundamental. Explicitamente, a primeira

forma fundamental pode-se exprimir como
I = Edu® + 2Fdudv 4+ Gdv*. (1.7)

Agora, considerando a superficie regular S orientada parametrizada por X : U C R? = 5, definimos
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a aplicacao normal de Gauss em p € S como

N:UcCR?=>R

Xu x X,
u,v) —= N(u,v) = ———,
( ) ( ) |Xu><Xv|

a qual associa a cada ponto de S sua imagem normal em S%. Sabemos que dN, : T,S — T,S ¢ uma

aplicacao linear autoadjunta, o que permite associar-lhe uma forma quadratica (), definida como

Qp: T,SxT,S =R
(u,v) = Q(u,v) = (dNpu,v) .

Associamos a @), a forma quadrética I, definida como

II,: T,S >R
u Il (u) = —Q(u,u) = — (dNpu,u) .

A forma quadrética I1, é chamadasegunda forma fundamental da superficie regular S em p.

Analogamente ao caso da primeira forma fundamental, para a X, + bX, com a,b € R, podemos escrever

IT,(aX, +bX,) = —(dN,(aX, + bX,),aX, + bX,)
= —a*(dN,(X.), Xu) — 2ab{dN,(X,), X)) — b*(dN,(X,), X,)
= a?*(N, Xyu) + 2ab(N, X)) + b*(N, X))

e obtemos as seguintes fungoes

€11 = <N7 qu> _<Nu7Xu> =e
e12 =e21 = (N, X)) = =(Ny, X)) = = (N, X)) = f
€22 = <Na va> - _<NU,XU> =g

Chamamos as funcoes {e;;} de coeficientes da sequnda forma fundamental. Explicitamente, a segunda

forma fundamental pode-se exprimir como
II = edu® + 2 fdudv + gdv*. (1.8)
Definicao 1.22. Seja X : U C R? — R3 uma superficie reqular, definimos a curvatura Gaussiana como

2

€11€22 — €
K=—=—12
911922 — 912

e se for uma superficie orientada, definimos a curvatura média como

_ Llengoe —2e12g12 + €22922

H 2
2 911922 — 912

Definigao 1.23. Dizemos que uma superficie orientada € minima se sua curvatura média € identicamente

nula.
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Finalmente, é possivel definir uma outra forma bilinear simétrica dada por

P,: T,8 x T,S — R
(u,v) = Pp(u,v) = (dNpu, dNpv) ,

associando-lhe a forma quadratica I11, definida como

1L, : T,8 — R
u > ITT,(u) = (dNpu, dNpu) .

A forma quadrética I11, é chamada terceira forma fundamental da Superficie S em p. Assim, das equacoes

(1.7) e (1.8), a terceira forma fundamental pode-se exprimir como
IIT = (2He — KE)du? + 2(2H f — KF)dudv + (2Hg — KG)dv®>. (1.9)

De agora em diante, omitiremos o indice p, subentendido que as formas fundamentais estao definidas
em p. Se ndo ter confusdo, serd usado II1(u,v) para fazer referéncia a forma bilinear P da qual 117
provém. Assim também, para II(u,v), teremos considerado II(u,v) = — (dNpu,v), ou seja II(u,v) =

—Q(u,v). Analogamente para I.

Observagao 1.3 (Relacdo entre as Formas Fundamentais). Dada wma superficie orientada S e um
ponto p € S, existe uma base ortonormal {e1,e2} do T,S de dire¢ées principais, entdo: dNp(e1) =

—kie1, dN,(e2) = —koes onde ki1, ks sdo as curvaturas principais de S em p. Elas provém da equaggo
kK —2HE+ K =0,

onde H e K sao a curvatura média e Gaussiana respectivamente. Tal equacao € fornecida pelo polindémio
caracteristico
p(k) = det (AN, + kId) =0,

logo, usando o Teorema de Cayley-Hamilton temos
(dN,)? = 2HdN, + KId = 0.
Agora, Vu € T,,S temos
<(de)2 u, u> — 2H (dNyu, u) + K (u,u) =0
(dNpu, dNpu) — 2H (dNpu, u) + K (u,uy =0
I1T(u) — 2HII(u) + kI(u) =0

assim, temos a identidade
IIT-2HITI+ KI =0. (1.10)

Consequentemente, da equagao (1.10) temos as seguintes fungoes

hi1 = —2He;1 — Kgn
hi2 = ho1 = —2He1a — Kgi2
haa = —2Hegs — Kgoo
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Chamamos as funcoes {h;;} de coeficientes da terceira forma fundamental.

De modo geral, seja S uma supericie orientada. As formas quadréticas A = Ldu?® +2M dudv + N dv?
e B = Ldu® 4+ 2M dudv + Ndv? sobre S fornecem o par (A, B) se A é ndo degenerada. E conveniente

usar a terminologia usual quando A =1 e B = I1 sao as formas fundamentais.

Definimos a curvatura média e a curvatura extrinseca H e K, respectivamente, do par (4, B) por

LN -2MM+NL

H = H(A, B) 2MM + NE
2(LN — N12)
a2

K = K(4,B) = LN =M

IN -

No caso particular de ter as formas quadréticas C = IIT e B = II, temos o par (C,B) = (I1I,1I), e

usando as expressoes em (1.9) e (1.8) temos,

IIT = (2He — KE) du® +2(2Hf — KF) dudv + (2Hg — KG) dv?
L N

M

_ 2 2
IIT= ¢ du"+2 f dudv+ g dv

~~
L N
dai,
(it ) = GHe = KE)g —22Hf - KF)f + (2Hg - KG)e
(2He — KE)(2Hg — KG) — (2Hf — KF)?
_ 2H (2¢g — 2f%) — K(Eg +2fF — Ge)
" 4HZ%eg — 2HeKG — 2KEHg + K2EG — 4H%f? + 4H fKF — K2F?
_ 4H(eg — f*) — K - 2(EG — F*)H
-~ 4H2(eg — f?2) —2HK (eG — 2fF + Eg) + K2(EG — F?)
4H(eg — f?) — (EéifF) 2EG — F2)H
T AH%(eg — f?) — 2HK - 2(EG — F2)H + K2(EG — F?)
— AH(eg — f?) —2(eg — f*)H
AH?(eg — f2) — 2H(eg — f?) - 2H + (gL
_ oOH — H _H
2H2 — 202 4 &) K
Portanto,
H(III,II) = l (1.11)
y - K A

De forma anéloga, temos
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eg — f*
K(ITI,11) =
(L ID) (2He — KE)(2Hg — KG) — (2Hf — KF)?
_ eg — f*
4H?(eg — f2) — 4H?K(EG — F?) + K2(EG — F?)
B 1
A2 270 ( EG—F2 2 ( EG—F2
AH? — 42K (B9 ) + K2 (S )
B 1
4H? —4H?K+ + K2+
_ L
= .
Portanto,
1
K(II1,11) = =. 1.12
(1L ) = + (1.12)

As expressoes (1.11) e (1.12) ligadas ao par (III,II) serdo uteis no futuro.

1.2.3 Superficies de Riemann

Uma superficie de Riemann M é uma variedade 2 -dimensional, conexa de Hausdorff com estrutura
diferenciavel {(U,, Z,)} tal que {Z,(Uy)} € uma cobertura aberta de M, onde

Zo Uy, CcC—> M

é um homeomorfismo de um subconjunto aberto do plano complexo C de modo que as mudancas de
parametros
fap = Z5" 0 Zg: Z5 1 (Zs(Up) N Za(Ua)) = 25 (Z5(Up) N Za(Ua))

sao holomorfas sempre que Z,(U,) N Zg(Ug) # 0. Pelas equacgoes de Cauchy-Riemann, concluimos que
toda superficie de Riemann é orientével.

Se u, v sdo parametros locais de uma parametrizagdo Z, dizemos que os pardmetros sdo isotérmicos
ou conformes se (Zy, Zy) = (Zy, Zy) € {Zy, Zy) = 0.

Pode-se mostrar que toda superficie orientavel M possui uma estrutura de superficie de Riemann. O
plano complexo C, com a estrutura diferenciavel {(C, Id)}, e qualquer subconjunto aberto conexo de C
sdo superficies de Riemann; em particular, o disco unitario D? = {z € C;|z| < 1} é uma superficie de
Riemann. A esfera de Riemann C = C U {oo}, com sua estrutura formada por duas parametrizagoes,
a identidade definida em C e a aplicagdo z — % definida para z # 0 estendida a oo por 0 — oo, com a
estrutura, é uma superficie de Riemann.

Uma aplicacdo continua f : M; — M, entre duas superficies de Riemann é dita holomorfa em p € M,
se, dada uma coordenada local {(V1,Y1)} em f(p), existe uma coordenada local {(Uy, X1)} em p tal que
f(X1(U1)) € Y1(V1) e a aplicagio Y, ' o f o X; : Uy — C é um holomorfismo em X '(p). A fungdo f é
dita holomorfa em um aberto de M; se for holomorfa em todos os pontos deste aberto. E claro que a
definicao dada é independente da escolha das coordenadas locais.

Se f & injetiva e holomorfa, entdo f~' ¢ holomorfa e f é dita equivaléncia conforme. Neste caso, M,

e Ms sao ditas conformemente equivalentes.

Lema 1.2. Seja f: U C R? — V C R? uma bijecio holomorfa entre abertos de C = R2. Entdo, f € uma
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aplicagdo conforme.

Demonstragao. Escrevemos f(xz,y) = (u(z,y),v(z,y)), (z,y) € U. Como f é holomorfa, vale as equagoes

de Cauchy-Riemann
Ou Ov Ou ov

or "oy oy or
Sendo {e1,e2} a base canénica de R?, segue que

(O A8\ (0 v\ (0u o
(Afer, dfea) = <3x’8y> a <<ax’ 333) ’ <3y’ 3y>>
Judu Oz v

“owoy owoy

=840 = () + (8
:< ) ( >2 (dfe,, dfe,) .

. 2 . 2 2 )
Assim, <dfei,dfe].> = p28;; = p*{e;, ;) , onde p? (d“) + (%) = (%) + (%) . Agora, se v é
um campo de vetores qualquer em U, temos que
(dfv,dfv) = (df (a1e1 + azez), df (are1 + azez))
= ajp® (e1, e1) + azp® (e2, €2)
= p?(af +a3) = p* (v,0),
e portanto f é uma aplicacao conforme. O

Seja agora f : M; — M, uma equivaléncia conforme entre duas superficies de Riemann. Tomando
{(U, X))} e{(V,Y)} como parametrizagOes isotérmicas em M; e Ma, respectivamente, tais que f(X(U)) C
Y (V), entdo a aplicagao

p=YlofoX:UCR > Y (f(X()) CR®

é uma bijecao holomorfa, e pelo lema anterior concluimos ser uma aplicacao conforme. Como X e Y sao
isotérmicas, entdo sdo aplicacdes conformes. Assim, de ¢ = Y 1o f o X segue que f = Y opo X!
¢ um difeomorfismo, e por composicao é localmente conforme. Portanto, f é uma aplicacdo localmente

conforme.

1.2.4 Representacao de Weierstrass

Nesta secdo apresentamos a Representacdo de Weierstrass para superficies minimas, tal representacao
fornece uma descricdo explicita da superficie usando dois dados: uma funcdo meromorfa e uma forma

holomorfa. Para um estudo detalhado das formas diferenciaveis, citamos [9].

Seja U C R? aberto simplesmente conexo e 1) : U — R? uma imersdo, dizemos que v é uma aplicacio

conforme se [, | = |¥y| € (¥y, ) = 0, neste caso ¢ induz uma métrica em U :

ds* = N\ (du® + dv?)
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onde A = [¢),| = |1y|. Dizemos que (u,v) sdo parametros isotérmicos. A possibilidade de obter parametros
isotérmicos é dada pelo seguinte teorema.

Teorema 1.5 (Existénca de parametros isotérmicos). Se ¢ : U — R3 é uma imersao, entio existe um
difeomorfismo ¢ : U — U (de classe C*, sempre que ¢ € CF) tal que 1; = 1 o € uma aplicacao

conforme.
Demonstragdo. Ver [22]. O

Supondo M uma superficie conexa e orientavel e seja z : M — R? uma imersio de classe C>, pelo
teorema anterior cada ponto p € M possui uma vizinhanga de parametros isotérmicos (u,v). A métrica

induzida sobre M por x sera representada, localmente, em termos de tais pardmetros, por
ds* = N\?|dz|?,

onde z = u + . Assim, uma mudanca de coordenadas de tais parametros ¢ uma aplicagdo conforme.
Desde que M é uma superficie orientavel, podemos limitar-nos a familias de parametros isotérmicos

cuja mudanga de coordenadas preserve a orientacdo do plano, tal superficie € uma superficie Riemanniana.

o 1(0 0
&—a(af”m>’
o 1/0 .0
&—z(&ﬁﬂm>’

e dizemos que f é holomorfa se, e somente se, %f =0. Se %f = 0, dizemos que f é anti-holomorfa.

Na superficie Riemanniana, definimos os operadores

(1.13)

Vamos agora considerar uma imersiao X := (X, X»,X3) : M — R3, na qual é possivel definir
parametros isotérmicos, entao, ja que
AX = 2HN,

NETEREYT ]
TN2020z A2\ 0wz o)’

consequentemente, temos a seguinte proposi¢ao.

temos

Proposicao 1.2. X : M — R? é uma imersdo minima se, e somente se, é harmonica.

Por outra parte, definindo ¢ = %X, temos

0 0 0 A2
0" o ~ 1A%

logo, ¢ & holomorfa se, e somente se, X é harmonica.

Observagao 1.4. Note que ¢ € uma funcdao definida em M localmente com valores na quddrica de C

que satisfaz 22 + 23 + 23 = 0, pois: Supondo ¢ = (¢1, P2, ¢3) = %X, entdo

0 1/0 .0
oK = &Xk = 5 (auXk - ZavXk>
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dai,
2

0.\ —0., 0
- Xk: <8UX,€) — 22%:(%)@(%&}

Xul? = 1Xo)? — 20 (X, X,)} =0

>ot= i{
=1

g2 6]

A
(Xul* + 1X,%) = A =5 >0,

»JM)—‘
Mm

assim, > ¢2 =0 e |¢p| > 0.

Agora, suponha que w = w(z) é uma mudanca de parametros (ainda isotérmicos), entdo definindo

uma funcio ¢ = %X , temos
0 0 0 ~ 0
=5 T 5" %o

assim, se considerarmos as formas diferenciais a,& : M — C? dada por a = ¢dz e & = ¢ dw em seus

parametros z, w respectivamente, teremos
! _
a=¢ds = do-wdz = Gdw =G
0z
o que quer dizer que « esta globalmente definida em M com expressdo local a = (a1, s, a3) tal que
a = ¢ dz; k= 1,2,3. Consequentemente, temos a seguinte proposicao.

Proposicao 1.3. Seja X : M — R? uma imersio. Entdo o = ¢dz é holomorfa sobre M se, e somente
z
se, X é uma imersdo minima. Alias, X = Re/ a, onde a integral é tomada ao longo de qualquer

caminho desde um ponto fizo ate z € M.

Observacgao 1.5. Quando a parte real da integral de o ao longo de qualquer caminho fechado é zero,

dizemos que o nao tem periodos reais. A ndo existéncia de periodos reais para « € equivalente a que

Re </ a> independa do caminho em M.

Teorema 1.6 (Represetacao de Weierstrass). Sejam oy, g, a3 formas diferencidveis holomorfas sobre

M tais que

(a) Zai =0, ( ou seja, o = ¢pdz e Zqﬁi =0),
k k

(b) Z|ak|2 >0, e
k
(¢) Cada a ndo tem periodos reais em M.

z
Entdo, a aplicagio X : M — R3 definida por X = (X1, X2, X3) com X, = Re/ a € uma 1mersao
minima.
z
Observagao 1.6. A condigdo (¢) € necessdria para garantir que Re/ ay depende sé do ponto final z.

Po
Assim, cada Xy, € bem definida independentemente do caminho desde py ate z. (b) garante que X seja

mersao.
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E possivel dar uma descricio das solucdes a o? + a2 + a2 = 0 sobre M. Para isso, suponha que
1 2 3 )
a1 # iae (M néo imersa num plano), definimos a fun¢io meromorfa g e a forma holomorfa w por:
a3
g9=———""
Qo — 109
w = a1 — iQo,
localmente oy = ¢ dz, entao

w =1 — iy = (¢1 — ip2) dz,

definindo f := ¢ — i¢o temos que f é uma fungao holomorfa e w = f dz. Por outra parte, nos termos de
g € w temos:

w
ay] = 5(1 - 92)7
.w
Qg = 17(1 +92)7
2
a3 = gw.

Assim, a imersdo minima é dada por
z Zw 9
X1 =Re| a1 =Re 5(1—9 )dz
X, =Re/ ay =Re/ i%(1+92)dz (1.14)

X3=Re/ ag,:Re/ gqwdz

A expressao em (1.14) é chamada Formula de Representagao de Weierstrass para superficies mini-

mas em R3.

- 1 o .
Observagao 1.7. Note que N = m (ZReg, 2Im g, |g]? — 1) . Se m € a projecao estereogrdfica esten-
g
dida, mo N = g, assim g € a aplicagdo normal da imersao.
Exemplo 1.5. Seja M = C, g(z) = —ie*,w = e~ *dz. Observe que g nio tem polos e w ndo tem zeros
em C. Entao
—  (14e®) d
] = 5 ( +e ) ¥4
e—z +ez
=——d
5 z
= coshzdz
o R
oy = 262 (1 _ 622) dz
e *—e*
=i|l—— ) d
i ( . ) .
= —isinh zdz
a3 = —iefe” *dz

= —idz.
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Logo,
X, = Re/ cosh z dz = Re(sinh z) = Re (—isiniz)
0
= Re[—isin(iu — v)] = Re[—i(siniucosv — cosiusinv)]
= Re[—i(¢sinhu cos v + sin v cosh u)]
= Re (sinh u cos v + i sinv cosh u)

= sinh u cos v

Xo = Re/ —isinh z dz = Re(—icosh z) = Re (—icosiz)
0

= Re[—icos(iu — v)] = Re[—i(cosiucosv + siniusinv)]
= Re[—i(coshu cosv + i sinh usinv)]
= Re(—icosucosv + sinh usinv)

= sinhusinw
X3 = Re/ —idz = Re(i2)
0
= —Re (iu —v) = v.

Como cosh z, sinh z, e o produto sdo holomorfos, temos para todo caminho fechado ~v que /ak =0, isto
¥

é, ai ndo tem periodos reais. Logo da equagdo (1.14) temos

X, = sinhucosv
X9 = sinhusinv

X3:’U

chamando t = sinhu, temos que X = (tcoswv,tsinv,v) é o Helicdide.




Capitulo

2

Geometria de Laguerre

A geometria de Laguerre é essencialmente a geometria Euclidiana de esferas e planos orientados, seu
estudo iniciou com J. Weingarten em 1888. Posteriormente foi desenvolvido por Blaschke desde o ano
1924 (ver [6], [3], [4], [5]) e no ultimo século retomou grande interesse ([1], [13], [15], [16], [20], [12], [21]).
Um dos objetivos desta geometria é estudar as superficies criticas do volume da métrica de Laguerre,
chamadas superficies minimas de Laguerre. Nesta secao apresentamos os conceitos de orientagao e contato
de esferas e planos em termos de suas coordenadas esféricas. Introduzimos o grupo de transformacoes
de Laguerre e mostramos a invaridncia da métrica de Laguerre pela acao deste grupo. Finalizamos com
um teorema de caracterizagao das superficies minimas de Laguerre em termos de sua curvatura média e

Gaussiana.

2.1 Geometria das esferas orientadas em R?

Nesta secio apresentamos a geometria de esferas orientadas em R®. Para maiores detalhes sobre es-

feras orientadas na geometria de Lie referimos aos livros [8] e [7].

Seja UR? o fibrado tangente unitario de R?, o qual pode ser mergulhado em R® por
UR® = {(z,6)|z € R®, £ € $°} CR®> x §* C R,

existem duas classes de esferas orientadas em UR?, a primeira delas corresponde propriamente a uma
esfera e a segunda a um plano visto como um caso de esfera degenerada de raio infinitamente grande,

ambos no espago R3.

Definigao 2.1. Uma esfera orientada em UR? centrada em p com raio r é uma subvariedade 2-

dimensional em UR3 dada por
S(p,r) = {(=,€) € UR3|x—p:r£} ,peR reR.

Geometricamente S(p, ) é uma esfera orientada com raio 7 em R3. Se 7 > 0 (respectivamente r < 0),

entdo a esfera é orientada para fora (respectivamente para dentro). Se r = 0, entdao S(p,0) consiste de
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todos os vetores unitarios em p, nesse caso chamamos a S(p,0) ponto esférico.

Definigao 2.2. Um plano orientado em UR® com vetor constante v € S? e constante a € R é uma

subvariedade 2 - dimensional em UR3 dada por
P(v,a) = {(z,v) € UR® |z v =a}.

Geometricamente, P(v, a) é o plano orientado {x ER3 |z -v= a} em R3 com vetor normal v. Deno-

tamos por ¥ o conjunto constituido por todas as esferas orientadas e planos orientados em UR?.

Definigao 2.3. Sejam 'y, I's € X. Dizemos que I'y e I's tém contato orientado se 'y = I's ou se a

interseccio I'y N Ty € um tinico ponto (x,£) € URS.

Geometricamente, I'; e I's tém contato orientado em (z, £) se, e somente se, elas sdo esferas orientadas
(ou planos orientados) em R? tangentes em = com o mesmo campo normal unitério £. Para determinar

uma forma analitica da condigdo de existéncia de contato orientado, introduzimos as seguintes definicoes.

Definicao 2.4. Definimos o espago pseudo - Euclidiano RS como R® munido do produto escalar (),
dado por
(z,y) = =191 + T2yo + T3Ys + Tays + T5Ys — TeYs

para x = (1, - ,%6), Y = (Y1, , ys) € RC.

Definigao 2.5. Definimos o cone de luz C° em RS por
C’={zeRy| (z,z) =0, 2 # 0} CRS.
Definicao 2.6. No espaco projetivo real RP®, definimos a quddrica Q* por
Q= {[:c] €RP5| (x,z) =0, a:#()}

Entao, pode-se associar uma esfera orientada S(p,r) € ¥ a um vetor v € C° dado por

1 1
v= (3P =) G A=l +07) o, ). 2.1

e associar um plano orientado P(v,a) € ¥ a um vetor v* € C° dado por
’Y* = (a’ —a, v, 1)a (22)

onde | - | denota o produto Euclidiano em R®. Chamamos a v, v* de coordenada esférica de S(p,r) e

P(v,a), respectivamente.

Para qualquer I' € X, denotamos por 7 sua coordenada dada em (2.1) e (2.2). Entdo, temos que a

correspondéncia I' € ¥ <+ v € C® define uma bijegao de ¥ em C%\{p}, onde

p=(1,-1,0,0), 0 € R (2.3)
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Geometricamente, o ponto

(1= . p, 0>

DN =

1 1
= lim — (= (1+[pP?),
P s [P (2 (1217
em C® & a coordenada do ponto esférico no oo de R3.

A seguir, vamos fazer uma anélise dos contatos orientados entre elementos de ¥. O objetivo deste

analise é estabelecer uma relacdo entre o contato orientado e as coordenadas esféricas em C°.

e Caso I: Duas esferas orientadas diferentes.
Sejam S(p1,r1) e S(p2,r2) duas esferas orientadas cujas coordenadas esféricas sdo

1 1
= (5P =D 50—+ 2, n )

1 1
72 = (2(1 + |p2|2 - r%)) 5(1 - |p2|2 +T%)7p27_r2) ’

respectivamente. Em principio, podem ocorrer os seguintes casos
i p1=p2, 11 #12H
. p1 # p2, 1 =72,
iii. P1 #pg, T1 7é T2.

As duas esferas possuem contato orientado se existe um tnico ponto (z, &) € S(p1,71) N S(p2,r2),

consequentemente, deve-se satisfazer que

x—p =nré (2.4)

T —p2 =12, (2.5)

dai, temos que
p1—p2 = (r2 —711)§
e ja que & € S?, obtemos que |p; — p2| = |r2 — 71|. Portanto, o tnico caso possivel ¢ o caso (iii).

Agora, observe que se existir (z,&) # (z,€) € S(p1,71) N S(pa,72) teriamos que

T—p=nré (2.6)

I —py =19k, (2.7)

logo, de (2.4) e (2.6) temos que

x—ﬁ{“:a’c—rlg

e logo,
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Por outra parte, de (2.5) e (2.7) temos que

x—T=r9(§—&), (2.9)

igualando (2.8) e (2.9), temos

assim,

(Tl - T2)(£ - é-) = 0)
e como 71 # 79, obtemos que £ = &, o que é uma contradi¢do. Portanto, o ponto de intersecgio de
S(p1,71) € S(pa,r2) € Gnico.

Analisamos agora o produto escalar das coordenadas esféricas v; e 2, temos

72} = (50 = 720,50 I 2= ) (504 Il = ) 50 = ol 4 ), ) )
= i [+ [ = D) (1 + [p2f* = 3)] + % [ = |pr|* + 7)1 = [p2f* +73)] + p1-p2 — 1179
= L [T+ U =73+ (il =7 + (= ) (pal? — 73))
£ [ (Aol +73) + (e +7) + (Clpal? + ) (el +13)] 12— rama
= 2 (poP — ) = Sl =) +prpr— i
= 5 (B =21 2+ Ipal?) + 5 (13— 2r1 s +13)
= —%|P1 —P2\2 + %(7‘2 - 7"1)2'
(2.10)
Logo, se (y1,72) = 0, teriamos que |p; — p2|> = (12 — r1)?, de onde |p; — p2| = |r2 — 71|, portanto

S(p1,71) e S(p2,72) sdo de contato orientado. Reciprocamente, se S(pi,r1) e S(p1,r2) sdo de
contato orientado, temos que |p; — pa| = |r2 —r1], de onde (71,72) = 0. Temos assim que as esferas
orientadas sdo de contato orientado se e somente se (v1,72) = 0. Geometricamente, temos em UR3
a seguinte figura.

( 2\ ( 2\
N : Vetor normal. N : Vetor normal. X

x : Ponto (z,€) S(p1,m) x : Ponto (z,€)

S(p2,72) S(p2,72)
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Observagao 2.1. Se tomamos 11 = 19 = 0, este caso inclui o caso de contato orientado entre dois
pontos esféricos S(p1,0) e S(p2,0), onde de uma maneira rdapida, obtemos que devem ser o mesmo
e trivialmente € satisfeita a condi¢do da existéncia de contato orientado se, e somente se, o produto
das suas coordenadas esféricas é nulo. De fato, se em (2.10) supomos que (y1,72) = 0 obtemos que

p1 = P2, € se a priori supomos que elas possuem contato orientado obtemos que p1 = po e dai seque

que <’71772> =0.

e Caso II: Ponto esférico e uma esfera orientada.
Sejam S(p,0) e S(g,r) um ponto esférico e uma esfera orientada, respectivamente. Suas coordenadas

esféricas sao

— 1 2 1 _ 2
1 2,2y 1 2, 2
72:(2(1+|q| —7")75(1—|q| +T)a£]7_7n>v

respectivamente. Supondo que tem contato orientado, deve existir um unico (z,£) € S(p,0)NS(q,r),
assim, deve-se satisfazer
x—p=0, (2.11)
x—q=r§, (2.12)

note que supondo a existéncia de outro elemento (z, &) € S(p,0)NS(q,7), procedendo analogamente
ao caso anterior obteremos que de fato (7,£) = (z,€), o que garante a unicidade do contato. Por
(2.1

outra parte, usando a equagao (2.11) na equagao 2) e do fato & € SQ, temos que

lp—ql =Irl. (2.13)
Analisamos agora o produto escalar das coordenadas esféricas v; e vz, temos

<<; (1+|P‘2)é(1*|p| ).p, ) <; (1+|q27’2),;(1|Q|2+T2)a%r)>

73K1+mﬁxr+mﬁfr%]+§K1—mﬁxlfmﬁ+w%]+p@

<717 72>

_ ‘P|2 1 2 2 \p| 2_ 2 |p| 2 2 |P\ 2
= Pl =) = (gl — ) = Py (gl +7%) ~ P (g ) 4 pg
2
p 1
=g g
2

r
2

1
—5 (e = 2p-q+af*) +

1 2
—5(p—d*+ 5

(2.14)
Agora, supondo que (y1,72) = 0, usando a equagao (2.13) teriamos que S(p,0) e S(g,r) possuem
contato orientado. Reciprocamente, se na equacao (2.14) supomos que a equagao (2.13) é satisfeita,
teriamos que (y1,72) = 0. Temos entdo que o ponto esférico e a esfera orientada sdo de contato
orientado se, e somente se, (71,72) = 0. Geometricamente, temos em UR? a seguinte figura.
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e Caso III: Esfera orientada e um plano.
Sejam S(p,r) e P(v,a) uma esfera orientada e um plano orientado, respectivamente. Suas coorde-

nadas esféricas sao

1 1
= (5 0P =) 5 (= b+ ) )

T2 = (aa —a, v, l)a

respectivamente. J& que neste caso o vetor normal de P(v, a) ndo pode mudar, elas possuem contato
orientado se existe um tnico (z,v) € S(p,r) N P(v,a), assim, deve-se satisfazer

T —p=ru, (2.15)

T-v=a, (2.16)
logo, como v € S?, obtemos da equacio (2.15) que
(x—p)-v=r,

e usando a equagao (2.16)

TV—pV=r=a-—p-,

assim,
p-v=—-r-+a. (2.17)

Agora, observe que se existir (z,v) # (Z,v) € S(p,r) N P(v,a), teriamos que

T—p=ruv, (2.18)

Z-v=a, (2.19)

mas, das equagoes equagoes (2.15) e (2.18) temos que

r—rv=p==x—1Tv,
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ou equivalentemente
r—7=0, (2.20)

contradizendo a hipdtese de ser x # Z, portanto, a unicidade do contato esta garantida.

Analisamos agora o produto escalar

(71,72) = <<; (1 + |p|2 _ r2) 7 % (1 — |p\2 +7~2) D —r> , (a,—a, &, 1)>

a
2
—a+p-&+r

(IT+[pP=r*) = A= pP+r*)+p-E+r

a
2

Logo, se {v1,72) = 0, teriamos da equagao (2.17) que r —a = —p - v, ou seja S(p,r) e P(v,a) tem
contato orientado. Reciprocamente, se S(p,r) e P(v,a) tem contato orientado, temos r—a = —p-v,
de onde (v1,72) = 0. Logo, a esfera orientada e o plano orientado tem contato orientado se, e
somente se (y1,7v2) = 0. Entdo, uma esfera orientada e um plano orientado tem contato orientado

se, e somente se (7y1,7v2) = 0. Geometricamente, temos em UR? a seguinte figura.

r

Observagao 2.2. Este caso inclui o caso de contato orientado entre um ponto esférico S(p,0) e um
plano orientado P(v,a). Geometricamente, possuem contato orientado se, e somente se, o centro

p do ponto esférico estd no plano P(v,a).

e Caso IV: Dois planos orientados.

Sejam P(v1,a1) e P(va,aq) dois planos orientados cujas coordenadas esféricas sdo, respectivamente

7 = (a1, —ay, vy, 1), (2.21)

Yo = (a2, —az,va, 1). (2.22)

Entéo, possuem contato orientado se existe um tinico ponto (z,v) € P(vy,a1) N P(vg,as). Portanto,
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deve-se satisfazer
UV ="v1 = V2,

x-v=a, (2.23)
T v = ag,

entdo, definimos a := a; = as, assim teriamos que dois planos orientados tem contato orientado s

no caso trivial de serem o mesmo. Note também, ji que sendo que v € S2, temos

<'71a72> = <(aa —a,v, 1)7 (a7 —a,v, 1)>
=—a*+ad*+ ] -1
= 0,
assim, ter contato orientado implica (71, 7v2) = 0. Alids, supondo a priori que (7y1,72) = 0 implicaria
que vy -v3 = 1 0 que significaria que £(v1,v2) = 0, concluindo que os planos P(v1,a1) e P(vs2,az) sdo

0s mesmos, ou seja, tem contato orientado. Portanto, dois planos orientados tem contato orientado

se, e somente se (y1,72) = 0.
Concluimos entao a seguinte proposicao.

Proposigao 2.1. Duas esferas orientadas 'y, Ty € 3 tém contato orientado se, e somente se, suas

coordenadas esféricas vy , 2 € C5, respectivamente, satisfazem

<’71ﬁ2> =0.

Observagao 2.3. De (2.1), (2.2) e da defini¢ao de g, temos que se v é coordenada de alguma esfera
S(p,r), entdo

(1 - |p|2 + T2) y Py T’> a(lv 17030)>

DN | =

oo = ( (5 00+ 7 = 7%),

1 1
=S+ b =) = (= [ +7?)

2
:—17

por outra parte, se v* é coordenada de algum plano P(v,a), entdo

<'7*7 @> =((a,—a,v,1),(1,-1,0, 0)>
=—-a+a
=0.
Assim, sendo que ¥ = {esferas orientadas} U {planos orientados} temos a seguinte propriedade.
Propriedade 2.1. Seja I' € ¥ uma esfera orientada com coordenada v, entio

e I' é uma esfera orientada se, e somente se, (v, p) # 0.

e I' é um plano orientado se, e somente se, (-, p) = 0.

Notemos que para qualquer ponto (g, &) € UR? é determinado um tinico conjunto de esferas orientadas

de contato orientado em zo € R3 com o mesmo vetor normal unitario £,. Geometricamente temos
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P(&0, w0 - &)

-

J

Onde as esferas na parte superior correspondem a raios positivos e as esferas da parte inferior a raios

negativos. Notemos também que é determinado um tnico plano P(&y,xg - &) de coordenada esférica ~;

neste feixe além de um tunico ponto esférico S(xg,0) de coordenada esférica vo. Geometricamente temos

Chamaremos este conjunto de feize de esferas orientadas. De fato, pela Proposicao 2.1, escrevendo

temos

4 )
// \\\
// N S(pi, i)
/ \
/ \
| }
\ /
\ /
\ /
N s
‘ S(2o,0)
\&@wg)/”
7 \
/ \
,/ \ P (&0, 20 - o)
T
w |
\ /
\ /
\ /
N -
\ J

Y3 = AgV1 + 1372, Ya = AaY1 + HaY2,

(¥3,74) = (Ag71 + p3y2, Aam1 + pay2) =0,
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ou seja, as esferas associadas a 3 e 4 possuem também contato orientado. Dessa forma, qualquer esfera
I' no feixe pode ser determinada mediante sua coordenada esférica vy que pode ser escrita como

v =M+ py2 € CP\{p}

para algum (), ) € R?\{(0,0)}. Assim, o ponto (z,&) € UR? determina uma tnica reta C5\{p} dada
por {\y1 + pya | (A, 1) € R2\{(0,0)}}, consequentemente, ¢ determinada uma tnica reta projetiva em

Q"\{[g]} dada por
{1+ pe] | (A, 1) € R\{(0,0)}}.

Usando o fato citado acima, pode-se definir o conjunto A® formado por todas as retas projetivas em

Q*\{[p]}. Assim, temos uma propriedade equivalente a Proposigio 2.1.

Proposigao 2.2. Sejam I'y, I'y € 3 com coordenadas esféricas 71 , 2, respectivamente. Entdo, T'1 e 'y
possuem contato orientado se, e somente se todas as retas projetivas {[Ay1 + pyo] | (A, ) € R*\{(0,0)}}

estao completamente em Q*\{[p]}.
Demonstragao.

= | Suponha que I';,T'; € ¥ com coordenadas esféricas 71,72, respectivamente, possuem contato
orientado, entdo (71, 72) = 0. Seja agora, qualquer (), 1) € R?\{(0,0)}, entdo temos a reta projetiva

L= {1+ pe] | (A 1) € R\{(0,0)}} (2.24)

satisfaz

(A1 + 2, A+ ye) = A2 (v, m1) + 20y, 2) + 12 (v2,12) = 0,

dai, temos que \y; + puy2 € C°\{p} ou equivalentemente, que [Ay; + uy2] € Q*\{[p]}, portanto
£ c Q"\{[pl}-

< | Suponha que qualquer reta descrita em (2.24) estd completamente contida em Q*\{[p]}, entdo
Y1 € y2 sao, respectivamente, coordenadas esféricas de duas esferas orientadas I'y,I's € ¥. J& que

M1+ py2 € CP\{p}, temos

0= (Ay1 + 2, A1 + 1y2) = A2y, 1) + 2Au(y1,72) + 12 (v2,72) = 2M0(v1, 72),

como neste caso ndo trivial temos A, u € R\{0}, entdo (y1,72) = 0, portanto I'; e I's possuem
contato orientado.

Definigao 2.7 (Difeomorfismo de Lie). A aplicacdo L : UR® — A5 definida por

L((2,€)) = P + 2] € QN\{[p]}, (A, ) € R*\{(0,0)} (2.25)

€ um difeomorfismo, chamado de difeomorfismo de Lie.

Agora, partindo do fato de que cada ponto (z,£) € UR? determina um tnico feixe de esferas de

contato orientado em z € R3 com o mesmo vetor normal unitirio & € S2, associemos o ponto esférico
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S(z,0) e o plano P(&,x - €), por sua vez elas tem associadas, respectivamente, os vetores de C\{p}

= (304 1af) 3 (1), 0)
Yo = (I-f,_$'§a§71)’

(2.26)

entao, é possivel definir um difeomorfismo de Lie por
¢ : UR> = A®

(2.27)
(@) 7> 000, €) = [A (5 (1+1aP).

(1 - |‘T|2) ﬂ'r70> +,u(x’§7*m'§7£71)

DN |

2.2 Grupo de transformacoes de Laguerre sobre UR?

Nesta secao introduzimos o conceito de transformacao de Laguerre e apresentamos o grupo de trans-
formacoes de Laguerre sobre UR3. O principal objetivo é gerar o grupo de transformacoes de Laguerre

a partir de isometrias em R3, transformacoes parabélicas e transformacdes hiperbdlicas em URS3.

Definigao 2.8. Em RS temos um produto escalar dado em coordenadas pela matriz diagonal

p=diag(—1,1,1,1,1 — 1), entdo, uma forma quadrdtica é da forma
Q(21, 22, T3, 24,5, T6) = —23 + 13 + 22 + 27 + 22 — 22,
Definimos o grupo semi - ortogonal O(4,2) como o subgrupo de mairizes M de ordem 6 tais que

Q(Mv) =Qu, v e RO*1

ou equivalentemente, como aquelas satisfazendo M'uM = p. De forma andloga, define-se O(3,1).

Definigao 2.9. Seja LG o subgrupo do grupo semi- ortogonal O(4,2) que fiza a coordenada esférica do

ponto esférico S(x,0) no infinito de R3, em outras palavras
LG={T c0(4,2)| T = p}.

Vamos determinar a dimensdo de LG, para isso, considere uma curva diferenciavel T' : (—¢,¢) — LG,
com T'(0) = Igxe € chame J = diag(—1,1,1,1,1,—1). Ja que Vs € (—¢,¢), T(s) € O(4,2), temos que

T'(s)JT(s) = J,
entao, ja que J é constante,
[(T())" 7] T(5) + T'(5)IT(5) = O,
particularmente para s = 0, temos que

(T'(0))" 7 = —IT"(0),
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chamemos T" = (T;;), entdo
Ty Tor T31 Ty Ts1 Ter -1 0 0 0 0 O
Tio Toe T390 Ty Ts2 Tg2 0 1.0 00 O
T T: T: T, T: T 0O 01 0 0 O
(Tt(O))/J _ (T/(O))t g | Tis Tos Tss Tz Tss Tos
Ty Tos T34 Tay Tsq Tes 0 00 1 0 O
Tis Tas T35 Tys Ts5 Tes 06 0001 O
Tie Tos T3 Tus Tse Tos 0 00 0 0 —1
(2.28)
=Ty Ty T31 Ty Tsi —Te1
—Tig Too T30 Tho Tso —Tpo
_ —Ti3 To3 T3z Tyz T3 —Te3
T Tog Tzg Tay Tsa —Tos
=T1s To5 T35 Tys Ts55 —Tes
—Ti6 Tos T3¢ Tae Ts6 —Tos
Por outro lado, temos
1 0 0 0 o0 T Tie Tiz Ty Tis Tis
0 -1 0o 0 0 Toy Toy oz Toy Tos Toe
0o 0 -1 0 0 0 T T: Tss T T: T:
_JT(0) = 31 T3p T3 Tsq Tzs T3
0o 0 0 0 -1 0 Ts1 Ts2 Ts3 T54 Ts5 Txe
0 0 0 -1 Te1 Te2 Tez Tea Tos Tee
(2.29)
T Ty Tis Tw  Tis Ti6
=Ty —Toy —Tpz —Toy —To5 —Ung
_ =131 —T32 —T33 —T34 —T35 U3¢
Ty Ty —Taz —Tus Ty —Tiy
—T51 —Tso —Ts3 —T54 —Ts55 —T56
Ter Te2 Tez3  Tea Tes  Tés
Igualando (2.28) e (2.29), obtemos que
T, =0, 151 = T2, T3, = T3, Ty = Ta, T51 = Tis, Ts1 = —T1s,
To = 1o, T52 =0, T30 = —1T32, Tyo = —Thy, T59 = —Tbs, T2 = Thg,
T3 = T, Taz = —T39, T33 =0, Ty3 = —T34, T53 = =135, Ts3 = Tie,
Ty = Ty, Toy = —Tyo, T34 = —T}3, Ty =0, Tsy = —T1ys, Tos = Tys,
Ty5 = Tsa, Tos = —Tko, T35 = —Tks, Tys = —Tha, T55 = 0, Tos = Tse,
Ty = =Tk, Tos = Toe, T36 = 163, Ty = Toa, T56 = 165, Te6 = 0.

(2.30)
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Assim,
0 T2 Tz Tis Tis Tis
T2 0 Tos  Toy  Tos Tog
Ti- T 0 T T: T
7(0) = 13 23 34 35 I3g (2.31)
Ty —Toy —Tzy 0 Ty Tie
Tis —Tos T35 —Tus 0 T
T Tog T3¢ Tae Ts6 O
Como T7(0) € LG, temos que pT'(0) = p, mas
0 T2 T3 T Tis Tie T2
T2 0 Tos oy Tos Tog T2
T -7 0 T: T: T: Tis — 15
(1,-1,0,0,0,0) 13 23 34 3 Toe | _ [T =T | (2.32)
Ty —Tos —T3zg 0 Tys Tue Ty —Toy
Tys —Tos T35 —Tus 0 Tie Ti5 —Tos
T Toe T3¢ Tue Ts6 O Ti6 — T

dai, temos que (T12T12, T13 — ng, T14 — T24, T15 — T25, T]_G — TQ@) = (1, —1, O7 O, 07 0), e consequentemente

Portanto,

O que mostra que dim LG = 10.

T2 = —1,
Ti3 = Tas,
Ty = Toy,
Ti5 = Tos,
Tie = T26-
-1 Tis
0 T3
T3 0
Ty —Tsy
—Tys —T35
Tie T3

T4
T4
T34

—Tys
Tye

(2.33)

Agora, vamos determinar as matrizes T' € LG, para isso, chamamos T = (a;;) e usamos o fato p = T'p,

entao

(17 _1a Oa 0) 070)

a1
a21
a31
Q41
as1

ag1

a2
a22
a32
42
a52

a62

a13  Qa14
a23 A24
azz as34
43 Q44
a53  As54
a3 A4

a5
a25
ass
Q45
as5

ags

a16
26
ase
46
56

Q16

t

air — azi
a12 — G22
a13 — 23
aiqs —agy |
a15 — G253
A16 — G26
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assim, a11 —ag1 = 1, a1a — ase = —1, a; — ag; = 0, para i > 3. Dessa forma, T é escrita como
14+ an a2 a1z a4 a5 Q16
a1 a2 +1 a3 a3 ais a
asy asz ass as4 azs a3e
T = . (2.34)
41 42 (43 Q44 Q45 (46
as1 as2 as3 Gas4 Q55 Q56
ag1 a62 ag3 Q4 Ge5 Q16

Vamos fazer as seguintes mudancas
a= (a3 aua ai5), a6 =p.
agz a34  ass | A36

A wu (43 Q44 Q45 | Q46

vow as3 G54 G55 as56

a3 G4 Qg5 | 66

asy as2
41 | not. @42 | not.
b= =" (bi)ax1, c= =" (ci)ax1,
as1 as52
a1 a62
assim,

1+ an a2 a p

as1 a2+1|a p
T = 1

b c
vV o w

Sendo as colunas e as linhas pseudo-ortonormais, usando as duas primeiras linhas temos,

—(1+az)® +afy +laf’ - p* = -1
—a5y + (a2 +1)° +[af* = p* =1
—(1+ag1)as +arz(arn +1) +la*> —p* =0

equivalentemente
—1—2a9; — a3, + a3y +|a]* — p* = -1 (2.35)

—a3; +aiy +2a10+ 14 a]? —p* =1 (2.36)

—ag1 — a3 + a3y +ajs + la)®* — p? = 0. (2.37)



2.2 Grupo de transformacoes de Laguerre sobre UR3 39

Subtraindo a equacdo (2.37) da equagdo (2.35) temos
—2a91 — a3y + aiy + a1 + a5, —afy —a12 =0,

dai,

—ag21 = a12.

Usando o resultado acima na equagao (2.37), temos que

—afy +afy +2a12 + 1+ a|? = p? =1

2 2
apy = P2 lol
2
entao a matriz T tem a forma
lal®> _ p? la®> | p?
I+5- -5 - t5 a p
la> _ p? la®> | p?
T — 2 3 I-5-+5]a »p
A
b c
v o ow

Sendo que {e;T, p) = (;T,T) = {e;, ), 1 < i < 6, temos para i > 3,
67;T = (bz C; A,L u),
onde A; é a i-ésima linha da matriz A. Logo,

<61'T, @> = 7bl — Ci,
<ei7 @> = 07

entdo b; = —c¢;, concluimos que b = —c. Agora, para i > 3 a i-ésima linha de T' é dada por

Multiplicando-lhe pela primeira linha temos

2 2 2 2
B (R e N R T

assim,
—b+ A;a—pu=0,

juntando as 3 equagoes para ¢ = 1,2, 3, temos

b = Aa’ — pu.
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Finalmente, T é expressa como

LtlaP/2— 22 —laP2+0702 @ p
2/2 —p?/2 1 2/2 —p?/2
N e LI 239)
Ad' — pu —Ad + pu A u
va' — pw —va' + pw vow
para alguma matriz
A
( u) €0(3,1), (a,p) €R*,weR. (2.39)
voow

Chamamos ambas, T € LG e T : Q* — Q*, de transformagio de Laguerre.

Sejam I'y, I'; € ¥ duas esferas ou planos orientados com contato orientado com coordenadas associa-

das 71 e 72, respectivamente. Entao [y;] e [y2] definem uma reta projetiva em Q*\{[p]} por

span {[n], ]} = {v + mre] [\ 1) € RA\{(0,0)}} € A,
Como para qualquer v € C® temos T[y] = [yT], entdo qualquer T' € LG define uma transformagao
T : A5 — A® por
T (span{[n], [v2l}) = span{[nT], [7T]} .

Definicao 2.10. Seja L : UR? — A® o difeomorfismo de Lie. Entio qualquer T € LG induz uma
transformacao
oc:=L1'oToL:UR?— UR?,

chamada uma transformacdo de Laguerre sobre UR>. Assim, o grupo de transformacoes de Laguerre sobre
UR3 € o grupo 10 - dimensional dado por

LG={0:UR® - UR*|lc=L""'oToL, T€0O42), T =p}.

Seja T € LG uma transformacdo de Laguerre, entdo T : Q* — Q com T = p. Ja que qualquer esfera
I’ € ¥ determina de forma biunivoca uma coordenada v € C°\{p} temos que

(VT ) = (WT,9T) = (v, T'oT) = (7, ) .

Logo, no caso de ser I' um plano orientado (respectivamente, uma esfera orientada), da Propriedade
2.1 sabemos que 4T é coordenada de um plano orientado (respectivamente, de uma esfera orientada) .

Consequentemente, temos a seguinte propriedade.

Propriedade 2.2. Toda transformacio de Laguerre o : UR? — UR? preserva esferas e planos orienta-

dos.

Exemplo 2.1. Seja A € O(3), a € R? entdo a isometria o(r) = vA + a, induz uma transformacao
isométrica o : UR? — UR? definida por

o((x,8)) = (zA+ a,EA).

De fato, para verificar que ¢ € LG, deve-se verificar que 0 = L ' oT oL, onde T € G e L é um
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difeomorfismo de Lie, para isso, escolha

o Jaf?
e T o
r—| o 1_A7t Z 8 € LG, (2.40)
a —AQ
0 0 o0 1

equivalentemente, provaremos que Loo = T'o L e usaremos o difeomorfismo de Lie L da expressdo (2.27).
Assim, para cada (z,¢) € UR? temos

= (5 0 o). 3 () 0).
72:(18'5,*37'67531)7

TolL(x,&) = L(x,&)T

=M+ pye] T
A A
= [(Ga+ 1)+ e §0 = 1o) — - Ao+ 6 ) 7]

=[(c1, 2, C, c3)],

onde as entradas sao

A 2 lal® (A 2 lal® (A 2 !
01:5(1+|m|)+u$-§+7 §(l+\x|)+,ux-§ +5 5(1—|x|)—um-§ + (Az + pé)Aa
2
= g(l +|2?) 4 px - €+ % + A\rAd® + péAat
A A
=35 (14 |z*) + §|0L|2 + p(z- &+ EAd") + Az Ad’,
al (A A al (A
r= L5 (4P - €) + 50 = 1of?) = - = 15 (G0 lof) = €)= 4 it

= —%|a|2 + %(1 — |z|?) — pxé — ArAa® — péAa’
= 20— fof?) = DJaf? - - € + €Aa) — ArAal,

C=a (;\(1 + |z[?) —|—,ux-§> +a (;\(1 — |z|?) —/wc-f) + A(Ax + pé)’

= Aa+ Az + pé)’,
C3 = U.

Por outro lado, Lo o(x,&) = L(zA + b,{A), fazendo a mudanca

' =xzA+a,
¢ =¢A,
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temos que,
!/ ! A 712 / ! )\ 712 /! !/ !/ !
L&) = | (JU+ ) 4l -€), 50— ')~ (e’ €)'+ 0 )|

[ a 0.0,

onde as entradas sao

I+ (xA+a) (zA+a))+p((zA+a)- (EA))

C1 =

(1+ |z> + zAd’ + a(zA) + |a|®) + p (2 - € + a(EA))

(1+ |z> + 2zA4a" + |a?) + p (z - € + EAa’)

N > N> 0] > N >

A
(1 + |z|?) + MzAa® + §\a|2 +p(z- &+ EAd"),

Coy —

(1-=(zA+a) (zAd+a))—p((zA+a)- (EA))

(1—|zf* = 2zAd" — |a]*) — p (2 - £ + EAd")

DO > N> o >

A
(1 —|z*) = \zAa® — §|a|2 —p(z- &+ EAd),

C = \zA+a)+ p(EA)
= Aa+ AxA+ puéA
=Xa+ (A\x + pg)A
= Xa+ Az + pé),

63:/.L.

Ja que ¢y = &1, ¢3 =&, C = C e ¢3 = &3, concluimos que 0 = L' oT o L.

Exemplo 2.2. As transformacgées parabdlicas uniparamétricas definidas por

oe(x,8) = (z +1£,€), teR

sdo transformacoes de Laguerre em UR3. Neste caso, a escolha seria

2 2
e
—t= 1+ 0 —t
T= 2 T3 € LG. (2.41)
0 0 0 I3
t —t 0 1

Exemplo 2.3. O terceiro exemplo de tranformacdo de Laguerre em UR? é a seguinte transformacdo

hiperbélica uniparamétrica. Para qualquer (z,€) € UR? escrevemos

z = (z0,71) €ER? xR, &€= (&,&) € R? xR,
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entao uma tranformacao hiperbdélica

Vi (x, &) = (2(t),£(t)) € UR?, t € R

é definida por

sinh txq T
t) = - 2.42
z(t) <:c0 sinh t&; + coshtgo’ sinh & + cosht> ’ (2.42)

1 cosht&; + sinht
t) = . 2.43
§() <sinht§1 + cosh ¢ sinh & +cosht> (243)
Neste caso a escolha de T seria

1 0 0

T(p1)=Loy,oL ™ =10 cosht sinht| € LG. (2.44)

0 sinht¢ sinht

Agora, sejam 71,72 as coordenadas esféricas das esferas orientadas S(p,r), S(p*,7*) em R?, respectiva-

mente. Seja T uma transformacdo de Laguerre dada por (2.38). Desde que

1 1
= (50 bE =2 50 = P+ ) r).

1 * * 1 * * * *
= (G WP =2 50 = WP o)

entdo obtemos as esferas orientadas S(p,7) e S(p*,7*) associadas as coordenadas esféricas v1T e T,
além disso

(. —F) = (pA — v+ a,pu+ 1w + p),
(p*,—7") = (p*A—r*v+a,p'u+ 1w+ p).

Logo temos

(" — P, —F* +7) = (p* — p, —r* +7) (f Z)) . (2.45)

De onde segue que
F=p"—p|* = (" —r)?

é uma invariante de Laguerre. Geometricamente, se uma esfera nao esta contida em uma outra, entdo F'

é exatamente o quadrado do segmento de tangente comum das duas esferas S(p,r) e S(p*,r*).

Teorema 2.1. Para qualquer T € O(4,2) com T = T existem duas isometrias o1, oo sobre UR? e

constantes s,t € R, ¢ = 1 tal que

T= ET(O’Q)T(wf)T((ZSS’)T(Ol) (246)
Demonstragio. Ver [12]. O

Corolario 2.1. Qualquer transformacio de Laguerre em UR® € gerada pelas isometrias, as transforma-

¢oes paralelas e as transformagoes hiperbolicas.
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2.3 Superficies de Laguerre em UR?

Nesta secao introduzimos o conceito de superficie de Laguerre e apresentamos um teorema sobre su-
perficies equivalentes. A partir destes conceitos, apresentamos a métrica de Laguerre e o seu elemento de

volume.

Seja (z,£) : UR? — R3 x §2 C RS a imersao usual. Definimos 71,72 : UR? — RS como na equagio
(2.26). Seja T' € LG uma transformagio de Laguerre e

(#,€) = ¢((2,€)), =L " oTo L : UR® » UR®.

Denotemos por a,b as ultimas coordenadas de v, T e 2T, respectivamente. Logo por (2.26) e (2.38)

podemos escrever

- 1 oy 1 19N a

9= (50418, 50— 89.2.0) =T - FoaT, (2.47)
- - == 1
Y2 = (.’I} ' §7 —Z- €a§> 1) = Z’YQT (248)
Assim, segue que
U S a 1 1 1
dz - § = (d%,%2) = <d(”YlT - szT), bV2T> b (dy1,72) = gdw -&, (2.49)
- I 1 1

d§ - d§ = (dy2, dY2) = 2 (dy2,dy2) = bjdf -dg. (2.50)

Chamamos f = (z,¢) : M? — UR3? uma superficie de Laguerre, se £ : M? — R? ¢ uma imersio e
dx - € = 0. Segue das equagoes (2.49) e (2.50) que qualquer transformacdo de Laguerre leva superficies de
Laguerre em UR? em superficies de Laguerre em UR3. Pelas equagdes (2.1) e (2.2) sabemos que esferas

orientadas e planos orientados sdo o caso mais simples de superficies de Laguerre em UR3.

Seja r : M? — R3 uma superficie orientada em R? com curvaturas principais ndo nulas. Ent3o,
a diferencial d¢ do normal unitdrio unitario & : M? — R? ¢ injetiva e £ uma imersdo. Logo, x induz
tinicamente uma superficie de Laguerre f = (x,£) : M? — UR3. Notemos que para uma superficie de
Laguerre f = (2,£) : M? — UR?, z : M? — R? poderia nio ser uma imersdo. Pelo teorema de Pinkall
(ver [19]) sabemos que a transformacdo paralela f; = (z + t&,€) de f é uma imersado em qualquer ponto
p € M? para quase todo t € R. Neste sentido, a menos de uma superficie paralela, podemos supor que

z : M? - R® é uma imersao.

Definigao 2.11. Sejam z, & : M? — R3 duas superficies orientadas com curvaturas principais ndo nulas.
Dizemos que x e T sao Laguerre equivalentes, se as correspondentes superficies de Laguerre f = (x,€) e

f = (i,é) : M? — UR? somente se diferenciam por uma transformagio de Laguerre ¢ : UR? — UR3,

1sto €, f:¢of.

Na geometria diferencial de Laguerre estudamos propriedades das superficies de Laguerre em UR?

que sdo invariantes pelo grupo de transformacoes de Laguerre em URS3.
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A seguir fornecemos um critério para que superficies orientadas sejam Laguerre equivalentes. Consi-

dere a classe da coordenada de cada plano tangente em x dada por
[y] M — Q47 Y= (.’IJ, '£, —Z- 57 57 ]-) (251)
Teorema 2.2. Seja x,z* : M — R® duas superficies orientadas com curvatura principal nio nula.

Entao x e x* sdo Laguerre equivalentes se, e somente se, existe T € LG tal que [y*] = [yT].

Demonstragdo. Sejam & e £ as normais unitirias de x e z*, respectivamente. Se existe uma transformacao
de Laguerre ¢ = L~ 1o T o L € LG tal que (z*,£*) = ¢ o (z,€), logo por (2.48) obtemos que [y*] = [yT].
Reciprocamente, se [v*] = [yT] para algum T € LG, definimos (i:,é) =¢o(x,f) com¢p =L LoTolL.
Logo por (2.48) temos que [§] = [yT] = [y*]. Segue que

('%fv _j€7£7 1): ($*€*,—l‘*§*7f*,l) (252)

Seja {e1,ea,e3} uma base local para TM. Desde que & : M — R3 é uma imersdo, sabemos que
{e1(€%),e2(£%),£*} € uma base para R3. De (2.52) e do fato que

=6 (@ —1)-& =0, (2" —1)-df" = d((z" - 2)-£) =0,

obtemos z* = Z. Entdo temos que (z*,£*) = ¢o(x, &), o que implica que x e z* sdo Laguerre equivalentes.
O]

Por (2.51) temos que (dy,dy) = d§ - d€, o que é exatamente a terceira forma fundamental de z. Segue

do Teorema 2.2 o seguinte corolério.

Corolario 2.2. A classe conforme da terceira forma fundamental de uma superficie x : M — R3 é uma

invariante de Laguerre.

Seja x : M — R? uma superficie orientada com curvaturas principais nao nulas. Seja I1I = (dy, dy)
a terceira forma fundamental de z. Para qualquer base ortonormal {F1, E5} em relagdo a I11 definimos

V= span{y, A"y, E1(y), E2(y)}, (2.53)

onde A" é o operador Laplaciano em relacao a III = (dy,dy). Observe que do fato (y,y) temos que
(Ei(y),y) = 0. Além disso, da ortonormalidade da base {E, Es}, temos que (E;(y), E;(y)) = 1, entdo

(Ei(E;(y)), Ej(y)) = 0, (2.54)

logo temos
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Agora, como (E;(y),y) = 0, temos

ou Seja“v <E1(Ez(y))7y> = _15 assim
(Arryy) = 2.

Em conclusao, temos as seguintes equagoes

<y7 El(y)> = <A1”ya El(y» = 0’
(AMy,y) = =2, (2.55)

(Ei(y), Ej(y)) = dij.

Assim, em cada ponto do espago V temos um subespaco 4-dimensional ndo degenerado de R do tipo
(=, +,+,+). Seja
RS =V & V* = span {y, Ay, E1(y), E2(y)} & V* (256)

a descomposi¢io ortogonal de RS. Entdo V4 ¢ um subespaco 2-dimensional ndo degenerado de RS do
tipo (—,+).
Seja {e1, e2} a base ortonormal de T M em relagdo & dzx-dx, consistindo de vetores principais unitarios.

Escrevemos as equacoes de estrutura de z : M — R? por
ejlei(@) =Y Ther(@) + kidii€, ei(€) = —kiei(w), 1 <i,5,k <2, (2.57)
k

onde k; # 0 é a curvatura principal correspondente a e;. Observe que a segunda equagao equivale a

df(@l) = 7]45161 Seja ) o
_rtr2  Hd
= =g (2.58)

o raio de curvatura e a média dos raios de curvatura de z. Entao a esfera da média dos raios de curvatura

S(z + 7€, —r) de v em R? tem coordenada esférica 1, dada a partir da equacio (2.1) por

(1+|x+r§2—r2),;(1—x—r£2+r2),a:+r§,r>

=
Il

N =

(1 + |x* + 2rz - € + r2|¢) —T2) , (1 —|z* = 2rz - £ — r2|€)? +r2) ,a:+r§,r>

(2.59)

I
7~ N7 N7 N N

N~ N~ N~ N

(1+|x|2+2rx~§)7% (1- |x|2—2r:r~£),m+rf7r)

== +zP),s(1- :el?),x,c)) +r(-&—v-€61).

1
2

Definimos F; = r;e;, 1 <14 < 2, assim {Fj, E5} é uma base ortonormal para I[1] = (dy,dy) = d¢ - d€.
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Observe que
ITI(E;, E;) = (d€(E;), dE(E;))

= (rid€(ei), rjd€(e;))

e também
ei(x) - &= —riei(§) - €
= Zeile-9)
=0.

Das equagoes de estrutura em (2.57) obtemos

Ei(y) = riei(y) = ri(ei(x) - £ + - ei(§), —ei(x) - § — - €;(§), €i(§),0)
P2 ria - ea(€), —x - i(€), eil€),0)
=riki(—x - e;(x),z - ei(x), —e;(x),0)

= —(v-ei(x), —x - e;(x),ei(x),0).

1 1
Por outra parte, como 1 = (2 (1+ |z]?), 3 (1—|z]?) ,a:,0> + ry, temos

N |

) = (&= €600, (5 (14 10) 5 (1= Jaf) 2.0) ) 7 )
1

= 5@ OO+ o)~ S O~ [2P) +o €

i) = ries(a) = i ( 5(2e(2) - ), = 5(26(0) ), 65(2),0) 4 i)y + ris()

= —r;iEi(y) + Ei(r)y +rEi(y)
= (r —m)Ei(y) + Ei(r)y.

(2.60)

(2.61)

(2.62)

(2.63)

(2.64)
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Assim, das equagoes (2.62), (2.63) e (2.64) temos que

(Ay,n) =D (E:iEi(y),n) ==Y _ (Ei(y), Ei(n))

3

S Z (Ei(y), (r —m) Ei(y) + Ei(r)y)
Y B B

- i(?“ —ri)ei(x) - ei(x)

_ _i@« —ri)riei(€) - es(€)

_— i(r —r)ridé(e;) - dé(e;)

=_ i(r —r)rikle; e
e

==2r+(ry +r2)
=0.

Dessa forma sabemos que n € V*. Seja p = (1,—1,0,0) € RS o vetor definido em (2.3). Desde que
{y, ) = 0, por (2.59) temos que

V*+ = span{n, e}, (n,n) = (p,9) =0, (n,p) =—1. (2.65)

Chamamos 1 : M — C® C RS definido por (2.59) a aplicagao de Gauss-Laguerre de x.

E claro que V, V' e 5 sdo Laguerre invariantes: Se x é Laguerre equivalente a & por T € LG, entdo
temos
V=vT, Vt =V*T, 7 =9T. (2.66)

Agora sejam z,7 : M — R3 Laguerre equivalentes por T € LG. Entdo por (2.48) e (2.66) temos que
.1 _
y=yl, n=nT (2.67)

para uma funcao b # 0. Segue que
1

(dg, dg) = 35 (dy, dy) - (2.68)

Se {E1, Es} € uma base ortonormal para (dy, dy) , logo {Ei = bEi} é uma base ortonormal para (dgy, dy) .
De (2.67) e (2.68) obtemos

PRCIOROIETSREADRATHE (2.60)
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E segue de (2.68) e (2.69) que

9= (Z <Ei(77)aEi(77)>> (dy, dy)

i

(2.70)
= (Z <Ei(n),Ei<n)>> 111
é uma invariante de Laguerre. Da igualdade em (2.64) obtemos
> (B, Ei(n)) =Y (ri—7)*. (2.71)

Assim, sabemos que

g= <Z(” - 7')2) 111 (2.72)

%

é uma métrica invariante de Laguerre em qualquer ponto ndo umbilico de . Chamamos g a métrica de

Laguerre de z. O volume de g é dado por

L(z) = Voly(z) = / (il =) (2.73)

M T1ir2

onde dM é a forma de volume em relacdo a dx - dzx.

Note que

(Cilri=7)?) (=1 + (2= 1)’

T17r2 172

T1 412 2 1+ T2 2
noy ) Pl

rire

1 ( 11 )2
_2\kh k) (2.74)

(k1 — kp)?

N~ N~ N~

k2 + 2k1ky + k2 — 4k ks
1k

((k1 + k)2 — 4K>

K

("=")

Il
o
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Entédo equivalentemente & expressao (2.73) temos

H? - K

L(zx)=2
(2) TR

dM, (2.75)
que é (a menos do fator 2) o funcional de Laguerre dado no livro de Blaschke [6], os artigos de Musso e
Nicolodi [15] e Palmer [18].

Definigao 2.12. Chamamos ds superficies criticas do funcional de Laguerre L(x) de superficies minimas

de Laguerre.

Observacao 2.4. Equivalentemente a definicao anterior, em [12], wma superficie em R® é minima de
Laguerre se, e somente se A"'r = 0. Além disso, os autores provam que A" (x +r&) = 0, tal informagdo

serd util posteriormente.

Por outra parte, suponha que v = aje; + ases, w = PBre; + PBoes sa0 vetores tangentes & superficie,
entdo pode-se escrever

aq (e5)]
v = —Tr1€] + —Tae,
T1 T2

assim,

() = dnfv) = LB () + 2 Ba)

1

:%fwuwnEmw+Emmm+§§wuﬂwExw+Exnu
=“w-ma@+”w—ma@+rﬁmm+”@mﬁ,
1 T2 1 T2
analogamente, obtemos
www=mwo=Bwr—nwuw+5%r—mﬁmw+[&Emm+ﬂﬂﬁwﬂ%
™ ) ™ T9
logo, temos que
(dn(v), dn(w)) = 200 ) 4 O2P2 g2
ry )
e (552 )’ oo (50 )’
- 2 + 2
"1 "2 (2.76)
-1 (S

Por outro lado, como

aq (%)
V= —Tri€e] + —Traeg,
T1 T2

temos,
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logo,
a1 asf
(o) ay(u)) = (257 + 2. 2.77)
1 T3
. e 1 , H?*-K |
Finalmente, de (2.74) é facil ver que 1(1“1 —r9)? = —Jz assim, usando (2.76) e (2.77) temos
1 2
{dn(v), dn(w)) = 7 (r1 = 72)" {dy(v), dy(w))
H? - K
(dn, dn) = ( e > IIT. (2.78)

Este fato, permite definir a métrica de Laguerre como hy = (%) IIT (ver [1], §2).



Capitulo

3

Teoremas de representacao e

completude da métrica de Laguerre

No estudo das supericies minimas de Laguerre tem sido apresentada uma representagao holomorfa do
tipo Weierstrass em termos de uma fungio holomorfa e duas fun¢ées meromorfas (ver [23]). No entanto,
o conceito de minimalidade no sentido de Laguerre pode ser estendido para superficies que possuem
curvatura Gaussiana nula em um conjunto de pontos isolados (ver [1]), tais superficies representam uma
generalizacao das supericies minimas de Laguerre. Nesta se¢ao apresentamos uma representacao global
do tipo Weierstrass para tais superficies. No que segue, abreviaremos superficie minima de Laguerre por
superficie-ML.

3.1 Superficies minimas generalizadas de Laguerre

Como ja vimos até agora, uma imersdo 9 : S — R3 de uma superficie S orientavel e conexa em R3,

com curvatura Gaussiana K nao nula em todos seus pontos e curvatura média H, é uma superficie-ML

A (g) =0, (3.1)

H
sendo 171 sua terceira forma fundamental. Motivados pela harmonicidade da funcao e suponhamos

se satisfaz a equacgao

que ¥ : S — R? é uma superficie de modo que suas curvaturas média e Gaussiana estejam relacionadas
por uma expressao do tipo
H(p) = R(p)K(p), VpeS (3.2)

para alguma funcao diferenciavel R : S — R. Com tais hipoteses pode-se definir a forma quadratica

h=1—2RII (3.3)
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onde I e I sao, respectivamente, a primeira e a segunda forma fundamental da imersao. Esta nova forma

quadréatica é conforme & terceira forma fundamental da imersdo se K # 0, pois de (1.10) temos
IIT = —KI+2HII = —Kh. (3.4)

Se K = 0 em um ponto p € S entdo, de (3.2), H(p) =0 e Il =0 em p. Em particular, h=1em .
Do anterior deduze-se que, h deve ser uma forma quadratica definida. Com tudo isto, ja que 111 é uma
métrica Riemanniana sempre que K # 0 e h = I nos pontos onde K = 0, entdo de (3.4) temos que hé
uma métrica Riemanniana se K < 0 e também ¢é —h quando K > 0. Pode-se entao enunciar o seguinte

resultado.

Proposicao 3.1. Seja ¢ : S — R? uma imersio de uma superficie orientdvel e conexa S com curvatura
média H e curvatura Gaussiana K. Se R: S — R é uma funcao diferencidvel tal que H = RK entdo se

verifica uma das sequintes afirmacoes:

o K >0 em qualquer ponto de S, ou

e K < 0 em qualquer ponto de S, e em este caso ou K se anula identicamente sobre S e portanto

P(S) estd contida em um plano, ou {p € S| K(p) =0} € um conjunto de pontos isolados.

Demonstragdo. Ja que a forma quadratica h = I dada por (3.3) estd definida em qualquer ponto, entao
h = I deve ser ou definida positiva ou definida negativa em todos os pontos. Portanto, como h=1¢
definida positiva em ponto se e somente se K < 0 em esse ponto, pode-se deduzir que K > 0 em todos
os pontos ou K < 0 em todos os pontos.

Por outro lado, de (3.4), II] = —Kﬁ, que também é valido nos pontos onde K = 0. Portanto, como
IIT := (dN,dN), onde N ¢é a aplicagdo de Gauss da imersdo, obtemos que N é uma aplicagdo conforme
para a superficie S com a estrutura induzida por h. Assim, dN se anula nos pontos isolados ou dN é
identicamente nula, ou equivalentemente, K = 0 nos pontos isolados ou ¥(S) é parte de um plano. [

Observagao 3.1. Nas condigées da Proposi¢ao anterior pode-se definir a métrica Riemanniana h dada

por

L E, se K <0
a —h, se K > 0.
Aligs a aplica¢do de Gauss N da imersao é conforme para a métrica h, pois III = |K|h.

Definicao 3.1. Seja ¢ : S — R? uma imersio e R : S — R uma funcdo diferencidvel tal que H = RK.
Dizemos que ¥ é uma superficie minima generalizada de Laguerre, desde agora superficie-MGL, se o

Laplaciano de R em relagdo a métrica Riemanniana h € identicamente nula, isto é
ATR=0

Observe-se primeiramente que a familia de imersoes-ML de uma superficie S sao imersdes-MGL de

tal superficie, ja que se é satisfeito que K # 0, a fun¢ao média dos raios de curvatura é dada por

Y 1\ H(p)
Rp) =5 <k1<p> * k1<p>> K e

estd sempre bem definida e ela é harmonica em relacdo a terceira forma fundamental, que é conforme a

h.
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No entanto, para uma superficie-MGL a curvatura Gaussiana poderia-se anular em alguns pontos. Este é
um fato importante, porque por exemplo, as imersoes minimas sao imersoes-MGL, mas nao sao imersoes-
ML em geral, pois a curvatura Gaussiana poderia-se anular em alguns pontos. Em geral, as superficies
de Weingarten que satisfazem H = cK, ¢ € R, sdo superficies-MGL.

Note que os exemplos 2.1 e 2.2 tratam, respectivamente, de isometrias de R? e de deslocamento paralelo

ao longo da normal. Assim, podemos obter superficies-MGL pelos seguintes dois exemplos.

Exemplo 3.1 (Isometrias). Dada ¢ : S — R uma imersdo de uma superficie-MGL S e uma isometria

¢ :R3 = R3, entdo 1; =)o ¢ € também uma imersio de uma superficie-MGL, verificando-se

H=H K=K, R=R

Exemplo 3.2 (Superficies Paralelas). Seja ¢ : S — R3 uma superficie-MGL com aplica¢io de Gauss
N, curvatura Gaussiana K e curvatura média H. Entdo a superficie paralela a S com distdncia a € R,
1; = 1 + alN, sempre que 1 — 2aH + a’K # 0, tem curvatura Gaussiana e curvatura média dadas,

respectivamente, por

~ K
K:—
1—2aH + a2K’
~ H—aK
H=—"T"9
1—2aH + a2K

Como as aplicagoes de Gauss de ambas imersoes coincidem, entio a terceira forma fundamental também
coincide. Alids R = % =HoaK _ H _ 4 _ R _aqa, logo AR = A"(R —a) = A"R = 0, e portanto

K K
temos que i € também uma superficie-MGL.

Além disso, podem-se gerar superficiess-MGL a partir de superficies homotéticas.

Exemplo 3.3 (Superficies homotéticas). Se 1) : S — R3 € uma imersao de uma superficie-MGL, entdo
1Z = b para algum c € R\{0} € também a imersao de uma superficie-MGL com R=cR. E suficiente

observar que K = 052, H= % e que a terceira forma fundamental de ambas imersoes coincidem.

3.2 Representacao conforme para superficies-MGL

Em esta secao obteremos uma representacao conforme global explicita para superficies-MGL, que
dependera de trés dados geométricos: uma fungao real harmonica, uma fungao meromorfa e uma 1-forma
holomorfa.

Seja 52 a esfera unitaria em R3 e considere as aplicacoes

T +iT
7:8% 5 CU {0} ﬁ (z1,22,73) # (0,0,1)
— 3
(w1, 22, 23) = (21, T2, 23) = 0 c.c.

71 CU {0} — 52

2Re(z) 2Im(z) |z -1
(T To i repm) =7

-1 o
zom(z) = (0,0,1) . 2 =o0.

Tais aplicacbes sdo bijetivas, conformes e invertem a orientacdo, chamamos a aplicacdo 7 de projecdo

estereografica.
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Se 1 : S — R3? ¢ uma imersdo de uma superficie orientdvel e conexa S em R3 N sua aplicacdo de
Gauss e 7 a projecao estereografica, entao a aplicacao g definida por ¢ = w o N, é chamada também
aplicagdo de Gauss da imersdo. Mais precisamente, se o vetor normal em cada ponto p da superficie é

N(p) = (N1(p), N2(p), N3(p)) entao
_ M) +iMap)

g\p) =
2 1 — N3(p)
Reciprocamente, também teremos que
_(4F8 927lg| 2 (3.5)
1+ g L+1]g[?" 1+|g|

Lembremos também o seguinte resultado.

Lema 3.1 (Lema de Representacao). Seja v : S — R® uma imersio de wma superficie S simplesmente

coneza, sendo (V1,12,13) suas fungoes componentes, e consideremos as fungoes (¢1, 2, p3) onde

I

P =5~

, Yk e {1,2,3}

entdo verifica-se que
Y = 2Re {/([)kdz} + ¢k, Vk € {1,2,3}
para algumas constantes ¢y, € C.

Demonstragao. Suponha que z = u + iv, entao

brdz = a(;/”“d _! (81/1k - ia¢k> (du + idv)

_ I Oy, Ny, Oy
_2[(6 du +8vd>+ (a dv avdﬂ

(‘%”“ am) (du — i dv)

(e t2e)

ordz = ¢p dz.

_1
0 2
[ 81/% 3¢k )
onde concluimos

Agora, ja que 1 sO tem parte real

() (7Y 5
oz \az) \oaz ) ™™

[ 0Py
Sz SR dz = gudz+ i 2 55

= ¢pdz + ¢ dz = 2Re {¢p dz}

Portanto,

dipy =
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de onde obtemos, para algumas constantes ¢, € C, k € {1,2,3} que:
Y = ZRe/d)k dz + cy.

No que segue, se ¢ : S — R3 ¢ uma superficie-MGL, consideraremos S como uma superficie de
Riemann com a estrutura conforme induzida pela métrica h. Portanto, da Observagao 3.1, N sera conforme
para a métrica h, ou equivalentemente, g : S — CU{oo} serd uma funcdo meromorfa. Por outra parte, ja
que A"R = 0, temos que R é uma funcio real harménica na superficie S. Alias, para quaisquer parametro

conforme local z da superficie de Riemann S, supondo que A = |1, | = |1,|, temos
0 0 4
— 2 R=—A"p=
0z 82R A2 k=0,

logo %R é uma 1-forma holomorfa denotada por R, sendo também conhecida como a parte (1,0) de
dR. O

Teorema 3.1. Seja ¢ : S — R® uma superficie-MGL ndo plana, com aplica¢io de Gauss g, e tal que

H = RK. Entao existe uma 1-forma holomorfa w tal que a imersao ¥ pode-se recuperar como

%= 2Re{ / (¢1,¢27¢3)} RN (3.7

onde | /R
+w
¢ = 3 (g +g(8Rw))
_t(0R+tw _ (3.8)
¢2 = 5 < 7 g(OR w))
3 = W

Reciprocamente, seja S uma superficie de Riemann simplesmente coneza, g : S — CU {o0} uma funcgdo
meromorfa nao constante, w wma I-forma holomorfa e R : S — R wma funcdo real harmonica, tal que
se g tem um zero (respectivamente, um polo) de ordem n € N em p € S, entdo OR + w (respectivamente,
OR—w) tem um zero de ordem maior o igual que n em p. Entdo (3.7) define uma superficie-MGL sempre

que
2

OR+w 4)dg|?
— — +g(w—-0R)| —R*——L__ #£0, 3.9
g IO e >

com aplicacao de Gauss g e H = RK.

Demonstragao. Ja que ¥ é uma imersao nao plana, entao sabe-se pela Proposicao 3.1 que os pontos onde
a curvatura de Gauss se anula sdo isolados. Assim, se denotamos por Sy = {p € S| K(p) # 0}, entdo

Y : Sy — R é uma superficie-ML e da Observacdo 2.4 temos
A™(¢p+ RN) =0, Vp € Sp.

Alias, com h e 1] sdo métricas Riemannianas conformes sobre Sy, entdo A"(y) + RN) = 0 sobre Sy e

portanto também sobre S pela continuidade. Assim, podem-se considerar as trés 1-formas holomorfas

[OTRES 8(1/1k + RNk), k=1,2,3. (3.10)
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Se z é um parametro conforme local para h, entao a terceira e a segunda forma fundamental da
imersdo podem-se expressar em termos de dz, dz. Para isso, usamos o fato de N ter parametros (u,v)
conformes, assim, |N,| = |N,| e (N, N,,) =0, dai temos

1 . .
<NZ7NZ> = Z <Nu — Ny, Ny — ZNU>

1 .
7 AN = 2 (N, W) = IV P2)

f— ()7
¢ 1
(N3, N3) = 1 (Ny +iNy, Ny +iN,)
1 .
1 {INu> 4 2i (N, Ny) — [N}
P— 07
logo
IIT = (dN,dN)

= <de2 + Nfdza N.dz + Ngd§>
= (N2, Vo) dz® +2(N, Ne) |dzf? + (Nz, V) dz°
=2 <Nza NE> |dZ|2

(3.11)

Por outra parte, como dz = du + idv, temos
du = %(dz + dz),
dv = %(dé —dz),
consequentemente, temos
du® = i(dﬁ +2|dz|? + dz?),
dv* = i(—sz +2|dz|? — dz?),
dudv = i(dZQ —dz?),
substituindo estas trés ultimas igualdades na segunda forma fundamental na equacdo (1.8), temos

IT = edu® + 2fdudv + gdv®

f

2
1 . 2 1 2, 1 . 2

:Z(€—2fl—9)d2 +§(6+9)|d2| +1(€—2fl—9)d77

- Z(sz +2)d2)? + d?) + L(dZ? — dz?)i + %(—d% +2]d2|? — d7?)
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logo, calculando os coeficientes da segunda forma fundamental nos novos parametros complexos temos

e—2fi—g=e—fi—fi—g

= {<1/}qu1¢> - Wvaﬂ - <¢7j>Nu> T — <wv7Nv>}

= {<'(/)u - iwvau - sz)}
=4{¢,,—N,).

etg=e—fi+ fi+tyg
= — {(Yu, Nu) + (Yu, No) i — (o, Nu) i + (1o, No) }
= —{{¢u — ithy, Ny + iN,))}
=4(th., —Nz) .

e+2fi—g=e+fi+fi—g

= - {<wU7Nu> + <¢uva>Z+ <¢vaNu> 1 — <¢U7N’U>}

=4 (5, —Nz).

(3.12)

(3.13)

(3.14)

Finalmente, substituindo as equagoes (3.12), (3.13) e (3.14) na ultima expressdo da segunda forma

fundamental temos

IT = (2, =) d? +2 (i, —N3) |dz|? + (o, —Nz) d2°.

Logo, de (1.11) temos

entao

sobre Sy e portanto,

IIT =2(N., N5)|dz|?,
N—_——

M/
II = <1/1z; _NZ> dZQ + 2 <¢27 _NE> |dZ|2 + <1/)57 _NE> d227
N———’ N—_———— N————’
L’ M’ N’
—oM'M'" M’ ., —N2) H
H(IIIII) = ——:M:—:R,

—2M? M’ (N.,Nz) K
pela continuidade, (¢, + RN,, Nz) = 0 sobre S. Dai, obtemos

((¢1, P2, ¢3), Nz) = (( + RN),, Nz) = (¢, + RN, Nz) =0

onde &), = ¢y dz, Vk = 1,2, 3. Alias, da definicdo de N em (3.5), temos

e de (3.16) obtemos

Por outro lado, obtemos que R, = ((¢) + RN),, N) = ((¢1, ¢=2, ¢3), N, isto é, usando (3.5)

g .
Nz = m (1 —g%i(l+ 92)529)

(1—g*) 1 +i(1 4 g*)b2 + 2g¢5 = 0.

(9—9)0 —ilg—9)d2 + (lg> — D)3 = R.(1 + |g]*)

(3.15)

(3.16)

(3.17)

(3.18)
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Fazendo uso de (3.17) e (3.18), as funcdes ¢ e ¢2 podem ser obtidas como

2¢1

- @ + (R, — ),

R + 65 (3.19)

2¢0 =i —ig(R; — ¢3).

Portanto, tomando w = ®3 e usando o Lema (3.1), obtemos a partir de

(bz + (RN)Z - (¢17¢2a¢3)

a formula de representagido (3.7). Reciprocamente, seja S uma superficie Riemanniana e considere a
aplicacdo 1 : S — R3 dada por (3.7). A partir das condicdes entre os zeros e polos de g, R+w e IR —w,
obtemos que as trés 1—formas que se integram a expressao (3.7) estdo bem definidas sobre S e portanto

também estard a aplicagao 1. Seja z um parametro local conforme para S e tomemos w = ¢3 dz, entao

— 2
pilds> — 4lgllg*R? + piu3| R + i (ds Rz + ¢3Rz)> (3.20)

— 2 i = =
<¢za¢z> <wz/¢z> <'¢z7'¢?> < 2|9|2M%

onde 11 = 1+ [g|> e o = 1 — |g|?. Assim, ) é uma imersdo se e s6 se satisfaz (3.9). Como (¢, N) =
% (tu, N 7%‘ (1, N) = 0, temos que N, ou equivalentemente g, é a aplicacdo de Gauss da imersdo. Alias,

a segunda e terceira forma fundamental estao determinadas por

1—|g? ) dg . AR|dg|? ( 1—|g° - ) dg
IT=—(w+ OR) 2+ ——— — (W + OR ) =,
( 1+1g/? g (1+]g?)? 1+1g/? g

4|dg|?
(1+19/)%

(3.21)
11T =

Assim, em qualquer ponto onde K # 0, ou equivalentemente quando g, # 0, temos por (3.15) que

H _ <wza_NE> _
K- NN (322

e portanto H = RK sobre S pela continuidade. Alids, ja que a terceira forma fundamental e a métrica
Reimeanniana h sdo conformes, e (N,, N,) = 0, a estrutura conforme dada por L e a de S. Portanto,
AMR =0, isto é, 1) & uma superficie-MGL. O

Esta representagao conforme coincide quando R = 0 com a representacao classica de Weierstrass para
superficies minimas para o par de dados geométricos (g, ¢3), obtendo-se

9 2
¢ = 2Re {/ (¢3 ! 2gg , 103 ! —2Fgg 7¢>3> dz} : (3.23)

Com o que pode-se obter todas a superficies minimas classicas com os dados de Weierstrass ja conheci-

dos. Também é valida para as superficies lineares de Weingarten. Satisfazendo H = ¢oK, ¢y € R. Aliés,

se 1 é a parte de um plano, a representacao prévia também ser4 satisfeita tomando g como uma constante.
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Finalmente, de de (1.12) temos

1—|g[? )gz 2R|g.|* > ( 1—g/* )g
II=—(w+ OR| Zdz+2 —2 _|dz|°+ - (w + OR | Z£ dz,
(10 T gpoR) e 2 1 o i+ =)
—_——
LI/ M// NII
2 2
(1+191?)
——
]VI//
1—|g|? g- (w+0R) g-
NotequeL”(w+ OR)| = =—-|—+3g(w—-0R) )| —=— = N".
T 2) g T OR ) g
Logo, de (1.12) temos
4g.|*
(1+1]g*)*
TR P |wioR 7 1
S - - +g(w—-90R
R R L e
(3.24)
_ 4
B w4+ OR)  _ ? 1
4R2—1+g227( +g(w—-0R)| 573
SR I A
e como dg = g,dz, temos que
4|dg|?
ldg| (3.25)

- ; - .
4R?|dg|? — (1 +[g|?)?[ £ + g(w — OR)]

Pode-se obter de forma analoga um teorema de representacio utilizando como dados a aplicagdo de Gauss

g e as 1-formas holomorfas ¢; e ¢o. Em este caso é obtido o seguinte resultado:

Teorema 3.2. Seja ¢ : S — R? uma imersio de uma superficie-MGL, S orientdvel e simplesmente
conexa com aplicagdo de Gauss g. Entio, se z € um pardmetro conforme para h, existem dois 1-formas

¢1 e ¢o holomorfas que junto com a aplicagdo de Gauss g permitem recuperar a imersao 1 mediante

2 2
= QRG{/ (¢17¢27 g % 1¢1 Sy ;gr 1¢2> dZ} — RN (3.26)

onde N estd determinada por (3.5) e R € uma fungdo real harmonica para h que pode ser escrita como

R = Re {/ (‘m;i@ + (61— i(;Sg)g) dz} . (3.27)

Exemplo 3.4. Seja g(2) = 2, R(z) =2+ %, ¢35 =2z + L.
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e Calculamos ¢+,

2¢1:@+Q(Rz—¢3), como R, =1 e ¢p5=2+1,
2¢1:Z[1+(;+1)} +§(1_(Z+1)) (3.28)

z 2
= §(Z+2) - ;(Z)

entao,

o Calculamos ¢,

R+ .
202 =1 (zg%) —ig(R. — ¢3)
1 1 2
:i<z[ +4 )]>—i(1—(z+1))
‘ 2 z (3.29)
= %z(z +2) +Z;(Z)
:%(z2+2z)+2i
entao
2=\1 )
e Ja conhecemos ¢3,
¢3=z+1. (3.30)
e Calculamos N - - )
N:< 9+g _i( 9-9 ) —1+19] )
L+ |g?’ L+|gl?) 7 1+|g?
1 2 2 2 2 2
= (242 (Z2-Z2), 1422 .
e G+ (3-5) i) (331
2P 2(z+2) 2(z-2) —|z]*+4
2244 z-z z-z 1 |z)?
assim,
_(2G+2) 2i(Z—2) —|z]*+4 (3.32)
SO\ RP44T 224 22 +4 ) ’
No seguinte cdlculo usaremos o fato de ser R = z + z = 2u.
e Calculando NR. ) P4 a
8u —8uv —z|* +
NR = 2
(|z|2+4’ |z|2+4’{ P +3 } “)
1 2 2,2
1

= P i (8u2, —8uw, —2u® — 2uv? + 8u)
u? + v
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logo,

#(u,v) = 2Re Z—2+f—1' i+f+1 +1 d—;(zl —8uv, —2u® — 2uv” + 8u)

u,v) = 1 5 , 1 1 5 , 2 ¥4 21214 U, uv, u uv u
3

1 w2+ +4
(u3 + 3u?(iv) + 3u(iv)? + (iv)®  u? + 2uvi —v? — (u+ w))

12 * 4

v+ 3uP(iv) — 3uv? —iv? u? + 2uvi — v?
! 12 2
u? + 2uvi — v% + 2(u + iv) 1
2 } w2+ 02 +4
5 <u3 — 3uv? N u? —v? —3ulv+v3  2uw u? —v? + 2u>

12 " 2 1 2
1

w22+ 4

2 3 2 2 1
:2Re(z—+z——z,i(z—+z—+z>,%—|—z) —(8u2, —8uw, —2u3—2uv2+8u)

Hatin),

(8u2, —8uw, —2u® — 2uv? + 8u)

(8u2, —8uw, —2u® — 2uv? + 8u) .
(3.34)

Assim, supondo ¢(u,v) = (z(u,v),y(u,v), z(u,v)), temos

8u?
Suwv

4 —u? —v?
2,2
=2 — ul1—-—" " ).
z(u,v) = u® —v° + u( 5 v2>

1
z(u,v) = g(u?’ — 3uv® 4 3u® — 3v? — 12u) —

1
y(u,v) = 6(—3u2v +0® — 6uv — 120) +

Portanto, temos a superficie-ML S1 := ¢(R?) dada na figura a seguir.
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Exemplo 3.5 (Superficie de Weingarten). Seja g(z) = z, R(z) =1, 3 = 2.

e Calculamos o1,

entao,

e Calculamos ¢,

=1 (E) —iz(—2) =i +i2?
z
entao )
i
p2 = 5(1+2%).

e Ja conhecemos ps3,

Y3 = 2.
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e Calculamos N,

Z2+7Z S 22—z —1+ 22
N = , =1 , .
1+ |22 1+ |22 1+ |22

e Calculamos NR,

NR =N,
logo,
1 22 i 22 z+7Z z—Z —1+4z?
=2 S I (T - —i .
s =me{ [ ((;-3)- G+ 5) o)} - (5~ () 79 )
(3.35)
Assim, supondo ¢(u,v) = (x(u,v),y(u,v), z(u,v)), temos
1 22 z2—Z
=9 S gy 2T
x(u,v) Re/<2 2) 2z FuEE
P z+z
=2Re|(z——= |- —
e(2 6> 1422
6z — 223 z+z
— 2R -
e( 12 ) 1+ [z? (3.36)

1 2

= gRe (6(u+ iv) = 2(u® + 3u*(iv) + Bu(—v?) — iv®)) - (Hﬂ>
1 3 2u

= 6(6u—2u + 6uv )_mv

y(u,v) = 2Re ( )dz+z(1z+_;|2)
<2Z * ) ' <1i_|z72)
<6ZZ e ) ' (1Z+_|;2> (3.37)

éRe [i (6(u+iv) + 2(u® 4 3u®(iv) + 3u(—v?) — v*))] —i (%)
%( 6v — 6uv + 2v )—&-%,
z(u,v) = 2Re (/zdz) - _11‘|:FL|ZTQ|2
2 1 2
— 2 <Z2> T ++Zl
— Re((u+ iv)?) — % (3.38)
= Re(u? + 2iuv — v?) — %

s o —l4u?+0?
=u" -V - .
1+ u? + 02
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Assim, temos

1 3 9 2u
x(u,'u):g(—u +3U+3U1} )—m,

1, 4 9 2v
y(u,v):§(v —3v—3u ’U)—m,

2 2
9 9 uf+wv -1
Z(U,’U)—U —v —m

Portanto, temos a superficie-ML Sz := ¢(R?) dada na figura a seguir,
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Agora, da férmula dada na equagdo (3.25), temos

K- 4]dg|?
AR?|dg|? — (1+[g[?)?|“E2E + g(w — OR)[*

Jd que nossos dados sao

g(Z) =z, R(Z) =1, Y3 = ZdZ,

entao, temos
w=z,dg=1dz, 0R = R,dz = 0,

substituindo na formula da curvatura, temos

o 4|dz|?
Aldz]? = (1 +|22)2|2E + 2(z dz)|?
4)dz|?
T 4dz2 — (1 + |22)2]dz + |22 d2)2
B 4 B 4
CA- (P2 + 222 4—- (1422

4
4—(1+u?+0v2)t

A superficie S é uma superficie de Weingarten que é um exemplo de superficie-ML que nio é minima no

sentido Euclidiano.

Exemplo 3.6. (Uma superficie-MGL) Sejam g(z) = 2%, R(z) = 1, ¢3 = z.
Neste caso, temos que dg = 2zdz, OR=0 e w = zdz.

e Calculamos 1,

R. +
20y = T%wmz—w
y4
= ?JFZQ(*Z)
= 1 —_ 23
z

entao,
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e Calculamos 1o,

22
= — +ZZS
entao,
(1
VYo = 3 (z + ZS)
e Jd conhecemos 3,
Y3 = 2.
e Calculamos N,
242 (2= -1+
N = , —1 ) N
1+ 2[4 L+t 14zt
e (Calculamos NR,
NR =R,

logo,
_ L/1 5\ i/1 2472 [(22-72\ 14z
s =me [{(5(5-2) 5 (3+2) =) oo~ (e~ () Tomr )
Supondo 1 = (x(u,v),y(u,v), z(u,v)), temos

1/1 22 4+ 2°
x(u7v):2Re/§ (2—23) dz—m

o 52 _ 52
—Re(lmz- 2 ) Z—*%
e(” 4) ENPD

(z2)2> 22 + 7

= Re <1n |z| + iArgz —

4 ) 1+
2 2 s 2)\2 2 2 s 2 2_2 .9
= Re <1n(u2+02)+iArgz— (u” + “:Z v?) >_U + 2uvi 111++|Z1|L4 wvi — v
(u* —v?)? — duPv? 2(u? — v?)

= In(u® 4+ v?) —

4 _1+(u2—|—v2)2’
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1 (1 3 (22—
y(u,v)—QRe/§ (;4—2’ ) dZ+’L(—1+|Z|4)
o4 22 _ 52
(1 2 N
Re(z<nz+ 4>)+Z<1+|z|4>

2)2 2 2 R 9 i 9
=Re(i<ln|2|+iArgz+(z) ))ﬂ(“ t2uvE — U7 — U UUZ+11)

' T+l
2 1 9upi — v2)? »
:Re(“n|z—Argz+i(u - T = >+1+th7jl4
= —Argz + Re i((u? —v?)? + duvi(u? — v?) — 4uv?) dw
! T+ P
= v 2 2 4uv
= —aretan () —wo(u’ — %) — g
-1 4
z(u, v) :ZReEzdz—%éTl
22 —1 424
—9Re (2 - 2T IEL
e(2> 1+ |z|*
. _1+(u2+’l]2)2
_ 2 5
= Rel 2t =) - T e
= (u? —v?) — M
1—}—(u2+v2)2
Assim,
2 _ 2)2 2,2 9 9
_ 2 2 (u? —v?)? — 4uv 2(u2 — v?)
) ) 4 _1+(u2+v2)27

4uv
1+ (u2 +v2)2’

y(u,v) = — arctan (2) - uv(u2 — v2) —
U

—1+ (u? 4+ 0?)?

2(w.v) = (0 =) — T

Portanto, temos a superficie-MGL Ss := 1(R?) dada na figura a sequir,




3.3 Completude da métrica de Laguerre 69

Logo, calculamos a curvatura Gaussiana,

= 4122 dz|? i
422 d22 — (14 2222 | 2% 4 22 (24
22 dz|? = (1 +[222)? | — +27(2 dz)

B 16]z|% |dz|?
16]22||dz|? — (1 + [2]*)2 |1 + 22 2’2 |dz|2
B 16/2|?
- 1 4H2(1 4\2
PP (R ED(EaER
|22
B 16]z|*
16]zt — (1 [z
16(u? + v?)

16(u + 02)2 — (11 (a2 + 2)2)1°

Emu=v=0, temos que K = 0.

3.3 Completude da métrica de Laguerre

Seja 9 uma superficie-ML em R3. Pelo visto no Capitulo 2, sabe-se que a forma quadratica

H?> - K
hr = TI II
é invariante pelo grupo de Laguerre e, de fato, é uma métrica Riemanniana se 1) nao tem pontos umbili-

cos, isto é, se H?> — K # 0. De (2.78), temos que hz, é a métrica de Laguerre.

Das expressoes (3.21) e (3.25), a métrica de Laguerre pode-se expressar como

2

H?2 - K | w+o0R
hL—TIII—(R—E)HI—’ ; +g(w—0R)| . (3-39)
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No seguinte estudaremos a relagao entre a completude Euclidiana de uma imersao e a completude da
métrica de Laguerre.

Teorema 3.3. Seja ¢ : S — R3 uma superficie completa com curvatura negativa. Entio a métrica de

Laguerre hy, de ¢ é completa.

Demonstragio. Seja p um ponto de S. Como K (p) < 0, existem coordenadas doblemente ortogonais (u, v)
em um entorno de p tal que a primeira forma fundamental e a segunda forma fundamental de v estao
dadas por

I = Edu® + G dv?, II = k1 E du? + koG dv?

onde F, G sdo fungoes positivas e k1, ko sdo curvaturas principais.
Entdo, a terceira forma fundamental pode-se escrever como I1] = k2FE du? + k3G dv? e a métrica de

Laguerre como

H? - K 1/1  1\?
= J]] = — _ 2E 2 2 2
hr e 4<k1 k2> (K2E du® + k2G dv?)

1 B\ ., k2 \2 5 1
= - 1-— ] Ed 1--—= d > -]
4<< k2) u+< * G dv 2 44

onde foi utilizado que k1ko < 0.

(3.40)

Esta desigualdade mostra que a completude da métrica Euclidiana I, implica que a métrica de Laguerre
é também completa. O

Se v : § — R3 & uma superficie-MGL nao plana com curvatura Gaussiana K < 0, é bom aclarar que
a métrica de Laguerre é uma métrica bem definida sobre o conjunto dos pontos isolados K = 0. Para
isso, observe que, de (3.39), hy é uma forma quadratica bem definida em qualquer superficie-MGL pois
(w+ 0R)/g e g(w — OR) sdo 1-formas holomorfas (Teorema 3.1). Além disso, se p € S com K(p) =0
entdo existe um entorno de p, exceto o proprio ponto p, onde K < 0. Portanto, de (3.40), I < 4h, neste
entorno, e assim I(p) < 4hr(p). Portanto, hy, é também uma métrica Riemanniana em p.

Por outro lado, é importante esclarecer que o resultado reciproco do Teorema 3.3 nao é verdadeiro,
isto é, a completude de Laguerre nao implica a completude Euclidiana. Neste sentido, mostraremos o

seguinte exemplo.
Exemplo 3.7. Consideremos a superficie-ML dada pelo Teorema 3.1 para S = C = R? com

22+ 22 1
s = — d s = T, 6 C.
5 w zdz g(2) ; z

R:

Temos dg = z%dz e dR = zdz+ Zdz, de onde OR = z dz.

e Calculamos ¢,
1
201 = ——(z 4+ 2)dz = —2dz,
z

logo
¢1 = —dz.

e Calculamos ¢2, ‘
209 = é(z + 2)dz,
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logo

e Conhecendo w, jd conhecemos ¢3,

e Calculando N,

1 1 1 1 12
N:(zz _Z-<z+z) —1+2] >
e TR T

:<_(Z+Z) —i(z —2) —ZI2+1>.

|z2+17 [2)2+1 7 |2]2+1

e Calculamos NR,

NR = <_1 (MM> 7_1' ((Z—Z)(Z2 +z2)> 7 (—|z|;(+1

2 2(]z]2+1) 2 2()z]2 4+ 1)

Logo, supondo ¢ = (x,y, z), temos
- 1(z+2)(22 +2?)

1 (2u)2(u? — v?)
2 (u2 402 +1)

( u2+v2+1)
( 1—:11221)—#1)
e (2

i (201)2(u? — v?)
5 (u? +v2 +1)

= —2u+

= 2Re(iz) +

u?z +0v2 +1

1+ 2u?
= —" ),
u? +v? +1

2 2 2 2 .2
__QU_M__QU<1+H
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_ (|2 + D(=* +7%)
z(u,v) = —2Re/zdz - S+ 1)

— _9Re <2_2> (= =P (P =)

2 (u? +0v2+1)
— _(u2 _ 1)2) + (u2 —|—1)2 — 1)(u2 — UZ)
u? +v2 41
=W =) (w40 + 1) 4 (u? — ) (u? +0? — 1)
N u? +0v2 41
(= ?) — (u? — v?)
B u? + v+ 1
B —2u? + 202
w2241

Entao,

b, v) = (—2u(1 +20%) —20(1 +2u?) —2u? + 2112) .

I+u2+02 7 14+u2+02 " 1+u?+02

Alids, a superficie tem curvatura

1

K=- .
2(u? 4+ v2) + 4u?v? + 1

Portanto, temos a superficie-ML ¢(R?) dada na figura a seguir.
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Como ¢ := (X (u,v),Y (u,v), Z(u,v)), temos

_ 2(1 + v?) 4u?(1 + 20?%)
Y 14wz 402 (T4 u? +02)2]
_ 8w duv(1 + 2u?)
PR T 1 02
. du 2u(—2u? + 2v?)
YT+ ut+0? (14 u24e2)2]
e
S 8uv duv(1 + 20?)
Y1420 (14 u? 4 02)2]
201+ 2u?) 402(1 + 2u?)
YT w2241 (L4 u? +02)2
L 4v 20(—2u? + 20?)
YUl w22 (T+u24e2)?
FEntao,
4(1 + 20%)?
E = us u = 1 . 9, _o\9o
Wur Yu) (14 u? +0v2)2
F= <¢u,¢u> =0,
4(1 + 2u?
G = <wv71/]v> = ( )

(1 +u?+v2)2
Assim, temos a primeira forma fundamental

4(1 + 20?) )
(14 u? 4 0?2)?

41+ 2032
(1+u? +02)2

7
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e a métrica de Laguerre dada por

_ )w+8R+§(w_8R)‘2

! d d ’
—)—;(—z z—z z)‘
_ 2zdz‘2

= 4|dz|?
= 4(du® + dv?).

-2t —2¢
Note que, tomando a curva a(t) = ¥(t,0) = (1—|—t27 1—|—152> , temos

—2(1+t2) +2t(2t)  —4t(1 +t2) + 2t3(21)

(1+12)2 o (1+1t2)2

0=(=
(e o >

EREEAERSE

—1+¢2 0 —2t
(T412)277 (1 +¢2)2

entado,

o/ (1)]* =

A 1 — 22 4+ t* + 442
(1+2)

A 14212 ¢
(1+2)8

=+ ()

2
142"

logo,
o/ (t)] =

Tomando a longitude de o temos

MQ_Aw(iZﬁ_mmMMM?_2(>—W<m,

1+41¢2)

que demonstra que a métrica induzida I ndao é completa.

)



Capitulo

4

Conclusao e futuras linhas de pesquisa

No presente trabalho apresentamos a geometria de Laguerre, através de planos e esferas orientadas e,
neste contexto, apresentamos a métrica e o funcional de Laguerre. Em seguida, apresentamos uma ma-
neira de representar as superficies-ML em R?, que sdo pontos criticos do funcional de Laguerre, de forma
global usando trés dados: uma funcao meromorfa, uma forma holomorfa e uma funcao real harmoénica.
Esta representacao permitiu construir varios exemplos de superficies minimas de Laguerre generalizadas,

isto é, aquelas superficies minimas de Laguerre que possuem curvatura zero em pontos isolados.

Por outro lado, ainda existem trabalhos nesta linha de pesquisa que obtém resultados envolvendo superficies-
ML. A saber, no artigo [21], cada superficie-ML x : M — R3 com Q* # 0 (ver [21], § 2) é associada

injetivamente a uma solugao complexa da equagao de Liouville em um aberto U,
Af=ef, f:UcM-—C.

E ja que as solucoes da equacao de Liouville sao dadas por

8¢,
— log —22¥=
f=loe s oy

temos que qualquer superficie-ML em R? com Q* # 0 é determinada por duas funcdes holomorfas.

Além dessas representagoes, no artigo [20] é apresentada uma maneira de construir uma superficie-ML

usando congruéncias de retas, citamos o Teorema central do artigo

Teorema 4.1. Seja ¥ uma congruéncia de retas dada por (§, F(£)). Se F' é harmonica, entio a envoltdria
dos planos médios My, é uma superficie-ML nos pontos suaves. Reciprocamente, qualquer superficie-ML
pode ser localmente descrita como a envoltéria dos planos médios de uma congruéncia tal que F(€) seja

harmonica.

Neste altimo caso, surgiu um estudo das superficies geradas a partir da superficie média de My, a

idéia é a seguinte:
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Considerando uma superficie-ML S, parametrizada por X : M — R3, descrevemos sua superficie média

H H H
porY = X+ <K> N, sendo que A™ (K) = 0, localmente existe la harmonica conjugada (K> , assim,

H H\"
podemos descrever duas superficies My e My parametrizadas por Z, =Y + (K) NeZy=Y— (K) N

respectivamente e uma aplicagcio T : My — Ms que associa de forma “natural” pontos das superficies M

e M. Algumas questoes sobre tais superficies sao
1. A aplicagao T preserva dreas?
2. As superficies M1 e My diferem apenas por uma reflexdo?
3. As curvaturas Gaussianas das superficies My e My sdo negativas?
4. Sobre quais condi¢oes My e My sdo superficies-ML?

Mesmo nao tendo os resultados formais, usando métodos computacionais pode-se verificar para uma
grande quantidade de exemplos que a resposta & questao 2 é verdadeira quando sao tomadas ao acaso
duas fungoes A, B que definem uma congruéncia de retas (ver [20], pg.7). A seguir, apresentamos alguns

exemplos e os respectivos desenhos de M7 e Ms, dando uma forte impressao de simetria.

+ A
A
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A=zlogz, B=0

Neste tltimo caso pode-se ver que a superficie-ML é como caso particular uma superficie minima e alias,

M; = Ms. De maneira intuitiva também pode-se dar uma resposta a questao 3.



Apéndice

A

Superficies

A.1 Demonstracoes de resultados anteriores

A.1.1 Demonstracao do Teorema 1.1

Teorema 1.1 Seja M™ wuma subvariedade diferencidvel e (U, X) um sistema de coordenadas em M.
Dada f € D(M), denote a representagdo correspondente de f por f:: foX1:X(U)—R e seja (g¥)

_ o 0 . L
a matriz inversa de (g;;) = (gp (E):ﬂi’ 3%)) Entao no dominio U temos
noGof 0 L(oF 0
_ i ) — ij [ 2 L
gradf = Z g Oox; Ox; Z g (6‘:@- oX) oz
1,7=1 J 1,7=1 J
Demonstra¢ao. Calculamos, para « € {1,--- ,m},
)\ _ of
dfp (8%) = @(X(p))
(foXY)
=SS (x )
m a o X_l
=S M) (e
i=1 t
i 0 o X_l iq
_y U o L(X (9))97 (9)g1a(p)
i,j=1 ?
L O(foX T ; o 0
- Z ( o >((X(p)) '(P)gp (6%7 8@)
ij=1 i 7 «
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Por outro lado, da definicao do gradiente, temos

Ip (gradf(p% ai) = dfy (ai) .

De onde segue o resultado. O

A.1.2 Demonstracao do Lema 1.1

Lema 1.1 Seja F : (—e,e) = GL(n,C) uma curva diferencidvel no grupo das matrizes invertiveis. Entdo

Tr(F~1(s) o F'(s)) = % In(det F(s)).

Demonstra¢ao. Seja B € C™*™ note a expressdo do seguinte determinante

1+ tbll tblg ce tbln

tbay 14 thao

det(I, + tB) = =1+tTr B+ O(t?). (A1)

tbnl o bnnfl 1+ tbnn

Considere agora A € GL(n,C) e H € C"*™ qualquer, entdo

_ -1 _
lim det(A+tH) — det(A) _ det(A) - Tim det(I, +tA="H) -1
t—0 t t—0 t
-1 2
AL Get(A) - lim TATH) + O(F) (A2)

t—0 t

= det(A) - Tr(A™ H).
Agora consideramos a funcao f(t) = det(F(s) + tF’(s)). Derivamos e obtemos

£1(0) = tim 9SEE(E) —t(3)) — det(F(s)) a2

t—0

det(F(s)) - Tr(F~1(s) o F'(5s)).

Finalmente, a regra da cadeia implica que f'(0) = d(det)p(s)(F'(s)) e

d 1 d
7 In(det(E (1)) ]i=s = TF) 2 (det(F(0)) =
1 /
= W : d(det)F(s)(F (s))
_ IO
det(F(s))

=Tr(F~'(s)- F'(s)).
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A.1.3 Demonstracao do Teorema 1.4
Teorema 1.4 Seja M uma subvariedade, sejam f,h € D(M) e X € X(M). Entio
1. grad(f -h) = f-grad(h) + h - grad(f),
2. div(f - X) = f - div(X) + X(f),
A(f-h) = f-Ah+h-Af + 2 (gradf, gradh) .

Demonstracao.
1. Seja Y € X(M) um campo qualquer e p € M. Entao para a derivada direcional vale
gp(div(f - h), Y) =V(f - h) + f- V(h) = gp(f - gradh + h - grad f, D).
De onde se segue o resultado.

0
2. Segundo as hipoteses do Teorema 1.2, temos fX = Z?:l(f&-)a—, dai

i

div(fX) =

( N

;0EV0) }
0

9

3. Da definicao do Laplaciano, temos

A(f - h) = div(grad(f - h))
L div(h - gradf + f - gradh)
2 b Af +gradf(h) + f - Ah + gradh(f)
= 2 (gradh, gradf) + h- Af + f - Ah.
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