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Resumo

Estados quase estacionarios de sistemas com interacoes de longo alcance tém sido estu-
dados nos dltimos quinze anos. Um potencial de interagoes em pares ¢ dito ser de longo
alcance se decai em longas distancias como r~® com o < d e d é a dimensao espacial.
Equacoes cinéticas para sistemas interagentes de longo alcance usualmente podem ser
obtidas da hierarquia BBKGY [17] levando em consideracao a contribui¢ao da funcao de
correlagao de dois corpos, a qual é da ordem 1/N |[3] e resulta em uma escala de tempo
de relaxacao colisional proporcional a N. A equacao de Balescu-Lenard para um sistema
homogéneo unidimensional anula-se devido a funcao delta de Dirac, portanto termos de
alta ordem devem ser mantidos quando a hierarquia for truncada, assim, levando a um
escalonamento diferente da evolucao temporal do estado homogéneo. Deve ser natural es-
perar que no presente caso as correcoes colisionais predominantes para a equacao cinética
vém de termos de alta ordem proporcionais a 1/N?, sugerindo uma escala de relaxagao
proporcional a N?. Em um trabalho prévio [9] mostra-se que para os modelos HMF e
Ring Model a relaxagao ¢ ao quadrado do ntimero de particulas e confirmado por calculos
computacionais. Neste trabalho propomos a extensao dos calculos teoricos de [9] para
sistemas gravitacionais 1D para encontrar a equacao cinética destes sistemas.



Abstract

Quasi-Stationary States of long-range interacting systems have been studied at length over
the last fifteen years. A pair interaction potential is said to be long ranged if it decays at
long distances as r~“ with a < d where d is the spatial dimension. Kinetic equations for
long-range interacting systems usually can be obtained from the BBGKY hierarchy [17]
by taking into account contributions from the two-body correlation functions, which are
of order 1/N [3] that result in a time scale of collisional relaxation proportional to .
The Balescu-Lenard equation for a one-dimensional homogeneous system vanishes iden-
tically due to the Dirac delta function. Therefore higher order terms must be kept when
truncating the hierarchy, leading to a different scaling of the time evolution of a homo-
geneous state. It would be natural to expect that in the present case the predominant
collisional corrections to the kinetic equation come from higher order terms proportional
to 1/N?, this implies a relaxation scaling proportional to N2. In a previous report |9] it
is shown that the scaling from theoretical considerations for the HMF and Ring Model is
proportional to the square of the number of particles and have also, in the former case,
confirmed by computational calculations. In this report we propose an extension of the
theoretical calculations given in [9] for a 1D gravitational system in order to provide a
kinetic equation for such systems.
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Capitulo

Introducao

Neste trabalho iremos estudar as equagoes cinéticas com interacoes de longo al-
cance.
Tais sistemas sao caracterizados por potenciais decaindo com r~
sendo a dimensao do espago.
Para definir sistemas com interacao de longo alcance, vamos considerar o potencial para
uma dada particula ¢ situada no centro da esfera de raio R e volume V. Vamos omitir a
interacao da matéria situada a uma distancia ¢ < R.

@ para a < d com d

: . : : 1 : .
Se as particulas interagem via um potencial proporcional a —, com r sendo a distancia
r

da origem onde esta a particula até um ponto qualquer no espaco, entao

R g1 R n
U= / dnridr=— = 47rp/ 2 %dr oc 37T
c ‘/ /raOé . €

com p a densidade da particula.

Quando incrementamos o raio R, a contribuicao devido a superficie da esfera R3~2,
pode ser negligenciada quando o > 3, mas diverge se o < 3. Efeitos de superficie
sao importantes e portanto a aditividade nao é cumprida. Um sistema é nao aditivo se
E # FEy+ Ey + ...+ F,, a soma das energias das partes é diferente da energia total. Se a
energia da interface (superficial) nao pode ser negligenciada entao o sistema é nao aditivo.

Se generalizamos para sistemas em d dimensoes, facilmente mostramos que a energia
vai ser ndo aditiva se a energia potencial V (r) comporta-se como

1
V(T) ~ TR
/r-Ct
com « < d a longas distancias.
Além da nao aditividade estes sistemas apresentam as seguintes caracteristicas:

e Inequivaléncia de ensemble: em sistemas auto-gravitantes pontos tricriticos no en-
semble candnico e microcandnico nao coincidem;

e calor especifico negativo: No ensemble canonico o valor médio da energia é

. o—BE;
(B) = oz ZZ:EZG
oz
com Z a funcao de particao e o calor especifico é
0(FE
Cp = 0LB) x ((E — <E>)2> > 0,
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ou seja, o calor especifico candnico é sempre positivo. Este nao é o caso para sistemas
com interagoes auto gravitantes. Usando o teorema do virial para tais particulas

2 <Ec> -+ <Epot> = O
E = (E.) + (Bpu) = — (E.)

Como a energia cinética E, é por definicao proporcional a temperatura, temos que

0 (E) oF <0
Cy = x .
! oT 0 (E.)
Sistemas com potencial gravitacional ou coulombiano sao exemplos de sistemas de
longo alcance [8].
A dinamica desses sistemas é descrita por trés estagios, a partir de condigOes iniciais

especificas:

1. Relaxacao violenta: estagio inicial, neste estidgio as particulas mudam sua energia
significativamente em um curto espaco de tempo [11].

2. Estados quase estacionarios (QSS): estes estados estao fora do equilibrio e possuem
um tempo de vida que aumenta com o numero de particulas. Estes estados nao sao
descritos pela estatistica de Boltzmann|6].

3. Estado de equilibrio.

A Fig 0.0.1 descreve esses trés estagios para a magnetizacao em funcao do tempo para
o HMF(Hamiltonian Mean Field) para diferentes niimeros de particulas, o nimero de
particulas aumenta da esquerda para a direita.

< Equilibrio

Relaxacdo violenta

Figura 0.0.1: Evolucao temporal da magnetizacao para o HMF.

No primeiro capitulo deste trabalho vamos fazer uma breve revisao da mecanica clas-
sica, chegar na equacao de Liouville, estudar um método desenvolvido por Prigogine para
resolver esta equacao usando série de Fourier e encontrar a hierarquia BBKGY.

No segundo capitulo introduzimos a idéia de correlacao e obtemos as equagoes de
Vlasov, Landau, Boltzmann e Lenard-Balescu. Veremos que para sistemas homogéneos
unidimensionais a equacao de Lenard-Balescu se anula [20]. No capitulo seguinte iremos
encontrar equacoes que descrevem a dinamica destes sistemas.



Capitulo 1
Hierarquia BBKGY

Neste capitulo revisaremos alguns conceitos da mecanica classica e usaremos os
conceitos adquiridos para obter a equacao de Liouville, que é a equacao base para obtermos
a hierarquia BBKGY.

1.1 Equacao de Lagrange

Sabemos da 2° lei de Newton que:

_dp .
“at P

Para um sistema de particulas, temos que:

Fj =Y Fy +F =p, = mi;,

F

ou seja, a forca resultante na particula j é devido a forca externa Fg-e) e as forcas internas
F,; que outras particulas exercem na particula j. Mas nestas equacoes nao podemos
contabilizar os vinculos, que sao restricoes geométricas ou cineméatica ao movimento.
Quando este vinculo é holénomo podemos escrevé-lo em fungao das coordenadas, tal que:

flry,ro, .. ey, t) =0.

Para um sistema de N particulas, temos 3N coordenadas independentes. Se existem k
equagdes para os vinculos, entao existem (3N-k) coordenadas independentes (g1, g2, .-, G3N—k),
que sao as coordenadas generalizadas deste sistema.

Logo,

ri = 11(q1, Q2 BNk, )

(1.1.1)

ry = rn(q1,92, - G3N—k, 1),

onde os vinculos estao inclusos implicitamente.

Vamos definir um deslocamento virtual ér; como um deslocamento infinitesimal, que
nao viola os vinculos e ocorre em um instante t fixo. J4 o deslocamento real dr ocorre no
instante dt. Considerando a superficie, que restringe o movimento da particula, lisa, temos
que a forca de contato entre a superficie e a particula nao tem componente tangencial.
Logo,

Z f;.0r; =0 (trabalho virtual total das forcas de vinculo)
(2

q
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onde f; é a forca de vinculo. A forca de vinculo preserva as restricoes geométricas ou
cinéticas.
Como vimos
F, =1 — F,—p;=0
Logo:
(Fi —Di) - or; =0
Z(Fi—pi)'(sri =0

sabendo que podemos escrever F; = FE“) + f;, onde FE“) ¢ a forca aplicada na particula i,

temos que:
> (B = pi) - ori+ > or =0
3 (FE“) - pi) L or; = 0 (1.1.2)

i
que é o Principio de D’alemberg.
Na equagdo 1.1.1, temos r; = r;(q1,¢2, .., Gn,t), onde n é o nimero de coordenadas

independentes. Entao:
. or; or;
vi=t = g+ (1.1.3)
k

8qk ot .

Como o deslocamento virtual ocorre no mesmo instante de tempo, entao:

aI‘i

(51‘2‘ = —_—
7 045

5Qj.

Entao o trabalho virtual de F; é:

i i, 4

CcoI1

a forca generalizada.
Temos que :

d (Or;\ O or; . o°r;
dt <3Qj> - dg ; 9g,00. " " 3,01
ov;
dq;
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Da equacao 1.1.3, temos que:

dv;  Ory
aij 8%’ .
Logo:
. ari d 3VZ- (9vi
mu;r;,.— = — \ Vi | —M;V;.— | .
Xi: dq; z; {dt ( 3%’) (9%}
Portanto:
. d| o0 miv? 0 m;v?
;Pz'.éri = ; {% la—qz <; > )] - a—q] (; B ) } (qu‘ (1.1.5)

mg

iv2 . e s
3 - Ccomo a energia cinética do

Substituindo 1.1.4 e 1.1.5 em 1.1.2 e considerando ZZ

sistema (T), temos:
d [ 0T aT
S [o7) -5 @fo-o

Os deslocamentos virtuais dg; sao independentes, logo os termos que multiplicam dg;

sao nulos: 4 /T oT
il 0. = 1.1.
dt <8q2-) 0q; @ =0 (1.1.6)

tendo n equagoes desta forma.
Para forcas que derivam do potencial V (ry,ry, ..., ry,t):

Fi = —VV(I'l,I'Q, ...7I'N,t),
ou seja, nao restringimos a sistemas conservativos, pois V depende explicitamente do

tempo. Entao:
or; Jr; oV
Q' - FZ‘._Z = — VV ’ = ——
=2 dg; 2 dg; O

i .

Substituindo esta equacao em 1.1.6,temos:

d(ory_or-v)
dt \ 9¢; og;

Como V nao depende das velocidades generalizadas,

d (0L oL

di;)  9q

onde L =T —V, é a lagrangiana. Esta é a equagao de Lagrange.
A lagrangiana é uma fungao de q, ¢ e t. Podemos definir o momento conjugado a partir
da lagrangiana, para tanto seja L(q, ¢,t), entao:

OL 9T 9V 9T 9 Zmﬁ_m__
o¢  0¢; 04 O¢  0g; - 2 - i = P

Portanto o momento conjugado a coordenada ¢; é [14]:

L

= 1.1.
9, (1.18)

Di
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1.2 Equacao de Hamilton

A equacgao de Lagrange gera n equacoes de segunda ordem que requer 2n condicoes
iniciais para resolvé-la.

J& no formalismo hamiltoniano temos 2n equacoes de primeira ordem, tal que a di-
namica ¢ descrita por qi, qo, ...Qn, P1, P2, .-+, Pn, onde p; € 0 momento conjugado dado por
1.1.8. As variaveis (q,p) sao conhecidas como variaveis canonicas. A mudanca das varia-
veis (g, q) para (q,p) é realizada através da transformada de Legendre, conforme descrito
a seguir.

A diferencial de L(q, ¢,t) é escrita como:

SN oL . oL

Da equagao de Lagrange 1.1.7, temos que:

0L
Di = O’
Dai,
ot

i=1

A hamiltoniana H(q,p,t) é a transformada de Legendre da lagrangiana, definida por,

Diferenciando esta equacgao e usando 1.2.9, temos

n

=~ . . =~ . ., 0L
= Z (¢; dpi + pi dg;) — Z (pidq; + pidg;) — Edt

7 i=1

- oL
E (¢; dpi — pi dg;) T

Por outro lado:
oH o0H OH
dH t) = —dqg; + —dp; —dt.

i

Comparando as duas equacoes acima, temos que:

. 0H
P=
. 0H
Qi = o
oL OH
5 = (1.2.10)

para i=1,...,n. Estas sdao as equacoes de Hamilton.
As variaveis (q,p) sdo chamadas de variaveis canonicas e o espaco de 2n dimensoes é
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chamado espago de fase.
Podemos aplicar as equagoes de Hamilton para obter a equagao de movimento para
variaveis dindmicas. Seja u(q,p,t), entao:

d_u — Z %4_% +@
i~ 2 \og" T op) ot

B Z auaH_ﬁuﬁH +8_u
B - 0q; Op;  Op; Og; ot’

definindo o parénteses de Poisson sendo [A, B] = ), <8A 0B _ 0A aB). Temos:

9q; Op; Op; 0q;

— =[u, H] + = (1.2.11)

1.3 Transformacoes Candnicas

Um sistema pode ser descrito por uma gama de coordenadas generalizadas. Ou
seja, podemos escolher as variaveis que simplifiquem as equagoes de Hamilton.
Uma transformacao canénica é uma mudanca de varidvel que preserva as equacoes de
Hamilton.
Inicialmente vamos introduzir o conceito do principio de Hamilton para encontrar as
transformacoes candnicas. O principio de Hamilton diz que, dado um sistema descrito
pela lagrangiana L(q, ¢,t) podemos definir a agio,

to
s [ Lg.d.nd
t1

tal que esta é minima mantendo fixo os pontos inicial e final da trajetoria.
Sabendo isto, estamos interessados em uma transformacao inversivel tal que:

Qi = Qi(g,pt)

e a nova hamiltoniana K(Q,P,t) que preserva a forma hamiltoniana,

), — 9K p _ _ 0K
Ql_apz‘ B = 0Q:"

Do principio de Hamilton temos que:

to
5S = 5/ L(g,q,t)dt =0
t1

— 5/t2{2piq'i—H(q,p,t)}dt:0 (1.3.12)

Podemos reescrever esta equacao para as novas coordenadas,

5/ {ZPQz K (Q, Pt)}dt:O. (1.3.13)

Para que 1.3.12 e 1.3.13 sejam satisfeitas simultaneamente:

;piqz-— (., ZPQz K(Q,Pot) + = = (1.3.14)
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onde,

5/: C;—fdt =00 (q(ta),p(t2),ta) =66 (q(t1),p(t1),t1) =0
pois 6(q(t2)) = 0(q(t1)) = 0 = d(p(t2)) = o(p(t1))-

A existéncia de K (@, P,t) e ¢(q,p,t) que satisfaz 1.3.14 garante que a transformacao
é canonica. De 1.3.14, tém se que:

> pidg; = PdQ; — (H — K) dt = dg.

Ou seja ¢ é uma funcao de q, Q e t, logo:

Fi(q,Q.t) = ¢(q,p(q,Q,1) 1),

tal que
o oF,
pi = 04,
oF,
P = _
’ 0Q;
OF:
K(Q.Pt) = Hgpt)+—"

A fungdo Fi (q,Q,t) é conhecida como fun¢do geradora da transformagcdo. A transfor-
magao (¢,p) — (@, P) é candmica por construgao.

Podemos também construir uma fun¢ao geradora que dependa de (q,P) ao invés de
(q,Q), vamos defini-la sendo:

(g, Pit) = ZHQi+F1

= S PQi(a,P.t)+ ¢ (a.p(a. P1). . 1).

Diferenciando esta equagao, temos:

dFy = Y (PdQ; + QudP) + do
= Y (pidg; + QudP) — (H — K) dt.

7

Logo:
- O0R
pi = 4,
0F;
& = 35
0F;,
K = H t)+ —.
(q7p7 )+ at

E possivel obter quatro tipos bésicos de funcio geradora [12].
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1.4 Equacao de Liouville

Considere uma regiao Ry no espaco de fase, como na figura 1.4.1. As coordenadas
X = (21, Xa,..., Ta,) representam as variaveis (q, p), consideramos um vetor F = (Fy, Fy, ..., Fy,)
tal que F; representa o lado direito de 1.2.10, ou seja, X = F (x,t). A regidao Ry representa
a configuracao inicial do sistema, ou seja, vamos considerar t=0. Num instante t poste-
rior um ponto x se move para X (x,t) em R;. No espago bidimensional (q,p)(podemos
generalizar para qualquer dimensdo) o volume é

1% (t) == / XmdXQ == Jdl’ldJZQ,
Rt RO
tal que J é o jacobiano da transformacao X (x,t):
ox,  ox,
1=| & g |
o1 Oxo

Figura 1.4.1: Movimento do volume no espago bidimensional.

Para t pequeno, podemos aproximar X por,

X = X(x,0)+ d}f(xo) + 0 (#?)
= x+tF (x,0) + O (#?) (1.4.15)

considerando que x = F (x,t).
De 1.4.15, temos que:

X, =z + tF (x,0) + O (t?)
X2 = To + tFQ (X,O) + O (tQ) .

Substituindo a relacdo acima no jacobiano obtemos:
0X10X, B 0X,0X,
8x1 81’2 8m2 8131

= 1_|_tai l—i—t@ _tQ%@
81'1 8@

J =

OF, OF, )
= 1 t| — __ =
+ (ale“axg)t + 0 (#?)

= 1+tV.F(x,0)+ 0 (£
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Entao o volume de R; é
V() = / (1+ tV.F (x.0)) dardas + O (£2).
Ro

Logo,

(dV (t)) i (M) [ OF () derdes

dt t Ao

Podemos aplicar esta equacao para qualquer t, tal que:

v (t)
dt

:/ V - F (x,t) dxidxs.
Ry

Para um sistema que obedece as equacoes de Hamilton,

oF, 0F,
F = 1,72
v 81‘1 + 8x2

_ o (oH\, 0 ( on
~ Og \ Op dp dq

= 0.

Logo,
av (t)
dt

Entao o movimento de sistemas hamiltonianos preserva o volume no espaco (q,p),
conhecido como teorema de Liouville[13].

A partir do teorema de Liouville podemos encontrar a equacao de Liouville. Para
tanto, seja um sistema representado por um ponto no espaco de fase. Vamos definir o
ensemble como sendo um conjunto de sistemas no espaco de fase. A densidade de pontos
no espago de fase D(q,p,t) é definida como

=0.

dN
D(Qapvt) - dV
onde dN & o ntimero de pontos (sistemas) no volume dV.

Como podemos observar na figura 1.4.1 a evolucao de Ry no tempo faz com que a
forma deste volume mude no tempo, mas o volume permanece constante. O ntmero de
sistemas dentro de Ry também permanece constante, pois se algum ponto atravessar a
borda, em algum instante, sua trajetoria cruza a trajetéria de um ponto que estd na
superficie. Neste caso eles teriam as mesmas coordenadas no espaco de fase desde que a
dinamica do sistema é determinada unicamente pela localizacao no espaco de fase. Esses
dois pontos viajariam juntos, entao um sistema nunca pode sair do volume, fazendo com
que o nimero de sistemas também permanega fixo. Logo D (g, p,t) é constante no tempo,
ou seja,

dD (¢.p.t) _
dt ’

ou como vimos em 1.2.11: 5D
=+ [D,H] =0 (1.4.16)

esta ¢ a equacgao de Liouville.
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1.5 Hierarquia BBKGY

Para um sistema de N particulas vamos considerar z;= (q;, p;), onde q; é a co-
ordenada generalizada e p; o momento conjugado canodnico. Se o estado 1, xs, ..., TN
estd ocupado, entao a particula 1 estd no estado z, a particula 2 estd em x5 e assim
por diante. Vamos definir F(z1, z, ..., xy) (a dependéncia no tempo sera ocultada) como
sendo a funcao densidade de probabilidade de N particulas. A funcdo F(x1,xs,...,zxN) é
simétrica sob mudanca de argumentos,

F (21,29, Tjy ey Tpgy ooy ) = F (21, To oo, Tpy oy Tjy oo, TN)

Vamos definir fi(x;), a funcao distribui¢do reduzida de uma particula, tal que:

f1 (131) = N/dﬂlgdl’NF (I‘l,xg, ...73}1\[) .

E a funcao distribuicao reduzida de s particulas f (1, 2, ..., ), para s<N

N!
fs (ﬂjl,...,xs) = m/dxs+ldeF (1’1,:62,...,3?]\7),

fs (x1, ..., x5) representa a densidade de probabilidade de encontrar s particulas em 1, ..., .
A condigao de normalizacao de f; (z1,...,x5) €

NI

i (1.5.17)

/dml...d:csfs (1, Toy oy ) =

Considere um sistema de N particulas idénticas, tal que a hamiltoniana é

N N
H([Ehl’g,,xN):Z§;1+ZZV<QZ_Qk>
=1 i<k

Podemos reescrever a equagao 1.4.16 em termos de operadores liouvilianos, definidos a
seguir, tal que

OF (¢,p,t) = [H,F(qp1)]
= LF(q,p,t)

onde

LF

OH OF OH 8F>
dq; 3pj Op; 0g;

Il
]

av i —ar) OF  p; OF
:Z{ oV (¢ — i) p__}

0q; 8pj m 0g;

_ Zi@w%—qk)amawqi—qk) aF)_ p; OF
= dg;  Opi ar  Opk m dq;

< k
B Zi(@V(qi—qmaF_awqi—qk) aF)_ p; OF
. 9q; Ip; dq; Opy, m a%

i<

B oV (q; — OF  oF
= ; Jaq Z Z dq; (32% apk) ’
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fazendo

P il ) =0 9
Vi = Y —aq % = o, aﬂ"—apj

podemos reescrever L, como:

N
L=L"+L' =1+ "L,
J i<k

onde

0 P — R— . .
Lj = vV,
/

Ly = (ViVik) O

Ou seja,

ZLOF+ZZL F. (1.5.18)

i< n=1

/dml...deF (x1, 22, ...,xn) = 1.
Para os proximos calculos vamos considerar
J0a5E=0 e [Opg- =0, (1.5.19)

pois estas sao integrais de superficie.
Integrando a equagao 1.5.18 sob as particulas s+1,...,N e multiplicando por (N]\fs)!,
temos:

O, fs = (NN )/d:csﬂ de{ZL0F+ZZL F} (1.5.20)

1< n=1

Considerando o primeiro termo do lado direito da equagao acima,

N OF NS OF
_ ATy dTNVi— = —— dTgry...ds NV —
(N — S), jzl/ Tst1 xNv]aqj (N— S)‘ Z/ Tst1 xN/U.quj

OF

‘ Z /dxsﬂ dev]a

Jj=s+1

N! oF
= — E dreiq...d —
(N —s)! j:l/ et NS,

S
Z LY fs (21,2, ..., 25)
j=1

O segundo termo ¢ dividido em trés casos:

NI N
o >/de+1 deZZL F = )/dst deZZL F

j=1< n=1 j=1< n=1
N

N! . :
+m/d1}s+1...dl‘]\]z Z LjnF

j=1 n=s+1

NI N N
+(]V—_S)!/d$5+1...d$]\f Z Z LjnF

j=s+1<n=s+1

(1.5.21)
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Estes trés casos estao representados na figura 1.5.2:

.
Vi

7/ s+l N ;1

Figura 1.5.2: Termos do somatério 1.5.21.

1. j e n estdo dentro do grupo (1,...,8):

(]VL_!{S)!/‘dstrl“'de Z ZL;HF = Z ZL /dx3+1...deF

j=1< n=1 j=1< n=1

S 3 S NACN )

j=1< n=1

2. j pertence ao grupo (1,...,s) e n ao grupo (s+1,...,N). Usando o fato de F ser uma
funcao simétrica sob mudanca de particulas:

N! LA

7j=1 n=s+1

N! OF OF
- o )/dst deZ Z V,;Vin <3p 3pn)

7j=1 n=s+1

NI / (aF OF )
= dxg .dx — 3 V V s - _
(N —s)! e NZ TIEHIN Op; O

N!
= Z/dl’s+1v]"/j(s+1)aj(s+1)(]\[_—s_1>‘/d$5+2...d$NF
=1 '

= Z/dl'sHL;(sH)sz (T1, T2y ooy T -
j=1
3. j e n estdo dentro do grupo (s+1,...,N):

NI N N
m/diEs_H...dl'N Z Z LjnFZO

Jj=s+1<n=s+1

devido a equacao 1.5.19 este termo é nulo.
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Portanto substituindo estes resultados em 1.5.20,temos:

Oifs (X1, 29, ...,xs) = ZL?fs (x1, %2, ..., Ts) + ZZL;nfS (x1, %2, ..., )
=1

i< n=1

+> / drss1 Ly ) fort (T1, T2, o0y Tor1) (1.5.22)
7=1

para 1 < s < N.

A equacao acoplada acima é conhecida como equagcao BBKGY, esta equacao tem
estrutura hierarquica, ou seja, para determinar a funcao distribuicao de s particulas é
necessario conhecer a funcao distribuicao de s+1 particulas.

A equacao 1.5.22 pode ser representada através de diagramas. Vamos considerar
fs (x1, 29, ..., x5) uma linha horizontal, o operador Lg-) nao é representado graficamente,
pois este nao representa nenhuma interacao, nao muda o estado das particula. J& o
operador L;n, como representa as interagoes entre particulas e estas interacoes afetam o
estado do sistema, vamos representa-lo como um vértice que une as linhas de j e n do lado
direito.

Na equagao 1.5.22 ha dois termos que envolve o operador L;-n. Um termo representa
apenas a interacao entre um grupo de particulas, neste caso vamos representar como duas
linhas indo para a esquerda, este tipo de diagrama vai ser chamado de wvértice X (ver
1.5.3).

O segundo termo com L;(s+1) envolve a interacao entre as particulas, j e s+1, e a in-
tegracao em s+1, que representa a mudanca de estado desta particula para o estado da
particula j. Uma simples linha do lado esquerdo representa esta integracao, a este tipo
de diagrama vamos chamar de vértice Y (ver 1.5.3).

OC —C

Vértice X Vértice Y

Figura 1.5.3: Vértices X e Y.

Para s=1

O fr (21) = LY f1 (21) +/d$2L,12f2 (z1,22) .

Figura 1.5.4: Diagrama de evolugao de fi (z1).

Para s=2
Orfa (w1, m2) = LY fo (21, 22) + LY fo (x1,22) + Linfo (21, 22)
+/d$3Ll13f3 ($1,9€27$3)+/d$3L/23f3 (21,22, 3)
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Figura 1.5.5: Diagrama de evolugao de f (x1,x2).

Para s=3,

Ofs (x1,20,23) = LY fs (1,20, 33) + L3 f3 (21, 22, 23) + L f3 (21, T2, 23)
+L12f3 ($1, T2, $3) + L13f3 ($1, T2, 953) + L23f3 (Il, Ta, 173)

+/d$4 (L/14 + L/24 + L/g4) f4 (.Tl,,TQ, x3)

1 1 1 2 2
2 2 3 3 3 3
3 3 2 2 1 1
1 2
1 2 3
4 4 4
2 y) 1 1 1 1
3 3 3 3 2 2

Figura 1.5.6: Diagrama de evolugao de f3 (x1,x2,x3).

E assim por diante [3].

1.6 Analise de Prigogine

A equacao de Liouville & uma equagao base para obtermos varias interpretacoes
interessantes. Iremos apresentar a andlise feita por Prigogine, que ¢ uma técnica pertu-
bativa para resolver a equacao de Liouville. Esta anélise prevé a utilizacao de diagramas
para descrever a interagao entre particulas. Para iniciarmos o estudo desta andlise vamos
apresentar algumas propriedades das func¢oes distribuicao reduzida que descrevem um sis-

tema.
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Sistemas macroscopios sao caracterizados em homogéneos e inomogéneos. Se os siste-
mas sao homogéneos entao a func¢ao distribuigao de N particulas F(z1,29,...,xx) € invari-
ante sob translagao de coordenadas (q;)—(q,+b), ou seja,

Flagi+a,qy+a,..qy+a,vy, vy, ....vn,t) = F(qi,dy, .-, Ay, V1, V2, oy VN, T)
(1.6.23)

Esta igualdade implica que a funcao distribuicao reduzida de uma particula é:

f1 (ql,Vl,t> = N/dQQ...qudUQ...dUNF(ql,qQ,...,qN,Vl,VQ,...,VN,t>

= N/dqg...qudvg...vaF(ql+a,q2+a,...,qN+a,v1,v2,...,vN,t)
= fi(ai+a,vy,t).

Portanto

fi(ar, v, t) = cpr (ve,1). (1.6.24)

E a funcao distribuicao reduzida de duas particulas depende da distancia relativa das
duas particulas:

fo(ai,q2,vi,va,t) = N (N — 1)/dCJ3---dC]NdU3---dUNF (d1,9g; -, An> Vi, V2, -0, VA, T)

= N(N-1) /dQ3...qudU3...dUNF (a1 +a,...,qy +a,vy,...,vy,t)

= fo(qi+a,qx+a, vy, v, t)

= fo(qi,q2, V1, Vo, t) = fo (a1 — 2, Vi, Vo, t).

Considere um gés contendo um nimero muito grande de particulas dentro de um
volume muito grande €2, portanto no ponto de vista matematico podemos fazer o limite
N — 00 e 2 — 00. Devemos tomar cuidado neste limite, porque a razdao N/S) deve ser
constante e finita, ou seja,

0 — oo (1.6.25)

{N—>oo
N/Q=c

este limite é o limite termodinanico.

Prigogine assume que a funcao distribuicao reduzida f, deve ser finita no limite acima,
ou seja, F(z1,...,xxn,t) deve garantir este requerimento e f; deve permanecer assim para
qualquer tempo (ver Figura 1.6.7).

Iremos usar este requerimento nas componentes de Fourier da fun¢ao distribuicao. Para
tanto teremos que encontrar as condigoes de contorno para nosso sistema. Vamos assumir
que 0 gas estd em uma caixa de volume Q (ver figura 1.6.8) e que este sistema é repetido
periodicamente em um espaco na direcao iz, i, e i., tal que:

i, = (1,0,0)

i, = (0,1,0) (1.6.26)
i. = (0,0,1)
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fs(N

Figura 1.6.7: Fungdo distribui¢ao reduzida fs(N) no limite termodinamico.

Figura 1.6.8: Vetores i, iy e 1.

Temos que:

F ({4 +25,} )

F ({a; + 9"},

= F({a;+

= F({q},v).

Expandindo a funcao distribuicao inicial em série de Fourier:

eXP( 2K qj> ,

F(qvvao):Z“'Zﬁlq ..... ky <V17

funcao distribuicao é espacialmente periodica.
A condicao de contorno Eq. 1.6.27 requer que:

F ({q; +92"%,},0)
Z Z Pki,..., Ty eeny N) e(izé\; kj~(<1j+ﬂl/3iz))
ki

k;.q;
k;.Q'3,

k.

Jx

= F({a;},

v)

Ql/?’iz} ,v)

v)

D O DL

= kj'(%
= 2mn

2mN,
0L/3°

Ql/31x)

V17...

— 21N

)

(1

(1

VN

18

6.27)

6.28)

Oky .., ky (V1,...,Vy) a componente de Fourier, que depende das velocidades, pois a

)6(1‘2?:1 k;.q;)
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vamos chamar n = n, s6 por notacao.
Para as outras condi¢oes da equacao Eq. 1.6.27, temos:

k;.q; = kj. (qj + Ql/3iy) — 271N
2mn,
kjy = 0OL/3

21,
e =
Logo:
2
k; = (;‘/1; (1.6.29)
tal que as componentes de n; sao ntimeros inteiros.
Podemos reescrever 1.6.28, tal que:
F(an 0 = po. 0+ZZ/)0 k;..0 V] ) ik;-q;
+... (1.6.30)

P o..0 € 0 termo com todos os k, nulos, po..x;..0 € 0 termo com apenas um vetor de onda
diferente de zero e assim sucessivamente.

Para o caso especifico de um sistema homogéneo, que obedece as condicoes da Eq.
1.6.23, temos:
F(x1,...xy) = F(x1+b,...,xy+Db)
Z Zpkl, » Vb_”VN)e(izjkj.qj) _ Z Zpkl, e Vl’W’VN)e(iijj.(qﬁb))
1 1
>k = 0. (1.6.31)
J

Como vimos anteriormente a funcao distribuicao reduzida tem que ser finita no limite
termodinamico (Eq. 1.6.25), logo as componentes de Fourier devem depender do volume.
Sabendo disto podemos reescrever a Eq. 1.6.30 na forma:

F(g,0,0) = Q9 {po(|v;0 ZZpk (vl

( : ) ZZ ZZ Pi; ke (Vs Val..;0) e ik;.qj+ikn.qn

J+kn¢0>

(87T3) Zzzpkj,k,] (Vj, Vil ) —
(%) T-rr.x

5ka+---+kb"'5kc+---+kdlokjakn (Vj, ceey Vn|
+..} (1.6.32)

: O) 6ikj~qj+-~-+7:kn-Qn
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tal que:

_ 1 ,sekj+..+k,=0
Okjthen = { 0 ,sek;+..+k,#0. (1.6.33)

Com esta notacao os termos que estao do lado esquerdo da barra, na componente de
Fourier, tem vetor de onda nao-nulo, do lado direito da barra sao escritas as outras ve-
locidades, como estas ndo sao relevantes trocamos por uma série de pontos. A série Eq.
1.6.32 é idéntica a Eq. 1.6.30, a mudanca de uma série para a outra é dada pela Tabela I.1.
Ao invés de escrever v;, ..., v, do lado esquerdo da barra em p podemos escrever apenas

os indices das particulas j, ..., n. Esta notacao é dada na segunda coluna da Tabela I.1.
Notagao Compacta Notacao Explicita
po...o (v;0) QYo (|v;0)
Q%o (].-50)
po..x,..0 (v; 0) QN (87°/Q) pi, (V.- 0)

po..x;..k,..0 (v; 0) ki +k,#0

Q
Q
Q
£0..k;..k,..0 (V; 0) ki +k,=0 0~
Q
Q

£0..kj.. Kn o de0 (V3 0) | Kj + Ky + Ky #0

0.k K. k.0 (V;0) | Kj +k, =0 QN (87% /) Pk, —k; e (Vi Vi, Vi .5 0)

£0..k;. k0 (V:0) | K + Ky + Ky =0 | Q7 (87 /) Pk, K,k ko (V> Vi, Vin| -5 0)

Tabela I.1: Notacao das componentes de Fourier.

Vamos introduzir a seguinte condicao: A componente de Fourier p nao depende de N
ou 2, mas da razao N/Q. Da normalizagao de F(q,v,0), temos:

Q_N/dxl...da:NpO (Jv,0) = /dVl...dVNp(|V7O) =1 (1.6.34)

Para encontrar a fungio distribuigdo reduzida de uma particula fi(qs,vs) integramos a
Eq. 1.6.32 em relacao as N — 1 posicoes e velocidadades. Logo:

fi(qs,vs,0) = N/d:rl...dxs_ldxs+1...deF(q,v,())

_ g ;
= NQ 1 {po (‘VS;O) + vakS (VS|;0) e ks.qs} ,

&)

com

po (|vs;0) = /dvl...dvs_ldvs+1...vap0 (|v,0),

P, (Vs[;0) = /dvl...dvs1dv5+1...vapks (vg|...;0).

No limite 2 — oo,

2 2
:ﬁn—)Akx:Aky:Akz— "

k IVE
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Ak, — dk,

7T
Ak, — dk, e ﬁgk: / / dk,dk,dk,

Ak, — dk,

Entao no limite N — oo e 2 — oo:

f1(qs,vs,0) =c¢ {Po (|vs;0) + /dkspks (vs];0) eiks.qs} (1.6.35)
Das Eq. 1.6.24 e Eq. 1.6.35 e integrando 1.6.35 em relacao a q,, temos:

©1(vs) = po ([vs;0). (1.6.36)
Portanto da Eq. 1.6.34,
/dvsgol (vy) = 1.
Logo:
f1(as, v, 0) = c {1 (Vo) + H (q)} (1.6.37)

coI1n

H (qs) = /dkpkg (Vs’; O) eiksqs

o fator inomogéneo.
Integrando fi (qs, vs,0) em relacdo a v, temos:

h(qs) =c " [n(qs) —d

h(qs) = /dvs/dkpks (vs]; 0) etks s

na) = [ v v,

A Eq.1.6.37 indica que podemos escrever a funcao distribuicao reduzida de uma parti-
cula como a soma de duas fun¢oes, uma funcao que depende apenas da velocidade e outra
que depende apenas da posicao. Se o espago ¢ homogéneo a Eq. 1.6.37 torna-se a Eq.
1.6.24.

Agora vamos introduzir a idéia de correlagao entre particulas. Para simplificar os cal-
culos vamos considerar o sistema homogéneo. A funcao distribuicdo reduzida de duas
particulas é:

COII

f2(da, 98, Va,vp,0) = N (N — 1)/dm1...dxa1dxa+1...dx51dx5+1...deF (1, ...,zN,0)
= N(N—-1)Q Q" 2py (|Va, vs;0) +—QN 2z:pk (Val; 0) oo

873

+WQN_2 Z pk[j (Vﬁl; 0) eikﬁ'q[f
kg
+ (SL) QN QZZPkakﬁ Va,V5| 0) (kﬁ-qﬁ'i'ka.qa)
87‘(‘3 N—-2 ika.(qa_qﬂ)
+HQ Zpkaﬁka (Va, v3];0) € )

ko



1.6. ANALISE DE PRIGOGINE 22

No limite €2 — oo e N — 00, conforme visto anteriormente, para sistemas homogéneos

N? '
f2 (qa, 45, Va, Vg, O) = ﬁ{po (‘Va, vg; O) —+ /dkapka (Va’; O) elka‘q@

o [ o ol e

+ / dkq / dkﬁpkakﬂ (Va, vgl|;0) ei(ka~%+ka.qa)

* / Ko pre, ke, (Vo Vg 0) e (9093)3

- f2 (qa - qﬁavaavﬁao)'

Ou seja,
[ dkapi, (Val;0) €™ + [ dkgpy, (vg|;0) ™95
+ [ die [ dKgprac, (Va, Vgl; 0) el o tkeae) — g
Logo,
N2 .
f2(da = a5, Va, v5,0) = o5 {,00 (|Va, v 0) + /dkapka,_ka (Va, v5|; 0) elka(q@%)} ,

(1.6.38)
Vamos definir a correlacao de duas particulas, tal que:

G (qa — a3, Va, Vp; 0) = fo (qoc — a8, Va, Vg, O) - i (qow Va) fi (qﬁv V,B) ) (1-6~39)
quando as particulas estao muito distante uma da outra a correlacao entre elas é nula, ou
seja,

G (da —9p,Va,vs;0) — 0 quando q, —qp — 0.

Substituindo a Eq. 1.6.38 na correlacao e usando 1.6.24, temos:

G(da — 98, Va, v3:0) = {po(|Va, vs;0) — @1 (Va) 92 (V) } +
/dkapka,ka (Va, vg|; 0) ek (92700) (1.6.40)

Quando fazemos q, — qg — 00 temos que usar o Teorema de Riemann-Lebesgue:

Teorema 1 (Teorema de Riemann-Lebesgue) Seja f(x) pertencente ao espago
L(—00,00)(f(x) é uma funcao essencialmente limitada). Entao:

/ f(z)cos (\z)d / f (2)sin (\x) da

tende a zero quando X — oo [21].

Entao a integral na Eq. 1.6.40 no limite q, — qs — 00 é nula e teremos:

0 = po(|va,vs:0) — o1 (Va) P2 (vp)
02 (Va,vg) = po(|Va,vp;0) = /dvl...dva1dva+1...dv51dv5+1...dVNp0 (|v;0)

= 1 (Va) p2(vp)
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Generalizando esta equacao, temos:

Ps V17---, HSOI Vi)

Da equacao 1.6.39 podemos concluir que a fungao distribuicao reduzida de duas parti-
culas pode ser escrita como o produto das funcoes reduzidas de uma particula somada a
um termo de correlacao. Esta representagao é conhecida como representagao de grupo e
trabalharemos com esta representacao nos proximos capitulos.

Agora que encontramos a funcao distribuicao para N particulas no instante t—0, va-
mos encontrar F'(xy,...,xy;t) para t # 0. Para estes célculos iremos introduzir a idéia de
funcao de Green e resolvente.

Considere a equacao de Liouville inomogénea:

Lfy(z,v,t)=s(x,v,t) (1.6.41)

coI1l:

L = L'+eL,

0
£ = 9 oo
t+‘§£:\g aqu,

, _ OVin 0
L = Zzﬁyn* 1223(;] (avj avn)'

j<n I<n

Vamos definir a funcao de Green como sendo solugao da equacao:

LG (qut|dv't)=-0(¢q—¢)d (v =)ot —1t) (1.6.42)

tal que a funcao de Green satisfaz a condigao de causalidade:

G (qut|¢'v't) =0 para t <t (1.6.43)

Vamos considerar duas fung¢oes arbitrarias (g, v,t) e ¥5(q, v,t) que satisfazem as se-
guintes condigoes de contorno:

1. Condigoes de contorno periddicos no espaco de configuracao:

%’ (ql + Ql/3ix7 - gqN + Ql/gixv {V} ) t) = ?/fz (ql + Ql/giyﬂ - gqN + Ql/gi?ﬁ {V} 7t)
= ¥ (a1 + QY55 qn + QYL {v) )
= % (Q17---7QN7{V}>t)

2. Condicoes de contorno homogénea no infinito no espago das velocidades:
Y; — 0 para v; — 0o, para qualquer j.

Para encontrar a solucao da equacgao 1.6.41 vamos considerar:

f(q,v;0) = qn (q,v)
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Seja:

/dql...qu/dvl...dVN/ldt {wlﬁwg—l-wzﬁwl}

to

t1 8
= /dql...qu/dvl...va/ dt{l/Jlatl/JQ + ¢1 ZVj.Wl/JQ + %62[”%
J

to j

+1h2041)1 + 1y Z Vj-%wl + 12 L1}

= /dq1~--dQN/dV1---dVN/ 1 dt {at (1/11%) + ZW-% (1/11%) +e’L (1511/12)}
to j J

- /dql...qu/dvl...dVN/t:l dt{%}

= /dql...qu/dvl...va {11 (1) W2 (t1) — 1 (to) 2 (to) }

Counsiderando:

wl = fN (qa U3 t)
Uy = G(qV't | qut)
to = 0 e tl = Q.

Usando Eq. 1.6.43:

/dql...qu/dvl...va/ dt{ fn (g,v,t) LG (¢V't" | qut)
0
+G (g0t | qut) Lfw (q,0,8)}
= /dql.-.dqw/dvl...dVN {fn (g,v,00) G (¢V't" | qu,t = 00) — qn (g, v) G (V' | qu0)}

= /dq1-~-qu/dV1---dVN{_QN (g,v) G (gt | qu0)}.

Usando as Eqs. 1.6.41 e 1.6.42, temos:

/dql...qu/dvl...va/ dt{—fn (q,v,t) 6 (g —¢)o (v =)o (t—1)
0

+G (¢t | qut) s (z,0,1)}
= —/dql...qu/dvl...va {qn (q,v) G (¢'V't' | qu0)}.

Logo:

t1
Iz (¢t = /dql...qu/dvl...va/ dtG (¢'v't' | qut) s (z,v,t)

to

—|—/dq1...qu/dV1...va {an (¢, v) G (¢V't' | qu0)}. (1.6.44)
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Considerando G (¢'v't" | qut) uma fun¢ao homogénea no tempo, obtemos:

GVt | qut) =0 (t—t)G(dV | qust’ =),

com a func¢ao de Heaviside O(x):

1, >0

@(@:{07 <0

Agora vamos definir o resolvente que ¢ a transformada de Fourier da fungao de Green
em relacao a t” — t:

o0

R (qun | qu; Z) = / d(tn o t) eiz(t”—t)G (qn b | q’Ut) ’

— 00

ou seja,

R(q"V" | qus2) = / dre™ G (v | qu; ) (1.6.45)
0

tal que R (¢"v” | qu; z) é a transformada de Laplace de G.
A funcao G(7) pode ser expressa em termos de R(z) pela formula inversa de Laplace:

G(z) = QL/Cdze_i”R(z)

m

Substituindo G(7) na Eq. 1.6.44 e fazendo s = 0, pois iremos trabalhar com a equagao
homogénea de Liouville, temos:

1 o
In(q@" 0" t") = /dzem /dql...qu/dVl...dVNR(q”v”t”|q1)0) fn(q,v,0).

T on
(1.6.46)
Agora vamos separar o operador de Liouville em duas partes. O operador particula
livre £° e €2£’. Primeiro vamos encontrar a equacao integral para a funcdo de Green. A
equacao para a funcao de Green é:

LLGWlY) + L, Gy ly) =6y — ), (1.6.47)
com:
y = {q¢,v,t}
0
£077 = a” + V'”._.
Y t ZJ: J 8qj>>

Considerando G (3”|y’) a funcao de Green de L, logo:

LYG () =6 —y). (1.6.48)
Multiplicando 1.6.47 por G° (y|y”) e integrando por y”, temos:

[ e ) 256 @) + ¢ [ a6 ) £p6 ) = [ e uly) 8w - )
= G (yly).
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Integrando por partes o primeiro termo da equacao acima, usando a condicao de cau-
salidade e lembrando que £0.G° (y'|y”) = =0 (' — ¢"):

/dyJJGO <y‘y77) ACg”G(y”’y/) . /dyﬂG (yn’y/) E@(}GO (y|y77)

= /dy”G(y”!y')5(y —y”)

= Gly).
Entao:
G (uly) =G (ly) ~ ¢ [ "G (") £G (571
ou,
G (qut|dv't) = G° (qut|qv't) /dq”/dv”/ dt*G? (quit|q"v"t") LG (07| g ')

Se fizermos a transformada de Laplace da funcao de Green obtemos o resolvente:

R (qvlqv'; 2) = R (qolq'v'; 2) — / dg’dv’ R (qulq™v”; 2) L1, R (¢"0"|q'v'; 2)

Esta equacao é resolvida por interagoes sucessivas:

R(qulgv';z) = R’ (qulgv's2) - /dq”dv”Ro (qulg™v”; 2) LR (q"0"|¢'v'; 2)

/dqde”RO (q’U|q” 3, )/dq3dv3£;nR0( 99 ”’CI3U3, >£;3RO (Q3U3‘q/1}/;2)
+...

O resolvente R (qu|q'v’; z) pode ser visto como o elemento de matriz < qu|R(z)|¢v" >
do operador R(z). Portanto:

R(z) = R°(2)—e*R"(2) L'R(2)
R (2) —*R° (2) L'R° (2) + *R° (2) L'R° (2) L'R" () +

o0

= Z "R’ (2) [L'R° (2)]"

n

E a acao de R(z) na funcao F(q,v) ¢

R(2)F = /dq'dv’ < qu|R (2) ¢V > F (¢',0').

Entao podemos reescrever a Eq. 1.6.46 tal que:

) = o / dze~ 'R () fi (0)

- 217r dze- Z“Zez"R“ (2) [C'R° (2)]" fu (0). (1.6.49)
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Devido a fy(t) depender de R°(z) e este depende da fun¢ao de Green nao pertubada,
entdo vamos encontrar G°(qut|¢'v't"). Vimos que:

LG W) =0 )
<8t + U%) GO (qut|gv't) =6(q— )6 (v —0) 6 (t—1t) (1.6.50)
Uma solucao compativel com a equacao acima é:
G (qutlgv't) = o (v =) T° (qtlq't)

tal que T (¢t|¢'t’) é uma fungdo de q, t, q e t’. Esta fungao nao tem dependéncia em v,
pois v aparece em 1.6.50 apenas como um fator multiplicativo.
Entao podemos reescrever 1.6.50, como:

/a !4/ / !/
(8t+va—q) I (gt|g't) =6 (q—¢) o (t—t).

Aplicando £ em ambos os lados da equacao acima, temos:
LYLT (qtlg't) = L6 (g —¢) o (¢ — 1)

1
(2m)*

. —1 —1
Para encontrar I'° (qt|¢'t’) precisamos encontrar £° . Para encontrar £°  vamos usar
a seguinte relacao:

re (qtlq't') = £o! /dwdkeik(q—q')-&-iw(t—t’)

L7 L (=)0 (=) = Sl —q)o (1) (1651)
Mas:
L5 )5t —1) = / dwdki (w + v'k) ee—aFe=t]
(2r)
ou seja,
L0=i(w+v'k).
Logo:
-1 1
0 = ————
L= i(w+v'k)’

pois temos que £0 L0 = 1.
Agora que conhecemos £ podemos substituir na equagao para I'° (qt|q't'):

etk(g—q')+iw(t—t')

Y

i(w+v'k)

1
I (gtlg't) = — / dwdk
(1) = 5
para resolver integrais deste tipo usamos o valor principal de Cauchy:

o) =5 [0 L+ s [l

2 ) o T —Uy
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Ou seja:

eik(qfq’)+iw(t7t’) 1 ) . , 1 zk —q')+iw(t—t")
dwdk =21 ( = [ dke*la—d)—k(=t) / dk / d .
/ ~ i(w+v'k) 7T(Q/ ‘ T om P = (w+v'k)

Podemos escrever a funcao delta de Dirac, tal que:

26 (g —q =V (t=1t)) = /dweik(q—q/)—iv’k(t_t/)

Logo:

FO I 1 27T5 ’ 1 dk:']) o0 d eik(q—q’)—i—iw(t—t’)
tgt) = — —q =V (=) +— .
) = 5 (G0t d == 0n o [are [ a0
A parte principal satisfaz a seguinte relacao:

1 1 [ .
Pr=g | e

r 2 _o

co1ml:

1, p>0
5(p):{ —1, p<0

Usando estas relacoes em I'? temos:

2r\ 2

+— d/{/ dw—/ dps ) ip(w+v'k) zk(q @) +Fiw(t—t)
2mi

- i<2”6<q—q—v<t—t'>>

I (qt|q't') =-L<%5@—q—v@—fﬁ

2r\ 2

—|——/dp5 / duetlt=t)+pw] — 1 /dk;e[ q—q')+pv lﬂ)
21

- %(26<q—q—v<t—t'>>

/ 1 / /
+27T dps()27r5(t—t+p)2—2,27r5(q—q +vp)>

= S0a—d v ()1 —e(t ~1)

Mas,
et —t)=—c(t—1t).

Portanto,
1
T (qtlgt) = 50 (g —d =o' (t=1)) (L + = (t - 1))

Vamos fazer a seguinte mudanca:

Ot —t)=1+e(t—1t)
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com 6 (t — t') sendo a fungao de Heaviside. Assim:

!4/ 1 / / / /
Fo(qt|qt)=§5(q—q —v (=)t —1),

tal que a condicao de causalidade da funcao de Green I' = 0 para t<t’ é satisfeita.
Voltando para a notacgao explicita, temos:

G'({at Avht{at v} .t) = d(v=v)d(g—q =" (t—1))0(t—1)

= H(t—t’)Hé(vj—V;)é(qj—q;—V;(t—t’)).

Na representacao matricial G ¢ uma matriz diagonal nas velocidades, mas ndo na
posicdao. Mas podemos encontrar uma base na qual G° é diagonal. Vamos escolher a base
como sendo o conjunto de ondas planas,

Upg (@) = QN2 x ke,

A mudanca de representagao é feita como segue:

< kGOt =) KW > = Q—N/(dq)N(dq’)Ne—iijf% < |G (t — 1) |¢'v) > e =i%5%

— o / (dq)™ (dg')" e (ZaE,Kd)g (1 — 1)

N
116 (v; =)o (a; —a)—vj(t—1))
j=1

N
= 9 (t — t/) H 6 (V] — V;) Q_N / (dq)N e—i(zj quj—Zj k;. <Qj—V;‘(t—t')))
J=1
N
= 0(t—1) H § (v;— V) e i k}"j(t*t’)(;kr%
7j=1

Ou seja, nesta representacao o operador é diagonal. Agora vamos encontrar o operador
resolvente nao pertubado usando 1.6.45:

. N
< k,v|R° (2) |,V > = / dre®Te 12K ViT Héks_k/ﬁ (vs — V)

0

al o0
= oesed v —vi) [ arensm)
j=1

) 1
i (ZJ kv — z)

N
o !
= H 5k57k’5(5 (VS — Vs
j=1

onde usamos a seguinte propriedade [3]

lim -
e—0 1 + 1€

= —indy (x) = —i/ dke™**
0
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Vamos definir um operador no espaco das velocidades sendo:

1 N
< /{5|R0 (2) |k‘/ >= (5k5_k/s.
1 <Z] ijj — Z) ]r:!:

Como vimos em 1.6.49, para calcular fy(t), precisamos calcular os elementos de matriz
da pertubacao £'. Para encontrar a matriz para £’ expandimos o potencial de interacao
em série de Fourier, ou seja,

8
‘/Jn(‘q] n _ w Zvezlfh dn)

Se as forcas de interacao sao centrais, assumiremos aqui, entao V; deve satisfazer a

condicao:
Vo=V
Como vimos:
I -1
L'=—m> "> (ViVin) O
j<n

ou

’

L, =-m""(ViVin) O

n

Logo:

873 ,
klkN|£;n|k/1k/N > = Q_N (ﬁ) Z/(dqlqu> e_lZTkT'qT
l
mflv (—Zl ajn) ilA(quqn) iy, K..qr

- O N< ) *1ZV —il.0;n) /(d(h“-qu)

o~ rsin kr.qr+z(7k]~+l+k,.).qj+z(fknfl+k;1).qn+i S sjm Kby

— Q_N( ) _IZV —il. 8]n 5k’+1 k; 6k’ -1-k, H 51(/ kTQN

r#£jn

873

r#£jmn

Os elementos de L), diferentes de zero obedecem a seguintes regra de selegao:

K, =k; 1

{krk; parar #j, n
kl =k, +1

Como vimos:

v (@,0,0) = Z/}{k”}(V1,...,VN,0)eiZk”j~xj

= > pey (Vi vy 0) [ {K7) > (1.6.52)
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E de forma anéaloga:
I (@, t) = ppey (Vi, o v 1) [{K) > (1.6.53)
{k"}
Usando as Eqgs. 1.6.52, 1.6.53 e

1= [{K}><{K}|
{k'}
na Fq. 1.6.49, temos:

5 ey Py (Vv ) KT} > = [ dee ™ 508 (—€2)" Doy B (2) (R ()] | {K'} >

2 opey Ppey (Vis s viv, 0) < {KF[{K7} >
Multiplicando por < k|, temos:

~ 1 —iz - n ! n /
Pt (Vi, s VN, E) = P dze tz (—€?) Z <A{k}|R’ (=) [C'R’ (2)]" | {K'} >
n=0 {x'}
ﬁ{k’} (Vl,...,VN,O)

Conforme a Tabela 1.1, temos que:

_ {m3\"” -1 —iz S n (87 . N
Q N(?) P{k} (V1>"'7VN7t) = (27() /dZ€ tzo(_€2) (ﬁ) @

> <{K}R(2) [L'R° (2)]" [ {K'} > ppey (v, .., v, 0)
{k'}

ou:

- —1 - n 871'3 vi-v
i (revet) = (@) [ S (e ()
n=0

> <{k}HR(2) [L'R" (2)]" [{K'} > ppey (Vi, ., viv, 0) .

{k'}
(1.6.54)
Vamos chamar p)(|t) o primeiro termo da equagao acima para n=0, logo:
_ i (8T Vi
p?k}( ’ 7t) = (27") l/dze t(ﬁ)
> < (R ()| K} > oy (V1. v, 0
{k'}
_ 871'3 v'—v 1 N
— (27r)1/dze_m (—) : Ok,—k. Py (V1, -0, Vi, 0)
Q %Z(ij.Vj—Z)sl_[l 7}

= (2 )l/d e (3TN ! (V1, ..., vy, 0)
- ™ ze 0 Z(Zk]V]—Z)p{k} 1y--+5 VN,
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O segundo termo para n=1:

Phag (151) = (277)_1/65261'” (=€) (%) _
> <{k}R(2) [L'R" (2)] [{K'} > pgey (Vi ..., Vi, 0)

{k'}
= (277')_1/d2’6_izt (_62) (8%) {zk’:}; Zk v, — ) < {k} |£;n| {k/} >
1
(S, ) (Vv )

O terceiro termo para n—2:

3 < {K}R" (2) [£'R” (2) LB (2)] {K'} > ppaey (Vi ey v, 0)
{k'}

= (27r)—1/dzeizt( e?)’ (8%) ZZZZ >k vj—z)

() {wy j<n kem "

<A{K"} Lyl {K} >

1
< {k} |‘C/n| {km} > "
/ i(C K v —2)

1
)p{kf} (Vl, ..., VN, 0)

i (K —z

O quarto termo para n=3:

phg (15t) = (2" / it (_ez)3<%r3>v’—v

Z <{k}|R%(2) [C'R° (2) L'R® (2) L'R" ()] | {k'} > ppey (V1, ..., v, 0)
{k'}

_ (zﬁ)—l/dze‘m (=)’ (%) )IDIDID DI DF Zk v, —2)

{k'} {k""} {kv} j<n p<m a<b

1
i(Ykov; — z)

< {Ik} 145, [ {K"} > <A{K"} L, [ {K"} >

1
(YK v, —2)
z) p{k/} <V17 .., VN, 0)

< RVELHKY > g

E assim por diante.
Entao o quarto termo da Eq. 1.6.54 para {k}=(0,...,k,,...):
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— iz 3 (8m° - 1y
pi (al.;t) = (2m) 1/dze (—e?) (?> R ZZZ<k £ K"K

kI kI’ mn
Z Z Z k”’ v, + k”’ _ ) k///k///|£ |kv kv
m kY,
i (k2va +kv ;;ZZZ@” ke |CL, K. KKK, >
a< ! ! / /
1

" KKK bl...,0
i (klmvm + k/a.Va + k;-va + kgvb — Z) pkmko‘kakb (Oé7 m,a, | ) ) )

com os k obedecendo a regra de selegao L7, , logo:

K =k, —1
K/ =1

kU:k///
{k};:k’,’/—lzo

kK, =k +1=1

ki =k =1
kl =kl =k’ =k, —1
kil =kV—1=-1
ki=k +1=1
A Eq. 1.6.55 é lida da direita para a esquerda.
Agora podemos representar este termo de ppq(v,t) como um diagrama, vamos intro-
duzir as seguintes regras:

1. Ao elemento de matriz de Ry(z) associamos a linhas indo da direita para a esquerda,
o nimero de linhas é igual ao ntimero de vetores de onda nao-nulos no conjunto k;

2. Cada linha tem um indice que representa a particula associada a um correspondente
vetor de onda;

3. A cada elemento de matriz de £’ nds associamos um vértice a qual representa uma
interagao;

4. Linhas pontilhadas estao associadas a particulas com k=0.

3 . , .
Para o termo Pk, Kk, (o, m,a,b|...,t) o diagrama é apresentado na Fig. 1.6.9.
Os diagramas mais simples sao os com um vértice, eles dao origem a todos os outros
diagramas. Tal diagramas sao apresentados na Fig. 1.6.10.

(1.6.55)
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33 interagao 22interacdo 12 interacdo

/

.

Figura 1.6.9: Diagrama de piék%kgkg (a,m,a,bl...t).

k;:[}

>— ky=0
7
I | !
kp=ky=0
. = kllknfkl’rkn’ =0
n \\ n' n 1
S n

Figura 1.6.10: Possiveis tipos de diagramas de uma interagao.

Para exemplificar, consideramos que em t=0 o tnico coeficiente pgery (v, 0), que é dife-
rente de zero, é p1(v,0). Entao os dois diagramas possiveis para 1° intera¢io sdo apresen-
tados na Fig. 1.6.11[4].

.

Figura 1.6.11: Possiveis tipos de diagramas para 1° interagao.

Para a segunda interacao temos:

Se queremos encontrar pi(t), entdo apenas dois termos contribue:
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5|

|

Figura 1.6.12: Possiveis diagramas para a 2° interagao.

FHOR 0 J + — —

Figura 1.6.13: Diagramas para p3(t).

N

—_—

O diagrama

Figura 1.6.14: Diagramas para pj, (t).

é representado pelo termo

Pil (Ul, t) = <kl, O|£/|kl - l, 1> <kl - 1, l|£,|kl, O> Pk, (V[, 0) .



Capitulo 11
Equacoes cinéticas

Neste capitulo iremos apresentar as principais equagoes cinéticas existentes para
sistemas de particulas neutras e carregadas(plasma). Inicialmente apresentaremos a re-
presentacao de cluster e aplicaremos esta representacao nas equagoes BBKGY para obter
as equacoes basicas.

2.1 Funcao Correlacao

Inicialmente considere um sistema de s particulas, este sistema é descorrelacionado
quando a probabilidade de encontrar uma particula no estado x; independe da presenca
de outras particulas. A funcao distribuicao para este sistema é:

fs([Eh ...,Is) = Hf1($j>

Este ¢ um caso particular, pois na maioria dos sistemas as interacoes gera uma de-
pendéncia entre as particulas, ou seja, uma correlacao entre as particulas. A correlacao
depende da distancia entre as particulas e quando a distancia tende a infinito a correlacao
é nula. Descrevemos a correlacao tal que:

fS(xh ""IS) - Hfl(xj> + g; (xla ...,ZL’S) )

esta representacao ¢ conhecida como representacao de cluster.
A fungdo ¢, (z1,...,xs) representa todas as possiveis particoes entre um conjunto de s
particulas. Por exemplo,

fo(w1, m2) = f(21) f (22) + g2 (21, 72), (2.1.1)

fa(wr,20,23) = f(21) f(22) f(23) + f(21) g2 (22, 23) + f (22) g2 (21, 23)
+f (23) 92 (x1, 22) + g3 (21, T2, 3) . (2.1.2)

As fungoes de correlacdo gs(xy, ..., z5) sdo simétricas sob permutacgao de particulas,
Gs (ceos Ty ooy Ty o) = Gs (cony Ty ooy T,y o)

Vamos considerar a normalizacdao destas fungoes correlagoes. Integrando 2.1.1 pelas
variaveis z; e xo e multiplicando ambos os lados por N2, temos:
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N_2 / d[EldIQfg (ZEl, .132) = N_l /dl'lf (.%'1) /dng (ZEQ) N_l + N_2 / dmdxggg (ZEh .TQ) .
(2.1.3)

No limite termodinamico, ou seja, quando N — oo, V — oo e v o n, temos da
Eq. 1.5.17:

/dml...dxsfs (x1,...,z5) = N..(N—s—1) — N*

Ns/dxl...dxsfs (1, ..., zs) = 1.

Portanto usando esta relagao, obtemos

N_Q/dasldxggg (x1,m9) = 0.
E generalizando para s, segue que
N~ / dridxs...drsgs (1, ..., x5) =0 s>2  (no limite termodinamico) .

No limite termodinamico toda normalizacao de f, depende apenas dos termos descor-
relacionados e todos os termos da correlacao nao contribuem para a normalizacao.

Agora vamos substituir a representagao de cluster nas equagoes BBKGY. Como vi-
mos, os termos do lado direito da BBKGY sao representados usando diagramas. Vamos
acrescentar a idéia da correlacao nos diagramas, a correlacao sera representada por linhas
conectando os diagramas.

Os diagramas com os termos de correlacao sao:

e Para s=1:

Ouf (1) — L9F (1) = / Qs [Linf (1)  (22) + Lioge (w1, 72)]  (2.1.4)
1 1
1 1
2 2

Figura 2.1.1: Diagrama da f (z1) com a correlagao.

e Para s=2:
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Usando 2.1.1 e 2.1.2 na segunda equacao BBKGY, temos:

Oufa (w1, m9) — [LY + LY] fo(z1,22) = Lig[f (21) f (22) + g2 (21, 72)]
b [ Ao LiglF (@0) £ (0a) £ (20) + f (1) g2 o)
+f (22) g2 (x1,23) + f (73) g2 (1, 2) + g3 (w1, 72, 73)]}
b [ Ao {Liglf (@) £ (22) £ 23) + £ (20) 9 (22,9

+f(72) g2 (w1, 23) + f(23) g2 (v1, 2) + g3 (71, 2, 73)] }-
(2.1.5)

oC 20 =G
5ﬂ§15< —, =]
-, —C —J

Figura 2.1.2: Diagrama da f5 (71, 22) com a correlagao.

No lado esquerdo da Eq. 2.1.5, temos:

Onfa (w1, 22) — [LY 4+ Ly fo (21, 22) = [ (21) Ouf (w2) + f (22) Oef (21) 4 Oega (w1, 22)
—LYf (1) f (22) — LYga (21, 22)
—Lyf (1) f (x2) — Loga (1, 2) (2.1.6)

Da Eq.2.1.4:

Ouf (1) = L9F (1) + / 03 (Liaf (1) f (23) + Liags (21, 23)]

00 (a) = L3 (o2) + [ doslLhnf (o) f 22) + Liyga on,)] . (21D
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Substituindo as Eqs. 2.1.7 na Eq. 2.1.6 e substituindo a Eq. 2.1.6 na Eq. 2.1.5, temos:

Ohgo (w1, x0) — [LY + L3] 9o (w1, 22) = Lip[f (1) f (22) 4 g2 (21, 22)]
+/d$3{L'13f (71) g2 (2, 73) + Lig f (22) ga (21, 73)

+(Lig + Lag)[f (x3) g2 (21, 72) + g3 (21, 22, 73)] }
(2.1.8)

Ao substituir a Eq. 2.1.7 na Eq. 2.1.6 cancelamos os seguintes diagramas:
1 1 1 1 1 1
3 3
1 1
3 3
2 2 2 2 2 2

Figura 2.1.3: Diagramas cancelados.

Ou seja foram descartados os termos descorrelacionados.

A Eq. 2.1.8 descreve a evolucao da correlacao entre duas particulas e é uma equacao
nao linear. Veremos nas se¢oes seguintes um método para resolver estas equacoes para
sistemas homogéneos.

Entao os diagramas para a evoluc¢ao de go(x1, z5) sdo:

1 1 1 1 1 1 1
3
1
2
2 2 2 2 3
2 2 2
1 1
1 1 1 1
3
) 1 3
2 2
3 3
2 2 2 2 ' 2 2

Figura 2.1.4: Diagramas da evolugio de ga(z1, 72).

2.2 Equacao de Vlasov

Para obter a equacao de Vlasov vamos usar a teoria da pertubacao. Para tanto
vamos comecar de uma solucao exata conhecida e considerar um estado préximo ao estado
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de referéncia.

Como vimos a Eq. 2.1.4 descreve a evolugao da funcao distribuicao de uma particula
e a Eq. 2.1.8 descreve a evolucao da correlacao, usaremos estas equacoes como base. O
estado de referéncia é quando todas as interagoes sao desligadas. Depois consideramos
que V(r) é pequeno,

V(r) = Av(r) (2.2.9)

com A < 1, ou seja, o sistema é fracamente acoplado.
Os operadores

L) =—v.V;

Lip = (V;Vin) -Ojn,
tém os seguintes ordenamentos em A:
LY=0(\°) e L,=0(\). (2.2.10)

A funcao distribuicao reduzida fs nao esta associada a nenhuma interagao, ji que esta
descreve apenas uma probabilidade estatistica, podemos afirmar que

fz)=0(\). (2.2.11)

A interacao entre particulas produz correlacao, portanto uma interacao entre duas
particulas gera a correlagao g, entre duas particulas. Para que trés particulas estejam
correlacionadas ¢ necesséario pelo menos duas interagoes. Entao:

92 (x17x2) =0 <>‘) )

gs (21,9, 23) = O (X?) (2.2.12)

Agora que sabemos a dependéncia das funcoes e operadores com o potencial vamos
resolver as Eq. 2.1.4 e Eq. 2.1.8 sem interacao, ou seja, para A = 0. Neste caso temos:

Ouf (x1,t) = LVf (z1,1) (2.2.13)

Ohga (w1, 29, t) = (LY + L3) g2 (w1, 22, 1) , (2.2.14)

estas equagoes sao desacopladas e sio muito simples de resolver. Vamos introduzir UP(t)
sendo o propagador nao pertubado, este operador atua em f(z), ou seja,

[y, t) = UL (t) f (21,0) (2.2.15)

tal que,
UP (t) — eL(l)t — e*V1.V1t.

Entao

f (xlvt) = e_VI.VNf (1’1,0).

Vamos usar a seguinte propriedade:

el f (v) = f (v +a)
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1 Prova:
Ezrpandindo o termo da esquerda:

n=0
o0 an
= ) /@

o n!

FEzpandindo a funcao f(x):
"
x
F@) = f@0)+ 1 wo) (x = 20) + L322 ()
E fazendo a mudanca:
a=2T— I — r =9+ a.
Temos:
1
Faota)= (o) + f (wo)at T2
Fazendo a mudanca vy — x,
"
fata) = Fa)+f@at T Daty
a" ..
= Z Hf (x)
Portanto:
et f (2) = f (x +a) u
Entao usando esta propriedade, temos que:
f(ql,Vl,t) = f((h —Vlt,Vl,O). (2216)

Podemos resolver a Eq. 2.2.14 de forma analoga usando o propagador

U& (t) = e(L(l)JrLg)t

)

como LY e LY comutam

U, (t) = eMtels = UP (1) UY (t)

g2 (x1,$2,t) = U& (t) g2 (‘Tlv L2, 0) :

Estas sao as solugoes das Eq. 2.1.4 e Eq. 2.1.8 para a particula livre.

Considerando agora V(r) = O(\) com A < 1 na Eq. 2.1.4, o primeiro termo do lado
direito é de ordem \ e o segundo termo de ordem A\2. Considerando apenas os termos de
ordem A na Eq. 2.1.4, temos:

Of (w1,t) = LOF (w1, 1) + / dwsLyyf (e1,1) f (20,1).
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Ou seja, estamos considerando apenas o diagrama:

Figura 2.2.5: Diagramas da evolugio de f(z;) de ordem .

Reescrevendo a equacao acima:

8tf(I1,t) = L?f(xl,t)+/dxzvl‘/12.812f (.Il,t)f(l’g,t)

= LYf(21,t) + (/ d$2V1V12f(352>75)> O f (z1,1)
= LVf (x,t) + V{f[},

com:

V{ff}=m"V, /d232V12 (a1 — q2) f (a2, Va, t) Ouf (a1, vi,t)

d
681 -

- dV1 )
Este termo é o gradiente do potencial médio

Vi(q,t) = /dQQdevm (a1 — q2) f (a2, va, 1)
Cada particula move sob a acao deste potencial médio. Entao:

(O, +v.V) f(q,v,t) =mVV (¢,1).0f (q,v,t).

Esta é a equacao de Vlasowv.

A equacgao de Vlasov determina a evolu¢ao de um sistema inomogéneo. Se o sistema
¢ homogéneo f(q,v,t) = ne(v,t), ou seja, a funcao distribuicdo depende apenas da
velocidade e

V= n/drV(r) — VvV =0.

E entao:

A equacao de Vlasov é a primeira ordem de aproximacao em A para a equacao de evo-
lugao de f(z,t). Ela é usada apenas quando as interacoes sdo de longo alcance. Vejamos
um exemplo.

Considere n(q) a densidade, tal que n(q)= [ dv f(q,v) e o potencial V(q) sendo

—la—d|

n(q) = e, Vig)=e @,
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tal que [, é o alcance do potencial e [y é o comprimento caracteristico da densidade.
Entao o potencial médio U(q) é:

Ulg) = /OOO dq'V (g—q)n(q)

__a —-q _ 49
e 'l —ele e lm

= -1 _ 7—1 —1 -1
l; Iy P+ 1,

le .
com U(q) tragado em fungao de q para diferentes p = . como na figura abaixo:
H

U(a)
p=1
/\ p=0.1
— p=0.01

Figura 2.2.6: Potencial para diferentes p.

Podemos observar que para curto alcance, ou seja, [. pequeno, ou para p < 1, o poten-
cial médio é muito pequeno, ou seja, a aproximacao de Vlasov é irrelevante. Mas quando
l. é grande o potencial de Vlasov é significativo. Por este motivo a equagao de Vlasov é
tao utilizada em estudos com plasma, pois nestes sistemas o potencial ¢ Coulombiano, ou
seja, de longo alcance.

2.3 Equacao de Landau

Agora vamos encontrar a equacao de acoplamento fraco de segunda ordem em .
Considerando termos de segunda ordem na Eq. 2.1.4,

Ouf (x1) — LY f (1) = /dxz [Liof (21) f (22) + Lip9a (21, 22)] - (2.3.17)

Esta equacao estd acoplada a funcao correlacao, logo iremos usar a Eq. 2.1.8, que
descreve a evolucao da correlacao. Na Eq. 2.3.17 consideramos que gy é de ordem A, logo
vamos considerar na Eq. 2.1.8 apenas termos de ordem A. Na Eq. 2.1.8 o primeiro termo
do lado direito L' f f ¢ de ordem \ e os outros termos sao de ordem A% e A3, entdo

(0r — LY — L3)ga (w1, 2) = Ly f (1) f (22) . (2.3.18)

E o tnico diagrama que representa a Eq. 2.3.18 é:
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Figura 2.3.7: Diagrama de evolugio de g2(z1, 72,t) para ordem \.

Teremos que resolver a Eq. 2.3.18 para gy e substituir na Eq. 2.3.17.

O lado esquerdo da Eq. 2.3.18 ¢ igual a Eq. 2.2.14 para a particula livre e no lado
direito da Eq. 2.3.18 temos um termo fonte. A solucao da Eq. 2.3.18 é a solucao da Eq.
2.2.14 para a particula livre com a convolucao do propagador com o termo fonte, ou seja,

¢
g2 (w1, 19,1) = U}y () g2 (21, 72,0) + / drUL (1) Liof (w13t —7) f (225t — 7). (2.3.19)
0

U Prova:
(00 — LY — Lg) g2 (w1, 2, 1) = Liof (w1,1) f (22,1)

Usando a transformada de Laplace na equagao diferencial, temos:

/ dte=*t (&5 — LY — Lg) g2 (x1, 29,1) = / e Lo f (z1,t) f (29,t) dt.
0 0

Usando a sequinte propriedade da transformada de Laplace:

LLF @) =sL{f @)} = [ (0)

Temos:
sG (8) — g2 (x1,22,0) — (LY + L§) G (s) = H (s)
onde,
G(s) = e d
(s) /0 e gy (21,29, t) dt,
H(s) = h “Sth (1) dt,
@)= [ ena
h(t) = Liof (21,t) f (w2,1).
Logo:

H (s) g2 (21, x2,0)
s—(LY+ LY  s—(LY+ LY

Fazendo a transformada inversa de Laplace, temos:

G(s) =

t
g2 (21, 0, 1) = / e<L[1)+L3)TL’12f (x1,t —7) f (22,6 —7) + e(L?+L3)tg2 (21, 22,0).
0
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Para obter este resultado usamos o teorema da convolucao:
Teorema da convolugao: Se F(s) = Lf(t) e G(s) = Lg(t) ambas existem, entdo:

H(s)=F(s)G(s)=L{h(1)}, (2.3.20)
onde

h(t):/Otf(t—T)g(T)dT:/Otf(T)g(t—T)dT. (2.3.21)

A funcdo h € conhecida como a convolucdo de f e g, as integrais na Eq. 2.3.21 sao
conhecidas como integrais de convolu¢do.|5]
Entao:

t
9o (1, 20, 1) = U (£) g (1, 22, 0)+ / 47U, (7) Linf (21,1 — 1) f (22,1 — 7) n
0

Portanto podemos reescrever a Eq. 2.3.17 usando a Eq. 2.3.19, tal que:

Ouf (1) — 10F (1) = / diyLof (1) f (22) + / Ay LU (1) g (21, 7,0)

+ / dng'u/O drULy (1) Lo f (x1,t — 7) f (29,8 — 7).
(2.3.22)

Nesta equacao o primeiro termo do lado direito é o termo de Vlasov, o segundo termo é
um funcional da correlacao inicial e o terceiro termo é um termo que depende dos estados
anteriores no intervalo de 7 = 0 a t, portanto esta equagao é nao-markoviana. Pois um
processo é dito markoviano quando os estados anteriores sao irrelevantes para a predicao
dos estados seguintes.

Devido a Eq. 2.3.22 ser uma equacao nao-markoviana vamos definir os seguintes tem-
pos caracteristicos para um gas real:

1. 7. é o tempo de colisao, tempo que uma particula estd em uma esfera de influéncia
de outra particula ( é independente de \),

2. Tr € o tempo médio de colisao ou tempo de relaxacao, é o tempo médio entre duas
colisoes e é independente de A,

3. Ty € o tempo hidrodinamico, este tempo é muito maior do que 7, e 7g. E o tempo
para que uma particula atravesse o recipiente na qual o gas esta contido e ¢é de
ordem \72.

Tal que,

T L Tr KL TH-

Relacionados a estes tempos, temos as seguintes distancia:

1. . ¢ o comprimento de correlacao e ¢ independente de A,

le = Mazx (lp,ley,ley,...), para l.,,l.,...0o alcance das corela¢des
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V(r)~0 para r>1ly (lpé o alcance de V(r))

g2 (q1,T9y, vy, Vo, t) = 0 para 7191 > .

2. lyfp € o livre caminho médio, é o comprimento em linha reta entre duas colisoes e
é de ordem A\ 72,

3. lg é o comprimento hidrodinamico, é o comprimento do recipiente que contém o gas.

Tal que:

le < lppp < lp

Figura 2.3.8: Trajetoria de uma particula com velocidade V.

Para uma particula com velocidade média de 300 m/s a ordem de magnitude destes
comprimentos e tempos caracteristicos é [16]

l. (em) | Lusp (em) | 1g (cm)
3x107% | 3x107° 3

T (s) Tr (8) TH (8)
10-"* 107" 107

Portanto podemos fazer as seguintes suposigoes:

(& (& lm
L _om), oo, Mroy,e1n Toder (2323
lmfp TR lH TH

O tempo para a teoria cinética é
t> 7. (2.3.24)

Agora vamos usar as Eqgs. 2.3.23 e 2.3.24 na Eq. 2.3.22. Inicialmente analisaremos o
segundo termo da Eq. 2.3.22, ja que o primeiro termo é o termo de Vlasov. Vamos fa-
zer uma mudanca de variaveis de ¢y para ro;=qs-q; € usaremos as Eqs. 2.2.15 e 2.2.16, logo:

/diﬁzL/mU& (t) g2 (z1,22,0) = /dr21/dV2L/12U{)2 () g2 (q1,T21, V1, V2,0)

= /dr21 /dsz/1292 (a1 — vit,To1 — 8o1t, vy, v, 0),
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com ¢o1 —Uz-v1.
Para t > 7., |ro1-g21t| > [, e a funcdo correlagdo, conforme visto anteriormente, tende
a zero.
Logo

/dng’wU{)2 (t) g2 (x1,22,0) =0  para t> 7.

Agora analisaremos o ultimo termo da Eq. 2.3.22.
Usando as propriedades do propagador vista anteriormente, podemos afirmar que:

[t =7) f(rost—7) = Ui (=7) f(x1;t) Ua (=7) f (72;1)
= U (=7) f(z1;1) [ (225
Vimos que o tltimo termo da Eq. 2.3.22 tem ordem A~2 devido aos dois operado-

res L', logo f(x1;t — 7) f (x2;t — 7) ndo depende de L’ e podemos aproximar Uis(—7) a
U12(—7'>0. EHtéO,

[yt —7) f (et —7) R ULy (—7) f (215) f (2231) .

Substituindo este resultado no ultimo termo da Eq. 2.3.22 e explicitando o operador
L', temos

/d$2/ dTL/mU{)Q ) Liof (w15t —7) f (22,8 — 7)
m-
Uy,

/ VQdI‘/ dTalg. [V1V (I')] [V1V (I' — gT)] .
(1) 02Uty (—7) f (a1, va; ) f (an — 1, va51).

Com V(r) # 0 para 0 < r < . e V(r —gr) # 0 para 0 < 7 < 7., apenas nestes
intervalos, o termo acima é diferente de zero. Como estamos interessados em t > 7,
podemos considerar t — oo. Agora vamos calcular a seguinte expressao:

Uty (1) 00Uy (=) f (w1;8) f (wa;8) = e W1VarveNalng o NVaitva V2T £ (0o t) f (ws31)
= U12( ) [VITUlz (=7) — v27'U12 (-7 )] f(w1;t) f (225
+UTy (7) Uty (=) O1af (151) f (22;1)
= (012 +7V12) f (215t) f (2251),

com Vlg = V1 - VQ.
Fazendo a seguinte aproximacao

PSS~ ff VI,
H

sendo que a velocidade térmica V depende da razao entre 7, e 7y, pois quanto maior 7.
menor serd a velocidade térmica, logo:
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Vff o~ VT (l) £r
TH

_ Te TR
- V(2 g
~ VT (Wg) £
< off

Também podemos expandir f(q;-r) em série de Taylor,

flaa—r) ~ f(aq)+f (1) (—r)+ O (r?)
~ (1-1.Vy)f(a)
~  flan).

Portanto o dltimo termo da Eq. 2.3.22 é:

/ day / drLiyUly (1) Lo f (w13t —7) f (29t — 7)
0
= /dedI‘/ dT0ss. [Vvl (7")] \ VA% (I' - gT) Oraf (Oha Vi; t) f <Q1a Va; t)
0
= IC{ff} (2.3.25)

Com este processo, transformamos a Eq. 2.3.22, que é uma equagao nao-markoviana
em uma equacao markoviana, a este processo denominamos markovianizacao.
Podemos reescrever a Eq. 2.3.22 tal que,

(O +vi.Vy) f(an, vy, t) = V{ff}+K{ff}

Esta equacao é a equacao de Landau. Ela é a equacao para o acoplamento fraco com

ordem \2.
Para sistemas homogéneos, f(q,v,t)=np(v,t) e

Orp (vit) = KASTY

Reescrevendo a Eq. 2.3.25,
KA{ff}= /deamG(g)amf (a1, vi;t) f (i, va;t)
com G(g) sendo o tensor de Landau,
G(g) —/dr /000 dr [VVy (r)] ViV (r — g7).
Consideramos,

Vi) = / dke™ ™V (k)
/

dk/eik’.(rfgr)f/ (k/) :
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ou seja, o potencial pode ser escrito com a transformada de Fourier de um potencial 1% (k).

Logo:
_ / dr /O S ir / dke (ik) %7 (k) / di (iK') BV (i)

Usando a representagao integral da funcao delta de Dirac,

d(x) = i/ e dw.

2

G(g) = /OOO dT/dk (z’k)f/(k)/dk’ (ik') eik’g‘rf/<k/)/dr€i(k+k’).r
= (@) /Om dr / dk (ik) V (k) / dK' (iK') e &V (K) 5 (k +K).

Devido a seguinte propriedade da funcao delta de Dirac,

/f (x —a)

= (2m)° /0 T dr / dk (ik) V (k) (—ik) e*&7V (k).

Vamos usar a seguinte relagao:

Entao:

5, (z) = /0 ket — 5 (2) + 1P (1> | (2.3.26)

™ i

com P (%) a parte principal de Cauchy [3].
Logo,

G(g) = 87 / ko, (k.g) <z‘kf/ (k)) <—z‘kf/ (k))

Devido a parte principal na Eq. 2.3.26 ser uma funcao impar quando substituimos
d; (k.g) a integral do termo com a parte principal é nula, pois estamos integrando uma
funcao impar em um intervalo simétrico. E obtemos

G(g) = 8r* / dké (k.g) V (k)’ k.k.

Substituindo este resultado no termo colisional, temos o tensor de Landau,

/C{ff}—8” / dv, / Ak (K)° (k.012) 6 (k.g) (k.012) f (ctrsva: €) f (s, vait)

Vamos calcular a integral em k, para tanto vamos considerar o vetor g paralelo ao eixo
z e usar as coordenadas esféricas (k, 0, ¢). Decompondo k,

o sin  cos ¢ sin 6 cos ¢
= 8t / dk/ d@/ dok?sin 0V (k)* 6 (kg cos ) xk* | sin@sin ¢ sin 6 sin ¢
cos 6 cos 6

(2.3.27)
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k
g
a
I/ v

¢

Figura 2.3.9: Figura extraida de [3]. Sistema de referéncia para o calculo de G(g).

dimk ® k = dimk.dimk

sin 6 cos ¢ sin 6 cos ¢
kok = sinfsing | .| sinfsing
cos 6 cos 6

sin?fcos®¢p  sin®fsin¢cos¢ sinfcosbcos @
= sin?fsingcosd  sin?fsin? ¢ sin @ cos 6 sin ¢
sinf cosfcos¢ sinfcosfsin @ cos? §

Os termos nao diagonais de k®k dependem de sin ¢ cos ¢, cos ¢ e sin ¢, quando inte-
gramos em ¢, temos:

fo% sin pd¢ = 0, fo% cos pdop = 0, f027r sin ¢ cos pdgp = 0
J& os termos da diagonal, quando integrados em ¢ geram:

[Ecos® ¢pdop = [77sin? pdep = 7

Logo:
0o - . wsin’ 6 0 0
G(g) = 8! / dk / dOk* sin OV (k)* & (kg cos 6) 0 wsin®’6 0
0 0 0 0 27 cos f

Integrando a componente zz em relagao a 0,

/ dfsin 06 (kg cos ) cos = 0.
0

Conforme podemos observar as componentes xx e yy sao iguais, logo:

G 0 0
G=| 0 G 0 ou G =(I—-e.e,)G.
0 0 0
com - i
G = 8r° / dk / dOk* sin OV (k)? 6 (kg cos 0) sin? 6. (2.3.28)
0 0
Usando a seguinte propriedade da funcao delta de Dirac,
1
d(ax) = —0(x),
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temos:
G = 8[| dk / a0k sin 07 (k)2 L9 G2 g
0 0 kg
oo s ~ 6 0
= 87 [ dk / a0k sin 07 (k)2 L9 G2 g
0 0 9
5 ] ~ ™ T
_ dkE3V (k)? (/ df sin 69 (0089)—/ df sin 66 (cos 6) cos® 9)
9 Jo 0 0
5 [oo 3
= 5 kv ()2
g Jo
B
g Y
com

B= 87r5/ dkE*V (k).
0

Vamos agora encontrar o tensor G geral para qualquer sistema de referéncia, para tanto

e g ~ ,
utilizaremos e,==, entao os elementos do tensor é

+gs \ B
Grs = (57“5 - %) -
g 9

E o termo colisional de Landau sem os termos de superficie é 3]

2
67‘8_ rYs as
K{ff} =B / tva0r 0 f (v ) (v

A Eq. 2.3.27 foi derivada por Landau em 1936, cujo objetivo era encontrar uma equa-
cao valida para plasma. Como vimos a equacao de Landau é usada para sistemas interacao
de longo alcance, que podem ser aproximados com V' (r) ~ 0 para r > .

2.4 Equacao de Boltzmann

Agora vamos considerar um sistema de particulas classicas, um gas diluido de
massa m, cujas particulas interagem através de um potencial V(r). Queremos encontrar
a evolucao da fungao distribuicao de uma particula f(q,v,t), para tanto vamos considerar,
separadamente, o movimento da particula livre e interacoes intermoleculares.

A equagao de Vlasov descreve esta evolugao de f(q,v,t) para um potencial de longo
alcance, nesta secao vamos estender nossos estudos para o potencial de curto alcance.
Usando a equagao BBKGY para s=1 e considerando inicialmente a particula livre,

o f(q,v,t)+v.Vf(q,v,it)=0 (2.4.29)

Incluindo os efeitos das forcas intermoleculares, considerando estas forcas de curto al-
cance, com alcance r., iremos considerar o gas diluido, entao a distancia entre as particulas
¢ muito maior que r.. As particulas neste gis descrevem uma trajetoria retilinea e quando
a distancia entre as particulas é menor que r, estas particulas interagem e sao defletidas,
voltando a descrever uma trajetoria retilinea. O processo de interacao é a colisao.

Seja um conjunto de particulas com velocidade v em um instante t, vamos observar
este sistema durante um intervalo de tempo At. Durante este intervalo At muitas destas
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particulas sofrem colisao com outras particulas com velocidade diferente de v, estas co-
lisoes produzem perda de particulas, mas neste mesmo instante de tempo At particulas
fora deste conjunto colidem e podem ter velocidade v apos a colisao gerando um aumento
no ntmero de particulas deste conjunto.

A diferenga entre o ganho e a perda de particulas descreve a evolucdo de f(q,v,t), ja
que esta ¢ a funcao densidade de probabilidade de encontrar uma particula na posicao q
com velocidade v. Portanto vamos acrescentar G — L na Eq. 2.4.29

Of (@ vit) +v.Vf (@ vid) =G — L (2.4.30)

onde G é o ganho e L é a perda de particulas.

Precisamos entao encontrar a perda e o ganho, contudo devemos conhecer alguns re-
sultados de espalhamento. Considere uma particula colidindo com o centro de massa,
em um campo central, o momento angular desta particula ¢ M=rxp, para um ponto P
qualquer, entao

o |
|

Figura 2.4.10:  Trajetéria de uma particula colidindo com o centro de massa O.

r = ot
p = m(r"f‘%—rgf)qg)
M = mriz. (2.4.31)

Com M perpendicular a r, logo a trajetoria da particula estd em um plano. A lagran-
giana do sistema é

L="
2

(72 +r26*) — U (r)
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Sabemos que a energia é

E = K+U(r)
= %<¢2+r2¢2>+U(r)

mir-2 M?

- 2 7 2r2m+U(r)'
Entao
M?2
= E-U(r
r= \/m  m2r?’
\/2 AN
dt =d —|E-U — .
(Y 2E-ven- 2
Da Eq. 2.4.31
Mdt
dp = —.
mr

Ou seja, segundo a Fig 2.4.10

(2.4.32)

’ M dr
sz T
I Ve (E-U @) - %

/ T srdr — (2.4.33)

E o angulo x é

X=T7—20n.

Em um ponto Q distante, a energia e o momento sao

mg

2 )
com g sendo a velocidade da particula em relacao ao centro de massa, tal que g=v;-vs.
A energia e 0 momento angular sdo conservados, pois

E = M = mbg. (2.4.34)

M=rxp
dM alr>< —|—r><dp
a  dat P dt
dp
= I'XE
= rxF

devido ao potencial central F est4 na mesma direcao de r e

dM
—— =0 2.4.35
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Entao substituindo a Eq. 2.4.34 nas Eqs. 2.4.32 e 2.4.33,

" %dr
° - /oo J2m(E - U (r)] - 22

r2

_ /7" ";—ngr
00 \/2m [mg2 _ . (mbg)?

92
[
b = / Tm T%dr

Agora vamos calcular o ganho G e a perda L. Considere uma particula P na posicao
q, com velocidade v, no instante t. Fixando a origem nesta particula, ha uma esfera de
interagao centrada nela, conforme a figura 2.4.11.

—— s — — e m  —— m —— E ke

[ gﬁt

Figura 2.4.11:  Figura retirada de [3]. Esquema para contagem de particulas.

O nimero de particulas com velocidade inicial g—v;-v, relativa ao centro de massa,
em um intervalo de tempo At com parametro de impacto entre b e b-+db, em um cilindro
gAt é

f(a+ gAt, vy, t) dvi2nbdbgAt ~ f(q,vy,t) dvi2mbdbgAt,

fizemos esta aproximacgao pois consideramos o sistema nao muito inomogéneo no espago.
O namero total de colisdes com a particula P durante o intervalo At é

/dvldbf (q, vy,t) 2mgbAt.

Ja o nimero de colisoes para particulas com velocidade entre v e v+dv, na posicao q
e no intervalo At é
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/dv1 / dbf (q,v,t)dvf(q,vy,t)2mgbAt = LdvAt. (2.4.36)

este termo dividido por dvdt representa a perda de particulas.

Devido a simetria da Fig. 2.4.10 com relagdo ao eixo OA, uma colisdo de particulas
com velocidade v’ e v{’ com parametro de impacto b resulta em particulas com velocidade
Vv e vy, isto representa o ganho, portanto

/dv’1 / dbf (q,v't)dv'f (q, v}, t) 2mrgbAt = Gdv'At. (2.4.37)

Sabemos que:

v = v+at
F
= v+—t
m

VvV (r)

L

entao

&

dv, dv/l
dvi _ ﬁ -1
dv dvi .
Logo,
& v
_ dv dv o
J = av dv’l =1
dv dvy

Podemos concluir que a evolugao temporal é uma transformacao canoénica. E segundo

o teorema de Liouville,
dvdv; = dv'dvy.

E podemos reescrever a Eq. 2.4.37, tal que

/dv1 /dbf (q,v',t)dvf(q,v],t) 2mgbAt = GdvAt. (2.4.38)

Substituindo as Eqs. 2.4.36 e 2.4.38 na Eq. 2.4.30 obtemos

of (a,v,t)+v.Vf(q,vit) = / dv, / db2mgb{f (q,v't) f (q, v, 1) — f(q,v,t) f(aq, vy, 1)}
(2.4.39)

Esta é a equacao de Boltzmann.
Seja ¢ o fluxo de particulas incidentes que é o niimero de particulas que atravessa um

elemento de area perpendicular a g

_dN
~ 2nbdb’

¢
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A razao dN/¢ é a secao de choque diferencial do, logo
do = 27tbdb. (2.4.40)

Quanto menor o parametro de impacto b maior ¢ o angulo de deflexao y, logo rees-
crevendo a Eq. 2.4.40 em funcao de x, ja que b é uma func¢ao de yx, temos

db
—X)‘ 2mdy.
dx
Vamos definir o elemento de angulo sélido como dQ2=27 sin xdx, podemos reescrever
do tal que,

do =b(x)

do = o4dS2

com

209

oy — L0
sin

dx
E a equacao de Boltzmann reescrita em termo destes parametros é

of (q,vit)+v.Vf(q,vit) = /dvl/ngad {f(a,v't) f(q,vi,t) = f(a,v,t) f(a,vy,t)}.

Podemos observar que a equacao de Boltzmann é uma equacao fechada para a funcao
distribuicao de uma particula. Ela é uma equagao nao linear e a colisao aparece como
um processo localizado, pois as fungdes distribuigoes sao calculadas no mesmo ponto q [2].

2.5 Equacao de Lenard-Balescu

Nesta se¢ao iremos trabalhar com sistemas conhecidos como plasma. O plasma é
um sistema com particulas carregadas, cujas interacoes sao coulombianas de longo alcance
e estas interacoes sao muito menores que a energia cinética.

Devido ao longo alcance das interagoes coulombianas, os plasmas sao descritos pela
equacao de Vlasov, mas a equacgao de Landau nao vale para estes sistemas. Entao vamos
encontrar a equacao que descreve processos colisionais em sistemas eletricamente carre-
gados.

Considere um plasma com igual nimero de ions (+) e elétrons (-), cada qual com
densidade média ny. Vamos posicionar uma particula teste de carga ¢, > 0 na origem de
um sistema de coordenadas tridimensional. Esta carga ¢, repele todos os ions e atrae os
elétrons, formando uma nuvem de blindagem ao redor da particula teste (ver Fig. 2.5.12

Para encontrar o potencial ¢ no plasma vamos considerar a equacao de Poisson,

V2¢(r) = —4me (ni(r) — n(r)) — 47q.6 (r)

Precisamos encontrar n;(r) e n.(r). Para este sistema no equilibrio a longas distan-
cias da carga teste a forma pela qual as particulas do gas estao distribuida é dada pela
fungao distribuigao de velocidades Maxwelliana (vamos considerar o caso unidimensional),

£ (v) = Ac”(H)7r
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Plasma

Figura 2.5.12: Esquema do plasma.

no=/_2f<v>dv,

com ng a densidade média dos ions e elétrons.
A funcao distribuicao de velocidades dos elétrons no equilibrio é

£ () = A UF )

)

tal que T, é a temperatura de equilibrio dos elétrons. Vamos considerar apenas a distri-
buicao de velocidades do elétron, pois os elétrons tém maior mobilidade. Ou seja,

ed

fe (vz) = f(v) eFTe

o0
ed
ne () = / fe (vp) dv, = nge AT |
—0o0
E a densidade idnica é

n; = Ny,

ou seja, uniforme em todo espaco.
Para um ponto fora da origem (x#£0), temos

V2 = —4dmeng (1 _ e%) . (2.5.41)

Conforme vimos no inicio da se¢ao, plasma sao sistemas cujo potencial é pequeno,
comparando a energia potencial com a energia cinética, temos

¢€ kTe
1 )
KT < ou oK -

Expandindo a exponencial na Eq. 2.5.41,

d*¢ oe oe 2

2 — ~ —

Vi = dx2_47ren0 <1+ke+(k e) + ... 1
4me*ngg

~ Y -2
~ = X520, (2.5.42)
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tal que

KT, 1/2
Xp = (47762710)
¢ o comprimento de Debye.
A solugao da Eq. 2.5.42 que decai a longas distancias é

Blx) oc e/

Para um ponto proximo da origem o potencial é do tipo ¢(z) = ¢./x (potencial cou-
lombiano), entao para um ponto qualquer

:&_I/XD
ola) = Lo,

Para o caso tridimensional

o(r) =TI,

r
com
LT\ /2
= — . 2.5.43
= (47T62n0> ( )
E a energia potencial é
o2
V(r)=—e /"D, (2.5.44)
r

oA 1 ) . —1/3 . .1
Em um plasma a distancia média entre as particulas é n, A energia média de uma
particula é

e? 1/3 2
V(r)~— ~ny e
r

A energia potencial em um plasma ¢ muito menor do que a energia cinética de uma
particula [19]. A energia cinética de uma particula no plasma é

Logo

n(l)/ ‘! < kT,

p

sendo p o parametro do plasma, tal que

p* = (KT.) % e* (npe?) < 1. (2.5.45)
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Assim sendo, descartando fatores numéricos, temos:

-2 —2/3

TH My < 1
an§/3 > 1
TDTL(I)/3 > 1

ring > 1

O potencial da Eq. 2.5.44 descreve o plasma, entao vamos usé-lo para encontrar a
equagao que descreve o processo colisional nestes sistemas.

O potencial na Eq. 2.5.44 depende de e?, que caracteriza o fraco acoplamento, mas
esta constante também aparece na exponencial em rp em uma dependéncia nao analitica
que envolve (e?ng)'/2. Vamos considerar % o parametro pequeno e (e?ng) uma quantidade
finita.

A idéia é usar expansao pertubativa para o parametro da Eq. 2.5.45, da mesma forma
como A para obter a equacao de Landau. Vamos analisar o ordenamento dos termos das
Eq. 2.1.4 ¢ Eq. 2.1.8 com a densidade ng. O hamiltoniano nao depende da densidade, logo

0 0 0
LY =0 (ng) Li; =0 (ng) .
A funcao distribuicao reduzida de uma particula depende da densidade, como vimos
em um sistema homogéneo podemos escrever

fa,vit) = np (vit) = O (ng) .

E a correlagao de duas particulas é proporcional ao quadrado da densidade, ou seja,

generalizando
gi (z1, .., z;) = O (n').

Os operadores liouvilianos atuam na evolugao da correlacao em duas formas. No vér-
tice tipo X, L}, conecta estados final e inicial com mesmo ntimero de particulas neste
caso estes termos nao tem dependéncia com a densidade, sdo de ordem e2. J4 nos vértices
tipo Y o operador Ljn conecta o estado da particula p ao estado da partlcula (p+1), neste
termo é introduzido uma dependéncia na densidade, estes sdo da ordem de e?n.

Considerando estes ordenamentos e reescrevendo as Eqgs. 2.1.4 e 2.1.8 para um plasma
ionizado, vamos denotar as espécies (elétrons e fons) por indices gregos, temos:

(at - L(l)) I (xla t) = Z /dx? [ /aﬂfa (xla t) fﬁ (‘r% t) + Llloéﬂg2 (5(31, L2, t)] (2546)
B=e,i

(at - L(1) - Lg) ggb’ (%1, Z2, t) = Llloéﬂa ($17t) fﬁ (:C27 ) + L12 g2 (%1, x2, t)

30 [ L t) 687 1)

y=e,i
+17 (23,1) 957 (1, 72, 1))
+L/2g'7 |:fﬁ (ZL’27t)g(2)[y (.Iljfl?g, )<|>f/y (I‘37 )g B(Z’l,l’g,t)

+ (L"w + L’ﬂv) BY (11, 29, 23, ) }. (2.5.47)

coma=e i, =eiey=e,l.
Para a Eq. 2.5.46 os diagramas sao
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Figura 2.5.13: Diagrama da f° (z1,t) para plasma.

Vamos considerar que a funcao distribuicao reduzida é tomada de ordem zero, entao o
primeiro termo do lado direito na Eq. 2.5.46, o termo de Vlasov, ¢ da ordem de (e*n) e
o segundo termo tem ordem (e*n)(et)?(e?n)?.

Para a Eq. 2.5.47 os diagramas, com seus respectivos ordenamentos, sao:

1
1 1 1 1
A B C
1
2 2 >
2 2
o) 022D 0D
1 1 1
. D 1 . 3
2 F
3 3
2 2 2 2 2
0((e®)*(e*m) 0((e*)?(e?n)?) 0((e*)?(e?n)*)
. 1 1 1
3 3
G
2 5 ’
O e 0((e*)(en)*)

Figura 2.5.14: Diagrama da ¢5” (21,22, t) para plasma.
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Os diagramas B, E e H nao sdo termos dominantes, pois eles dependem de (e*)" para

n>2. Considerando apenas os termos dominantes na Eq. 2.5.47, temos

(at - L? - Lg) 93/8 ($1,Z‘2,t) = /aﬂfa (xlat) fﬁ (x2vt)
+Z/dﬂ?3{L Lf (1, ) 7 (29, 23, 1)

+f’y (3:37 )92 (xbm?vt”
/By[fﬂ( ) (1‘173337 )—"f7 (x37 )g 6(I1’$27t)]}'
(2.5.48)

Resolvendo a Eq. 2.5.48 por convolucao e usando o processo de markovianizacao usado
para obter a equacao de Landau, lembrando que neste processo o termo envolvendo as
condigoes iniciais é negligenciado, desde que vamos usar o potencial efetivo com alcance
finito 7., temos

62 (21,22,8) = / drU% () (L% 2 (21, 8) £ (22,1)
0
ns / A { L1 (1, 0) 927 (o, s, 1)
g

+f7 (x37 t) g;zﬂ (xlﬂ L2, t)] + Ll2ﬁ3’y[fﬂ <x27 t) g;{'y (1317 x3, t)
7 (ws,1) 957 (1, 22,1)]}} (2.5.49)

A partir de agora iremos considerar o plasma espacialmente homogéneo, entao

fa<x1at) = nﬁpa(vlat)
ggﬂ(xhx%t) = 935(Q1—Q2,V17V2,t)

Vamos usar a representacao de Fourier para resolver a Eq. 2.5.49, ou seja,

g?'g (d1 — g2, V1, Vo, t) = /dke“‘(ql q2)g (k,v1,va, t) (2.5.50)

A funcao correlagdo tem a seguinte propriedade:

32° (=k, v, va, t) = 33°° (k, vy, va, t) (2.5.51)

O Prova:
Como vimos

gé“ﬁ (1 — qz, v, vo,t) = /dkeik'(qIQQ)gg’B (k, vy, va,t)
= /dkg?ﬁ (k, vy, va, t)cos (k. (q1 — q2))

n; / dkjs? (k, vy, v, t)sin (k. (q1 — q2))

Vamos definir

dkgs” (k, vy, va, t)sin (k. (q1 — q2)) -

Al — o, vi,vart) = /dkg2 (K, v, v, ) cos (k. (a1 — o))
B(Ql—QQ,Vthat) = /
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Logo
93’8 (a1 — a2, vi, Vo, t) = A(qr — qg, Vi, Vo, t) + B (q1 — Qa, V1, Vo, t).

Podemos observar que:

o A ¢éuma fungao par: A(—(d1 — d2), Vi, Ve, t)=A(d1 — q2, V1, V2, 1),
e B é uma funcgao impar: B (—(q1 — q2), V1, Vo, t)=—B (q1 — q2, V1, Vo, t) .

Entao

957 (— (a1 — @), v1,Va,t) = A(di — o, V1, V2, t) —iB (a1 — o, V1, Va, )
g;aﬁ (ql _q.27V17V27t)-

E por consequéncia

/dke—ik-(m—%)ggﬂ (k,vi,vo,t) = /dkeik'(ql_‘”)g;aﬂ (k, vy, v, t)
Fazendo a mudanca —k para k no lado esquerdo da equacao acima, encontramos

/dkeik'(ql_‘m)ggﬂ(—k,vl,VQ,t) = /dkeik'(ql_q”g;aﬁ (k,v1, v, t)
Portanto

— §2° (=k, vi, va, t) = 3% (K, vy, va, 1) |

Reescrevendo o operador Liouviliano na representacao de Fourier:

Lﬁﬁ = Vl‘@ﬁ (fh—(h)am
= eaeﬁvl/dkeik'(ql_%)f/(k) 8?26

= eqes / dke™® (1= (k) ik 9%

tal que Vi” (a1 — @) = eaesV (a1 — Go).
Logo o primeiro termo do lado direito da Eq. 2.5.49 é

A = /oodTUfo L% 5% (21, 8) f7 (22, )

0

= eaeg/ drUty (T)/dkeik‘(ql_qz)f/(k:) k.0 [ (z1,1) fP (29,1)

= eqlpn dT/dke V1 V2205 )T TR (1) ik.0% o (vi,t) @ (vo, )
dT/

[
— enesn /
|

= eqegn’ [ dke™ (@ QQ)/ dre” & MMTV2DY (1) ik. 0% o (v, 1) @ (Va, 1) |
0

dke (@1 —az—viT+var) |7 ( ) ik. 812 @ (Vi) @ (v, 1)
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B

O segundo termo da Eq. 2.5.49 é

= / drU?y (r Z/d:ng (z1,1) g5 (9, T3, 1)
0

Z / dr / Az U (

’Oé’Y “ (xla t) 92’Y (x27 x3, t)

Zeaevn/ dT/dxg/dke_(vl'agu+v2'afl2)Teik'(QI‘13)
> 0
V (k) ik.0%p (vi,t) g5 (a2 — a3, V2, V3, 1)

o
ik.(q1—qg—v17T+vaT) _; _
= E eaevn/ dT/dxg/dke e~k (dz—aztvar)

V( ) ik.0% @ (vi,t

q2 — VoT — (3, V2, V3,

t)

= eaz:e7 / dT/dVg/dk TR (Y ik 0% (v, t)

/dQ3€_i

—k).(—q3+q2—vaT) BY

92 (Q2 —VzT—Q3,V2,V3,t)

= 8%, Y ey / dr / dv; / dke™ 2T (B k0% (v, 1) §
0
Y

= SWSeaZevn/ dT/dkeik'(mq"’)
0
2!

/dvgeik‘(_vlﬁvw)f/ (k) ik.0%p (v, 1) 337 (=K, Vy, Vs, 1) .

O terceiro termo da Eq. 2.5.49 é

C

Definindo

/ drU?y (r Z/dng (x3,t) gy
0

(xlv L2, t)]

—(v .——I—v A5 — T
nea/ dr E 67/d$36 1"8q; TV2 8q2>
0 v

/ dke™ =9I (k) ik D0 (va, 1) g5 (21,22, )

nea/ dTZew/dvg/dk/dq e~k as gk (DY (k) k.

8?¢(V37t)92 (Q1 Q2 — V1T — VoT, V1>V27t)

nea/ dTZeW/dVg,/dké

05 (v, ) / dleM g virtvi) gad

f (ka q1, Vl) = eik'(chfvl‘r)

{aviny () k.

(17 Vi, Vo, t) .

7

(k) ik.

By

2

63

(_k> Vi, Vs, t)
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Temos

/dké(—k)f(k, v = — /dké (K) £ (K cr.va) = £ (0,1, va) = 0.
Logo

O quarto termo é

D = / druey (T)Z/dngg?fﬁ (x9,t) g5 " (21, x3,1)
0
.

= neﬁZG,y/ dT/d333
. 0
/ ke~ (V1380 V2 505 )7 ik (2—as) 7 (k) ik.05p (va, ) g3 (w1, 3, 1)
= negzew/ dT/dCL’g
. 0
/dkeik'(qrvﬂ_%)f/ (k) ik.05p (va,t) g5 (qn — V1T — q3, V1, V3, t)
= negzew/ dT/dvg/dkeik'(qQ‘h"2”"”)‘7(1{) k.00 (vy, 1)
. 0
/d%@ik'(mvﬂq?’)gzm (a1 — viT — g3, V1, V3, t)
= 87T3n65267/ dr
. 0
/ dke™(@2~a1) / dve™ (V2T IDV () ik.95 o (va, t) 357 (—k, Vi, Vs, 1)
= 87T3n€5267/dk6ik'(q1q2)/dV3
8!
/ dr eI (1) ik 00 o (v, £) 57 (—K, v, v, £)
0

Rearranjamos a seguinte integral

/dke_ik'(ql_q2)eik'("”_"”)‘7 (k) ik.05 ¢ (va,t) 357 (—k, Vi, Vs, 1)
= / d (—k) 'R (@) iRy () i (—k) .05 ¢ (va, 1) G5 (—k, Vi, V3, 1),

fazendo a mudanca de varidvel -k—k

/ dke (@ =a2) ik (virvan) V7 (1Y ik Ol o (vo, 1) §57 (K, vy, Vs, £)

o0

= / dke™ (=) il (vaTHva) U (1) (k) .08 p (v, ) 357 (K, vy, Vs, t)

—00
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Logo

D = 87T3n€5267/dk/dV3
¥
/ dret(@=az) gk (VT ven) 7 (1Y (—Kk) .80 (va, t) §57 (K, V1, Vs, 1)
0

E o ultimo termo da Eq. 2.5.49 é nulo como o termo C. Substituindo os termos na Eq.
2.5.49, usando as Eqgs. 2.5.50, 2.5.51 e lembrando que

_ 1 OO —ikx __ s 1 o Cx
5 (z) = 7T/O dhe=% — 5 (1) — iP (x) _ 5% (2)
e
1\ 1
() =0(x)+iP (- ) == dke™™
x T Jo
temos
57 (kvi,va,t) = —caegn’mi (kgyy) V (k) k%o (Vi 1) ¢ (Va, 1)

—8nte, Z eyn / dvsd® (k.gpy) V (k) ik.0%p (vi,t) G5 (=K, vy, Vs, t)
o

—87'neg » e, / dvso_ (kg) V (k)i (=Kk).05p (va, t) 357 (K, vy, Vs, t).
v
(2.5.52)

Agora substituindo a Eq. 2.5.52 na Eq. 2.5.46 para obtermos a equacao cinética para
o plasma homogéneo

noyp (vi,t) = Z/dxgvlvgﬁ(ql — q2)01ne (v, 1) ne (va, t)
B

+ Z / dX2V1Vf§B(Q1 — %)51935 (21, 29,1).
B

O primeiro termo é o termo de Vlasov, que anula para o caso do plasma homogéneo, logo

A (vi,t) = n_lz/dV2/dQ2V1Vf§B (a1 — q2) 165" (a1 — a2, V1, va, )
B
= nleaZeg/dvg/dqg/dkf/ (k) eik'(q1’QQ)ik.8‘f‘g§‘B (a1 — qz, V1, Vo, t)
B
= 87r3n_16a265/dV2/dkf/ (k) i(—k).07557 (k, v1,va, 1) . (2.5.53)
B

A fungao reduzida de uma particula p(vq,t) é uma fungao real, logo para que a igual-
dade acima seja satisfeita o lado direito tem que conter uma funcao real. Devido ao fato
que g;‘ﬁ (k, vy, Vo, t) ser uma funcao complexa,

gg‘ﬁ <k7 Vi, V2, t) = gg}f (k7 Vi, Vo, t) + Z§2a[l8 (k7 Vi, Vo, t)
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Apenas a parte imaginéria contribue para a Eq. 2.5.53, pois ¢(vy,t) é uma fungao real,
entao

@30 (V], t) - 87'(-3”_16@ Z €s / dVQ / dk‘? (k) k@‘f‘f]gf (k, Vi, Vo, t) . (2554)
B

Podemos observar através da Eq. 2.5.52, que g;ﬁ (k,v1, va,t) depende de trés variaveis

k, vi e vy e dois indices v e 5. A Eq. 2.5.54 depende de uma funcao simples

Ge (k,vy) = Zeﬁ/vaéiﬂ (k, vi,va, ).
B

Vamos expressar a Eq. 2.5.52 através desta fungao G, multiplicando a Eq. 2.5.52 por
e, integrando por v, e somando para todo 3, obtemos

G*(k,v,) = —8r'e, Z 65n/dV25_ (k.g) V (k) ik.0%¢ (vi,1) G*P (k, vs)
B
tertn 3l / dvad (kogyy) V (K) i (k) .00 (va, £) G (K, vi)
B
—eq Z e% / dvon®mo_ (k.gpy) V (k) ik.0% ¢ (vi,t) @ (va, 1) . (2.5.55)
B

Vamos introduzir as seguintes abreviacoes:

d* (k,vy,t) = 87°ne,V (k) [k.0%p® (vi,t)], (2.5.56)

q* (k,vy,t) = m™n’e, Z €5 / dvyo_ (kgo) V (k) ik.d% ¢ (vi,t) @ (Va, 1), (2.5.57)
B

e(k,vy,t) =1 —8x'n Z e% / dvad_ (k.g,) V (k)i (K) .00 (va,t). (2.5.58)
B

Vamos substituir d* (k, vy,t), ¢* (k,v1,t) e € (k,vy,t) em 2.5.55

e(k,vq,t) G* (k,vy) = —imd® (k, v1,1) Z e / dvad_ (k.gpy) G2 (k,vy) — ¢% (k, vy, ).
B

(2.5.59)
Ou seja, temos uma equacao que depende apenas de um vetor vy e um indice. E po-
demos reescrever a Eq. 2.5.54 em funcao de G* (k, v,), tal que

Op (v1,t) = 87r3n_1ea/dkf/ (k) k.0°GS (k, vi,1), (2.5.60)

onde G% (k,vy,t) é a parte imaginaria de G* (k, v, ).
Devido ao fato de € (k, vq,t), ¢* (k,vy,t) e d* (k,v1,t) depender de k.v; vamos deno-
minar a componente paralela a k da velocidade por v,

k.v
V= —
k
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E vamos representar uma funcao qualquer f%(v) em funcao de v através da seguinte
relacao

f)=) e / dvé (y - kTV) o). (2.5.61)
Logo )
d(k,) =8r°n Y _e2V (k) /dV2(5 (yl - %) (k.05¢" (vs)] (2.5.62)

e(k,iy) = 1—8x*nV (k) Z e? / dvao_ (kv —kva)i (k) .05 (va,t)

= 1—8r'nV (k) 2&: e2 / dv, (5 (kvy — k.vy) — Ip (k:ul;)) i (k).0%p (va, 1)

s —k.vy
- 1
_ 3 2 fel
= 14 81°nV (k‘) za: €q / dVgP (m) (k) .82 @ (VQ, t)
81tV (k) Z e? / dvad (kvy —kova)i (k) .05 (va, 1), (2.5.63)
com
' 1
5_(x) =08 (z)— ~P (—) .
7 x
Comparando as Eqgs. 2.5.62 e 2.5.63, temos que
d(k
% = —&; (k1) (2.5.64)

com €7 (v1) a parte imaginéria de € (1).
E temos a seguinte relacao

—_— k.v
qk,v) = ;ea/dvlé (u — Tl> e,

Z €5 / dvad_ (kv — ko) V (k) k.00 o (vi,t) o (va, t)
B

k.
— Zea/dvlé (1/ — %) mm2e,

zﬁ: &2 / v, (5 (v — kvs) — %73 (ky_;kw)) T (k) k0% 0 (vi, 1) 0 (Vo 1)

k.
]:1) 7m2/dv25 (kv — k.vy)
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k.
Multiplicando a Eq. 2.5.59 por e,0(v; — %), somando para toda particula « e inte-

grando em vy, temos

e(k,vi,t)G(k,v)) = —ind(k Z / dvayo_ (k.gpy) G2 (k,vy) — q (k, 1)

= —ind(k Z /dv25 (k.gy) G*° (k,v,) — q(k,vy).
B

Vamos considerar que

Zeﬁ/dvﬁ (k.gy) G*P (kovy) = k™ 1/dV25 (11 — 1) G* (k, ). (2.5.65)

Podemos concluir que

e(k,vi,t) G (k,v1) = ies (k, 1) /dV2(5 (11 — 1) G* (k, 1) — q (k, 111). (2.5.66)

Ou seja,

——— c(k,v,t)G(kwn) +q ki)
/dy25_ (Vl _ y2) G* (k,I/Q) _ 5( Vi )Zgl((ksz)) q( Vl)

Substituindo a Eq. 2.5.67 na Eq. 2.5.65 e substituindo a Eq. 2.5.65 na Eq. 2.5.59,
temos

(2.5.67)

~ ind® <k7vlat) €<k7V1,t)é<k7V1) +q(k>V1)
(0% — _ _ (0% k
€ (k’ Vis t) G (kv Vl) k ( ngl (k,l/l) q ( >V17t)
éa (k v ) _ _7Tda (ka Vlat) é (k7V1> . qa (ku Vi, t) o wd” (k,V17t) q (k7V1)
U k er (k) ek, vy, t) er (k) e (k,vy,t)
(2.5.68)
A parte imaginaria da Eq. 2.5.68 é
e md® (k7 Vi, t) éI <k71/1> 2 (k7 Vi t)
GT (k,vy) =-— +Im “(k,vy,t
i kvi) k er (k1) []6 (k,vl,t)|2[ e vi,t)
_ﬂ-da <k7 Vi, t) q (kayl) ]
€1 (k,V1)
_ mde (k,v,,t) Gy (k1)
N k’ €1 (k,l/l)
1
+—2[_€R <k7 Vi, t) q(IX (kv Vi, t) +er (k7 Vi, t) Q% (k7 Vi, t)
|€ (k> Vlat)‘
+7Td"‘ (k,vy,t)qr (k,l/l)].
k
Logo
- d* (k,v,,t) Gr (k 1
Go (k,v,) = — T Vi, 1) Gr (o) S8 (K, v, 1) . (2.5.69)
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Da Eq. 2.5.66, temos

e(k,v,, )G (k) = ieg (k) /dl/25_ (11 — 1) G* (ko) — qg (k.11

e(k,v,, )G (ko) = ieg (ko) G (k) + g5 (k) PG* (ko) — qr (ko)

ler (k, v, t) +ier (k, vy, 1)] [GR (k,vy) + iGy (k,Vl)] = ier (ko) |:GR (k,vy) — iGy (k,l/l)}
ver (k)P [GR (k1) —iGy (k,vl)}

—d4Rr (k7yl)

Separando em parte real e parte imaginéaria,

€R (ka Vi, t) GR (kayl) —E&r (k7 Vi, t) GI (k7V1) = €& (k7V1)éI <k7yl)
+Er (k>V1)PéR (kayl) —d4Rr (k7V1)
er (kv ) Gr (ko) 4+ e7 (kv t) Gr (ko) = e (kon)Gr (k) —er (k) PGy (k).

Ou seja

er (k,vy,t) éR (k,vy) — e (k,l/l)PéR (k) = 2¢; (k,yl)é[ (k,v1) — qr (k,11),

(2.5.70)
E€R (k, Vi, f}) é] (k,l/l) + €7 (k,Vl)Pé] (k,l/l) = 0. (2571)
Da Eq. 2.5.71
é] (k,l/l) =0.
Substituindo este resultado na Eq. 2.5.69, temos
G (kovi) = ————f (ko vy, 1)
V1) = — 9 » V1, .
T v P

Substituindo este resultado na Fq. 2.5.60, obtemos

——q% (k, vy, t
vy Pt o)

- k.g,) k.0py
- 8w4neiZe§/dV2/de2 (k) k.07 B2 KOs (Vi D) o (v )
B |€ (k7vl7t)|

Op (v1,t) = 87r3n_1ea/dkf/(k)k.8?

(2.5.72)

Esta é a equagao de Lenard-Balescu para plasmas [3].



Capitulo 111

Resultados

Neste capitulo iremos encontrar as equagoes que descrevem a evolucao temporal
do modelo HMF (Hamiltonian Mean Field) e de sistemas gravitacionais 1D, vamos tra-
balhar com sistemas homogéneos unidimensionais.

3.1 HMF

O modelo do HMF (Hamiltonian Mean Field) consiste em N particulas interagentes
movendo em um circulo de raio unitario. As particulas estao distribuidas na coordenada
0;, tal que, —m < 0; < 7 e p; 0 momento conjugado da particula i [1].

Figura 3.1.1: Particulas no HMF.

Para este sistema o potencial é descrito pela equacao de Poisson

N

VA (0) =c> 6016,

i=1

em que ¢ ¢ uma constante que depende do tipo do sistema e que é proporcional a N pois

o termo a direita da equacao representa a densidade do sistema.
Expressando a funcao delta de Dirac em série, temos:

—
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dip(9) ’
df le=e;

i diy (6) cosn ( 9 9)
d(—de ) — cz;nzl/ df———-

Integrando em @ , considerando que ¥ (6;) =0 e = 0, temos que

J

0;

() o ~sinn (0 — 6;)
a9 CZZ 27n ’

i=1 n=1

6(0) = szl—co;:nf 9).

i=1 n=1

O primeiro termo desta série é o potencial do HMF

¢<9)2021_C0827(T0_9i)7

logo o potencial na particula j é

N
1—cos(6; —6;
(0 =3 B0,

i#]

e o potencial total é

N
Vo < Z 1 —cos(0; —0;)
N & 27
1<j=1
Neste capitulo estamos interessados no acoplamento fraco, ou seja, vamos considerar
¢’ = a << 1, entdo a hamiltoniana do HMF &

=

2 N
pj o« 1 —cos(6; — 6;)
>t Z 27 '

7j=1 ’L<j=1

Para nossos célculos vamos considerar a massa das particulas m; = 1.
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3.2 Equacoes cinéticas para o HMF

Iremos estudar o comportamento do HMF homogéneo, unidimensional e com inte-
racoes de longo-alcance. Vimos no capitulo 2 que a equagao que descreve o comportamento
de sistemas de longo alcance é a equacao de Vlasov. Mas como o sistema é homogéneo a
equacao de Vlasov se anula, entao temos que usar a equacao de Lenard-Balescu. Iremos
considerar e(k,v,t)=1, pois nosso sistema nao tem particulas carregadas. Entretanto a
equacao de Lenard-Balescu também se anula para sistemas unidimensionais. Devido a
auséncia de equagoes que descrevam a evolucao deste sistema, temos como objetivo obter
estas equagoes [7].

A hamiltoniana para o HMF é

H(p,$)=2%+% > Viei-0)), (3.2.1)

coI1m

V(Gl—Gj)zl—cos(Qz—Qj)

Para encontrar a equacao cinética para estados homogéneos vamos comecar da equagao
de Liouville:

(9fN (l’l, ...,iL‘N,t)

ot = [H, fn (21, .., 2N, )],

co1m

/d$1...dZL'NfN(ZEl,...,IL‘N,t) = 1,
;g = (04,vi),

fs(x1, . xs,t) = /dml...defN(xl,...,xN,t).

A hierarquia BBKGY é

afs (l’l,...,l‘s,t) - 0 @
at = jZILJfS (xl,...,xs,t)‘FNZL;nfs ([B17...,$3,t)

i<n

N —s -
( N )OéZ/d%HL;(sH)sz (@1, ey Tsp1, 1), (3.2.2)
7j=1

com

L(J) = —Vj'%:—Vj'Vj,
, oV, —6,) [0 0
Ljn = VJV (6] - 0”) ’ aj” = 839] ) <8Vj - avn> :

As funcoes distribuicao reduzida sao escritas com a representacao de cluster, ou seja,

fa(z1,20) = f (1) f (22) + g2 (71, 72) (3.2.3)
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fa(x1,m0,23) = f(21) f(22) f (23) + [ (71) g2 (22, 73)
+f (22) g2 (21, 23) + [ (23) g2 (71, 72)
+gs (x1, 22, 23) . (3.2.4)

. .1 . , ) .
A correlacao depende da razao N quanto maior o niimero de particulas mais descor-

relacionado é o sistema. E a correlacao também depende da constante de acoplamento
fraco a, pois quanto maior o mais interagente é o sistema e mais acoplado. Entao vamos

. . o)
expandir as correlacoes gs € g3 em termos de —.
N ) : N ) . )
A correlacao go esta associada a uma interacao de duas particulas, entao ela é expan-
. . « , - , . . -
dida a partir de termos de ordem —. Ja a correlagao g3 é associada a duas interagoes,

a interacao da particula 1 com a 2 e a interacao da particula 2 com a 3, portanto vamos

Q@
expandir g3 a partir de ek Entao

2 3
a g at o, «
2= 5%t mht O (m) ; (3.2.5)
a? o
Para s=1 na Eq. 3.2.2, temos
Ofs (x1,t N -1
% = L(l)fl (,fl,’bt) -+ ( N >O[/dI'QL/12f2 (I’l,xg,t) .

Para o sistema homogéneo unidimensional , substituindo a Eq. 3.2.3, temos

el B Do [V 00— 000 1f (00) S 22+ (01,02
- (N]; 1)a/dx2V1V(91 — 03) D1 f (01) f (v2)
L=, / dzy V1V (81 — 65) D122 (21, 72)
— (N]; 1)av1/d92vwl —92)/dv2612f (v1) f (v2)
+$wl / 0,V (0 — 0) / vsDrags (21, 2)
- %avl/d@vwl —02)/va81292 (21, 72) (3.2.7)

Esta é a equacao que descreve a evolucao de um sistema unidimensional homogéneo.
Observe na Eq. 3.2.7 que precisamos encontrar go para obter a evolugao de f(vy,t), entao
vamos considerar s=2 na hierarquia BBKGY, logo
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3f2(3017$2,t)+ 3f2(l‘17$2,t)+ Ofa (w1, x9,1)

ot T 2T 96,
g@V ((91 —92) ) 8f2 (l‘l,xz,t) _ (9f2 (.fCl,.TQ,t)
N 891 8V1 8V2
_2 oV 01 93) af3 (1'1,33'2,373,15) af?) (xlax2ax37t)
= / / dsdvs ael ( vy Vs
N 2) —03) (Ofs (21,72, 73,t)  Ofs (71,7, 73,1)
/ / ey 892 ( Ovs ovs

(3.2.8)

Vamos substituir as Eqs. 3.2.3, 3.2.4, 3.2.5, 3.2.6 ¢ 3.2.7 na Eq. 3.2.8. Os termos de

ordem — obedecem a equacao

(8 + v 0 + Vg 0 )gé (z1,22) = wa12f(9€1)f($2)

ot 00, 00, 06,
OV (0, — 03) Of (v, t
+Oz//d93d U3 8101 3) 6<V11 )g% (172,133)
— 03) Of (vs,t
+06//d93d?13 862 d 6<?V22 )Q% (21, 23) -
(3.2.9)

1
E os termos de ordem N2 obedecem a equacao

0 0 0 oV (0, — 0
(8t+vl&9 +U289 )92 (x17x2) = %amg%(ﬁh@)
—03)0f (vq,t
—|—a//d93d7j3 691 3) 8(01 )gg(mg,m)

0 2
+05//d93d?]3 681 3) 893 (l‘al;}lm27$3)

—03) 0f (v1,t) |
—2//d93d113 891 v, o (72, 73)

—03) Of (va,t
+Oé//d63d V3 692 3) 8(V22 >g§ (Z)’Jl,l’g)
2
+a / / g Y02 = 05) 095 (21, 22, )
392

8V2

— 03) Of (vo, t
—2//d93d3 392 3 f(,gzz )gé (z1,23)

— 05 Oat ,
/ / sV 891 >f<w,t>—92;j§ 73)

03 993 (2,
—//desdvzsa—%)f(vht)%zw-
(3.2.10)

Na equacao 3.2.10 precisaremos de g3. Entdo para s = 3 na hierarquia BBKGY os

termos de ordem e obedecem a equacao
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0 0 0 0 9
En + 01691 + 028—92 + 030_«93 g5 (1,22, 73)

= %01_92)812 [f (va,1) g3 (z1,23) + f (v1,1) g5 (x%xg)}
oV (6 — 03)
+8—92
%91_93)813 [f (U3, t) g% (I1, xz) + f (1)1, t) g% ((1}2’ x3)}

//{av (05 — f(vl,t) %Zi’t)g; (2, 24)
Of (va,t)

Da3 [f (va,t) g5 (w1, 23) + f (v3,1) g (9517%2)}

+avg;094)f (01, 1) B ———"g; (r3,74)
Ve - 0,) 0/ gz D f (1) 68 (a1, )
e - 02) Of 52’ D (0, 1) g (5,0
a0 - 0,) 0f g; 0 f (0 1) 68 (o, 4)
+8V (2303— 0,) afgzz, t)f (va, ) gh (21, 3:4)} dfydvy

+a//{8V 03 04 892 éxl,xg)g% (1527%4)
U3

+8V 2191— 04) 09, g}ll’ m)g% (22, 24)

+8V (2101— 04) 0gs (09:}117 »’172)95 (25, 24)

L 0O l) 0

I )+

1% (2262— 04) Og; g‘;a $2)g% (s, 24)

i (2101— 04) 3f§:’ t)gg (w9, 73, 24) +

ov (2101— 04) ﬁfa(vg, )gg (21, T, T4)

+%93—94)g5 (21, 24) %QZW} dfydvs. (3.2.11)

Observa-se que nas Eqs. 3.2.9, 3.2.10 e 3.2.11, ha termos que dependem de «,
entretanto se considerarmos que « representa a constante de acoplamento fraco, pode-se
negligenciar em uma anélise inicial os termos que dependem de « para conseguirmos re-
solver as Eqs. 3.2.9, 3.2.10 e 3.2.11.

Para resolver estas equagoes e a equagao 3.2.7, vamos introduzir as séries de Fourier,
j& que o potencial do modelo HMF é periddico, ou seja,
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V(b)) = > V(n)e™, (3.2.12)
G2 (x1,22) = g2 (612,01, 02) Zgz n,v;,v zn912’ (3.2.13)
g3 (z1, 29, 23) = Zgg n,m,Ul,vg,vg)e’"912e’m923. (3.2.14)
Tal que
Vi) = o [ dbaV ()
o 12 12
1 A
— —/d012 [1 — cosfy] ez
21
1 [ 12 4 p=ifh '
— —/d012 1— (6 c ) 671”012
2T 2
i 012 (1—n —if12(14+n
= _/d012 e~ inbi2 _ (6 e (+ ))
2
= 27_‘_[271'5 0—7'('(5 1—7T(5n 1]
On O
. = 1) (3.2.15)
~ 1 —inb12
g2 (n,v1,v9) = Gy df12g2 (012, v1,v2) € ; (3.2.16)
5 1 —in —im
gs (n,m,vy,vg,v3) = (2—)2/619126592392 (012, 0oz, v1, Vg, v3) €~ MP12e7 M3 (3 9 17)
T

Substituindo as Eqs. 3.2.12 e 3.2.13 na Eq.3.2.7, temos

of (v1,t) _ M/d@zdwav (612)31292 (612, v1,02)

ot N 00,

a(N -1 ~ - ) 5 .
= —( N )/d92dvzzn:‘/(n) em912zn281292 (n',v1,v9) €™ 012

n/

a(N -1 ' in'012,; |/ J
- o N );Z/dezemewem alzln/dvﬂ/ (n) O12G2 (', v1, v2)

a(N -1 i(n+n’ i % gz (0
_ %Zzez(nm 01915 (n+n)m/dv2V (n) O12g2 (0, v1, v2)
2 N -1 . (7 / 0 /
_ %Z(_ )/dUQV(—n)81292 (0, v1, v2)
27Toz(

_ 1 -
= Zm /dvgv )31292 (n/avlva)a

usamos o fato do potencial ser simétrico V(n’) = V(—n'). Substituindo a Eq. 3.2.15,
obtemos
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of (vi,t)  2ma (N —1) , (Op1+6p-1)] O B
ot = TN Zm 5n_f a—vl/dUng (n, v1,v9)
ma (N —1)

: 0 .
= TN Z in (0n,1 + 0n,—1) Dor /dUQQ2 (n,v1,v2)

U1

n

n

N-1) [ 9 _ 0 ;
= %z (a—vl/dvng(Lm,vz) — a—vl/dvzgz(—l,vhvz))~

Como vimos no capitulo 2 g, (—1,v1,v9) = go (1,v1,v2)" e

of (i, 1)~ 2ma(N-1) 0

8t N a—vl/dvgfmgg (1,’(}1,7)2),

entao apenas a parte imaginaria de g, contribue para a equacao cinética. No limite para
N muito grande,

N-1
N ~ b
logo
of (vy,t 0 N
% = _27Ta8_vl /dvglmgQ (1,v1,v9) . (3.2.18)

Vamos usar a Eq. 3.2.9 para encontrar o primeiro termo da expansao (gs), conside-
rando apenas os termos que nao dependem de «, temos

0 0 0 oV (8
(a + ?)18—91 + 028—02) g3 (B12,v1,v9) = #@ﬁ (v1,t) f (va,t).

Usando as séries de Fourier da Eq. 3.2.12 e 3.2.13, temos

agl n,v1,V2) . ~ i . ~ ;
E 993 (n, o1, v2) 87t ’ )emg12 + vt E s (n, vy, v2) ne™12 — yi E gs (n, vy, vy) ne™2
n

= i V(n)ne™20nf (v1,1) f (v2,t)

n

(% + (v1 — v2) m) 33 (n,v1,v2) = iV (n)ndiaf (v1,t) f (v2,1)

0 N\ L (Op1 + O
(5 + U12Zn) Gy (n,v1,v9) = —z%n@lgf (v1,t) f (v9,1)(3.2.19)

Resolvendo a Eq. 3.2.19 por convolucao, temos

~1 _~1 —inviat
9o (n7U17U27t) = 9 n,Ul,UQ,O)G

dTe—ivlng (5’”’1 + 67’1,—1) ’n/812f (U17 t — 7_) f <U27t — T) .

|
DNO| = —
—
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Usando o processo de markovianizagao, visto na equacao de Landau, na equacgao
acima. O primeiro termo a direita é negligenciado, pois é um termo transiente e pode-se
fazer a seguinte aproximagao t — oo , logo

fo,t—=7) f(vg,t —7) = f(v1,t) f(v2,1)

~ Z > —iV12TN
Gy (n,v1,v9,1) = —5/ dre”""2"" (6,1 + 0p—1) nO12f (v1,t) f (v2,t).
0

Sabe-se que:

- dm"‘”m:é(vun)w—P(L)Zﬁé—wmn):w. Lo
0

Nnv1s iTU19M nvis

Entao

(01 4 0p,—1) Oraf (v1,t) f (2, ),

3 (n,v1,v9,1) Yory

- 1
g% (1,U1,7)2,t) = 2—812f (Ul,t>f(v2,t) . (3220)
V12

Portanto Imgs: (1,vy,v9,t) = 0 e devemos encontrar g2, que é o segundo termo da apro-
ximacao para g,. Entao vamos usar a Eq. 3.2.10, desconsiderando, inicialmente, termos
de ordem « nesta equacao, fazendo isto obtemos

0 0 0 ov (0
(@ + U1a—61 + U28_92> 93 (012,01, 00) = #81295 (012,01, v2)

OV (0a3) Og3 (023, v2, v3)
f (Ul, t) / d03d1)3 862 81)2

Of (vr.t oV (0
—QM/desdvs ( 13)9% (023, v2, v3)

81)1 891
Of (vg,t oV (0
—2%2) /d@gdvgﬁg% ((913,1]1,1]3)
ov (@13) 39% (913, V1, U3)
— t dfsd .
f (U27 ) / 3av3 801 81)1
(3.2.21)
Da Eq. 3.2.20 temos
- 1
g3 (n, vy, v2,t) = S0 (0p1 + 6n—1) Oraf (v1,t) f (v, 1),
12
isto implica que
1 .
g3 (012,01, 09, ) = zﬂ: Yors (On1 + 0n,—1) Oraf (v1,t) f (v, ) entr
1 . .
= 2—812f (’Ul, t) f (1)2, t) (61912 + 677’912>
V12
cos 019

- Daf (vi,t) [ (v2,t),

V12
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ou seja,
cos 0;;
g% (Qij,vi,vj,t) = ]&Jf(v“ )f(vj,t). (3222)
ij
Sendo
\% (91]) = 1—cos 6ij7
AV (6:;) .

a0, 12 = sind;. (3.2.23)

Vamos substituir as Eqs. 3.2.22 e 3.2.23 na Eq. 3.2.21,

0 0 0
(8t + vl@@ + v2892> 93 (612, v1, v2)

0
2 0h S (00,) f (02,1)

= sin 612

—f(?fl,t)/desdv:a sin 523% (COS 623323f (Uz,t)f(vsat))

(% V23
af (Uh ) cos a3
@vl

af <U2, )/degdvg sin 923
81}2
0

_f (Ug,t) /d&gdﬂg S 013% (

1

/ d03dvg sin 913 823f (UQ, t) f (?)3, t)

V23
COS 013

(913f (v1,t) f (vs, 1)

cos 013

Owsf (vi,t) f (vs, t))

V13

integrando em 63, temos

ot 06, 00,

Podemos escrever

0 0 0 i cos 6
( +vi— + Vo— ) g5 (012, v1,v2) = sin b9 123%2f (v1,t) f (v2,t).

ei@m _ €—i912

Sin912 = T, <3224)
1
612 —if12
cos by = % (3.2.25)

Expressando g2 em série de Fourier e usando as Eq. 3.2.24 e 3.2.25

8 B in 67:012 _ e—i912 €i912 + 6—i012 1
Z (825 +U”m> 75 (n, vy, v0) €12 = ( 2i ) ( 2 ) oo ) S (e21).

Segundo a Eq. 3.2.18 precisamos do g3 (1,v1, v2), entdo considerando apenas o termo
que multiplica ¢ dos dois lados da equacdo acima temos

0
(&5 T 7}122> 35 (L,v1,v0) =0
ou
gg (17U17U27t) _012“9% (Lvla Vo, O) .

Fazendo a markovianiza¢ao (t — 00), obtemos

gg (17 U1, V2, t) =0.
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Agora vamos considerar termos de ordem « na Eq. 3.2.10, ou seja, iremos considerar
a contribui¢ao da correlagdo de trés particulas g3 (1, Tq, x3,t), logo usaremos a Eq.3.2.11
para encontrar g3 e substituir na Eq. 3.2.10. Na Eq. 3.2.11 iremos desconsiderar termos

de ordem o

Na Eq. 3.2.10 vamos substituir as séries de Fourier Eqs. 3.2.12, 3.2.13 e 3.2.14, como es-
tamos interessados no g2 (1, vy, vs, t) vamos considerar apenas termos com coeficiente €12,

0 . .
(E + 2"012) g3 (1,v1,v9) =

7TO£i/d’U3 (Mgg(—l,vg,vg,t)

8?]1
8§§ (0,—1,’(]1,U2,U3,t> 8g§ (2,1,U1,U2,U3,t>
— -
(%1 8'01
0 t
+2WZ/dU3M§% (—1,?)2,?]3,t)
(%1
0 t
—2ﬁi/d03M§% (1,v1,v3,t)
81)2

—|—7rai/dvg (M;}% (1,v1,vs,t)

81)2
+ agg (]-7 17U17U27U3at)) ‘

_ag?% (17 _17 U1, U2, U3, t)
81)2 an
(3.2.26)

Desde que apenas a parte imaginaria de g3 contribue para a integral da Eq. 3.2.18, des-
cartamos todas as contribuicoes reais, ou seja, vamos descartar os termos do lado direito
da Eq. 3.2.26 que dependem de [ g3, devido g3 ser um nimero imaginario e igj é real, logo

ot

Resolvendo, temos

7 <2 + 7;U12) Imgg (1,1)1,@2) =

dg3 (0, —1 t
7TOCZ'/drU3 <_ 93( ) , U1, U2, U3, )

81)1
02 (2,1,v1,v2,v3,t)>
+
8?}1
0g2 (1, -1 t
+7m'/dv3 <_ 95 (1, =1, v1, 02,03, 1)
81}2
85332, (1717017U27U37t)>
+
8"02
0 t
+2ﬂl/dU3M§% (—1,U2,Ug,t)
81)1
0 t
—2wi/d03M§%(1,U1,U3;t)-
aUQ
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1
]mg% (1,'01, UQ) = <—5 (1)12) T+ 1P (U_))
12
{m/dvg (_aé% (0, =1, 01, v0,05,1) 92 (2, 1,111,@27@3,15))

ovy o,
+7T06/d03 _agg (17 _17017U27U3;t> n 8§§ (1, 1,’01,’02,1}3,t>
Ovs Oy
0 t
son [ 2L g8 105,00
avl

—27r/dv3%§§ (1,1}1,1)3,75)} ,
2

os termos que multiplicam d(vq2) se anulam, logo

1
Imgg(l,vl,vg) = P (—)

V12
Wa/dvg _8@% (0, =1, 01, v3, 03, 1) 4 973 (2,1,v1,v3, 03, 1)
avl 81}1
+7Ta/df03 O (L =L v, v v, t) | 03 (1,1, 01,09, 05, 1)
0 t
+27T/dU3M§% (—1,U2,U3,t)
81}1
0 t
—27T/d1)3%§% (1,1}1,1)3,75)} . (3227)
U2

Vamos precisar de g2 (0, —1,v1, vo,v3,t), G2 (2,1, v1,v2,v3,1), G5 (1, —1, vy, 09, v3,1)
e g5 (1,1, vy, vq,v3,t), para tanto usaremos a Eq. 3.2.11 desconsiderando termos de ordem
a, usando as séries de Fourier Eq. 3.2.12, 3.2.13 e 3.2.14, resolvendo as equagoes para gz,

()

g?z’ (07_171]17@27@3775) = P
1
{ Ul, afav3> ) W/dwa (——> Oau f (UQut)f(U4,t)
U3
+

V24
o 1
Zl’ ) fa(zz’ ) w/dvﬂ? (—0—34) O34 f (vs, 1) f (va, 1)

SO (o (LY or )5 s

13 2, 1
5 () a0

LD (o (LY os ) 000)

22 (LY or 0 St}

12
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' 1
35 (2,1, v1,v9,v3,) = —% (—7r(5 (2vu; — vy — v3) + P (—))

27}1 — Vg — U3

() (2210
aP <L>
o,

_&fézat)p (U_B) A3 (f (v1,t) f (vs,1))

+f (v3,8) P <i2) Or (afa(zl’t)f(vg,t))

U1 1

+f (U27 t) a13 (f (Ulv t) f (U37 t))

+f (v, >8P8(”“’>a (f (0r,) f (2,1))

af U37
8’03 </012) a12 Ul; U27 t))} 9

) 1
§§ (1, —=1,v1,v9,v3,1) = ~1 (m? (v — 2y +v3) +iP (—))

v — 2v9 + U3

{_%ﬁ% (—i) Oss (f (v3,1) f (05,1)

+f (v, t) P (—L) Do (afa(:j?’t)f (vg,t))

2

—m)azz (f (va,) f (v3,1))

v V12
e
L 1\1 1
gt = P () {0 (F000P (L)oo )
+0o3 (f (vs,t) P U—L) Oz (f (vl,t)f(vg,t))>
+f (UQ, t) afgij? t) 27T/d1)47) (é) (934f (’03, t) f (U4,t>
+f (v9,1) angz’ ) /dv473( 14) Aaf (vy, )f(v4,t)}.

Na Eq. 3.2.27 o lado esquerdo & real e no lado direito termos que dependem de gi

sdo imaginarios, desde que gs ¢ real e temos ¢P (%) J(..)@3dvs que é imaginério, entao
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nao vamos considerar estes termos em nossos calculos. Outros termos que sao desconside-
rados sao termos que dependem de g3 (0, —1,v1,v2,v3,t) € g3 (1,1, v1,v2,v3,t), pois estes
sao reais. Entdo vamos considerar apenas termos imaginarios de g2 (2, 1,v1, va, v3,t)(0s

i
termos %5(21}1 — vy — v3)(...)) e o termo imaginario de g3 (1, —1, vy, vy, vs,t)(0s termos

%5(1)1 — 2U2 + Ug)()) LOgO
N I, 1 T« 1 , 1 .
Imgs (1,01, v9,t) = mlmQQ (1,v1,v9,t) = N2 1 P (U1 — Uz) X {73 (U1 — Ug) Krrr
" 1 .
P ( ) Kivf (01,0) f (02,8) f (v5,1)
V1 — U2
2 1 , 1 .
() ) e
4 V1 — U V1 — U2
1" 1 A~
+P ( ) IC[[f (Ul,t)f(?}g,t)f(vg,t) s (3228)
V1 — U2
- o 0 0? 0 0 o 0 0?
- 3 2 49Z 49~ 7 4 2 7 9=
K 38112 Ovs + ov3 + Ovy vy Ovy Ovs ov3
. 0 0 0
p— 2_ —_— — — —
ICII 81)2 87)1 8’03
- 0 0 0? g 0 0 0 0?
- 3~ 49Z 49~ 7 4 T 7 9=
ICI” 381)1 603 + c%% + 802 61)3 8?}1 (91)2 (’“)v%
. 0 0 0
= 22— — — — — 2.2
K ovy  Ovy  Oug (3229)

Substituindo a Eq. 3.2.28 na Eq. 3.2.18, temos a equagao cinética para o modelo HMF
unidimensional homogéneo.

1
A evolucao da funcao distribuicao de uma particula é proporcional a el ou seja, o

tempo de relaxacao é proporcional a N2. A equacdo cinética é vélida para o ntimero de
particula N grande. Resultados de simulagdo numérica feitos por [10] mostram que para
N grande o tempo de relaxagao é proporcional a N9 (ver figura 3.2.2), para o HMF ho-
mogéneo, entao nosso resultado analitico esta de acordo com os resultados de simulacao.

10%6 \
/)
4/.(’
107k /./ ]
= ’,./,
,,'/ — y=0.006 x 1.99
L1 L
10 - =
104 N 10°

Figura 3.2.2: Figura retirada de [10]. Tempo de relaxagio em fung¢do do niimero de particulas N, para
N grande.
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3.3 Sistema gravitacional 1D

Sistemas gravitacionais unidimensionais sao usados para estudar modelos cosmolo-
gicos e a dinamica estelar em galéxias. Ele consiste de N folhas de massa m uniformemente
distribuidas no plano y-z, livre para mover no eixo x. As folhas sdo livres para se cruzar
(ver Fig. 3.3.3).

Figura 3.3.3: Folhas no modelo gravitacional unidimensional.

A equacao de Poisson para esse sistema é

Vi(z) = 4nGp (2)

com G a constante gravitacional.
Para uma particula (folha) localizada em 2’ a densidade é p(z) = d(x — 2’). Entao

dy(x

~—

resolvendo a equagdo diferencial acima, considerando ¢(z = 2') = 0 e
temos que
P(z) =27G |z — 2|

¢ um potencial sem nenhuma singularidade [15].
O potencial em um ponto x devido a uma particula (folha) é

P(z) =27G |z — 2|

Ja o potencial em x devido a todas as particulas é
o0
6(@) =20G [ oo p ()i
—0o0
este potencial nao é convergente. Para o potencial ser convergente vamos considerar

Y (x) =27G |z — 2| P

tal que, e#1*=*'l & uma funcio de triagem e s — 0. Logo o potencial devido a todas as
particulas é

¢ (x) = 27TG/ |z — 2’| e 7 p (&) da’.

Vamos considerar a densidade de massa p(z) periddica para o sistema unidimensional
com periodo 2L, ou seja, p(x) = p(x + 2L). Vamos escrever p(z) = py + o(x), com py a
média de p(z) ao longo do periodo e o(x) a flutuacao periodica. A contribuicao da média
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po o potencial é

o = 27TG/ |z — 2| e poda’

= 27TG,00/ |z — 2| e da!

= 2wGpo (/ |z — 2’| e " da’ + / |z — 2| e”"’”zqd:c’)
. 47TG,00

= —

A contribui¢do da flutuagao o(z) no potencial é

Pz, ) = 27TG/ |z — 2| e g () da.

Desde que consideramos p(z) periddica, entdo o(z) é periddica e podemos reescrever
o(x), usando série de Fourier,

o(r) = Z'cne L (3.3.30)

e " indica que a soma é para n # 0. Logo

> .
la ) = 27TGZ// |$—$'|6_”|w_$'|cnemle dr’
n —o0

] 0o ) -
= 271G ‘ce L x— o' e 7 emn(lz 2 dx’
n n
n

—0o0
/ iTnT
= 227G g cne L by, (3.3.31)
n
com

o ’ o ‘ - ,‘ iﬂn(zlfz) ,

b, = |z — 2’| e le™ T da
—0o0
o .

_ iTnu
= / lul e du

—0o0

2 — 3L — 2n2L?

2

L (_%2 + WLZQ)Q |

No limite 2 — 0

212
m2n2’

by = —

iTnT L2

Pz, %) = —47TGZ/Cn€ L

2 (3.3.32)

Vamos dividir o eixo x em células de tamanho 2L, com 2N folhas cada. Em uma célula
primitiva vamos considerar que existem 2N folhas de massas iguais discretas com posi¢ao
xj, distribuidas uniformente entre x=-L a x=L. Entdao a densidade de flutuacao para a
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célula primitiva é

= p(@) = po
M
= P(w)—ﬁ
2N
m2N

mz< - ;) ;L)

O coeficiente ¢, da Eq. 3.3.30 é

Cp — —

1 L
2L

substituindo a Eq. 3.3.33 em ¢,,, temos

L 2N

»>

Cn

m 2N
= 31> (-6l
J=1
- 2N
= o1 2. (9
J=1
com
—L
—2L
O (v; — L)
e
—L
0
Entao

]_ iﬂ'na:/
< i IJ 2L> e L dr

—z/ (o

1 inna’
—xj) — ﬁ) e L da

ITNT ;
J

L)+ O (2, + L)e T —

LN ;
J

.Tj—L)—i‘@(LUj—i‘L))Gi L,

< l’j<L

< z;-L<0=(z;-L)<
=0

< Ij<L

< z;+L<2L= (z;+1L)

2N .
m Z sin (7n)
2L 4 nm

7=1

<0
>0

86

(3.3.33)
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Substituindo ¢, na Eq. 3.3.32

G OO 7,71'77“’1) ZWHI
Pl = G SN S
n=-—oo j=1
L Y e

n=—oo0 j=1

Esse é o potencial no ponto x devido a célula primitiva e de todas as réplicas e devido
as 2N folhas existentes em cada célula.
Considerando apenas uma folha de massa m localizada em z;, o potencial é

LT\"!L(J, imn(z—xq)

¢1(x) = =27Gm Z

= T n2
)2
A fungado |z — x| — (z 2;1) escrita em série de Fourier é
|$ — 1131| - (l’ - :Cl Z /emn(i = 5
= n
U Prova:
f (x) _ Z Cnezr[’r}z’
com
1 /L f( ) —iznx
Cn = — x)e x
oL |,
= — || — — | e L dx
oL |, 2L
B L
(nm)*
Logo

f(x>=|x|—_:_z ixne =

E o potencial devido a uma particula &[18]

¢ (x) =2mmG (!x — x| — %) (3.3.34)

e esse potencial é uma funcao periddica.

Agora vamos usar este potencial para obter as equagoes cinéticas para o sistema gra-
vitacional unidimensional, pois este potencial é peridédico e podemos reescreve-lo em série
de Fourier.



3.4. EQUACOES CINETICAS PARA O SISTEMA GRAVITACIONAL 1D 88

3.4 Equacoes cinéticas para o sistema gravitacional 1D

Nesta secao vamos usar as equagoes 3.2.7, 3.2.9, 3.2.10 e 3.2.11 em nossos calculos
para o sistema gravitacional homogéneo unidimensional. Como vimos na se¢ao 3.2 vamos
expandir o potencial e as correlacoes em séries de Fourier, ou seja,

Vig) = Zf/(n)emm

'Ln
G2 (1,22) = g2 (qu2,v1,02) E G2 (n, 01, v9) M2

E n im
g3 <$1,x27$3) = gd n7mavlav27v3>€ q12€ 123

n,m

Tal que
. 1 [E .
V = — dqgi12V a2
(n) oL /L q12V (q12) € 5
com
(%2)2
V = —
(Chz) |Q12| o,
pois este potencial tem periodo 2L.
Entao

~ 1
Vin) = om3[2 (sin (Ln)n*L* 4 2sin (Ln) — 2Ln)
- 1 [F L
V() = Byl ., dq12V (q12) = 3
Vig) = V(0)+> V(n)emn2,
n#0

Da Eq. 3.2.7, temos que

Of (a1, N-1
fl_gil ) — ( N )aV1/d(12V(Q1—Q2)/dv281292 (21, 22)

(N -1 ¥ in P im
B Z%QZ/d%dsz (n) ne q12812292 (m, vy, vy) €72

(N —-1)

= 1

a/dUQZei(”+m)Q1f/(n) nd12Go (m,vl,vg)/d(]ge_i(”m)q2

n,m

d'UQ

(N — .
= 271'2( N /dUQ ( Z V n@lggg (—n,Ul,Ug)

n=—oo

Z 7131292 —n, v, Uz))

/ n) n812§2 (—n, U1, Uz)
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Usando a propriedade

Zf £ (i),

i=—n i=m

temos

W = 927 (NN /dUQ <ZV n) 012Gz (1, v1, va)

\7( ) nO12G2 <_n7U17U2)>

N—l

( i n (sin (nL)n*L? + 2sin (nL) — 2Ln)
+

T

Do
1 32 122 (1, v1, 02)

n (sin (nL)n*L? + 2sin (nL) — 2Ln)
2n3L2

01292 (—n,U1,U2)> .

3
lMgﬁ

Sabendo que gy (—n, vy, v9) = G5 (1, v1, V)

8f1 (l’l, t) . (N 1)
ot - N / dvy

312572 (n, (%0 U2)

2n3L2
1

211
( > n(sin (nL)n?L? + 2sin (nL) — 2Ln)
_|_

f: n(sin (nL)n?L* + 2sin (nL) — 2Ln)

n=1

Sabendo que

95 = Re(ga) —iIm(ga)
G2 = Re(g2) +ilm(g2)
—Go + g; = —2iIm (g2) .

Considerando que estamos trabalhando com sistemas de muitas particulas, ou seja, N
¢ muito grande, temos que

> n (sin (nL) n*L* + 2sin (nL) — 2L
Of1 (x1,1t) :4ﬂa/dv2zn(sm(n n 2+3L251n(n ) n)
n

5 O12Imgs (n, vy, v2) .

(3.4.35)

Esta é a equacao cinética para o sistema gravitacional homogéneo unidimensional, para

encontra-la precisamos de go, entao vamos usar a Eq. 3.2.9, considerando apenas os ter-
mos de ordem a’. Fazendo isto obtém-se
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0 0 0 - o
(815 + 018 + U2 0q2) 2 (q12,v1,00) = zn: Vi(n)ine" ™ 0ra f (1) [ (22)
0 N . N o
Z <8t + mvlg) G (n,vy,v9) eM12 = Xn: V(n)ine™ ™20 f (1) f (22) .

Considerando apenas os termos que estdo multiplicando ™2, temos

0 ~  (Si LYn?L? + 25si L)—2L
(61& + mmz) 95 (";U1,U2) = ' (sm (n )n 2n2L821n (n ) n)alzf ($1) / (1‘2) .

Resolvendo, temos

Gy (n,v1,09,t) = €120, (n, vy, 05,0)
i(sin (nL)n®L? + 2sin (nL) — 2Ln) (P
+ on2[2 812f (Ul, t) f (UQ, t) ; € 27dr.
Apo6s a markovianizagao
' —inv12T - —inviaT i . 1

e "Rt dr — e "M dr = —1d_ (nvp) = ——— = —70 (nvye) +iP | — | .
0 0 nvi2 (AUD)
Entao

(sin (nL)n*L* + 2sin (nL) — 2Ln)

g% (TL, V1, Vg, t) = 21}12”3[12 a12f (/Ula t) f (U27 t) )

ou

g% (n7 U17U27t> - -

2n2L2

— Imgs (n,v1,v9,t) =0

(sin (nL)n*L* + 2sin (nL) — 2Ln)7) ( : ) Oz f (v1,1) f (v2,t).

nv12

Entao vamos considerar o segundo termo da expansio, g3

. Considerando apenas os
termos de ordem o' na equacao 3.2.10, temos

a1292 ((112, V1, Uz)

OV (q1 — q3) Of (v,

—2// g3dus f;ql 3) 8(V11 )g% (Q23702,U3)
_ ) ’

—2//dq3dv q2 ) f;vz )Q% (q13,v1,v3)
Vo

1
- //dQ3dU3+(h)f (vg,1) 99 (q13, v1,v3)

0 0 d\ , oV (Ch —Q2)

31}1
ov (Q2 - Q3) ag% ((1237 V2, U3)
//dQ:stz O f (Uh t) Dy
(3.4.36)

Como vimos

sin (nL)n?L? + 2sin (nL) — 2Ln) ™%
g; (qZ]7 Vi, Uy, t) = Z ( ( ) 2’012”3;2 ) ) 812f ('Ul, t) f (UQ, t)

n
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3 (sin (nL) n®L* + 2sin (nL) — 2Ln) e™4ii

3

n

Substituindo estas séries na Eq.3.4.36 e considerando
gg (QI27U17U27 Zelpqm p7 U17027t> )

resolvendo esta equacao e usando o processo de markovianizagao, obtem-se

g ) 1
g§<pavl7v2,t) = P (_)

P12

{Z [4@— iifmks (sin ((p — k) L) (p — k) L* + 2sin ((p — k) L)

_2L p k ) (sm k,L kf2L2+281n (k’L) _ QLk') 812 (812f (Ul,t)f('l]g,t)

V12

af Ul?

Oos f (Uz, (U

6’f v, T / ( ' . 2712 . 2
dus sin (pL) p“L* + 2sin (pL) — 2L
o0 DS Ulg( (L) p (L) — 2Lp)

Oz f (v1,t) f (v3,1))} .

]mgg (p7 U17v27t) = 0.

Entao vamos considerar os termos de ordem o« da Eq. 3.2.10. Considerando esses
termos iremos precisar de g3, obtido da Eq. 3.2.11 levando em conta apenas termos de
ordem a. Substituindo as séries de Fourier na Eq. 3.2.10, considerando apenas a parte
imaginaria de g3, resolvendo e fazendo a markovianizagao, obtemos

_ 1 .
Imgs (n,vy,v9,t) = mlmgg(n,vl,vg,t)

1
- —p V(-
N2 (Ul—'UQ )Z

dImgs (n+ k, k,vy,vq,v3,1)
dU3 81}1

dImgs (n, k, vy, v, vs, t)) }
_l_
8?]2

—75 ’01—7}2 ZV
{/dvg <8Regg (n—l—k,k‘,vl,vg,vg,t)

81}1
+8Re§§ (n, k,v1,v2, v3, t)) }

o (3.4.37)

dv » sin (pL) p?L? + 2sin (pL) — 2L 2
o /3< L pv%( (pL)p (pL) - 2Lp)

)
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Da mesma forma que resolvemos a Eq. 3.2.11 para termos de ordem o, temos que

]m§§ (n,m,vy,va,v3,t) = —70 (nvy + (n 4+ m) vy — mus)
{(n—m)V (n—m)disf (va,) 3 (m, vy, v, t)
+nV (n) Orof (v1,t) Gb (m,vg, vs, 1)
+mV (m) s f (vs,t) Gy (n — m, vy, va, 1)
+(m—n)V (m—n)Ossf (va, t) 3 (n,v1, v, )
+mV (m) Oasf (vs, ) Ga (n, vy, 02, )

+nV (n) disf (v1,t) §a (m — n,va,vs, 1)}, (3.4.38)
Reg? (n,m,vy,v9,v3,1) = —P !
g3 AT I O 2, U3, 1) = nvy + (n +m) vy — mus

{(n—=m)V (n—m)draf (va, 1) Gy (m, 01, v3,1)

+nV (n) Oraf (v1,t) Ga (m,ve, vs, 1)

+mV (m) 01 f (v3,t) Gy (n — m, vy, va, 1)

+(m—n)V (m —n)dasf (v2,1) G (n,v1, 3, 1)

+mV (m) Oasf (vs, ) Ga (n, vy, va, )

+nV (n) disf (v1,t) §a (m — n,va, vs, 1) }. (3.4.39)

Pode-se concluir entao que

8f (Ul, t) 1
ot N?
ou seja, o tempo de relaxacao para o sistema gravitacional homogéneo unidimensional
também é proporcional a N2.

3.5 Conclusao e perspectiva

Vimos neste trabalho que as equacoes cinéticas para um sistema homogéneo uni-
dimensional se anulam e é necessario considerar outros termos da hierarquia BBKGY
para obter a equacao que descreve a evolucao dos sistema. Neste trabalho vimos que as
equlagées que descrevem a evolucao do HMF e o sistema gravitacional sao proporcionais

a —, 0 que equivale ao tempo de relaxacdo proporcinal a N2, para sistemas com nimero
N2 ’ )

de particulas muito grande. Este resultado para o HMF é compativel com os resultados
encontrados em [9).

Agora pretendemos, utilizando técnicas de simulagao como Monte Carlo, encontrar o
tempo de relaxacao para sistemas gravitacionais unidimensionais e comparar com o resul-
tado analitico obtido neste trabalho. Pretendemos também abranger nosso trabalho para
encontrar uma equacao genérica para um sistema unidimensional com potencial periodico
qualquer.
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