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Dedico este trabalho a minha familia, especial-

mente a minha mae.



Resumo

Nesta dissertacao, baseada em um artigo de Juan A. Aledo, José M. Espinar e José A.
Galvez, apresentamos estimativas de altura 6timas para superficies em S? x R e H? x R
com curvatura Gaussiana K (I) constante e curvatura extrinseca positiva, caracterizando
os casos extremos como superficies de revolu¢ao. Além disso, apresentamos uma férmula
de representagao para superficies com curvatura Gaussiana constante em tais espagos
ambientes, dando especial atencdo aos casos de K(I) = 1em S* xR e K(I) = —1 em

H? x R.

Palavras-chaves: superficies com curvatura constante, espacos produto, estimativas de

altura, formula de representacao.



Abstract

In this master thesis, based on a paper of Juan A. Aledo, José M. Espinar and José
A. Galvez, we present optimal height estimates for surfaces in S x R and H? x R with
constant Gaussian curvature K (I) and positive extrinsic curvature, characterizing the
extreme cases as the revolution ones. Moreover, we present a representation formula for

surfaces with constant Gaussian curvature in such ambient spaces, with special attention

to the cases of K(I) =1in S* x R and K(I) = —1 in H? x R.

Keywords: surfaces with constant curvature, product spaces, height estimates, representa-

tion formula.



Agradecimentos

Acima de tudo, agradeco a Deus, fonte da minha forca e conhecimento.

Agradeco a minha familia, especialmente a minha mae. O seu apoio e os
sacrificios que vocé fez para que eu tivesse a melhor educagao me permitiram chegar até

aqui.

Agradeco aos professores do meu curso de graduagao em matematica, especi-
almente aos professores Marcus Vinicius, Mauro Rabelo, José Alfredo (in memoriam) e

Norai Rocco.

Agradego aos professores do meu curso de mestrado: Ricardo Ruviaro, Norai

Rocco, Ary Vasconcelos e Joao Paulo.

Agradego aos meus amigos e colegas do mestrado, em especial a Ilton, Elaine
e Leandro, pelos nossos momentos de estudo; ao Valter por muitas vezes ter tirado as

minhas dividas de geometria Riemanniana.

Agradeco a todos os funcionarios do Departamento de Matematica, especial-
mente & Bruna Ribeiro de Vasconcelos, modelo de funcionaria competente e dedicada.
Agradeco pela presteza e profissionalismo com que vocé resolve os nossos problemas

burocraticos.

Agradeco ao meu orientador, o professor Joao Paulo dos Santos, por quem
tenho grande admiragao e respeito. Sou grato por tudo que vocé me ensinou nos cursos
de Geometria Diferencial e Geometria Riemanniana, pela paciéncia que vocé sempre teve
comigo nas orientagoes. Seus conselhos tornaram possivel este trabalho. Devo & vocé a

quase totalidade dos meus conhecimentos sobre Geometria Diferencial.

Agradeco aos professores Jodo Paulo dos Santos, Luciana Maria Dias de Avila
Rodrigues e Romildo da Silva Pina, que compuseram a banca avaliadora. A atengao e

sugestoes que deram me permitiram tornar este trabalho melhor.

Agradeco & CAPES e ao CNPq pelo apoio financeiro.



“O temor do Senhor € o principio do co-
nhecimento; mas os insensatos desprezam

a sabedoria e a instrucao”.

Provérbios 1:7



Sumario

Introducao

1 Preliminares

1.1 Pares fundamentais . . . . . . .. ... Lo
1.1.1 Complexificacao de uma forma quadréatica . . . . . . ... ... ..
1.1.2 Curvatura . . . . . . ...

1.2 O tensor de Codazzi . . . . . . . . . . . . ... ...

1.3 Parametrizagoes especiais . . . . . . ... o s
1.3.1 Parametros isotérmicos . . . . . . .. ...
1.3.2 Parametros duplamente ortogonais . . . . . . .. . ... ... ...
1.3.3 Parametros assintoticos . . . . . . .. ..o Lo

1.4 Formas Espaciais . . . . . . . . ...
1.4.1 O espago Euclidiano . . . . . ... ... .. ... ... ... ...,
1.4.2 A esfera Euclidiana . . . . . . . .. .. ... ... ... ...
1.4.3 O espago hiperbdlico . . . . . . . . .. ...

1.5 Equagoes fundamentais . . . . . . .. ... L oo
1.5.1 Segunda forma fundamental . . . . . .. ... ... ... ... ...
1.5.2  As equagoes fundamentais de uma imersao isométrica . . . . . . . .

1.6 O principio do Maximo . . . . . . . . .. .. Lo

2 Espacgos produto
2.1 Aspectos gerais . . . . ...

2.2 Equagoes de compatibilidade . . . . . . . .. .. oo



3 Estimativas de altura

3.1 Estimativas de altura para superficies de curvatura Gaussiana constante . .

4 Representacgao
4.1 Representacao de K ([)-superficiescom K >0 . . . ... ... ... ....

4.2  Representagao de K ([)-superficiescom K <0 . . . . ... ... ... ...

5 Resumo e aplicagoes
5.1 Resumo . . . . . . .

5.2 Aplicagbes . . . . . . ..

Referéncias Bibliograficas

49

49

63

63

70

74

74

80

83



Introducao

Neste trabalho vamos lidar com superficies de curvatura Gaussiana constante
nos espacos ambientes S? x R e H? x R. Estes dois espacos ambientes sio chamados de
espacos produto, que sao variedades tridimensionais dadas pelo produto de uma superficie
Riemanniana (S* ou H?) com a reta real R. Estes espacos estdo sendo muito estudados.
Citamos, como exemplos, [2] onde sao estudadas superficies completas; em [4] sdo dadas
condigoes necessarias e suficientes para que uma variedade Riemanniana n-dimensional

seja isometricamente imersa nos espagos produto mais gerais " x R e H" x R.

Na maior parte deste trabalho, nao precisaremos distinguir explicitamente
entre S? x R e H? x R, assim usaremos a notacao usual I\\/JIQ(e) X R, com € =1,—1, onde
M?(1) = S* e M?(—1) = H? Vamos considerar S* x R como uma hipersuperficie do
espaco Euclidiano usual R* e H? x R como uma subvariedade Riemanniana do espaco de
Lorentz L*. Sejam ¥ uma superficie Riemanniana e ¢ : ¥ — M?(¢) x R uma imersao.
Chamaremos de fungao altura h a quarta coordenada de tal imersao, e de fungao angulo v

a quarta coordenada do campo normal unitario V.

A referéncia principal que utilizamos é o artigo [1]. Os dois temas principais
deste artigo sao estimativas de altura e representacao para superficies de curvatura
Gaussiana constante. A estimativa de altura estabelece uma cota maxima 6tima para a
altura medida sobre um conjunto £ C M?(¢). Veremos também que tal cota é atingida
se, e somente se, 1) € um hemisfério de uma superficie completa de rotagao. Lidaremos
somente com superficies de curvatura Gaussiana constante, mas resultados semelhantes
foram encontrados pelos mesmos autores para superficies de curvatura média positiva

constante no artigo [3].

O teorema de representacao nos permite escrever, para superficies transversas,
os coeficientes da primeira e segunda formas fundamentais em termos da fungao altura h, v
e da curvatura Gaussiana K (), suposta constante. Reciprocamente, se K (/) é constante
e as fungoes h e v satisfazem algumas condigoes, entao existe uma tnica imersao, a menos
de isometria do espago ambiente, cujos coeficientes de sua primeira e segunda forma

fundamentais sdo dados em termos de h, v e K(I). Assim, teoremas de representagao
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sao importantes ferramentas, pois permitem garantir a existéncia de imersoes e também
conhecer as expressoes para suas primeira e segunda formas fundamentais. Como exemplo
de utilizagao de representacao, citamos [8], no qual os autores utilizaram teoremas deste

tipo para classificar superficies helicoidais planas no espaco hiperbolico H?.
A presente dissertagao esté dividida em cinco capitulos da seguinte forma:

O capitulo 1 é reservado para revisao de alguns conceitos basicos de geome-
tria Riemanniana, fixar a notagao utilizada ao longo do texto, introducao de algumas
parametrizacoes especiais, deducao das equagoes fundamentais de uma imersao isométrica
(equagoes de Gauss, Ricci e Codazzi) e também para recordar o Principio do Méaximo de

Hopf.

No capitulo 2, discorremos sobre os espacos produto S* x R e H? x R. Aqui
damos a defini¢ao, vemos algumas propriedades e deduzimos as equagoes de compatibilidade

em tais espagos.

O capitulo 3 iniciamos com a introduc¢ao de uma forma quadratica. Damos
dois exemplos de superficies completas. No primeiro teorema deste capitulo vemos que se
tal forma quadratica é identicamente nula, entao a superficie deve ser uma parte de uma
superficie de revolucao. E o segundo teorema deste capitulo estabelece a estimativa de

altura.

No capitulo 4, dividido em duas secoes, temos o teorema da representacao.
Na primeira secao sao consideradas superficies com curvatura extrinseca positiva, e na
segunda sec¢ao, superficies com curvatura extrinseca negativa. Damos especial atencao
ao caso em que K(I) = 1 em S* x Re K(I) = —1 em H? x R. Nestes casos, uma
das condigoes de integrabilidade torna-se a classica equagao sinh-Gordon eliptica e a

sinh-Gordon hiperbdlica, respectivamente.

No capitulo 5, em sua primeira se¢ao, fizemos um resumo dos principais resul-
tados apresentados nesta dissertacao. Na segunda se¢ao, apresentamos alguns resultados
em cuja demonstracao sao utilizados estimativas de altura e representacao semelhantes
aos que foram estudados neste trabalho. Fizemos isto com o intuito de demonstrar a

relevancia dos temas que aqui foram abordados.

Ao longo deste trabalho, iremos supor que a diferenciabilidade a que nos

referimos é sempre C*.



1 Preliminares

Neste capitulo, vamos introduzir alguns conceitos basicos, fixar a notagao
utilizada, enunciar alguns resultados, bem como apresentar algumas equagoes fundamentais

para uma imersao isométrica que serao utilizadas em todo o trabalho.

1.1 Pares fundamentais

Neste trabalho, usaremos o termo superficie para nos referir a uma variedade

diferenciavel orientavel de dimensao 2. Dada uma superficie ¥, denotaremos por

e X(X) o conjunto de campos de vetores diferenciaveis em > e por C*°(X) o conjunto

das funcgoes reais diferenciaveis em X..

e [, ] o colchete de Lie de campos.

A"(X) o conjunto de aplicagoes diferenciaveis de produto cartesiano de X'(3) r vezes

em X (X)), isto é

T:X(E) x - x X(E) = X(X).

e 7"(X) o subconjunto de aplicagoes de A" que sao C°°(X)— multilineares.

Q(X) o conjunto de formas bilineares simétricas sobre ¥, que identificaremos com
suas formas quadrdticas associadas. M(X) C Q(X) ao subconjunto formada por

aquelas que definem uma métrica Riemanniana R(X) ou Lorentziana £(X) sobre X,

isto &, M(X) = R(X) U L(X).
Uma forma bilinear em 3. é uma aplicagao
T:X(X) xX(X)— C™(%)
tal que

(i) T(fX,)Y)=fT(X,Y)=T(X, fY) para quaisquer X,Y € X(X), f € C®(X);
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(i) T(X+Y,2)=T(X,Z2)+T(Y,Z) e T(X,Y+2Z) =T(X,Y)+T(X, Z) para quaisquer
X,Y,Z € X(%).

A propriedade (i) implica que o valor de T'(X,Y’) em p € 3 depende apenas dos
valores de X e Y em p. Assim, para cada p € ¥, a forma bilinear T" define uma aplicacao

bilinear
T, T, x T, — R,

em que 7,> denota o plano tangente a > em p.

Diz-se que a forma bilinear T" é simétrica se T'(X,Y) = T(Y, X) para quaisquer
X,Y € X(¥). Equivalentemente, T é simétrica se T}, ¢ uma aplicagao bilinear simétrica
para todo p € X. Se, além disso, para cada p € ¥ a aplicacao bilinear 7}, é positiva definida,
isto &, T,,(X,, X,) > 0 para qualquer X, € T,X, entdo T' é uma métrica Riemanniana em

Y.

Se T' é uma forma bilinear simétrica em X, sua forma quadrdtica associada é a

aplicagao
T:X(Z) = C®(D),
dada por T'(X) = T(X, X) para qualquer X € X(X). Em geral, usamos o mesmo simbolo

para representar uma forma bilinear simétrica e sua forma quadratica associada.

Vejamos como se exprime uma forma bilinear simétrica em uma superficie >
em termos de uma sistema de coordenadas (x,U) em um aberto U C R? com z = (21, 7).
Denotamos por —, —— os campos coordenados e por dzi, dxy as 1-formas duais, ou

8.131 ’ 8.’132

seja

0 1, sei =7
() -
i 0, sei#j

Entao, para cada p € x(U), as aplicacoes bilineares {dx; ® dx; | i,j = 1,2} formam uma
base do espago de aplicagoes bilineares {a : T,X x T, — R}. Portanto, toda forma

bilinear T em 3 se exprime em x(U) por

2

i,j=1
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em que T;; :T(%,%
i U

particular se T' é simétrica, sua forma quadratica associada (denotada com o mesmo

) , 1 <14,j <2, s8o fungoes reais diferenciaveis em z(U). Em

simbolo T') se exprime em x(U) por
T = Eda?} + 2Fdz dxy + Gdxl, (1.1)
emque K =Ty, F=Ts =Ty e G =Ty
Definicao 1.1. A um par
(I,II) € R(D) x Q = P(T)

chamaremos par fundamental sobre 3. Ao conjunto P(X) chamaremos conjunto de pares

fundamentais.

Ao par fundamental (I, I7) esté associado S : X' (X) — X(X) chamado operador
forma de (I,11), dado por

II(X,)Y)=1(SX,Y).
Reciprocamente, dada uma forma quadratica I1 sobre a superficie, podemos
definir S associada a II como o tnico endomorfismo S que satisfaz

1I(X,Y) = I(SX,Y).

Escrevendo
I = BEda?* + 2Fdxdy + Gdy?, (1.2)
II = edz? + 2fdxdy + gdy?, (1.3)
definimos
H:H(I,]]):%Eg;éf_F;;Ge, (1.4)
2
K =K(I,1I) = ;QG;_“’;Z (1.5)

as curvaturas média e extrinseca, respectivamente, do par (1, 11).

A partir da definicdo anterior, definimos as curvaturas principais do par como

sendo

bh=H+VH’— K,
ky=H-VH— K.
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De onde observamos que denotamos k; como a curvatura principal maior. Além disso,
denotaremos por a a curvatura assimétrica, isto é,

(k1 — ky)?

a=a(l,Il)=H> - K*= .

Diremos que o par (I,II) é umbilico em p € ¥ se 11 é proporcional a [, isto é
I1(p) = A(p)I(p), ou equivalentemente, as curvaturas principais coincidem nesse ponto.
No que se segue denotaremos por U 1y o conjunto de pontos umbilicos de X associados a
(I,11) e se nao houver confusao somente escreveremos U. Claramente tal conjunto ¢ um

fechado da superficie e ainda X' = (E \Z/{(]J[)> U int (L{(LH)) é¢ um conjunto denso em 3.

Sabe-se que todo endomorfismo autoadjunto S é diagonalizavel quando I é
Riemanniana, isto ¢, dado um ponto p € ¥, existe uma base ortonormal do espaco tangente

{e1,e2} € T,,S tal que
S(el) = kl(p)el, 1= 1, 2,

isto é, os autovalores, k; de S sao as curvaturas principais do par. Logo, a curvatura
média (respectivamente curvatura extrinseca) do par é metade do trago (respectivamente

determinante) do endomorfismo S.

9 9
ox’ dy

zagao e por V a conexao de Levi-Civita de I. Entao as fungoes Ffj definidas em U

Denotaremos por { } os campos coordenados associados a parametri-

por
0 0 0
Va%%_rh8 +F118
o ., 0 0
V%8_y :Fua +F125y
o ., 0 0
Va%@_y Fzza + F22 Ay
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sdo os coeficientes da conexao V em U associados aos parametros (x,y), chamados simbolos

de Christoffel associados a métrica I, e veem dados por

I, = m«;& —2FF, + FE,), (1.6)
2 = —mUEEy —2EF, + FE,), (1.7)
ri, = m&}Ey — FG,), (1.8)
Iz, = mUEGI — FE,), (1.9)
r, = —m«mx —2GF, + FG,), (1.10)
2, = mUEGy —2FF, + FG,) (1.11)

que podem ser calculados facilmente a partir de (1.2).

Seja f : ¥ — R uma aplicagao diferenciavel. O gradiente da aplicacao f é
uma aplicagao diferenciavel grad f : ¥ — X(X) que associa a cada ponto p € ¥ um vetor

grad f(p) € T,X tal que
dfp(v) = I(grad f(p),v), VoeTl,x.
Se
I = Edu® + 2Fdudv + Gdv?,

pode-se mostrar que

Gf,—Ff,
EG — F?

Ef,—Ff,

EG — F? %

grad f = Ou +

(veja [7], Exercicio 14, pag. 120).

Seja u : (M,g) — (N,h) uma aplicacao diferenciével entre as variedades
Riemannianas M e N, de dimensbes m e n, respectivamente. Sejam (z°) e (y®) sistemas de
coordenadas locais em M e IV, respectivamente. Com essas coordenadas locais, expressamos

a aplicacao u por

A aplicagao u é uma aplicacao harmonica se u satisfaz o seguinte sistema de equacoes

B 99,7
Au+zz W20y i <a<n, (1.12)

vt Oxd
i,j=1 B,y=1 a a
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onde

_ k77
Z g {893’8351 L oxk }

,j=1

. i, . . /
¢ o Laplaciano de uw em M, ¢ é a matriz inversa de g;;, e Ffj e I'g, representam os

coeficiente da conexao de Levi-Civita em M e N, respectivamente.

Agora, considere em
H" = {(z1,...,2,) € R"; x, > 0}

a meétrica
_ 9y
G9ij = T2
onde F' é uma funcdo positiva diferencidvel. Escreveremos g = Fg;; para indicar a matriz
inversa de g;;, e fagamos In /' = f. Indicaremos

(veja cap. 8 de [5]):

f = f;. Entao podemos concluir que

dz;

Z]’

Sejam (M, g) e (N, h) 2-variedades Riemannianas orientaveis. Sejam (z', 2%) e
(y',%?) coordenadas isotérmicas em M e N, respectivamente, por meio das quais, g e h

sao expressas localmente como

g =o(w)*((dz")? + (dz*)*) = o*dwdw, o>0,
h=p()*((dy')* + (dy*)?) = p*dvdo,  p >0,

2

onde w = z' +iz® e v = y' + iy®. Nessas condicdes, devido & (1.13), o sistema (1.12)

assume a forma seguinte

2 2
8uﬁ ou”
72 o -
o ZZ [ 27)? Z 8xz 8%] =0, para o =1, 2.
Este sistema é equivalente a equacao
0%u 20p Ou du
-1 ZER T = 1.14
7 (8w8u‘1 i p(%(?wau_}) 0 (1.14)
onde
ou 1 [(0u . Ou ou 1 [0u . Ou
— === —-i=— e — == +i—s|.
ow 2\ Ox? 0x? ow 2 \ox! ' 0x2
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1.1.1 Complexificacao de uma forma quadratica

Uma ferramenta que usaremos com grande frequéncia é a analise complexa.
Dito isto, recordemos como introduzir a variavel complexa em uma superficie. Chamaremos

fibrado tangente complexificado de 1'% o fibrado

TCY = {X +1iY : X,Y € X(9)}.

Pode-se provar que se { X, Y} é uma base de T3, entao {X,iX,Y, Y} é base de
TCY como fibrado real, e {X +4Y, X —iY} é base como fibrado complexo. Em particular,
dada uma parametrizagao (x,y) em um aberto U de ¥, se considerarmos o parametro

complexo z = x + iy, podemos definir os campos coordenados
g 1[0 .0
0z 2 (% - 26_y> |
g 1,90 .0
0z 2 (% ! Zﬁ_y) ’

090 } ¢ uma base local para TCX.

92" 0%

Além disso, podemos definir as 1-formas complexas locais

de modo que {

dz = dx +1dy,
dz = dx —dy,

que formam a base dual de { } Assim, trabalharemos indistintamente com uma

92’ 07

parametrizacao (z,y) ou um parametro complexo z = x +iy. Portanto, podemos reescrever
I = pdz* + 2)\|dz|* + pdz*, (1.15)
I1 = qdz* + 2p|dz|* + qdz°. (1.16)

De (1.2) e (1.3), concluimos que
p=-(E—G—2F), (1.17)
A==(E+Q), (1.18)
q=-(e—g—2if), (1.19)

p==(e+g). (1.20)

N — | =N |
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Podemos assim comprovar com um calculo direto de (1.4) e (1.5) que

Pq — 2Ap +pq
H=H(II)="- """ 1.21
( ) 2(|pl> — 2?) (1.21)
q|* — p?
K=K({1II) =2~ 1.22
(11 = s (1.22)

Podemos, ainda, expressar os coeficientes da conexao V associados a z e Z como

a _ Cy1 8 C2 a

Vg, = Thy, * Thyz 123
a __Cy1 8 C2 a

V%—az = F12—az FIQ—aE, (1.24)
a __ Cy1 a C2 a

Vg = Thp, * Thy (125

sendo Cffj os simbolos de Christoffel da conex@o associados a parametrizagao (z,z).

Vejamos como se relacionam os simbolos de Christoffel Ffj associados a parame-

trizagao (x,y) com os simbolos CFZ associados a parametrizacao (z,%), onde z = x + iy:

0 1 0 0
Vo—=-Voo . —_— —
20z A4 ooy ((991: 8y>
1 0 0 0
=—|Voe——21Vs — -V o —
4 ( T Jy o 8y)
1 . 0 , 0
= 1 ((Fil - 22F%2 - F%z)% + (F%I - 2@1?2 - F§2>@_y>
1 . 0
= Z(F%l — D3y + 205, +4(TF, — T3, — 21—%2))8_
z
1 . 0
+ Z(F%l - F§2 - 21?2 - Z(1—‘%1 - F%Q + 2F%2))§~
Z
De forma anéloga podemos relacionar os outros, obtendo
1
T = Z(Fh — iy +2T%, +i(TF; — T3, — 2T1)), (1.26)
1 )
CF?l = Z(Ph - 1%2 - 2F%2 - Z(F% - F32 + Fb)), (1'27>
1
T, = Z(F{1 + Ty + (15, +T3,)). (1.28)

Prosseguindo, usando (1.24) e (1.25), podemos relacionar os outros coeficientes, obtendo

as seguintes relagoes
Th = T%,, (1.29)

13, =T, (1.30)

°rl, =12, (1.31)



1.1 Pares fundamentais 11

Além disso, um calculo direto, substituindo as equagoes (1.17) e (1.18), nas

expressoes (1.6) - (1.11), obtemos que

1

Ty, = m(ﬁpz —2)\; + Apz), (1.32)
Cr2, = ——2<|p‘21_ ) (pp= — 2pA. + Ap.), (1.33)
Iy, = m(ﬁpz — AD.), (1.34)
I}, = —2<|p|21_ ) (pD. — Ap=), (1.35)
Ty = ~ 5 7 — 2+ 0 (1.36)
T = g 0P~ 2\ ). (1.37)

O superindice C se refere claramente a parametrizacao (z, %), do qual prescin-

diremos sempre e quando nao existir confusao.

1.1.2 Curvatura

Um elemento de muita importancia associado com a conexao V é o tensor de

curvatura R, que é uma aplicacao trilinear dado por
R(X,Y)Z =VyVxZ —VxVyZ +Vixy1Z, XY, Z € X(%) (1.38)

que mede o quanto deixa a métrica de ser plana, isto é, tem curvatura zero (espago
Euclidiano). E um calculo direto demonstrar que R ¢ linear em todas as suas variaveis e

antisimétrica em suas duas primeiras variaveis.

Associada ao tensor de curvatura (1.38), esta a curvatura seccional de I, que é
dada por

(R(Xp, Yp) X, Yp)
X AVl

K(I)(p) = p €S, (1.39)

onde X, Y, € T),S sao linearmente independentes e

1Xp A Y| = \/HXpHZHYpH2 — (X, V)"

Notemos ainda que a defini¢do de K (1) nao depende dos vetores escolhidos,

mas exclusivamente do ponto onde estamos trabalhando. Além disso, um fato bastante
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conhecido é que K(I) determina completamente a curvatura R, quando estamos em

superficies, mediante a identidade

RX,Y)Z=K(I)((X,Z)Y = (Y, Z) X). (1.40)
Nos referiremos a K(I) como a curvatura intrinseca ou curvatura de Gauss, quando
estivermos trabalhando com superficies.

Vamos escrever o tensor de curvatura e a curvatura intrinseca em um sistema

de coordenadas. Assim, dada uma parametrizagao (x,y), temos que

o 0\ 0 0 0 0
R(%a—ﬁ&—va%%—%a—m

:vaa(rl 0 +717? 8)—vaa(r1 0 + 1?2 a)

11% lla_y 12% 128_y

= ((Th)y — (Ch)) 5+ (T30, - Th)) 5
+ F}lvaama% + rflvaay(% — P}Naaz% — Iﬁ?vaa”%

= ((Th)y — (Th)e + T, ~ ThTh)
+((Th), = (T + ThTG 4TI, — ThI3 — ThI%) 2

logo
K() = g (Ph)y — (Tho)e + T4, — THIL) .
bt () — (P 4 IS 4 T3S — DL —T3r%).

Além disso, usando (1.17) - (1.20) e (1.26) - (1.31), de forma anéloga, podemos

observar que na parametrizac¢do (z,%) temos

A
= P (). (7). + T ol — Ty 7T,

oy (). = ((Th) o+ ST T 4 OTH T, - LT — T, frs, ).

K(I)

(1.42)

1.2 O tensor de Codazzi

De forma intuitiva podemos dizer que, dada uma superficie ¥ C R?, a geometria
intrinseca é aquela que depende da métrica e a extrinseca do endomorfismo de Weingarten
S. Assim como o tensor curvatura R mede o quanto deixa a métrica de ser plana, veremos

como podemos associar de forma natural um tensor ao operador S.
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Definicao 1.2. Definimos o tensor de Codazzi associado a S como a aplicacdo Ty € A%(.S)

dada por

Ts(X,Y)=VxSY - VySX — S[X)Y], X,Y € X(%).

Vejamos algumas propriedades do Tensor de Codazzi que seguem diretamente

da definicao.

Proposicao 1.1.
Seja (,) € R(X). Entao

1. Ts € antisimétrico para qualquer S € S(3,(,)).
2. Ts € 72(%). Ainda a aplicacdo

T:8%,()) — 34(%)

S — Ty

€ uma aplicagao R—linear. De fato, satisfaz
Tys(X,Y) = fTs(X,Y) + X(f)SY —Y()SX, X,Y € X(5), f € C(). (1.43)

Demonstracao. A antisimetria é imediata devido a antisimetria do colchete de Lie. A
linearidade com respeito a campos também ¢é imediata devido a linearidade de S e do

colchete de Lie. Vejamos como se comporta com respeito a fungoes f € C(X).

Ts(fX,Y) = V;xSY — VyS(fX) - S[fX,Y]
= fVxSY =Y (f)SX — fVySX — S(f[X,Y] - Y(f)X)
= f(VxSY — VySX — S[X,Y])
= [Ts(X,Y).

Logo Ts € 7%(%).
Além disso, observamos que

Tis(X,Y) = VxfSY — Vy fSX — fS[X,Y]
= fTs(X,Y) + X(f)SY — Y(f)SX.
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Notemos que (1.43) nos permite estender o Tensor de Codazzi a fungoes do
seguinte modo: tomemos f € C*°(X) e consideremos S = fId € S(X, (,)). Entdo, como

V é livre de torcao e T74 = 0, temos que

Ty (X,Y) = X(f)Y =Y(f)X

A motivagao da definicao deste tensor surge da teoria de superficies em formas
espaciais. Neste caso, se temos uma superficie ¥ C R3 sabe-se que o operador de

Weingarten de tais superficies satisfaz a equagao de Codazzi, isto é,
VxSY = VySX — S[X,Y] =0, XY € X(%),
ou equivalentemente, pela definicao anterior,

Te(X,Y)=0, XY e€X(%).

Logo, de forma natural, definimos, seguindo a notacao empregada

Definigao 1.3. Seja ((,),S) € P(X). Entao diremos que S é de Codazzi com respeito a
(,) (ou que ((,),S) ¢ de Codazzi) se

Ts(X,Y)=0, X,Ye€X(X).

Além disso, denotaremos por C(X) C P(X), chamado conjunto de Pares de
Codazzi, ao subconjunto de pares fundamentais cujo endomorfismo autoadjunto é de

Codazzi.

O Tensor de Codazzi, de forma intuitiva, mede o quanto deixa um par funda-

mental de ser de Codazzi.

0
A partir de agora, escreveremos 0, no lugar de o

Vejamos como ficam as equagoes anteriores quando trabalhamos numa vizi-
nhanga coordenada. Dados (x,y) parametros locais sobre U C ¥ e usando as propriedades
vistas do Tensor de Codazzi, é suficiente conhecer como atua Tg sobre os campos funda-

mentais {0,,0,}. Assim, dado ((,),S) € P(X) temos

Ts(y, 0,) = ady + b0,
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para certos a,b € C*(U). Logo de (1.2) e (1.3)

(Ts(D8,),02) = (V5,50 — Vi, S0s, 0,
— 0, (S8,,0,) — (S0, Vo,0,) — 0, (S0y, 0s) + (S0, Vo, 0.)
— [ — (80,710, +T20,) — e, + (S0, TLy0, +T2%,0,)

=Jo—ey+ el'}y + f(F%Q - F%l) —gI'}).
De forma anéloga

(T's(0e, ay)a 8y> =G — Jy+ eF%z + f(F§2 - F%z) - grfz-

Isto é, para parametros locais quaisquer (z,y) em que o par fundamental (1, IT)

vem dado por (1.2) e (1.3) se verifica

<TS<&B7 ay)7 ay) =0z — fy + eF%Q + f(F§2 - F%z) - QF?Q, (1'44>

(T's(Ow, ay)> Oz) = fo — €y + eF%Q + f(riz - Fh) - gr%l‘ (1.45)

Consequentemente, S € S(33, (,)) é de Codazzi se, e somente se, as equagoes
(1.44) e (1.45) sao identicamente nulas. Estas equagoes sdo conhecidas como as equagades

de Codazzi.

De forma analoga, podemos reescrever as equagoes anteriores usando um
parametro local complexo z = x + iy, em que o par fundamental (1,1]) vem dado por

(1.15) e (1.16). Desta forma

<TS(az; (%), &z> =q,—pz+ qcréz + ﬂ(crgz - Crb) - _Crfza (1'46>

<TS(8Z7 &z)? az) = —qz + Pz + qCF%Q + p(CF%Q - Cril) - qcrfl' (147)

Exemplo 1.1. Alguns pares de Codazzi surgem de forma natural no estudo de superficies.
Por exemplo, a primeira e segunda formas fundamentais de uma superficie isometricamente
imersa em uma forma espacial tridimensional constitui um par de Codazzi. O mesmo
ocorre para superficies tipo espago em uma forma espacial Lorentziana tridimensional.
Mais geralmente, se uma superficie é imersa em uma forma espacial n-dimensional (semi-
Riemanniana) e possui um campo unitario normal N, entdao a métrica induzida e sua

segunda forma fundamental associada com N constitui um par de Codazzi.
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1.3 Parametrizacoes especiais

Sobre uma superficie podemos obter uma série de parametrizacoes especiais onde
¢é mais facil trabalhar. Dentre elas estao as parametrizagoes por parametros isotérmicos,
duplamente ortogonais e os assintoticos. Assim, o que faremos agora é particularizar as
equagoes anteriores para um par fundamental (1, I1) para estes tipos de parametrizagoes.

Observe que as equagoes a seguir sao validas para superficies.

1.3.1 Parametros isotérmicos

Uma parametrizagao (s,t), com a orientagao induzida da superficie em uma
vizinhanca U C X, é dita isotérmica se para uma métrica Riemanniana I dada por (1.2)

se verifica
E=G>0e F=0,

ou visto no parametro complexo z = s + it, chamada parametro conforme, se para uma

métrica Riemanniana I. dada por (1.15), verifica-se

p=0.

Sabe-se que tais parametros sempre existem localmente para qualquer métrica
Riemanniana e que podemos recobrir a variedade com este tipo de vizinhancas coordenadas.
Ainda, a mudanca de carta entre vizinhancas isotérmicas positivamente orientadas é

holomorfa e portanto podemos ver ¥ como uma superficie de Riemann.
Quando trabalharmos com parametros isotérmicos, sempre o faremos usando o

parametro complexo associado z, por isso veremos as equagoes para esta parametrizacao.

Proposicao 1.2.
Seja (I,11) € P(X) e z um parametro conforme para I. Entdo

I =2)\|dz|?, (1.48)

II = qdz* + 2H\|dz|* + qdz* (1.49)
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e se verificam as sequintes equagoes

o laf?
K =H"— YR (1.50)
S0, = HO. + % 9, (1.51)
I = % (1.52)
3 =0, (1.53)
I, =0, (1.54)
T(0.,02) = T (0-,0:) + 5 (0:0: + 4:02), (1.55)
(T5(0:,05),0.) = AH. — ¢z, (1.56)
K(I) = —%(hl A)zz. (1.57)

Demonstragao. Ja que z é um parametro conforme para I, temos que p = 0 e, portanto,
de (1.21), a curvatura média do par (I,1) é dada por H = % Assim, p = HA. De onde
obtemos (1.48) e (1.49) imediatamente.

Seja S o operador associado a /1. Vejamos como atua S sobre campos; em

particular, somente necessitamos conhecer como atua sobre o campo 9d,. Se tomarmos
S0, = a0, + bos,
entao ja que
q = (50,0;) = bA,
AH = (50,,0;) = a\
obtemos (1.51).
De (1.32) - (1.34), considerando p = 0, obtemos (1.52) - (1.54).

Uma vez que tenhamos os simbolos de Christoffel, é facil ver que

isto é, (1.55) se verifica. E imediato verificar (1.56) tomando o produto escalar de 9, com

(1.55).
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Por altimo, a equagao da curvatura de Gauss é imediata de (1.42), a partir dos

simbolos de Christoffel e p = 0. ]

Conforme comentamos anteriormente, o parametro conforme é sempre possivel
consegui-lo quando temos uma métrica Riemanniana sobre uma superficie. Assim, se
(I,I1) € P(X), onde ] é uma métrica Riemanniana, também podemos considerar um
parametro conforme z para I1. Neste caso o que terfamos ¢ ¢ = 0 em (1.16). Note ainda

que, devido & I ser Riemanniana, temos K (I,11) > 0. Para este parametro obtemos:

Proposicao 1.3.
Seja (I,1I) € P(X), onde II é Riemanniana. Seja S* € S(X,11) o endomorfismo
autoadjunto associado a I com respeito a 11 e S € S(X,1) o endomorfismo autoadjunto

associado a II com respeito a I. Seja z uwm pardmetro conforme para 11, isto €,

I = pd2* + 2)\|dz|* + pdz?, (1.58)
IT = 2p|dz|? (1.59)
e denotemos
D = p|* = A"

Entao se verificam as sequintes equagoes

AK = pH, (1.60)
H DA
Ig _ 1 £ 1.61
ST, Kaz+paz, (1.61)
H p
I _ - _ Fq
S, = K (Kaz paz> : (1.62)
D
1 2 z
K K. Kp Kp);
Tsll (az, 35) - —zslag - —ZSIaZ - ( p)zaz + ( p)Zag, (164)
2 2 P p
(T4:(0,,0-),0.) =2 £+F2 (1.65)
SII ZazazfpllK 12 | - .

Demonstragao. A primeira equagao (1.60) obtém-se diretamente das definigoes de H e K,
(1.21) e (1.22), fazendo ¢ = 0. Agora, para obter (1.61), se escrevermos S0, = ad. + b0

para certas fungoes locais a, b, teremos de (1.58) e (1.59) que

p=11(5'0,,0,) = bp,
A= 11(5%0,,0;) = ap.
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Usando (1.60), resulta a expressao desejada. Analogamente, se S0, = a0, + b0
0=1(5"0,,0.) = ap + bA,
p=1(5"0,,0:) = a\ + bp.

De onde obtemos, substituindo a e b, (1.62).

A equacao que envolve os simbolos de Christoffel é geral, isto é, nao depende
de que o parametro z seja conforme para I, como se pode ver de forma direta somando

ambos os simbolos das equagoes (1.32) e (1.35).

A partir de D = |p|*> — A\, podemos reescrever a curvatura extrinseca como

0
K=—-——. 1.66
" (1.66)

Derivando (1.66) em relagao a z, obtemos a seguinte igualdade

K. _ ., D
ok P2 T Pop:

p

A equagao (1.65) segue de (1.47), usando esta ultima equagao e (1.63), logo

(Ts11(0.,0z),0.) = p. + p(F%2 - F%l)

z

5%
+ 2pI'%,

:pz_ +20F%2

z

2K

K,

=

[]

Denotando o = (Ts1:(0s, 05), 0.), podemos concluir de (1.46),(1.47) e (1.29) -
(1.31) que —& = (Tq11(0,, 05), 0).

1.3.2 Parametros duplamente ortogonais

Seja (I, II) um par fundamental sobre uma superficie ¥ e p € X', sendo ¥’ o
conjunto formado pelo interior do conjunto de pontos umbilicos e o conjunto de pontos
nao umbilicos. Entao, existem parametros locais conhecidos como duplamente ortogonais,

isto é, parametros em que F' = f =0,

I = Edu® + Gdv®,

IT = edu® 4 gdv®.
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Como Y’ é um conjunto denso em toda a superficie, usaremos que certas

propriedades sao validas para parametros duplamente ortogonais e deduziremos que essas

propriedades sao validas em toda a superficie por continuidade.

E importante ndo esquecer que os parametros anteriores (u,v) da parametriza-

¢ao por linhas de curvatura, isto é, e = k1 E e g = koG, onde k; e ks sao as curvaturas

principais do par (I, 7). Neste caso, se S é o endomorfismo autoadjunto associado a I e

{0y, 0y} s@0 os campos coordenados associadas a parametrizagao (u,v), entao

SO0, = k10, S0, = ka0,.

Vejamos agora como ficam as equagoes nesta parametrizacao

Proposicao 1.4.

Sejam (I,11) € P(X), p € X' e (u,v) pardmetros locais duplamente ortogonais,

I = Edu® + Gdv?,

IT = k1 Edu® + kyGdv?.

Entao se verificam as sequintes equagoes

(k= ke \?
a = B s

F%l = ZE—E;
% = -2,
F%Q = ZE—EU]a
= o
F§2 = _%7
4 = o2,

E,
<TS(aU7 80)7 au> = (kl)v + \/EE7
Gy

<TS(am av)v 8v> = _(k2>u + \/EE’

- (). ()

(1.67)
(1.68)

(1.69)

(1.70)
(1.71)
(1.72)
(1.73)
(1.74)
(1.75)
(1.76)
(1.77)
(1.78)

(1.79)
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Demonstrag¢ao. Da expressao do par em coordenadas duplamente ortogonais, (1.67) e
(1.68), obtemos diretamente (1.69). Os simbolos de Christoffel sdo facilmente calculados

de (1.6) - (1.11), usando (1.67). Por outro lado,

T5(0u, 0y) = Vo, 50, — Vs, 50,
= (k2)uOy — (k1)u0u — (k1 — k2)V 5,0,
= H,0, — H,0, — (Va)u0y — (Va),0y — 24/aV 5,0,
= Ty (0, 0,) = Va((In(VaE)) 0, + (In(vaG)),,).

como queriamos demonstrar. As equagdes (1.77) e (1.78) sdo obtidas diretamente desta

tltima. Finalmente, (1.79) é um calculo direto. O

1.3.3 Parametros assintoticos

Como vimos na Subsecao 1.3.1, quando I1 € R(X) podemos considerar um
parametro conforme para esta métrica Riemanniana. Assim, mesmo quando// € L£(X) e
portanto K < 0, podemos obter parametros locais reais (z,y) para os quais e = g = 0,

isto é
I = Eda?* + 2Fdxdy + Gdy?,

11 =2fdxdy,

que sao conhecidos como pardmetros assintoticos. De maneira intuitiva, podemos pensar
em tal parametriza¢do como fizemos em parametros conformes (z, zZ) para uma métrica
Riemanniana. Isto é, em relagao aos calculos, o parametro = faz o papel de z e o parametro

y o papel de Z.

Na proposicao seguinte, consideraremos operadores autoadjuntos associados
a I, que serd uma métrica Lorentziana. Isso nao é problema, embora tudo o que foi
discutido acima esté associado uma métrica Riemanniana para os operadores, uma vez que
o que realmente precisamos é que a métrica nao degenere, independentemente do indice

da meétrica.

Proposicao 1.5.
Seja (I,II) € P(X) onde II ¢ Lorentziana. Suponhamos que eviste ST € S(3,11)

endomorfismo autoadjunto associado a I com respeito a 11, isto é,

I(X,Y)=1I(S'X,Y), XY € X(%)
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e SH ¢ S(X,1) o endomorfismo autoadjunto associado a 11 com respeito a I, isto €,

II(X,Y)=I1(S"X,Y), X, Y € X(2).

Seja (x,y) pardmetros assintdticos para (I,11), isto é

I = Eda® + 2Fdxdy + Gdy?

11 =2fdxdy
e denotemos por
D= EG - F*.

Entao se verificam as sequintes equagoes

FK = fH,
H E
I P — —
50, = 0.+ 50,
G H
I P — —
50, = 50, + 30,
H E
II _ o _
Si%—K(K@ f@)
G H
11 — K== -
S'y, (f@+K@),
D
1 2 x
Fll + F12 - 2D7
D
1 2 Y
F12 + F22 - 2D7
Ti1 (0, 0,) = 2510, — 15", — (Kf)ﬂ“

(Tsr1(0,,0,), 02) = 2 (—+r )
(T11(D,,0,).0 >——2f<—+F>

Demonstracao. Analoga a demonstracao da proposicao 1.4.

1.4 Formas Espaciais

0, +

(1.80)
(1.81)

(1.82)

(1.83)
(1.84)
(1.85)
(1.86)

(1.87)
(1.88)

(1.89)
(1.90)

(1.91)

Descreveremos nesta secao as formas espaciais, que sao as variedades de curva-

tura seccional constante. Embora vamos apresentar também o espaco euclidiano, neste

trabalho, vamos lidar apenas com a esfera euclidiana e o espaco hiperbolico.
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Seja M"*!(c) uma variedade Riemanniana de dimensdo n+1, n > 1, completa,
simplesmente conexa e com curvatura seccional constante c. Entao o Teorema de Cartan

nos diz que, a menos de isometrias, M""(c) é uma das seguintes variedades:

1.4.1 O espago Euclidiano

Se ¢ =0, M"™(0) ¢ o espaco euclidiano (n + 1)-dimensional usual R"*', com

a métrica
n+1

<7 >:de22

1.4.2 A esfera Euclidiana

Se ¢ >0, M"(c) é a esfera (n + 1)-dimensional usual de raio , isto é,

1
e

=0

n+1
1
Sn+1(c) = {(x07x17 v 7xn+1) S Rn+2 . E I‘ZQ = —}
C

n+1
com a métrica induzida ( , ) = E dz?, de R"*2,
i=0

1.4.3 O espaco hiperbdlico

Este é o caso em que ¢ < 0. Para este espago veremos trés modelos diferentes.

O hiperboloide de uma folha

Se ¢ < 0, M"*!(c) é o espago hiperbolico (n + 1)-dimensional usual, isto é, o

Ln+2

conjunto de dado por

n+1
1
H"(c) = { (To, 21, -, Tpg1) €L —af + > @i ==, 29 >0
(c) {(xo T Tpt1) x izlzvz = %o
n+1
com a métrica induzida ( , ) = —dxj + Z dr? de "2
=0

Modelo do semiespago superior

Consideremos o subconjunto de R"*! dado por

R = (1, n0) € Ry > 0}
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provido com a métrica

1
d32 = W(dl’% + -+ d$i+1)'
n+1

Modelo conforme da bola ou modelo de Poincaré

Consideremos sobre a bola aberta centrada na origem de R"*! e raio

a métrica de curvatura seccional constante ¢ dada por

4
ds? = —— (dx?2 + .- + dz2
s (1+C|[L’|2)2( ZL‘1—|— + ZE2)7
onde x = (z1,...,x,) e | - | ¢ a norma Euclidiana de R".

1.5 Equacoes fundamentais

Nesta se¢ao vamos deduzir algumas equagoes que utilizaremos ao longo de todo

o trabalho.

Seja f : M — M uma imersio de uma variedade diferenciavel M de dimensio n
em uma variedade Riemanniana M de dimensdo igual a k = n+m. Vamos considerar em M
a métrica induzida por M, isto ¢, sejam vy, vy € T, M, definimos (vy, vo) = (df,(v1), df,(v2)).
Assim f passa a ser uma imersao isométrica de M em M. Veremos como se relacionam as

geometrias de M e M.

Como f é uma imersao, para cada p € M, existe uma vizinhanca U C M de p
tal que f(U) C M é uma subvariedade de M. Isto quer dizer que existem uma vizinhanca
U C M de f(p) e um difeomorfismo ¢ : U — V C R* em um aberto V do R”, tais que ¢

aplica difeomorficamente f(U/) C U em um aberto do subespago R™ C R*.

Identificaremos U com f(U) e cada vetor v € T,M, q € U, com df,(v) € TyqM.
Usaremos tais identificagoes para estender, por exemplo, um campo local de vetores de
M a um campo local de vetores em M. Se U é suficientemente pequeno, tal extensio é

sempre possivel.

Para cada p € M, o produto interno em T,M decompde T, M na soma direta
TPM =T,M & (TpM>La

onde (T,M)* & o complemento ortogonal de T, M em T,,M.
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Sev e TPM, p € M, podemos escrever

v=nuv" +o", ol e T,M, N e (T,M)".

Denominamos v? a componente tangencial de v e v™¥ a componente normal de

A conexao Riemanniana de M serd indicada por V. Se X e Y sao campos

locais de vetores em M, e X, Y s@o extensoes locais a M, definimos

VxY = (VxY)T.

Pode-se verificar que esta é a conexao Riemanniana relativa a métrica induzida de M.

1.5.1 Segunda forma fundamental

Se X, Y sao campos locais em M,
B(X,Y)=VxY — VxY

é um campo local em M normal a M. Pode-se verificar que B(X,Y) ndo depende das
extensdes X, Y e que é uma aplicacio bilinear e simétrica. Como B ¢é bilinear, concluimos,
exprimindo B em um sistema de coordenadas, que o valor de B(X,Y')(p) depende apenas

de X(p) e Y(p).

Agora podemos definir a segunda forma fundamental. Sejap € M en € (T,M)*.
A aplicacao H, : T,M x T,M — R dada por

Hy(z,y) = (B(z,y),n), x,ye€T,M
é uma forma bilinear simétrica.
Defini¢ao 1.4. A forma quadratica I/, definida em 7, M por
I, (x) = Hy(z,x)

é chamada a sequnda forma fundamental de f em p segundo o vetor normal 7.

Observe que & aplicagao bilinear H, fica associada uma aplicacao linear auto-

adjunta S, : T,M — T,M por

<S77(I)7y> = Hﬂ(xay) = <B(l‘,y),77> .
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A proposicao seguinte nos da uma expressao da aplicacao linear associada &

segunda forma fundamental em termos da derivada covariante.

Proposicao 1.6.
Sejape M, x€T,M enc (TpM)L. Seja N uma extensao local de n normal a M. Entao

Demonstracao. Sejay € T,M e X, Y extensoes locais de , y, respectivamente, e tangente
a M. Entdo (N,Y) =0 de onde <vXN, Y> + <N, vXY> = 0, e portanto
(Sy(2),y) = (B(X,Y)(p), N) = (VxY = VxY,N) (p)

para todo y € T,M. O

1.5.2 As equagoes fundamentais de uma imersao isométrica

No que se segue, usaremos sistematicamente as letras latinas X, Y, Z, etc.,
para indicar os campos diferenciaveis de vetores tangentes e as letras gregas &, 7, (,
etc., para indicar os campos diferenciaveis de vetores normais. Dados X e 7, ja vimos
que a componente tangente de Vxn ¢ dada por (Vxn)! = -5, X. Passaremos agora
a estudar a componente normal de V7, que sera chamada a conexio normal V* da

imersao. Explicitamente,
Vxn = (Vxn)¥ =Vxn— (Vxn)" = Vxn+S,X.

Pode-se verificar que a conexao normal V* possui as propriedades usuais de

uma conexao, isto é, é linear em X, aditiva em 7, e
Vx(fn) = fVxn+X(fin,  feCx(M).

De maneira analoga ao caso do fibrado tangente, introduz-se a partir de V=+
uma nocao de curvatura no fibrado normal que é chamada curvatura normal R* da imersao

e definida por

R(X,Y)n = VyVxn — VxVyn+ Vixy-

Assim a geometria da imersao de decompoe em duas geometrias: uma geometria

do fibrado tangente e uma geometria do fibrado normal.
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Proposicao 1.7.

As sequintes equacodes se verificam:

(a) Equacao de Gauss

(R(X,Y)Z,T) = (R(X,Y)Z,T) + (B(X,T), B(Y, Z)) — (B(Y,T), B(X, Z)) .

(b) Equagao de Ricci

<R(X7 Y)777§> = <RL(X7 Y)TI75> + <SW(S§X)7 Y> - <S5<S77X)7 Y> .

Demonstracao. Note que
R(X,Y)Z =VyVxZ —VxVyZ +Vixy|Z
= vY<vXZ + B(X, Z)) — vX<VYZ + B(Y, Z)) +VixyZ + B([X, Y], Z)
=VyVxZ+ B(Y,VxZ)+VyB(X,Z) — Spx.2)Y — VxVyZ + B(X,VyZ)
— VxB(Y,2)+ Spv.yX + V5 Z + B([X,Y], 2)
= R(X,Y)Z + B(Y,VxZ)+VyB(X,Z) — Spix.2)Y + B(X,VyZ)

—VxB(Y,Z)+ Spv,n X + B([X,Y], Z).

Fazendo o produto com 7 temos
(R(X,Y)Z,T)=(R(X,Y)Z,T) — (Spx,2)Y.T) + {Spv.y X, T) .
Como
(S,B,F) = ((B(E,F),n),
obtemos

(R(X,Y)Z,T)=(R(X,Y)Z,T)+ (B(X,T),B(Y, 2)) — (B(Y,T), B(X, 2)).

Vamos agora demonstrar a equagao de Ricci
R(X,Y)n=VyVxn—VxVyn+ v[x,ym
= Vy (Vxn = Sy(X)) = Vx (Vyn = Sy(Y)) + Vixyn — Sy ([X, Y])
= VyVxn — Vy S (X) = VxVyn + VxS, (Y) + Vixym — S, (X, Y])
= VyVxn — SV)L(,]Y — VyS,(X) — B(Y, Sn(X)) — VxVyn + SV%X
+VxS,Y + B(X,5,(Y)) + Vixyn — Sy ([X,Y])
= RH(X,Y)n+ B(X,5,(Y)) = B(Y,5,(X)) = Sys,Y — VyS5,X

+ Sgu,X + VxSY — S,[X, V).
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Fazendo o produto com £ temos

(R(X,Y)n, &) = (RM(X,Y)n,€) + (B(X, 5,(Y)), &) — (B(Y, 5,(X)),€)
= (RY(X,Y)n, &) + (SeX, S,Y) — (5:Y, 5, X) .

O resultado segue sabendo que S¢ e S, sao auto-adjuntas. [

Tomando dois vetores x, y ortonormais, decorre da formula de Gauss que

Para o caso de hipersuperficies f : M" — MnH, a equagao acima admite uma
forma mais simples. Sejam p € M e n € (T,M)*, || = 1. Seja {ei,...,e,} uma base
ortonormal de T,M para a qual S, = S é diagonal, isto &, S(e;) = \e;, i =1,...,n onde
A1, ..., A, 880 0s valores proprios de S também chamados de direg¢oes principais de M em

p. Note que B(e;, e;) = A;jn, assim
>\ij = <B(€i7€j)an> = >‘7, <6i;€j> = /\252] (192)
Portanto B(e;, ej) = \;d;;m, e segue de (1.92) que

K(@i, ej) — F(ei, €j) = )\1)\]

Vamos agora obter a equagao de Codazzi. Seja X' (M )L o conjunto de campos

normais e

B:X(M)x X(M)x X(M)> — D(M)
(X,Y,n) — (B(X,Y),n)

Definamos
(723)()(, Y.,n)=ZB(X,Y,n)— B(VzX,Y,n) — B(X,VzY,n) — B(X,Y, Vén).

Proposigao 1.8 (Equacao de Codazzi).

Com a notagao acima

(R(X,Y)Z,n) = (VyB)(X,Y,n) = (VxB)(Y, Z,7).
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Demonstragdo. Calculemos primeiramente (Vy B)(X,Y,7).

(VyB)(X,Z,n) =YB(X,Zn) - B(VyX,Zn) — B(X,VyZ,n) — B(X,Z Vyn)
=Y (B(X, Z),n) —(B(VyX),n) — (B(X,VyZ),n)
—(B(X, 2), v¢n>
= (VyB(X,Z),n) — (B(VyX,Z),n) — (B(X,VyZ),n) . (1.93)

Analogamente
(VxB)(Y, Z,n) = (VxB(Y,Z),n) — (B(VxY, Z),n) = (B(Y,VxZ),n).  (1.94)
Por outro lado, na demonstragao da Equacao de Gauss, deduzimos a seguinte equacao

R(X,Y)Z =R(X,Y)Z+ B(Y,VxZ)+ VyB(X,Z) — Spx,2Y + B(X,VyZ)
—VxB(Y.Z) + Spv.zX + B([X,Y], Z).

Fazendo o produto com 7, temos

(R(X,Y)Z,n) = (B(Y,VxZ),n) +(VyB(X,Z),n) — (B(X,VyZ),n) (1.95)
- <V§B(Y> Z)777> + <B([X7Y]7Z)’n>-
De (1.93), (1.94) e (1.95), o resultado segue. O

Se o espacgo ambiente M tem curvatura seccional constante, a equagao de

Codazzi se reduz a
(va)(Y, Z> 77) = (vYB)(Xv Zv 77)'

Se, além disto, a codimensao da imersao é igual a 1, podemos concluir que V)L{n =0, de

onde,
(VxB)(Y.Z,n) = X (B(Y,Z),n) — (B(VX.Z),n) — (B(Y,V2X),n)
= X (5,(Y), Z) = (Sy(VxY), Z) = (Sy(Y), Vx Z)
= (Vx5 (Y), Z) = (5,(VxY), Z).
Analogamente,

(VyB)(X, Z,n) = (Vv 8, (X), Z) — (S,(VyX), Z).
De (VxB)(Y,Z,n) = (VyB)(X, Z,n), obtemos

(Vx5 (Y), Z) = (5y(VxY), Z) = (Vy5y(X), Z) — (5, (Vy X), Z) .
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Como Z é arbitrario
VxS,(Y)—=VyS,(X) = Sn([X, Y])
Como vamos lidar com casos onde a codimensao € igual a 1, vamos ver como
ficam as equacgoes fundamentais em tais casos.

Proposicao 1.9.
Sejam f : M — M uma imersio isométrica de codimensdo igual a 1; X, Y, Z campos
tangentes a M e N um campo normal unitdario a M, entao as sequintes equagoes se

verificam:

(a) Equacao de Gauss

R(X,Y)Z - R(X,Y)Z = (SX,Z) SY — (SY, Z) SX.

(b) Equagao de Codazzi

R(X,Y)N =VxS(Y) - VyS(X) - S([X,Y]).

Demonstracao. Como passo intermediario na demonstracao da equacao de Ricci, deduzimos
a seguinte equagao
R(X,Y)n=VyVxn—VyS)(X) = VxVyn+ VxS, (Y) + Vix yin — S, (X, Y]).
Como ja observamos, se a codimensio da imersdo ¢ igual a 1, V7 = 0. Assim
R(X,Y)n=VxS,(Y) = VyS,(X) = S, ([X,Y]). (1.96)
Note que

(VxSY —VySX,N) = (VxSY,N) — (VySX,N)
= X (SY,N) — (SY,VxN) — Y (SX,N) + (SX,VyN)
= —(SY,—SX) + (5§X,-8Y)
=0.

Isto &, o campo VxSY — VySX é um campo tangente a M. Logo, podemos trocar

VxSY —VySX por VxSY — VySX na equacio (1.96), obtendo

R(XY )0 = ViSy(Y) = Uy §,(X) = 5, (X, Y1),
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A equacao de Ricci, no caso de codimensao igual a 1, reduz-se a uma identidade
trivial. Vejamos como fica a equacdo de Gauss. Sejam X, Y, Z, T € X(M) e N € X(M)™*
um campo normal unitario. Se a codimensao for igual a 1, temos que B(X,T) = AN, de

onde
A= (B(X,T),N)=(SX,T).
Utilizando esta observacao, podemos reescrever a equacao de Gauss como
(R(X,Y)Z —R(X,Y)Z,T) = ((SX,Z) N,(SY,T) N) — ((SY,Z) N,(SX,T) N},
isto é,
(R(X,Y)Z — R(X,Y)Z,T) = ((SY,Z)SX — (SX,Z) SY,T). (1.97)

A equacdo (1.97) é vélida para qualquer 7' € M, em particular substituindo 7" por N,

obtemos
<R(X, Y)Z —}_%(X, Y)Z, N> =0,

ou seja, R(X,Y)Z — R(X,Y)Z é um campo tangente a M. Logo, de (1.97), podemos

concluir que

R(X.Y)Z - R(X,Y)Z = (SX,Z) SY — (SY, Z) SX.

1.6 O principio do Maximo

Nesta segao recordaremos o classico Principio do Méaximo (PM) de H. Hopf
para equagoes elipticas de segunda ordem. Nao estamos interessados em EDPs, mas sim

em suas aplicagoes a superficies.

Estamos interessados em equagoes em derivadas parciais da forma

n

Z az-jumizj + i bzuml +cu = d, (198)

ij=1 i=1
onde a;j, bj, ce dsao fungodes reais de classe C™ que dependem somente de (z1, ..., x,) € €,
sendo 2 um dominio de R". Além disso, a matriz formada pelos a;j, ou seja A =

(@) j=1...n, € uma matriz simétrica e u ¢ uma fungao diferenciavel em €.
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Podemos representar a equagao (1.98) por

Lu = d,
onde L é o operador definido por
L Y > + En: b 0 + (1.99)
= ajj——— i— + c. .
i1 J 8ZL‘18ZE] i1 81’2

Ao operador L associaremos a forma quadratica @) : R" — R dada pela matriz
A, isto é,

n

Qz) = Q(xq,...,x,) = Z ;LT

1,7=1

O seguinte passo ¢ identificar os tipos de operadores L, dados por (1.99),

dependendo da forma quadratica associada

Definigao 1.5. Diremos que um operador L do tipo dado em (1.99) é

Eliptico se os autovalores da matriz A sao todos positivos.

Uniformemente eliptico se os autovalores da matriz A possuem uma cota inferior

constante positiva.

Hiperbdlico se os autovalores da matriz A sao todos nao nulos, mas existem autovalores

de sinais opostos.

Parabolico se algum autovalor se anula.

Os métodos do principio do méximo estao baseados na seguinte observacao:
dada uma funcao u € C*(Q) tal que alcanca um maximo em um ponto xy € €2, entdo
grad, u(zg) = 0 e Hesspu(xg) < 0, onde grad, e Hessy denotam o gradiente e o Hessiano

de v em um ponto xg.

O PM fraco nos diz que, se Lu tem sinal, entdao o maximo ou o minimo
(dependendo do sinal de Lu) de u no fecho de € alcanga-se em algum ponto da fronteira

de €2, ainda que também possa alcangar-se em algum outro ponto do interior.

Por sua vez, o PM forte nos diz que, sob certas condigoes sobre o operador L,
se Lu tem sinal e o maximo ou o minimo (dependendo do sinal de Lu) alcanga-se em um

ponto interior, entao u deve ser constante.



1.6 O principio do Maximo 33

Teorema 1.1.

Seja L um operador uniformemente eliptico em um dominio 2 C R"™. Suponhamos Lu > 0
para uma funcdo u € C*(Q). Entdo

e se c =0 ewu alcanca seu mdximo em §2, u € constante.

o sec <0, u alcanca seuw mdzimo em ) e esse mdzrimo € nao negativo, u € constante.

Teorema 1.2.

Seja L um operador uniformemente eliptico em um dominio 2 C R", com fronteira OS2

duas vezes diferencidvel. Seja xg € 0S) tal que

1. u € de classe Ct em xo.

2. u(xo) > Uy, Y€

0
3. —u(lL'()) =0, onde n € o normal interior de Of).

on

Entao

e sec=0, u € constante.

e sec<0 eu(xg) >0, u é constante.
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2 Espacos produto

Neste capitulo, veremos a defini¢ao de espagos produto, como se comporta o
tensor curvatura em tais espacos e particularizaremos as equagoes de Gauss e Codazzi.
Veremos também as equacgoes de compatibilidade que uma superficie imersa nestes espagos

deve satisfazer.

2.1 Aspectos gerais

Ao longo deste capitulo, trataremos com uma variedade 3-dimensional M? x R
dada pelo produto de uma superficie Riemanniana M?, a que chamaremos de base, e a

reta real R, chamada fibra.

Um caso especial deste tipo de variedade é quando consideramos que sua base
seja uma superficie simplesmente conexa com curvatura constante, isto ¢, uma das formas
espaciais bidimensionais. Quando a curvatura da base é constante e igual a zero, o espaco
produto que obtemos é o espaco euclidiano tridimensional; portanto, omitiremos este caso.
Quando dissermos que a curvatura da base é constante, entenderemos que essa constante
¢ diferente de zero. Além disso, podemos supor que a curvatura é +1. Com efeito, se
denotarmos por g. a métrica de curvatura constante ¢, entdo a métrica |c|g. tem curvatura
é. Assim, teremos que quando a curvatura da base é 1, nossa base é S%, e quando é
—1 a base é H?. Para agrupar, escreveremos M?(¢), ¢ = 1,1, sendo, M?*(1) = S? e
M?(—1) = H?.

Seja M? uma superficie Riemanniana, cuja métrica denotaremos por g, onde
K é a curvatura de Gauss de g,, e consideraremos a variedade produto M? x R. Sejam

T e o as projecoes sobre a base, M?, e a fibra R, respectivamente. Entdo a métrica em

M? x R é dada por
(, ) =m"(gs) + 0" (dt?),

onde dt* é a métrica padrao em R.

Chamaremos segio horizontal, M? x {t} = ¢~'(t), a pré-imagem por o de um
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ponto t da fibra, e secdo vertical, {p} x R = 7~ '(p), a pré-imagem por 7 de um ponto p

da base.

Além disso, é claro que a métrica produto ( , ) verifica:

é um 1sometria.

e Para cada t € R, a aplicagao 7
M2 x{t}

é uma isometria.

e Para cada p € M?, a aplicacio o
{pIxR

e Para cada (p,t) € M? x R, a sec@o horizontal, M? x {t}, e a vertical, {p} x R sdo

ortogonais em (p,t).

Por comodidade omitiremos as projecoes, sempre e quando nao haja confusao

utilizando essa notacao. Por exemplo, adiante escreveremos

(,)=g.+dt.

E claro que a geometria do espaco produto depende fortemente da geometria
tanto de sua base como de sua fibra. Para o caso em que a fibra é a reta real, nosso caso,
dita dependéncia é maior da geometria da base que da fibra. Para ver como dependem
uma da outra, uma ferramenta basica é a nocao de campos horizontais e verticais, isto é,

a projecao na base e na fibra, respectivamente, de um campo na variedade.
Dado X € X(M? x R) um campo de vetores, temos que
X(p,t) = (X"(p), X" (1)) € Tpy(M> x R) = T,M* x T;R,

onde X" = dn(X) € X(M?) e X" = do(X) € X(R). Entdo, dizemos que X € X(M? x R)
é um campo horizontal (respectivamente campo vertical) se X = 0 (respectivamente

X" =0).

Se X ¢ um campo horizontal, entdo X € X(M?) C X(M? x R), e seguiremos
denotando por X visto como campo em M?, sempre e quando ndo houver confusio com a
notacdo empregada. Analogamente, se Y é um campo vertical, Y € X(R) c X(M? x R),

e seguiremos denotando por Y visto como campo em R.

- 2 ~ . .. .
Denotaremos por V, V' e VE as conexdes de Levi-Civita associadas a

( , > , Ok € dtQ, respectivamente.

Para estudar como atua a conexao do ambiente somente é necessario saber
como atua sobre campos horizontais e verticais. Isto ¢ o que nos diz o seguinte resultado

(ver [6], Proposicao 56, pag. 89).
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Proposicao 2.1.
Sejam X, Y € X(M?) eV, W € X(R), entio
(1) VxY € um campo horizontal e (VxY)" = VY'Y € X(M?).
(2) VyW € um campo vertical e (VyW)" = VEW € X(R).
(3) VyX =VxV =0.
A partir deste primeiro resultado, que se obtém de uma forma direta usando as

formulas de Koszul, poderemos estudar tanto as geodésicas, como a completude do espaco

produto (veja [6], Corolario 57, pag. 89).

Corolario 2.1.(1) Uma curva v(s) = (a(s),8(s)) € M*> x R € uma geodésica se, e

somente se, suas projecoes « C M? e B C R sdo ambas geodésicas.

(2) M? x R € completa se, e somente se, M? ¢ completa (notemos que nossa fibra ¢ a reta

real com a métrica usual, que é completa).

Dado um campo horizontal X € X (M?), temos
(Vo,X) =do(X) =0,
onde Vo denota o gradiente de o com respeito a (, ). Portanto Vo € X(R), que

2 9 0
denotaremos no que se segue por 5 ¢ uma base de X'(R). Além disso, <§7 §> =1

Logo, dado um campo X € X(M? x R), temos
o\ 0 o\ 0
Xh=X_-(X =)= X'=(X —)=.
(Kapar X = (%o a

0 )
Como sempre, escreveremos d; no lugar de e Observa-se que 0; é um campo

paralelo, o que segue da Proposicao 2.1 e de que

(Voo 86) = 534 (01,0) = 0.

De fato, se X € (M? x R), temos
VXat == that + <X, @) vat(‘?t = O,
logo J; é um campo paralelo.

. = 2
Agora veremos como se relacionam os tensores de curvatura R, " R e ®R de

M? x R, M? e R respectivamente (veja [6] , Corolario 58, pag. 89).
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Corolario 2.2.

Sejam X, Y, Z € X(M?) e U, V, W € X(R). Entio

(1) R(X,Y)Z é um campo horizontal e (R(X,Y)Z)" =™ R(X,Y)Z € X(M?).
(2) R(U, VYW € um campo vertical e (R(U,V)W)" =ER(U, V)W € X(R).

(3) R ¢ zero para qualquer outra escolha de X, ..., W.

Deste ultimo Corolério, e tendo em conta que ®*R = 0, temos

Corolario 2.3.
Sejam X, Y, Z € X(M? x R) e denotemos por X", Y Z" € X(M?) as suas projecées

horizontais. Entao

R(X,Y)Z =" R(X" y"zZ".

Chamaremos de slices aos conjuntos da forma M?(g) x {t,}, para algum t, € R

fixo.

2.2 Equacgoes de compatibilidade

Ao contrario do que ocorre em formas espaciais, as equagoes de Gauss e Codazzi
nao descrevem completamente o comportamento da superficie. Assim, o que faremos
sera obter uma série de equacoes necessarias, entre elas a de Gauss e Codazzi, que uma

superficie imersa no espaco produto tem de satisfazer .

Para os casos particulares em que a base é H? ou S?, tais equacoes sao de fato

as equagoes de integrabilidade da superficie.

Vamos considerar o espaco homogéneo S? x R como a hipersuperficie do espaco

euclidiano tetradimensional usual R* dada por

SZ xR = {(x1,$2,$3,$4) c R4 : x% +~T§ +x§ = 1}

Vamos também denotar H? x R como a subvariedade Riemanniana do espaco

rentz m meétrica induzida —zx T T T r
de Lorentz IL* co étrica induzida —a3 + 23 + 23 + 23, dada po

H? x R = {(z1, T, 73,74) € R*: —2 + 25 + 25 = —1, 2, > 0}.
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Sejam ¥ uma superficie orientével e ¢ : ¥ — M? x R uma imersdo. Entéo,

consideraremos sobre 1 a métrica induzida (Primeira Forma Fundamental), ( , )| , de
)

M? x R, a qual denotaremos por I. Sejam V e R a conexdo e o tensor de curvatura de v,

respectivamente, e S o endomorfismo de Weingarten de S associado ao normal unitario N
da superficie, isto é, SX = ~VxN, X € X(). Entdao II(X,Y) = (SX,Y) ¢ a Sequnda

Forma Fundamental da superficie. Além disso, denotemos por:

(1) T a projegao do vetor vertical 0, sobre o espago tangente de X.
(2) v =(N,0), a componente normal de N. A v chamaremos func¢do dngulo da superficie.

(3) h a fun¢ao altura em 3, isto é, a quarta coordenada da imersao 1.

Observamos primeiramente que 7' é igual ao gradiente da fungao altura h. De

fato, como T' € X'(X), temos
T = ad, + bo,,

para algumas fungoes reais a, b. Agora, escreveremos o campo 0; em sua parte tangente e

normal, isto é,
0, =T + vN. (2.1)
Fazendo o produto de (2.1), com 9, e d,, obtemos

hy = (3;,0,) = aE + bF,
hy = (9,,0,) = aF + bG,

de onde segue

_ Ghy — Fh, bi—FhujLEhv
““Ec-—r ¢ T TEG-F
Logo
Gh,, — Fh, —Fhy + Eh, ,
T = G 2 d, + 50— 2 0, = grad h.

Proposicao 2.2.
Sejam ¥ uma superficie orientdvel e v : ¥ — M?(g) x R uma imersio com campo normal

unitdrio N e operador forma associado S. Denotaremos por h a funcao altura em %, por
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0
v a quarta coordenada do normal unitario N e por T a projecao do vetor vertical — sobre

0 espaco tangente de 3. Entio as sequintes equacdes sdo satisfeitas §
K(I) = K + eV, Gauss (2.2)
VxSY = VySX = S[X,) Y] =ev((Y,T) X — (X, T)Y), Codazzi (2.3)
VxT =vSX, (2.4)
dv(X)=—(SX,T), (2.5)
IT|” +v* = 1. (2.6)

Demonstragao. De (2.1)
1=(0,,0,) = (T +vN,T+vN) = |T|?*+v*

e estd demonstrado (2.6). Para demonstrar a terceira e quarta equagoes, lembre que J; é

um campo paralelo, logo Vxd, = 0. Assim, de (2.1), obtemos
0=VxT + (dv(X))N +vVxN. (2.7)
Podemos escrever
VxT = (VxT)" +cN.

Fazendo o produto com N e notando que <(vXT)t, N > = 0, concluimos que <vXT, N > =c.
Como (T, N) = 0, resulta que

(VxT,N)+(T,VxN) =0,
logo
(VxT,N)=—(T,VxN)=(T,5X).
Segue de (2.7)
0=VxT+ (SX,T) N + (dv(X))N — vSX.
Tomando a parte tangente e a parte normal nesta igualdade, obtemos

VxT =vSX e dv(X)=—(SX,T).
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Dados X, Y, Z € X (), as equagoes de Gauss e Codazzi de uma superficie em

um espaco tridimensional sao dadas, respectivamente, por
R(X,Y)Z - R(X,Y)Z = (SX,Z)SY — (SY, Z) SX, (2.8)

R(X,)Y)N = VxSY — VySX — S[X,Y]. (2.9)

Logo, do Corolario (2.3), e usando que o tensor de curvatura de uma superficie

sempre se pode expressar como
WR(XM YMZ = (XM, ZM) V" — (Y", Z") X*),

onde ¢ é a curvatura de Gauss de M? no ponto em que estamos trabalhando, podemos

escrever,
h _
XM =X — cd,,

para alguma fungao real c. Efetuando o produto, na equagao acima por 0;, e observando

que <Xh, 8t> = 0, obtemos que ¢ = (X, J;), assim
X"=X—(X,0) 0,
Portanto para quaisquer X ,Y ,Z € X(M?* x R)

R(X,Y)Z =" R(X" v")z"

=e( (X", Zh>Yh (Y" z"y X")
(((X,2) = (X,00)(2,8) ) (v = (¥, ) &)
—(<Y,z> (V.0 (Z,8) ) (X ~ (X,8)9,))
—((X,2)Y = (¥, 2) X

+(V.2)(X,0) = (X.2) (¥.0) 0, ).

X,00)(Z,00Y + (Y, 0)(Z,0,) X

isto é,

RXY)Z =2((X,2)Y = (V,2) X = (X,0)(Z,0)Y + (Y,0,) (Z,0) X 210
2.10
(Y, Z) (X, ) — (X, Z) (Y, at).

Assim, tomando Z =N e X, Y € X(¢) em (2.10)

RX,Y)N=ev((Y,T)X — (X, T)Y)
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e temos, por (2.9), que a equacao de Codazzi (2.3) se verifica.
Para obter a equacao de Gauss o que faremos é multiplicar por um campo W
a equacao (2.8). Assim, de (2.10)
(ROCY)ZWY = (X, 2) (¥, W) = (Y, 2) (X, W)
— (X, 0 (Z,0:) (Y, W) + (Y, 0:) (Z,0:) (X, V) (2.11)
+((2)(X,0) — (X,2) (¥,0)) (0, W) )
e tomando X, Y € X(¢) uma base ortonormal e fazendo Z = X, W =Y, (2.11) fica
(RIX,Y)X,Y) =¢(1—(X,0,)* - (V,9,)%)
=c(1- (Y, T)?)

= c(1-|I7| )
=e1?,
isto é,
(RIX,Y)X,Y) =ev? (2.12)
So falta notar que, dados X, Y € X(¢) linearmente independentes, temos
(R(X,Y)X,Y)=K(I)
e
K =detS = (SX,X)(SY,Y)— (SY, X) (SY, X) . (2.13)
Em consequéncia, substituindo (2.12) e (2.13) em (2.9), obtemos (2.2). O

Vamos ver agora como ficam as equagoes (2.2) - (2.6) quando z é um parametro

conforme para a segunda forma fundamental.

Lema 2.1.
Seja ¥ um superficie orientdvel e 1 : ¥ — M?(¢) x R uma imersdo com curvatura extrinseca

positiva, K > 0. Assim, as equacoes de compatibilidade para a imersao ¢ podem ser
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escritas em um parametro conforme para a sequnda forma fundamental como

K(I) = K + 57/2, GGUSS
Pz 1 2y_ YV .
—+ (I, —Tgy) = 50‘;7 Codazzi
p

h..=T1h. + T} hs,

h,s = F%th + F%th + vp,
aK

vz = ’
P

1
B(th + ahz) +v* = 1.

(2.14)

(2.15)

(2.16)

(2.17)

(2.18)

(2.19)

Demonstracao. Como a curvatura extrinseca K é positiva, sua segunda forma, 1, é

definida. Escolhamos N tal que I é positiva definida. Como vamos considerar z um

parametro complexo conforme para a métrica Riemanniana I, podemos escrever

I = (dip,dip) = Ldz* + 2M|dz|* + Ldz?,
II = {(di), —dN) = 2p|dz|*.
Primeiramente, observe que a curvatura extrinseca ¢ dada por
2
P
K=-=
D )

onde D = |L|* — M? < 0.

(6% z (6% zZ)s

Agora, tomando X = 0; e Y = 0, em (2.3), temos

Vagsaz - vazsag - S[ag, 8z] = €V<<6Z,T> 82 — <(32, T> az)

(2.20)

(2.21)

(2.22)

(2.23)
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Note que [05,0.] =0 e

(Lh'z - Mhi) <aza az> + (Lhé - Mhz) <aza aé)

T p—
@7y = = 5
B (Lhz — th)L + (th — MhZ)M
o D
B LLh, — MLhs+ LMhs — M?h,
N D
_ |L|2 _ M2
— 5 h,
= h,.

De forma analoga, verificamos que (0, T) = hs. Segue de (2.23) que

Vagsaz — vazsag = €V(hzag — hgaz).

Fazendo o produto interno da equacao anterior com 0z, obtemos
(V5.50.,0:) — (Vy.50:,0:) = ev(h, (0s,0:) — hz(0.,0:)) = ev(Lh, — Mh;),
logo
(Vy,50,,05) — (V5. 505,05) = eva.
Podemos reescrever a equacao acima na forma seguinte
05 (50,,0:) — (50.,Vs.05) — 0, (S05,05) + (505, V.05) = cva. (2.24)
Note que

<S@Z, 8Z> == <Sag, ag> - O

(50.,0z) = (505,0:) = p.
Segue de (2.24) que
pz — (S0.,Vy.0z) + (S0, V. 0z) = cva. (2.25)
Como

Vazag — ]_—%282 + F%Qag,
Vo.0s = 5,0, + I'%,0:.
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Resulta que
(50.,V5.05) = T3, (S0.,0.) + T3, (S0.,0:) = T',p,
(50, Vp,0z) = Fb (50;,0,) + Ff2 (50z,0;) = F%zﬂ
De (2.25)
pz = Doop + Tiyp = eva.
Portanto, (2.3) é equivalente a
€§+(ﬂ2—rg):aa%
Por outro lado, tomando X = 0,, da equagao (2.4) segue
Vo.T =vS0,. (2.26)

Considerando o produto com 0
<V8ZT, 05> =V <Saz, 82> .
Por sua vez

<V32T, ag> == az <T, (95> — <T’ vazag>
= 0.hz — FiQ <T7 aZ> - F%2 <T> 82)

v (S0:,0.) = vp,
assim
h.z = Dioh, + Thhz + vp.
Fazendo o produto de (2.26) com 0,, obtemos
(Vo.T,0:) = v (50:,0.).
Procedendo de forma analoga

<v62T7 az) = az <T7 8z> - <T, Vazaz>
= 0.h, — (T, T'},0. +I'},0:)
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Como
(50.,0.) =
obtemos
h.. =TLh, + 2 h,.
As equagdes (2.16) e (2.17) anteriores sao equivalentes a (2.4).
Agora, escrevendo (2.5) para X = 0; e usando (2.20) e (2.21), temos
—(80;,T)
S0z, i (a0, + d@z)>

(S0-,9.)

o}
D
«
D p

aK
o

Essa é expressao equivalente a (2.5).

Finalmente, de (2.21) e (2.22) temos

1

<1n:<15ma+mn>
al(T,

1 )
5[ )+a<T,8g>}
— Lan. +an.).

De (2.6)

1
B(Ozhz +ah;) + 17 = 1.
0

O foco deste trabalho sera em superficies com curvatura Gaussiana constante.
Assim, de agora em diante suporemos que ¢ tem curvatura Gaussiana constante K (I). A
fim de obter algumas estimativas para essas superficies, calculamos o Laplaciano de h e v

com respeito a segunda forma fundamental.

Proposicao 2.3.

Seja 1) : ¥ — M?(e) xR uma imersio com curvatura Gaussiana constante K(I) e curvatura
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extrinseca positiva. Vamos considerar um pardmetro conforme z para sua sequnda forma

fundamental tal que

I = (dip,dip) = Ldz* + 2M|dz|* + Ldz?,
I = (dy, —dN) = 2p|dz|*, p>0.

Entao temos

has = (K(1) = )22, (2.27)
| 2

Uy = €V% —vMK. (2.28)
Demonstra¢ao. Como
D; = L:L+ LL; — 2MM:,
entdo (1.63) e (2.15) permite-nos obter
D; Pz

1%
i oI}, — co (2.29)

Agora, diferenciando (2.20) com respeito a Zz, resulta

D; Pz K;
B _ 2.30
2D p 2K ( )
e assim obtemos de (2.29) e (2.30)
Kg 1%
I, = Tl cay (2.31)

Por outro lado, ja que a curvatura Gaussiana de 1 é constante, diferenciando a

equacao de Gauss (2.14), obtemos

Kg - _2€V7/2
e usando (2.18)
K
K. = —2e0°—. (2.32)
p

Portanto de (2.31),

rl, =22 (2.33)
p
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De (2.17), tendo em mente que F_%Q =T?2,, temos

= e h vp
P

p
Oéhz+0_éh,g
=vp 1+5T

e usando (2.20) e (2.19)

h.: =vp (1+5¥) :%(K—s(l—zﬂ)).

Agora, se diferenciarmos (2.18) e usarmos (2.20), (2.30) e (2.32) entao temos
Ka, K.,a Kap,
+ —

Vyz =

p p p?
_Kaz+Kza Ko D2+Kz
o p p \2D 2K
_ Ka; n K, KaD, K,a
p p 2pD 2p
_ Ka, n K,o0 oKD,
o 20 p 2D
Ka, « ( @K) aK D,
= — | 2ev— ) — —
P2 p p 2D
_ Ka, lo)?K oK D,
o p? p 2D
K n o) aK D,
= —a, +ev— — — —,
D p 2D
isto é,
K o> aK D,
= —a, L 2.34
v a, +ev D > 3D (2.34)

Derivando
a = Lhy — Mhz = (s, ¥z) hs — (¥, 92) s
em relacao a z, obtemos
=2 (Yoz, ) ho + Lhoy — (Yozy ¥2) b — (12, 0022) he — Mh.s.
Usando (2.16) e (2.17), obtemos
a, = 2(T},M +T3,L)h, + L(T},h, + T3 hs) — (T}, M + T3, L)h:
— (P}, L + T}, M)hs — L(Tiyh. + Tiyhs: + pv)

=a(T3, +Tq,) +al'i, —al'}, — vpM.
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Observamos que de (2.33), podemos concluir que al'3, —al'}, = 0, e conjugando

D, :
(1.63), obtemos T'}, + T}, = 2D Assim,

Entao resulta de (2.34)

K D, 2 KD, 2
V,s = ; (aﬁ — I/pM) —1—51/% — %ﬁ = 5y% —vMK.
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3 Estimativas de altura

Neste capitulo, obteremos estimativas de altura 6timas para graficos em M2 x R.
A altura do grafico é medida em relagdo ao slice M?(g) x {0}. Veremos também que o limite
maximo destas estimativas sao atingidos se, e somente se, a imersao for um hemisfério de

uma superficie completa de rotacao.

3.1 Estimativas de altura para superficies de curvatura

(Gaussiana constante

Vamos considerar a forma quadratica

Qdz* = ((K(I) —€) (¢., ) + eh?)dz? (3.1)

que esta bem definida para superficies de curvatura Gaussiana constante e curvatura

extrinseca positiva (ver [2]).

Proposicao 3.1.
Seja ¥ uma superficie de curvatura Gaussiana constante em M? x R, entdo a forma

quadrdtica

Qdz* = ((K(I) — €) (¢., ) + eh?)dz?

¢ uma forma quadrdtica holomorfa.
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Demonstracao. De (2.20), (2.22), (2.27) e (2.31) obtemos

Qz = 2(K(I) =€) (v, 02) + 2eh. D
= 2(K(I) — ) (T}, L + T%,M) + 2ch. (K(I) — £) 1

K

D

— 2:(K(I) —¢) (@L I Ve )

p p p
= 2(K(I) — €)% (aL + aM — Dh.)

p

— 2e(K(I) - g)%((mz — Mhs)L + (Lhs — Mh,)M — (|L]> = M?)h.)
= 2e(K(I) - 5)%(|L| h. — LMh: + LMhz — M?h. — (|L|> — M?)h.)
— 2 (K(I) - 5)%((|L|2 — M), — (L] = M?)h.)
— 0.
Isto é, Qdz* é uma forma quadratica holomorfa. n

Também temos como uma consequéncia o seguinte corolario:
Corolario 3.1.

Seja ¥ uma superficie satisfazendo

1. ¥ € uma superficie plana em H? x R, que € localmente um grdfico sobre H?. Entdo
a projecio n : H* x R — H? x {0} = H? ¢ uma aplica¢do harmonica para a sequnda

forma fundamental.

2. ¥ € uma superficie de curvatura Gaussiana constante igual a 1 em S* x R com
IT|| # 0 em toda a superficie. Entao a fungao altura é harmonica para a sequnda

forma fundamental.

Demonstra¢io. Observamos que, de (2.2) e (2.6), uma superficie plana em H? x R tem
curvatura extrinseca positiva se, e somente se, ||T|| # 1 em toda a superficie. Ou

equivalentemente, a superficie ¢ localmente um grafico sobre H2.

Adicionalmente, para a superficie plana X
Qd22 - (<¢Z7¢Z> - hg)d’zz - <n27n2> dZ2
De onde

QE =2 <77z57 77z> (32>
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é holomorfa. Isto é, n é uma aplicagao harmonica. De fato, escrevendo n, = n, —in,, segue
de (3.2)

<77z2a 77u> —1 <77z27 7711) = 07

de onde (1,2, M) = (N.z,1mw) = 0, isto é, 1,5 é normal a H?, e portanto harménica (veja

[10], exemplo 9).
A prova é analoga para o segundo caso. O
Esses resultados devem ser entendidos como um anélogo para o fato que n e h
sao aplicacoes harmonicas para a métrica induzida de uma superficie minima emH? x R.

Mais geralmente, a funcao altura é uma aplicagdo harmonica para a métrica induzida de

uma superficie minima no espaco produto M? x R.

Nas nossas estimativas de altura veremos que os casos extremos sdo superficies
completas de curvatura Gaussiana constante em M?(¢) x R (veja [2]). Assim, vamos

descrevé-los brevemente.

Exemplo 3.1 (K (I) - superficies em H? x R.). Seja K (I) uma constante positiva e
Y (u,v) = (cosh k(v),senh k(v) cos u, senh k(v) sen u, h(v))

a superficie de revolucao em H? x R dada por

1
k(v) = arcsenh | ———sen
(v) ( 0l (VK

1+ K(I) arctan cos (/K (1) v)

K(I) \/K + sen? (\/K— )

~—

h(v) = —

com v € [O,L].
K(I)

Entao, ¢ é, a menos de isometrias, a parametrizacao da unica superficie

completa com curvatura Gaussiana constante K () em H? x R.

Exemplo 3.2 (K (I)-superficies completas em S* x R.). Vamos considerar uma constante

K(I)>1e

Y(u,v) = (senk(v),cos k(v) cosu, cos k(v) senu, h(v))
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a superficie de revolucdo em S? x R dada por

\/%sen( K(I) v)) e
cos (y/E(D) v) +/K(I) — sen? (VE(T) v)
1+ VE)

k(v) = arccos (

com v € [O,

Entao, ¢ é, a menos de isometrias, a parametrizacao da tUnica superficie

completa com curvatura Gaussiana constante K (I) em S* x R.

Provaremos que nossas estimativas alturas sao alcancadas quando a forma
quadratica Qdz? é identicamente nula. Assim, a fim de caracterizar esses exemplos temos

o seguinte teorema. Observamos que esse resultado é local e uma versao global é dada em

2].

Teorema 3.1.
Seja 1 : ¥ — M?*(e) x R wma imersio de curvatura Gaussiana constante K(I) > 0 se
e =—1 (respec. K(I)>1see=1). Vamos assumir que Qdz* ¢ identicamente nula sobre

Y. Entao v é uma parte de uma K (I)-superficie completa.

Demonstragao. Para uma exposi¢ao clara vamos dividir essa demonstracao em duas partes.
Primeiramente, mostraremos que a imersao deve ser helicoidal, isto é, ¢ é invariante
sob um grupo continuo de isometrias do espaco ambiente. Entao, na segunda parte,
demonstraremos que as 6rbitas desse movimento helicoidal sao circulos sobre os slices

M?(g) x {ho}. Assim, concluiremos que 1 é uma superficie de revolucao.

Seguindo [2], definimos a métrica

Note que

5 € — 5
A= L+ ————n*|d* +2( M+ ———h.hs | |dz|? L+ ———h?)dz%
(2 s o2 (0 + gttt + (T gt
Como Qdz* = 0, resulta que a (2,0)—parte de A com respeito a I] se anula. De (2.2) e

(2.6), K ¢é positiva e entao I] é definida. Portanto, A e I1 sao conformes. Em particular,

existe uma funcio A sobre S tal que IT = AA. E, de (2], Lema 1), \* = K(I) —e.
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Seja (u, v) coordenadas duplamente ortogonais para a primeira e segunda formas

fundamentais, isto é,

I = Edu® + Gdv?,

II =k Edu® + koGdv?,

onde k; e ko sao as curvaturas principais da imersao v. Lembre que essas coordenadas
estao disponiveis na vizinhanca de todo ponto nao umbilico bem como sobre o interior do
conjunto dos pontos umbilicos. Segue que, consideraremos esses pontos e, usando que esse
conjunto é denso em Y, deduziremos que as propriedades obtidas podem ser estendidas

para toda superficie por continuidade.

Ja que
A=(B+— p2)du?
K(I)—¢ ™
9 15
29— hyhydud — B2 d?
TR = U+(G+K(I)—5 ) !
ell =+/K(I)—¢c A temos
g
E=+vK()—¢|E+——h? .
0 = hyhy, (3.4)

koG = VK (I) — < (G + ﬁﬁ) . (3.5)

De (3.4) vemos facilmente que o conjunto dado pela unido do interior do
conjunto onde h, = 0 e a do interior do conjunto onde h, = 0 é denso. De fato, se
hy(p) # 0 para algum ponto p € ¥, existe uma vizinhanga V' de p onde h, # 0. Mas como
hyh, = 0, segue que h, =0 em V. Consequentemente, podemos assumir que h, = 0 na

vizinhanga onde (u, v) sdo tomados.

Entao, de (3.3), a curvatura principal k; = v/ K (I) — € ¢ uma constante positiva.

Além disso, de (2.5)
v, = dv(9,) = —(S0,,T) = — (k10y, T) = —k1hy, = 0.
Portanto, da equagao de Gauss (3.1),

K(I) = kyky + e1°.
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Derivando a equagao acima em relagao a u, obtemos 0 = ky(k2),, de onde (kq), = 0.

Agora, (3.5) pode ser reescrita como

kG =k (G+%h3) ,
ki

de onde
kl(kg - kl)G = 8h12) (36)

Uma vez que estamos considerando uma vizinhanc¢a sem pontos umbilicos ou
vizinhanga totalmente umbilica, observamos que se k1 = ko entao, de (3.6), h, também é
identicamente nula. Portanto, h deve ser constante, isto é, a superficie estaria sobre um

slice e entdo K(I) = ¢, o que é uma contradicao.
Consequentemente, k; # ks em nossa vizinhanga e, de (3.6), G, = 0.

Se considerarmos a equacao de Codazzi (2.3) para X =0, e Y = 9,, obtemos

(k2 — k1)V 9,0, = kaVy,0, — k1V 5,0,
= koV 5,0, — k1V, 0,
= Vo, k20, — Vo, k10,
=Vy,50, — Vy,50,
=ev((0p,T) 0y — (0y, T') O,)
= 51/(h1,8u — huﬁv)
= evh,0,.

Além disso, de (1.72) e (1.73)

Vauﬁv - FiQau ‘I’ F%Qav

E, Gy
E,
= ﬁﬁu
I _
e, como Vy, 0, = ﬁ@u, entao
E, (evyhy + evhyy) (ke — k1) — evhy,(ka)w
1 E w — | 7+ - — 0,
(log E) (E)u (ko — k1)

isto ¢, a fun¢ao E(u,v) pode ser escrita como E(u,v) = Ej(u)FE2(v) para fungdes positivas

E1 (S EQ.
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Finalmente, tomamos novos parametros (z,y) tais que

dr =~/ Ei(u) du, y=n.

Entao, a primeira forma fundamental, a segunda forma fundamental, h e v somente
dependem de y, isto é, as fungoes E, G, kq, ks e v nao dependem de (x,y), mas somente

de y.

Consequentemente, a imersao ¢ (z,y) e p(z,y) = ¥(x+z,y), para um adequado
xg, tem as mesmas fungdes E, G, k1, k2, h e v. Entao, ¥(x,y) e (x+xg, y) somente diferem
por uma isometria do espago ambiente para cada xg (veja [4]), isto é, ¢ é helicoidal e as

orbitas sao dadas por f(t) = ¥ (x +t,y).

Na segunda parte da prova, mostraremos que ¢ é uma superficie de rotagao.
Primeiramente, observamos que [(t) esta contida em um slice porque a fungao altura

somente depende de .

Em particular,

B(t) € MP(e) x {y} = M*(e)

é invariante sob um grupo de isometrias de M?(¢). Entdo, a curvatura de 3 em M?(¢) é

constante.

Portanto, se € = 1 entdo § esta contida sobre um circulo de S*. De fato, seja

a: 1 —S*c R% Note que
Vad =ad" = (", a) a. (3.7)

Como (o, ) = 0, temos (", a) + (o', a’) =0, de onde (o, a) = —1. De (3.7)

2
Voo =d" + a.
Consequentemente

k,? — |VO/O/|2
= (", ") +2 (", a) + {a, a)

_ <O//, O//> —1,

logo (o, a”) = k* + 1, k constante.
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Vendo a como curva em R?, o' = kgn, de onde k% = k? + 1 # 0 constante.

Decorre de (o', @) = 0, que (&, a) + (o', a’) = 0. Assim
kg (n,a)=—1,

portanto

Derivando esta ultima equagao e usando as formulas de Frenet
<—]€Et — TEb, Oé> + <n, t) =0.
Segue que 7g (b, ) = 0. Suponha 75 # 0, entdo (b, a) = 0, de onde

<b,7 a) + <b7 t) =0,

1
logo —7g (n,a) = 0. Mas (n,«a) = ~7_» © que nos da uma contradicao. Logo 77 = 0.
E
Assim 7 = 0 e kg constante implicam que « é um circulo.
Por outro lado, se € = —1, /3 esta contida em um circulo de H? se, e somente
se, sua curvatura é maior que 1. De fato, seja a : I — H? C R, tal que (a, o) = —1.
Escrevendo

o =Vyd +
e fazendo o produto com «, obtemos (a”, @) = —\, de onde concluimos que
Voo =ad" + (", a)a.
Decorre de (o', ) =0 que (o, a) = — (o, a’) = —1, assim

Voo =d" —a

k? = |Vyd|
={a", ") = 2(d", a) + (o, a)
— <a//’a//>+2_ 1

={a",a")y + 1.
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Consequentemente

<o/',o/’> — k‘Q —1.

Vendo a como uma curva em L3. Se k2 — 1 > 0, entdo o' = t' ¢ tipo espaco e

kr = |a"| = VK2 — 1 # 0. Temos

t = k’Ln,

n' = —kLt + TLb,

b =1n.
Novamente, como (o, a) = 0, concluimos que {(a”,a) = —1 e
1
(n,a) = ——. (3.8)
kr

Supondo kj, constante e derivando (3.8)
(=kpt +7b, ) + (n,t) =0,

logo 77, (b, &) = 0 e, de forma anéloga ao caso anterior, concluimos que 7, = 0. Assim, se
Y ) ) Y

n e t sao tipo espaco, entao b é tipo tempo constante, entao a curva esta contida num

plano euclidiano, de onde esta num circulo.

Para o caso em que a curva estd contida em H?, um calculo facil nos da

1FE
Vazam 2 G 8 + ki EN,

onde V denota a conexdo de Levi-Civita em H? x R. Além disso, 8 pode ser parametrizado
s
pelo comprimento de arco como 3(s) = 1 <x + ﬁ, y |. Entao, o quadrado de sua
Y

curvatura é dado por

/ / 1 1 Ey
(VeB'(s), VeB(s) = <_§E G(j)warkl N =5+ G((y>)z/zy+k1EN>
~ 1o (A BEG?) 2
=K({I)+1>1.

Assim, [ estd contida em um circulo em qualquer caso e 1 deve ser uma

superficie de rotacao. Finalmente, a prova finaliza como consequéncia do préoxima lema. [
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Lema 3.1.

Seja v : ¥ — M*(e) x R uma superficie de rotagio tal que a curvatura principal ki
associada com seus paralelos coincidem. Se ki > 1 para ¢ = —1 ou ki > 0 para ¢ = 1
entdo, a menos de isometria, 1 € um pedacgo da superficie completa de curvatura Gaussiana

constante descritas no Exemplo (3.1) ou Exemplo (3.2).

Demonstracao. Vamos parametrizar
¥(u,v) = (cosh k(v), senh k(v) cos u, senh k(v) sen u, h(v)), se e=—1,
¥(u,v) = (senk(v), cos k(v) cos u, cos k(v) senu, h(v)), se =1,
com k'(v)? + K (v)? = 1.

Entao, um simples célculo nos da que as curvaturas principais associadas com

os paralelos sao

ki = h'(v) coth(k(v)), se &=—1, (3.9)
ki = h'(v) tan(k(v)), se =1 (3.10)
Vamos analisar o caso em que ¢ = —1. Primeiramente, vamos verificar que as

fungoes k(v) e h(v), apresentadas no Exemplo (3.1), satisfazem (3.9). Tome /K (I) = c,

assim podemos escrever
K(I) = ¢,

k(v) = arcsenh ( sen(cv)> ;

1+ 2
h(v) = — Rk arctan <ﬂ> :
V2 4 sen? cu

Derivando h(v), obtemos

V2 + 1senco

W)= —/——.
(v) v 2 + sen? cv

1
Tome k(v) = arcsenh (6(v)), onde (v) = = sen(cv), assim
c

senh k(v) = 6(v)

cosh k(v) = /1 + 62(v),
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_ V1+602(v) _ \/62+Sen2c(v)‘

0(v) sen cv

de onde coth k(v)

Logo

V2 £ 1 V2 + sen? cv
B (v) coth k(v) = c® + lsencv v c* + sen” cv _JET
V2 +sen? cv sen cv

Suponha h'(v)cothk(v) = b. Se b > 0, tome o parametro v. Se b < 0
reparametrize por —v. Segue que as fungoes h(v) e k(v), apresentadas no exemplo (3.1),
sdo de fato solucdes de (3.9). Usando que k'(v)* + h'(v)? = 1, as solucdes para (3.9) sdo
dadas por

k(v) = ko(£(v + co)), h(v) = £ho(£(v + o)) + 1 (3.11)

onde ¢p, ¢; sd@o duas constantes reais e ko(v), ho(v) sdo aquelas do Exemplo (3.1).

O caso em que € = 1, é inteiramente analogo, no qual obteriamos as mesmas

expressoes para as solugoes de (3.10), como vistas em (3.11), para h(v) e k(v).

Portanto, 1 é, a menos de reparametrizagoes e translacoes verticais, um pedago

da superficie completa de curvatura Gaussiana constante. O

Agora, estamos prontos para obter nossa estimativa da altura.

Teorema 3.2.
Seja b : ¥ — M?*(e) x R um grdfico compacto sobre um conjunto Q@ C M?(g), com
curvatura Gaussiana constante positiva K(I) > ¢ e cuja fronteira estd contida em um slice

M?(e) x {0}. Bntdo a altura mdzima que v pode atingir em M?(e) x {0} €

K(I)+1 <

—————— arctan

K K(I)) se &= —1, (3.12)
)

K(I _1ln< > K(I)+1> se e€=1. (3.13)

K(I) K()—1

Além disso, a igualdade ocorre se, e somente se, 1 € o hemisfério de uma K (I)-superficie

completa.

Demonstragao. Observe que, como K(I) é positiva e maior que ¢, de (2.2) e (2.6) a
curvatura extrinseca K é também positiva. Podemos assumir, sem perda de generalidade,
que 9 esta contida sobre o slice M?(g) x {0} e entdo v < 0 em toda parte por causa da

escolha da orientagao.
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Vamos considerar as fungoes

= M arctan v se &£ = —
f= K(I) ¢ ( K(I)) ’ b
K -1 N K(I)—v .
[ = K 1 ( K(I)—V2>, e=1

e p=nh+ fem X. Observe que ¢ = f < 0 sobre 0¥. Nosso objetivo é mostrar que
¢.: > 0 em X, porque sob essas condi¢oes o principio do maximo assegura que ¢ < 0 em
Y. Deste tltimo fato nossa estimativa para o maximo da altura segue facilmente, isto é, se
¢ <0, entao (3.12) e (3.13) ocorrem. Observe que esses limites sao 6timos, porque eles

sao atingidos para o hemisfério da K (I)-superficies completas.

Vamos mostrar que ¢, > 0. De (2.20), (2.14), (2.18) e (2.28), obtemos

K(I)—e«
N

K(I)—cv

2
(KI/Z2+25V|I/Z\2) = — <€|a|

D

szZ

KM |.
% + K1)

Usando (2.22)
la|* = a@ = (Lh, — Mh;)(Lh;: — Mh;) = (|L|* + M?)|h.|> — M (Lh2 + Lh2). (3.14)
Ja verificamos que
7|} = (ahs +ahs)
- D z z)
Novamente usando (2.22), obtemos
1 —
|T|* = B(th + LhZ — 2M|h.|?). (3.15)

De (3.14) e (3.15),
of* _|L|*+ M?

o @ i

D D
_ |L|2; M2|hz|2 N M%(Zhi + Lh? — 2M|h.|?)
= |h.|* = M||T|*.
Usando (2.14)
KM + elaf _ KM +e(|h.|> = M||T||?)

D
= M(K —¢|T|*) +elh|*

— M(K — (1 —1?)) +elh.]?

= M(K(I) —¢) +¢elh.|”.
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Assim, usando (2.27) ficamos com
_ (K{) —e)v elh.|?
(bzz—T(p— K(I)—g(M'f-m)) (316)

De [2], Lema 1, temos

2

K(I)—e= P ,

elh.)? ) QI
(M+K<I>—s) BCOEDE

ou equivalentemente

ha” ) QP

ST s S (Y AL R L] iy 3.17

pm = (K(I) —¢) O K(I) —¢ (3.17)

. elh]> L . i

Ja que M + W é a (1,1)-parte da métrica A com respeito a I, entao
—¢€

essa expressiao deve ser positiva. Portanto, de (3.16) e (3.17)

¢—:(K<I)_€)V B Q?
) K (K(I) —¢)(p+V/K(I)—¢) <M+ dh—F>
K(I)—¢
v @ > 0.

K elh? \ =
(p+ \/K(I) —8) (M+ m)

Finalmente, note que se a altura maxima é atingida, entao ¢, = 0. Isto é, @)
ou v ¢ identicamente nulo em . Mas, ¢ nao pode estar contida em um cilindro porque

K(I)# 0, isto é, v # 0. Portanto, Q = 0 e o resultado segue do Teorema (3.1). O

Observagao 3.1. Do Teorema de Bonnet-Myers, pode-se deduzir que toda geodésica minimi-

zante em uma superficie ¢ : ¥ — M?(¢) x R com curvatura Gaussiana positiva K (I) tem

comprimento menor ou igual a . Consequentemente, sempre existem estimativas
de altura para tais superficies, embora essas estimativas estao longe de serem 6timas. Os

limites que nos fornecemos no teorema acima é, como vimos, 6timos.

Gostarfamos de salientar que a hipotese K (I) > 1 em S* x R pode ser mudada
para K(I) > 0, K(I) # 1. De fato, se 1 : ¥ — M?(¢) x R é uma superficie com curvatura
Gaussiana K (I),0 < K(I) < 1, entao 14 ndo existe um ponto p onde a fungdo altura atinge
um maximo ou minimo, porque da equagdo de Gauss seria ki (p)ka2(p) < 0 e assim em
qualquer vizinhanga de p haveria pontos de maior ou menor altura que p. Em particular,

respondemos a questao posta pelos autores em [2].
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Proposicao 3.2.
Nao existe uma superficie completa com curvatura Gaussiana constante K(I), 0 < K(I) <

1, em S* x R.
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4 Representacao

Neste capitulo, veremos o teorema de representacao para superficies de curvatura
Gaussiana constante, que nos permite escrever as primeira e segunda formas fundamentais
em termos da funcao altura h, a quarta coordenada do seu normal unitario v e da constante
K (I). Damos especial atencdo aos casos particulares: K(I) =1em S* xRe K(I) = —1
em H? x R.

4.1 Representagao de K (I)-superficies com K > 0

Seja 1) : ¥ — M?() xR uma K (I)-superficie com curvatura extrinseca positiva e
assuma que I é positiva definida. Também assumiremos que a superficie é transversa para
cada slice M?(g) x {t} para todo ¢ € R, isto ¢, 7' nunca se anula em Y, ou equivalentemente,

v?* <1 em . Nos referiremos a tais superficies como superficies transversas.

Vamos observar que os pontos onde v? = 1 é um conjunto isolado porque K < 0

(isto é, I1 é positiva definida).

Segue de (2.22)

L=——= 4.1
= (@)
e de (2.19) temos
_ 2
ahZ+ah2:D:|L|2—M2: o+ Mhs Ve
1—v? h.
isto é,
o] |
 ah,+a@hs 1—12
Consequentemente, usando (4.1)
=2 h2
L=—2 4=
ah, +ahs; 1— 12
Por outro lado, de (2.14) e (2.18) obtemos
a=__ P (4.2)

K(I)—ev?
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Além disso, de (2.20), (2.14) e (2.19)

K(I) —ev?

2
=-—-DK = —
p 1 -2

(ath. + ahs). (4.3)

De (4.2) e (4.3)

2
_9 v

@ =~ 1/2)(KZ(I) 7 (ah, + ahs).

Com tudo isto, L ; M podem ser escritos em termos de h,, v, v, e K(I) como

h? V2
L = z o z 7
1—v2  (1-1?) K]—sug)

M=

)(
|h2‘2 V.
1—v2 (1-v2)(K()—ev?)

Assim, substituindo as expressoes acima encontradas para L e M em (2.22),

obtemos
Vzhg + l/ghz
- _ . 4.4
T A (KT —ar)” (4.4)
e de (4.2)
B _l/zhg ‘l’ Vgh;z > O
p= 1—02 ’

Neste ponto pode ser interessante observar que a métrica induzida e a segunda
forma fundamental podem ser recuperadas para qualquer superficie transversa com curva-
tura extrinseca positiva em termos de h, v, K(I) e da estrutura conforme dada por 1. De
fato, as equagoes de compatibilidade para a existéncia de uma imersao de uma superficie
Riemanniana simplesmente conexa com fungoes fixadas h : ¥ - Rev: ¥ — (—1,1) e

curvatura Gaussiana fixada sao dadas pelo Lema (2.1).

As equagoes de compatibilidade sao muito mais simples para uma superficie de

curvatura Gaussiana constante:

Teorema 4.1.
Sejam X uma superficie e 1 : ¥ — M?*(e) x R uma K(I)-imersdo transversa tal que
K > 0. Entao, dada um pardmetro local conforme z para II, a primeira e sequnda

formas fundamentais de ) podem ser recuperadas em termos de sua fung¢ao alturah, v e
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a constante K(I) como

h? V2
b=1=0~ (1—2)(K(I) —ev?)’ (4.5)
. ’th |VZ‘2
M 1—v2 (1-v?)(K(I)—er?) (4.6)
p= _Vzhlzj‘:;hz 0 (47)
Além disso h e v satisfazem
B (K(I) —€)v

" T () ) ) )

Vyz = - ) (K1) = o7 ((K(I) —2e” + &) |v.|?
+(K(I) - 5u2)2|hz|2>. (4.9)

Reciprocamente, sejam K(I) € R ee € {—1,1} uma constante, h : ¥ — R
ev: X — (—=1,1) fungées sobre uma superficie de Riemann ¥ simplesmente coneza
satisfazendo (4.8) , (4.9), K(I) —ev* >0 e v.hz + vzh, < 0. Entdo, existe uma imersdo
Y ¥ — M?(e) x R tal que ¥ ¢ uma K (I)-superficie transversa cuja primeira e sequnda

formas sao dadas por

I = Ldz* + 2M|dz|* + LdZ?,

IT = 2p|dz|?,

onde L, M e p sao definidas por (4.5), (4.6) e (4.7), respectivamente; cuja fun¢ao altura
e a quarta coordenada de seu normal sao dadas por h e v, respectivamente; e a estrutura
dada por sua sequnda forma fundamental € a de X. Além disso, essa imersao € unica a

menos de isometria de M?(g) x R.

Demonstragao. Para a primeira parte observamos que (4.5), (4.6) e (4.7) ja foram calcu-
lados. Além disso, (4.8) e (4.9) s@o equivalentes a (2.27) e (2.28) quando as expressoes

anteriores de L, M e p sao usadas.

Para a segunda parte, usando (4.5), (4.6) e (4.7), devemos verificar que as

equagoes (2.14) - (2.19) do Lema (2.1) sao satisfeitas.
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Por um calculo direto obtemos

|L|2 _ 1 ‘h ‘4_ thg—i_yghg |VZ|4

(1—v?) i K(I) —ev? (K([)—5y2)2

1 || ? v |*

M? = hao)t+2———= £

=y | RO e T R - ey

hsv, + vshs \
2 _ [ DEPe T PR ) 4.1
o= (M) (4.10)
De onde

T (2 P
=l - = = AR ) (4.11)

De (2.20), (4.10) e (4.11) obtemos (2.14).

Resulta de (4.4)

1
(=) (K(I) —ev?)

ah, + ah; = (vzh, + v.hs)? (4.12)

De (4.11) e (4.12) obtemos (2.19).
Verificamos (2.18) usando (2.20), (4.4) e (4.11).

Nesta parte, sera necessario calcularmos os simbolos de Christoffel. De (4.5),

(4.8) e (4.9)

I _251/th _ 2evh, (v, hs 4+ vsh,)
i K (1—v2) (KU )—61/2)
T _ _251/th _ 2evhz(v,hs 4+ vsh,)
? K (1—v2)(K{) - €V2)
segue que
_ _h V2112
IL. - ML, = 2eWwshs tvsh)wvs (4.13)
(1 =22 (K(I) — ev?)?
Sabemos que
- L —(LL; — ML,).
12 = 57
Usando (4.11) e (4.13), obtemos
EVV;
y=———"—. 4.14
12 K(I) _ 67/2 ( )
Decorre de I'2, = F12 que
eV,
Iz, = (4.15)

K(I) —ev?
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67
Note que

r, = < (4.16)

Usando (4.7), (4.14) , (4.15) podemos verificar que (2.17) ¢é satisfeita.
Como

D
I, + 15, =—""=
12 T 15 5D
segue que

D;
F%z_Igz:QFb__
Usando (2.30), obtemos

z KZ
Fiz_rgz :2F12_%+ oK

Portanto

Pz

K.
Iy — I3 =2T + —. 4.17
P +lp—1s 12T 57 (4.17)
De (2.32), (4.16) e (4.17) segue que

z (072
%‘I‘F%z - FgQ =T

E esta provado (2.15). Resta, por fim, demonstrarmos a equacao (2.16). Sabemos que

F%Q + F%l = 5_5,
assim
Fh = 5_5 - 1?2 = 5_5 _F_b- (4.18)
Novamente, usando (2.30), (2.32), concluimos que
55 = ppz ?. (4.19)

Logo de (4.16), (4.18) e (4.19), segue que

1 p. Eva eva
Iy =—

p p’
isto é,

= (4.20)
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Sabemos que
1 L =
Iy, = E(LLZ —2MM, + ML),
1
2, = ——(LL; —2LM, + ML,),
2 = o5 + ML)
entao
1 —
Tk, +THh: = —[L.(Lh, — Mhz) + (L; — 2M,)(Mh, — Lh3)). (4.21)

2D
De (4.5) e (4.6)

1 v2h V,Vshs
Lh, — Mh; = 2p, — 2 E _pp? o 22

he = Mhs = w——5 | hh. — =" = hah? = ==

vz
_m(yghz + Vzhg)
=«
e

1 v, vsh V2hs
Mhz—thz— h2h§ £z Z—h2h2 z 2

1—v2 | 7 + 2z K

v
=" th th
K1) vehs +vahs)
= —a.
E concluimos de (4.21) que
1 _
[ h, + T3 ks = 5D [L.a — (L: — 2M,)a].
Mas o = %Vg, logo usando (2.20)

1
F%lhz + F%lhi = —% [Lsz — Lzv, + QMZVZ}-

Por sua vez

2 i VyVyy 281/1/3
Lz = 1.2 -LI/VZ + hzhzz - K - K2 :| ’

2 [ V,V,3 281/]/3”5
L: = .2 _Luug + h.h.s — K K2 ] ’

1 r VoV + V3005 28””37/5
MZ = m -QMVVZ + hzzhi + hzhlzg + K K2

assim

2 Vo\Vz2Vz — VzzlVz
LZVZ - LZVZ = ( )

1 _ 1/2 hz(hzzyi - hziyz) - K
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€
1 2 z\VzzVz = VzzVzZ
LZUE a LEVZ + 2MZVZ - 1—12 |:2h’2(h’szz - hzZVz) - v (V UK Va2V ) + 4MV1/§
2VZ(V22V5 =+ VZVZE) 4€VV2|VZ’2
2h22h’5 z 2hzh22 z z
+ v, + v, + i K2
! Al ,  devtv)?
— 1 — V2 |:2h/zz(hzyz + thZ> + K + 4MVI/Z + T
o p+ 4V23 v <(K(I) 2t )| |2
= T4l — — % ).
Pr1—p K2(1—1?)
2 2
K?|h, 2) v h,|? A ev|v,|
+ | | +1—V2 | |+ I +K(1_V2)
4u3 U
p+1_’/2 [ Kg(l—ﬂ)( e(v ))|V|
V’Vz|2 €I/|I/Z‘2
K(l — 1/2) K2
= —2h,.p,
logo

1
1k, + T3 hs = ———(—2h,.p) = h...
11 11 2,0
O

Essa representagao tem especial interesse para superficies transversas com
curvatura Gaussiana constante K(I) = 1 em S? x R. Nesse caso, os slices sdo as tnicas
superficies completas com curvatura Gaussiana constante K (1) = 1 em S* x R (veja [2]).
Além disso, as equagoes de compatibilidade podem ser reduzidas a equagao sinh-Gordon

elipticas.

Assim, seja ¢ : ¥ — S? x R uma imersdo transversa com K(I) = 1 nas
condicdes anteriores. J& que v < 1, segue de (2.14) que K > 0 e entdo podemos assumir
que I é uma métrica Riemanniana em . Portanto, estamos sob as hipdteses do Teorema

4.1 e consequentemente a funcao altura h é harmoénica para I e v satisfaz

2
2z — — hz2 2 |VZ| .
v V(| 1+ T

Se definirmos w = arctanh(v), esta ultima equagdo torna-se

w.z + |h.|* senh(w) cosh(w) = 0 (4.22)

e podemos reformular o Teorema 4.1 para essas superficies como segue:
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Corolario 4.1.

Sejam ¥ uma superficie conexa e : X — S? x R wma imersio transversa com K(I) =
1. Entao, dado um pardmetro conforme local z para I1I, a primeira e sequnda formas
fundamentais de 1 podem ser recuperadas em termos de sua func¢do altura h e w =

arctanh(v) como

L = cosh®(w)h? — w?, (4.23)
M = cosh®(w)|h.|* + |w.|?, (4.24)
p=—(w.hs 4+ wsh,) >0, (4.25)

onde w satisfaz (4.22).

Reciprocamente, sejam h : % — R uma fung¢ao harmonica sobre uma superficie
Riemanniana simplesmente conexa ¥ e w : 3 — R uma funcao satisfazendo w,hz4wszh, <0
e (4.22). Entdo, existe uma imersio 1 : ¥ — S* x R tal que ¥ € transversa com curvatura
Gaussiana constante K(I) =1, cuja primeira e sequnda formas fundamentais sao dadas

por
I = Ld2* 4 2M|dz|* + Ldz?,
IT = 2p|dz|?,
onde L, M e p sao definidas por (4.23), (4.24) e (4.25) respectivamente, cuja fun¢do
altura e quarta coordenada de seu normal sao dadas por h e v = tanh(w), respectivamente;

e a estrutura dada por sua sequnda forma fundamental é a de X. Além disso, essa imersao

¢ tinica a menos de isometria de S* x R.

Ja que h, # 0 em uma imersao transversa e h, ¢ uma fungao holomorfa quando
K(I) =1 em S* x R, podemos tomar um parametro conforme ¢ tal que d¢ = h,dz. Assim,

(4.22) torna-se a classica equagao sinh-Gordon eliptica

wee + senh(w) cosh(w) = 0.

4.2 Representagao de K(I)-superficies com K < 0

Resultados similares aqueles apresentados na secao anterior podem ser obtidos

para K (I)-superficies transversas com curvatura extrinseca negativa. Neste caso, I1 é uma
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métrica Lorentziana e > pode ser considerada uma superficie de Lorentz com estrutura

conforme induzida.

Entao, podemos tomar coordenadas assintoticas (u,v) para a superficie com

K < 0, tal que a primeira e segunda formas podem ser escritas como

I = Edu® + 2Fdudv + Gdv?,

11 = 2fdudv.

Apos um desenvolvimento similar em esséncia aquele do caso de curvatura
extrinseca positiva obtemos alguns resultados que sao enunciados sem uma demonstracao

a fim de nao repetir os mesmos célculos.

Teorema 4.2.

Sejam ¥ uma superficie conexa e 1 : ¥ — M?(g) x R uma K (I)-imersio transversa tal
que K < 0. Entao, dadas coordenadas assintdticas (u,v) para 11, a primeira e sequnda
formas fundamentais de 1) podem ser recuperadas em termos de sua funcao altura h, v e a

constante K(I) como

I Va
b= 1—12 (1= (K(I)—ev?)’ (4.26)
hohy VuVy
b= 1—v2 (1-v?)(K()-er?) (4.27)
hy v
¢ = 1—12 (1 =) (KI)—er?)’ (4.28)
f= —V“hl“j;;h“ (4.29)
Além disso, h e v satisfazem
_ (K(I) —e)v
huww = — A=) (K (D) —7) (vuhy + vphy), (4.30)
N ] G
+ (K(I) - eu2)2huhv>. (4.31)

Reciprocamente, sejam K(I) € R e e € {—1,1} constantes, h : ¥ — R
ev : X — (=1,1) fungoes sobre uma superficie de Lorentz simplesmente conera ¥
satisfazendo (4.30), (4.31), K(I) — ev* < 0 e v h, + vyh, < 0. Entdo existe uma imerséo

Y — M?*(e) x R tal que X € uma K (I)-superficie transversa cuja primeira e segunda
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formas fundamentais sao dadas por

I = Edu® + 2Fdudv + Gdv?,

11 =2 fdudv,

onde E, F, G e f sao definidas por (4.26), (4.27), (4.28) e (4.29), respectivamente; cuja
funcgao altura e a quarta coordenada de seu normal sao dadas porh e v, respectivamente;
e a estrutura dada por sua sequnda forma fundamental € a de X. Além disso, essa imersao

€ 1inica a menos de isometrias de M?(g) x R.

Se ¢ : ¥ — H? x R & uma imersio transversa com K (I) = —1, segue de (2.14)
que K < 0 em todo ponto. Adicionalmente, do Teorema 4.2, h é harmonica para I] e v

satisfaz

1— 22

Vo = V (huhv -2 Pully ) )

Por tomar w = arctanh(v), esta dltima equagao torna-se
Wyw — hyhy senh(w) cosh(w) = 0. (4.32)

Corolario 4.2.

Seja ¥ uma superficie coneva e v : ¥ — H? x R uma imersao transversa com K(I) = —1.
Entao, dadas coordenadas locais assintdticas (u,v) para 11, a primeira e sequnda formas
fundamentais de 1 podem ser recuperadas em temos de sua fun¢ao altura h e w = arctanh(v)

como

E = cosh?(w)h? + w?, (4.33)
F = cosh®(w)hyhy — wywy, (4.34)
G = cosh®(w)h? + w?, (4.35)
f=—(wuhy +wyhy) >0, (4.36)

onde w satisfaz (4.32).

Reciprocamente, sejam h : ¥ — R uma fung¢ao harmoénica sobre uma superficie
de Lorentz simplesmente conexa X e w : 3 — R uma funcdo satisfazendo w,h, + wyh, < 0
e (4.32). Entdo, existe uma imersao 1) : ¥ — H? x R tal que ¥ € transversa com curvatura

Gaussiana constante K(I) = —1, cuja primeira e sequnda formas fundamentais sio dadas
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por

I = Edu® + 2Fdudv + Gdv?,

11 =2 fdudv,

onde E, F, G e f sao definidas por (4.33), (4.34), (4.35) e (4.36), respectivamente; cuja
fungao altura e a quarta coordenada do seu mormal sao dadas por h e v = tanh(w),
respectivamente; e a estrutura dada por sua sequnda forma fundamental € a de . Além

disso, essa imersdo € unica a menos de isometria de H? x R.

Deste resultado, é facil obter superficies completas com K(I) = —1 em H* x R,

por exemplo, se tomarmos h, = 0 e escolhermos convenientemente w(u,v) = wy(u) + wa(v).

Além disso, ja que h,, = 0 se h, e h, nao se anulam entao tomando novos
parametros (u,v) tais que du = h,du, dv = h,dv a equagao anterior (4.32) torna-se a

equagao sinh-Gordon hiperbolica

wgs — senh w coshw = 0.
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5 Resumo e aplicacoes

Aqui apresentaremos os principais resultados vistos nesta dissertagao e também
veremos algumas aplicagoes, sem demonstragoes, relacionados a estimativas de altura e

representacao.

5.1 Resumo

No capitulo 1, vimos a importante definicao de Tensor de Codazzi e de pares

de Codazzi.

Vimos as formas assumidas pelas equagoes para os casos de parametros especiais,

a saber:
Proposicao 1.2.

Seja (I,11) € P(X) e z um parametro conforme para /. Entao

I =2)\|dz|?,

I = qdz* + 2H\|dz|* + qdz*

e se verificam as seguintes equagoes

2 ‘QP
A==
50, = HO. + % b..

Az
F%l = X?
I, =0,
I, =0,

1
TS(aza 82) = TH(aza 82) + X(Cjzaz + (Jzaz),
<TS(az7 82)7 az) = )\Hz — 4z,

K(1) =~ ().

Proposicao 1.3.
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Seja (I,11) € P(¥) onde I é Riemanniana. Seja S’ € S(X, 1) o endomorfismo auto-
adjunto associado a I com respeito a IT e S € S(2,1) o endomorfismo autoadjunto

associado a Il com respeito a I. Seja z um paradmetro conforme para I1, isto é,

I = pdz* + 2\|dz|* + pdZ*,

IT = 2p|dz|?,
e denotemos
D = [p|* — )\
Entao se verificam as seguintes equacgoes
MK = pH,
s'o, = %az + %’az,

H p
o, 1 (o, 1))
K p

D,
Fil + F%z = E,
Kz Kg Kp z K z
Tgir(0:,02) = =50 — =570, - ( ;’) 9.+ ¢ ;’) o,

K,
<TSU (82, 85), 82) = 2p (E + F%Q) .
Proposicao 1.4.
Sejam (I,II) € P(X), p € ¥ e (u,v) parametros locais duplamente ortogonais,

I = BEdu® + Gdv?,
11 = ki Edu® + kyGdv®.
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Entao se verificam as seguintes equacoes

(kl—k2)2
a = s
9

M= o
3=~
M= oo
= o
P
%= o
Ts(, D) = Ti (D, D) — ﬁ((ln(\/EE))u&, + (m(\/ac:))vau),

(Ts(00s 00), 00) = (1)o + va'osl,

E
<TS(aU7a ) > (k2)u + \/_ C;a
E

(1) =~ le_G(( ; ) +(¢ET_G>)

Proposicao 1.5.

Seja (I,1I) € P(X) onde II é Lorentziana. Suponhamos que existe S’ € S(X,I1)

endomorfismo autoadjunto associado a I com respeito a I1, isto é,
I(X,)Y)=1I(S'X,)Y), X, Yec€X()
e S € S(2,1) o endomorfismo autoadjunto associado a I com respeito a I, isto &,

IH(X,)Y)=1(5"X,Y), X, YecxX).

Seja (x,y) parametros assintoticos para (I, 17), isto é

I = Edx® + 2Fdxdy + Gdy?,

11 =2fdxdy.
e denotemos por

D = EG — F?,
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Entao se verificam as seguintes equagoes

FK = fH,
S0, = %&r ?ay,
S1o, = ?(‘31 + %33,,
S19, = K (%@: ?@y) )
sy, = ( ?Gx + %&J) ,
Fil + F%Q = 5_57
F%z + F%Q = 5—5’
Tsr1(0y, 0y) = ﬁsfay — %Slﬁm — (Kf)"”am + <Kf)y8y,

(Ts11(8,.0,),0,) = 2f (—+r )
(T11(8,.9,).0 >——2f<—+F>

No capitulo 2, vimos a defini¢cao e algumas propriedades dos espacgos produto,
como também as equagOes necessarias que uma superficie imersa nestes espagos deve

satisfazer.
Lema 2.1

As equacgoes de compatibilidade para uma imersao 1 com curvatura extrinseca positiva

pode ser escrita em um parametro conforme para a segunda forma fundamental como

K(I) =K + eV, Gauss
Pz 1 2y VUV .

+ (T —T3) = 5a;, Codazzi
P

h..=T1,h. + T} hs,

h,s = FiQh +17? hs +vp,
aK

Vz = —,
p

1
5<ahz +ahz) + v = 1.

No capitulo 3, estd presente a estimativa para a altura maxima que pode

alcancar um gréfico de curvatura de Gauss constante positiva K (1) > 0 em H? x R (ou
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K(I) > 1 em S* x R) sobre um plano horizontal, caracterizando, de fato, as superficies de

revolucao como aquelas em que se alcanca a distancia maxima.
Teorema 3.2

Seja ¢ : ¥ — M?*(¢) x R um grafico compacto sobre um conjunto Q € M?(e),
com curvatura Gaussiana constante positiva K () > € e cuja fronteira esta contida em um
slice M?(g) x {0}. Entdo a altura maxima que v pode atingir em M?(¢) x {0} é

K(I)+1 1 _
Warctan (W) ) se €= —1,

K -1, (VED+1 . o
K(I) K)—1)’ o

Além disso, a igualdade ocorre se, e somente se, ¥ é o hemisfério de uma K (I)-superficie

completa.

No capitulo 4, vimos os teoremas de representacao para os casos de curvatura

extrinseca positiva e curvatura extrinseca negativa.
Para o caso de curvatura extrinseca positiva temos:
Teorema 4.1

Sejam Y uma superficie e ¥ : ¥ — M?(g) x R uma K (I)-imersdo transversa
tal que K > 0. Entao, dada um parametro local conforme z para II, a primeira e segunda
formas fundamentais de 1) podem ser recuperadas em termos de sua funcao alturah, v e

a constante K (I) como

h: v:
L=1"0- (1—v2)(K(I) - ev?)’ (5.1)
. |hZI2 |VZ‘2
M 1—v2 (1-v?)(K()—er?) (5:2)
p——%?jﬁm 0 (5.3)
Além disso h e v satisfazem
B (K(I) —¢)v

h.: = — =) (K (D) —a7) (v.hs + vsh,), (5.4)

v = A ey (KD 2 )l
+ (K(I) - 5y2)2|hz|2>. (5.5)

Reciprocamente, sejam K(I) € R e ¢ € {—1,1} uma constante, h : ¥ — R

ev: Y — (—1,1) fungoes sobre uma superficie de Riemann X simplesmente conexa
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satisfazendo (5.4) , (5.5), K(I) —ev* > 0 e v,hz + v:h, < 0. Entdo, existe uma imersdo
X — M?(¢) x R tal que ¥ é uma K (I)-superficie transversa cuja primeira e segunda

formas sao dadas por

I = Ldz* 4 2M|dz|* + Ldz*,

11 = 2p|dz|?,

onde L, M e p sao definidas por (5.1), (5.2) e (5.3), respectivamente; cuja fung¢do altura e
a quarta coordenada de seu normal sao dadas por h e v, respectivamente; e a estrutura
dada por sua segunda forma fundamental é a de X. Além disso, essa imersao é tnica a

menos de isometria de M?(¢) x R.
Para o caso de curvatura extrinseca negativa temos:
Teorema 4.2

Sejam ¥ uma superficie conexa e 1 : ¥ — M?(¢) x R uma K (I)-imersio
transversa tal que K < 0. Entao, dadas coordenadas assintoticas (u, v) para I, a primeira
e segunda formas fundamentais de @ podem ser recuperadas em termos de sua funcao

altura h, v e a constante K (/) como

hy Va
E=1"0- (1—02)(K(I) —er?)’ (5.6)

huhy VuVy
F:1—I/2+(1—I/2)(K([)—€I/2)7 (5.7)

he vy
G:1—1/2_(1—V2)(K(1')—€V2)7 (5:8)
f= ——V“f;”j;’h“ > 0. (5.9)

Além disso, h e v satisfazem
_ (K(I) — 5)1/
hyw = — = VQ)( a) - €V2) (vuhy + vohy), (5.10)
e =~ ) =) () 2

+(K(I) - 51/2)2huhv>. (5.11)

Reciprocamente, sejam K(I) € R e e € {—1,1} constantes, h : ¥ — R
ev: X — (—1,1) fungdes sobre uma superficie de Lorentz simplesmente conexa 3

satisfazendo (5.10), (5.11), K(I) — ev* < 0 e v,h, + vph, < 0. Entdo existe uma imersao
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Y ¥ — M?(¢) x R tal que ¥ é uma K (I)-superficie transversa cuja primeira e segunda

formas fundamentais sao dadas por

I = Edu® + 2Fdudv + Gdv?,

11 = 2fdudv,

onde E, F, G e f sao definidas por (5.6), (5.7), (5.8) e (5.9), respectivamente; cuja funcao
altura e a quarta coordenada de seu normal sao dadas por h e v, respectivamente; e a
estrutura dada por sua segunda forma fundamental é a de . Além disso, essa imersao é

tinica a menos de isometrias de M?(¢) x R.

5.2 Aplicacoes

Para mostrar a relevancia das estimativas de altura e férmulas de representacao,

vamos ver nesta se¢ao algumas aplicagoes destes resultados.
Vejamos, primeiramente, duas aplicacoes das estimativas de altura.

Em [12], foi utilizada uma estimativa de altura para provar o seguinte resultado:

Proposicao 5.1.

Suponha M? wma superficie compacta sem fronteira cuja curvatura de Gauss é limitada
inferiormente por 27, para algum nimero real T, e suponha ¥ uma H-superficie propria-
mente mergulhada em N = M? x R. Se 7 < 0, assuma que H*> > |7|. Entio ¥ nao pode
estar contida em um semiespaco. Em particular, ¥ deve ter pelo menos um fim superior e

um fim inferior.

Aqui H-superficie refere-se a superficies de curvatura constante. Veja [12] para

maiores detalhes.

Teorema 5.1.
Suponha ¥ C H? uma superficie completa propriamente mergulhada com curvatura média

constante maior do que de uma horoesfera. Entao

1. ¥ nao é homeomorfa a uma superficie fechada perfurada em um ponto.

2. Se ¥ € homeomorfa a uma superficie fechada perfurada em dois pontos, 3 € Delaunay.

Em particular, > € topologicamente um cilindro.
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3. Se X € homeomorfa a superficie fechada perfurada em trés pontos, entao X permanece
a uma distancia limitada de uma geodésica plana de simetria refleviva. Além disso,
cada metade de ¥ determinada pelo plano de simetria reflexiva € um grdfico sobre

este plano com respeito a fung¢ao distincia do plano.

Aqui H? denota uma forma espacial completa simplesmente conexa tridimensi-
onal de curvatura seccional constante negativa c. Superficies Delaunay sao superficies de

revolugao de curvatura média constante. Veja [13] para maiores informagoes.

A estimativa de altura apresentada no capitulo 3 tem como hipétese que ¥ seja
um grafico compacto. Mas, como uma consequéncia do classico principio da reflexao de

Alenxandrox para slices em M?(g) x R e pelo Teorema (4.2), temos o seguinte corolario:

Corolario 5.1.

Seja 1) : ¥ — M? x R um mergulho de uma superficie compacta com curvatura Gaussiana
constante positiva K(I) > ¢, tal que sua fronteira (0% (possivelmente vazia) estd contida
em um slice M?(¢) x {to}. Entdo a diferenca da altura entre seu ponto mais alto e seu

ponto mais baizo ¢ menor ou igual a

Além disso, se uma tal diferenga é atingida, 1¥(S) €, a menos de isometria, a K (I)-superficie

completa.

Conforme dissemos na introduc¢ao, representacoes constituem importantes
ferramentas, pois garantem a existéncia de imersoes, como também conhecer as expressoes
) )
para a primeira e a segunda formas fundamentais em termos de algumas fungoes dadas, se

estas fungoes satisfazem determinadas condicoes.

Um resultado de representacao para superficies planas pode ser encontrado em
[8] em que dada uma ¢ harménica, existe uma superficie plana em H® parametrizada por

linhas de curvatura

I = cosh® ¢(u, v)(du)* + senh? ¢(u, v)(dv)? (5.12)
11 = senh” ¢(u,v) cosh ¢(u, v) ((du)® + (dv)?). (5.13)
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As parametrizagoes por linhas de curvatura existem na vizinhanca de um ponto nao
umbilico (para detalhes, seja [15], Teorema 2.4 e Corolario 2.7). Usando este resultado os

autores provaram uma caracterizagao geométrica para uma classes de fungoes ¢, a saber:

Teorema 5.2.
Um flat front em H® € helicoidal se, e somente se, hd wma parametrizacio local por linhas
de curvatura em um vizinhang¢a de um ponto nao singular, tal que a primeira e sequnda

formas fundamentais sio dadas por (5.12) e (5.13), onde

¢p=au+bv+c e (a,b,c) # (0,£1,0).

Um possivel problema pode ser considerado de maneira analoga com o teorema
de representacdo para superficies em S? x R e H? x R, isto é, caracterizar geometricamente
superficies para uma dada classes de solugoes para as equagoes (4.22) e (4.32), que sdo

transformadas em uma classe de equacoes conhecidas, as equacgoes sinh-Gordon.
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