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RESUMO

Consideramos métricas de Finsler esfericamente simétricas do tipo Douglas. Caracterizamos
tais métricas por uma equacao diferencial e obtemos a solu¢do geral desta equagao em
termos de quatro fungoes arbitrarias. Quando as métricas de Finsler sao esfericamente
simétricas mostramos que as métricas do tipo Berwald coincidem com as do tipo Landsberg.
Provamos que o problema de classificar as métricas esfericamente simétricas do tipo Douglas
com S—curvatura nula reduz-se a classificar as métricas esfericmanete simétricas do tipo
Berwald ou Landsberg. Obtemos a classificagao de tais métricas. Incluimos varios exemplos

e classes de novas métricas de Douglas.

Palavras-chaves: Finsler. Esfericamente simétrica. Curvatura de Douglas. Curvatura de

Landsberg. Curvatura de Berwald.



ABSTRACT

We consider spherically symmetric Finsler metrics of Douglas type. We characterize such
metrics by a differential equation and we obtain the general solution of this equation
in terms of four arbitrary functions. For spherically symmetric Finsler metrics we show
that the metrics of Berwald type coincide whit those of Landsberg type. We prove that
the problem of classifying the spherically symmetric Douglas metrics whose S—curvature
vanishes reduce to classifying the spherical symmetric metrics of Berwald or Landsberg
type. We obtain the classification of such metrics. We include several examples and new

classes of Douglas metrics.

Key-words: Finsler. Spherically symmetric. Douglas Curvature. Landsberg Curvature.

Berwald curvature.
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INTRODUCAO

Podemos dizer que o que se conhece hoje por Geometria de Finsler tem suas
origens nos trabalhos de Bernhard Riemann a partir de 1854, porém seu nome se deve
ao matemdtico alemao Paul Finsler (1894-1970), que estudou diversos fundamentos dessa
geometria em célculo das variagoes, publicando sua tese em 1918. Variedades de Finsler
generalizam a nocao de variedades Riemannianas, onde a norma de uma forma quadratica
positiva definida é substituida por uma norma com propriedades mais fracas, a chamada
norma de Minkowski. Modelos dinamicos descritos pela Geometria de Finsler aparecem
naturalmente em diversas areas como mecanica classica, Otica geométrica, mecanica
quéntica, etc. A partir de Finsler, diversos matematicos tiveram importancia central para
o desenvolvimento desta teoria no século XX, como L. Berwald, E. Cartan, S-S. Chern e

outros.

No Capitulo 1, incluimos uma breve introducao a Geometria de Finsler e estudamos
certas classes destas métricas como as (o, f)—métricas generalizadas que foram introduzidas
por C. Yu e H. Zhu em [40]. Introduzimos também certas curvaturas como a curvatura de
Berwald, curvatura de Landsberg, curvatura de Douglas e a S—curvatura. As métricas com
curvatura de Berwald nula sao chamadas métricas de Berwald e sdo uma generalizacao das
métricas projetivamente planas (métricas cujas geodésicas sao linhas de reta) e das métricas
Riemannianas. As métricas com curvatura de Landsberg e Douglas nula sao chamadas
métricas de Landsberg e Douglas, respectivamente e sao generalizacoes das métricas de
Berwald. Neste capitulo também introduzimos as métricas esfericamente simétricas que
foram estudadas pela primeira vez por Rutz em [27]. Para finalizar o Capitulo 1, estudamos

o método das curvas caracteristicas para solucionar equagoes diferenciais parciais da forma

Ur(r,s) +v(r, s)Ys(r, s) = P(r,s,4(r, s)),
onde v(r,s) e P(r,s,1(r,s)) sdo diferenciaveis.

No Capitulo 2, estudamos as métricas esfericamente simétricas do tipo Douglas.
No Teorema 2.2.1, caracterizamos tais métricas por uma equagao diferencial parcial. No
Teorema 2.2.2, usando o método das curvas caracteristicas, obtemos a solucao geral para a
equacao diferencial parcial. Como consequéncia, observamos que as métricas esfericamente
simétricas do tipo Douglas sao muito ricas ja que dependem de 4 fungoes arbitrarias. Na
parte final deste Capitulo, apresentamos exemplos e classes de novas métricas do tipo

Douglas.

No Capitulo 3, no espirito de procurar um exemplo de métrica to tipo Landsberg
que nao seja do tipo Berwald, conhecido como o problema do “unicoérnio”, caracterizamos as

métricas esfericamente simétricas do tipo Berwald e do tipo Landsberg mediante equagoes
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diferenciais (Teorema 3.1.3 e Proposi¢ao 3.2.2). Estudando estas equagoes concluimos
que estes tipos de métricas sao equivalentes quando a métrica de Finsler ¢é esfericamente

simétrica (Teorema 3.2.3).

No Capitulo 4, consideramos métricas esfericamente simétricas e o elemento de
volume dVgy Busemann-Hausdorff para caracterizar tais métricas do tipo Douglas com
S—curvatura nula mediante um sistema de equagdes diferenciais parciais (ver Teorema
4.1.2). Notamos que este sistema estd estreitamente relacionado com o sistema dado no
Teorema 3.1.3 que caracteriza métricas do tipo Berwald, provamos entao o Teorema 4.1.3
que afirma: toda métrica esfericamente simétrica é do tipo Douglas com S—curvatura nula
se, e somente se, é do tipo Berwald. Assim o problema de classificar métricas esfericamente
simétricas com S—curvatura nula se reduz a classificar métricas esfericamente simétricas
do tipo Berwald ou Landsberg (ver Teorema 3.2.3), cujo sistema de equagoes diferenciais
parciais foi dado no capitulo anterior (Teorema 3.1.3). Mediante a técnica de curvas

caracteristicas dada no Capitulo 1, obtemos a classificacao de tais métricas no Teorema
4.2.1.

Sao enunciadas consequéncias interessantes do Teorema 4.2.1, tais como o Corolario 4.2.1
que nos fornece o elemento de volume dVgy, e o Corolario 4.2.2 que é consequéncia
conjunta com o Teorema 3.2.3 que nos da uma classificagdo das métricas de Landsberg
(ou Berwald ou Douglas com S—curvatura nula) sobre R". Incluimos algumas observacoes
no caso em que se considera o elemento de volume dVyr Holmes-Thompson. E finalmente

damos alguns exemplos interessantes.



1 PRELIMINARES

Neste capitulo, apresentaremos algumas defini¢oes e resultados que servirdo para o

desenvolvimento dos capitulos subsequentes.

Faremos uso da convencao de Einstein, ou seja, nao escreveremos o simbolo do

somatorio para representar a soma quando aparecerem indices repetidos.

1.1 Meétricas de Finsler

Seja V' um espago vetorial de dimensao n. Diremos que F': V' — [0, o) é métrica

de Minkowski se satisfaz as seguintes propriedades:
(M1) F é C* sobre V '\ {0};
(M2) F(\y) = AF(y), para todo y € V com A > 0;

(M3) para cada y € V \ {0}, a forma bilinear simétrica g, sobre V' é positiva
definida, onde

1
9y "= 3 9sot

[Fz(y + su + tv)} lsmt=0,  w,v V. (1.1)

O par (V, F') é chamado espago de Minkowski.

Todo espago vetorial de dimensao n é linearmente isomorfo a R™, cujos elementos
y sao da forma (yi,...y,) = y. Entdo podemos considerar, sem perda de generalidade, as

métricas de Minkowski sobre R™.

Seja (V, F') um espago de Minkowski. Fixemos uma base {b;} para V', e consideremos
F(y) = F(y'b;) como funcao de (y*) € R™. Entao para y # 0,

gij<y) = gy(biybj> = ;[FQ]yiyj@),

onde [F?],i,i(y) denota a derivada parcial de F? em relagdo a y’ e y/. Assim, temos
gy (u,v) = gy (y)u'n?, u=u'b;, v=uv'b
e usando o Teorema de Euler (Teorema 1.1.1),
F(y) =\ 9i;(y)y'y, y=y'b.

De agora em diante M denotara uma variedade diferencidvel de dimensao n. Sendo T, M
um espago vetorial, uma métrica de Finsler pode ser vista como uma familia de normas de

Minkowski sobre cada T, M (variando diferenciavelmente com z € M), isto é:
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Definicao 1.1.1. Sejam M uma variedade diferenciavel de dimensdo n e T'M = Uy,ep/ T M
o fibrado tangente de M, onde T,M ¢é o espaco tangente em x € M. Consideremos
TM,:=TM\ {0}, onde {0} entende-se por {(z, 0)|z € M, 0 € T, M }. Diremos que uma
funcao F : TM — [0, co) é uma métrica de Finsler sobre M se F satisfaz as seguintes
propriedades:

(a) F' é C* sobre T'M,;

(b) em cada ponto x € M, a restricdo F, := F|r,» ¢ uma norma de Minkowski
sobre T, M.

Exemplos:

1. (Métrica Riemanniana) Seja ¢ = {g:}zen, onde g, é uma forma bilinear

simétrica positiva definida sobre T, M tal que em coordenadas locais (),

0 0
gij(x) =Gz %hﬁ %h’

sao fungoes C'°, g é chamada métrica Riemanniana. Defina

Fo(y) =\ 9:(y, ), y € T, M. (1.2)

Da definicao, vemos que F), é uma norma Euclidiana. Assim a familia de normas Euclidianas

F = F,c); ¢ uma métrica de Finsler sobre M.

Uma métrica F' de Finsler é chamada Riemanniana se pode ser expressa por (1.2)

para alguma métrica Riemanniana g.

2. (Métrica de Randers) Sejam a(x,y) = y/a;j(x)y'y/ uma métrica Riemanniana

e B(x,y) = bj(x)y’ uma 1-forma definida sobre uma variedade M com coordenadas locais

. o
(2') e y = y'57;. Para cada x € M, assuma que

I8ll. = sup  By) <1
y€Te M:a(y)=1

Entao F' := a+ [ definida sobre M é uma métrica de Finsler, chamada métrica de Randers.

As métricas de Randers foram introduzidas pelo fisico G. Randers, em 1941 [26].
3. (Métrica de Funk)[32] Seja €2 um dominio convexo em R". A métrica de

Funk F' ¢ definida por

Y
T+ € 09, cT,Q~R". 1.3
F(z,y) / (13)

Em particular, se 2 = B"(1), temos

PR = (2PlyP- < 2y >+ <2,y >

F(ZL’,y) 1—|?E|2
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Antes de dar a conhecer alguns exemplos mais complexos, enunciaremos o seguinte

Teorema que ¢é de uso frequente nos argumentos de muitos resultados.

Teorema 1.1.1. (Teorema de Euler) Suponha que a fungio H sobre R™ é diferencidvel

fora do origem. Entdo as sequintes afirmagoes sao equivalentes:
e H ¢ positiva homogénea de grau r, isto €,

H(\y) = X"H(y), para todo X > 0.

o A derivada direcional radial de H é r vezes H(r), isto €,

y' Hyi(y) =rH(y).

1.2 Meétrica («, f)—generalizada

De agora em diante sempre que seja possivel, ndo faremos distingao entre (z,y) €

TM e seu sistema de representacio de coordenadas locais (z%,y"), isto é

x=(z')€e M, y=1qy" e T,M.

ox?
Métricas («, 3) formam uma classe especial de métricas de Finsler, particularmente
porque elas sdo mais trataveis [1]. As métricas de Randers sdo exemplos mais simples das
(e, B)—métricas, pois basta considerar ¢(s) =1 — s. Outro exemplo importante deste tipo

de métricas foi dado por L. Berwald [7],

(VA= [zP)yP+ < 2,y >2+ < 2,y >)?
(1= 222/ = [2P)2lyl2+ < 2,y >2

que é um tipo especial das métricas («, 5) na forma F = (O‘”;ﬁ)Q, com ||f||la < 1. Esta
métrica é projetivamente plana sobre B"(1) com curvatura flag K = 0. O conceito de
métricas («, 3) foi proposta pela primeira vez por M. Matsumoto em 1972 como uma

direta generalizagdo de métricas de Randers [19].

Em 2011, C.Yu e H. Zhu, [40] generalizaram o conceito da (c, #)—métrica como

segue.

Definicao 1.2.1. [40] Seja F' uma métrica de Finsler sobre uma variedade M. F' é chamada
(cr, B)—métrica generalizada, se F' pode ser expressa como F = a¢(z, g), onde ¢(z,s) é
uma funcao regular, a ¢ uma métrica Riemanniana e § ¢ uma 1-forma. F' é chamada uma
(av, B)—métrica, se F pode ser expressa como F = ozgzﬁ(g), onde ¢(s) é uma fungao regular,

« uma métrica Riemanniana e § uma 1-forma.



Capitulo 1. Preliminares 4

As métricas de Finsler do tipo

F =ag¢ (b, i) (1.4)

sdo as classes mais trataveis das («, f)— métricas generalizadas a menos das (o, §)—métricas.
¢(b, s) é uma fungdo positiva regular com b, s como suas variaveis e |s| < b < by como

defini¢ao do seu dominio para 0 < by < +oc.

Vamos citar resultados bésicos para métricas do tipo (1.4) que foram obtidos em
[40].

Proposicdo 1.2.1. [40] Seja F' = a¢(b,2) uma (o, B)—métrica generalizada, entio o

tensor fundamental é dado por
Gij = Paij + pobibj + p1 (b + bjov,i) — sproyicy,

onde s =

ée
a

pP= ¢(¢ - 5¢s)7 Po = ¢¢ss + ¢s¢s> P1 = (¢ - S¢s)¢s - 3¢¢ss-

Além disso,
det(gi;) = " (o — $¢5)" (P — s¢s + (b* — 32)¢ss) det(a;;),
g7 = p~ {a" + bV nat (V' + YY) + mayiy' )
onde (g7) = (g;;)7", (a”) = (ay) ", 0" = a"by,

n=— Cbss ny = — (QS B S¢s)¢s - 3¢¢ss
(¢ — sds + (b* — 32)¢88>’ ’ (¢ — 505 + (b* — 52)¢SS)7

(56 + (b — 52)95) (¢ — 5¢5) @5 — 50Pss)
¢2<¢ - S¢s + <b2 - 82)¢ss)

Proposicao 1.2.2. [40] Sejam M uma variedade de dimensao n, o uma métrica Rieman-

h =

niana e B uma 1-forma com ||B||a < bo. Entio F = agp(b, g) ¢ uma métrica de Finsler

sobre M se, e somente se, ¢ = ¢(b,s) é uma funcao diferencidvel positiva satisfazendo

B(5) — 805(8) + (r* — 8%)gss(s) > 0,

quando n > 2, com a condi¢do adicional

o(s) — sps(s) >0,

quando n > 3.
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1.3 Geodésicas e Campos de Vetores Paralelos

Geodésicas

Nesta se¢ao, daremos a equacao tipo Euler-Lagrange para curvas minimizantes num

espago de Finsler (M, F'). Seja ¢ : [a,b] — M uma curva C'™ por partes, com velocidade

F(¢) = A, onde A é uma constante real. Por defini¢do, existe uma parti¢ao de [a, b],

a:t0<...<tm:b,

tal que ¢(r) é C* sobre cada [t;_1,t;]. Fixemos a partigdo acima e consideremos uma

variagao C*° por partes de ¢(t) dada pela aplicagdo H : (—¢,¢€) X [a,b] — M tal que

a. H é CY sobre (—¢,¢) X [a,b];
b. H é C* sobre cada regiao (—e¢,€) X [t;_1,t;],i=1,...,m;
c. c(t)=H(0,t),a <t <b,

O campo vetorial

;) OH
V() = Vit gl = (0.1

¢é chamado campo variacional de H.

O comprimento de ¢,(t) := H(u,t) é dado por

Llu) = /abF (eult)) dt = f;/tt F @i[(u,t)) dt

Observe que
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onde g;;(y) := %[Fﬂyiy;‘ (y) e

G(0) = 30" (Pl ~ [Fa(w)}. (16)
Seja
H@y:}N;wP{a+2G%@}é;uw (1.7)

k(t) é chamado curvatura geodésica de ¢ em t. Podemos expressar (1.5) sem os indices da

seguinte forma
£10) = A [ (5. V) e+ X gy (60, V) ~ g (). Vi) (19
+A7 ; {gc'(t;) (dﬁ)a V(ti)) — 8uth) (C'(tf)a V(tz‘))} ; (1.9)

onde A = F(¢(t)) é constante por hipétese.

Assumamos que ¢ tem comprimento minimo. Entdao L'(0) = 0, para quaisquer

variacao C'° por partes H de ¢ fixados os pontos inicial e final de c.

Primeiramente, consideremos qualquer variacao C*° por partes H de ¢ com
H(u,t;) = c(t;) (portanto, V(¢t;) =0),i=0,...,k. Por (1.8), temos

L0 =2 [ g (s V)dt=0.

Isto implica que
k(t) = 0.

Para quaisquer 1 < iy <k —1e v € Tyy, ), consideremos uma variagao C* por

partes H de ¢, tal que deixa fixo os pontos inicial e final de ¢ com
V(tm) =, H(U, tz) = C(ti), ? 7& io
Por (1.8), temos
£0) =\ {gé(%) (et v) - 8 ) (C'(ti_o),v)} = 0.

Concluimos que
. . o +
c(ti,) = c(tiy),
isto é, ¢ ¢ C' em cada t;. Em coordenadas locais, k = 0 é equivalente ao seguinte sistema

de equacoes diferenciais ordinarias,
& +2G(¢)=0, i=12,...n (1.10)

Por isso, ¢ deve ser C* em cada t;. Com isso, temos o seguinte resultado.
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Proposicao 1.3.1. Seja ¢ uma curva C'™ por partes com velocidade constante sobre uma
variedade de Finsler (M, F). Se ¢ é de comprimento minimo, entdo ¢ é uma curva C™

com curvatura geodésica nula (k= 0).

A Proposicao 1.3.1 motiva a seguinte definicao,

Defini¢dao 1.3.1. Uma curva C* numa variedade de Finsler (M, F') é chamada geodésica

se ela tem velocidade constante e sua curvatura geodésica ¢ nula.

As fungoes locais G*, chamadas coeficientes geodésicos, definidas em (1.6) podem

ser expressas como (ver [13])

G'(y) = ig”(y) {22‘?,5(?;) — %Cgf (y)}yjy'“- (1.11)
Usando
Bl =28 F, (Pt = 2 g 4 28R
obtemos
G'= Py + Q' (1.12)
onde Fagt | o
P = ;F , Q' = 59” {kayzyk - Fzz} .

Da definicao, os coeficientes geodésicos G* satisfazem a seguinte condicdo de

homogeneidade

G'(\y) = NG (y), A>0.

Campo de Vetores Paralelo

Sejam (M, F') uma variedade de Finsler, ¢ = ¢(¢) uma curva C* em M e U =

U (t) g

c(+) um campo vetorial ao longo de c. Defina

D:U(t) = {U(t) + U ()N} (c(t), ¢(t)) } 5 (0

onde N! := %% Podemos verificar que
J oyJ

Di(U + V)(t) = DU(t) + DV (t),
De(fU)(t) = f(Q)U(t) + f({t) DU (1)

Como DU (t) depende linearmente de U = U(t), D:U(t) é chamado derivada covariante
de U(t) ao longo de ¢(t).
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Um campo vetorial U = U(t) ao longo de ¢(t) é chamado de campo vetorial
linearmente paralelo se satisfaz a equacao DU (t) = 0, isto é,

U'(t) + U’ (t)NE (c(t), é(t)) = 0. (1.13)

J

E claro que, para qualquer ¢, no dominio, U depende linearmente do valor inicial U (to)-

Seja o = o(t) uma curva em M. Entdo o campo vetorial tangente U := ¢(t) é um
campo vetorial especial ao longo de o. Sendo G homogéneo positivo de grau 2, a equacao
(1.13) torna-se

F'(t) + 2G" (o(t),5(t)) = 0. (1.14)

Por isso, a curva o é uma geodésica se, e somente se, o campo vetorial tangente U = &(t)

¢ linearmente paralelo ao longo da curva o.

Observacao 1.3.1. Para campos vetoriais linearmente paralelos X = X (t) e Y = Y(¢)
ao longo de uma geodésica c(t), a expressao gew) (X(t),Y(t)) é constante, e para um
campo vetorial paralelo X = X (¢) ao longo de uma curva ¢, F(c(t), X(t)) é constante. A

demonstragao deste resultado pode ser encontrada em [13] pg. 73-74.

Duas métricas F' e I sobre uma variedade M sdo chamadas equivalentes afim
se elas tém as mesmas geodésicas como curva parametrizada, isto é, se o = o(t) é uma
geodésica de F, entdo é também uma geodésica de F e vice-versa. Sejam G = G'(x,y) e
G = @i(x,y), os coeficientes geodésicos de F e F, respectivamente, no mesmo sistema
candnico de coordenadas locais (z,y?) em T'M. Claramente, F e F sao equivalentes afim
se, e somente se,

Gi(z,y) = G (,y).

Seja ' uma métrica de Minkowski sobre um espaco vetorial. Entao F' é equivalente

afim a uma métrica Euclidiana.

Um resultado interessante e 1til é o seguinte,

Lema 1.3.1. Sejam (M, F') uma variedade de Finsler e F uma outra métrica de Finsler
sobre M tal que para qualquer campo vetorial paralelo U = U(t) com respeito a F ao longo

de qualquer curva ¢ = c(t) se tenha,
F (c(t),U(t)) = constante,

entio I ¢ equivalente afim a F.

Usando o conceito de campo de vetores paralelos ao longo de uma curva, podemos

definir o transporte paralelo.
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Defini¢ao 1.3.2. Seja ¢ = ¢(t), a < t < b, uma curva C* por partes de ¢(0) = p a
c(b) = q. Defina P, : T,M — T, M por

P.(u) :=U(b), ueTT,M,

onde U = U(t) é o campo vetorial paralelo ao longo de ¢ com U(a) = u. P, é chamado

transporte paralelo ao longo de c.

O transporte paralelo P. ¢ um difeomorfismo C* de T,,M\{0} sobre T,M\{0} e ¢

positivo homogéneo de grau 1,
P.(Au) = AP.(u), A>0,ueT,M.

No entanto, em geral P, nao ¢ linear.

1.4 Métricas de Berwald e Landsberg

Métricas de Berwald
De forma geral, os coeficientes geodésicos G* nao sdo quadraticos em y € T, M.

Definicao 1.4.1. Uma métrica de Finsler é chamada métrica de Berwald se para qualquer
sistema canonico de coordenadas locais (z*, y*), os coeficientes geodésicos G* sao quadréticos

em y € T, M, para todo = € M, ou seja, existem fungoes locais F;k sobre M tal que
i 1 i,k
G'(y) = SL(@)y’y"

No exemplo seguinte, veremos que toda métrica Riemanniana é de Berwald:

Exemplo 1.4.1. Seja F(z,y) = \/g;;y'y’ uma métrica Riemanniana sobre uma variedade
M. De (1.11) temos

, 1 . 9a. 9. .
G'(a,y) = 59" () {2 oo (@) — <x>} e (1.15)

onde (¢“(x)) := (gi;(z))*. Claramente, G* é quadratico em y € T, M. Logo F é uma

métrica de Berwald.

Existem muitas métricas de Berwald que nao sdo Riemannianas.

Exemplo 1.4.2. Considere a métrica de Randers F' = o+ 3 sobre uma variedade M, onde
a(z,y) = \Jaij(x)y'y! é Riemanniana e B(z,y) = b;(z)y" é uma 1-forma com ||5]|, < 1.
Como foi obtido no exemplo anterior, temos que os coeficientes geodésicos de o podem ser

exXpressos como

_ 1 .
G(z,y) =5 VAT
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onde f;k,(x) = f;;j (x) sdo fungoes locais de x € M. Defina b;; por
biyjda? = db; — b;T da*. (1.16)

Sejam 1 1
i =g (bz'lj + bjl%’) , 5= 5 (b“j - bj“) :

Os coeficientes geodésicos G* de F' sao dados por
G =G+ Py +Q

onde .
P = Ta {rijy"yj — 2abra’“psplyl}

Q' = aa sy’
Assumamos que 3 seja paralelo com respeito a «a, isto é, b;; = 0, entao
ri; = 0= s45.
Portanto, P = Q° = 0, o que implica
G =G,

Como os G* sao quadraticos em y € T, M para todo x € M, segue que F' = a + 3 é uma
métrica de Berwald. Neste caso as geodésicas de F' coincidem com as de o a menos de
uma reparametrizacao. Por outro lado, se F' é do tipo Berwald, entao b;; = 0. Ver [20]

para maiores detalhes.

-

E por isso que se uma métrica de Finsler é equivalente afim a uma métrica

Riemanniana, entao deve ser uma métrica de Berwald.

Proposicao 1.4.1. [16] Seja (M, F) uma variedade de Berwald. Para qualquer curva
reqular c(t) de p a g em M, o transporte paralelo P, é uma isometria linear entre (T,M, F,)

e (T,M, F,).

As métricas Riemannianas sao uma familia especial das métricas de Berwald. Na
verdade, métricas de Berwald sao quase Riemannianas, no sentido de que toda métrica
de Berwald é equivalente afim a uma métrica Riemanniana, isto é, que as geodésicas de

qualquer métrica de Berwald sdo geodésicas de alguma métrica Riemanniana [37].

Uma caracterizacao equivalente das métricas de Berwald e que foi assim como L.

Berwald definiu pela primeira vez (ver [5] [6]), é a seguinte:
Seja

oG

a(y) = W(Q); (1.17)



Capitulo 1. Preliminares 11

onde G' sdo os coeficientes geodésicos de F. Para um vetor tangente y € T, M\{0}, defina

B, : T,M ® T,M ® T,M — T, M, (1.18)
por
) Fok, 1 d
By(u, v,w) = Bjy(y)u'v'w 5 =la, (1.19)

_ 00
onde u = u'y5

homogeneidade de G implica

oy v = vV, e w = w2, By(u,v,w) é simétrico em u,v e w. A

By(y,v,w) = 0. (1.20)

Definicao 1.4.2. [31] A curvatura de Berwald de uma métrica de Finsler é definida como

um tensor, que em coordenadas locais é dado por:

B = Bi,dx) @ da* @ da' ® EeL

onde,

. G
gkl — ayjaykayl

e G sdo os coeficientes geodésicos de F.

Pode-se mostrar (ver [32]) que uma métrica de Finsler é de Berwald se, e somente

se, sua curvatura de Berwald é nula, pois

e
Jjk 3yjayk‘

De agora em diante diremos que uma métrica de Finsler ¢ de Berwald se, e somente

se, para todo indice i, 7, k,l e (x,y) € TM

PG

Dyogay (1.21)

onde G' sdo os coeficientes geodésicos de F' dados por (1.6) ou (1.12)

Métricas de Landsberg

Seja (M, F') uma variedade de Finsler. Para y € T, M, defina

L,(u,v,w) := ;gy (By(u,v,w),y) . (1.22)
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Em coordenadas locais,
Ly(u,v,w) = Lije(y)u'v’w", (1.23)
ondo = oy v =9 ey w = wh il

L _ Lm B! _ Lm PG 1.24
ijk(y) = §y gml<y> ijk(y) = §y gmz(y)m(y)- ( . )

L, é uma forma multilinear simétrica. Mostra-se facilmente de (1.20) e (1.22) que
Ly(y,v,w) =0. (1.25)

Definicao 1.1. L é dita Curvatura de Landsberg. Uma métrica de Finsler é dita métrica

de Landsberg se L = 0.

L. Berwald foi o primeiro a chamar as métricas com L = 0 de métricas de Landsberg
[6]. De (1.22) temos que se B = 0, entdo L = 0.

Portanto, as métricas de Berwald sao métricas de Landsberg.

Sendo [’ homogénea positiva de grau 1, temos que a expressao de L,y pode ser

melhorada como

1 .
Lin(y) = §FFyiB;'kl- (1.26)

Exemplo 1.4.3. Consideremos a métrica de Randers F' := « + (3, onde a(z,y) =

a;;(z)y'y? é uma métrica Riemanniana e 3(x,y) = b;(z)y’ é uma 1—forma sobre M. M.

Matsumoto, em [20], provou que F é uma métrica de Landsberg se, e somente se, ( é
paralelo com respeito a «. Isto é,

ob;

oxJ

—Ilb, =0,
onde I f'j sao os simbolos de Christoffel da métrica a.

Na geometria de Finsler existe um problema que ainda esta em aberto sobre as
métricas de Berwald e Landsberg: verificar se existe uma métrica de Landsberg que nao é
uma métrica de Berwald. Este problema foi chamado “problema do unicérnio” por D. Bao
e M. Matsumoto declarou que procurar tal uma métrica representa o proximo objetivo da
Geometria de Finsler [3]. Em 2008, Z. 1. Szabé afirmou que toda métrica de Landsberg é
do tipo Berwald [35]. Porém, existe um erro na demonstragao, pode-se consultar [36] e

[21] para mais detalhes.

E conhecido que as seguintes trés condi¢des sio equivalentes para uma métrica de
Randers F' = a + 3, (ver [20])

(a) F é métrica de Landsberg;
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(b) F é métrica de Berwald;

(c) B é paralelo com respeito a a.

Z. Shen mostrou que as métricas de Landsberg do tipo («, 5)—métricas sao também

métricas de Berwald [33].

1.5 Métricas de Douglas

A nogao de espagos de Douglas foi introduzida por S. Bacso e M. Matsumoto [2]
como uma generalizacao dos espagos de Berwald do ponto de vista das equagoes geodésicas.
Uma métrica de Finsler é chamada de métrica de Douglas se os coeficientes geodésicos
G' = G'(z,y) sao da seguinte forma:

G' = §T§-k(w)y”y'“ + O(z,y)y', (1.27)

onde Fék sao fungoes de x € M e P uma funcao de (x,y) € TM que satisfaz a seguinte

propriedade de homogeneidade

O(\y) = AO(y).

As métricas de Douglas formam uma familia muito rica, incluindo as métricas
Riemannianas e as métricas localmente projetivamente planas (métricas que tém linhas
retas como geodésicas). O estudo das métricas de Douglas enriquecem nosso entendimento

das métricas de Finsler ndo Riemannianas.

Seja
, o3 1 oG™ .
D' =— |G — ———y'|. 1.28
Ikl OyI Qyk oyt ( n+1 oy™ y ) ( )
Observe que a condigao (1.27) é satisfeita se, e somente se,
A 1 aam o
G' — ——y' =yl 1.29

para algum conjunto de fungdes 7%, (x). Além disso, (1.29) é satisfeita se, e somente se,
D'y = 0.

Por isso, as métricas de Douglas sdo também caracterizadas pela equagao D;’,, = 0. Por
exemplo, uma métrica de Randers F' = o + ( ¢ do tipo Douglas se, e somente se, 5 é uma

1-forma fechada [2]. Neste caso F' = a + [ tem as mesmas geodésicas que a.

De forma geral, considere-se a métrica de Finsler da forma

F=\/a?+ Kkp% +€f,
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onde k e € # 0 sao constantes. Claramente, F' = /a? + k3% + € é do tipo Douglas se,
e somente se, 3 ¢ fechado. Estes tipos de métricas motivam o seguinte Teorema, para

métricas (o, ) sobre um aberto de dimensao n > 3.

Teorema 1.5.1. [17] Seja F = a¢(s), s = B/a, uma («, ) métrica sobre um aberto

UCTR" (n>3), onde a = \Ja;j(x)y'y? e B = bi(x)y’ # 0. Defina b :=||f,||a e suponha

as sequintes condigoes:

(a) B nao é paralelo com respeito a métrica c,
(b) F ndo é do tipo Randers e

(¢) db# 0 em toda parte ou b = constante sobre U.

Entao F € do tipo Douglas sobre U se, e somente se, a fungao ¢ = ¢(s) satisfaz a sequinte

equacao diferencial ordindria:
{14 (51 ) 4 s} 67() = 1+ 2) 1005) — 9/ (5)} (130)
e a derivada covariante V3 = by;y'da? de B com respeito a o satisfaz a sequinte equagdo:
bij = 27 {(1+ rsab®)a; + (rab® + k3)bib; } (1.31)
onde T = 7(x) € uma fungao escalar sobre U e K1, ko € K3 sao constantes com (K1, ko) 7

(0,0).

A equagao (1.30) implica que S é uma 1-forma fechada. Existem muitas solugoes
elementares de (1.30). Por exemplo, as seguintes fungdes ¢ satisfazem (1.30) para algumas

constantes ;.

bp=1+s, o¢=1+es+s> (;5:(1—1—3)2,

1
¢ =14 es+sarctan(s), ¢=1+es+ 25" — 534,

onde € é constante.

As fungbes ¢ = e® +es e ¢ = 1/(1 — s) + €s nao satisfazem (1.30) para quaisquer
r;. Consequentemente, as (o, 5)—métricas definidas por estas fungoes sao métricas de

Douglas se, e somente se, 3 é paralela com respeito a «. [4] [41]

Observagao 1.5.1. O tensor de Douglas é projetivamente invariante, isto €, se duas

métricas de Finsler F' e F sdo projetivamente equivalentes

G =G + Py,
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onde P = P(x,y) é positivo y—homogéneo de grau 1, entao o tensor de Douglas de F' é
igual ao da F. Por isso, se uma métrica de Finsler é projetivamente equivalente a uma
métrica de Berwald, entao ela ¢ uma métrica de Douglas. Entretanto, existe o problema
de saber se toda métrica de Douglas é (localmente) projetivamente equivalente a uma

métrica de Berwald.

Exemplo 1.5.1. [18] A seguinte métrica de Finsler definida sobre a bola unitaria B" ¢ R™
¢ do tipo Douglas

Fla.y) \//f2<93,y >2 +€|y|2(1+C|w|2)+m<x,y>
:L’ pr—
4 1+ ¢lzf? 1+ Claf?

onde r =1/y/—(se ( <0er =+oose>0. F nao é Riemanniana (resp. localmente
projetiva flat), a ndo ser que k = 0 (resp. e + k2 = 0) .
A seguinte métrica nao é do tipo Randers em geral.

Exemplo 1.5.2. [28] A seguinte métrica de Finsler ¢ do tipo Douglas e tem curvatura

flag constante negativa

L[ = laP)lyP+ <oy > <ay >
Fa(xay): 1—|$"2 -

1 {5\/(1—€\xl2)\y12+€2 <z,y>2+¢e? <x,y>}

=3 1= 22

Note que F. é do tipo Randers se ¢ = 0, —1.

1.6 S—Curvatura

Existem duas importantes formas de volume na geometria de Finsler. Uma delas
é a chamada forma de volume Busemann-Hausdorff e a outra é chamada forma de
volume Holmes-Thompson. A forma de volume Busemann-Hausdorff dVgy é dada por
dVpu(z) = opp(x)dx, onde
Wn,

~ Vol{(y) € R[F(z,y'5) <1}

(TBH(Z‘)

e a forma de volume Holmes-Thompson dVyr é dada por dVyr(z) = ogr(x)dz, onde

opr(z) = S

det(g;;)dy.
Wy, /{<yi)eRnF<x,yf (9:5)

9
dx? )<1}

O operador Vol denota o volume Euclidiano e
1 1 ™
M,:\muB%n):;fmny%w::EVd@wﬂ)/ sin™2(1)dt
0

denota o volume Euclidiano da bola unitaria em R™.
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Proposicao 1.6.1. Seja F' = a¢(f,8/a) uma («, f)—métrica generalizada sobre uma

variedade M, n—dimensional. Sejam dV = dVgyg ou dVyr e

fo” sin™~2(t)dt

T sen™—2(t) ?
Jo streostnmdt

Ab) = (1.32)
Jo (sen™2(£))T (b cos(t))dt
foﬂ' sen™—2(t)dt ’

se dV = dVBH

se dV = dVHT,

onde T(s) := ¢(p — s¢2)" 2[(d — 5P2) + (b* — 5%)Paa]. Entdo a forma de volume dV é dada
por

dV = A(b)dV,,
onde dV, = y/det(a;;)dx denota a forma de volume Riemanniana de .

Considere o espago euclidiano R™, e a familia de formas de volume dy, = o(z)dz! ... dz"

sobre R", onde
oo =%l e>0.

dji. determina as conhecidas medidas de Gauss p.. Note que o, — 0 quando € — 0*. Para

um valor de € fixado, a taxa de decaimento da medida Gaussiana . em x é definida por

y' o
o(z) Ox

Se(y) == — () =2e<uz,y> yeT,R"=R"

A taxa de decaimento S, de p vai para co (na diregao radial) quando x — o0o. Podemos

estender a no¢ao de taxa de decaimento para variedades de Finsler.

Seja (F, M) uma variedade de Minkowski. Considere um sistema de coordenadas

locais (z°,y%) em TM, e sejam G' os coeficientes geodésicos de F.

Se F é uma norma de Minkowski, entao g;; := %[F Q]yiyj (y) depende de y e

or # y/det(gi;j(y)), em geral. Defina
det (g:;(y))

=In +—r---"——, 1.33
T n p— ( )

7 = 7(y) estd bem definido, e é chamado de distor¢io de F' [30], [32]. Observe que

0 [ln\/det(gjk(y))] :21 e (L.30

v oy or op” Oy

Uma métrica Euclidiana é caracterizada pelo seguinte lema.

Lema 1.6.1. [13] Para uma norma de Minkowski F sobre um espago vetorial V, as

sequintes condigoes sao equivalentes:
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(a) F é Euclidiana,
(b) T = constante,

(¢c) T=0.

Seja (M, F') uma variedade de Finsler. A distorgao é definida para a norma de
Minkowski sobre cada espago tangencial. Entao obtemos uma fungao escalar 7 = 7(x, y)
sobre TM\{0}, que também é chamada distor¢io de F. Entao F' é Riemanniana se, e

somente se, 7 = 0.

Mostraremos que sobre uma variedade de Berwald, a distorcao é constante ao
longo de qualquer geodésica, porém nao é constante sobre a variedade em geral. Por isso é
natural estudar a variacao da distor¢ao ao longo de geodésicas para variedades de Finsler

em geral.

Para um vetor y € T, M\{0}, seja ¢ = ¢(t) uma geodésica com ¢(0) = x e ¢(0) = y.
Defina

S(0) = (elt). (1)) oo (1.35)

S = S(x,y) é positiva y—homogénea de grau 1,
S(z, \y) = AS(z,y), A>0.

S é chamado de S—curvatura. Num sistema de coordenadas locais (z°,y'), seja dVp =
op(z)dz! ... dz" a forma de volume e G* = G*(z, y) os coeficientes geodésicos de F. Temos
de (1.15) que

—_— = — m T i - - . Z. 1
ay™ 29 oxt oy’ G (1.36)

Portanto, de (1.35) e (1.36), temos

;0T or
5=y dxi 28yi
1 lagml ; jkagjk ; 0
— _ m. 2 VA _ : 7 _ m 1
29 oxt oy’ G-y ox™ (Inor(z))
oG™ m O
= By (,y) —y e (Inop(z)). (1.37)

Proposicao 1.4.1 nos diz que toda variedade de Berwald é modelada sobre um tnico
espaco de Minkowski. Além disso, a geometria dos espagos tangentes nao muda ao longo
das geodésicas. Esta observacao leva a seguinte proposicao importante para uma métrica

de Berwald com respeito a forma de volume Busemann-Hausdorff dVpzy.

Proposicao 1.6.2. [30] [31] Para qualquer métrica de Berwald, a S—curvatura é nula.
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Demonstragdo. Fixemos um ponto arbitrario (x,y) € T My e seja ¢ = ¢(t) uma geodésica
com ¢(0) =z e ¢(0) = y. Seja {b;(t)} um referencial linearmente paralelo ao longo de ¢,

isto é, cada b;(t) é linearmente paralelo ao longo de c. Seja

Gij(t) := geqry (bs(t), by(t)) .

Pela Observagao 1.3.1, g;;(t) = constante. Por isso det (g;;(t)) = constante. Por outro
é

lado, para quaisquer (y°) € R™, o campo vetorial U = y'b;(t) é linearmente paralelo ao

longo de 0 e do Lema 1.3.1,
F (c(t),yibi(t)) = constante.
Assim o subconjunto convexo U; C R™ é independente de t,
Uy = {(y') € R"|F (c(t), y'bi(t)) < 1}.

Isto implica que o coeficiente da forma de volume dVy é constante,

B™(1
op(t) = W = constante.
Assim, a distor¢ao também é constante, isto é,
det 37 t
T (c(t),¢é(t)) =1n M = constante.
ar(o(t))
Logo, por (1.33) e (1.35), S = 0. O

A fungdo S foi originalmente definida por Z. Shen ([30] [29]) para variedades de

Finsler com a medida de Busemann-Hausdorff.

Uma métrica de Finsler F' é chamada de S— curvatura isotropica se

S = (n+1)cF.

De forma mais geral, F' tem S-curvatura quase isotrépica se
S =(n+1)(cF+n), (1.38)

onde ¢ = ¢(x) é uma funcio de x € M e n = n;(x)y’ é uma 1-forma fechada.

Observamos que, se os coeficientes geodésicos G¥(y) sdo quadraticos em y € T, M,

x € M, entao S torna-se uma 1-forma sobre M.

Pela definicao de S—curvatura, S(y) mede a taxa de variacao de (7, M, F,) na
direcao y € T, M.
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Exemplo 1.6.1. [32] Sejam 2 um dominio convexo em R" e a métrica de Funk definida
por

)
T+ € 002, e T,Q.
Fz,y) Y

Considerando a base ortonormal canoénico {e;}! ; para R", segue da defini¢ao que

Bl := {(y’) € R", F(z,y'e;) < 1} =0 —{z}.

Segue que o elemento de volume oy (z) é dado por

_ Vol(B" Vol(B")

o(x) = Vol(Br Vol(@) = constante

) _
)

Por outro lado o Teorema de Okada [25] para métricas de Funk (F,» = F'F,x) nos

d4 os coeficientes geodésicos G* de F' que sao dados por

G = SFy. (1.39)
Derivando (1.39), temos
oG™
oG™ +1 P
oy™ 2
Assim, segue de (1.37) que
n—+1
S = F.
2

Neste caso a S—curvatura é isotrépica constante, ja que a fungio c(z) = % em (1.38).

Exemplo 1.6.2. Considere a métrica de Randers F' = a + [ sobre uma variedade M,

onde a(y) = \/a;;y'y? é uma métrica Riemanniana e 3(y) = b;y* é uma 1-forma com

16la(o) = sup D03 = bty < 1.

yeET M

Em [10] X. Chen e Z. Shen mostraram que F' tem S—curvatura isotrépica, isto é, S =

(n+ 1)cF, se, e somente se, [ satisfaz a seguinte equagao:
Tij + bi/Uj + bjUi = 2C(Clij — bibj)7

onde

1 1 .
rij = 5(1)@” + bj|i)7 Uij = i(bz‘] — bj\i), vV = b]vji' (140)

Aqui b;); denotam os coeficientes da derivada covariante de 3 com respeito a a. Porém,
obter solucoes desta equagao ¢é dificil. Esta dificuldade sera superada se expressarmos a

métrica de Randers F' da seguinte forma

\/h(xu y)2 - [h(l‘, Wx)2h(x7 y)2_ <Y, Wx >g2c] . <, Wx >hn
1— h(x, W,)? 1= h(z, W,)?’

F =

(1.41)
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onde h(z,y) = y/hij(x)y'y/ é uma métrica Riemanniana, W é um campo vetorial sobre M
com h(z,W,) < 1 para todo x € M e <, > denota o produto interno definido por h. Em
[39], H. Xin, mostrou que F' tem S—curvatura isotropica S = (n + 1)cF se, e somente se,
W satisfaz

Wij + Wi = —4chij,

onde W; := hy; Wie W;.; denotam os coeficientes da derivada covariante de W' com respeito
a h. Neste mesmo espirito (isto é, com os dados de navegagao de Zermelo h e W), em
[12] X. Cheng e Z. Shen determinaram completamente a estrutura local de uma métrica
de Randers com S—curvatura isotropica e com curvatura flag escalar K = K (z,vy).

Consideremos as seguintes notagoes

_ j _ k,l i _ ih i i _ i, J
vo = vy, Yoo = VY'Y Vj = @ Upj, Vo = ij]7 Too = Tiy'y’ . (1.42)

onde 75, v;; € v; sao dados em (1.40).

Exemplo 1.6.3. Consideremos s = g e a métrica F' = a¢(s) chamada (a, f)—métrica,

os coeficientes geodésicos G de F sdo dados por
G =G + aQul + 6 {—2Qawy + 190} yg + U {—2Qavg + 1o} V', (1.43)

—i . L.
onde G denota os coeficientes geodésicos de o e

¢ Q-5 @

Q=55 O=Tat Y=g (1.44)
onde A =1+ sQ + (b* — s*)Q'. Seja
P = —(Q—sQ){nA+1+sQ}— (b* - s*)(1 +sQ)Q". (1.45)

Em [11] X. Cheng e Z. Shen obtiveram equagdes que caracterizam as («, 5) —métricas
com S—curvatura isotropica: Supondo ¢ # kiv/1 + kos? + k3s para quaisquer constantes
ki > 0,k e k3. Entao F tem S—curvatura isotrépica se, e somente se, ocorre um dos

seguintes itens,

(i) B satisfaz

e ¢ = ¢(s) satisfaz

Neste caso, S = 0.
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(ii) p satisfaz

Tij =€ {b2aij — bzb]} s Uj = O,
onde € = ¢(z) é uma fungio escalar, e ¢ = ¢(s) satisfaz
PA?

onde k é uma constante. Neste caso, S = (n + 1)cF com ¢ = ke.

(iii) B satisfaz

Neste caso, S = 0, independente da escolha de um ¢ particular.

Por outro lado, para o caso F' = kiv/a? + kof3? + k33, temos que F' tem S—curvatura

isotropica, S = (n + 1)cF se, e somente se, [ satisfaz

2¢(1 4 kob?)k?
Tij + T(’Uibj + Ujbi) = C( +k32 ) ! (aij — Tbibj) s

onde

Neste ultimo exemplo foram consideradas as formas de volume Busemann- Hausdorff

dVpy e de Holmes-Thompson dVyr dadas pela Proposicao 1.6.1.

Outra propriedade interessante da S-curvatura é que ela esté estreitamente relacio-

nada com a curvatura flag:

Teorema 1.6.3. [9] Seja F' uma métrica de Finsler com curvatura flag escalar sobre uma
variedade M. Suponha que a S—curvatura é quase isotropica, S = (n + 1)cF + 1, onde
c = c(x) é uma funcdo escalar e n = n;y* é uma 1-forma fechada, entdo a curvatura flag é
quase isotropica, e € dada por:

K _ 3Cymy™

+ o,

onde (™, y™) sdo coordenadas locais de TM e o = o(x) é uma fungdo escalar de M.

1.7 Métricas esfericamente Simétricas

Vamos denotar por M um subconjunto de R™ aberto, conexo e simétrico com
respeito a origem, isto é: M é uma bola aberta B(v) de raio v centrado na origem, ou a

regido anular B(vy)\ B(s), 11 > 15 > 0, ou R™.

Uma métrica de Finsler F' sobre M C R" é chamada esfericamente simétrica se

satisfaz,
F(Az, Ay) = F(z, y)



Capitulo 1. Preliminares 22

para todo x € M, y € T,M! e A € O(n). Zhou; Huang e Mo, obtiveram o seguinte
resultado, cuja demonstragao sera incluida por ser simples e o resultado serd fundamental

nos seguintes capitulos.

Lema 1.7.1. [42] [15] Uma métrica de Finsler F' sobre um espago M € R™ é esfericamente

simétrica se, e somente se, existe uma fungdo ¢ : I x J C R x R — R tal que

Fwﬁﬁzwwoﬂﬂﬂyﬁ,

i
onde (z,y) € TM? :=TM!\{0}.

Demonstrag¢do. Assuma que

F@wwﬂm¢0m<$W>)

]
para alguma funcio ¢ : [0,7) x R — R. E facil ver que
< Az, Ay >=< 2, AT Ay >=< x,y >

para x,y € R" e A € O(n). Em particular, temos |Ax| = |z| para x € R™. Assim,

< Az, Ay > <z,y>
FM%Aw=L%W<MM,Pwﬁ>=ww<MLyy>=F@w)

Por outro lado, suponha que F' é esfericamente simétrica. Denote a base ortonormal de

R" por eq,...,e,, onde

Para x # 0, denotemos

Entéo €; e €5 sdo vetores ortonormais em R". Isto mostra que existe A € O(n) tal que
A€1 = €1, AEQ = €9.
Observe que

Az = A(|z|er) = |z|Aer = |z|eq (1.46)
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= =097 Ar+

= —€1+ €9. (147)

Observe que se = = 0, entdao F(x,y) = ¥(|y|).

Aplicando a simetria de F, obtemos
F(z,y) = F (Az, Ay)

<,y > [z |y]?— < 2,y >2
=F (|x|el, y + \/ €9

€1
|| ||

<zy> ITPyP-<z,y>?
= F(|z],0,...,0, =Y ,\/| Flyl 0,....0
] ]

= (|2, <y >, [yl),

onde v : [0,7) x R? — R. Sendo F' positiva homogénea de grau 1 com respeito a y, temos

M (|z], < z,y >, |y]) = AF(2,y)
= F(z,\y)
= (|z], <z, y >, [\y|)
=y (Jz],A <z,y > Ny|),

para A € [0, +00). Em particular, temos

1 <z,y> <x,y >
L (o< 2y > lyl) = (|:c|,,1) - <|x|,> |
Y| Y| Y|

ondey € T,M!"\{0} e p: I xJ—R. O
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O seguinte resultado é um caso particular do que foi provado para (o, 5)—métricas
independentemente em [14], [24] e [40]. Incluiremos a demonstragdo apenas no caso

particular das métricas de Finsler esfericamente simétricas.

Denotaremos por ¢, e ¢ as derivadas parciais de ¢ com respeito a primeira e segunda

coordenadas de ¢(r, s) respectivamente.

Proposicao 1.7.1. Seja F' = |y|¢ (]x\, <Ty?>) uma métrica de Finsler esfericamente
1

simétrica sobre M C R". Sejam x',...,x" as coordenadas sobre R" e y = 3 y'd/0x;.

Entao os coeficientes geodésicos sao dados por

G’ = |y|Py + |y[*Qu", (1.48)
onde . 5 b + 56 < >
ot TPss — Pr T SPps o T,y
M s (1.49)
e
rgs + s Q
P = W — g |:S¢+ (7"2 — 32)¢5:| . (150)

Demonstragdo. De fato, vamos mostrar que (1.48) é equivalente a (1.12). Para isso

precisamos das seguintes derivadas parciais com respeito as coordenadas de y = (y):

yl
Fyl - qsi + |y|¢53yl

|yl
! syt o
S METITNR S A
|yl >yl
!
— oL _ L puf + pur! (1.51)
lyl -yl
onde usamos que s,; = —% + % De (1.51) temos que,
FFy = (6 = s66.) v + |yl ooz’ (1.52)
Agora vamos calcular as derivadas de F? com respeito a 7!
Lo
[F } — FF,
2 Yl

=y'¢® — 9o {sy’ — |y|z'}. (1.53)

Derivando novamente com respeito a 3/’
1 , syt af .
F2] = ¢25h + 2¢¢s {_ + } yl + (ng i+ ¢¢ssxl ’y‘xl — Syl
57, L T {0+ o0’} {le! ')
il

+ Qo {y|; — s,y — 55”} , (1.54)
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tendo em conta que |y|.s =< x,y > e multiplicando (1.54) por |y| e 2 e fazendo a

somatoria em 7, temos
) 1 2 2
el [37] = bloat+ 2o {2+
vy | ||

y
oo~ (24 )
wl " Tl
= [yl {&* + (6 + 60)(—s* +1%) } o'
b { B00.07 =) = S+ 00,02 = ) - oo L
= [yl {@* + (82 + 005,)(r* = 5°) } &' + {00, — 567 — 5004 } (r* = ")y

ﬁ+mw+meWﬂﬂ{fﬁm?

Y]

(1.55)
Também precisamos das derivadas de Fyr, Fyry
ok Y
r vl

Foeg = ¢7‘7+¢ +?J rs +¢858l7+¢87l_7 ; 1.57
v { Oy T sy T ey O~ )y (05D

para obter y*F. e Fo,iy",

kuxk = 7 {S¢T + r¢s} 5 (158)

l

k_ vl \y! Y y'
kayly = {8Qr1— + ¢S|y| T |y| 3¢7°83y | + S|y|¢sss 1+ ¢S(m - 7)

|| |y| | ]
={@Q+¢}y+m{%%ﬂ+m@% . (1.59)
Temos entdo, de (1.59) e (1.56) que
(5 [kaylyk - Fxl} = 5; [¢T - S¢rs - T¢ss] [Syl - |?/|flfl]a (16())

e de (1.52) temos ainda

1
——[so+ (= )| FF = —[s6 + (1 = %)l [0y’ — 5o + [y|6.2]

¢
= _[¢ - S¢S][3¢ + (TQ - 52)¢S]yl + |y|¢8[3¢ + (TQ - 52)¢8]'
(1.61)
Observe que s6 precisamos mostrar o seguinte,
_i { ¢ + (7”2 - S2)¢S:| gllyz + |y|ngll’z = Zﬁ {kaylyk - Fxl} . (162)
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Segue da identidade FF, = gyy', e de somar (1.55) e (1.61), que

ugl,-a:i—qu {s¢+(r2—32)¢8} FF, =y [qbQ + (@2 4 s ) (1? — 5%) — ps(50 + (1 — sz)qﬁs)} 7!
+ [(¢¢S_S¢§_S¢¢ss)(r2_82> - (Sgb + (r2_82)¢s)(¢ - Sqﬁs)} yl

= [yl [0 + (" = 5°)965s — 566, | 2!
— [5(5% = 57)ddus + 56(¢ — 564)| ¢/

= [6— sds + (r? = 57)6us| (ua’ — s). (1.63)

Por outro lado, dividindo (1.60) por @, temos
Lo
Q2
Igualando (1.63) com (1.64) obtemos (1.62) o que finaliza a demonstragao. O

(Foryty® = Fa| = =6 [¢ = s¢a + (1 = 8%)us| (53 = Jyl2"). (1.64)

C.Yu e H. Zhu, [40] deram as condigoes necessarias e suficientes para que uma

(cr, B)—métrica generalizada seja uma métrica de Finsler (ver Proposi¢do 1.2.2). Em

<z, y>
|yl

particular considerando F(z,y) = |y|é(|z|, ), temos que F' é uma métrica de Finsler

se, e somente se, a fungao ¢ > 0 satisfaz:

B(s) — 5¢5(8) + (r* — 8%)¢ss(s) > 0, quando n > 2, (1.65)

com a condig¢ao adicional

o(s) — sps(s) >0, quando n > 3. (1.66)

1.8 Equacao de Transporte

Nesta se¢ao, vamos dar nogoes da equacao de transporte e o método de solugao

que serd utilizado neste trabalho.

Seja ¢ = 1(r, s) uma fungao diferencidvel, a seguinte equagao é chamada equacdo
de transporte

Ur(r,s) + v(r, $)s(r,s) =T(r, s,¥(r, s)), (1.67)

onde v(r,s) e T(r,s,1(r, s)) sao diferencidveis. Observe que esta equacao pode ser escrita
como ¥ - grady = P, onde v = (1,v) e grad ¢ = (¢, 1s).

Isto motiva a seguinte interpretacao geométrica: estamos procurando uma superficie
z = 1(r, s) cuja derivada direcional com respeito ao vetor v é T'(r, s,1). Esta interpretagao

geométrica é a base para o seguinte método de resolucao de (1.67).
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As curvas (r, X (7)) no plano (r, s) que sao tangentes ao campo vetorial (1,v) sao

chamadas curvas caracteristicas.
Dessa defini¢ao podemos dizer que a curva caracteristica que passa por (7, s) = (79, ¢)
¢é o grafico da funcao X que satisfaz a equagao diferencial ordinaria:

dX
— = v X(r), (1.68)
com a condigdo inicial X (rg) = c.

Denotemos o valor de 1, ao longo da curva caracteristica (r, X(r)), por ¥U(r) =
(r, X(r)), entdo temos

. or 9s dr

Por isso, o valor de ¥ ao longo da curva caracteristica estd determinado pela seguinte

dy_ 00 00dX =T (1.69)

equagao diferencial ordinaria:
V' =T(r, X(r),¥(r)). (1.70)

A equacao (1.70), com valor inicial W(ry) = 1,,(c) determina o valor de 1) ao longo

da curva caracteristica que intercepta o eixo (1o, s) em (7o, ¢), pois

W(ro) =9 (ro, X(ro)) = ¥ (ro, c) = tr,(c).

A superficie z = ¢(r, s) é a cole¢do (o recobrimento) das curvas obtidas fazendo ¢ assumir

todos os valores reais.
Exemplo 1.8.1. Considere a equagao diferencial parcial:
Up + SUs = —U. (1.71)

A equacao diferencial ordindria caracteristica ¢ S” = S. A solucao desta equacao satisfazendo

a condigdo inicial S(0) = k é S = ke”. Entao a curva caracteristica que intercepta o eixo x

T

no ponto (k,0) é dada por k = se™".

A equagao diferencial ordinaria que descreve o valor de uw ao longo da curva

caracteristica é

U= -U.

A solucao desta equagao satisfazendo a condigdo inicial U(0) = ug(k) é

U(r) = up(k)e™".

Finalmente obtemos a solugao geral de (1.71):

u(r,s) = up(se e "
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Os seguintes lemas sao aplicagoes das curvas caracteristicas, os quais serao de muita

importancia nos resultados dos capitulos subsequentes.
Lema 1.8.1. Sejam f = f(r) e g = g(r) fungoes, tais que as sequintes expressoes
/27"(29 + 72 f)dr e /27"fef 2rQgr2)dr gy (1.72)

estejam bem definidas. Entdo

(1= (= %) (29 + 8 F)| 10u(r, 8) + s (r,5) = 0 (1.73)
¢ equivalente a
b(r,s) =n(e(r,s))), (1.74)
onde n € qualquer funcao diferencidvel, e
r? — s?

(1.75)

gO(T, 8> - (7,2 _ 82) [ 27“f€f 2r(2g+r2f)dr g ef 2r(2g-+r2f)dr’

Demonstragdo. Para s # 0, observe que (1.73) é equivalente a seguinte equagao de

transporte
r +v(r, 8)1s = 0, (1.76)
Y(ro, s) = Ury(s), (1.77)
onde
u(r, s) = g [1— (2 = A)(29(r) + f(r)s?)] . (1.78)

Consideremos a curva caracteristica (r, X(r)) desta equagao. Primeiro resolveremos a

equagao dada por (1.68) que torna-se,

X'(1) = 5 [1= 02 = X200 2g0) + £()X30)] (1.79)
podendo ser reescrito como
2X(r)X'(r) = 2r = 2r(X*(r) — r*)(29(r) + f(r)X*(r)). (1.80)

Defina-se ¢(r) = X?(r) — r?, assim a tiltima expressao (1.80) pode ser vista como
¢ =2r(29 +r*f)s + 2rf<? (1.81)

que é uma equagcao do tipo Ricatti, que tem como solucao geral

ef 2r(2g+r2 f)dr
= R. 1.82
) co — [ 2rfel 2r@ate*Ndr gy’ e (182)
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Entéo, a solugao da equagao (1.79) com a condicao inicial X (rg) = ¢ é dada por:

ef"“o 2r(2g+r2 f)dr

f 2r(2g+r2f)dr , ’ (183)

— Jn, 2rfe dr

que é equivalente a

— Jro 27’fef’“0 2r(2g+r2)dr

X2(r) — p2)L — 02—7’
(X5(r) =) oo 2r@ar ’

e que pode ser melhorada por

1 s 72 T T r2 T
- / 27’f€f*02 Gorr D (X2 (r) — r2)_1efr02 (2g+rf)d
’1"8 ro

Assim, para r2 — 52 > 0, a curva caracteristica que intersecta o eixo (10, $) no ponto

(ro, ) estda determinada por

f 2r(2g+r2 f)dr -1

2 £)d e’ro
c = 7’ + /2frfe r02r2g+7’ f) TdT’—

r2 _ g2

r2 _ g2

(12 — ) f, 21 feln O gy (ot

A equagao (1.70) torna-se
v'(r) =0, (1.84)
com condicao inicial W(rg) = 1,,(c), que tem como solugio geral
U =ty (c).
Assim, a solucao geral do problema de valor inicial (1.76)-(1.77) é dada por

r2 _ g2

1.85
(12 = 52) J,, 20 felo OO gy o[ 2ryrrnpyin )

1&(7‘, S) = Y, T(% +

Note que, ¢ dada por (1.75) é uma solugao da equacao (1.73). Portanto, qualquer fungao
diferenciavel n de (1.75) é a solugao geral da equacao (1.73). O

Lema 1.8.2. Dados f = f(r), g = g(r) e L(r) fungoes diferencidveis, entao
1= (= )29+ 8 1) 10 (r, 8) + s (r, 5) + sL(r)e = 0 (1.86)

¢ equivalente a

W(r,s) = e S EOI(o(r, 5))). (1.87)

onde n é qualquer fungao diferencidvel ¢ definida em (1.75).
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Demonstracgao. Pelo Lema 1.8.1
efL(r)drw = 77(90<T7 8))7
é equivalente a

(1= (2 = )29+ 80| r (e ", 5)) +5 (e HOTy(r,5)) =0,
isto é,

el Edr {SL(TW(T, s) + {1 — (1 — s%)(29 + SQf)] ris(r, s) + sun(r, S)} = 0.

Multiplicando por e~ J L™ ghtemos o resultado. O
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2 METRICAS DE DOUGLAS

Exemplos e resultados interessantes de métricas de Douglas podem ser vistos em
8], [17], [18], [28], [34] e [38]. No presente capitulo obteremos todas as métricas de Finsler
esfericamente simétricas do tipo Douglas e apresentaremos novos exemplos de familias de
tais métricas. No entanto, nos capitulos seguintes serao apresentados mais exemplos com

a condicao adicional da S—curvatura ser nula.

2.1 Meétricas de Douglas Esfericamente Simétricas

Antes de mostrar os teoremas principais desta se¢do (Teoremas 2.2.1 e 2.2.2) precisa-

mos mostrar os lemas a seguir. Para os quais requeremos as seguintes notacoes e identidades.

Sejam duas fungoes U = U(y) e V = V (y), definidas sobre R™. Para simplificar os
calculos, os indices inferiores representam as derivadas parciais em g, isto é, denotaremos

por U;, Usj, Uij, - . . as derivadas parciais em relagao a y', y'y, y'y/y", . . ., respectivamente.
Também faremos uso das seguintes notagoes:

j? indica permutagao dos indices j e k,

__>

jkl indica permutagao dos indices j, k, [ na ordem jkl, klj, ljk.
Assim, por exemplo, obtemos a terceira derivada com respeito a y/y*y' do produto de
duas fungoes U(y) e V(y) :

(UV)ij = U3V +UV)),,

= jle + Ujk‘/i + UﬂVk + Uijl + Ukl‘/} + Uijl + Ul‘/}k + Uijl

= UV + (Uj‘/}gl)m + (U]kVZ)m + UjnV. (21)
< >
Sejam u = |y|, s = x’,? e T :=T(s) uma funcao de s, entao:
Y

(T); = Tss;, (2.2)
(T) ;1 = Tsssjsr + Tssi, (2.3)

(T)jkl = Tyss8;SkS1 + Tss (Sjus1 + SkSj1) + TssSiSik + TsSjm
- Tssssjsksl + Tss (Sjksl)m + Tssjk:l) (24>

onde os {ndices inferiores de s; e sy, indicam derivagdo com respeito a y7 e y*y' respectiva-
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mente. Agora calculemos as derivadas de u = |y|

yj
Uj = ;,
vyt 6
Uik = ud w’
3y yFey! (Z/j‘;fC + 4o + yléi)
Uikl = = 5 w3
3y7y"y' (v'o) 7
w w3

(1) - 15yyy + 3(y"*d15) + 305ky" + 30y’
ko u’ ud

3 . 5
== {(yjakl)ﬁ — 'y

gkl
<zy>
Temos ainda as derivadas de s = ‘3’/
Yy
B syl al
BEE Yy
_ Loy
U w |’
1 13s . . xhyd + 2iyP
e [” IR |

(2.5)

(2.6)

(2.7)

(2.8)

(2.9)

(2.10)

(2.11)

(2.12)

(2.13)



Capitulo 2. Métricas de Douglas 33

Logo, de (2.11)-(2.13) temos

1 ik S ik k. j 5 ik
Sjsk = 3 lxjx —E<x]y +z y]>+ﬁy]y ) (2.14)
_1_jklsjkl s? Gkl ngkl 2.15
sjsust = — |alafal — = (alahy') b = (YY) o = Sy (2.15)
1 [3s , . n 38 ., LSt
Sjksl=$_@$yjy — G VY S0+ 0y
kg o gk
x +x S : )
—%xl + E(:ﬁky] + a:]yk)yl] . (2.16)

Agora podemos mostrar a seguinte Proposicao.

Proposigao 2.1.1. Seja F = |y|¢ <| l, (. m >> uma métrica esfericamente simétrica

sobre M C R". Entao a curvatura de Douglas de F' é dada por

D'y = iRss ((ﬁxkxl)ﬁ + 1 (R — sRy) (5§6kl)_>

ki
S i( 1k
_@Rss(é zFy —i—xy))yl
S

- ?Rssy ( jk‘x) i (Qs 3@33) ( jkxl).—>

Jkl

+ u13 (s*Ras + sR. — R) (5§ykyl)j_k?

Res + 5B — R) v’ (91)) (2.17)

(s 5
(3R = 3sR, — 65*Rus — 5 Russ) 'y
(+*R

. . 1 o
2 ? Jo kol i,k
S 858 +38Rss) Yy (y Y ZL’)? + qusssy T x

G
(Ros + sRuse) y' (y/2"0") o
( Qsss +5Qss — Q )xl( )
- EQSSSOE’ (a7ay¥) o + stsw gty
T (5°Qu - 5Q) o ( Jky)

+ u14 (35Qs — 35°Qus — 5°Quss) 2y,

onde Q) € dado por (1.49) e

\H@w\H:%\H:m\H:W\H

1

Ri= - 25Q + (r* = s%)Q.] . (2.18)
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Demonstragdo. Seja P(r,s) a funcao dada por (1.50) da Proposigao 1.7.1. Tendo em
conta que |y|P(r,s) é homogénea de grau 1 com respeito a y segue do teorema de

Euler(Teoremal.1.1) que

3O 5

—i—ZuP (n+ 1L)uP,

i=1 yZ
onde u = |y|. Agora procedemos ao célculo de » St onde os G sao dadas por (1.48).
i—1 9Y
Tendo em conta que
; <z,y>, s2  r?
S0 = | ——— 05— Y + 7 x————f——
|yl ]
e
uu,r' = us,
temos
" 86” , ,
Z (n+ DuP + Z { ngia:Z + 2uuyiQxZ}
= =1
=ul(n+1)P+25Q + (r* - s7)Qs| . (2.19)
Logo,
, 1 oG™ , , , u . 2su ,
G — = uPvt 2 P uPyt — . 2 2\, %
( n+1zay ) uPy' +wQa’ —uPy' — 2 Qu(r" — sy — QY
= uRy" + u*Qx’, (2.20)
onde R é dado por (2.18).
Portanto a curvatura de Douglas, definida por (1.28), é dada por
D, = ——F—— (uRy !
M= oy 0y (u y +u Qx)
o3 ) 3 9 )
= gty ") * Ggagay (V). (221

Primeiramente calcularemos as derivadas envolvendo R em (2.21) usando (2.1) e também

as expressoes (2.5)-(2.7).

(UR)]M = ujp R+ (Uijl)ﬁ +uljy
— 3yjyk kck yjyk 5k
_[ u® u3< 5) R+ u3 Rssi _k?+
J

yj
-+ <u [Rsssksl + Rsslk]>

. +u (Rsssjsksl + Ry, (sjksl)m + Rssjkl) ,
ki
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usando (2.11)-(2.16),

. Yok ) 5E iyt !
(ul) ;= WYY ( l>]kl R+ (l vy ] s [xl - sy1>
u

ud us u u’ ul) 3
Y s(alyk +aky 3s aFyl oty
+ <3 [Rss<xkxl—()+ ka l) +R; <2ylyk — sélk—g
Rsss gkl S ikl 5” gk, 5° gkl
B ot e ) G )
R (3s 352 52 aFyl 4 aiyF Pyl 4 alyF
+ — ( alyiyt — 3 yjylyk—séjkxl+—5jkyl—7xl+sy172

R
T

3yry! : 3s (/. 5ylyFy!
(25 o)) (=) |

Por outro lado, usando novamente (2.11)-(2.16),

(UR)]k = Uij + (uJRk)z + uRjk

oy R,
=R [u - yy{,{} +— (y 8k>7€ + u (Rsss;sk + Rssji)

Afh- 2] 2 (-2)1)

Ry | . s sxkyl  §?

+ " [xjmk—ux]yk— A 2yy ]
Ry |3s akyl + 17

g [ngyk s yy] |
u |u u

Com isto, podemos obter:

9® (uRy")

apayoy ~ Ry (g

[1 {37“3/ y'y 5B (04" o + 8 Ras (8741) 4 3R (v'') o

ud Jkl
—5*Ressy’y"y' — 35" Ry (y Yy )—> - 158Rsyjykyl}
b R () g s () 3 - s ()
= Ry (2" + 2"y )y ) o+ 8 Ross (27919 3 4 35 Ras (a9 ) o

o () 0 )

J l
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+ u13 {—R (yjfszk)j—pd — shR; (yl5j)—> + Rss ( jxkﬁl)] — (5kzy )3_1&
g PR ) ()

+38R ( j(Sm) kl}
+ ul2 {Rs (5% )—> + Rygsx?a*a! — sR,, (5gka: )_k} R (5klxj>m}:| y'
+ u15 {—R (5}y]y )fkl —sR, <(y"yk)ﬁ 61)7]& + $?Ry, (y@%j)m
+3sR; (yjyk&)]_k;}

() = o () 0) () ) o
L {r )H+R (25 5 = 3B (83000) 3}

= 55 {BR = 3R, — 65*Ryy — 5° Russ | vy 3y
+ u14 {35Ras + 8 Raws} (2799 b - :3 {sReus} (272'") Y
n i S {~R+sR.+ 5*R..} (5]‘5,@0% y' — i - {Ras} (:vjwky’)m y'
——{SR }( ]k:p)ﬁy +— R alghaly
) o (s + o () )
+ ; (2R, — sR,, — 2R,} ((x V)4 55)%

i i {(R — sR,) (5jk5[i)j_k7 + R, (:z:ka(slz)m} .

Simplificando a expressao anterior temos,

O’ (uly') 1 {Rss (xixkdf)ﬁ + (R — sR,) (5jk5zi)-_’}

Dyioy oy u K
— 852 {(6]k$y)—>+ (( W)z@)m}
+ ul3 {—R + sR, + SQRSS} (yjykél’)ﬁ:l (2.22)
+ 133 {—R +sR, + ngss} Yy (@kyl)ﬁ;l
+ 13 {BR 3sR, — 65’Rys — $°Rys }y vy + —S2al bty
+%{3R + SR }(xjyy) y
+7jg{ R — sR }(x]a: )—>y
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Voltando para (2.21), agora calculamos as derivadas envolvendo @ = Q(r, s). Segue de

(2.1) a (2.16) que
(U2Q>jkl = (Uile)m + <U§le>ﬁ§ + U Q)

—

2Qs (315jk)j‘k§ + 2Qss (yj3k51>j—>m +2Qs (yj3k1>jkl

+ U2 [stssjsksl + st (Sjksl)j—kf + stjkl}

k
S
_2QS <<_ le
2 s zkal + o :
© (( 2yy—85k1——( y>>yj>
u JkL

T2
sts jokl S gl k 82 gk, 1
- $$$—E<$$y>m+$($yy)m—$yyy

_|_

—

20Q) s s 52 4
) 5. > Q2 ((xkxl . 7(xkyl _'_xlyk) i 2ylyk> yg>

ki

Qss (3s 38 52 aFyl  2lyk
Tyt — Y — sl O 0 -
u \u? u u
S kg ikl
+— J + J )
@y +alyt)z -
< 3yFeyt , 3s , 51’
—i—g << y2y ):L']> +<(yj5kl).—>_ yy2 )
U U i U gkl U

bal — 5Qus (190 s (xj(s’“’>j_k?]

|:2Qs ( jkx )—> + stsxj
Ssts (x]xkyl)m

L1 [—QSQS (v'o5x) = 20 (y/ate ) —25Q (v’ 5kl>

+S2st <yj5kl)m - st ((.T y] + $]yk)$l>]—>m + 35@3 (yjékl)]—k;]
(m Y+ atyF)y )—>+s Qsss (xjy y)m

o [-450u, (#yPy) - — 20,
((a*y? + 27y )y)  +3Q (27y" l)jl

+33st (mj >m ‘I’ SQSS
+65Qs (179"

LRPE: ikl
4 {28 st (yy y)‘k_i
— 155Q,y’ yky’} :

_83stsy vy 332@55 (yjykyl>]—>kl

Logo,
(1°Q) o = (@~ sQu)a (a'55)
+ ;< *Quss + 5Qus = Qo' (74y') o
+ (5Qus = Qu)a’ (o) 3y — Qe (2/a'y") ] (2.23)

I : .
+ 7[ 3stsx]xkxl + 8<3Qs - 35@55 - SQQSS.S)yjy Yy ]
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Segue de (2.22) e de (2.23) que vale (2.17). O

A Proposicao 2.1.1 sugere a seguinte Proposigao.

Proposicao 2.1.2. Seja F' = |y|¢ (|x|, <”Ty‘y>) uma métrica de Finsler esfericamente

simétrica sobre M7 C R". Entao F' tem curvatura de Douglas nula se, e somente se,

Qs — sQss = 0, (2.24)

onde Q) e s sao dadas por (1.49), isto é, Q(r,s) tem a forma

1
Q(r,s) = 5f(?"):sz + g(r), (2.25)
onde f e g sao funcoes diferencidveis de r € I C R.

Demonstragdo. Suponha que F = |y|¢ (|3;|7 <9TvyT/>

D'y = 0. Considere j = k = [ = 1, isto nos d4 em (1.49)

) é uma métrica de Douglas, entao

2Rss(a:i)2 + §(R — sR,) + 2 (Qs — 5Qss) (2)* + C21‘235(:6")4 =0 (mod y").

u

Sendo R e () homogéneas de grau zero em y e sendo valida a igualdade acima para todo

x € M podemos afirmar que,

R—sR, =0, (2.26)
e
Rss + Qs - SQSS = 07 sts =0. (227>
Derivando (2.26) em relagao a s
Q(R—SR)_R —sRsys — R
88 S - S SS S
obtemos
R,, = 0. (2.28)

Substituindo (2.28) na primeira identidade de (2.27), temos (2.24). Derivando (2.24) em
relacdo a s temos Q4s = 0. Reciprocamente, suponha que F' satisfaz (2.24). De (2.24)
temos que Qsss = 0 e Q = Q(r, s) é dado por (2.25). De (2.18) temos que

R= —%_H[Qg(r) L2 ()] == c(r)s. (2.29)

Usando (2.25) e (2.29), temos de (2.20) que
Gi_%ﬂ j%yi _ uRyi+y2Qxi | |
ue(r)sy’ + 5(us)?f(r)z’ + g(r)a’|y[
= o)z, )y + 5 f )z, y)%a" + g(r)a’lyl.
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Por isso podemos ver que
; 1 oG7
G' - P
n+1% oy’

é quadratico em y = 1’ % »- Usando isto na definigao de curvatura de Douglas (equagao

(1.28)), temos que F = |y|¢ (]1:\, <x|yT’>) tem curvatura de Douglas nula.

Assim, acabamos de mostrar que (2.24) é condigao necessaria e suficiente para que

a curvatura de Douglas de F' seja nula. 0
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2.2 Caracterizacao das Métricas de Douglas Esfericamente Simé-

tricas

Agora podemos enunciar o seguinte teorema de caracterizagdo das métricas de

Douglas esfericamente simétricas

Teorema 2.2.1. Uma métrica de Finsler esfericamente simétrica F(z,y) = |y|¢o(r, s)

sobre M € R™ € do tipo Douglas se, e somente se, ¢ > 0 satisfaz
(12 = $%)(20 + £5%) = 1] 160 — 560s + 6, +7(29 + F57)(6 — 565) =0, (2.30)
para fungoes f = f(r) e g = g(r) diferencidveis, onde

(z, y)

ro=|x|, s:=-—""".
Y]

Demonstragdo. A prova segue diretamente da Proposicao 2.1.2. De fato, da definicao de
@ que foi dado em (1.49) e a identidade (2.25) temos

1 Qbss - ¢r + ngs 1
2r ¢ —qubs + (r? —882)¢Ss =9+ §Szf<r)'

Multiplicando ambos os lados por 2r(¢ — s¢, + (r? — s%)dss),

Phss = O + 565 = 1(29(r) + 8* f(r))(¢ — s5) + (1 — 57)(29(r) + [ (1)) bss.

O

Como uma consequéncia imediata deste teorema, considerando f = ¢ = 0 em (2.30), temos

o seguinte resultado obtido por Huang e Mo (ver [15] Teorema 1.1).

Corolario 2.2.1. Seja F = |y|¢ <|m|, <“"|:y?>) uma métrica de Finsler esfericamente simé-
trica sobre B"(v). Entao F = F(x, y) € projetivamente plana se, e somente se, ¢ = ¢(r, )

satisfaz
S¢rs + rgbss - ¢r = 0.

Embora a equagao (2.30) seja de segunda ordem, afortunadamente, é possivel

integra-la sob certas hipoteses.

Sejam f(r) e g(r) fungdes diferencidveis tais que as seguintes expressoes estejam
bem definidas.

/270(29 + 1 f)dr e /2rfef 2rQotr® f)dr gy (2.31)
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Adicionalmente, precisamos definir a seguinte fun¢ao auxiliar

r2 _ g2
(r2 — s2) [ 27“fef 2r(2g+r2f)dr g, ef 2r(2g+r2 f)dr

o(r,s) = (2.32)

Observagao 2.2.1. Observe que 7?(z) — s*(z,y) = |z|>(1 — cos?#) > 0, onde 0 é o angulo
euclidiano entre x e y. Por isso, r*(x) — s?(x,y) > 0, sempre que z # 0 e y nao é multiplo de
x. Além de isso, s # 0 para y nio ortogonal a z. Como o Teorema 2.2.2 requer 72 — s2 > 0
e s # 0, entdo o dominio da métrica de Douglas esfericamente simétrica pode ser a regiao
anular. Além disso, devido ao fato de que a fungao n(yp) é arbitraria (sempre que tenha
sentido (2.33) ), pode-se obter uma funcao ¢, tal que a métrica esteja definida sobre
B"(v) € R™ ou também sobre R" (ver Corolarios 2.3.1, 2.3.2 e 2.3.3).

Teorema 2.2.2. Sejam f(r) e g(r) fungoes diferencidveis de r € I C R tal que as
condigoes em (2.31) sio satisfeitas. Entdo a solugio geral de (2.30), quando r* —s* >0 e

s # 0 € dada por
o(r,8) = s (h(r) - st) , (2.33)

$24/72 _ 52
onde ¢ € dada por (2.32), h e n sao fungoes diferencidveis de r e p, respectivamente.

Qualquer métrica de Douglas esfericamente simétrica sobre M € R™ € dada por

F(x,y) =<uz,y > (h(r) — SZE?%CLS) , (2.34)

onde ¢ € da forma (2.32) e n satisfaz

_ 2 __ 28
Vs Ha—” >0, sen>2, (2.35)
S S

com a condicdo adicional
n

ﬁ > 0, sen > 3. (236)

Demonstracao.
Como 12 — 52 > 0 e s # 0, a equagao (2.30) é equivalente a:

[1 — (r* = s%)(2¢9(r) + f(r)sz)} ris(r, s) + si(r,s) =0, (2.37)

onde

Y= (¢ — sps)Vr? — s (2.38)
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De fato, de (2.38) temos

Vr = (¢ — 8¢5)r V12 — 52 + (¢ — Sng)\/ﬁrfsza

S
2 _

¢s = (¢ - S¢s)s Vv r? — 5% — (gb - qus)ﬁ

= _Sgbss \% T2 - 82 - ((b - qus)\/ﬁa

substituindo estas duas ultimas igualdades em (2.37) temos,
0= 1= (r2 = s2)(2 2 — 805 VT2 — §2 — (¢ — S0 5
1 (2 = ) 2g(r) + f()s >}r{ V= (0= 360) s

r2 —s

+s {(¢ — 505), VT2 — 52+ (¢ — Scbs)”}

= [1 — (r* — s%)(2g(r) + f(r)sz)} r {—qussv 72— 52}
+ V12— s2(2(r)g + f(r)s*)rs(¢p — sés) + sVr2 — s2(¢ — 5¢5),,
finalmente fatorando sv/r? — s? concluimos que (2.30) e (2.37) s@o equivalentes. Logo, é
suficiente achar a solugao geral da equagao (2.37).

Assim, do Lema 1.8.1 temos que 9 (r, s) = n(y), para alguma funcao n de ¢ definida
em (2.32). Podemos concluir entao de (2.38) que

r2 _ g2
¢ — sps =1 ( )dr) IVIE—s2. (2.39)

(7"2 _ 82) f QTfef 2r(2g+r2f)drdr _ ef 2r(2g+r2 f

¢— S¢s = _32 <¢> 5
§ S

portanto, (2.33) é a solugao geral de (2.30).

Observe que

Agora, verificaremos as condigoes (1.65) e (1.66), para que I seja uma métrica de

Finsler. Derivando ¢, definido em (2.32), em relagao a s temos:
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—2s ((7‘2 — ) [ 2Tf€f 2r(2gtrifdr gy o f 2T(29+T2f)dr) + (r* — s%) (25 J 27”f€f 2T(29+T2f)drdr)

Ps = ((7’2 — 32) f 27“fef 2r(2g+T2f)drdT . ef 2T(29+r2f)dr)

286f 2r(2g+r2f)dr

((7"2 . 82) f 2Tf€f 2r(2g+r2f)drd,r . ef 2r(29+r2f)dr)2

28€f 2r(2g+r2 f)dr

(7"2 _ 52)2 -

Agora, derivando a igualdade (2.39) em relagdo a s temos:

1 S
_S(bss = mng + (T‘2 — 82)3/277,
ou seja,
2 _ 2
(r" = s7)¢ss = T s ﬂ’rla

Assim, de (2.32) a expressdo (1.65) para F' = |y|¢ (|x\, <“’y>) é dada por,

[yl
2 2
\Vré —s
——ns >0,
S

ou equivalentemente, usando a regra da cadeia e (2.40)

2€f 2r(2g+r2 f)dr

2,1
o (r2—32)3/2 pn >0,

A condigao (2.36) é obtida diretamente de (2.39).

(2.40)

Portanto, quando ¢ é dada por (2.33), F' dado por (2.34) define uma métrica de

Finsler se, e somente se, as desigualdades (2.35) e (2.36) sao satisfeitas.

O



Capitulo 2. Métricas de Douglas 44

2.3 Exemplos de Familias de Métricas de Douglas

Nesta secao, obtemos novas familias de métricas de Douglas como corolarios do

Teorema 2.2.2.

Considerando no Teorema 2.2.2 f =0 e n(y) = Vr? — s2e= 2o ohtemos o

seguinte.

Corolario 2.3.1. Seja g(r) uma funcgao diferencidvel tal que [ 2rg(r)dr estda bem definido,

e seja ¢(r,s) uma fungdo positiva dada por
o(r,s) = sh(r) + Ae [ 2rodr, (2.41)

onde h(r) é uma fungdo diferencidvel arbitraria. Entao a méltrica de Finsler

Fla,y) = ylo (m, <|y|y>)

¢ uma métrica de Douglas esfericamente simétrica definida sobre B"(v).

Em particular, por exemplo, se escolhermos g(r) = r?/2, no Coroldrio 2.3.1, temos
que ¢ = sh(r) + Ae="/ 4 onde A > 0. Por isso, para qualquer funcao diferencidvel h de
|z| tal que ¢ > 0, temos a seguinte métrica de Douglas,

|4

F(a,y) = (z, y)h(|z]) + Alyle™ 7

Outra familia de métricas de Douglas é obtida do Teorema 2.2.2, considerando

f(r)y=g(r) =0, assim p = —(1? — s%) e

n(p(rs) (10 (77(90(7"8))> ds.

¢(Ta 5) = Sh(” + m s Os m

— 1 1
Escolhendo n(y) = v/—¢ < ((,u + )901;; ), para uma constante pu € R, temos:
—pp + 1)

Corolario 2.3.2. Seja ¢(r,s) uma fungao definida por
[14+ (14 )r?][1 + p(r? — )] + 5
V(2 = ) (1+ pr?)?

onde p € R, e h(r) € qualquer funcao tal que ¢(r, s) seja positiva. Entio a sequinte métrica
de Finsler sobre B"(v) € R", onde v =1/\/—u se <0

o(r,s) = sh(r) +

Pla.y) = ylo (m, <y>)

Y|

¢ uma métrica de Douglas esfericamente simétrica. Ademais, F' € projetivamente plana.
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Em particular, escolhendo no Corolario 2.3.2

2L+ (p D)2

hlr) = (14 ur?)2 7’

obtemos o Exemplo 4.3. dado em [40], isto é,

2
(V14 A+ w1+ plaP)yP —p < 2y >4+ <2y >)

F(z,y) =
(1 + )2/ (1 + plz )|y — i < 2,y >2

Ce + K2
((e+Rr?)r2+¢
onde (, €, Kk sa0 quaisquer constantes reais tais que (Ce + /@2)7"2 + e > 0, temos, ¢ =

(2 =)

(Ce+ K22 +¢

Como uma consequéncia do Teorema 2.2.2, para f(r) = 0e2g(r) = ,

-1
1
, escolhendo n(p) = s\l — ( + /£2> , temos o seguinte Corolario
¥

Corolario 2.3.3. Seja ¢(r,s) uma fungao definida por

VCer? + k252 + ¢

6, 5) = sh(r) + Yo TEEEE

onde h(r) é qualquer funcgao tal que ¢(r,s) € positiva. Para v =1/y/—( se ( <0, temos

que a sequinte méltrica de Finsler esfericamente simétrica sobre B"(v) € R",

Fla,y) = lylo (m, <|y?(>) |

¢ do tipo Douglas.

Em particular, quando
K

- 1+ (r?’

h(r)

temos,

Ve <y > +elyP+CaP) k< ay>
F(z,y) = > .
1+ (x| 1+ ¢|z|
Quando Kk = £1, ( = —1ee =1, F(z,y) é a métrica de Funk [7]. Ver Teorema 1.1 em

[22] para algumas propriedades desta métrica.
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O seguinte Corolario generaliza um resultado conhecido no caso das métricas
esfericamente simétricas projetivamente planas (ver [15]). Primeiramente introduzimos a
funcao erro, também chamada funcao erro de Gauss, que foi criada para poder calcular a

integral da distribuicao normal.

A fungao erro é definida pela integral:

erf(x \/_ /

Esta integral nao pode ser expressa por fungoes elementares.

Corolario 2.3.4. Seja ¢(r,s) uma fungao definida por

e L)

7«26

¢(r, s) = sh(r) +

(2.42)

onde X é uma constante positiva, € é uma constante, erf(.) denota a fungao erro e h é uma

fungao qualquer de r. Entao sobre M a sequinte fungdo

— s (1 e j’>) (2.43)

¢ uma métrica de Finsler do tipo Douglas. Além disso, F' € projetivamente plana se, e

somente se, € = 0.

Demonstragdo. No Teorema 2.2.2 considere f(r) = 0 e g(r) = -5 para alguma constante

e. E facil ver que
/rg(r)dr =Inr°, r[1—2rg(r)] = (1 — 2¢)r.

Assim,

¢(r,s) = sh(r TZG/n (= ))ds.

Seja

n(u) = e,

onde A é uma constante positiva, entao, temos que
—de(,2 _ 2
77(7’ (7” — S ))dS _ 8—26)\7“*46(7“2—52)(18
52
2—4e _ —4e 2
— 6)\7" /S 26)\7" 5°ds

=M (s‘le_)""%s2 + 2)\7“_46/ —Aris ds> : (2.44)

Reescrevendo (2.44) em termos da fungdo erro e observando que

s 9 2e
/ e g = L ﬁerf \/Xfr :
0 2v/\ r2€
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obtemos (2.42). O

Na seguinte aplicacdo do Teorema 2.2.2, obteremos uma familia de métricas de
Randers, e nao precisamos que f seja zero, em contraste com os resultados prévios.

Introduziremos as seguintes notacoes

I(r) = o) 2r2g(r)+r2 f(r)dr, (2.45)
Lr,s) = I(r) — (% — &) / or f(r)I(r)dr, (2.46)
T(r) = I(r) — 2 / 2 F ()1 (r)dr. (2.47)

o(r,s) = sh(r) + K+———

onde L(r,s) e T(r) estio definidos em (2.46) e (2.47), K € Rt e h(r) é qualquer fungio
tal que ¢(r,s) seja positiva. Entdo, para r e s dados por (1.49), a sequinte métrica de

Finsler esfericamente simétrica definida sobre B"(v) € R™,

Ple,y) = Iyl (|x|, “jf) |

¢ do tipo Douglas.

Demonstragdo. Observe que de (2.46) a expressao (2.32) pode ser reescrita como

r2 _ g2

o(r,s) = m

Além disso, observe que

0 L(Tv 8) . 1 B L(T, S)
ds ( sT'(r) ) B 2sT(r)y/L(r, s) La(rs) s2T'(r) (2.48)
s/2rf(r)](r)dr I(r) — (r* — s?) /2rf(r)](r)dr
- - (2.49)
ST (r)\/L(r, s) s2T(r)\/L(r, s)
_ 1! (2.50)

52 L(r,s)'
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Escolhendo n(¢) = Ay/—p, onde A > 0 é uma constante qualquer e tendo em vista, para
a,b e R, que

segue de (2.33) que

A As? / 2r f(r
¢(r,s) = sh(r) +
L(r, s) <I - r2/27"f ) L(r,s)
A L(r,s)
= sh(r) + ’
L(r, s) T(r)
" A L(r,s)
= sh(r) + )
Como
—r?2—s% 0 KI K
—vr e s 8777:7(7")3>0 e i = r >0,
5 Os  (L(r,s))? r2—s?  (L(r,s))z
concluimos a prova deste Corolario como consequéncia do Teorema 2.2.2. O]
Em particular, quando escolhemos f = ¢ uma constante diferente de zero e

2g(r) = (v?> — r?)c, onde v é uma constante positiva, temos

I(r) =", L(r,s)=I(r) (1 e 52> . T(r)=I(r) (1 - 72) .

2

e por isso,

Kvy/v? — (r? — s?)
) = sh(r) + 53 ,
ez (v?2—r?)

onde h(r) é tal que ¢ é positiva. Assim, consegue-se mostrar que

o(r, s

Ev\J (02 — |2]2)]y2+ < 2,y >

v2¢|z|2

ez (v = [zf)

F(z,y) =< 2,y > h(le]) +

¢ uma métrica de Douglas.

Os resultados deste capitulo geraram o artigo [23] publicado em Differential Geo-

metry and its Applications (2013).

Nos capitulos a seguir, daremos mais exemplos de métricas de Douglas esfericamente

simétricas (ver Exemplos 4.2.3 e 4.2.4).
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3 METRICAS DE BERWALD E METRICAS
DE LANDSBERG

3.1 Meétricas de Berwald Esfericamente Simétricas

Neste capitulo caracterizaremos as métricas de Berwald e as métricas de Landsberg

esfericamente simétricas definidas sobre M C R".

Proposicao 3.1.1. Seja F = |y|o(r, s) uma métrica de Finsler esfericamente simétrica
sobre M C R™, entdo ela é uma métrica de Berwald se, e somente se, para todo (z,y) €
TM? C R™.

0= P () (7 = 5 (o) 5

_ 85288 {(@-kxly")m * ((xkyj)ﬁ 5%
1
ud

b =P st 2P (6

J
1 ‘ P ‘

+ — {3P — 3sP, — 65°P,, — 33PSSS} yviyFylyt + 2k aly
u? u

i {—P + sP, + SQPSS} (yjykéli)_’

ki

(3.1)

n % {8Pus + sPuss} (274" Y

—+ 1}3 {—Pss - SPsss} (Ijxkyoj_]ﬁ yi

(@~ 5Qu) o (60)

-+ 1}3 (S2sts =+ SQSS - QS> xi (xjykyl)m

B %stsxi (xjxlyk>m + istsxixjxkxz

+ ul2 (sQst - SQS) 2! (5jkyl)ﬁc7

+ iﬁl (SSQS - 332@88 - S3QSSS) xiyjykyl,
U

onde Q = Q(r,s) e P = P(r,s) foram definidas em (1.49) e (1.50) respectivamente.

Demonstragdao. Usando a caracteriza¢ao (1.21) para métricas de Berwald

PG

, _ 2
yiogay — " (3.2)

onde G* sao os coeficientes geodésicos de F' dado por (1.48), a prova torna-se andloga &
prova da Proposigao 2.1.1. (observe (2.20) e (1.48)). O
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A seguinte Proposicao também é analoga a Proposicao 2.1.2.

Proposicao 3.1.2. Seja F = |y|o(r, s) uma métrica de Finsler esfericamente simétrica

sobre M C R™, entdo F' é de Berwald se, e somente se, existem funcoes diferencidveis de

r, ey :=c(r), f:=f(r) e g:=g(r) tal que:
P=c¢s, Q= ;fﬁ +g. (3.3)

onde Q(r,s) e P = P(r,s) foram definidas em (1.49) e (1.50).

Demonstracdao. Da Observacao 1.5.1 temos que toda métrica de Berwald é de Douglas,
portanto da Proposigao 2.1.2 temos que @ = Q(r, s) é da forma (2.25), logo em (3.1) os

termos envolvendo () se anulam.

Considerando i = j = k = [, na equagao (3.1) temos
3P, (2')> + (P —5sP,) =0 (mod y").
Logo P;s =0e P — sP; = 0. De P, =0 temos
P = ci(r)s + co(r),

substituindo em P — sP; = 0 temos cy(r) = 0.
Portanto, P = ¢;(r)s.

Reciprocamente, se P = c¢1(r)s e Q = 3 f(r)s® + g(r) entdo substituindo em (3.1)

obtemos uma identidade. O

Teorema 3.1.3. Uma métrica de Finsler esfericamente simétrica F(x, y) = |y|o(r, s)
sobre M" C R"™ € do tipo Berwald se, e somente se, ¢ satisfaz o sequinte sistema de

equagoes diferenciais parciais:

{(7‘2 — %) (29 + fs*) — 1} Thss — SPrs + O +1(29 + f52) (¢ — s505) = 0, (3.4)

[1 — (r* — s%)(2g + fsQ)} ros + S — ST (29 + SQf) ¢ —2rscip =0, (3.5)

para fungoes f = f(r), g=g(r) e c; = c1(r), onde r e s estio definidos em (1.49).

Demonstragdao. A prova segue das definigoes de () e P dadas por (1.49) e (1.50) respec-

tivamente, substituindo estas equagoes em (3.3). O
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3.2 Métricas de Landsberg Esfericamente Simétricas

Nesta secao provaremos que toda métrica de Finsler esfericamente simétrica do
tipo Landsberg definida sobre M C R™ é do tipo Berwald. As demonstragoes serao
apresentadas brevemente pois estao baseadas no trabalho de X. Mo e L. Zhou [24] que
provaram que toda métrica de Finsler esfericamente simétrica do tipo Landsberg definida

sobre R™ é Riemanniana.

Proposicao 3.2.1. Seja F' = |y|o(r, s) uma métrica de Finsler esfericamente simétrica

sobre M C R", entao ela é uma métrica de Landsberg se, e somente se,
0= Lyzla*a’ + Ly (270) —, + 1 (272y')— + 1 (27y'y") - +
1 2 M)t ot wt g e
1 ; 1 ,
- 4 Ja kol
+Ls () o + 5 L'y,

<zy>
onder:m,s:Te
Y

Ll = 3¢spss + ¢Psss + (S(b + (T2 - 52)¢8)QSSS7
L2 = _S(sts + (bs(P - Sps) + (8925 + (T2 - 52)¢s)(@s - SQSS)?

L3 = —SLl,
L4 = 82L1 — L27
L5 = —SLQ,

Lg := —$°Ly + 3sL,.

Demonstragdo. Da Definicdo 1.1 procedemos a calcular L;;; dado por (1.26).

A primeira parte da prova (que é calcular os B;kl), ¢ igual a prova da Proposicao
2.1.1, isto é,

= P (334) (P 5P (9i6)
— %PSS <5§(xkyl + xlyk))j-,jl

+ i3 <S2Pss + 5P — P) (5§ykyl)j_>kl
$*Pus + 5P, = P)y' (3y') 5

( Kl
+ i <3P — 53Psss - 652Pss - BSPS) yzyjykyl
(

) ) 1 o
2 7 Ikl L I )
3Psss+33pss>y(yyw)j—ki+u2psssyxxx
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_1;(P53+3P388>y (y z ‘T)]_’kl
+ % (52 Ques + 5Qus — Qo) 2 (279 )
- %stsxi (ijxlyk)ﬁ + ﬂstsxjxkxl
+ iz (52st SQ ) ( Jky)
+ 72_4 (35@3 - 382@88 - 53@335) xlyjykyl
De (1.51) procedemos a calcular Fy; B;kl, para isso primeiro calculamos g Ji»kl,
VBl =" (Pt (P 5P ()
- %Pss (Qy]xkyl)m
— %PSSUQ <5jkxl)j—k7 + i (Qs — 5Qss) us <5ﬂ€xl)j_k}
- i 5 (5°Pu+ 5P = P) (v'"') o
+ 3 ( 2P55+8P P) ( kY )]kl
;5 <3P — 53 P,y — 65° Py, — 35P ) u?y'yty’
u14 (52 Pass + 35Pss ) u? (yjy'“l’l). ! — P’ 2’2t a!
1;[3 (Pss + SPsss) (y xk‘rl>]kl
’1121[3 ( 2@535 + SQSS - Qs) us (x]ykyl)]—ki
;2 QsssUS (.7:].7: Y ) + 8Qssst’ a"a!
+ % (5*Que — 5Qu) us (3 );,gl
+ u14 (33QS - 382st - Sngss) usyjykyl'
Reagrupando a expressao anterior, temos
yZB;kl — i (Pss - Pss - sss - S sts) (y xkxl)]kl
+ i (P — 5P+ 8" Po + 5P, = P+ 5°Qu — 5°Q,) ( j(s’“)ykl
+ i ( 25Pss + s Psss + 38Pss + s sts + SzQsS SQ ) (ijkyl)]_kf
(—SPSS +5Qs — s st) ( Jk:c) (3.6)

k:l

1 .
+ 3 (352Pss + SSPS - 53Psss - 652Pss - 35Ps + 382Qs - 383@53 - S4sts) yjykyl
Uu

+ (Psss + stss) xjxkxl'
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Por outro lado, podemos calcular ' B,

Bl (Pt 4 (P = 5P ()

u U Jkl

— %P (21:3 Y )_k?

J

- %Pssus (642" )—> T L (Qs = sQu)r ? (G50,

ki

+i(2PSS+SP P)( yy)]kl

2P,y + sP, — P) us (6jky )m

ot

u14 82 SsS + 38Pss) us (y]ykx ) + ! Psssusx] kxl
% (Pys + $Psss) us (y xkxl>]kl

u
i 5 (5°Quus +5Qu — Qu) * (')

- @stsr (a9ay") o + lessr%jx’“:vl

¥ (7Qu — 5Qu) 7 () o

+ :4 (35Qs = 35 Qs — 5°Quss ) ¥y,

o
ul (3 P — s*P,y — 65 Py, — SSPS) usy’y"y’
(2P

reagrupando a expressao anterior temos,
By = (3P + 5Pass + 7 Qus) 2!

b (PSP 2Pk Q- 5Qu) (#6)
by (2P = 5P = 5P — 572Qu) (#99)
- JS (8°Pas 5Py = P4 1% (8°Quus + 5Qus — Qu) + 8° Py + 35 P ) (79 o
b (PPt 7P = P 41 (8Qu — 5@4)) () o

1 .
+ E (38P - S4Psss - 653Pss - 352Ps + T2 (3SQS - 332@55 - 53@355)) y]ykyl'

(3.7)

Lembrando que
1 i i
Fyi = E(Qs - S¢s)y + ¢sx
e usando (3.6) e (3.7) temos que as métricas de Landsberg esfericamente simétricas

caracterizadas pela equagao

1
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sao reduzidas a seguinte expressao:

FyiB;‘kl = i ((gb - S¢8)PSSS + 3¢8Pss + 3(¢ - Sgbs)sts + S¢5Psss + TQQSSQSSS) le,kxl
+ i ((¢ - 8¢s)(_SPss + SQS - 82@55) + st(P - SPs - S2Pss + 7"2(@5 - SQSS))) (xj(skl)jkl

1 .
+ E (((b - S¢s)<_5Psss - S2sts) + Qbs(_SSPss - SzPsss - ST2QSSS)) (ﬂU]Jfkyl)m

1
+ ﬁ ((¢ - S‘bs)(SPss + 52Psss + 33@533 + Szst - SQS)—"_
+ ¢5(8% Pyg + 5Py — P 4+ 1*(5*Qyss + 5Qss — Q) + 8° Pygs + 352Pss)) (:cjykyl)m
1
+ E (((b - S¢s)<52pss + Ssts - SzQs)
+ ¢5(8° Pyg + 82 Py — sP 4+ 1*(5*Qys — SQS))) (5jkyl)j_>kl
1
+ E (<¢ - S¢s)(_382pss - SBPsss + 382@5 - 383@58 - S4sts)

+ ¢5(3sP — §*Pyyy — 65° Pyy — 352 Py +1%(35Q — 352Qys — 33Q855))) yiykyl.

Finalmente, obtemos

Fy Bl = - (86.P + 6Poss + (50 + (17 = $2)6,)Quss) a2
2 (=56Pu (P~ 5P + (564 (7 = )6.)(@s — 5Qu)) (70
55 (30uPoa o OPans + (56 4+ (17 — $)00)Quss) (a4)
+ u1352 (365 Pus + OPuss + (50 + (r* = 8°)6:) Qus) (4744
- ng (=80Pus + 0u(P = sP) + (56 + (r* = 5%)6:) Qs — 5Qus) ) (279'y/).
55 (0P + 6P — 5P+ (50 + (7 — )0)(Qu — 5Qur)) (550f)

jkl
1 )
- ESS (3¢5Pss + ¢Psss + (S¢ + (72 - S2)¢S)QSSS> yj?/k?/l

JHL

=

+ u1433 <_5¢Pss + ¢5(P - SPs) + (5¢ + (TQ - 52)¢s)(@s - 8Q55)> yjykyl’

o que finaliza a demonstragao. (]

Proposicao 3.2.2. Seja F' = |y|o(r, s) uma métrica de Landsberg sobre M C R™, entdo

existem fungoes f(r),ci1(r), ca(r), g(r) tais que os coeficientes geodésicos G satisfazem
G' = lyPy + [yPQa",
onde

7’2 _ 82
P=c(r)s+c(r)——
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2 _ 2
9 sVre—s

Q= ;f(T)S - CQ(T)T +9(r).

Demonstrag¢do. Da Proposicao 3.2.1, considerando j = k = [, como na demonstragao
do Teorema 2.1.2, podemos concluir que F(z,y) = |y|¢(r, s) é do tipo Landsberg se, e

somente se,
Ly := 33 Pss + $Puss + (56 + (r* — 8%)$5) Quss = 0 (3.8)
Ly := =$¢Pss + §s(P — sPy) + (56 + (1" — 5%)9,)(Qs — 5Qss) = 0, (3.9)
Sejam O := P — sP, e A := s¢ + (r? — s?)¢,, entao
Oy = =Py,  As=0— 50, + (1? — 5%) .
Da definicdo de Lo, temos que,

(¢0)s + AMQs — 5Qss) = 0. (3.10)

Derivando (3.10) em relagao a s obtemos,

(¢®)Ss - SAQSSS - AS(QS - SQSS)‘

Por outro lado, da definicao de ©,

(¢@)ss = (¢5(P - SPS) - ¢(3PSS))5
- ¢ss@ - ngbspss - ¢(Pss + SPSSS)'

De (3.8) e das duas identidades acima,

<¢®)ss = _3S¢SPSS - Sngsss - AS(QS - SQSS)
_¢(Pss + Spsss) - 2S¢spss + ¢ss@ = _35¢5Pss - S¢Psss - AS(QS - SQSS)

o que implica,

AS(QS - Sst) = (¢ - 5¢55)Pss - ¢ss@

:_¢S_S¢S@ _(b O.

S

Pela Equagao (3.10), temos,

¢_3¢s
S

A <¢ss@ + @s> - As(¢s@ + ¢@s) = 0.
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Segue de (3.8) e (3.9) que o caso 0 = © = P — sP; implica que P e @ sao dados por (3.3),
portanto F(x,y) = |y|o(r, s) é do tipo Berwald.

Assim, considerando © # 0, temos

%[(cﬁ — 505 )A — 5¢A ] = 50 A — 5055 (3.11)

Desenvolvendo os dois lados da equagao (3.11), temos

(¢ — 5@ — 5OA, = (¢ — 50:) (56 + (r” = 57)$s) — 56 [& — 565 + (1 — %) bas]
- (TQ - 82) [(¢ - 3¢s)¢8 - S¢¢ss]

SgbsAs - S¢SSA - S¢s[¢ - Sgbs + (TQ - 82>¢ss]
= 5(¢ - Sgbs)gbs - 52¢¢ss~

Voltando para a Equacao (3.11), temos

%SW — 5")(B — 505)bs — 50Pss) = [(d — 505)bs — 5DPss). (3.12)

Entao (3.12) é satisfeita se, e somente se,

((b - 3¢s)¢s - S¢¢ss =0 (313)
ou
%('f2 —s%) =s. (3.14)

No caso da Equagao (3.13):

[(¢ - S¢s)¢]s =0,

tem como solugao

o =1/e1(r)s? + es(r),

onde ¢1(r) e ca(r) sao fungoes de r = |x|. Por isso, a métrica F' = |y|¢(r, s) é da forma

F(z,y) = Jaullz]) < 2,y > +eo(|])

portanto Riemanniana.

No caso da equagao (3.14), temos

©=P—sP, =
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onde ¢y é uma funcgao de r. Isto implica

I —
P=c(r)s+ CQ(T)T,
onde ¢; e ¢y sdo fungdes de r. Assim, usando a Equagao (3.9), temos

s s P2 g2 _ co(r)s _ ca(r)
(@ = 5Qu)(30 + (0% = )6) = ~ 20— o,
ca(r)

= —(7@(5¢ + (" = 5%)6s). (3.15)

Das condigoes (1.65) e (1.66), note que F' = |y|¢(r, s) ndo define uma métrica de Finsler
se s¢ + (r? — s%)¢s = 0. Entao de (3.15), Q tem que satisfazer

Qs - Sst = &

( r2 _ 82)3

Resolvendo esta equagao, temos

ca(r)syvr? — s2

rd

1 2
Q=5 f(r)s* - +9(r),

o que conclui a demonstragao. 0

Teorema 3.2.3. Seja F' = |y|o(r, s) uma métrica de Finsler esfericamente simétrica sobre

M C R", entao F' é do tipo Landsberg se, e somente se, F' é do tipo Berwald.

Demonstracao. Introduzimos U e W como

U= 5¢ + (TQ — 52)¢s’ W= 3¢r + Td)s.
¢ ¢

Podemos obter ¢, e ¢, em termos de U e W:

_U-s 1 r(U —s)

¢s - 7"2 o S2¢’ (br - ; <W - 7”2—32> Qb (316)

Substituindo ¢, e ¢s em P e @), que foram definidos no Lema 1.7.1, temos

w

p— _ 1
QU (317)

1 (=) (sWy = 2W) + (U — s)(2r + sW)
©= 2rs U2 —sU + (r? — s?)U, ' (3.18)

De (3.17),

W =2r(P+UQ), (3.19)
W, = 2r(P, + U,Q + UQ,) (3.20)
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substituindo (3.19) e (3.20) em (3.18),

(r* — s?)(sPy — 2P) — s(1 + sP)
(r2 —s2)(2Q —sQ,) —sP—1

Usando os dados da Proposi¢ao 3.2.2 em (3.17) e (3.18) temos,

- 7’2(8 +c (7’)7’28 + 2CQ<T>M> (322)

24 25(r) V2 — 82 4 e (r)r2s? — 2g(r)r2(r2 — s2)

U= (3.21)

W =2 (P+UQ). (3.23)

De (3.16), podemos observar que ¢ tem que satisfazer

(c1(r) + 2e2(r))r?s + 2a(r) V2 — 52 (3.24)

(Ing), = 2 + (e1(r) + 2g(r))r2s? — 2c3(r)rt + 2c5(r)sv/r?2 — 2
(lno), VT — S2(AF (F)ea(r)rts® + dey (r)ea(r)r2s? — 26(r)s? + dea(r)g(r))

rs(r? 4+ (c1(r) 4+ 2g9(r))r2s? — 2¢3(r)rt + 2¢o(r)svV/r? — s2)
2f(r)ey(r)rbs® + f(r)ris® + ci(r)ris + 4cy (r)es(r)rts® 4+ 2¢2(r)rts® — 2¢; (r)g('r’)rGS.

rs(r2 + (cy(r) + 2g(r))r2s2 — 2c3(r)rt + 2¢5(r)sy/1r2 — 52)

_l’_
(3.25)

O sistema (3.24)-(3.25) tem solugdo se, e somente se,
(ln ¢)sr = (ln ¢)7"sa
isto é,

1
0= V2 = s2 (—2c2r043 4 821663
V12— 82rs?(r2s?e; — 2rtg 4 2r2s2g + 2c98V1r? — s 4 1r?)? [ ( ! g

Ayr’s® +2gr°s® + 8c1gfr'¥s® — 16c3gs® — dey fris® 4+ 4c2gr®s® 4 8cig*r®s® — 2¢,gr7s?

+2¢'cir’s® + 160397‘23 + 8¢ fris’ — 4f7“683> + 2c1cor st 4 8gcor®s? — 12gcyrts® 4+ 24¢2cors*

— 16g%cor?s* — dey fris® + 2chr°s* — 2cy3 st 4 dgear® — 8gPcar® + 8gey fris?(r? — %)
+ 41 gear®s® + 12c1gearts® — 8cygear?s (rt 4 1) + 4r°s%(g'cs — chg) (r* — %)

—2¢1091%8% + 402fr6s4.}
Observe que uma condicao para que a equagao acima esteja definida em s =0 é

c3(r)g(r) = 0.

Se ¢y(r) = 0, pela Proposicao 3.1.2, a métrica F(z,y) = |y|é(r, s) é do tipo Berwald. A

reciproca ¢ imediata.
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Se ¢y(r) # 0, ou seja, g(r) = 0. Temos que as equagoes (3.24)-(3.25) tornam-se
1(r)r2s + 2¢5(r)v/r% — 52
(In 0), = cl(r)r?s + 2co(r)vVr? — s (3.26)
12+ c1(r)r2s? 4 2co(r) sVr? — s?
(Ing), = V12 — 82(deg(r)ea(r)rts + dey (r)ea(r)r?s — 2cy(r)s) (3.27)

r (7‘2 + 1 (r)r2s? + 202(7‘)8\/@)
2f(r)ey(r)rSs? + 2f (r)rts® + cy(r)rt + 2¢3(r)rts?

r (7’2 + c1(r)r2s? + 202(r)8m>
Isto simplifica o calculo de (In @), e (In @),

r[(25(r)r — 4ea(1))s? + 209(r)r? — 2dyr® — ¢ (r)V/r? — 23]

+

(Ing)or = = V12— 82[r2 4 2¢5(r)svr?2 — 52 + (c1(r) + 29(r))r2s? — 2g(r)r4]?
(06, 202 (r)ea(r)rt 4 ca(r)ea(r)r? = 2c5(r))s* + ca(r)r? — er(r)ea(r)r]
" V12— 82[r2 4 2c5(r)svr2 — 82 + (c1(r) + 2g(r))r2s? — 2g(r)r4]?
N 2r[—=2f(r)ea(r)r® — sriy/r2 — s2(2f (r)ei(r)r? + E(r) + 2f(r))]

V12— 82[r2 + 2c9(r)sv/r? — 82 + (c1(r) + 29(r))r2s? — 2g(r)r4]?2’
Logo, de (In¢),s = (In ¢)s,, temos
r[2cy(r)r — dca(1)])s? = 20 [2f (1) ca(r)r* 4 1 (r)ea(r)r? — 2¢4(r)]s?
—r[cy (r)r¥]s = =257 [2f (r)e1(r)r? 4 c3(r) + 2f (7)]
r[2¢o(r)r? — 2c,(r)r®] = 2r(ea(r)r? — cy(r)ea(r)rt — 2f (1) ea(r)rY).
As equacoes acima sao equivalente a
¢y —Af(r)ei(r)r® — 2¢1(r) — 4f(r)r =0
(1) = 2f(r)ex(r)r® — c1(r)ea(r)r = 0.

Eliminando ¢y(r), obtemos que ¢;(r) e ¢a(r) devem satisfazer

)4 + Corlr) = 264(r)er(r) — 5cb(r) =0.

Resolvendo a equacao em ¢1(r), podemos obter que
1 cA(r
L4

a
r2 r2

c(r) =

onde a é uma constante. Substituindo ¢;(r) em (3.26) e resolvendo esta, obtemos que

\/7’2 — 82+ 2c9\/ 12 — 525 + ac3s? 1 V12 = s2 4+ 98
¢ = exp arctanh +c

T 1—a V1 —acys
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quando a < 1 ou

\/7‘2 — 82+ 2c\/ 12 — 525 + ac3s? 1 . Vr2 — s2 4 cys N
exp | — arctan c
P va—1 va—lecgs

b=

r

quando a > 1. Aqui ¢ é uma funcao de r.

Como F(r,s) = |y|¢(r, s) é uma métrica de Finsler e tem que estar definida em
todo T'(M!) (em particular para s — 0), a primeira solugdo é descartada. Derivando duas

vezes a segunda solugao em relagao a s obtemos

adc§st + c3(a?s?(2r? — 3s?) + 4as®(r? — 3s?)) + c3(r? — s?)(a(r? — 3s%) — 12s%) — (r? — s%)?

(r2 — 824+ 2scoV1? — 2 + as%%)

2¢5a%s(2r* — 3s%) + Acis(ar?(r? — 4s%) + 3as* — 25 (r? — %)) — 6cas(r? — s2)?
T
Vr? — s (r2 — 82+ 2509V/1? — $? + as?c3)’®

o (= g (et (V) o))

e observamos que ¢ nao ¢ continua ao longo de s = r e é descartada também. (]

¢ss =

[SIEN

X

arctan (
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4 METRICAS DE DOUGLAS COM S-
CURVATURA NULA

4.1 Meétricas de Douglas esfericamente simétrica com S-curvatura

nula

Nesta secao discutiremos as condi¢oes necessarias e suficientes para que uma métrica

de Douglas esfericamente simétrica tenha S—curvatura nula.

Seja A(r) uma fungao positiva que define o elemento de volume de uma métrica
esfericamente simétrica, isto é:

f sen™2(t)dt
W
fo o (r, rco.s(it)))" dt

A(r) = (4.1)
foﬂ (sen™~2(t))T (r,rcos(t))dt
foﬂ sen™—2(t)dt

onde T(Tv 8) = ¢(¢ - 5¢S)n_2[(¢ - 3¢5) + (r2 o 32)(1535}-

De agora em diante s6 usaremos a expressao de dVpzy, salvo mengao contraria.

se dV = dVBH

se dV = dVHT,

Observe que, como r = |z/|, segue que

s OAr)_ A e )
A(r) Oxzm Alr) r A(r)’

e da definigdo de S—curvatura dada em (1.37), e usando (2.19) temos

s A'(r)

= yll(n+1)P+25Q + (r* = s*)Qs] — Iyl A

(4.2)

onde r, s, @ ¢ P foram definidos em (1.49) e (1.50).

Note que, se F' é de Douglas, entao segue da Proposigao 2.1.2 que @ = g(r)+ %f(r)

Assim, podemos obter a seguinte Proposicao.

Proposigao 4.1.1. Seja F = |y|¢(

trica sobre M € R". Entao a S—curvatura de F' € dada por

<”‘”y?|’>) uma métrica de Douglas esfericamente simé-

_ |y|{[1 (12— 2)(29(r) + S £ (1))l + 5 — sr(2g + 5o

2 , 2 A
~s e e+ 240 o) s
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Demonstragdo. A demonstracao segue diretamente da substituicao de Q = g(r) + % f(r)

em (4.2), isto é,

5= ol {0+ 1P+ 25g(r) + 250 + 1) = 210 - 20

1y {”Qj(; (16 + 56~ 200050 + (12 = $910) +s(20(0) + 2 ) - 250 } ,

que é equivalente a (4.3). O

Uma classe interessante de métricas de Douglas esfericamente simétricas é quando
a S—curvatura ¢é nula. Isto nos leva ao seguinte teorema de caracterizacao de tais métricas,

cuja demonstracao segue diretamente da proposicao anterior e do Teorema 2.2.1.

Teorema 4.1.2. Seja F' = |y|o(|x|, %) uma métrica esfericamente simétrica sobre
M C R". Entao F é de Douglas com S—curvatura nula se, e somente se, ¢ satisfaz o

sequinte sistema de EDP,

(12 = 8329 + f57) = 1| 1600 — 5bre + & + (20 + f57) (6 — 56,) =0, (4.4)

(1= (% = 5729+ f57)| 165+ 56 — 75(29 + 5 )&
25 (A;(r)

—7r(29+ 7’2f)> ¢»=0. (4.5)
para um par de fungoes diferencidveis f = f(r) e g = g(r).

Observacao 4.1.1. Observe que este tltimo teorema e o Teorema 3.1.3 nos diz que toda
métrica de Douglas esfericamente simétrica sobre M € R" com S—curvatura nula é do

tipo Berwald, isto é, bastaria considerar em (3.5)

1 (Agb(r)
n+1) \Ay(r)

Por outro lado, a Observacao 1.5.1 juntamente com a Proposicao 1.6.2 nos diz que toda

ci(r) = i —7’(2g+7’2f)> )

métrica de Berwald tem S—curvatura nula e é do tipo Douglas.

Desta observagao obtemos este interessante resultado:

Teorema 4.1.3. Seja F' = |y|o(r, s) uma métrica de Finsler esfericamente simétrica
definida sobre M € R", entao F' é do tipo Douglas com S—curvatura nula se, e somente

se, ' € do tipo Berwald.

Observagao 4.1.2. O Teorema 4.1.3 continua valendo para uma forma de volume Holmes-

Thompson como veremos na Observacao 4.2.4.
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4.2 Caracterizacao em termos de Métricas de Berwald e de Lands-

berg

Em virtude do Teorema 4.1.3 o problema de solucionar o sistema (4.4)-(4.5) que
envolve o elemento de volume, se reduz a tentar classificar as métricas do tipo Berwald

esfericamente simétricas.

Antes de enunciar o Lema 4.2.1 precisamos de algumas condigdes. Sejam f(r) e

g(r) tais que as seguintes expressoes estejam bem definidas
/2r(2g + 1% f)dr e /27"fef 2rQgtr® f)dr . (4.6)
e adicionalmente tal que
(r? — s%) /2rfef 2r(2or? Ndr g o[ 2rgr*Dir g V(r,s) € [0,v) x (—v,v).  (4.7)
Lema 4.2.1. Seja ¢(r,s) uma fungio sobre I x R que satisfaz o sequinte sistema:
(= )29+ £5%) = 1] 160 — 56pa + & + 720+ f5) (0 —56) =0, (4.8)
{1 — (r* — s%)(2g + fsQ)} rés + S — S [r(29 + %) + L(T)] ¢ =0, (4.9)

onde f(r), g(r) e L(r) sao fungoes diferencidveis sobre I € R. Suponha que L(r) # —2/r

e g(r) # 5, entdo a menos de homotetia:

(7"2 B 82) / 2Tf€f 2r(2g+r2f)drd,r, o €f 2r(2g+r2 f)dr

QS(’]"’ S) = \/ 5 ) 5 (410)
T2 / 27’f€f 2r(2g+r f)drdr - 6-[ 2r(2g+r? f)dr

ou
/2 _ g2
qb('r',S) = T (411)
Demonstracdo. Defina
e—fL(r)dr
U(r,s) = —=—=—=0(r,s). (4.12)
r? —s

Neste caso, temos que

¢ = Lel MU\ r2 T2 4 ————p 4 ) LT 2y,

m
= ederm (L@U + r2 jbsz +1/)r> )

e = o Ldr (_ S )
S VT
= ef Ldrm (@Z}s _ g2 %0) )
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substituindo na Equacao (4.9), temos

0=l im =2 {(1- (7 = ) (2g + ) 1 [vs = o)

2 _ g2
+s [Lzﬁ%—?&—l—w?«] —s(r(29+52f) —|—L)w},
de onde obtemos,
0= {1 — (r* =% (29 + 82f)} s + sty (4.13)

Entao, segue de (4.12) que
S

2 2 ’

re—S

é uma funcao de p(r, s) definida em (1.75) (Lema 1.8.1), isto é, ¢(r, s) é dado por:
6(r,5) = el HON2 =g (o(r, 5)), (4.14)
onde 7 é uma funcao diferenciavel de ¢.
Observamos que a equagao (4.8) pode ser reescrita por
1= (2 = )2+ 52f) Ti(@ - S(WW) + 55‘;(@ - s¢s)m> — 0.
(4.15)
De (4.14) temos:

eder 282

(b . S¢s _ ﬁ {7277(()0) . 5 82€f2r(2g+T2f)dT90277/(¢)} .

Substituindo a tltima igualdade em (4.15) e tendo em conta o Lema 1.8.1, pois n(p) e

©*n'(p) sdo fungoes de @ e elas devem satisfazer a equacio (1.73), temos

a 282 T T2 T
0= [27"3 + 37’24 n— l[l — (7“2 — 32)(29 + 52f)]r% <M€f2 (2g+r2f)d )

o [ 2s? ) > 25* >
i r(2g+r* f)dr 2r (29472 f)dr 2
+88T <7"2—32€f g ) +SL <7”2_S2€f 9 pn.

Calculando as derivadas envolvidas na equagao acima:

2 3
2 2s €f 2r(2g-+r2f) _ 4ds + 4ds ef 2r(2g+r2 f)dr
Os \r?2 — s2 r2—s2  (r? —s?)?
2
_ ( 247“ <‘>’2)26[2r(2g+r2f)dr7
74— 5§

g 282 Gf 2r(2g+r2f) _ 252270(29 + 7”2f) . 47’82 ef 2r(2g+r2 f)dr
r 7a2 _ 82 7a2 _ 82 (712 _ 52)2

4T82 ' 7"2 T

= oy (1= (= s*)(2g + 2 f)) el 2rariner,
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e substituindo na equagao anterior,

47”8€f 2r(2g+r2f)dr
[27“3 - srzL} n =@’ [ CEYSE {[1 — (r* — sH)(2g + 2 f)|r?
282€f 2r(2g+r2 f)dr
_32[1—(r2_32)(29—{—r2f)]}—|—3L( R .
Continuando os calculos,
oanr2 pran [(AT[1— (r? — s?)(2g + $*f
(2r +r°L)n = 80277/6f2 (2g+r71)d ( Ll (2= S)2<)2 ) (r? — s%)
4rs®f 5 5y 25°L
+ (r2_52)2(r —s7) +7“2—32
2 /€2T(29+T2f)dr 2 2 2 2 2 2 2
=y nM(4r[1—(r —5)(29+s°f)] 4+ (r° — s7)drs“f + 2s L)
f2r(2g+r2f)dr
= g0277/6(7”2—82) (4r — 4r2g(r* — s*) + 232L) ,

assim, temos
(1 — )2 + L)) = e O 4r —4r2g(r% — ) 4 25 L(r)| % (i2). (4.16)

Se n(yp) for uma constante ndo nula, terfamos que L(r) = =2, o que implicaria em
T

o(r,s) = e J Ry /rr g2

c\r? —s2?

rz
onde ¢ é uma constante positiva, portanto ¢ a menos de homotetia é dada por (4.11) .

Por outro lado, se n'(¢) # 0 e introduzindo a notacao B = B(r, s) definido por

_Ar— 8rg(r? — s%) + 2s2L(r)

B = 4.17
r8) = L) (4.17)

a identidade (4.16) pode ser expressa da seguinte forma
77(90) _ B@f 2r(29+7"2f)d7". (418)

w1’ ()
O lado esquerdo da equagao (4.18) é uma fungao de ¢, logo podemos usar o Lema 1.8.2

para B = B(r, s), isto é,

0=1[1-(r*—s*)(29+ szf)]raasB + 5518 +2rs(2g +r°f) B, (4.19)
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calculando as derivadas envolvidas na equagao anterior,
0B 1
Or  ((r2 — s2)(2r + 12L))
—(4r — 4r2g(r* — §) + 25°L)[2r(2r + r°L) + (r* = s*)(2+ 2rL + r°L))|
- = 32)(; D)y [(ﬁ — 5%) [(2r +72L)(4 — 8729 + 25*L') + 4r2g(2r(2r + r*L))
—(242rL + L") (4r + 252L)} + (r* — s%)? {—(27‘ +72L) (4124 + 89)

+4r2g(2 + 2rL + 7‘2L’)} —2r(4r + 25*L)(2r + TQL)} :

5 [(TQ — 3 (2r + 7?L)[4 — (412¢" + 89)(r* — %) — 8r?2g + 25°L/]

0B 1
ds  ((r2—s2)(2r + 2L
—(4r — 4r2g(r® — 5*) + 25*L)[—2s(2r + TQL)]}

2 [(7"2 — %) (2r +r2L)[8rs2g + 4sL]—

RGE 32)(; Tnyp 07— S sLr L) 4 (dr 4257 L)2s(2r +1°L)
- ((r? = 52)(;7’ + TQL))Q [QS(ZT +72L)(2L(r* — 8%) +4r + QSZL)}

_ s

(=)

Assim a equagao (4.19) se reduz a:

0=1[1-(r* =529+ s*N)rfAs(2r + L)) + s {(r? — s*)[L' (47°2)
+L(—r?(4r2g" + 8g) + 8r°2g) — 8r*2¢'] + (r* — 5?) [(27’ +72L)(4 4 25%L)
—(242r + 2L (4r + 232L)} — 2r(4r + 25°L)(2r + TZL)}
+ 52r(2g + 72 f)(r* — $%)(2r + r2L) (4r — 8rg(r® — s*) + 25°L)

= (r? = 5%)? [L'(4r°29) + L(81%g — 81°¢/) — (81°2g') — 2r(2g + 1> f)(2r + 1*L)8rg]
+ (r* — 5% [—r(?g + 82 )4(2r + r?L)? + 4rs’ L + 4L(r* — s*) — 2rL(4r + 25°L)
—4r°L + 2r(2g + 1 £)(2r + L) (47 + 25°L)]

+ 47"(29 + T2f> (2T —+ T2L>2 — 27”(47’* -+ 252L)<2T + T2L)

= (r? — 5*)? {L’(8r3g) + L(8r%g — 8¢’ — 1611 (29 +r%f)g) — 16r°¢" — 32r*(2g + TQf)g}
(r? — s%) [T’(QT +72L)(—8gL(r* — s%) +8rf(r* — %)) +4rL'(s* — r*) + 4L(r* — 52)}
— (r* = s%)2rL(4r + 28*L) + 2r(2r + r2L)[2(2r + r*L) — (47 + 2s°L)],
o que implica,
0= L'[83g —4r] + L[8r* — 8r*¢' — 16r*(2g + r*f)g + 8r* f — 16r%g + 4]
+ L*[—8rg + 4r] + 16r2g[—161g’ — 21 (29 + r* f) + 1617 f],
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para que, finalmente possamos obter a seguinte condi¢ao sobre L(r),

ra(r)L'(r) — ra(r)L*(r) 4 (rb(r) — a(r))L(r) + 2b(r) = 0, (4.20)

onde
a(r) :=2r%g(r) —1 e b(r):=—2r%¢'(r) — 4r® (2g(r) + rzf(r)) g(r) +2r3f(r). (4.21)

Por hipétese a # 0. Se considerarmos (4.20) como uma equacao diferencial ordindria
de L(r), e observando que —% é uma solucgao particular da equagdo de Ricatti (4.20),

podemos obter a solucao geral de (4.20):
2 e~ A

" r3</)iefdﬁ dr+—C)
T

onde C € R é uma constante real.

(4.22)

Tendo em vista (2.40) temos que

28€f 2r(2g+r2 f)dr
908 - (7"2 o 82)2 SO .

Portanto, podemos reescrever (4.18) como,
b(r)d

ns(p(r,8)) _ ( 2s ) r2(r2 — 32)6_ a(r) |
n(¢) (r? — %2 4r%a(r)(r* — s%) </ - J & gy + C) + 252/ ok

3

Por outro lado, com ajuda da seguinte identidade

r2 _ g2

/ —2s ds = 1 n
(r2 — s2)(d(r) + U(r)s?) d(r)+1(r)r2 " |d(r) +1(r)s?

podemos obter 7 integrando em relagao a s a expressao anterior,

+T(r),

1 ) g
4r2a(r)(r* — s%) (/ —e e gy + C’) + 252/ ey

r

In(n(e(r,5))) = 5 In +T(r).

r2 _ g2

(4.23)
Para simplificar a notagdo, considere Z := Z(r, s) sendo a expressao dentro do médulo da
ultima igualdade, isto é,

1 2 b(r)
Z = 47“2(1(7’) (/ —Se_fa(T) Tdr + C) 5 @_IZ(r)d’“7

r

e suas respectivas derivadas (em r e s),

T 2 2 ™
aaf _ </ 76 fg((r))dr ) (4r2a(7“))’ + [4G(T) . 4i8 _ Qb(r> S_ e—fz((r))dr7

b(r)
oz 4sr? f Kdar
s r2_g2 52



Capitulo 4. Meétricas de Douglas com S-curvatura nula 68

Podemos usar novamente o Lema 1.8.1 na equagao (4.23), assim

[1—(r* — s%)(29 + szf)]raf + 5—

_, r 13 29 + s*f N 4a(r) N 2a’(r) s? Ar(2g +72f)s*)| e} gy
r2 —s? r2 — g2 r a(r) r2 — s2 r2 —s?
T - LIGO A
+ s (/ 3¢ J 2 dr) (8ra(r) + 4r*d'(r))
4 s2—r* 8¢ 4  _d(r) s g
= 472 ——+2 ary ™
S[TQ $2+7’g2_52+ r r+ a(r) r2 — s? ‘

i </ i367[ s dr) (8ra(r) + 4r*d'(r))

r

45 2d/(r) s? ) g U dr 2
- L“(r2 =) " alr) 2= ¢ (/ 8¢ S dr) (Bra(r) +4r°d/(r)

25° - [ YD b(r) 1
o a(r) T 2 / 4 2 (/ fG«(T)d ) 2 !
s LQ — ¢ (2a(r) + da'(r)) + 4r<a(r) e (2a(r) +ra’(r) ra(r)
2
() +ra(r)
ra(r)
Voltando para (4.23), usamos a equacao (1.73) para 21In(n(y)),
0 0
0=[1—(r"—s*) (29 + s2f)] S (I |Z] +27(r)) + S5 (In|Z| + 2T(r))
1 aZ 107
fr— 1 — 2 — 2 2 - o T/
1= (7 = )29 + Dl 5 02 45292 4 24 (r)
/
_ 82(1(7") +rad(r) L osT (),
ra(r)
obtendo, finalmente, a expressao de T(T’)‘
*a(r))r 1 2
2/ () dr—21n|r a(r)| + Ch,
onde C; é uma constante real.
Consequentemente, 7(p) tem a seguinte forma:
4r%a(r)(s® —r?) (/ ige_ ZE:))drdr) — 952/ Zigdr
n(e(r,s)) = Cs = (4.24)

7“,/\2r2—1|m ,

onde C5 é uma constante real positiva.

Observamos que
b(r)  —srig' —2r’4g® — 4r®fg 4 2r° f — 4drg + 4rg

a(r) 2r2g — 1
(2r2g — 1),  4drg(2r’g—1) 2r3f(2r2g—1)
2r2g — 1 2r2g — 1 2r2g — 1
/
a'(r) —2r(2g + 7“2f).

~al(r)
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Usando esta igualdade temos que

_ [ )
1 _f b(r) g e atm 9"
/ e 0 dr — —
r 2r2a(r)
T

[ g 1 N b(r) 1 dra(r) + 2T2a’
= e a(r R
3 a(r) 2r2a(r) 47“4a2
_ el d()  2rg+rf)  alr) L _a)
B 3 2r2a?(r) 2r2a(r) r3a?(r)  2r2a?(r)
oo T 2
_ e | L 29 f ]
3 ra(r) r3a(r)
e 24 2
:e—fz(())d?“ 1 2rg-1 1 _rf+ 1
3 r3a(r) rda(r)  ra(r)  r3a(r)
= e_f Z((:)) d’/‘ _i
a(r)

Portanto, obtemos a seguinte identidade

1
/je_fgdrdr _°

r

~f
2

ie_fgdrdr.
a

Assim, usando (4.21) podemos melhorar a expressao de 7 em (4.24) a menos de homotetia

positiva:

1
4ra(r)(s* — 1) / S TErar) gge [
n(e) =

1
52 —27"2a/rfef2d”dr — 2r4a/—e*f3d?“dr
a r3
12r2 — 1|v/r2 — 52
52 (—2T2|6L| /Tfe—f2r(29+r2f)d7‘d,r> . 7,,2 <€deT . 2r2a/ Tf@_fgd7”>
a
2r2 — 1|V/r? — §2
3
) (o o gt [T () g 2
a
12r2 — 1]v/12 — s2
(82 B T2) (|a|€f 2r(2g+r2f)dr 27“2|a] /rfef 2r(2g+r2f)drd7,> B 82|a|ef (2972 f)dr

(7,2 B 52)27,2 / rfef 2r(2g+r2f)drdr . (7“2 . 32)ef 2r(2g+r2f)dr Szef 2r(2g+r? f)dr >
r2y/r2 — 52
(r2 — §2) / 2rfef 2r(2g+12 f)dr g _ [ 2r(2g+r f)dr

r2 — g2

[NIE

ol

N

NI
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De (4.22), temos que eJ L 3 menos de homotetia (positiva), pode ser escrito como

ef L(r)dr _ r?— s 7
r2 /Mef 2r(2g+r2 f)dr
73
e, finalmente obtemos a forma de ¢(r, s), a menos de homotetia usando (4.14). O

Observagao 4.2.1. Observe que, se g(r) = 557 e L(r) # —2, entdo a(r) = b(r) =0, e

a identidade (4.20) é satisfeita trivialmente. Efetivamente o lado direito de (4.18) nao

depende de Ly(r) e podemos reescrever (4.18) como,

2

ns(@(h S)) o T
n(p(r,s)) — s(r2—s?) (4.25)

Integrando a ultima identidade em relagao a s temos:

_ c(r) "Sl
r,s)) = eV ——n— |

onde ¢(r) é alguma constante como consequéncia da integragdo em s. A tltima identidade

nos diz que ¢ nao define uma métrica de Finsler.

Observagao 4.2.2. Observe também que, se g(r) = 55 e L(r) = —2, entdo (4.16) é
satisfeita trivialmente, logo toda métrica de Finsler da forma F(z,y) = |y|é(r, s), onde

¢(r, s) é dada por:
o(r,5) = el HOTVIT = (o (1, 5))

r2—g2 [(r?—g° o3
- 72 f(r)dr
77( 2 e 2 , (4.26)

72 S

para alguma fungao diferenciavel n, é do tipo Berwald.

O Lema 4.2.1, junto com as Observagoes 4.2.1 e 4.2.2 fornecem o seguinte Teorema:

Teorema 4.2.1. Sejam f(r) e g(r) funcgoes diferencidveis de r € I C R tais que as
condigoes (4.6) e (4.7) sao satisfeitas. Suponha que F(z,y) = |y|o(r,s) é uma métrica de
Douglas com S—curvatura nula (isto é, ¢ > 0 satisfaz as equacoes (4.4) e (4.5)), entao a

menos de homotetia temos:

(i) Se g # 5z,

\/‘(‘-T’Q‘ZUP— <2,y >2) /2Tf€f2r(2g+T2f)drd7’ _ €f2r(2g+r2f)dr‘y’2

F x, = )
( y) 7,2 / 2’/“f€f 2r(29+r2f)drdr . 6f 2r(2g+r2 f)dr

(4.27)
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(ii) Se g = 33,

’$‘2’y‘2_ <,y >? |ZL‘|2|y|2— <y >? — [ 2r3f(r)dr
o) = \/ || K <y >? e i) (4.28)

onde n € qualquer funcao tal que:

2 2
2(r* —s )e—f2r3fd7"

n > = n',  quando n > 2, (4.29)
com a condicao adicional
/ 2r° —f2r3fdr 7
—3Vr? — st + —e n" >0, quandon > 3. (4.30)
s

Observacgao 4.2.3. No caso do elemento de volume de Holmes-Thompson, o caso (ii) no

teorema anterior pode ser reescrito considerando a hipdtese adicional:

T n—+1 r2

2 2 Al 1
—— = <¢ —r( +7“2f)> =: Ly(r),
Ay
isto é, as funcoes n e f tém que satisfazer a seguinte identidade:

3
Cefr fdr
A = —
s(r) T
onde A,(r) é o elemento de volume Holmes-Thompson dado na Proposigao 1.6.1 e ¢ é

uma constante positiva.

Observacao 4.2.4. Note que se consideramos o elemento de volume Holmes-Thompson,
a fungao ¢(r,s) dada por (4.26) continua satisfazendo a equagao (3.5), para alguma
fungao ¢ (r), logo o Teorema 4.1.3 continua vélida se consideramos o elemento de volume

Holmes-Thompson.
Observagao 4.2.5. Exemplos (4.2.3) e (4.2.4) a seguir sao do tipo (4.28).

Corolario 4.2.1. Seja F = |y|o(r, s) uma métrica de Berwald do tipo (4.28), entdo o seu

elemento de volume de Busemann-Hausdorff Ay(r) a menos de homotetia é dada por

fr3fdr
e
Ag(r) = :

rn

1
Demonstragao. Segue da substituicao de g = 53 © (4.28) em (4.7).
r

A() g m
e A

Logo, integrando em relacao a r, temos o resultado. 0

Anéalogo ao Teorema 4.1.3, o Teorema 3.2.3 nos fornece o seguinte resultado.
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Teorema 4.2.2. Seja F' = |y|o(r, s) uma métrica de Finsler esfericamente simétrica sobre

M. As sequintes afirmagoes sio equivalentes:

a) F € do tipo Douglas com S— curvatura nula;
b) F é do tipo Berwald;
c) F é do tipo Landsberg.

Corolario 4.2.2. Seja F' = |y|o(r,s) uma métrica de Finsler esfericamente simétrica
definida sobre R™, entdo F € de Landsberg se, e somente se, F' é uma métrica Riemanniana
dado por (4.27).

Exemplo 4.2.1. Considerando f(r) = g(r) = 0 no Teorema 4.2.1 obtemos, a menos de

homotetia, a seguinte métrica projetivamente plana com S—curvatura nula:

121 (|z|y>— < z,y >2) — co|y/?]
F(z,y) = \/

: 431
a2 =il (4.31)

onde ¢; > 0 e ¢y sd30 quaisquer constantes reais tal que
2¢4 (|a:]2|y]2— <x,y >2) —clyP#0 e clr|*—c #0.

Observacao 4.2.6. Uma consequéncia interessante deste tltimo exemplo é que sobre R",

F(z,y) = |y|o (|a: , <Ty3">) é uma métrica projetivamente flat com S—curvature nula se, e

somente se, a menos de homotetia
F(z,y) = ly|.
A partir da métrica de Douglas
Fla,y) =<2,y > hlal) + clyle” b,

onde ¢ é qualquer constante positiva e h(r) tal que F seja diferencidvel e positiva para

y # 0, podemos obter os seguintes exemplos:
Exemplo 4.2.2. Considerando A(|z|) = 0, a seguinte métrica de Douglas
7‘[@‘27‘ dr
F(z,y) = clyle”Jo 77
tem S—curvatura nula.

Exemplo 4.2.3. Considerando uma regiao anular B™(v4)\B"(1z), (11 > 12 > 0) e g(r) =

1

5,2, & seguinte métrica de Douglas

<zy> |yl
F(r,y) = a——— 45
|=[? |z
tem S—curvatura nula. Observe que este exemplo é do tipo (i7) do Teorema 4.2.1, e motiva

a seguinte proposicao, cuja prova é fornecida pela demonstragao do Teorema 4.2.1.
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Proposicao 4.2.3. Para quaisquer constantes ¢, e co, considere a familia de funcoes
definidas por
S 1\ _
0(r.8) = (e175 + eo ) (e, 5), (132

onde 7] é uma fungdo arbitrdria. Entdo ¢ satisfaz as equagoes (4.8) e (4.9).

_ 1

=53 ¢ f(r) =0, na equagao (4.13), as
”

2
Demonstragdo. Considerando L(r) = —— g(r)
r
fungoes
r s

rs) = —— e r,s) = ———
901( ) m ‘:02( ) 2 _ 52

sao solugoes de (4.13), portanto qualquer fungao 7 de @1 ou o também é solugao de (4.13).

(4.33)

Para constantes ¢; e ¢y, basta considerar

n(e1, 2) = (c1p1(r, 8) + capa(r, 5)) (1 (r, 5)),

para obter a familia de solugoes ¢(r, s) das equagoes (4.8) e (4.9) que estariam dadas por
O(r,5) = el HOUVIT = (1, 0a).

Isto conclui a demonstracao. 0

As fungoes ¢(r, s) obtidas em (4.32) sdao candidatas a definir uma métrica de

Douglas F(x,y) = |y|¢(r, s) com S—curvatura nula, como por exemplo se considerarmos

—2
n(e) =€+
onde ¢ é uma constante real. Assim obtemos o seguinte,

Exemplo 4.2.4. Considerando uma regiao anular B"(v4)\B"(12), (11 > v > 0), a
seguinte métrica de Douglas
|22 |y]? — <z .y>>
F(z,y) = <<x‘2> + ‘y|> (e Era +3>
] ]

tem S—curvatura nula.

Gostaria de deixar registrado aqui que, este ultimo capitulo foi feito de forma
independente e com técnicas diferentes do trabalho de L. Zhou [43] que aparece no arXiv
em 20/10/2014.
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