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RESUMO
Consideramos métricas de Finsler esfericamente simétricas do tipo Douglas. Caracterizamos
tais métricas por uma equação diferencial e obtemos a solução geral desta equação em
termos de quatro funções arbitrárias. Quando as métricas de Finsler são esfericamente
simétricas mostramos que as métricas do tipo Berwald coincidem com as do tipo Landsberg.
Provamos que o problema de classificar as métricas esfericamente simétricas do tipo Douglas
com S−curvatura nula reduz-se a classificar as métricas esfericmanete simétricas do tipo
Berwald ou Landsberg. Obtemos a classificação de tais métricas. Incluímos vários exemplos
e classes de novas métricas de Douglas.

Palavras-chaves: Finsler. Esfericamente simétrica. Curvatura de Douglas. Curvatura de
Landsberg. Curvatura de Berwald.



ABSTRACT
We consider spherically symmetric Finsler metrics of Douglas type. We characterize such
metrics by a differential equation and we obtain the general solution of this equation
in terms of four arbitrary functions. For spherically symmetric Finsler metrics we show
that the metrics of Berwald type coincide whit those of Landsberg type. We prove that
the problem of classifying the spherically symmetric Douglas metrics whose S−curvature
vanishes reduce to classifying the spherical symmetric metrics of Berwald or Landsberg
type. We obtain the classification of such metrics. We include several examples and new
classes of Douglas metrics.

Key-words: Finsler. Spherically symmetric. Douglas Curvature. Landsberg Curvature.
Berwald curvature.
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INTRODUÇÃO

Podemos dizer que o que se conhece hoje por Geometria de Finsler tem suas
origens nos trabalhos de Bernhard Riemann a partir de 1854, porém seu nome se deve
ao matemático alemão Paul Finsler (1894-1970), que estudou diversos fundamentos dessa
geometria em cálculo das variações, publicando sua tese em 1918. Variedades de Finsler
generalizam a noção de variedades Riemannianas, onde a norma de uma forma quadrática
positiva definida é substituída por uma norma com propriedades mais fracas, a chamada
norma de Minkowski. Modelos dinâmicos descritos pela Geometria de Finsler aparecem
naturalmente em diversas áreas como mecânica clássica, ótica geométrica, mecânica
quântica, etc. A partir de Finsler, diversos matemáticos tiveram importância central para
o desenvolvimento desta teoria no século XX, como L. Berwald, E. Cartan, S-S. Chern e
outros.

No Capítulo 1, incluímos uma breve introdução à Geometria de Finsler e estudamos
certas classes destas métricas como as (α, β)−métricas generalizadas que foram introduzidas
por C. Yu e H. Zhu em [40]. Introduzimos também certas curvaturas como a curvatura de
Berwald, curvatura de Landsberg, curvatura de Douglas e a S−curvatura. As métricas com
curvatura de Berwald nula são chamadas métricas de Berwald e são uma generalização das
métricas projetivamente planas (métricas cujas geodésicas são linhas de reta) e das métricas
Riemannianas. As métricas com curvatura de Landsberg e Douglas nula são chamadas
métricas de Landsberg e Douglas, respectivamente e são generalizações das métricas de
Berwald. Neste capítulo também introduzimos as métricas esfericamente simétricas que
foram estudadas pela primeira vez por Rutz em [27]. Para finalizar o Capítulo 1, estudamos
o método das curvas características para solucionar equações diferenciais parciais da forma

ψr(r, s) + ν(r, s)ψs(r, s) = P (r, s, ψ(r, s)),

onde ν(r, s) e P (r, s, ψ(r, s)) são diferenciáveis.

No Capítulo 2, estudamos as métricas esfericamente simétricas do tipo Douglas.
No Teorema 2.2.1, caracterizamos tais métricas por uma equação diferencial parcial. No
Teorema 2.2.2, usando o método das curvas características, obtemos a solução geral para a
equação diferencial parcial. Como consequência, observamos que as métricas esfericamente
simétricas do tipo Douglas são muito ricas já que dependem de 4 funções arbitrárias. Na
parte final deste Capítulo, apresentamos exemplos e classes de novas métricas do tipo
Douglas.

No Capítulo 3, no espírito de procurar um exemplo de métrica to tipo Landsberg
que não seja do tipo Berwald, conhecido como o problema do “unicórnio”, caracterizamos as
métricas esfericamente simétricas do tipo Berwald e do tipo Landsberg mediante equações
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diferenciais (Teorema 3.1.3 e Proposição 3.2.2). Estudando estas equações concluímos
que estes tipos de métricas são equivalentes quando a métrica de Finsler é esfericamente
simétrica (Teorema 3.2.3).

No Capítulo 4, consideramos métricas esfericamente simétricas e o elemento de
volume dVBH Busemann-Hausdorff para caracterizar tais métricas do tipo Douglas com
S−curvatura nula mediante um sistema de equações diferenciais parciais (ver Teorema
4.1.2). Notamos que este sistema está estreitamente relacionado com o sistema dado no
Teorema 3.1.3 que caracteriza métricas do tipo Berwald, provamos então o Teorema 4.1.3
que afirma: toda métrica esfericamente simétrica é do tipo Douglas com S−curvatura nula
se, e somente se, é do tipo Berwald. Assim o problema de classificar métricas esfericamente
simétricas com S−curvatura nula se reduz a classificar métricas esfericamente simétricas
do tipo Berwald ou Landsberg (ver Teorema 3.2.3), cujo sistema de equações diferenciais
parciais foi dado no capítulo anterior (Teorema 3.1.3). Mediante a técnica de curvas
características dada no Capítulo 1, obtemos a classificação de tais métricas no Teorema
4.2.1.

São enunciadas consequências interessantes do Teorema 4.2.1, tais como o Corolário 4.2.1
que nos fornece o elemento de volume dVBH , e o Corolário 4.2.2 que é consequência
conjunta com o Teorema 3.2.3 que nos dá uma classificação das métricas de Landsberg
(ou Berwald ou Douglas com S−curvatura nula) sobre Rn. Incluímos algumas observações
no caso em que se considera o elemento de volume dVHT Holmes-Thompson. E finalmente
damos alguns exemplos interessantes.



1

1 PRELIMINARES

Neste capítulo, apresentaremos algumas definições e resultados que servirão para o
desenvolvimento dos capítulos subsequentes.

Faremos uso da convenção de Einstein, ou seja, não escreveremos o símbolo do
somatório para representar a soma quando aparecerem índices repetidos.

1.1 Métricas de Finsler
Seja V um espaço vetorial de dimensão n. Diremos que F : V → [0, ∞) é métrica

de Minkowski se satisfaz as seguintes propriedades:

(M1) F é C∞ sobre V \ {0};

(M2) F (λy) = λF (y), para todo y ∈ V com λ > 0;

(M3) para cada y ∈ V \ {0}, a forma bilinear simétrica gy sobre V é positiva
definida, onde

gy := 1
2
∂2

∂s∂t

[
F 2(y + su+ tv)

]
|s=t=0, u, v ∈ V. (1.1)

O par (V, F ) é chamado espaço de Minkowski.

Todo espaço vetorial de dimensão n é linearmente isomorfo a Rn, cujos elementos
y são da forma (y1, . . . yn) = y. Então podemos considerar, sem perda de generalidade, as
métricas de Minkowski sobre Rn.

Seja (V, F ) um espaço de Minkowski. Fixemos uma base {bi} para V , e consideremos
F (y) = F (yibi) como função de (yi) ∈ Rn. Então para y 6= 0,

gij(y) := gy(bi, bj) = 1
2[F 2]yiyj(y),

onde [F 2]yiyj(y) denota a derivada parcial de F 2 em relação a yi e yj. Assim, temos

gy(u, v) = gij(y)uiuj, u = uibi, v = vjbj

e usando o Teorema de Euler (Teorema 1.1.1),

F (y) =
√
gij(y)yiyj, y = yibi.

De agora em diante M denotará uma variedade diferenciável de dimensão n. Sendo TxM
um espaço vetorial, uma métrica de Finsler pode ser vista como uma família de normas de
Minkowski sobre cada TxM (variando diferenciavelmente com x ∈M), isto é:



Capítulo 1. Preliminares 2

Definição 1.1.1. SejamM uma variedade diferenciável de dimensão n e TM = ∪x∈MTxM
o fibrado tangente de M , onde TxM é o espaço tangente em x ∈ M . Consideremos
TMo := TM \ {0}, onde {0} entende-se por {(x, 0)|x ∈M, 0 ∈ TxM}. Diremos que uma
função F : TM → [0, ∞) é uma métrica de Finsler sobre M se F satisfaz as seguintes
propriedades:

(a) F é C∞ sobre TMo;

(b) em cada ponto x ∈ M , a restrição Fx := F |TxM é uma norma de Minkowski
sobre TxM .

Exemplos:

1. (Métrica Riemanniana) Seja g = {gx}x∈M , onde gx é uma forma bilinear
simétrica positiva definida sobre TxM tal que em coordenadas locais (xi),

gij(x) = gx

(
∂

∂xi
|x,

∂

∂xj
|x
)

são funções C∞, g é chamada métrica Riemanniana. Defina

Fx(y) =
√
gx(y, y), y ∈ TxM. (1.2)

Da definição, vemos que Fx é uma norma Euclidiana. Assim a família de normas Euclidianas
F = Fx∈M é uma métrica de Finsler sobre M.

Uma métrica F de Finsler é chamada Riemanniana se pode ser expressa por (1.2)
para alguma métrica Riemanniana g.

2. (Métrica de Randers) Sejam α(x, y) =
√
aij(x)yiyj uma métrica Riemanniana

e β(x, y) = bi(x)yi uma 1-forma definida sobre uma variedade M com coordenadas locais
(xi) e y = yi ∂

∂xi
. Para cada x ∈M, assuma que

||β||x = sup
y∈TxM :α(y)=1

β(y) < 1.

Então F := α+β definida sobreM é uma métrica de Finsler, chamada métrica de Randers.
As métricas de Randers foram introduzidas pelo físico G. Randers, em 1941 [26].

3. (Métrica de Funk)[32] Seja Ω um domínio convexo em Rn. A métrica de
Funk F é definida por

x+ y

F (x, y) ∈ ∂Ω, y ∈ TxΩ ≈ Rn. (1.3)

Em particular, se Ω = Bn(1), temos

F (x, y) =

√
|y|2 − (|x|2|y|2− < x, y >2)+ < x, y >

1− |x|2 .
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Antes de dar a conhecer alguns exemplos mais complexos, enunciaremos o seguinte
Teorema que é de uso frequente nos argumentos de muitos resultados.

Teorema 1.1.1. (Teorema de Euler) Suponha que a função H sobre Rn é diferenciável
fora do origem. Então as seguintes afirmações são equivalentes:

• H é positiva homogênea de grau r, isto é,

H(λy) = λrH(y), para todo λ > 0.

• A derivada direcional radial de H é r vezes H(r), isto é,

yiHyi(y) = rH(y).

1.2 Métrica (α, β)−generalizada
De agora em diante sempre que seja possível, não faremos distinção entre (x, y) ∈

TM e seu sistema de representação de coordenadas locais (xi, yi), isto é

x = (xi) ∈M, y = yi
∂

∂xi
∈ TxM.

Métricas (α, β) formam uma classe especial de métricas de Finsler, particularmente
porque elas são mais tratáveis [1]. As métricas de Randers são exemplos mais simples das
(α, β)−métricas, pois basta considerar φ(s) = 1− s. Outro exemplo importante deste tipo
de métricas foi dado por L. Berwald [7],

F =
(
√

(1− |x|2)|y|2+ < x, y >2+ < x, y >)2

(1− |x|2)2
√

(1− |x|2)2|y|2+ < x, y >2
.

que é um tipo especial das métricas (α, β) na forma F = (α+β)2

α
, com ||β||α < 1. Esta

métrica é projetivamente plana sobre Bn(1) com curvatura flag K = 0. O conceito de
métricas (α, β) foi proposta pela primeira vez por M. Matsumoto em 1972 como uma
direta generalização de métricas de Randers [19].

Em 2011, C.Yu e H. Zhu, [40] generalizaram o conceito da (α, β)−métrica como
segue.

Definição 1.2.1. [40] Seja F uma métrica de Finsler sobre uma variedadeM . F é chamada
(α, β)−métrica generalizada, se F pode ser expressa como F = αφ(x, β

α
), onde φ(x, s) é

uma função regular, α é uma métrica Riemanniana e β é uma 1-forma. F é chamada uma
(α, β)−métrica, se F pode ser expressa como F = αφ(β

α
), onde φ(s) é uma função regular,

α uma métrica Riemanniana e β uma 1-forma.
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As métricas de Finsler do tipo

F = αφ

(
b,
β

α

)
(1.4)

são as classes mais tratáveis das (α, β)−métricas generalizadas a menos das (α, β)−métricas.
φ(b, s) é uma função positiva regular com b, s como suas variáveis e |s| ≤ b < b0 como
definição do seu domínio para 0 < b0 ≤ +∞.

Vamos citar resultados básicos para métricas do tipo (1.4) que foram obtidos em
[40].

Proposição 1.2.1. [40] Seja F = αφ(b, β
α

) uma (α, β)−métrica generalizada, então o
tensor fundamental é dado por

gij = ρaij + ρ0bibj + ρ1(biαyj + bjαyi)− sρ1αyiαyj ,

onde s = β
α
e

ρ = φ(φ− sφs), ρ0 = φφss + φsφs, ρ1 = (φ− sφs)φs − sφφss.

Além disso,

det(gij) = φn+1(φ− sφs)n−2(φ− sφs + (b2 − s2)φss) det(aij),

gij = ρ−1
{
aij + ηbibjη0α

−1(biyj + bjyi) + η1α
−2yiyj

}
,

onde (gij) = (gij)−1, (aij) = (aij)−1, bi = aijbj,

η = − φss
(φ− sφs + (b2 − s2)φss)

, η0 = − (φ− sφs)φs − sφφss
φ(φ− sφs + (b2 − s2)φss)

,

η1 = (sφ+ (b2 − s2)φs)((φ− sφs)φs − sφφss)
φ2(φ− sφs + (b2 − s2)φss)

.

Proposição 1.2.2. [40] Sejam M uma variedade de dimensão n, α uma métrica Rieman-
niana e β uma 1-forma com ||β||α < b0. Então F = αφ(b, β

α
) é uma métrica de Finsler

sobre M se, e somente se, φ = φ(b, s) é uma função diferenciável positiva satisfazendo

φ(s)− sφs(s) + (r2 − s2)φss(s) > 0,

quando n ≥ 2, com a condição adicional

φ(s)− sφs(s) > 0,

quando n ≥ 3.
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1.3 Geodésicas e Campos de Vetores Paralelos

Geodésicas

Nesta seção, daremos a equação tipo Euler-Lagrange para curvas minimizantes num
espaço de Finsler (M,F ). Seja c : [a, b]→M uma curva C∞ por partes, com velocidade
F (ċ) = λ, onde λ é uma constante real. Por definição, existe uma partição de [a, b],

a = t0 < . . . < tm = b,

tal que c(r) é C∞ sobre cada [ti−1, ti]. Fixemos a partição acima e consideremos uma
variação C∞ por partes de c(t) dada pela aplicação H : (−ε, ε)× [a, b]→M tal que

a. H é C0 sobre (−ε, ε)× [a, b];

b. H é C∞ sobre cada região (−ε, ε)× [ti−1, ti], i = 1, . . . ,m;

c. c(t) = H(0, t), a ≤ t ≤ b,

O campo vetorial

V (t) = V i(t) ∂

∂xi
|c(t) := ∂H

∂u
(0, t)

é chamado campo variacional de H.
O comprimento de cu(t) := H(u, t) é dado por

L(u) :=
∫ b

a
F (ċu(t)) dt =

m∑
i=1

∫ ti

ti−1
F

(
∂H

∂t
(u, t)

)
dt

Observe que

L′(0) =
∫ b

a

1
2F

{
[F 2]xkV k + [F 2]yk

dV k

dt

}
dt

=
∫ b

a

{
1

2F [F 2]xk −
d

dt

( 1
2F [F 2]yk

)}
V kdt

+
m∑
i=1

1
2F [F 2]ykV k|titi−1

=
∫ b

a

1
2F

{
[F 2]xk − [F 2]xlyk ċl − [F 2]ykyl c̈l

}
V kdt

+
m∑
i=1

1
2F [F 2]ykV k|titi−1

= −
∫ b

a

1
F
gjk

{
c̈j + 2Gj(ċ)

}
V kdt

+
m∑
i=1

1
2F [F 2]ykV k|titi−1

, (1.5)
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onde gij(y) := 1
2 [F 2]yiyj(y) e

Gi(y) := 1
4g

il
{

[F 2]xkyl(y)yk − [F 2]xl(y)
}
. (1.6)

Seja

κ(t) := 1
F (ċ(t))2

{
c̈i + 2Gi(ċ)

} ∂

∂xi
|c(t). (1.7)

κ(t) é chamado curvatura geodésica de c em t. Podemos expressar (1.5) sem os índices da
seguinte forma

L′(0) = −λ
∫ b

a
gċ (κ, V ) dt+ λ−1gċ(b) (ċ(b), V (b))− gċ(a) (ċ(a), V (a)) (1.8)

+ λ−1
k−1∑
i=1

{
gċ(t−i )

(
ċ(t−i ), V (ti)

)
− gċ(t+i )

(
ċ(t+i ), V (ti)

)}
, (1.9)

onde λ = F (ċ(t)) é constante por hipótese.

Assumamos que c tem comprimento mínimo. Então L′(0) = 0, para quaisquer
variação C∞ por partes H de c fixados os pontos inicial e final de c.

Primeiramente, consideremos qualquer variação C∞ por partes H de c com
H(u, ti) = c(ti) (portanto, V (ti) = 0), i = 0, . . . , k. Por (1.8), temos

L′(0) = λ
∫ b

a
gċ (κ, V ) dt = 0.

Isto implica que
κ(t) = 0.

Para quaisquer 1 ≤ i0 ≤ k − 1 e v ∈ Tċ(ti0 ), consideremos uma variação C∞ por
partes H de c, tal que deixa fixo os pontos inicial e final de c com

V (ti0) = v, H(u, ti) = c(ti), i 6= i0

Por (1.8), temos

L′(0) = λ−1
{

gċ(t+i0 )

(
ċ(t+i0), v

)
− gċ(t−i0 )

(
ċ(t−i0), v

)}
= 0.

Concluímos que
ċ(t−i0) = ċ(t+i0),

isto é, c é C1 em cada ti. Em coordenadas locais, κ = 0 é equivalente ao seguinte sistema
de equações diferenciais ordinárias,

c̈i + 2Gi(ċ) = 0, i = 1, 2, . . . n. (1.10)

Por isso, c deve ser C∞ em cada ti. Com isso, temos o seguinte resultado.
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Proposição 1.3.1. Seja c uma curva C∞ por partes com velocidade constante sobre uma
variedade de Finsler (M,F ). Se c é de comprimento mínimo, então c é uma curva C∞

com curvatura geodésica nula (κ = 0).

A Proposição 1.3.1 motiva a seguinte definição,

Definição 1.3.1. Uma curva C∞ numa variedade de Finsler (M,F ) é chamada geodésica
se ela tem velocidade constante e sua curvatura geodésica é nula.

As funções locais Gi, chamadas coeficientes geodésicos, definidas em (1.6) podem
ser expressas como (ver [13])

Gi(y) = 1
4g

il(y)
{

2∂gjl
∂xk

(y)− ∂gjk
∂xl

(y)
}
yjyk. (1.11)

Usando

[F 2]xl = 2FFxl , [F 2]xkylyk = 2Fxkyk
F

gmly
m + 2FFxkylyk,

obtemos

Gi = Pyi +Qi, (1.12)

onde
P := Fxky

k

2F , Qi := F

2 g
il
{
Fxkyly

k − Fxl
}
.

Da definição, os coeficientes geodésicos Gi satisfazem a seguinte condição de
homogeneidade

Gi(λy) = λ2Gi(y), λ > 0.

Campo de Vetores Paralelo

Sejam (M,F ) uma variedade de Finsler, c = c(t) uma curva C∞ em M e U =
U i(t) ∂

∂xi
|c(t) um campo vetorial ao longo de c. Defina

DċU(t) :=
{
U̇ i(t) + U j(t)N i

j (c(t), ċ(t))
} ∂

∂xi
|c(t),

onde N i
j := ∂Gi

∂yj
. Podemos verificar que

Dċ(U + V )(t) = DċU(t) +DċV (t),

Dċ(fU)(t) = f ′(t)U(t) + f(t)DċU(t).

Como DċU(t) depende linearmente de U = U(t), DċU(t) é chamado derivada covariante
de U(t) ao longo de c(t).
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Um campo vetorial U = U(t) ao longo de c(t) é chamado de campo vetorial
linearmente paralelo se satisfaz a equação DċU(t) = 0, isto é,

U̇ i(t) + U j(t)N i
j (c(t), ċ(t)) = 0. (1.13)

É claro que, para qualquer t0 no domínio, U depende linearmente do valor inicial U(t0).

Seja σ = σ(t) uma curva em M. Então o campo vetorial tangente U := σ̇(t) é um
campo vetorial especial ao longo de σ. Sendo Gi homogêneo positivo de grau 2, a equação
(1.13) torna-se

σ̈i(t) + 2Gi (σ(t), σ̇(t)) = 0. (1.14)

Por isso, a curva σ é uma geodésica se, e somente se, o campo vetorial tangente U = σ̇(t)
é linearmente paralelo ao longo da curva σ.

Observação 1.3.1. Para campos vetoriais linearmente paralelos X = X(t) e Y = Y (t)
ao longo de uma geodésica c(t), a expressão gċ(t)(X(t), Y (t)) é constante, e para um
campo vetorial paralelo X = X(t) ao longo de uma curva c, F (c(t), X(t)) é constante. A
demonstração deste resultado pode ser encontrada em [13] pg. 73-74.

Duas métricas F e F sobre uma variedade M são chamadas equivalentes afim
se elas têm as mesmas geodésicas como curva parametrizada, isto é, se σ = σ(t) é uma
geodésica de F, então é também uma geodésica de F e vice-versa. Sejam Gi = Gi(x, y) e
G
i = G

i(x, y), os coeficientes geodésicos de F e F , respectivamente, no mesmo sistema
canônico de coordenadas locais (xi, yi) em TM. Claramente, F e F são equivalentes afim
se, e somente se,

Gi(x, y) = G
i(x, y).

Seja F uma métrica de Minkowski sobre um espaço vetorial. Então F é equivalente
afim a uma métrica Euclidiana.

Um resultado interessante e útil é o seguinte,

Lema 1.3.1. Sejam (M,F ) uma variedade de Finsler e F uma outra métrica de Finsler
sobre M tal que para qualquer campo vetorial paralelo U = U(t) com respeito a F ao longo
de qualquer curva c = c(t) se tenha,

F (c(t), U(t)) = constante,

então F é equivalente afim a F .

Usando o conceito de campo de vetores paralelos ao longo de uma curva, podemos
definir o transporte paralelo.
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Definição 1.3.2. Seja c = c(t), a ≤ t ≤ b, uma curva C∞ por partes de c(0) = p a
c(b) = q. Defina Pc : TpM → TqM por

Pc(u) := U(b), u ∈ TpM,

onde U = U(t) é o campo vetorial paralelo ao longo de c com U(a) = u. Pc é chamado
transporte paralelo ao longo de c.

O transporte paralelo Pc é um difeomorfismo C∞ de TpM\{0} sobre TqM\{0} e é
positivo homogêneo de grau 1,

Pc(λu) = λPc(u), λ > 0, u ∈ TpM.

No entanto, em geral Pc não é linear.

1.4 Métricas de Berwald e Landsberg

Métricas de Berwald

De forma geral, os coeficientes geodésicos Gi não são quadráticos em y ∈ TxM .

Definição 1.4.1. Uma métrica de Finsler é chamada métrica de Berwald se para qualquer
sistema canônico de coordenadas locais (xi, yi), os coeficientes geodésicos Gi são quadráticos
em y ∈ TxM, para todo x ∈M, ou seja, existem funções locais Γijk sobre M tal que

Gi(y) = 1
2Γijk(x)yjyk.

No exemplo seguinte, veremos que toda métrica Riemanniana é de Berwald:

Exemplo 1.4.1. Seja F (x, y) =
√
gijyiyj uma métrica Riemanniana sobre uma variedade

M. De (1.11) temos

Gi(x, y) = 1
2g

il(x)
{

2∂gjl
∂xk

(x)− ∂gjk
∂xl

(x)
}
yjyk, (1.15)

onde (gij(x)) := (gij(x))−1. Claramente, Gi é quadrático em y ∈ TxM. Logo F é uma
métrica de Berwald.

Existem muitas métricas de Berwald que não são Riemannianas.

Exemplo 1.4.2. Considere a métrica de Randers F = α+β sobre uma variedadeM, onde
α(x, y) =

√
aij(x)yiyj é Riemanniana e β(x, y) = bi(x)yi é uma 1-forma com ||β||x < 1.

Como foi obtido no exemplo anterior, temos que os coeficientes geodésicos de α podem ser
expressos como

G
i(x, y) = 1

2Γjikyjyk,
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onde Γijk(x) = Γikj(x) são funções locais de x ∈M. Defina bi|j por

bi|jdx
j := dbi − bjΓ

j

ikdx
k. (1.16)

Sejam
rij := 1

2
(
bi|j + bj|i

)
, sij := 1

2
(
bi|j − bj|i

)
.

Os coeficientes geodésicos Gi de F são dados por

Gi = G
i + Pyi +Qi,

onde
P := 1

2F
{
rijy

iyj − 2αbrarpsplyl
}

Qi := αairsrly
l.

Assumamos que β seja paralelo com respeito a α, isto é, bi|j = 0, então

rij = 0 = sij.

Portanto, P = Qi = 0, o que implica

Gi = G
i
.

Como os Gi são quadráticos em y ∈ TxM para todo x ∈M, segue que F = α + β é uma
métrica de Berwald. Neste caso as geodésicas de F coincidem com as de α a menos de
uma reparametrização. Por outro lado, se F é do tipo Berwald, então bi|j = 0. Ver [20]
para maiores detalhes.

É por isso que se uma métrica de Finsler é equivalente afim a uma métrica
Riemanniana, então deve ser uma métrica de Berwald.

Proposição 1.4.1. [16] Seja (M,F ) uma variedade de Berwald. Para qualquer curva
regular c(t) de p a q em M, o transporte paralelo Pc é uma isometria linear entre (TpM,Fp)
e (TqM,Fq).

As métricas Riemannianas são uma família especial das métricas de Berwald. Na
verdade, métricas de Berwald são quase Riemannianas, no sentido de que toda métrica
de Berwald é equivalente afim a uma métrica Riemanniana, isto é, que as geodésicas de
qualquer métrica de Berwald são geodésicas de alguma métrica Riemanniana [37].

Uma caracterização equivalente das métricas de Berwald e que foi assim como L.
Berwald definiu pela primeira vez (ver [5] [6]), é a seguinte:

Seja

Bi
jkl(y) := ∂Gi

∂yj∂yk∂yl
(y), (1.17)
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onde Gi são os coeficientes geodésicos de F. Para um vetor tangente y ∈ TxM\{0}, defina

By : TxM ⊗ TxM ⊗ TxM → TxM, (1.18)

por

By(u, v, w) = Bi
jkl(y)ujvkwl ∂

∂xi
|x, (1.19)

onde u = ui ∂
∂xi
|x, v = vj ∂

∂xj
|x e w = wk ∂

∂xk
|x. By(u, v, w) é simétrico em u, v e w. A

homogeneidade de Gi implica

By(y, v, w) = 0. (1.20)

Definição 1.4.2. [31] A curvatura de Berwald de uma métrica de Finsler é definida como
um tensor, que em coordenadas locais é dado por:

B := Bi
jkldx

j ⊗ dxk ⊗ dxl ⊗ ∂

∂xi
,

onde,

Bi
jkl = ∂3Gi

∂yj∂yk∂yl

e Gi são os coeficientes geodésicos de F.

Pode-se mostrar (ver [32]) que uma métrica de Finsler é de Berwald se, e somente
se, sua curvatura de Berwald é nula, pois

Γijk = ∂2Gi

∂yj∂yk
.

De agora em diante diremos que uma métrica de Finsler é de Berwald se, e somente
se, para todo índice i, j, k, l e (x, y) ∈ TM

∂3Gi

∂yj∂yk∂yl
= 0, (1.21)

onde Gi são os coeficientes geodésicos de F dados por (1.6) ou (1.12)

Métricas de Landsberg

Seja (M,F ) uma variedade de Finsler. Para y ∈ TxM, defina

Ly(u, v, w) := 1
2gy (By(u, v, w), y) . (1.22)
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Em coordenadas locais,

Ly(u, v, w) = Lijk(y)uivjwk, (1.23)

onde u = ui ∂
∂xi
|x, v = vj ∂

∂xj
|x, w = wk ∂

∂xk
|x e

Lijk(y) = 1
2y

mgml(y)Bl
ijk(y) = 1

2y
mgml(y) ∂3Gl

∂yi∂yj∂yk
(y). (1.24)

Ly é uma forma multilinear simétrica. Mostra-se facilmente de (1.20) e (1.22) que

Ly(y, v, w) = 0. (1.25)

Definição 1.1. L é dita Curvatura de Landsberg. Uma métrica de Finsler é dita métrica
de Landsberg se L = 0.

L. Berwald foi o primeiro a chamar as métricas com L = 0 de métricas de Landsberg
[6]. De (1.22) temos que se B = 0, então L = 0.

Portanto, as métricas de Berwald são métricas de Landsberg.

Sendo F homogênea positiva de grau 1, temos que a expressão de Ljkl pode ser
melhorada como

Ljkl(y) = 1
2FFy

iBi
jkl. (1.26)

Exemplo 1.4.3. Consideremos a métrica de Randers F := α + β, onde α(x, y) =√
aij(x)yiyj é uma métrica Riemanniana e β(x, y) = bi(x)yi é uma 1−forma sobre M. M.

Matsumoto, em [20], provou que F é uma métrica de Landsberg se, e somente se, β é
paralelo com respeito a α. Isto é,

∂bi
∂xj
− Γkijbk = 0,

onde Γkij são os símbolos de Christoffel da métrica α.

Na geometria de Finsler existe um problema que ainda está em aberto sobre as
métricas de Berwald e Landsberg: verificar se existe uma métrica de Landsberg que não é
uma métrica de Berwald. Este problema foi chamado “problema do unicórnio” por D. Bao
e M. Matsumoto declarou que procurar tal uma métrica representa o próximo objetivo da
Geometria de Finsler [3]. Em 2008, Z. I. Szabó afirmou que toda métrica de Landsberg é
do tipo Berwald [35]. Porém, existe um erro na demonstração, pode-se consultar [36] e
[21] para mais detalhes.

É conhecido que as seguintes três condições são equivalentes para uma métrica de
Randers F = α + β, (ver [20])

(a) F é métrica de Landsberg;
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(b) F é métrica de Berwald;

(c) β é paralelo com respeito a α.

Z. Shen mostrou que as métricas de Landsberg do tipo (α, β)−métricas são também
métricas de Berwald [33].

1.5 Métricas de Douglas
A noção de espaços de Douglas foi introduzida por S. Bacso e M. Matsumoto [2]

como uma generalização dos espaços de Berwald do ponto de vista das equações geodésicas.
Uma métrica de Finsler é chamada de métrica de Douglas se os coeficientes geodésicos
Gi = Gi(x, y) são da seguinte forma:

Gi = 1
2Γijk(x)yjyk +O(x, y)yi, (1.27)

onde Γijk são funções de x ∈ M e P uma função de (x, y) ∈ TM que satisfaz a seguinte
propriedade de homogeneidade

O(λy) = λO(y).

As métricas de Douglas formam uma família muito rica, incluindo as métricas
Riemannianas e as métricas localmente projetivamente planas (métricas que têm linhas
retas como geodésicas). O estudo das métricas de Douglas enriquecem nosso entendimento
das métricas de Finsler não Riemannianas.

Seja

Dj
i
kl := ∂3

∂yj∂yk∂yl

(
Gi − 1

n+ 1
∂Gm

∂ym
yi
)
. (1.28)

Observe que a condição (1.27) é satisfeita se, e somente se,

Gi − 1
n+ 1

∂Gm

∂ym
yi = γijky

jyk, (1.29)

para algum conjunto de funções γijk(x). Além disso, (1.29) é satisfeita se, e somente se,

Dj
i
kl = 0.

Por isso, as métricas de Douglas são também caracterizadas pela equação Dj
i
kl = 0. Por

exemplo, uma métrica de Randers F = α+ β é do tipo Douglas se, e somente se, β é uma
1-forma fechada [2]. Neste caso F = α + β tem as mesmas geodésicas que α.

De forma geral, considere-se a métrica de Finsler da forma

F =
√
α2 + κβ2 + εβ,
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onde κ e ε 6= 0 são constantes. Claramente, F =
√
α2 + κβ2 + εβ é do tipo Douglas se,

e somente se, β é fechado. Estes tipos de métricas motivam o seguinte Teorema, para
métricas (α, β) sobre um aberto de dimensão n ≥ 3.

Teorema 1.5.1. [17] Seja F = αφ(s), s = β/α, uma (α, β) métrica sobre um aberto
U ⊂ Rn (n ≥ 3), onde α =

√
aij(x)yiyj e β = bi(x)yi 6= 0. Defina b := ||βx||α e suponha

as seguintes condições:

(a) β não é paralelo com respeito a métrica α,

(b) F não é do tipo Randers e

(c) db 6= 0 em toda parte ou b = constante sobre U .

Então F é do tipo Douglas sobre U se, e somente se, a função φ = φ(s) satisfaz a seguinte
equação diferencial ordinária:{

1 + (κ1 + κ2s
2)s2 + κ3s

2
}
φ′′(s) = (κ1 + κ2) {φ(s)− sφ′(s)} (1.30)

e a derivada covariante ∇β = bi|jy
idxj de β com respeito a α satisfaz a seguinte equação:

bi|j = 2τ
{

(1 + κ1b
2)aij + (κ2b

2 + κ3)bibj
}
, (1.31)

onde τ = τ(x) é uma função escalar sobre U e κ1, κ2 e κ3 são constantes com (κ1, κ2) 6=
(0, 0).

A equação (1.30) implica que β é uma 1-forma fechada. Existem muitas soluções
elementares de (1.30). Por exemplo, as seguintes funções φ satisfazem (1.30) para algumas
constantes κi.

bφ = 1 + s, φ = 1 + εs+ s2, φ = (1 + s)2,

φ = 1 + εs+ s arctan(s), φ = 1 + εs+ 2s2 − 1
3s

4,

onde ε é constante.

As funções φ = es + εs e φ = 1/(1− s) + εs não satisfazem (1.30) para quaisquer
κi. Consequentemente, as (α, β)−métricas definidas por estas funções são métricas de
Douglas se, e somente se, β é paralela com respeito a α. [4] [41]

Observação 1.5.1. O tensor de Douglas é projetivamente invariante, isto é, se duas
métricas de Finsler F e F são projetivamente equivalentes

Gi = G
i + Pyi,
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onde P = P (x, y) é positivo y−homogêneo de grau 1, então o tensor de Douglas de F é
igual ao da F . Por isso, se uma métrica de Finsler é projetivamente equivalente a uma
métrica de Berwald, então ela é uma métrica de Douglas. Entretanto, existe o problema
de saber se toda métrica de Douglas é (localmente) projetivamente equivalente a uma
métrica de Berwald.

Exemplo 1.5.1. [18] A seguinte métrica de Finsler definida sobre a bola unitária Bn ⊂ Rn

é do tipo Douglas

F (x, y) =

√
κ2 < x, y >2 +ε|y|2(1 + ζ|x|2)

1 + ζ|x|2
+ κ < x, y >

1 + ζ|x|2
,

onde r = 1/
√
−ζ se ζ < 0 e r = +∞ se ζ ≥ 0. F não é Riemanniana (resp. localmente

projetiva flat), a não ser que κ = 0 (resp. εζ + κ2 = 0) .

A seguinte métrica não é do tipo Randers em geral.

Exemplo 1.5.2. [28] A seguinte métrica de Finsler é do tipo Douglas e tem curvatura
flag constante negativa

Fε(x, y) = 1
2


√

(1− |x|2)|y|2+ < x, y >2+ < x, y >

1− |x|2

−
− 1

2

ε
√

(1− ε|x|2)|y|2 + ε2 < x, y >2 + ε2 < x, y >

1− ε2|x|2

 .
Note que Fε é do tipo Randers se ε = 0,−1.

1.6 S−Curvatura
Existem duas importantes formas de volume na geometria de Finsler. Uma delas

é a chamada forma de volume Busemann-Hausdorff e a outra é chamada forma de
volume Holmes-Thompson. A forma de volume Busemann-Hausdorff dVBH é dada por
dVBH(x) = σBH(x)dx, onde

σBH(x) = ωn
Vol{(yi) ∈ Rn|F (x, yi ∂

∂xi
) < 1}

e a forma de volume Holmes-Thompson dVHT é dada por dVHT (x) = σHT (x)dx, onde

σHT (x) = 1
ωn

∫
{(yi)∈Rn|F (x,yi ∂

∂xi
)<1}

det(gij)dy.

O operador Vol denota o volume Euclidiano e

ωn := Vol(Bn(1)) = 1
n
Vol(Sn−1) = 1

n
V ol(Sn−2)

∫ π

0
sinn−2(t)dt

denota o volume Euclidiano da bola unitária em Rn.
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Proposição 1.6.1. Seja F = αφ(β, β/α) uma (α, β)−métrica generalizada sobre uma
variedade M, n−dimensional. Sejam dV = dVBH ou dVHT e

A(b) :=



∫ π
0 sinn−2(t)dt∫ π

0
senn−2(t)

φ(b,b cos(t))n dt
, se dV = dVBH

∫ π
0 (senn−2(t))T (b cos(t))dt∫ π

0 senn−2(t)dt , se dV = dVHT ,

(1.32)

onde T (s) := φ(φ− sφ2)n−2[(φ− sφ2) + (b2− s2)φ22]. Então a forma de volume dV é dada
por

dV = A(b)dVα,

onde dVα =
√
det(aij)dx denota a forma de volume Riemanniana de α.

Considere o espaço euclidianoRn, e a família de formas de volume dµε = σε(x)dx1 . . . dxn

sobre Rn, onde

σε = εneε|x|, ε > 0.

dµε determina as conhecidas medidas de Gauss µε. Note que σε → 0 quando ε→ 0+. Para
um valor de ε fixado, a taxa de decaimento da medida Gaussiana µε em x é definida por

Sx(y) := − yi

σε(x)
∂σε
∂xi

(x) = 2ε < x, y >, y ∈ TxRn = Rn.

A taxa de decaimento Sx de µε vai para ∞ (na direção radial) quando x→∞. Podemos
estender a noção de taxa de decaimento para variedades de Finsler.

Seja (F,M) uma variedade de Minkowski. Considere um sistema de coordenadas
locais (xi, yi) em TM, e sejam Gi os coeficientes geodésicos de F.

Se F é uma norma de Minkowski, então gij := 1
2 [F 2]yiyj (y) depende de y e

σF 6=
√

det(gij(y)), em geral. Defina

τ := ln

√
det (gij(y))

σF
. (1.33)

τ = τ(y) está bem definido, e é chamado de distorção de F [30], [32]. Observe que

τyi = ∂

∂yi

 ln
√

det (gjk(y))
σF

 = 1
2σF

gjk
∂gjk
∂yi

. (1.34)

Uma métrica Euclidiana é caracterizada pelo seguinte lema.

Lema 1.6.1. [13] Para uma norma de Minkowski F sobre um espaço vetorial V, as
seguintes condições são equivalentes:
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(a) F é Euclidiana,

(b) τ = constante,

(c) τ = 0.

Seja (M,F ) uma variedade de Finsler. A distorção é definida para a norma de
Minkowski sobre cada espaço tangencial. Então obtemos uma função escalar τ = τ(x, y)
sobre TM\{0}, que também é chamada distorção de F. Então F é Riemanniana se, e
somente se, τ = 0.

Mostraremos que sobre uma variedade de Berwald, a distorção é constante ao
longo de qualquer geodésica, porém não é constante sobre a variedade em geral. Por isso é
natural estudar a variação da distorção ao longo de geodésicas para variedades de Finsler
em geral.

Para um vetor y ∈ TxM\{0}, seja c = c(t) uma geodésica com c(0) = x e ċ(0) = y.

Defina

S(x, y) := d

dt
[τ (c(t), ċ(t))] |t=0. (1.35)

S = S(x, y) é positiva y−homogênea de grau 1,

S(x, λy) = λS(x, y), λ > 0.

S é chamado de S−curvatura. Num sistema de coordenadas locais (xi, yi), seja dVF =
σF (x)dx1 . . . dxn a forma de volume e Gi = Gi(x, y) os coeficientes geodésicos de F. Temos
de (1.15) que

∂Gm

∂ym
= 1

2g
ml∂gml
∂xi

yi − gjk ∂gjk
∂yi

Gi. (1.36)

Portanto, de (1.35) e (1.36), temos

S = yi
∂τ

∂xi
− 2 ∂τ

∂yi
Gi

= 1
2g

ml∂gml
∂xi

yi − gjk ∂gjk
∂yi

Gi − ym ∂

∂xm
(ln σF (x))

= ∂Gm

∂ym
(x, y)− ym ∂

∂xm
(ln σF (x)) . (1.37)

Proposição 1.4.1 nos diz que toda variedade de Berwald é modelada sobre um único
espaço de Minkowski. Além disso, a geometria dos espaços tangentes não muda ao longo
das geodésicas. Esta observação leva a seguinte proposição importante para uma métrica
de Berwald com respeito a forma de volume Busemann-Hausdorff dVBH .

Proposição 1.6.2. [30] [31] Para qualquer métrica de Berwald, a S−curvatura é nula.
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Demonstração. Fixemos um ponto arbitrário (x, y) ∈ TM0 e seja c = c(t) uma geodésica
com c(0) = x e ċ(0) = y. Seja {bi(t)} um referencial linearmente paralelo ao longo de c,
isto é, cada bi(t) é linearmente paralelo ao longo de c. Seja

gij(t) := gċ(t) (bi(t),bj(t)) .

Pela Observação 1.3.1, gij(t) = constante. Por isso det (gij(t)) = constante. Por outro
lado, para quaisquer (yi) ∈ Rn, o campo vetorial U = yibi(t) é linearmente paralelo ao
longo de σ e do Lema 1.3.1,

F
(
c(t), yibi(t)

)
= constante.

Assim o subconjunto convexo Ut ⊂ Rn é independente de t,

Ut :=
{

(yi) ∈ Rn|F
(
c(t), yibi(t)

)
< 1

}
.

Isto implica que o coeficiente da forma de volume dVF é constante,

σF (t) = V ol (Bn(1))
V ol(Ut)

= constante.

Assim, a distorção também é constante, isto é,

τ (c(t), ċ(t)) = ln

√
det(gij(t))
σF (σ(t)) = constante.

Logo, por (1.33) e (1.35), S = 0. �

A função S foi originalmente definida por Z. Shen ([30] [29]) para variedades de
Finsler com a medida de Busemann-Hausdorff.

Uma métrica de Finsler F é chamada de S−curvatura isotrópica se

S = (n+ 1)cF.

De forma mais geral, F tem S-curvatura quase isotrópica se

S = (n+ 1)(cF + η), (1.38)

onde c = c(x) é uma função de x ∈M e η = ηi(x)yi é uma 1-forma fechada.

Observamos que, se os coeficientes geodésicos Gi(y) são quadráticos em y ∈ TxM,

x ∈M, então S torna-se uma 1-forma sobre M.

Pela definição de S−curvatura, S(y) mede a taxa de variação de (TxM,Fx) na
direção y ∈ TxM.
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Exemplo 1.6.1. [32] Sejam Ω um domínio convexo em Rn e a métrica de Funk definida
por

x+ y

F (x, y) ∈ ∂Ω, y ∈ TxΩ.

Considerando a base ortonormal canônico {ei}ni=1 para Rn, segue da definição que

Bn
x :=

{
(yi) ∈ Rn, F (x, yiei) ≤ 1

}
= Ω− {x}.

Segue que o elemento de volume σBH(x) é dado por

σ(x) = V ol(Bn)
V ol(Bn

x ) = V ol(Bn)
V ol(Ω) = constante

Por outro lado o Teorema de Okada [25] para métricas de Funk (Fxk = FFyk) nos
dá os coeficientes geodésicos Gi de F que são dados por

Gi = 1
2Fy

i. (1.39)

Derivando (1.39), temos

∂Gm

∂ym
= n+ 1

2 F.

Assim, segue de (1.37) que

S = n+ 1
2 F.

Neste caso a S−curvatura é isotrópica constante, já que a função c(x) = 1
2 em (1.38).

Exemplo 1.6.2. Considere a métrica de Randers F = α + β sobre uma variedade M ,
onde α(y) =

√
aijyiyj é uma métrica Riemanniana e β(y) = biy

i é uma 1-forma com

||β||α(x) := sup
y∈TxM

β(y)
α(y) =

√
aijbibj < 1.

Em [10] X. Chen e Z. Shen mostraram que F tem S−curvatura isotrópica, isto é, S =
(n+ 1)cF , se, e somente se, β satisfaz a seguinte equação:

rij + bivj + bjvi = 2c(aij − bibj),

onde

rij := 1
2(bi|j + bj|i), vij := 1

2(bi|j − bj|i), vi := bjvji. (1.40)

Aqui bi|j denotam os coeficientes da derivada covariante de β com respeito a α. Porém,
obter soluções desta equação é difícil. Esta dificuldade será superada se expressarmos a
métrica de Randers F da seguinte forma

F =

√
h(x, y)2 − [h(x,Wx)2h(x, y)2− < y,Wx >2

x]
1− h(x,Wx)2 − < y,Wx >h

1− h(x,Wx)2 , (1.41)
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onde h(x, y) =
√
hij(x)yiyj é uma métrica Riemanniana, W é um campo vetorial sobre M

com h(x,Wx) < 1 para todo x ∈M e <,>h denota o produto interno definido por h. Em
[39], H. Xin, mostrou que F tem S−curvatura isotrópica S = (n+ 1)cF se, e somente se,
W satisfaz

Wi;j +Wj;i = −4chij,

ondeWi := hijW
j eWi;j denotam os coeficientes da derivada covariante deW com respeito

a h. Neste mesmo espírito (isto é, com os dados de navegação de Zermelo h e Wx), em
[12] X. Cheng e Z. Shen determinaram completamente a estrutura local de uma métrica
de Randers com S−curvatura isotrópica e com curvatura flag escalar K = K(x, y).

Consideremos as seguintes notações

v0 = vjy
j, v00 = vkly

kyl, vij = aihvhj, vi0 = vijy
j, r00 = rijy

iyj. (1.42)

onde rij, vij e vi são dados em (1.40).

Exemplo 1.6.3. Consideremos s = β
α
e a métrica F = αφ(s) chamada (α, β)−métrica,

os coeficientes geodésicos Gi de F são dados por

Gi = G
i + αQvi0 + Θ {−2Qαv0 + r00}

yi

α
+ Ψ {−2Qαv0 + r00} bi, (1.43)

onde Gi denota os coeficientes geodésicos de α e

Q := φ′

φ− sφ′
, Θ = Q− sQ′

2∆ , Ψ = Q′

2∆ , (1.44)

onde ∆ := 1 + sQ+ (b2 − s2)Q′. Seja

Φ := −(Q− sQ′) {n∆ + 1 + sQ} − (b2 − s2)(1 + sQ)Q′′. (1.45)

Em [11] X. Cheng e Z. Shen obtiveram equações que caracterizam as (α, β)−métricas
com S−curvatura isotrópica: Supondo φ 6= k1

√
1 + k2s2 + k3s para quaisquer constantes

k1 > 0, k2 e k3. Então F tem S−curvatura isotrópica se, e somente se, ocorre um dos
seguintes itens,

(i) β satisfaz
rj + vj = 0

e φ = φ(s) satisfaz
Ψ = 0.

Neste caso, S = 0.
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(ii) β satisfaz
rij = ε

{
b2aij − bibj

}
, vj = 0,

onde ε = ε(x) é uma função escalar, e φ = φ(s) satisfaz

Ψ = −2(n+ 1)k ψ∆2

b2 − s2 ,

onde k é uma constante. Neste caso, S = (n+ 1)cF com c = kε.

(iii) β satisfaz
rij = 0, vj = 0.

Neste caso, S = 0, independente da escolha de um φ particular.

Por outro lado, para o caso F = k1
√
α2 + k2β2 + k3β, temos que F tem S−curvatura

isotrópica, S = (n+ 1)cF se, e somente se, β satisfaz

rij + τ(vibj + vjbi) = 2c(1 + k2b
2)k2

1
k3

(aij − τbibj) ,

onde
τ := k2

3
k2

1
− k2.

Neste último exemplo foram consideradas as formas de volume Busemann- Hausdorff
dVBH e de Holmes-Thompson dVHT dadas pela Proposição 1.6.1.

Outra propriedade interessante da S-curvatura é que ela está estreitamente relacio-
nada com a curvatura flag:

Teorema 1.6.3. [9] Seja F uma métrica de Finsler com curvatura flag escalar sobre uma
variedade M. Suponha que a S−curvatura é quase isotrópica, S = (n + 1)cF + η, onde
c = c(x) é uma função escalar e η = ηiy

i é uma 1-forma fechada, então a curvatura flag é
quase isotrópica, e é dada por:

K = 3cxmym
F

+ σ,

onde (xm, ym) são coordenadas locais de TM e σ = σ(x) é uma função escalar de M.

1.7 Métricas esfericamente Simétricas
Vamos denotar por Mn

s um subconjunto de Rn aberto, conexo e simétrico com
respeito à origem, isto é: Mn

s é uma bola aberta B(ν) de raio ν centrado na origem, ou a
região anular B(ν1)\B(ν2), ν1 > ν2 ≥ 0, ou Rn.

Uma métrica de Finsler F sobre Mn
s ⊂ Rn é chamada esfericamente simétrica se

satisfaz,
F (Ax, Ay) = F (x, y)
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para todo x ∈ M , y ∈ TxM
n
s e A ∈ O(n). Zhou; Huang e Mo, obtiveram o seguinte

resultado, cuja demonstração será incluída por ser simples e o resultado será fundamental
nos seguintes capítulos.

Lema 1.7.1. [42] [15] Uma métrica de Finsler F sobre um espaçoMn
s ∈ Rn é esfericamente

simétrica se, e somente se, existe uma função φ : I × J ⊂ R×R→ R tal que

F (x, y) = |y|φ
(
|x|, 〈x, y〉

|y|

)
,

onde (x, y) ∈ TMn
s := TMn

s \{0}.

Demonstração. Assuma que

F (x, y) = |y|φ
(
|x|, < x, y >

|y|

)

para alguma função φ : [0, r)×R→ R. É fácil ver que

< Ax,Ay >=< x,A>Ay >=< x, y >

para x, y ∈ Rn e A ∈ O(n). Em particular, temos |Ax| = |x| para x ∈ Rn. Assim,

F (Ax,Ay) = |Ax|φ
(
|Ax|, < Ax,Ay >

|Ay|

)
= |y|φ

(
|x|, < x, y >

y

)
= F (x, y).

Por outro lado, suponha que F é esfericamente simétrica. Denote a base ortonormal de
Rn por e1, . . . , en, onde

ej = (0, . . . , 0, 1, 0, . . . , 0), j = 1, . . . , n.

Para x 6= 0, denotemos

ε1 = x

|x|
, ε2 =

y − <x,y>
|x|2 x∣∣∣y − <x,y>
|x|2 x

∣∣∣ .
Então ε1 e ε2 são vetores ortonormais em Rn. Isto mostra que existe A ∈ O(n) tal que

Aε1 = e1, Aε2 = e2.

Observe que

Ax = A (|x|ε1) = |x|Aε1 = |x|e1 (1.46)
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e

Ay = A

(∣∣∣∣∣y − < x, y >

|x|2
x

∣∣∣∣∣ ε2 + < x, y >

|x|2
x

)

= A

< x, y >

|x|2
x+

√
|x|2|y|2− < x, y >2

|x|
ε2


= < x, y >

|x|2
Ax+

√
|x|2|y|2− < x, y >2

|x|
Aε2

= < x, y >

|x|
e1 +

√
|x|2|y|2− < x, y >2

|x|
e2. (1.47)

Observe que se x = 0, então F (x, y) = ψ(|y|).

Aplicando a simetria de F, obtemos

F (x, y) = F (Ax,Ay)

= F

|x|e1,
< x, y >

|x|
e1 +

√
|x|2|y|2− < x, y >2

|x|
e2


= F

|x|, 0, . . . , 0; < x, y >

|x|
,

√
|x|2|y|2− < x, y >2

|x|
, 0, . . . , 0


= ψ (|x|, < x, y >, |y|) ,

onde ψ : [0, r)×R2 → R. Sendo F positiva homogênea de grau 1 com respeito a y, temos

λψ (|x|, < x, y >, |y|) = λF (x, y)

= F (x, λy)

= ψ (|x|, < x, λy >, |λy|)

= ψ (|x|, λ < x, y >, λ|y|) ,

para λ ∈ [0,+∞). Em particular, temos

1
|y|
ψ (|x|, < x, y >, |y|) = ψ

(
|x|, < x, y >

|y|
, 1
)

:= φ

(
|x|, < x, y >

|y|

)
,

onde y ∈ TxMn
s \{0} e φ : I × J → R. �
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O seguinte resultado é um caso particular do que foi provado para (α, β)−métricas
independentemente em [14], [24] e [40]. Incluiremos a demonstração apenas no caso
particular das métricas de Finsler esfericamente simétricas.

Denotaremos por φr e φs as derivadas parciais de φ com respeito a primeira e segunda
coordenadas de φ(r, s) respectivamente.

Proposição 1.7.1. Seja F = |y|φ
(
|x|, 〈x, y〉|y|

)
uma métrica de Finsler esfericamente

simétrica sobre Mn
s ⊂ Rn. Sejam x1, ..., xn as coordenadas sobre Rn e y = ∑

yi∂/∂xi.
Então os coeficientes geodésicos são dados por

Gi = |y|Pyi + |y|2Qxi, (1.48)

onde
Q := 1

2r
rφss − φr + sφrs

φ− sφs + (r2 − s2)φss
, r := |x|, s := 〈x, y〉

|y|
(1.49)

e

P := rφs + sφr
2rφ − Q

φ

[
sφ+ (r2 − s2)φs

]
. (1.50)

Demonstração. De fato, vamos mostrar que (1.48) é equivalente a (1.12). Para isso
precisamos das seguintes derivadas parciais com respeito as coordenadas de y = (yi):

Fyl = φ
yl

|y|
+ |y|φssyl

= φ
yl

|y|
+ |y|φs

{
− sy

l

|y|2
+ xl

|y|

}

= φ
yl

|y|
− s

|y|
φsy

l + φsx
l (1.51)

onde usamos que syj = − syj

|y|2 + xj

|y| . De (1.51) temos que,

FFyl =
(
φ2 − sφφs

)
yl + |y|φφsxl. (1.52)

Agora vamos calcular as derivadas de F 2 com respeito a yl[1
2F

2
]
yl

= FFyl

= ylφ2 − φφs{syl − |y|xl}. (1.53)

Derivando novamente com respeito a yi[1
2F

2
]
ylyi

= φ2δli + 2φφs
{
− sy

i

|y|2
+ xi

|y|

}
yl +

{
φ2
ssyi + φφssx

i
}{
|y|xl − syl

}
+ φφs

{
yixl

|y|
− syiyl − sδli

}
, (1.54)
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tendo em conta que |y|.s =< x, y > e multiplicando (1.54) por |y| e xi e fazendo a
somatória em i, temos

xi|y|
[1
2F

2
]
ylyi

= |y|φ2xl + 2|y|φφs
{
− s

2

|y|
+ |x|

2

|y|

}
yl + |y|

{
φ2
s + φφss

}{
|y|xl − syl

}{
− s

2

|y|
+ |x|

2

|y|

}

+ |y|φφs
{
sxl −

(
− s

2

|y|
+ |x|

2

|y|

)
yl − sxl

}
= |y|

{
φ2 + (φ2

s + φφss)(−s2 + r2)
}
xl

+ |y|
{

2
|y|
φφs(r2 − s2)− s

|y|
(φ2

s + φφss)(r2 − s2)− 1
|y|
φφs(r2 − s2)

}
yl

= |y|
{
φ2 + (φ2

s + φφss)(r2 − s2)
}
xl +

{
φφs − sφ2

s − sφφss
}

(r2 − s2)yl.
(1.55)

Também precisamos das derivadas de Fxk , Fxkyl

Fxk = |y|
{
xk

r
φr + yk

|y|
φs

}
, (1.56)

Fxkyl =
{
φr
xk

|x|
+ φs

yk

|y|

}
yl

|y|
+ |y|

{
φrssyl

xk

|x|
+ φsssyl

yk

|y|
+ φs(

δkl
|y|
− ykyl

|y|3
)
}
, (1.57)

para obter ykFxk e Fxkylyk,

ykFxk = |y|
2

r
{sφr + rφs} , (1.58)

Fxkyly
k =

{
sφr
|y|
|x|

+ φs|y|
}
yl

|y|
+ |y|

{
sφrssyl

|y|
|x|

+ s|y|φsssyl + φs(
yl

|y|
− yl

|y|
)
}

=
{
φr

s

|x|
+ φs

}
yl + |y|

{
φrss
|y|
|x|

+ |y|φss
}
syl . (1.59)

Temos então, de (1.59) e (1.56) que

φ

2
[
Fxkyly

k − Fxl
]

= φ

2r [φr − sφrs − rφss] [syl − |y|xl], (1.60)

e de (1.52) temos ainda

−1
φ

[
sφ+ (r2 − s2)φs

]
FFyl = −[sφ+ (r2 − s2)φs][φyl − sφsyl + |y|φsxl]

= −[φ− sφs][sφ+ (r2 − s2)φs]yl + |y|φs[sφ+ (r2 − s2)φs].
(1.61)

Observe que só precisamos mostrar o seguinte,

−Q
φ

[
sφ+ (r2 − s2)φs

]
gily

i + |y|Qgilxi = φ

2
[
Fxkyly

k − Fxl
]
. (1.62)
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Segue da identidade FFyl = gily
i, e de somar (1.55) e (1.61), que

uglix
i− 1
φ

[
sφ+(r2−s2)φs

]
FFyl = |y|

[
φ2 + (φ2

s + φφss)(r2 − s2)− φs(sφ+ (r2 − s2)φs)
]
xl

+
[
(φφs−sφ2

s−sφφss)(r2−s2)− (sφ+ (r2−s2)φs)(φ− sφs)
]
yl

= |y|
[
φ2 + (r2 − s2)φφss − sφφs

]
xl

−
[
s(s2 − s2)φφss + sφ(φ− sφs)

]
yl

= φ
[
φ− sφs + (r2 − s2)φss

]
(uxl − syl). (1.63)

Por outro lado, dividindo (1.60) por Q, temos

1
Q

φ

2
[
Fxkyly

k − Fxl
]

= −φ
[
φ− sφs + (r2 − s2)φss

]
(syl − |y|xl). (1.64)

Igualando (1.63) com (1.64) obtemos (1.62) o que finaliza a demonstração. �

C.Yu e H. Zhu, [40] deram as condições necessárias e suficientes para que uma
(α, β)−métrica generalizada seja uma métrica de Finsler (ver Proposição 1.2.2). Em
particular considerando F (x, y) = |y|φ(|x|, <x,y>|y| ), temos que F é uma métrica de Finsler
se, e somente se, a função φ > 0 satisfaz:

φ(s)− sφs(s) + (r2 − s2)φss(s) > 0, quando n ≥ 2, (1.65)

com a condição adicional

φ(s)− sφs(s) > 0, quando n ≥ 3. (1.66)

1.8 Equação de Transporte
Nesta seção, vamos dar noções da equação de transporte e o método de solução

que será utilizado neste trabalho.

Seja ψ = ψ(r, s) uma função diferenciável, a seguinte equação é chamada equação
de transporte

ψr(r, s) + v(r, s)ψs(r, s) = T (r, s, ψ(r, s)), (1.67)

onde v(r, s) e T (r, s, ψ(r, s)) são diferenciáveis. Observe que esta equação pode ser escrita
como ~v · gradψ = P , onde ~v = (1, v) e gradψ = (ψr, ψs).
Isto motiva a seguinte interpretação geométrica: estamos procurando uma superfície
z = ψ(r, s) cuja derivada direcional com respeito ao vetor ~v é T (r, s, ψ). Esta interpretação
geométrica é a base para o seguinte método de resolução de (1.67).
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As curvas (r,X(r)) no plano (r, s) que são tangentes ao campo vetorial (1, v) são
chamadas curvas características.

Dessa definição podemos dizer que a curva característica que passa por (r, s) = (r0, c)
é o gráfico da função X que satisfaz a equação diferencial ordinária:

dX

dr
= v(r,X(r)), (1.68)

com a condição inicial X(r0) = c.

Denotemos o valor de ψ, ao longo da curva característica (r,X(r)), por Ψ(r) =
ψ(r,X(r)), então temos

d

dr
Ψ = ∂ψ

∂r
+ ∂ψ

∂s

dX

dr
= ψr + vψs = T. (1.69)

Por isso, o valor de ψ ao longo da curva característica está determinado pela seguinte
equação diferencial ordinária:

Ψ′ = T (r,X(r),Ψ(r)). (1.70)

A equação (1.70), com valor inicial Ψ(r0) = ψr0(c) determina o valor de ψ ao longo
da curva característica que intercepta o eixo (r0, s) em (r0, c), pois

Ψ(r0) = ψ(r0, X(r0)) = ψ(r0, c) = ψr0(c).

A superfície z = ψ(r, s) é a coleção (o recobrimento) das curvas obtidas fazendo c assumir
todos os valores reais.

Exemplo 1.8.1. Considere a equação diferencial parcial:

ur + sus = −u. (1.71)

A equação diferencial ordinária característica é S ′ = S. A solução desta equação satisfazendo
a condição inicial S(0) = k é S = ker. Então a curva característica que intercepta o eixo x
no ponto (k, 0) é dada por k = se−r.

A equação diferencial ordinária que descreve o valor de u ao longo da curva
característica é

U ′ = −U.

A solução desta equação satisfazendo a condição inicial U(0) = u0(k) é

U(r) = u0(k)e−r.

Finalmente obtemos a solução geral de (1.71):

u(r, s) = u0(se−r)e−r.
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Os seguintes lemas são aplicações das curvas características, os quais serão de muita
importância nos resultados dos capítulos subsequentes.

Lema 1.8.1. Sejam f = f(r) e g = g(r) funções, tais que as seguintes expressões∫
2r(2g + r2f)dr e

∫
2rfe

∫
2r(2g+r2f)drdr, (1.72)

estejam bem definidas. Então[
1− (r2 − s2)(2g + s2f)

]
rψs(r, s) + sψr(r, s) = 0 (1.73)

é equivalente a

ψ(r, s) = η(ϕ(r, s))), (1.74)

onde η é qualquer função diferenciável, e

ϕ(r, s) = r2 − s2

(r2 − s2)
∫

2rfe
∫

2r(2g+r2f)drdr − e
∫

2r(2g+r2f)dr
. (1.75)

Demonstração. Para s 6= 0, observe que (1.73) é equivalente à seguinte equação de
transporte

ψr + v(r, s)ψs = 0, (1.76)

ψ(r0, s) = ψr0(s), (1.77)

onde
v(r, s) = r

s

[
1− (r2 − s2)(2g(r) + f(r)s2)

]
. (1.78)

Consideremos a curva característica (r,X(r)) desta equação. Primeiro resolveremos a
equação dada por (1.68) que torna-se,

X ′(r) = r

X(r)
[
1− (r2 −X2(r))(2g(r) + f(r)X2(r))

]
(1.79)

podendo ser reescrito como

2X(r)X ′(r)− 2r = 2r(X2(r)− r2)(2g(r) + f(r)X2(r)). (1.80)

Defina-se ς(r) = X2(r)− r2, assim a última expressão (1.80) pode ser vista como

ς ′ = 2r(2g + r2f)ς + 2rfς2, (1.81)

que é uma equação do tipo Ricatti, que tem como solução geral

ς = e
∫

2r(2g+r2f)dr

c0 −
∫

2rfe
∫

2r(2g+r2f)drdr
, c0 ∈ R. (1.82)
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Então, a solução da equação (1.79) com a condição inicial X(r0) = c é dada por:

X(r) =

√√√√√√r2 + e
∫
r0

2r(2g+r2f)dr

1
c2−r2

0
−
∫
r0

2rfe
∫
r0

2r(2g+r2f)dr
dr
, (1.83)

que é equivalente a

(X2(r)− r2)−1 =
1

c2−r2
0
−
∫
r0

2rfe
∫
r0

2r(2g+r2f)dr

e
∫
r0

2r(2g+r2f)dr
,

e que pode ser melhorada por
1

c2 − r2
0

=
∫
r0

2rfe
∫
r0

2r(2g+r2f)dr + (X2(r)− r2)−1e
∫
r0

2r(2g+r2f)dr
.

Assim, para r2− s2 > 0, a curva característica que intersecta o eixo (r0, s) no ponto
(r0, c) está determinada por

c =

√√√√√r2
0 +

∫
r0

2rfe
∫
r0

2r(2g+r2f)dr
dr − e

∫
r0

2r(2g+r2f)dr

r2 − s2

−1

=

√√√√√r2
0 + r2 − s2

(r2 − s2)
∫
r0

2rfe
∫
r0

2r(2g+r2f)dr
dr − e

∫
2r(2g+r2f)dr

.

A equação (1.70) torna-se

Ψ′(r) = 0, (1.84)

com condição inicial Ψ(r0) = ψr0(c), que tem como solução geral

Ψ = ψr0(c).

Assim, a solução geral do problema de valor inicial (1.76)-(1.77) é dada por

ψ(r, s) = ψr0


√√√√√r2

0 + r2 − s2

(r2 − s2)
∫
r0

2rfe
∫
r0

2r(2g+r2f)dr
dr − e

∫
2r(2g+r2f)dr

 . (1.85)

Note que, ϕ dada por (1.75) é uma solução da equação (1.73). Portanto, qualquer função
diferenciável η de (1.75) é a solução geral da equação (1.73). �

Lema 1.8.2. Dados f = f(r), g = g(r) e L(r) funções diferenciáveis, então[
1− (r2 − s2)(2g + s2f)

]
rψs(r, s) + sψr(r, s) + sL(r)ψ = 0 (1.86)

é equivalente a

ψ(r, s) = e−
∫
L(r)drη(ϕ(r, s))). (1.87)

onde η é qualquer função diferenciável ϕ definida em (1.75).
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Demonstração. Pelo Lema 1.8.1

e
∫
L(r)drψ = η(ϕ(r, s)),

é equivalente a[
1− (r2 − s2)(2g + s2f)

]
r
(
e
∫
L(r)drψ(r, s)

)
s

+ s
(
e
∫
L(r)drψ(r, s)

)
r

= 0,

isto é,

e
∫
L(r)dr

{
sL(r)ψ(r, s) +

[
1− (r2 − s2)(2g + s2f)

]
rψs(r, s) + sψr(r, s)

}
= 0.

Multiplicando por e−
∫
L(r)dr obtemos o resultado. �
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2 MÉTRICAS DE DOUGLAS

Exemplos e resultados interessantes de métricas de Douglas podem ser vistos em
[8], [17], [18], [28], [34] e [38]. No presente capítulo obteremos todas as métricas de Finsler
esfericamente simétricas do tipo Douglas e apresentaremos novos exemplos de famílias de
tais métricas. No entanto, nos capítulos seguintes serão apresentados mais exemplos com
a condição adicional da S−curvatura ser nula.

2.1 Métricas de Douglas Esfericamente Simétricas
Antes de mostrar os teoremas principais desta seção (Teoremas 2.2.1 e 2.2.2) precisa-

mos mostrar os lemas a seguir. Para os quais requeremos as seguintes notações e identidades.

Sejam duas funções U = U(y) e V = V (y), definidas sobre Rn. Para simplificar os
cálculos, os índices inferiores representam as derivadas parciais em y, isto é, denotaremos
por Ui, Uij, Uijk, . . . as derivadas parciais em relação a yi, yiyj, yiyjyk, . . . , respectivamente.

Também faremos uso das seguintes notações:
−→
jk indica permutação dos índices j e k,
−→
jkl indica permutação dos índices j, k, l na ordem jkl, klj, ljk.

Assim, por exemplo, obtemos a terceira derivada com respeito a yjykyl do produto de
duas funções U(y) e V (y) :

(UV )jkl = (UjV + UVj)kl
= (UjkV + UjVk + UkVj + UVjk)l
= UjklV + UjkVl + UjlVk + UjVkl + UklVj + UkVjl + UlVjk + UVjkl

= UVjkl + (UjVkl)−→jkl + (UjkVl)−→jkl + UjklV. (2.1)

Sejam u = |y|, s = < x, y >

|y|
e T := T (s) uma função de s, então:

(T )j = Tssj, (2.2)

(T )jk = Tsssjsk + Tssjk, (2.3)

(T )jkl = Tssssjsksl + Tss (sjksl + sksjl) + Tsssjslk + Tssjkl

= Tssssjsksl + Tss (sjksl)−→jkl + Tssjkl, (2.4)

onde os índices inferiores de sj e slk indicam derivação com respeito a yj e ykyl respectiva-
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mente. Agora calculemos as derivadas de u = |y|

uj = yj

u
, (2.5)

ujk = −y
jyk

u3 + δjk
u
, (2.6)

ujkl = 3yjykyl
u5 −

(
yjδkl + ykδjl + ylδjk

)
u3

= 3yjykyl
u5 −

(
yjδkl

)
−→
jkl

u3 . (2.7)

Da mesma forma para 1/u
(1
u

)
j

= −y
j

u3 , (2.8)

(1
u

)
jk

= 1
u3

(
3yjyk
u3 − δjk

)
, (2.9)

(1
u

)
jkl

= −15yjykyl
u7 + 3(ykδlj) + 3δjkyl + 3δklyj

u5

= 3
u5

[(
yjδkl

)
−→
jkl
− 5
u2y

jykyl
]
. (2.10)

Temos ainda as derivadas de s = < x, y >

|y|

sj = −sy
j

u2 + xj

u

= 1
u

[
xj − syj

u

]
, (2.11)

sjk = 1
u2

[
3s
u2y

jyk − sδjk −
xkyj + xjyk

u

]
, (2.12)

sjkl = 1
u

(xj(3ykyl
u2 − δkl)

)
−→
jkl

+ 2s
u

((
yjδkl

)
−→
jkl
− 5yjykyl

u2

) . (2.13)
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Logo, de (2.11)-(2.13) temos

sjsk = 1
u2

[
xjxk − s

u

(
xjyk + xkyj

)
+ s2

u2y
jyk
]
, (2.14)

sjsksl = 1
u3

[
xjxkxl − s

u

(
xjxkyl

)
−→
jkl

+ s2

u2

(
xjykyl

)
−→
jkl
− s3

u3y
jykyl

]
, (2.15)

sjksl = 1
u3

[
3s
u2x

lyjyk − 3s2

u3 y
jykyl − sδjkxl + s2

u
δjky

l

−x
kyj + xjyk

u
xl + s

u2 (xkyj + xjyk)yl
]
. (2.16)

Agora podemos mostrar a seguinte Proposição.

Proposição 2.1.1. Seja F = |y|φ
(
|x|, 〈x, y〉

|y|

)
uma métrica esfericamente simétrica

sobre Mn
s ⊂ Rn. Então a curvatura de Douglas de F é dada por

Dj
i
kl = 1

u
Rss

(
δijx

kxl
)
−→
jkl

+ 1
u

(R− sRs)
(
δijδkl

)
−→
jkl

− s

u2Rss

(
δij(xkyl + xlyk)

)
−→
jkl

− s

u2Rssy
i
(
δjkx

l
)
−→
jkl

+ 1
u

(Qs − sQss)xi
(
δjkx

l
)
−→
jkl

+ 1
u3

(
s2Rss + sRs −R

) (
δijy

kyl
)
−→
jkl

+ 1
u3

(
s2Rss + sRs −R

)
yi
(
δjky

l
)
−→
jkl

(2.17)

+ 1
u5

(
3R− 3sRs − 6s2Rss − s3Rsss

)
yiyjykyl

+ 1
u4

(
s2Rsss + 3sRss

)
yi
(
yjykxl

)
−→
jkl

+ 1
u2Rsssy

ixjxkxl

− 1
u3 (Rss + sRsss) yi

(
yjxkxl

)
−→
jkl

+ 1
u3

(
s2Qsss + sQss −Qs

)
xi
(
xjykyl

)
−→
jkl

− s

u2Qsssx
i
(
xjxlyk

)
−→
jkl

+ 1
u
Qsssx

ixjxkxl

+ 1
u2

(
s2Qss − sQs

)
xi
(
δjky

l
)
−→
jkl

+ 1
u4

(
3sQs − 3s2Qss − s3Qsss

)
xiyjykyl,

onde Q é dado por (1.49) e

R := − 1
n+ 1

[
2sQ+ (r2 − s2)Qs

]
. (2.18)



Capítulo 2. Métricas de Douglas 34

Demonstração. Seja P (r, s) a função dada por (1.50) da Proposição 1.7.1. Tendo em
conta que |y|P (r, s) é homogênea de grau 1 com respeito a y segue do teorema de
Euler(Teorema1.1.1) que

n∑
i=1

∂ (uPyi)
∂yi

=
n∑
i=1

yi
∂(uP )
∂yi

+
n∑
i=1

uP = (n+ 1)uP,

onde u = |y|. Agora procedemos ao cálculo de
n∑
i=1

∂Gi

∂yi
, onde os Gi são dadas por (1.48).

Tendo em conta que

six
i =

(
−< x, y >

|y|3
yi + xi

|y|

)
xi = −s

2

u
+ r2

u
,

e
uuyix

i = us,

temos
n∑
i=1

∂Gi

∂yi
= (n+ 1)uP +

n∑
i=1

[
u2Qyix

i + 2uuyiQxi
]

= u
[
(n+ 1)P + 2sQ+ (r2 − s2)Qs

]
. (2.19)

Logo,(
Gi − 1

n+ 1
∑
m

∂Gm

∂ym
yi
)

= uPyi + u2Qxi − uPyi − u

n+ 1Qs(r2 − s2)yi − 2su
n+ 1Qy

i

= uRyi + u2Qxi, (2.20)

onde R é dado por (2.18).

Portanto a curvatura de Douglas, definida por (1.28), é dada por

Di
jkl = ∂3

∂yj∂yk∂yl

(
uRyi + u2Qxi

)
= ∂3

∂yj∂yk∂yl

(
uRyi

)
+ ∂3

∂yj∂yk∂yl

(
u2Qxi

)
. (2.21)

Primeiramente calcularemos as derivadas envolvendo R em (2.21) usando (2.1) e também
as expressões (2.5)-(2.7).

(uR)jkl = ujklR + (ujkRl)−→jkl + uRjkl

=
[

3yjykyl
u5 − 1

u3

(
ykδkl

)
−→
jkl

]
R +

([
−y

jyk

u3 + δjk
u

]
Rssl

)
−→
jkl

+

+
(
yj

u
[Rsssksl +Rsslk]

)
−→
jkl

+ u
(
Rsssjsksl +Rss (sjksl)−→jkl +Rssjkl

)
,
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usando (2.11)-(2.16),

(uR)jkl =

3yjykyl
u5 −

(
yjδkl

)
−→
jkl

u3

R +
([
δkj
u
− yjyk

u3

]
Rs

u

[
xl − sy

l

u

])
−→
jkl

+
(
yj

u3

[
Rss

(
xkxl− s(x

lyk+xkyl)
u

+ s2

u2y
kyl
)

+Rs

(
3s
u2y

lyk − sδlk−
(xkyl+xlyk)

u

)])
−→
jkl

+ Rsss

u2

[
xjxkxl − s

u

(
xjxkyl

)
−→
jkl

+ s2

u2

(
xjykyl

)
−→
jkl
− s3

u3y
jykyl

]

+ Rss

u2

(
3s
u2x

lyjyk− 3s2

u3 y
jylyk−sδjkxl+

s2

u
δjky

l−x
kyj+xjyk

u
xl+sylx

kyj+xjyk
u2

)
−→
jkl

+ Rs

u2

((3ykyl
u2 − δkl

)
xj
)
−→
jkl

+ 3s
u

((
yjδkl

)
−→
jkl
− 5yjykyl

u2

) .
Por outro lado, usando novamente (2.11)-(2.16),

(uR)jk = ujkR + (ujRk)−→jk + uRjk

= R

[
δjk
u
− yjyk

y3

]
+ Rs

u

(
yjsk

)
−→
jk

+ u (Rsssjsk +Rssjk)

= R

[
δjk
u
− yjyk

y3

]
+ Rs

u2

((
xk − syk

u

)
yj
)
−→
jk

+ Rss

u

[
xjxk − s

u
xjyk − sxkyj

u
+ s2

u2y
jyk
]

+ Rs

u

[
3s
u2y

jyk − sδjk −
xkyj + xjyk

u

]
.

Com isto, podemos obter:

∂3 (uRyi)
∂yj∂yk∂yl

= (uR)−→
jkl
yi +

(
(uR)jkδil

)
−→
jkl

=
[ 1
u5

{
3ryjykyl + sRs

(
yjykyl

)
−→
jkl

+ s2Rss

(
yjykyl

)
−→
jkl

+ 3sRs

(
yjykyl

)
−→
jkl

−s3Rsssy
jykyl − 3s2Rss

(
yjykyl

)
−→
jkl
− 15sRsy

jykyl
}

+ 1
u4

{
−Rs

(
xlyjyk

)
−→
jkl
− sRss

(
xjykyl

)
−→
jkl
− sRss

(
xjykyl

)
−→
jkl

−Rs

(
(xkyl + xlyk)yj

)
−→
jkl

+ s2Rsss

(
xjykyl

)
−→
jkl

+ 3sRss

(
xlyjyk

)
−→
jkl

+sRss

(
(xkyj + xjyk)yl

)
−→
jkl

+ 3Rs

(
xjykyl

)
−→
jkl

}
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+ 1
u3

{
−R

(
yjδkl

)
−→
jkl
− sRs

(
ylδjk

)
−→
jkl

+Rss

(
yjxkxl

)
−→
jkl
− sRs

(
δkly

j
)
−→
jkl

− sRsss

(
xjxlyk

)
−→
jkl

+ s2Rss +
(
δjky

l
)
−→
jkl
−Rss

(
(xkyj + xjyk)xl

)
−→
jkl

+3sRs

(
yjδkl

)
−→
jkl

}
+ 1
u2

{
Rs

(
δjkx

l
)
−→
jkl

+Rsssx
jxkxl − sRss

(
δjkx

l
)
−→
jkl
−Rs

(
δklx

j
)
−→
jkl

}]
yi

+ 1
u3

{
−R

(
δily

jyk
)
−→
jkl
− sRs

((
yjyk

)
−→
jk
δil

)
−→
jkl

+ s2Rss

(
yjykδil

)
−→
jkl

+3sRs

(
yjykδil

)
−→
jkl

}
+ 1
u2

{
Rs

((
yjxk

)
−→
jk
δik

)
−→
jkl
− sRss

((
xjyk

)
−→
jk
δil

)
−→
jkl
−Rs

((
xkyj

)
−→
jk
δil

)
−→
jkl

}

+ 1
u

{
R
(
δjkδ

i
l

)
−→
jkl

+Rss

(
xjxkδil

)
−→
jkl
− sRs

(
δjkδ

i
l

)
−→
jkl

}

= 1
u5

{
3R− 3sRs − 6s2Rss − s3Rsss

}
yjykylyi

+ 1
u4

{
3sRss + s2Rsss

} (
xjykyl

)
−→
jkl
yi − 1

u3 {sRsss}
(
xjxlyk

)
−→
jkl
yi

+ 1
u3

{
−R + sRs + s2Rss

} (
δjδkl

)
−→
jkl
yi − 1

u3 {Rss}
(
xjxkyl

)
−→
jkl
yi

− 1
u2 {sRss}

(
δjkx

l
)
−→
jkl
yi + 1

u2Rsssx
jxkxlyi

+ 1
u3

{
−R

(
δily

jyk
)
−→
jkl

+ sRs

(
yjykδil

)
−→
jkl

+ s2Rss

(
Y jykδil

)
−→
jkl

}
+ 1
u2 {2Rs − sRss − 2Rs}

((
xkyj

)
−→
jk
δil

)
−→
jkl

+ 1
u

{
(R− sRs)

(
δjkδ

i
l

)
−→
jkl

+Rss

(
xjxkδil

)
−→
jkl

}
.

Simplificando a expressão anterior temos,

∂3 (uRyi)
∂yj∂yk∂yl

= 1
u

{
Rss

(
xjxkδil

)
−→
jkl

+ (R− sRs)
(
δjkδ

i
l

)
−→
jkl

}

− sRss

u2

{(
δjkx

lyi
)
−→
jkl

+
((
xkyj

)
−→
jk
δil

)
−→
jkl

}

+ 1
u3

{
−R + sRs + s2Rss

} (
yjykδil

)
−→
jkl

(2.22)

+ 1
u3

{
−R + sRs + s2Rss

}
yi
(
δjky

l
)
−→
jkl

+ 1
u5

{
3R− 3sRs − 6s2Rss − s3Rsss

}
yiykylyi + Rsss

u2 xjxkxlyi

+ s

u4 {3Rss + sRsss}
(
xjykyl

)
−→
jkl
yi

+ 1
u3 {−Rss − sRsss}

(
xjxkyl

)
−→
jkl
yi.
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Voltando para (2.21), agora calculamos as derivadas envolvendo Q = Q(r, s). Segue de
(2.1) a (2.16) que(
u2Q

)
jkl

=
(
u2
jkQl

)
−→
jkl

+
(
u2
jQkl

)
−→
jkl

+ u2Qjkl

= 2Qs (slδjk)−→jkl + 2Qss

(
yjsksl

)
−→
jkl

+ 2Qs

(
yjskl

)
−→
jkl

+ u2
[
Qssssjsksl +Qss (sjksl)−→jkl +Qssjkl

]

= 2Qs

((
xk

u
− s

u2y
l

)
δjk

)
−→
jkl

+ 2Qss

u2

((
xkxl − s

u
(xkyl + xlyk) + s2

u2y
lyk
)
yj
)
−→
jkl

+ 2Qs

u2

((
3s
u2y

kyl − sδkl −
(xkxl + xlyk)

u

)
yj
)
−→
jkl

+ Qsss

u

[
xjxkxl − s

u

(
xjxlyk

)
−→
jkl

+ s2

u2

(
xjykyl

)
−→
jkl
− s3

u3y
jykyl

]

+ Qss

u

(
3s
u2x

lyjyk − 3s2

u3 y
jykyl − sxlδjk + s2

u
ylδjk −

xkyj + xjyk

u
xl

+ s

u2 (xkyj + xjyk)xl
)
−→
jkl

+ Qs

u

((3ykyl
u2 − δkl

)
xj
)
−→
jkl

+ 3s
u

((
yjδkl

)
−→
jkl
− 5yjykyl

u2

)
= 1
u

[
2Qs

(
δjkx

l
)
−→
jkl

+Qsssx
jxkxl − sQss

(
xlδjk

)
−→
jkl
−Qs

(
xjδkl

)
−→
jkl

]
+ 1
u2

[
−2sQs

(
ylδjk

)
−→
jkl

+ 2Qss

(
yjxkxl

)
−→
jkl
− 2sQs

(
yjδkl

)
−→
jkl
− sQsss

(
xjxkyl

)
−→
jkl

+s2Qss

(
yjδkl

)
−→
jkl
−Qss

(
(xkyj + xjyk)xl

)
−→
jkl

+ 3sQs

(
yjδkl

)
−→
jkl

]
+ 1
u3

[
−4sQss

(
xjykyl

)
−→
jkl
− 2Qs

(
(xkyl + xlyk)yj

)
−→
jkl

+ s2Qsss

(
xjykyl

)
−→
jkl

+3sQss

(
xjykyl

)
−→
jkl

+ sQss

(
(xkyj + xjyk)yl

)
−→
jkl

+ 3Qs

(
xjykyl

)
−→
jkl

]
+ 1
u4

[
2s2Qss

(
yjykyl

)
−→
jkl

+ 6sQs

(
yjykyl

)
−→
jkl

−s3Qsssy
jykyl − 3s2Qss

(
yjykyl

)
−→
jkl
− 15sQsy

jykyl
]
.

Logo,(
u2Q

)
jkl
xi = 1

u
[(Qs − sQss)xi

(
xlδjk

)
−→
jkl

+ 1
u3 (s2Qsss + sQss −Qs)xi

(
xjykyl

)
−→
jkl

+ s

u2 [(sQss −Qs)xi
(
yjδkl

)
−→
jkl
−Qsssx

i
(
xjxlyk

)
−→
jkl

] (2.23)

+ xi

u4 [u3Qsssx
jxkxl + s(3Qs − 3sQss − s2Qsss)yjykyl].
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Segue de (2.22) e de (2.23) que vale (2.17). �

A Proposição 2.1.1 sugere a seguinte Proposição.

Proposição 2.1.2. Seja F = |y|φ
(
|x|, 〈x, y〉|y|

)
uma métrica de Finsler esfericamente

simétrica sobre Mn
s ⊂ Rn. Então F tem curvatura de Douglas nula se, e somente se,

Qs − sQss = 0, (2.24)

onde Q e s são dadas por (1.49), isto é, Q(r, s) tem a forma

Q(r, s) = 1
2f(r)s2 + g(r), (2.25)

onde f e g são funções diferenciáveis de r ∈ I ⊂ R.

Demonstração. Suponha que F = |y|φ
(
|x|, 〈x, y〉|y|

)
é uma métrica de Douglas, então

Dj
i
kl = 0. Considere j = k = l = i, isto nos dá em (1.49)

3
u
Rss(xi)2 + 3

u
(R− sRs) + 3

u
(Qs − sQss) (xi)2 + Qsss

u
(xi)4 ≡ 0 ( mod yi).

Sendo R e Q homogêneas de grau zero em y e sendo válida a igualdade acima para todo
x ∈Mn

s podemos afirmar que,
R− sRs = 0, (2.26)

e
Rss +Qs − sQss = 0, Qsss = 0. (2.27)

Derivando (2.26) em relação a s

∂

∂s
(R− sRs) = Rs − sRss −Rs,

obtemos
Rss = 0. (2.28)

Substituindo (2.28) na primeira identidade de (2.27), temos (2.24). Derivando (2.24) em
relação a s temos Qsss = 0. Reciprocamente, suponha que F satisfaz (2.24). De (2.24)
temos que Qsss = 0 e Q = Q(r, s) é dado por (2.25). De (2.18) temos que

R = − s

n+ 1[2g(r) + r2f(r)] := c(r)s. (2.29)

Usando (2.25) e (2.29), temos de (2.20) que

Gi − 1
n+1

∑
j
∂Gj

∂yj
yi = uRyi + u2Qxi

= uc(r)syi + 1
2(us)2f(r)xi + g(r)xi|y|2

= c(r)〈x, y〉yi + 1
2f(r)〈x, y〉2xi + g(r)xi|y|2.
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Por isso podemos ver que

Gi − 1
n+ 1

∑
j

∂Gj

∂yj
yi

é quadrático em y = yj ∂
∂xj
|x. Usando isto na definição de curvatura de Douglas (equação

(1.28)), temos que F = |y|φ
(
|x|, 〈x, y〉|y|

)
tem curvatura de Douglas nula.

Assim, acabamos de mostrar que (2.24) é condição necessária e suficiente para que
a curvatura de Douglas de F seja nula. �
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2.2 Caracterização das Métricas de Douglas Esfericamente Simé-
tricas
Agora podemos enunciar o seguinte teorema de caracterização das métricas de

Douglas esfericamente simétricas

Teorema 2.2.1. Uma métrica de Finsler esfericamente simétrica F (x, y) = |y|φ(r, s)
sobre Mn

s ∈ Rn é do tipo Douglas se, e somente se, φ > 0 satisfaz[
(r2 − s2)(2g + fs2)− 1

]
rφss − sφrs + φr + r(2g + fs2)(φ− sφs) = 0, (2.30)

para funções f = f(r) e g = g(r) diferenciáveis, onde

r := |x|, s := 〈x, y〉
|y|

.

Demonstração. A prova segue diretamente da Proposição 2.1.2. De fato, da definição de
Q que foi dado em (1.49) e a identidade (2.25) temos

1
2r

rφss − φr + sφrs
φ− sφs + (r2 − s2)φss

= g(r) + 1
2s

2f(r).

Multiplicando ambos os lados por 2r(φ− sφs + (r2 − s2)φss),

rφss − φr + sφrs = r(2g(r) + s2f(r))(φ− sφs) + r(r2 − s2)(2g(r) + s2f(r))φss.

�

Como uma consequência imediata deste teorema, considerando f = g = 0 em (2.30), temos
o seguinte resultado obtido por Huang e Mo (ver [15] Teorema 1.1).

Corolário 2.2.1. Seja F = |y|φ
(
|x|, 〈x, y〉|y|

)
uma métrica de Finsler esfericamente simé-

trica sobre Bn(ν). Então F = F (x, y) é projetivamente plana se, e somente se, φ = φ(r, s)
satisfaz

sφrs + rφss − φr = 0.

Embora a equação (2.30) seja de segunda ordem, afortunadamente, é possível
integrá-la sob certas hipóteses.

Sejam f(r) e g(r) funções diferenciáveis tais que as seguintes expressões estejam
bem definidas.

∫
2r(2g + r2f)dr e

∫
2rfe

∫
2r(2g+r2f)drdr. (2.31)
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Adicionalmente, precisamos definir a seguinte função auxiliar

ϕ(r, s) = r2 − s2

(r2 − s2)
∫

2rfe
∫

2r(2g+r2f)drdr − e
∫

2r(2g+r2f)dr
. (2.32)

Observação 2.2.1. Observe que r2(x)− s2(x, y) = |x|2(1− cos2 θ) ≥ 0, onde θ é o ângulo
euclidiano entre x e y. Por isso, r2(x)−s2(x, y) > 0, sempre que x 6= 0 e y não é múltiplo de
x. Além de isso, s 6= 0 para y não ortogonal a x. Como o Teorema 2.2.2 requer r2 − s2 > 0
e s 6= 0, então o domínio da métrica de Douglas esfericamente simétrica pode ser a região
anular. Além disso, devido ao fato de que a função η(ϕ) é arbitrária (sempre que tenha
sentido (2.33) ), pode-se obter uma função φ, tal que a métrica esteja definida sobre
Bn(ν) ∈ Rn ou também sobre Rn (ver Corolários 2.3.1, 2.3.2 e 2.3.3).

Teorema 2.2.2. Sejam f(r) e g(r) funções diferenciáveis de r ∈ I ⊂ R tal que as
condições em (2.31) são satisfeitas. Então a solução geral de (2.30), quando r2 − s2 > 0 e
s 6= 0 é dada por

φ(r, s) = s

(
h(r)−

∫ η(ϕ(r, s))
s2
√
r2 − s2

ds

)
, (2.33)

onde ϕ é dada por (2.32), h e η são funções diferenciáveis de r e ϕ, respectivamente.

Qualquer métrica de Douglas esfericamente simétrica sobre M ∈ Rn é dada por

F (x, y) =< x, y >

(
h(r)−

∫ η(ϕ(r, s))
s2
√
r2 − s2

ds

)
, (2.34)

onde ϕ é da forma (2.32) e η satisfaz

−
√
r2 − s2

s

∂η

∂s
> 0, se n ≥ 2, (2.35)

com a condição adicional
η√

r2 − s2
> 0, se n ≥ 3. (2.36)

Demonstração.

Como r2 − s2 > 0 e s 6= 0, a equação (2.30) é equivalente a:[
1− (r2 − s2)(2g(r) + f(r)s2)

]
rψs(r, s) + sψr(r, s) = 0, (2.37)

onde
ψ = (φ− sφs)

√
r2 − s2. (2.38)
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De fato, de (2.38) temos

ψr = (φ− sφs)r
√
r2 − s2 + (φ− sφs)

r√
r2 − s2

,

ψs = (φ− sφs)s
√
r2 − s2 − (φ− sφs)

s√
r2 − s2

= −sφss
√
r2 − s2 − (φ− sφs)

s√
r2 − s2

,

substituindo estas duas últimas igualdades em (2.37) temos,

0 =
[
1− (r2 − s2)(2g(r) + f(r)s2)

]
r

{
−sφss

√
r2 − s2 − (φ− sφs)

s√
r2 − s2

}

+ s

{
(φ− sφs)r

√
r2 − s2 + (φ− sφs)

r√
r2 − s2

}

=
[
1− (r2 − s2)(2g(r) + f(r)s2)

]
r
{
−sφss

√
r2 − s2

]
+
√
r2 − s2(2(r)g + f(r)s2)rs(φ− sφs) + s

√
r2 − s2(φ− sφs)r,

finalmente fatorando s
√
r2 − s2 concluímos que (2.30) e (2.37) são equivalentes. Logo, é

suficiente achar a solução geral da equação (2.37).

Assim, do Lema 1.8.1 temos que ψ(r, s) = η(ϕ), para alguma função η de ϕ definida
em (2.32). Podemos concluir então de (2.38) que

φ− sφs = η

 r2 − s2

(r2 − s2)
∫

2rfe
∫

2r(2g+r2f)drdr − e
∫

2r(2g+r2f)dr

 /√r2 − s2. (2.39)

Observe que

φ− sφs = −s2
(
φ

s

)
s

,

portanto, (2.33) é a solução geral de (2.30).

Agora, verificaremos as condições (1.65) e (1.66), para que F seja uma métrica de
Finsler. Derivando ϕ, definido em (2.32), em relação a s temos:
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ϕs =
−2s

(
(r2 − s2)

∫
2rfe

∫
2r(2g+r2f)drdr − e

∫
2r(2g+r2f)dr

)
+ (r2 − s2)

(
2s
∫

2rfe
∫

2r(2g+r2f)drdr
)

(
(r2 − s2)

∫
2rfe

∫
2r(2g+r2f)drdr − e

∫
2r(2g+r2f)dr

)2

= 2se
∫

2r(2g+r2f)dr(
(r2 − s2)

∫
2rfe

∫
2r(2g+r2f)drdr − e

∫
2r(2g+r2f)dr

)2

= 2se
∫

2r(2g+r2f)dr

(r2 − s2)2 ϕ2. (2.40)

Agora, derivando a igualdade (2.39) em relação a s temos:

(φ− sφs)s =
(

η√
r2 − s2

)
s

−sφss = 1√
r2 − s2

ηs + s

(r2 − s2)3/2η,

ou seja,

(r2 − s2)φss = −
√
r2 − s2

s
ηs −

1√
r2 − s2

η,

Assim, de (2.32) a expressão (1.65) para F = |y|φ
(
|x|, <x,y>|y|

)
é dada por,

−
√
r2 − s2

s
ηs > 0,

ou equivalentemente, usando a regra da cadeia e (2.40)

−2e
∫

2r(2g+r2f)dr

(r2 − s2)3/2 ϕ2η′ > 0,

A condição (2.36) é obtida diretamente de (2.39).

Portanto, quando φ é dada por (2.33), F dado por (2.34) define uma métrica de
Finsler se, e somente se, as desigualdades (2.35) e (2.36) são satisfeitas. �
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2.3 Exemplos de Famílias de Métricas de Douglas
Nesta seção, obtemos novas famílias de métricas de Douglas como corolários do

Teorema 2.2.2.

Considerando no Teorema 2.2.2 f = 0 e η(ϕ) =
√
r2 − s2e−

∫
2rg(r)dr, obtemos o

seguinte.

Corolário 2.3.1. Seja g(r) uma função diferenciável tal que
∫

2rg(r)dr está bem definido,
e seja φ(r, s) uma função positiva dada por

φ(r, s) = s h(r) + Ae−
∫

2rg(r)dr, (2.41)

onde h(r) é uma função diferenciável arbitrária. Então a métrica de Finsler

F (x, y) = |y|φ
(
|x|, < x, y >

|y|

)

é uma métrica de Douglas esfericamente simétrica definida sobre Bn(ν).

Em particular, por exemplo, se escolhermos g(r) = r2/2, no Corolário 2.3.1, temos
que φ = s h(r) + Ae−r

4/4, onde A > 0. Por isso, para qualquer função diferenciável h de
|x| tal que φ > 0, temos a seguinte métrica de Douglas,

F (x, y) = 〈x, y〉h(|x|) + A|y|e−
|x|4

4 .

Outra família de métricas de Douglas é obtida do Teorema 2.2.2, considerando
f(r) = g(r) = 0, assim ϕ = −(r2 − s2) e

φ(r, s) = sh(r) + η(ϕ(r, s))√
r2 − s2

− s
∫ 1
s

∂

∂s

(
η(ϕ(r, s))√
r2 − s2

)
ds.

Escolhendo η(ϕ) =
√
−ϕ

(
−(µ+ 1)ϕ+ 1

(−µϕ+ 1) 3
2

)
, para uma constante µ ∈ R, temos:

Corolário 2.3.2. Seja φ(r, s) uma função definida por

φ(r, s) = sh(r) + [1 + (1 + µ)r2][1 + µ(r2 − s2)] + s2√
(1 + µ(r2 − s2))(1 + µr2)2

,

onde µ ∈ R, e h(r) é qualquer função tal que φ(r, s) seja positiva. Então a seguinte métrica
de Finsler sobre Bn(ν) ∈ Rn, onde ν = 1/√−µ se µ < 0

F (x, y) := |y|φ
(
|x|, < x, y >

|y|

)

é uma métrica de Douglas esfericamente simétrica. Ademais, F é projetivamente plana.
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Em particular, escolhendo no Corolário 2.3.2

h(r) =
2
√

1 + (µ+ 1)r2

(1 + µr2)2 ,

obtemos o Exemplo 4.3. dado em [40], isto é,

F (x, y) =

(√
1 + (1 + µ)|x|2

√
(1 + µ|x|2)|y|2 − µ < x, y >2+ < x, y >

)2

(1 + µ|x|2)2
√

(1 + µ|x|2)|y|2 − µ < x, y >2
.

Como uma consequência do Teorema 2.2.2, para f(r) = 0 e 2g(r) = ζε+ κ2

(ζε+ κ2)r2 + ε
,

onde ζ, ε, κ são quaisquer constantes reais tais que (ζε + κ2)r2 + ε > 0, temos, ϕ =
−(r2 − s2)

(ζε+ κ2)r2 + ε
, escolhendo η(ϕ) = ε

√√√√−( 1
ϕ

+ κ2

)−1

, temos o seguinte Corolário

Corolário 2.3.3. Seja φ(r, s) uma função definida por

φ(r, s) = sh(r) +
√
ζεr2 + κ2s2 + ε

ζr2 + 1 ,

onde h(r) é qualquer função tal que φ(r, s) é positiva. Para ν = 1/
√
−ζ se ζ < 0, temos

que a seguinte métrica de Finsler esfericamente simétrica sobre Bn(ν) ∈ Rn,

F (x, y) = |y|φ
(
|x|, < x, y >

|y|

)
,

é do tipo Douglas.

Em particular, quando
h(r) = κ

1 + ζr2 ,

temos,

F (x, y) =

√
κ2 < x, y >2 +ε|y|2(1 + ζ|x|2)

1 + ζ|x|2
+ κ < x, y >

1 + ζ|x|2
.

Quando κ = ±1, ζ = −1 e ε = 1, F (x, y) é a métrica de Funk [7]. Ver Teorema 1.1 em
[22] para algumas propriedades desta métrica.



Capítulo 2. Métricas de Douglas 46

O seguinte Corolário generaliza um resultado conhecido no caso das métricas
esfericamente simétricas projetivamente planas (ver [15]). Primeiramente introduzimos a
função erro, também chamada função erro de Gauss, que foi criada para poder calcular a
integral da distribuição normal.

A função erro é definida pela integral:

erf(x) = 2√
π

∫ x

0
e−t

2dt.

Esta integral não pode ser expressa por funções elementares.

Corolário 2.3.4. Seja φ(r, s) uma função definida por

φ(r, s) = sh(r) + eλr
2−4ε

r2ε

[
e−

λ
r4ε s

2 +
√
λπ

r2ε s erf
(√

λ

r2ε s

)]
(2.42)

onde λ é uma constante positiva, ε é uma constante, erf(.) denota a função erro e h é uma
função qualquer de r. Então sobre Mn

s a seguinte função

F = |y|φ
(
|r|, < x, y >

|y|

)
(2.43)

é uma métrica de Finsler do tipo Douglas. Além disso, F é projetivamente plana se, e
somente se, ε = 0.

Demonstração. No Teorema 2.2.2 considere f(r) = 0 e g(r) = ε
r2 para alguma constante

ε. É fácil ver que ∫
rg(r)dr = ln rε, r[1− 2r2g(r)] = (1− 2ε)r.

Assim,

φ(r, s) = sh(r)− s

r2ε

∫ η(r−4ε(r2 − s2))
s2 ds.

Seja
η(u) = eλu,

onde λ é uma constante positiva, então, temos que∫ η(r−4ε(r2 − s2))
s2 ds =

∫
s−2eλr

−4ε(r2−s2)ds

= eλr
2−4ε

∫
s−2eλr

−4εs2ds

= −eλr2−4ε
(
s−1e−λr

−4εs2 + 2λr−4ε
∫
e−λr

−4εs2ds
)
. (2.44)

Reescrevendo (2.44) em termos da função erro e observando que∫ s

0
e−λr

−4εt2dt = r2ε√π
2
√
λ

erf
(√

λ

r2ε r

)
,
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obtemos (2.42). �

Na seguinte aplicação do Teorema 2.2.2, obteremos uma família de métricas de
Randers, e não precisamos que f seja zero, em contraste com os resultados prévios.
Introduziremos as seguintes notações

I(r) = e
∫

2r(2g(r)+r2f(r))dr, (2.45)

L(r, s) = I(r)− (r2 − s2)
∫

2rf(r)I(r)dr, (2.46)

T (r) = I(r)− r2
∫

2rf(r)I(r)dr. (2.47)

Corolário 2.3.5. Seja φ(r, s) uma função definida por

φ(r, s) = sh(r) +K

√
L(r, s)
T (r)

onde L(r, s) e T (r) estão definidos em (2.46) e (2.47), K ∈ R+ e h(r) é qualquer função
tal que φ(r, s) seja positiva. Então, para r e s dados por (1.49), a seguinte métrica de
Finsler esfericamente simétrica definida sobre Bn(ν) ∈ Rn,

F (x, y) := |y|φ
(
|x|, < x, y >

|y|

)
,

é do tipo Douglas.

Demonstração. Observe que de (2.46) a expressão (2.32) pode ser reescrita como

ϕ(r, s) = r2 − s2

−L(r, s) .

Além disso, observe que

∂

∂s


√
L(r, s)
sT (r)

 = 1
2sT (r)

√
L(r, s)

Ls(r, s)−

√
L(r, s)
s2T (r) (2.48)

=
s
∫

2rf(r)I(r)dr

sT (r)
√
L(r, s)

−
I(r)− (r2 − s2)

∫
2rf(r)I(r)dr

s2T (r)
√
L(r, s)

(2.49)

= − 1
s2
√
L(r, s)

. (2.50)
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Escolhendo η(ϕ) = A
√
−ϕ, onde A > 0 é uma constante qualquer e tendo em vista, para

a, b ∈ R, que ∫ 1
(a2 + b2t2)

3
2
dt = t

a2
√
a2 + b2t2

,

segue de (2.33) que

φ(r, s) = sh(r) + A√
L(r, s)

+
As2

∫
2rf(r)I(r)dr(

I(r)− r2
∫

2rf(r)I(r)dr
)√

L(r, s)

= sh(r) + A√
L(r, s)

L(r, s)
T (r)

= sh(r) + A

√
L(r, s)
T (r) .

Como

−
√
r2 − s2

s

∂η

∂s
= KI(r)

(L(r, s)) 3
2
> 0 e η√

r2 − s2
= K

(L(r, s)) 1
2
> 0,

concluímos a prova deste Corolário como consequência do Teorema 2.2.2. �

Em particular, quando escolhemos f = c uma constante diferente de zero e
2g(r) = (ν2 − r2)c, onde ν é uma constante positiva, temos

I(r) = eν
2cr2

, L(r, s) = I(r)
(

1− r2 − s2

ν2

)
, T (r) = I(r)

(
1− r2

ν2

)
.

e por isso,

φ(r, s) = sh(r) +
Kν

√
ν2 − (r2 − s2)

e
ν2cr2

2 (ν2 − r2)
,

onde h(r) é tal que φ é positiva. Assim, consegue-se mostrar que

F (x, y) =< x, y > h(|x|) +
Kν

√
(ν2 − |x|2)|y|2+ < x, y >2

e
ν2c|x|2

2 (ν2 − |x|2)

é uma métrica de Douglas.

Os resultados deste capítulo geraram o artigo [23] publicado em Differential Geo-
metry and its Applications (2013).

Nos capítulos a seguir, daremos mais exemplos de métricas de Douglas esfericamente
simétricas (ver Exemplos 4.2.3 e 4.2.4).
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3 MÉTRICAS DE BERWALD E MÉTRICAS
DE LANDSBERG

3.1 Métricas de Berwald Esfericamente Simétricas
Neste capítulo caracterizaremos as métricas de Berwald e as métricas de Landsberg

esfericamente simétricas definidas sobre Mn
s ⊂ Rn.

Proposição 3.1.1. Seja F = |y|φ(r, s) uma métrica de Finsler esfericamente simétrica
sobre Mn

s ⊂ Rn, então ela é uma métrica de Berwald se, e somente se, para todo (x, y) ∈
TMn

s ⊂ Rn.

0 = 1
u

{
Pss

(
xjxkδil

)
−→
jkl

+ (P − sPs)
(
δjkδ

i
l

)
−→
jkl

}
− sPss

u2

{(
δjkx

lyi
)
−→
jkl

+
((
xkyj

)
−→
jk
δil

)
−→
jkl

}

+ 1
u3

{
−P + sPs + s2Pss

} (
yjykδil

)
−→
jkl

+ 1
u3

{
−P + sPs + s2Pss

}
yi
(
δjky

l
)
−→
jkl

(3.1)

+ 1
u5

{
3P − 3sPs − 6s2Pss − s3Psss

}
yiykylyi + Psss

u2 xjxkxlyi

+ s

u4 {3Pss + sPsss}
(
xjykyl

)
−→
jkl
yi

+ 1
u3 {−Pss − sPsss}

(
xjxkyl

)
−→
jkl
yi

+ 1
u

(Qs − sQss)xi
(
δjkx

l
)
−→
jkl

+ 1
u3

(
s2Qsss + sQss −Qs

)
xi
(
xjykyl

)
−→
jkl

− s

u2Qsssx
i
(
xjxlyk

)
−→
jkl

+ 1
u
Qsssx

ixjxkxl

+ 1
u2

(
s2Qss − sQs

)
xi
(
δjky

l
)
−→
jkl

+ 1
u4

(
3sQs − 3s2Qss − s3Qsss

)
xiyjykyl,

onde Q = Q(r, s) e P = P (r, s) foram definidas em (1.49) e (1.50) respectivamente.

Demonstração. Usando a caracterização (1.21) para métricas de Berwald

∂3Gi

∂yj∂yk∂yl
= 0, (3.2)

onde Gi são os coeficientes geodésicos de F dado por (1.48), a prova torna-se análoga à
prova da Proposição 2.1.1. (observe (2.20) e (1.48)). �
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A seguinte Proposição também é análoga à Proposição 2.1.2.

Proposição 3.1.2. Seja F = |y|φ(r, s) uma métrica de Finsler esfericamente simétrica
sobre Mn

s ⊂ Rn, então F é de Berwald se, e somente se, existem funções diferenciáveis de
r, c1 := c1(r), f := f(r) e g := g(r) tal que:

P = c1s, Q = 1
2fs

2 + g. (3.3)

onde Q(r, s) e P = P (r, s) foram definidas em (1.49) e (1.50).

Demonstração. Da Observação 1.5.1 temos que toda métrica de Berwald é de Douglas,
portanto da Proposição 2.1.2 temos que Q = Q(r, s) é da forma (2.25), logo em (3.1) os
termos envolvendo Q se anulam.

Considerando i = j = k = l, na equação (3.1) temos

3Pss(xi)2 + (P − sPs) = 0 (mod yi).

Logo Pss = 0 e P − sPs = 0. De Pss = 0 temos

P = c1(r)s+ c2(r),

substituindo em P − sPs = 0 temos c2(r) = 0.

Portanto, P = c1(r)s.

Reciprocamente, se P = c1(r)s e Q = 1
2f(r)s2 + g(r) então substituindo em (3.1)

obtemos uma identidade. �

Teorema 3.1.3. Uma métrica de Finsler esfericamente simétrica F (x, y) = |y|φ(r, s)
sobre Mm

s ⊂ Rn é do tipo Berwald se, e somente se, φ satisfaz o seguinte sistema de
equações diferenciais parciais:[

(r2 − s2)(2g + fs2)− 1
]
rφss − sφrs + φr + r(2g + fs2)(φ− sφs) = 0, (3.4)

[
1− (r2 − s2)(2g + fs2)

]
rφs + sφr − sr

(
2g + s2f

)
φ− 2rsc1φ = 0, (3.5)

para funções f = f(r), g = g(r) e c1 = c1(r), onde r e s estão definidos em (1.49).

Demonstração. A prova segue das definições de Q e P dadas por (1.49) e (1.50) respec-
tivamente, substituindo estas equações em (3.3). �
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3.2 Métricas de Landsberg Esfericamente Simétricas
Nesta seção provaremos que toda métrica de Finsler esfericamente simétrica do

tipo Landsberg definida sobre Mn
s ⊂ Rn é do tipo Berwald. As demonstrações serão

apresentadas brevemente pois estão baseadas no trabalho de X. Mo e L. Zhou [24] que
provaram que toda métrica de Finsler esfericamente simétrica do tipo Landsberg definida
sobre Rn é Riemanniana.

Proposição 3.2.1. Seja F = |y|φ(r, s) uma métrica de Finsler esfericamente simétrica
sobre Mn

s ⊂ Rn, então ela é uma métrica de Landsberg se, e somente se,

0 = L1x
jxkxl + L2

(
xjδkl

)
−→
jkl

+ 1
u2L3

(
xjxkyl

)
−→
jkl

+ 1
u
L4
(
xjylyl

)
−→
jkl

+

+ 1
u
L5
(
δjky

l
)
−→
jkl

+ 1
u3L6y

jykyl,

onde r = |x|, s = < x, y >

|y|
e

L1 := 3φsPss + φPsss + (sφ+ (r2 − s2)φs)Qsss,

L2 := −sφPss + φs(P − sPs) + (sφ+ (r2 − s2)φs)(Qs − sQss),

L3 := −sL1,

L4 := s2L1 − L2,

L5 := −sL2,

L6 := −s3L1 + 3sL2.

Demonstração. Da Definição 1.1 procedemos a calcular Lijk dado por (1.26).

A primeira parte da prova (que é calcular os Bi
jkl), é igual a prova da Proposição

2.1.1, isto é,

Bi
jkl = 1

u
Pss

(
δijx

kxl
)
−→
jkl

+ 1
u

(P − sPs)
(
δijδkl

)
−→
jkl

− s

u2Pss
(
δij(xkyl + xlyk)

)
−→
jkl

− s

u2Pssy
i
(
δjkx

l
)
−→
jkl

+ 1
u

(Qs − sQss)xi
(
δjkx

l
)
−→
jkl

+ 1
u3

(
s2Pss + sPs − P

) (
δijy

kyl
)
−→
jkl

+ 1
u3

(
s2Pss + sPs − P

)
yi
(
δjky

l
)
−→
jkl

+ 1
u5

(
3P − s3Psss − 6s2Pss − 3sPs

)
yiyjykyl

+ 1
u4

(
s2Psss + 3sPss

)
yi
(
yjykxl

)
−→
jkl

+ 1
u2Psssy

ixjxkxl
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− 1
u3 (Pss + sPsss) yi

(
yjxkxl

)
−→
jkl

+ 1
u3

(
s2Qsss + sQss −Qs

)
xi
(
xjykyl

)
−→
jkl

− s

u2Qsssx
i
(
xjxlyk

)
−→
jkl

+ xi

u
Qsssx

jxkxl

+ 1
u2

(
s2Qss − sQs

)
xi
(
δjky

l
)
−→
jkl

+ 1
u4

(
3sQs − 3s2Qss − s3Qsss

)
xiyjykyl.

De (1.51) procedemos a calcular FyiBi
jkl, para isso primeiro calculamos yiBi

jkl,

yiBi
jkl = Pss

u

(
yjxkxl

)
−→
jkl

+ 1
u

(P − sPs)
(
yjδkl

)
−→
jkl

− s

u2Pss
(
2yjxkyl

)
−→
jkl

− s

u2Pssu
2
(
δjkx

l
)
−→
jkl

+ 1
u

(Qs − sQss)us
(
δjkx

l
)
−→
jkl

+ 1
u3

(
s2Pss + sPs − P

) (
yjykyl

)
−→
jkl

+ 1
u3

(
s2Pss + sPs − P

)
u2
(
δjky

l
)
−→
jkl

+ 1
u5

(
3P − s3Psss − 6s2Pss − 3sPs

)
u2yjykyl

+ 1
u4

(
s2Psss + 3sPss

)
u2
(
yjykxl

)
−→
jkl

+ 1
u2Psssu

2xjxkxl

− 1
u3 (Pss + sPsss)u2

(
yjxkxl

)
−→
jkl

+ 1
u3

(
s2Qsss + sQss −Qs

)
us
(
xjykyl

)
−→
jkl

− s

u2Qsssus
(
xjxlyk

)
−→
jkl

+ sQsssx
jxkxl

+ 1
u2

(
s2Qss − sQs

)
us
(
δjky

l
)
−→
jkl

+ 1
u4

(
3sQs − 3s2Qss − s3Qsss

)
usyjykyl.

Reagrupando a expressão anterior, temos

yiBi
jkl = 1

u

(
Pss − Pss − sPsss − s2Qsss

) (
yjxkxl

)
−→
jkl

+ 1
u

(
P − sPs + s2Pss + sPs − P + s3Qss − s2Qs

) (
yjδkl

)
−→
jkl

+ 1
u2

(
−2sPss + s2Psss + 3sPss + s3Qsss + s2Qss − sQs

) (
yjxkyl

)
−→
jkl

+
(
−sPss + sQs − s2Qss

) (
δjkx

l
)
−→
jkl

(3.6)

+ 1
u3

(
3s2Pss + 3sPs − s3Psss − 6s2Pss − 3sPs + 3s2Qs − 3s3Qss − s4Qsss

)
yjykyl

+ (Psss + sQsss)xjxkxl.
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Por outro lado, podemos calcular xiBi
jkl,

xiBi
jkl = Pss

u

(
xjxkxl

)
−→
jkl

+ 1
u

(P − sPs)
(
xjδkl

)
−→
jkl

− s

u2Pss
(
2xjxkyl

)
−→
jkl

− s

u2Pssus
(
δjkx

l
)
−→
jkl

+ 1
u

(Qs − sQss) r2
(
δjkx

l
)
−→
jkl

+ 1
u3

(
s2Pss + sPs − P

) (
xjykyl

)
−→
jkl

+ 1
u3

(
s2Pss + sPs − P

)
us
(
δjky

l
)
−→
jkl

+ 1
u5

(
3P − s3Psss − 6s2Pss − 3sPs

)
usyjykyl

+ 1
u4

(
s2Psss + 3sPss

)
us
(
yjykxl

)
−→
jkl

+ 1
u2Psssusx

jxkxl

− 1
u3 (Pss + sPsss)us

(
yjxkxl

)
−→
jkl

+ 1
u3

(
s2Qsss + sQss −Qs

)
r2
(
xjykyl

)
−→
jkl

− s

u2Qsssr
2
(
xjxlyk

)
−→
jkl

+ 1
u
Qsssr

2xjxkxl

+ 1
u2

(
s2Qss − sQs

)
r2
(
δjky

l
)
−→
jkl

+ 1
u4

(
3sQs − 3s2Qss − s3Qsss

)
r2yjykyl,

reagrupando a expressão anterior temos,

xiBi
jkl = 1

u

(
3Pss + sPsss + r2Qsss

)
xjxkxl

+ 1
u

(
P − sPs − s2Pss + r2 (Qs − sQss)

) (
xjδkl

)
−→
jkl

+ 1
u2

(
−2sPss − sPss − s2Psss − sr2Qsss

) (
xjxkyl

)
−→
jkl

(3.7)

+ 1
u3

(
s2Pss + sPs − P + r2

(
s2Qsss + sQss −Qs

)
+ s3Psss + 3s2Pss

) (
xjykyl

)
−→
jkl

+ 1
u2

(
s3Pss + s2Ps − sP + r2

(
s2Qss − sQs

)) (
δjky

l
)
−→
jkl

+ 1
u4

(
3sP − s4Psss − 6s3Pss − 3s2Ps + r2

(
3sQs − 3s2Qss − s3Qsss

))
yjykyl.

Lembrando que
Fyi = 1

u
(φ− sφs)yi + φsx

i

e usando (3.6) e (3.7) temos que as métricas de Landsberg esfericamente simétricas
caracterizadas pela equação

Ljkl = −1
2FFy

iBi
jkl = 0
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são reduzidas à seguinte expressão:

FyiB
i
jkl = 1

u

(
(φ− sφs)Psss + 3φsPss + s(φ− sφs)Qsss + sφsPsss + r2φsQsss

)
xjxkxl

+ 1
u

(
(φ− sφs)(−sPss + sQs − s2Qss) + φs(P − sPs − s2Pss + r2(Qs − sQss))

) (
xjδkl

)
−→
jkl

+ 1
u2

(
(φ− sφs)(−sPsss − s2Qsss) + φs(−3sPss − s2Psss − sr2Qsss)

) (
xjxkyl

)
−→
jkl

+ 1
u3

(
(φ− sφs)(sPss + s2Psss + s3Qsss + s2Qss − sQs)+

+ φs(s2Pss + sPs − P + r2(s2Qsss + sQss −Qs) + s3Psss + 3s2Pss)
) (
xjykyl

)
−→
jkl

+ 1
u2

(
(φ− sφs)(s2Pss + s3Qss − s2Qs)

+ φs(s3Pss + s2Ps − sP + r2(s2Qss − sQs))
) (
δjky

l
)
−→
jkl

+ 1
u4

(
(φ− sφs)(−3s2Pss − s3Psss + 3s2Qs − 3s3Qss − s4Qsss)

+ φs(3sP − s4Psss − 6s3Pss − 3s2Ps + r2(3sQs − 3s2Qss − s3Qsss))
)
yjykyl.

Finalmente, obtemos

FyiB
i
jkl = 1

u

(
3φsPss + φPsss + (sφ+ (r2 − s2)φs)Qsss

)
xjxkxl

+ 1
u

(
−sφPss + φs(P − sPs) + (sφ+ (r2 − s2)φs)(Qs − sQss)

) (
xjδkl

)
−→
jkl

− 1
u2 s

(
3φsPss + φPsss + (sφ+ (r2 − s2)φs)Qsss

) (
xjxkyl

)
−→
jkl

+ 1
u3 s

2
(
3φsPss + φPsss + (sφ+ (r2 − s2)φs)Qsss

) (
xjylyl

)
−→
jkl

− 1
u3

(
−sφPss + φs(P − sPs) + (sφ+ (r2 − s2)φs)(Qs − sQss)

) (
xjylyl

)
−→
jkl

− 1
u2 s

(
−sφPss + φs(P − sPs) + (sφ+ (r2 − s2)φs)(Qs − sQss)

) (
δjky

l
)
−→
jkl

− 1
u4 s

3
(
3φsPss + φPsss + (sφ+ (r2 − s2)φs)Qsss

)
yjykyl

+ 1
u4 3s

(
−sφPss + φs(P − sPs) + (sφ+ (r2 − s2)φs)(Qs − sQss)

)
yjykyl,

o que finaliza a demonstração. �

Proposição 3.2.2. Seja F = |y|φ(r, s) uma métrica de Landsberg sobre Mn
s ⊂ Rn, então

existem funções f(r), c1(r), c2(r), g(r) tais que os coeficientes geodésicos Gi satisfazem

Gi = |y|Pyi + |y|2Qxi,

onde

P = c1(r)s+ c2(r)
√
r2 − s2

r2
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e

Q = 1
2f(r)s2 − c2(r)s

√
r2 − s2

r4 + g(r).

Demonstração. Da Proposição 3.2.1, considerando j = k = l, como na demonstração
do Teorema 2.1.2, podemos concluir que F (x, y) = |y|φ(r, s) é do tipo Landsberg se, e
somente se,

L1 := 3φsPss + φPsss + (sφ+ (r2 − s2)φs)Qsss = 0 (3.8)

L2 := −sφPss + φs(P − sPs) + (sφ+ (r2 − s2)φs)(Qs − sQss) = 0, (3.9)

Sejam Θ := P − sPs e Λ := sφ+ (r2 − s2)φs, então

Θs = −sPss, Λs = φ− sφs + (r2 − s2)φss.

Da definição de L2, temos que,

(φΘ)s + Λ(Qs − sQss) = 0. (3.10)

Derivando (3.10) em relação a s obtemos,

(φΘ)ss = sΛQsss − Λs(Qs − sQss).

Por outro lado, da definição de Θ,

(φΘ)ss = (φs(P − sPs)− φ(sPss))s
= φssΘ− 2sφsPss − φ(Pss + sPsss).

De (3.8) e das duas identidades acima,

(φΘ)ss = −3sφsPss − sφPsss − Λs(Qs − sQss)

−φ(Pss + sPsss)− 2sφsPss + φssΘ = −3sφsPss − sφPsss − Λs(Qs − sQss)

o que implica,

Λs(Qs − sQss) = (φ− sφss)Pss − φssΘ

= −φs − sφs
s

Θs − φssΘ.

Pela Equação (3.10), temos,

Λ
(
φssΘ + φ− sφs

s
Θs

)
− Λs(φsΘ + φΘs) = 0.
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Segue de (3.8) e (3.9) que o caso 0 = Θ = P − sPs implica que P e Q são dados por (3.3),
portanto F (x, y) = |y|φ(r, s) é do tipo Berwald.

Assim, considerando Θ 6= 0, temos

Θs

Θ [(φ− sφs)Λ− sφΛs] = sφsΛs − sφssΛ. (3.11)

Desenvolvendo os dois lados da equação (3.11), temos

(φ− sφs)Λ− sφΛs = (φ− sφs)(sφ+ (r2 − s2)φs)− sφ
[
φ− sφs + (r2 − s2)φss

]
= (r2 − s2) [(φ− sφs)φs − sφφss]

e

sφsΛs − sφssΛ = sφs[φ− sφs + (r2 − s2)φss]

= s(φ− sφs)φs − s2φφss.

Voltando para a Equação (3.11), temos

Θs

Θ (r2 − s2)[(φ− sφs)φs − sφφss] = s[(φ− sφs)φs − sφφss]. (3.12)

Então (3.12) é satisfeita se, e somente se,

(φ− sφs)φs − sφφss = 0 (3.13)

ou

Θs

Θ (r2 − s2) = s. (3.14)

No caso da Equação (3.13):

[(φ− sφs)φ]s = 0,

tem como solução
φ =

√
c1(r)s2 + c2(r),

onde c1(r) e c2(r) são funções de r = |x|. Por isso, a métrica F = |y|φ(r, s) é da forma

F (x, y) =
√
c1(|x|) < x, y > +c2(|x|)

portanto Riemanniana.

No caso da equação (3.14), temos

Θ = P − sPs = c2(r)√
r2 − s2

,
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onde c2 é uma função de r. Isto implica

P = c1(r)s+ c2(r)
√
r2 − s2

r2 ,

onde c1 e c2 são funções de r. Assim, usando a Equação (3.9), temos

(Qs − sQss)(sφ+ (r2 − s2)φs) = − c2(r)s
(
√
r2 − s2)3

φ− c2(r)√
r2 − s2

φs

= − c2(r)
(
√
r2 − s2)3

(sφ+ (r2 − s2)φs). (3.15)

Das condições (1.65) e (1.66), note que F = |y|φ(r, s) não define uma métrica de Finsler
se sφ+ (r2 − s2)φs = 0. Então de (3.15), Q tem que satisfazer

Qs − sQss = c2(r)
(
√
r2 − s2)3

.

Resolvendo esta equação, temos

Q = 1
2f(r)s2 − c2(r)s

√
r2 − s2

r4 + g(r),

o que conclui a demonstração. �

Teorema 3.2.3. Seja F = |y|φ(r, s) uma métrica de Finsler esfericamente simétrica sobre
Mn

s ⊂ Rn, então F é do tipo Landsberg se, e somente se, F é do tipo Berwald.

Demonstração. Introduzimos U e W como

U := sφ+ (r2 − s2)φs
φ

, W := sφr + rφs
φ

.

Podemos obter φs e φr em termos de U e W :

φs = U − s
r2 − s2φ, φr = 1

s

(
W − r(U − s)

r2 − s2

)
φ. (3.16)

Substituindo φr e φs em P e Q, que foram definidos no Lema 1.7.1, temos

P = W

2r −QU (3.17)

Q = 1
2rs

(r2 − s2)(sWs − 2W ) + (U − s)(2r + sW )
U2 − sU + (r2 − s2)Us

. (3.18)

De (3.17),

W = 2r(P + UQ), (3.19)

Ws = 2r(Ps + UsQ+ UQs) (3.20)
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substituindo (3.19) e (3.20) em (3.18),

U = (r2 − s2)(sPs − 2P )− s(1 + sP )
(r2 − s2)(2Q− sQs)− sP − 1 . (3.21)

Usando os dados da Proposição 3.2.2 em (3.17) e (3.18) temos,

U = r2(s+ c1(r)r2s+ 2c2(r)
√
r2 − s2)

r2 + 2c2(r)s
√
r2 − s2 + c1(r)r2s2 − 2g(r)r2(r2 − s2)

(3.22)

W = 2r (P + UQ) . (3.23)

De (3.16), podemos observar que φ tem que satisfazer

(lnφ)s = (c1(r) + 2c2(r))r2s+ 2c2(r)
√
r2 − s2

r2 + (c1(r) + 2g(r))r2s2 − 2c3(r)r4 + 2c2(r)s
√
r2 − s2

(3.24)

(lnφ)r =
√
r2 − s2(4f(r)c2(r)r4s2 + 4c1(r)c2(r)r2s2 − 2c2(r)s2 + 4c2(r)g(r))
rs(r2 + (c1(r) + 2g(r))r2s2 − 2c3(r)r4 + 2c2(r)s

√
r2 − s2)

+ 2f(r)c1(r)r6s3 + f(r)r4s3 + c1(r)r4s+ 4c1(r)c3(r)r4s3 + 2c2
1(r)r4s3 − 2c1(r)g(r)r6s

rs(r2 + (c1(r) + 2g(r))r2s2 − 2c3(r)r4 + 2c2(r)s
√
r2 − s2)

.

(3.25)

O sistema (3.24)-(3.25) tem solução se, e somente se,

(lnφ)sr = (lnφ)rs,

isto é,

0 = 1√
r2 − s2rs2(r2s2c1 − 2r4g + 2r2s2g + 2c2s

√
r2 − s2 + r2)2

[√
r2 − s2

(
−2c2

1r
6s3 + 8g2r6s3

c′1r
5s3 + 2gr5s3 + 8c1gfr

10s3 − 16c2
2gs

3 − 4c1fr
8s3 + 4c2

1gr
8s3 + 8c1g

2r8s3 − 2c1gr
7s3

+2g′c1r
7s3 + 16c2

2gr
2s+ 8gfr8s3 − 4fr6s3

)
+ 2c1c2r

4s4 + 8gc2r
6s2 − 12gc2r

4s4 + 24g2c2r
4s2

− 16g2c2r
2s4 − 4c2fr

8s2 + 2c′2r5s2 − 2c′2r3s4 + 4gc2r
4 − 8g2c2r

6 + 8gc2fr
8s2(r2 − s2)

+ 4c1gc2r
8s2 + 12c1gc2r

4s2 − 8c1gc2r
2s4(r4 + 1) + 4r5s2(g′cs − c′2g)(r2 − s2)

−2c1c2r
6s2 + 4c2fr

6s4.
]

Observe que uma condição para que a equação acima esteja definida em s = 0 é

c2
2(r)g(r) = 0.

Se c2(r) = 0, pela Proposição 3.1.2, a métrica F (x, y) = |y|φ(r, s) é do tipo Berwald. A
reciproca é imediata.
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Se c2(r) 6= 0, ou seja, g(r) = 0. Temos que as equações (3.24)-(3.25) tornam-se

(lnφ)s = c1(r)r2s+ 2c2(r)
√
r2 − s2

r2 + c1(r)r2s2 + 2c2(r)s
√
r2 − s2

(3.26)

(lnφ)r =
√
r2 − s2(4c0(r)c2(r)r4s+ 4c1(r)c2(r)r2s− 2c2(r)s)

r
(
r2 + c1(r)r2s2 + 2c2(r)s

√
r2 − s2

) (3.27)

+ 2f(r)c1(r)r6s2 + 2f(r)r4s2 + c1(r)r4 + 2c2
1(r)r4s2

r
(
r2 + c1(r)r2s2 + 2c2(r)s

√
r2 − s2

) .

Isto simplifica o cálculo de (lnφ)sr e (lnφ)rs

(lnφ)sr = − r[(2c′2(r)r − 4c2(r))s2 + 2c2(r)r2 − 2c′2r3 − c′1(r)
√
r2 − s2r3s]√

r2 − s2[r2 + 2c2(r)s
√
r2 − s2 + (c1(r) + 2g(r))r2s2 − 2g(r)r4]2

e

(lnφ)rs = −2r[(2f(r)c2(r)r4 + c1(r)c2(r)r2 − 2c2(r))s2 + c2(r)r2 − c1(r)c2(r)r4]√
r2 − s2[r2 + 2c2(r)s

√
r2 − s2 + (c1(r) + 2g(r))r2s2 − 2g(r)r4]2

+ 2r[−2f(r)c2(r)r6 − sr4√r2 − s2(2f(r)c1(r)r2 + c2
1(r) + 2f(r))]√

r2 − s2[r2 + 2c2(r)s
√
r2 − s2 + (c1(r) + 2g(r))r2s2 − 2g(r)r4]2

.

Logo, de (lnφ)rs = (lnφ)sr, temos

r[2c′2(r)r − 4c2(r)]s2 = 2r[2f(r)c2(r)r4 + c1(r)c2(r)r2 − 2c2(r)]s2

−r[c′1(r)r3]s = −2sr5[2f(r)c1(r)r2 + c2
1(r) + 2f(r)]

r[2c2(r)r2 − 2c′2(r)r3] = 2r[c2(r)r2 − c1(r)c2(r)r4 − 2f(r)c2(r)r6].

As equações acima são equivalente a

c′1 − 4f(r)c1(r)r3 − 2c2
1(r)− 4f(r)r = 0

c′2(r)− 2f(r)c2(r)r3 − c1(r)c2(r)r = 0.

Eliminando c0(r), obtemos que c1(r) e c2(r) devem satisfazer

c2(r)c′1(r) + (2
r
c2(r)− 2c′2(r))c1(r)− 2

r2 c
′
2(r) = 0.

Resolvendo a equação em c1(r), podemos obter que

c1(r) = 1
r2 + a

c2
2(r)
r2 ,

onde a é uma constante. Substituindo c1(r) em (3.26) e resolvendo esta, obtemos que

φ =

√
r2 − s2 + 2c2

√
r2 − s2s+ ac2

2s
2

r
exp

(
1√

1− a

(
arctanh

(√
r2 − s2 + c2s√

1− ac2s

)
+ c

))
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quando a < 1 ou

φ =

√
r2 − s2 + 2c2

√
r2 − s2s+ ac2

2s
2

r
exp

(
− 1√

a− 1

(
arctan

(√
r2 − s2 + c2s√
a− 1c2s

)
+ c

))

quando a > 1. Aqui c é uma função de r.

Como F (r, s) = |y|φ(r, s) é uma métrica de Finsler e tem que estar definida em
todo T (Mn

s ) (em particular para s→ 0), a primeira solução é descartada. Derivando duas
vezes a segunda solução em relação a s obtemos

φss =

a3c6
2s

4 + c4
2(a2s2(2r2 − 3s2) + 4as2(r2 − 3s2)) + c2

2(r2 − s2)(a(r2 − 3s2)− 12s2)− (r2 − s2)2(
r2 − s2 + 2sc2

√
r2 − s2 + as2c2

2

) 7
2

+2c5
2a

2s3(2r2 − 3s2) + 4c3
2s(ar2(r2 − 4s2) + 3as4 − 2s2(r2 − s2))− 6c2s(r2 − s2)2

√
r2 − s2

(
r2 − s2 + 2sc2

√
r2 − s2 + as2c2

2

) 7
2

×
exp

(
− 1√

a− 1

(
arctan

(√
r2 − s2 + c2s√
a− 1c2s

)
+ c

))
.

e observamos que φ não é contínua ao longo de s = r e é descartada também. �
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4 MÉTRICAS DE DOUGLAS COM S-
CURVATURA NULA

4.1 Métricas de Douglas esfericamente simétrica com S-curvatura
nula
Nesta seção discutiremos as condições necessárias e suficientes para que uma métrica

de Douglas esfericamente simétrica tenha S−curvatura nula.

Seja A(r) uma função positiva que define o elemento de volume de uma métrica
esfericamente simétrica, isto é:

A(r) :=



∫ π
0 senn−2(t)dt∫ π

0
sinn−2(t)

φ(r,rcos(t))n dt
se dV = dVBH

∫ π
0 (senn−2(t))T (r,rcos(t))dt∫ π

0 senn−2(t)dt se dV = dVHT ,

(4.1)

onde T (r, s) := φ(φ− sφs)n−2[(φ− sφs) + (r2 − s2)φss].

De agora em diante só usaremos a expressão de dVBH , salvo menção contrária.

Observe que, como r = |x|, segue que

ym

A(r)
∂A(r)
∂xm

= A′(r)
A(r)

xmym

r
= |y|s

r

A′(r)
A(r) ,

e da definição de S−curvatura dada em (1.37), e usando (2.19) temos

S = |y|[(n+ 1)P + 2sQ+ (r2 − s2)Qs]− |y|
s

r

A′(r)
A(r) , (4.2)

onde r, s, Q e P foram definidos em (1.49) e (1.50).

Note que, se F é de Douglas, então segue da Proposição 2.1.2 que Q = g(r)+ s2

2 f(r).
Assim, podemos obter a seguinte Proposição.

Proposição 4.1.1. Seja F = |y|φ(|x|, 〈x, y〉|y| ) uma métrica de Douglas esfericamente simé-
trica sobre Mn

s ∈ Rn. Então a S−curvatura de F é dada por

2r
n+ 1φS = |y|

{
[1− (r2 − s2)(2g(r) + s2f(r))]rφs + sφr − sr(2g + s2f(r))φ

− s
[
− 2r
n+ 1(2g(r) + r2f(r)) + 2

n+ 1
A′(r)
A(r)

]
φ

}
. (4.3)
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Demonstração. A demonstração segue diretamente da substituição de Q = g(r) + s2

2 f(r)
em (4.2), isto é,

S = |y|
{

(n+ 1)P + 2sg(r) + s3f(r) + r2sf(r)− s3f(r)− s

r

A′(r)
A(r)

}

= |y|
{
n+ 1
2rφ

(
rφs + sφr − 2rQ(sφ+ (r2 − s2)φs)

)
+ s(2g(r) + r2f(r))− s

r

A′(r)
A(r)

}
,

que é equivalente a (4.3). �

Uma classe interessante de métricas de Douglas esfericamente simétricas é quando
a S−curvatura é nula. Isto nos leva ao seguinte teorema de caracterização de tais métricas,
cuja demonstração segue diretamente da proposição anterior e do Teorema 2.2.1.

Teorema 4.1.2. Seja F = |y|φ(|x|, 〈x, y〉|y| ) uma métrica esfericamente simétrica sobre
Mn

s ⊂ Rn. Então F é de Douglas com S−curvatura nula se, e somente se, φ satisfaz o
seguinte sistema de EDP,[

(r2 − s2)(2g + fs2)− 1
]
rφss − sφrs + φr + r(2g + fs2)(φ− sφs) = 0, (4.4)

[
1− (r2 − s2)(2g + fs2)

]
rφs + sφr − rs(2g + s2f)φ

− 2s
n+ 1

(
A′φ(r)
Aφ(r) − r(2g + r2f)

)
φ = 0. (4.5)

para um par de funções diferenciáveis f = f(r) e g = g(r).

Observação 4.1.1. Observe que este último teorema e o Teorema 3.1.3 nos diz que toda
métrica de Douglas esfericamente simétrica sobre Mn

s ∈ Rn com S−curvatura nula é do
tipo Berwald, isto é, bastaria considerar em (3.5)

c1(r) = 1
r(n+ 1)

(
A′φ(r)
Aφ(r) − r(2g + r2f)

)
.

Por outro lado, a Observação 1.5.1 juntamente com a Proposição 1.6.2 nos diz que toda
métrica de Berwald tem S−curvatura nula e é do tipo Douglas.

Desta observação obtemos este interessante resultado:

Teorema 4.1.3. Seja F = |y|φ(r, s) uma métrica de Finsler esfericamente simétrica
definida sobre Mn

s ∈ Rn, então F é do tipo Douglas com S−curvatura nula se, e somente
se, F é do tipo Berwald.

Observação 4.1.2. O Teorema 4.1.3 continua valendo para uma forma de volume Holmes-
Thompson como veremos na Observação 4.2.4.
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4.2 Caracterização em termos de Métricas de Berwald e de Lands-
berg
Em virtude do Teorema 4.1.3 o problema de solucionar o sistema (4.4)-(4.5) que

envolve o elemento de volume, se reduz a tentar classificar as métricas do tipo Berwald
esfericamente simétricas.

Antes de enunciar o Lema 4.2.1 precisamos de algumas condições. Sejam f(r) e
g(r) tais que as seguintes expressões estejam bem definidas∫

2r(2g + r2f)dr e
∫

2rfe
∫

2r(2g+r2f)drdr (4.6)

e adicionalmente tal que

(r2 − s2)
∫

2rfe
∫

2r(2g+r2f)drdr − e
∫

2r(2g+r2f)dr 6= 0 ∀(r, s) ∈ [0, ν)× (−ν, ν). (4.7)

Lema 4.2.1. Seja φ(r, s) uma função sobre I ×R que satisfaz o seguinte sistema:[
(r2 − s2)(2g + fs2)− 1

]
rφss − sφrs + φr + r(2g + fs2)(φ− sφs) = 0, (4.8)[

1− (r2 − s2)(2g + fs2)
]
rφs + sφr − s

[
r(2g + s2f) + L(r)

]
φ = 0, (4.9)

onde f(r), g(r) e L(r) são funções diferenciáveis sobre I ∈ R. Suponha que L(r) 6= −2/r
e g(r) 6= 1

2r2 , então a menos de homotetia:

φ(r, s) =

√∣∣∣∣(r2 − s2)
∫

2rfe
∫

2r(2g+r2f)drdr − e
∫

2r(2g+r2f)dr
∣∣∣∣∣∣∣∣r2

∫
2rfe

∫
2r(2g+r2f)drdr − e

∫
2r(2g+r2f)dr

∣∣∣∣ , (4.10)

ou

φ(r, s) =
√
r2 − s2

r2 . (4.11)

Demonstração. Defina

ψ(r, s) := e−
∫
L(r)dr

√
r2 − s2

φ(r, s). (4.12)

Neste caso, temos que

φr = Le
∫
Ldr
√
r2 − s2ψ + re

∫
Ldr

√
r2 − s2

ψ + e
∫
Ldr
√
r2 − s2ψr

= e
∫
Ldr
√
r2 − s2

(
Lψ + rψ

r2 − s2 + ψr

)
,

φs = e
∫
Ldr

(
− s√

r2 − s2ψ +
√
r2 − s2ψs

)

= e
∫
Ldr
√
r2 − s2

(
ψs −

s

r2 − s2ψ
)
,
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substituindo na Equação (4.9), temos

0 = e
∫
Ldr
√
r2 − s2

{(
1− (r2 − s2)(2g + s2f)

)
r
[
ψs −

s

r2 − s2ψ
]

+s
[
Lψ + rψ

r2 − s2 + ψr

]
− s

(
r(2g + s2f) + L

)
ψ

}
,

de onde obtemos,

0 =
[
1− (r2 − s2)(2g + s2f)

]
rψs + sψr. (4.13)

Então, segue de (4.12) que

e−
∫
L(r)drφ(r, s)√
r2 − s2

,

é uma função de ϕ(r, s) definida em (1.75) (Lema 1.8.1), isto é, φ(r, s) é dado por:

φ(r, s) = e
∫
L(r)dr√r2 − s2η(ϕ(r, s)), (4.14)

onde η é uma função diferenciável de ϕ.

Observamos que a equação (4.8) pode ser reescrita por[
1− (r2 − s2)(2g + s2f)

]
r
∂

∂s

(
(φ− sφs)

√
r2 − s2

)
+ s

∂

∂r

(
(φ− sφs)

√
r2 − s2

)
= 0.

(4.15)

De (4.14) temos:

φ− sφs = e
∫
Ldr

√
r2 − s2

{
r2η(ϕ)− 2s2

r2 − s2 e
∫

2r(2g+r2f)drϕ2η′(φ)
}
.

Substituindo a última igualdade em (4.15) e tendo em conta o Lema 1.8.1, pois η(ϕ) e
ϕ2η′(ϕ) são funções de ϕ e elas devem satisfazer a equação (1.73), temos

0 =
[
2rs+ sr2L

]
η −

[
[1− (r2 − s2)(2g + s2f)]r ∂

∂s

(
2s2

r2 − s2 e
∫

2r(2g+r2f)dr
)

+ s
∂

∂r

(
2s2

r2 − s2 e
∫

2r(2g+r2f)dr
)

+ sL

(
2s2

r2 − s2 e
∫

2r(2g+r2f)dr
)]

ϕ2η′.

Calculando as derivadas envolvidas na equação acima:

∂

∂s

(
2s2

r2 − s2 e
∫

2r(2g+r2f)
)

=
(

4s
r2 − s2 + 4s3

(r2 − s2)2

)
e
∫

2r(2g+r2f)dr

= 4r2s

(r2 − s2)2 e
∫

2r(2g+r2f)dr,

∂

∂r

(
2s2

r2 − s2 e
∫

2r(2g+r2f)
)

=
(

2s22r(2g + r2f)
r2 − s2 − 4rs2

(r2 − s2)2

)
e
∫

2r(2g+r2f)dr

= − 4rs2

(r2 − s2)2

(
1− (r2 − s2)(2g + r2f)

)
e
∫

2r(2g+r2f)dr,
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e substituindo na equação anterior,

[
2rs+ sr2L

]
η = ϕ2η′

4rse
∫

2r(2g+r2f)dr

(r2 − s2)2

{
[1− (r2 − s2)(2g + s2f)]r2

−s2[1− (r2 − s2)(2g + r2f)]
}

+ sL

2s2e
∫

2r(2g+r2f)dr

r2 − s2

 .
Continuando os cálculos,

(2r + r2L)η = ϕ2η′e
∫

2r(2g+r2f)dr
(

4r[1− (r2 − s2)(2g + s2f)]
(r2 − s2)2 (r2 − s2)

+ 4rs2f

(r2 − s2)2 (r2 − s2)2 + 2s2L

r2 − s2

)

= ϕ2η′
e2r(2g+r2f)dr

(r2 − s2)
(
4r[1− (r2 − s2)(2g + s2f)] + (r2 − s2)4rs2f + 2s2L

)

= ϕ2η′
e
∫

2r(2g+r2f)dr

(r2 − s2)
(
4r − 4r2g(r2 − s2) + 2s2L

)
,

assim, temos

(r2 − s2)[2r + r2L(r)]η(ϕ) = e
∫

2r(2g+r2f)dr[4r − 4r2g(r2 − s2) + 2s2L(r)]ϕ2η′(ϕ). (4.16)

Se n(ϕ) for uma constante não nula, teríamos que L(r) = −2
r
, o que implicaria em

φ(r, s) = e−
∫

2
r
dr
√
r2 − s2

= c
√
r2 − s2

r2 ,

onde c é uma constante positiva, portanto φ a menos de homotetia é dada por (4.11) .

Por outro lado, se η′(ϕ) 6= 0 e introduzindo a notação B = B(r, s) definido por

B(r, s) := 4r − 8rg(r2 − s2) + 2s2L(r)
(r2 − s2)(2r + r2L(r)) , (4.17)

a identidade (4.16) pode ser expressa da seguinte forma

η(ϕ)
ϕ2η′(ϕ) = Be

∫
2r(2g+r2f)dr. (4.18)

O lado esquerdo da equação (4.18) é uma função de ϕ, logo podemos usar o Lema 1.8.2
para B = B(r, s), isto é,

0 = [1− (r2 − s2)(2g + s2f)]r ∂
∂s
B + s

∂

∂r
B + 2rs(2g + r2f)B, (4.19)
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calculando as derivadas envolvidas na equação anterior,
∂B

∂r
= 1

((r2 − s2)(2r + r2L))2

[
(r2 − s2)(2r + r2L)[4− (4r2g′ + 8g)(r2 − s2)− 8r22g + 2s2L′]

−(4r − 4r2g(r2 − s2) + 2s2L)[2r(2r + r2L) + (r2 − s2)(2 + 2rL+ r2L′)]
]

= 1
((r2 − s2)(2r + r2L))2

[
(r2 − s2)

[
(2r + r2L)(4− 8r22g + 2s2L′) + 4r2g(2r(2r + r2L))

−(2 + 2rL+ r2L′)(4r + 2s2L)
]

+ (r2 − s2)2
[
−(2r + r2L)(4r2g′ + 8g)

+4r2g(2 + 2rL+ r2L′)
]
− 2r(4r + 2s2L)(2r + r2L)

]
,

∂B

∂s
= 1

((r2 − s2)(2r + r2L))2

[
(r2 − s2)(2r + r2L)[8rs2g + 4sL]−

−(4r − 4r2g(r2 − s2) + 2s2L)[−2s(2r + r2L)]
]

= 1
((r2 − s2)(2r + r2L))2

[
(r2 − s2)4sL(2r + r2L) + (4r + 2s2L)2s(2r + r2L)

]
= 1

((r2 − s2)(2r + r2L))2

[
2s(2r + r2L)(2L(r2 − s2) + 4r + 2s2L)

]
= 4s

((r2 − s2) .

Assim a equação (4.19) se reduz a:

0 = [1− (r2 − s2)(2g + s2f)]r[4s(2r + r2L)2] + s
{

(r2 − s2)2[L′(4r32g)

+L(−r2(4r2g′ + 8g) + 8r22g)− 8r22g′] + (r2 − s2)
[
(2r + r2L)(4 + 2s2L′)

−(2 + 2r + r2L′)(4r + 2s2L)
]
− 2r(4r + 2s2L)(2r + r2L)

}
+ s2r(2g + r2f)(r2 − s2)(2r + r2L)(4r − 8rg(r2 − s2) + 2s2L)

= (r2 − s2)2
[
L′(4r32g) + L(8r2g − 8r3g′)− (8r22g′)− 2r(2g + r2f)(2r + r2L)8rg

]
+ (r2 − s2)

[
−r(2g + s2f)4(2r + r2L)2 + 4rs2L′ + 4L(r2 − s2)− 2rL(4r + 2s2L)

−4r3L+ 2r(2g + r2f)(2r + r2L)(4r + 2s2L)
]

+ 4r(2g + r2f)(2r + r2L)2 − 2r(4r + 2s2L)(2r + r2L)

= (r2 − s2)2
[
L′(8r3g) + L(8r2g − 8r3g′ − 16r4(2g + r2f)g)− 16r2g′ − 32r3(2g + r2f)g

]
(r2 − s2)

[
r(2r + r2L)(−8gL(r2 − s2) + 8rf(r2 − s2)) + 4rL′(s2 − r2) + 4L(r2 − s2)

]
− (r2 − s2)2rL(4r + 2s2L) + 2r(2r + r2L)[2(2r + r2L)− (4r + 2s2L)],

o que implica,

0 = L′[8r3g − 4r] + L[8r2 − 8r3g′ − 16r4(2g + r2f)g + 8r4f − 16r2g + 4]

+ L2[−8r3g + 4r] + 16r2g[−16r2g′ − 2r(2g + r2f) + 16r3f ],
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para que, finalmente possamos obter a seguinte condição sobre L(r),

ra(r)L′(r)− ra(r)L2(r) + (rb(r)− a(r))L(r) + 2b(r) = 0, (4.20)

onde

a(r) := 2r2g(r)− 1 e b(r) := −2r2g′(r)− 4r3
(
2g(r) + r2f(r)

)
g(r) + 2r3f(r). (4.21)

Por hipótese a 6= 0. Se considerarmos (4.20) como uma equação diferencial ordinária
de L(r), e observando que −2

r
é uma solução particular da equação de Ricatti (4.20),

podemos obter a solução geral de (4.20):

L(r) = −2
r
− e−

∫
b(r)
a(r)dr

r3
(∫ 1

r3 e
−
∫
b(r)
a(r)drdr + C

) , (4.22)

onde C ∈ R é uma constante real.

Tendo em vista (2.40) temos que

ϕs = 2se
∫

2r(2g+r2f)dr

(r2 − s2)2 ϕ2.

Portanto, podemos reescrever (4.18) como,

ηs(ϕ(r, s))
η(ϕ) =

(
2s

(r2 − s2)2

)
r2(r2 − s2)e−

∫
b(r)
a(r)dr

4r2a(r)(r2 − s2)
(∫ 1

r3 e
−
∫
b(r)
a(r)drdr + C

)
+ 2s2e−

∫
b(r)
a(r)dr

.

Por outro lado, com ajuda da seguinte identidade∫ −2s
(r2 − s2)(d(r) + l(r)s2)ds = 1

d(r) + l(r)r2 ln
∣∣∣∣∣ r2 − s2

d(r) + l(r)s2

∣∣∣∣∣+ T (r),

podemos obter η integrando em relação a s a expressão anterior,

ln(η(ϕ(r, s))) = 1
2 ln

∣∣∣∣∣∣∣∣
4r2a(r)(r2 − s2)

(∫ 1
r3 e

−
∫
b(r)
a(r)drdr + C

)
+ 2s2e−

∫
b(r)
a(r)dr

r2 − s2

∣∣∣∣∣∣∣∣+ T (r).

(4.23)

Para simplificar a notação, considere Z := Z(r, s) sendo a expressão dentro do módulo da
última igualdade, isto é,

Z := 4r2a(r)
(∫ 1

r3 e
−
∫
b(r)
a(r)drdr + C

)
+ 2s2

r2 − s2 e
−
∫
b(r)
a(r)dr,

e suas respectivas derivadas (em r e s),
∂Z

∂r
=
(∫ 1

r3 e
−
∫
b(r)
a(r)drdr

)
(4r2a(r))′ +

[
4
r
a(r)− 4rs2

(r2 − s2)2 − 2 b(r)
a(r)

s2

r2 − s2

]
e−
∫
b(r)
a(r)dr,

∂Z

∂s
= 4sr2

r2 − s2 e
−
∫
b(r)
a(r)dr.
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Podemos usar novamente o Lema 1.8.1 na equação (4.23), assim

[1−(r2 − s2)(2g + s2f)]r∂Z
∂s

+ s
∂Z

∂r

= s

[
4r

r2 − s2 − 4r3 2g + s2f

r2 − s2 + 4a(r)
r

+ 2a
′(r)
a(r)

s2

r2 − s2 + 4r(2g + r2f)s2)
r2 − s2

]
e−
∫
b(r)
a(r)dr

+ s
(∫ 1

r3 e
−
∫
b(r)
a(r)drdr

)
(8ra(r) + 4r2a′(r))

= s

[
4r

r2 − s2 + 4r2gs
2 − r2

r2 − s2 + 8r2g

r
− 4
r

+ 2a
′(r)
a(r)

s2

r2 − s2

]
e−
∫
b(r)
a(r)dr

+ s
(∫ 1

r3 e
−
∫
b(r)
a(r)drdr

)
(8ra(r) + 4r2a′(r))

= s

[
4s2

r(r2 − s2) + 2a′(r)
a(r)

s2

r2 − s2

]
e−
∫
b(r)
a(r)dr + s

(∫ 1
r3 e

−
∫
b(r)
a(r)drdr

)
(8ra(r) + 4r2a′(r))

= s

[
2s2

r2 − s2 e
−
∫
b(r)
a(r)dr(2a(r) + a′(r)) + 4r2a(r)

(∫ 1
r3 e

−
∫
b(r)
a(r)drdr

)
(2a(r) + ra′(r)

]
1

ra(r)

= s
2a(r) + ra′(r)

ra(r) Z.

Voltando para (4.23), usamos a equação (1.73) para 2 ln(η(ϕ)),

0 = [1− (r2 − s2)(2g + s2f)]r ∂
∂s

(ln |Z|+ 2T (r)) + s
∂

∂r
(ln |Z|+ 2T (r))

= [1− (r2 − s2)(2g + s2f)]r 1
Z

∂Z

∂s
+ s

1
Z

∂Z

∂r
+ 2sT ′(r)

= s
2a(r) + ra′(r)

ra(r) + 2sT ′(r),

obtendo, finalmente, a expressão de T (r):

T (r) = 1
2

∫ (r2a(r))r
r2a(r) dr = 1

2 ln |r2a(r)|+ C1,

onde C1 é uma constante real.

Consequentemente, η(ϕ) tem a seguinte forma:

η(ϕ(r, s)) = C2

∣∣∣∣4r2a(r)(s2 − r2)
(∫ 1

r3 e
−
∫
b(r)
a(r)drdr

)
− 2s2e−

∫
b(r)
a(r)dr

∣∣∣∣
r
√
|2r2 − 1|

√
r2 − s2

1
2

, (4.24)

onde C2 é uma constante real positiva.

Observamos que
b(r)
a(r) = −sr

2g′ − 2r34g2 − 4r5fg + 2r3f − 44rg + 4rg
2r2g − 1

= −(2r2g − 1)r
2r2g − 1 − 4rg(2r2g − 1)

2r2g − 1 − 2r3f(2r2g − 1)
2r2g − 1

= −a
′(r)
a(r) − 2r(2g + r2f).
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Usando esta igualdade temos que∫ 1
r3 e

−
∫
b(r)
a(r)drdr − e−

∫
b(r)
a(r)dr

2r2a(r)


r

= e−
∫
b(r)
a(r)dr

[
1
r3 + b(r)

a(r)
1

2r2a(r) + 4ra(r) + 2r2a′(r)
4r4a2(r)

]

= e−
∫
b(r)
a(r)dr

[
1
r3 −

a′(r)
2r2a2(r) −

2r(2g + r2f)
2r2a(r) + a(r)

r3a2(r) + a′(r)
2r2a2(r)

]

= e−
∫
b(r)
a(r)dr

[
1
r3 −

2g + r2f

ra(r) + 1
r3a(r)

]

= e−
∫
b(r)
a(r)dr

[
1
r3 −

2r2g − 1
r3a(r) −

1
r3a(r) −

r2f

ra(r) + 1
r3a(r)

]

= e−
∫
b(r)
a(r)dr

[
− rf

a(r)

]
.

Portanto, obtemos a seguinte identidade∫ 1
r3 e

−
∫
b
a
drdr = e−

∫
b
a
dr

2r2a
−
∫ rf

a
e−
∫
b
a
drdr.

Assim, usando (4.21) podemos melhorar a expressão de η em (4.24) a menos de homotetia
positiva:

η(ϕ) =

∣∣∣∣4r2a(r)(s2 − r2)
(∫ 1

r3 e
−
∫
b(r)
a(r)drdr

)
− 2s2e−

∫
b(r)
a(r)dr

∣∣∣∣
r
√
|2r2 − 1|

√
r2 − s2

1
2

=

∣∣∣∣∣s2
(
−2r2a

∫ rf

a
e−
∫
b
a
drdr − 2r4a

∫ 1
r3 e

−
∫
b
a
drdr

)∣∣∣∣∣
r
√
|2r2 − 1|

√
r2 − s2

1
2

=

∣∣∣∣∣s2
(
−2r2|a|

∫
rfe−

∫
2r(2g+r2f)drdr

)
− r2

(
e−
∫
b
a
dr − 2r2a

∫ rf

a
e−
∫
b
a
dr

)∣∣∣∣∣
r
√
|2r2 − 1|

√
r2 − s2

1
2

=

∣∣∣∣∣(s2 − r2)
(
e−
∫
b
a
dr − 2r2a

∫ rf

a
e−
∫
b
a
drdr

)
− s2e−

∫
b
a
dr

∣∣∣∣∣
r
√
|2r2 − 1|

√
r2 − s2

1
2

=

∣∣∣∣(s2 − r2)
(
|a|e

∫
2r(2g+r2f)dr − 2r2|a|

∫
rfe

∫
2r(2g+r2f)drdr

)
− s2|a|e

∫
2r(2g+r2f)dr

∣∣∣∣
r
√
|2r2 − 1|

√
r2 − s2

1
2

=

∣∣∣∣(r2 − s2)2r2
∫
rfe

∫
2r(2g+r2f)drdr − (r2 − s2)e

∫
2r(2g+r2f)dr − s2e

∫
2r(2g+r2f)dr

∣∣∣∣ 1
2

r2
√
r2 − s2

=

∣∣∣∣(r2 − s2)
∫

2rfe
∫

2r(2g+r2f)drdr − e
∫

2r(2g+r2f)dr
∣∣∣∣ 1

2

√
r2 − s2

.
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De (4.22), temos que e
∫
L(r)dr, a menos de homotetia (positiva), pode ser escrito como

e
∫
L(r)dr =

√
r2 − s2

r2

∣∣∣∣∣
∫ |a|
r3 e

∫
2r(2g+r2f)dr

∣∣∣∣∣
,

e, finalmente obtemos a forma de φ(r, s), a menos de homotetia usando (4.14). �

Observação 4.2.1. Observe que, se g(r) = 1
2r2 e L(r) 6= −2

r
, então a(r) = b(r) = 0, e

a identidade (4.20) é satisfeita trivialmente. Efetivamente o lado direito de (4.18) não
depende de Lφ(r) e podemos reescrever (4.18) como,

ηs(ϕ(r, s))
η(ϕ(r, s)) = r2

s(r2 − s2) . (4.25)

Integrando a última identidade em relação a s temos:

η(ϕ(r, s)) = ec(r)
|s|√
r2 − s2

,

onde c(r) é alguma constante como consequência da integração em s. A última identidade
nos diz que φ não define uma métrica de Finsler.

Observação 4.2.2. Observe também que, se g(r) = 1
2r2 e L(r) = −2

r
, então (4.16) é

satisfeita trivialmente, logo toda métrica de Finsler da forma F (x, y) = |y|φ(r, s), onde
φ(r, s) é dada por:

φ(r, s) = e
∫
L(r)dr√r2 − s2η(ϕ(r, s))

=
√
r2 − s2

r2 η

(
r2 − s2

s2 e−
∫

2r3f(r)dr
)
, (4.26)

para alguma função diferenciável η, é do tipo Berwald.

O Lema 4.2.1, junto com as Observações 4.2.1 e 4.2.2 fornecem o seguinte Teorema:

Teorema 4.2.1. Sejam f(r) e g(r) funções diferenciáveis de r ∈ I ⊂ R tais que as
condições (4.6) e (4.7) são satisfeitas. Suponha que F (x, y) = |y|φ(r, s) é uma métrica de
Douglas com S−curvatura nula (isto é, φ > 0 satisfaz as equações (4.4) e (4.5)), então a
menos de homotetia temos:

(i) Se g 6= 1
2r2 ,

F (x, y) =

√∣∣∣∣(|x|2|y|2− < x, y >2)
∫

2rfe
∫

2r(2g+r2f)drdr − e
∫

2r(2g+r2f)dr|y|2
∣∣∣∣∣∣∣∣r2

∫
2rfe

∫
2r(2g+r2f)drdr − e

∫
2r(2g+r2f)dr

∣∣∣∣ ,

(4.27)
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(ii) Se g = 1
2r2 ,

F (x, y) =

√
|x|2|y|2− < x, y >2

|x|2
η

(
|x|2|y|2− < x, y >2

< x, y >2 e−
∫

2r3f(r)dr
)
, (4.28)

onde η é qualquer função tal que:

η >
2(r2 − s2)

s2 e−
∫

2r3fdrη′, quando n ≥ 2, (4.29)

com a condição adicional

−3
√
r2 − s2η′ + 2r2

s2 e
−
∫

2r3fdrη′′ > 0, quando n ≥ 3. (4.30)

Observação 4.2.3. No caso do elemento de volume de Holmes-Thompson, o caso (ii) no
teorema anterior pode ser reescrito considerando a hipótese adicional:

−2
r

= 2
n+ 1

(
A′φ
Aφ
− r( 1

r2 + r2f)
)

=: Lφ(r),

isto é, as funções η e f têm que satisfazer a seguinte identidade:

Aφ(r) = ce
∫
r3fdr

rn
,

onde Aφ(r) é o elemento de volume Holmes-Thompson dado na Proposição 1.6.1 e c é
uma constante positiva.

Observação 4.2.4. Note que se consideramos o elemento de volume Holmes-Thompson,
a função φ(r, s) dada por (4.26) continua satisfazendo a equação (3.5), para alguma
função c1(r), logo o Teorema 4.1.3 continua válida se consideramos o elemento de volume
Holmes-Thompson.

Observação 4.2.5. Exemplos (4.2.3) e (4.2.4) a seguir são do tipo (4.28).

Corolário 4.2.1. Seja F = |y|φ(r, s) uma métrica de Berwald do tipo (4.28), então o seu
elemento de volume de Busemann-Hausdorff Aφ(r) a menos de homotetia é dada por

Aφ(r) = e
∫
r3fdr

rn
.

Demonstração. Segue da substituição de g = 1
2r2 e (4.28) em (4.7).

A′(r)
A(r) = r3f(r)− n

r
.

Logo, integrando em relação a r, temos o resultado. �

Análogo ao Teorema 4.1.3, o Teorema 3.2.3 nos fornece o seguinte resultado.
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Teorema 4.2.2. Seja F = |y|φ(r, s) uma métrica de Finsler esfericamente simétrica sobre
Mn

s . As seguintes afirmações são equivalentes:

a) F é do tipo Douglas com S−curvatura nula;

b) F é do tipo Berwald;

c) F é do tipo Landsberg.

Corolário 4.2.2. Seja F = |y|φ(r, s) uma métrica de Finsler esfericamente simétrica
definida sobre Rn, então F é de Landsberg se, e somente se, F é uma métrica Riemanniana
dado por (4.27).

Exemplo 4.2.1. Considerando f(r) = g(r) = 0 no Teorema 4.2.1 obtemos, a menos de
homotetia, a seguinte métrica projetivamente plana com S−curvatura nula:

F (x, y) =

√
|2c1(|x|2|y|2− < x, y >2)− c2|y|2|

|c2|x|2 − c1|
, (4.31)

onde c1 > 0 e c2 são quaisquer constantes reais tal que

2c1
(
|x|2|y|2− < x, y >2

)
− c2|y|2 6= 0 e c2|x|2 − c1 6= 0.

Observação 4.2.6. Uma consequência interessante deste último exemplo é que sobre Rn,

F (x, y) = |y|φ
(
|x|, <x,y>|y|

)
é uma métrica projetivamente flat com S−curvature nula se, e

somente se, a menos de homotetia

F (x, y) = |y|.

A partir da métrica de Douglas

F (x, y) =< x, y > h(|x|) + c|y|e−
∫ |x|

0 2rgdr,

onde c é qualquer constante positiva e h(r) tal que F seja diferenciável e positiva para
y 6= 0, podemos obter os seguintes exemplos:

Exemplo 4.2.2. Considerando h(|x|) = 0, a seguinte métrica de Douglas

F (x, y) = c|y|e−
∫ |x|

0 2rgdr

tem S−curvatura nula.

Exemplo 4.2.3. Considerando uma região anular Bn(ν1)\Bn(ν2), (ν1 > ν2 ≥ 0) e g(r) =
1

2r2 , a seguinte métrica de Douglas

F (x, y) = c1
< x, y >

|x|2
+ c
|y|
|x|

tem S−curvatura nula. Observe que este exemplo é do tipo (ii) do Teorema 4.2.1, e motiva
a seguinte proposição, cuja prova é fornecida pela demonstração do Teorema 4.2.1.
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Proposição 4.2.3. Para quaisquer constantes c1 e c2, considere a família de funções
definidas por

φ(r, s) =
(
c1
s

r2 + c2
1
r

)
η(ϕ1(r, s)), (4.32)

onde η é uma função arbitrária. Então φ satisfaz as equações (4.8) e (4.9).

Demonstração. Considerando L(r) = −2
r
g(r) = 1

2r2 e f(r) = 0, na equação (4.13), as
funções

ϕ1(r, s) = r√
r2 − s2

e ϕ2(r, s) = s√
r2 − s2

(4.33)

são soluções de (4.13), portanto qualquer função η de ϕ1 ou ϕ2 também é solução de (4.13).
Para constantes c1 e c2, basta considerar

η(ϕ1, ϕ2) = (c1ϕ1(r, s) + c2ϕ2(r, s)) η(ϕ1(r, s)),

para obter a família de soluções φ(r, s) das equações (4.8) e (4.9) que estariam dadas por

φ(r, s) = e
∫
L(r)dr√r2 − s2η(ϕ1, ϕ2).

Isto conclui a demonstração. �

As funções φ(r, s) obtidas em (4.32) são candidatas a definir uma métrica de
Douglas F (x, y) = |y|φ(r, s) com S−curvatura nula, como por exemplo se considerarmos

η(ϕ) = eϕ
−2 + c,

onde c é uma constante real. Assim obtemos o seguinte,

Exemplo 4.2.4. Considerando uma região anular Bn(ν1)\Bn(ν2), (ν1 > ν2 > 0), a
seguinte métrica de Douglas

F (x, y) =
(
< x, y >

|x|2
+ |y|
|x|

)(
e
|x|2|y|2−<x,y>2

|x|2|y|2 + 3
)

tem S−curvatura nula.

Gostaria de deixar registrado aqui que, este último capítulo foi feito de forma
independente e com técnicas diferentes do trabalho de L. Zhou [43] que aparece no arXiv
em 20/10/2014.
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