Universidade de Brasilia
Instituto de Ciéncias Exatas
Departamento de Matematica

Efeitos combinados de nao-linearidades concavas e
convexas em alguns problemas elipticos.

por

Bertha Katherine Rodriguez Chéavez

Brasilia

2015



Universidade de Brasilia
Instituto de Ciéncias Exatas
Departamento de Matematica

Efeitos combinados de nao-linearidades
concavas e convexas em alguns problemas
elipticos.

por
*

Bertha Katherine Rodriguez Chavez

Disserta¢ao apresentada ao Departamento de Matemdtica da Universidade de Brasilia, como parte dos
requisitos para obtengao do grau de

MESTRE EM MATEMATICA
Brasilia, 04 de Marco de 2015

Comissao Examinadora:

Dr. Ricardo Ruviaro - UnB - Orientador

Dr. Jiazheng Zhou - UnB - Examinador

Dr. Reinaldo de Marchi - UFMT- Examinador

*O autor foi bolsista do CNPq durante a elaboragao deste trabalho.



Aos meus pais, Noel e Flor.



Agradecimentos

Primeiramente a Deus por ter me concedido satide e capacidade sobre todas as coisas nos momentos
mais importantes dessa etapa de minha vida para conquistar meu sonho.

A minha familia. Ao meu pai Noel, por todo o apoio, carinho e pelas palavras de forca. A minha mae
Flor, fonte inesgotavel de amor, por ter compreendido a distancia. Os meus irmaos queridos, Diego e
Isabel, por terem me dado muito carinho e afeto nos momentos que estivemos juntos. E por serem minha
inspiracao para continuar.

A meu namorado Ricardo pelo carinho e amor compartilhado durante quatro anos, caminhando juntos
na consecu¢ao dos nossos objetivos. Sendo o meu apoio a cada passo que eu tenho tido desde o inicio de
esta longa jornada.

Ao meu orientador Ricardo Ruviaro pela dedicagdo, paciéncia, atencdo, comprensdo e pelo exemplo
de profissional que se tornou para mim. E mais que um professor, ¢ um amigo.

Aos professores da banca Jiazheng Zhou e Reinaldo de Marchi pelas valiosas contribui¢es, enrique-
cendo ainda mais essa dissertacao.

Aos professores da Pos-Graduacao que me ajudaram a percorrer essa dificil trajetoria em busca de
conhecimento.

A todos os que fazem parte do Departamento de Matematica da UnB.

A todos meus amigos da UnB pelo companheirismo, motiva¢do e pelos momentos compartilhados.

Agradeco ao CNPq pelo apoio financeiro & este trabalho.

ii



Resumo

Neste trabalho estudaremos a existéncia, nao existéncia e multiplicidade de solucbes positivas para a

familia de problemas

—Au= fy(z,u), xz€Q,
u > 0, T €€,
u =0, x € 09,
onde fy: QxR — R, A >0 é um parametro, Q C RY um dominio limitado com N > 3.

Os principais resultados utilizados sdo o Teorema do Passo da Montanha e o método de sub e super-

solucao.

Palavras-Chaves: Equagcoes semilineares; nao linearidades do tipo concavo-convexas, Teorema do

Passo da Montanha; sub e supersolucao.
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Abstract

In this work we study the existence, non-existence and multiplicity of positive solutions for the family

of elliptic problem
—AquA(x,u), er)

u >0, x € Q,
u =0, x € 08,
where f) : Q x R — R, A > 0 is a real parameter, Q C R" is a bounded domain with N > 3.

To show the main results we used The Mountain Pass Theorem and The Sub and Supersolution.

Keywords: Semilinear equations, non-linearities of the concave-convex type, The Mountain Pass

Theorem, Sub and Supersolution.
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C Sub e supersolugao

C.1 Sub e supersolucao fraca
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Notacoes

Neste trabalho, fazemos uso das seguintes notacoes:

e M,C,Cy,C1,... denotam constantes positivas (possivelmente diferentes).

o (x) dz representada por f.
RN RN

e Br(p) denota a bola aberta de raio R com centro no ponto p € RY; e dBg(p) denota a fronteira
desta bola.

e Rt =[0,+0c0) .
e Representaremos por (-,-) o par dualidade entre os espagds E e seu dual E'.

[43

e Representaremos a convergéncia fraca em E por “ — 7 e a convergéncia forte por “ — .”
e Representaremos por u, T u, como u, sendo uma sequéncia crescente que converge para u.
e Representaremos por u, | u, como u, sendo uma sequéncia decrescente que converge para u.
e supp ¢ denota o suporte da fungao ¢.
e |Q| ou meas(f) denota a medida de Lebesgue de um conjunto mensuravel  C RY.
e Yo denota a funcao caracteristica do conjunto 2.
e H denota Hy” (Q), dotado com a norma || u ||>= / |Vul? da.
Q

e || - || denota a norma do espaco H.

e Paral <p< N, p* =

N é o expoente critico de Sobolev.

A
e A= 0(z) quando — < M, para alguma constante M > 0.
x
An
o A, =o,(x) se - = 0 quando n — co.
e ut(z) =max{u(z),0}.

e v (x) = min {u(z),0}.



Vu = (88;1, %, ceey 85:;\;) é o gradiente da fungio u.
N 9%
Au = ; a—x? é o Laplaciano da funcao u.

C(Q) = C(2,R) denota o espago das fungdes continuas no e Cp(2) sdo fungdes continuas de

suporte compacto em 2.

Ck(Q), k > 1 inteiro, denota o espaco das funcdes k vezes continuamente diferenciéveis sobre § e
C=(Q) = () CH(9).

k>1

CH(Q) = CF(Q) N Co(Q) e C°(Q) = C N Co(9).

CY8(Q) = {u € C(Q): sup W < oo} com 0 < 3 < 1, e C*#(Q) sdo as fungdes em
T,y€Q r—y

C*(9Q) tais que todas as derivadas parciais até a ordem k estdo em C%F8.

LP(Q) = {u : Q — R mensurével :/ |ul? dx < oo} em que 1 < p <ooeQeRY éum aberto
Q

= ( / |upd:c) .
Q

L>(Q) denota o espaco de fungbes mensuraveis que sdo limitadas quase sempre em {2 com norma

conexo, com norma dada por

dada por
| & |loo:=inf {C > 0: |u(z)] < C quase sempre em 2} .

DY (RN) = {u e L (RN) : |Vu| € L2(RY)} munido da norma || Vu || .
Para 1 <p < o0,

391,92, - , g8 € LP(Q) tais que
WhP(Q) = u e LP(Q) : D
/Q“axi

dx:f/gigod:c,VgoeC'go(Q) e i=1,---,N
Q

com norma dada por

B =

il [ [ (vup+ ) ]

W2P(Q) = {u c Whr(Q): 887“ € WhP(Q), para todoi=1,--- ,N} .

O primeiro autovalor de
—Ap = Ap, x €,
p =0, x € 0N
é denotado por A;, @1 denota a correspondente autofuncao satisfazendo ¢; > 0 em 2 e tal que
|1 (2= 1.



Introducao

Nessa dissertacdo faremos um estudo baseados em dois artigos, primeiramente estudaremos o artigo
de Ambrosetti, Brezis e Cerami [1] e na sequéncia o artigo apresentado por de Figueiredo, Gossez e Ubilla
[12], sobre a existéncia, ndo existéncia e multiplicidade de solugoes positivas para a familia de problemas

—Au= fy(z,u), z€Q,
u > 0, T € €,
u =0, x € 09,

onde Q C RV é um dominio suave e limitado, N >3 e fy : @ x R — R é uma funcio de Carathéodory,
ou seja,
(i) s — f(x,s) é continua para quase todo z € ;
(#3)  — f(x,s) é mensuravel para todo s € R.
Esta dissertacio esta dividida em dois capitulos e trés apéndices organizados da seguinte forma.
No Capitulo 1, estudaremos o trabalho de Ambrosetti, Brezis e Cerami [1]. Para isso consideramos o
problema
—Au = !4+uP, ze€Q,
(Po) u >0, € €,
u =0, x € 0N,

onde 0 < ¢ < 1 < p. Este capitulo, esta dividido em trés se¢oes. Na primeira secao, estudaremos o
Teorema 1.1 que trata da existéncia de uma solu¢éo positiva via sub e supersolugdo para o problema (FPp)
para todo A € (0,A), garantimos ainda nesse teorema que o problema (FPp) tém ao menos uma solugao
quando A = A e fechamos a sua prova, mostrando que o problema (P,) ndo possui solu¢do quando A > A.

Na sequéncia demonstraremos o Teorema 1.2 que garante a existéncia de um A > 0, verificando que
o problema (P;) tem no maximo uma solugdo quando A € (0, A).

Dando continuidade ao estudo, nesse capitulo na se¢do 2 estudaremos o Teorema 1.3 que trata da
existéncia de uma segunda solucdo por argumentos variacionais para o problema (Pp) quando A € (0,A).

Por fim, na secao 3 deste capitulo apresentamos o Teorema 1.4 que garante a existéncia de infinitas
solugbes para o problema (Fy) para todo A pequeno, isto é, A € (0, \*).

No Capitulo 2, estudamos o trabalho de Figueiredo, Gossez e Ubilla [12], onde trataremos a existéncia,
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nao-existéncia e multiplicidade de solucoes para a familia de problemas

—Au = fy(z,u), z €,
(P) u > 0, x € Q,
u =0, x € 01,

com  um dominio limitado em RY, N > 3 e A > 0 um parametro.

Este capitulo esta dividido em sete se¢cbes. Na primeira secao, estudaremos o Teorema 2.1 que sobre
certas hipdteses, como por exemplo, sem a condicio de crescimento, teremos que o problema (P) tem ao
menos uma solugdo para 0 < A < A e nenhuma solugdo para A > A.

Na sequéncia, para a segunda segao apresentaremos a prova do Teorema 2.2 onde mostraremos a nao
existéncia de solugdo para o problema (P), quando A grande, além de verificarmos que A < 0.

Na terceira se¢ao, apresentaremos a prova do Teorema 2.3, onde sob certas hipéteses garantimos a
existéncia de uma solugdo para o problema (P) quando A = A.

Para a quarta secdo, daremos a prova do Teorema 2.4, onde mostraremos sob certas hipdteses a
existéncia de uma segunda solugdo para o problema (P) no caso subcritico. Mostrando assim que o
problema (P) tem ao menos duas solugbes u, v para 0 < A < A, com u < v em €.

Para a proxima secdo, faremos a prova do Teorema 2.5 mostrando a existéncia de uma segunda solu¢ao
no caso critico, onde alguns termos poderao mudar de sinal, sobre essas condi¢oes e algumas hipo6teses,
mostraremos que o problema (P) tem ao menos duas solugdes u, v para 0 < A < A, com u < v em .

Para a sexta e peniltima secao desse capitulo, apresentaremos a prova do Teorema 2.6, mostrando a
existéncia de uma segunda solugao no caso critico, com algumas restri¢des no sinal de alguns termos e
hipéteses um pouco distintas do teorema anterior, garantimos também que o problema (P) tem ao menos
duas solugoes u, v para 0 < A < A, com u < v em Q.

Na ualtima segao, secdo 2.7 apresentaremos algumas aplicagoes dos resultados apresentados anterior-
mente.

No Apéndice A apresentaremos resultados tteis para o bom entendimento da dissertacao, destacamos
como por exemplo: regularidade, principio do maximo, desigualdades técnicas.

Para o Apéndice B, apresentamos com todos os detalhes a prova do Teorema do Passo da Montanha,
utilizando o Lema de Deformagao, Campo Pseudo-Gradiente, dentre outros fatos importantes para a
prova do Teorema.

Por fim no Apéndice C, faremos um estudo sobre a defini¢ao e resultados de sub e supersolugao.



Capitulo

1

Existéncia de Solucoes Positivas

Neste capitulo consideramos o seguinte problema

—Au=xu!+uP, zel
(Py) u >0, x €,
u =0, x € 09,
onde 2 ¢ um dominio limitado em RY, 0 < ¢ <1 < p < (N +2)/(N —2) :=2* — 1, com fronteira suave

o, N > 3, A é o operador Laplaciano e A é um parametro real.
Dizemos que u € H, u # 0 em §2 é uma solugdo fraca para o problema (P)), se

VuVUda::/\/ |u\q_1uvdx—|—/ lulP~ uvdz.
Q Q Q

O funcional associado ao problema (Py) é I : H — R dado por

1 A 1
I —— 2__ - atlyg _7/ p+1lg

onde I denota a energia de u e I, € C'(H,R), assim
I(uw)v = [ VuVvdr — )\/ |u|9 fuvde — / |u|P~ uvdz, Vv e H.
Q Q o

Portanto, encontrar solugdo fraca para o problema (P,) é equivalente a encontrar ponto critico do
funcional Iy.
Agora, primeiramente mostraremos a existéncia de solugdo nao trivial para o problema (P, ) mediante

o método de sub e supersolucgao.

1.1 Existéncia de uma solucao pelo método de sub e supersolucao

Para um primeiro resultado temos a garantia da existéncia de uma constante positiva A € R tal que
uma solucdo de (P)) existe se, e somente se, 0 < A < A. Para encontrar tal solugdo usamos o método de
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sub e supersolucao. O termo essencial aqui é g e p pode ser arbitrario.
Teorema 1.1. Para todo 0 < ¢ < 1 < p existe A € R, A > 0, tal que:

1. Para todo X € (0,A) o problema (Py) tem uma solugdo minima uy, tal que Iy (uy) < 0. Além disso,

uy € crescente com respeito a .
2. Para \ = A, o problema (Py) tém ao menos uma solugdo fraca, v € H N LPHL,

3. Para todo A > A, o problema (Py) ndo tém solugdo.

Antes de demonstrarmos o Teorema 1.1, provaremos primeiramente alguns resultados adicionais que

facilitaram a prova deste teorema. Inicialmente, considere o problema

{ —Au = f(u), =€, L.1)

u =0, x € 09,

onde Q ¢ RN, N > 1, é um dominio regular e f : R — R uma funcio de classe C®. Dizemos que uma
fungio u € C?(Q) N C(Q) é uma subsolugdo do problema (1.1) se

—Au < f(u), x€Q,
u < f(u) (12)
u <0, x € 09,
e dizemos que uma funcio w € C?(Q2) N C(Q) é uma supersolugdo do problema (1.1) se
—Au> f(u), zeQ,
> f(w) (1.3)
u>0, x € 0f.

Agora definimos A :=sup{A > 0: (P,) tem uma solucio}.
Lema 1.1. 0 < A < cc.
Demonstra¢do. Seja e uma solugdo do problema

—Ae=1, x €9,
e=0, x € 0.
Uma vez que 0 < ¢ < 1 < p, pode-se encontrar Ag > 0 tal que se 0 < A < )\, entao existe

M = M (\) > 0 que satisfaz
M > AM || e ||li +MP | e |% - (1.4)

De fato, considere as fungoes

g(x) =Az?+ BzP, onde 0<g<l<p, talquedA=A|e|l e B=|e]|? .

Temos,
g (z) =qAz? ' 4 pBaP~' >0 paratodo x>0

g"(x) =q(q — 1)Az9"% + p(p — 1)BxP~? paratodo x>0
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e g(0) = 0. Assim, g é concava para cima em [0, +00).
Logo, existe ¢ > 0 tal que f(z) > g(x), para 0 < < ¢. Portanto,

f(x) > g(x) = x> Ax?+ Ba” = A e [[& a%+ [ e [|5 2",

logo fazendo x = M verificamos (1.4). A seguir é apresentado um esbogo do comportamento das fungoes

f e g, para um melhor entendimento dessa desigualdade.

Y

Como consequéncia temos que a funcdo Me verifica

~A(Me) = M (~Ae) = M > AMY || e||% +MP || e [2.> A (Me)* + (Me)”.

Assim, Me é uma supersolugdo de (Py). Mais ainda, para e suficientemente pequeno e¢; é uma
subsolucédo de (Py), onde ¢1 é a autofuncdo do operador —A associada ao autovalor A\; em relagao a Q.

De fato, temos que
61_q/\1 1—

~Aeen) = bhaen) = (Tl Ao

Agora, basta determinarmos € > 0 tal que

El_q)\l 1—
(F3et) <1

Como p; € L>(Q), existe C > 0 tal que

01 z)<C, Yrel

El_q)\l _ _ M C
()= (%) =

Portanto, podemos considerar

Logo

o que implica que
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Assim, para € > 0 suficientemente pequeno e todo A > 0, temos que £ € subsolucgao de (P ).
Tomando ¢ suficientemente pequeno, também temos que

ep1 < Me.
De fato, considere @ uma supersolucdo positiva do problema (Py). Seja ¢ > 0 suficientemente pequeno

e definamos o conjunto Q; := {z € Q, dist(z;9Q) < §}. Como ¢1,% > 0 em 2 e pela compacidade de
O\ 1, existe C7 > 0 tal que

>Cp, YaxeQ\Q. (1.5)
o ou
Por outro lado, pelo Lema de Hopf (ver Apéndice A, Lema A.1) temos que — < 0 em 92, e como
02 é compacto, temos que existe Cy > 0 tal que
ou

%(m‘) <Cy, VzeQ.

Usando os mesmos argumentos, como @1 € C3(Q) temos que existe C3 > 0 tal que

91

i (x)‘ <0y, Vre.

Agora, considere a funcdo w : Q; — R definida por w(z) = y¢i(z) — @(x) com v > 0. Seja Cy =
inf(9¢1)/(0v). Assim, se v > Cy/Cy temos
931

0 0 ot _
a—f(m)zv%(m)—%(m) >~4Co—Cy >0, Vel (1.6)

Fixando z € Oy, definimos g : R — R por g(t) = w(z + tv). Para cada z € Q, escolha um tnico
T € tal que a reta que passa por esses dois pontos coincida com a reta suporte do vetor normal exterior
v = v(Z). Assim, existe > 0 tal que z + tv = 7 € 9. Temos que w(dN) = 0, dai

g(t) =w(x +tv) =w(z) =0. (1.7)

Note que g ¢ a composta de duas fun¢des de classe C*, logo g : [0,f] — R é continua em [0,¢] e
derivavel em (O,f) , pelo Teorema do Valor Médio, existe £ € (0, f) , tal que

Por outro lado, como

9 —
87111/1(96 +ev) = ilj}% w(x +&v + zz;) w(z + &v)
o 0 (€4 2) —wlr &)
z—0 z
= iy 9E2) —9()
z—0 z

=g'(§).
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Dai, por (1.7) temos

Por (1.6) e sendo £ > 0 segue que

_ v

8V(a:—|—§1/)zﬁfv> 0, Vxel.

—w()
Consequentemente, w(z) < 0 para todo x € ; e assim w(z) = y¢1(z) — @ < 0. Segue entdo que

yo1 < ii(z), Voe

o que implica que

Ur) 5 >0, veed. (18)
p1(x)
Logo, por (1.5) e (1.6) obtemos
U 050, veen
e1(x)

onde Cy = min {Cs,~}. Logo, tomando 0 < ¢ < Cy temos que ep; < u. Portanto, tomando 4 = Me,
concluimos que ep; < Me.

Segue-se pelo teorema de sub e supersolugdo (ver Apéndice C, Teorema C.1) que (P)) tem uma
solugdo u, tal que ey < u < Me, sempre que A < Ay, e assim A > ).
Agora, seja A tal que
XL +tP > M\t, VteR,t>0. (1.9)

Isto é possivel, ja que

At —tP - —o0 quando ¢ — +oo.

Entao existe tg > 1 tal que
Mt—tP <0, V>t

Para t € (1,t] temos que existe C' > 0, tal que
At —tP < Ct.

Para t € (0,1) temos
At — 2 < At < A\t4.

Dai, para A = max {C, \;} temos
Mt —tP < MY quando t > 0.

Se u € C%*(Q), u > 0 ¢ uma solugao do problema (Py) para A € (0,A). Assim, multiplicando (P), por
1 e integrando sobre 2, temos
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—Au = Au? + uP,
01 (—Au) = pr A ul + p1uP; 0<g<1l<p,

/<p1 (—Au)da::/)\goluqu—i—/(pupdx.
Q Q Q

Aplicando agora a Segunda Identidade de Green (ver Apéndice A, Teorema A.2) e ndo esquecendo do

fato que ¢ é uma autofuncio positiva associada a A1, temos que ¢y é solugao classica, ¢ = 0 sobre 02
¢

e segue do Lema de Hopf (ver Apéndice A, Lema A.1) que 8—; < 0 sobre 012, temos que:
dyp1 ou
M +uP)orde = | o1 (—Au)dx = u(—Apy)de + u——dS — ©1—dS
9 Q Q oo OV o OV
< / u(—Apy)dx
Q
= M / prudx.
Q

Logo pela escolha de A obtemos

)\/quoldx—l—/upcpldx<)\1/ cpludx<5\/uq<p1dx+/upg01dx.
Q Q Q Q Q

Assim, A < ), e dessa forma A < \.
Portanto,
0< A< oo

Lema 1.2. Para todo 0 < A < A, o problema (Py) tem uma solugado.

Demonstrag¢io. Dado A < A, seja u,, uma solucdo do problema (P,)

—Au=pu? +uP, x€Q,
(P) u >0, x € Q,
u =0, x € 09,

assim temos que
— ol P
—Auy, = puf +up, x €L,

u, > 0, r €,
u, =0, x € 01,
considerando A < p < A; logo
—Auy, = pul +ul, > Al + ul,

assim, u, é supersolucdo de (Py). Por outro lado, pela demonstracdo do Lema 1.1 segue que ep; €

subsolucédo de (Py) para € > 0 suficientemente pequeno.
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Dessa forma, @1 < u,. Logo, pelo Teorema de sub-super solucdo, existe u solucdo de (Py), tal que
epr S u < uy.

Portanto, (Py) possui uma solugao.
O

No que segue, mostraremos que (Py) possui solugdo minima. Para isso, precisamos do seguinte lema:

Lema 1.3. Suponha que f(t) é uma fungdo tal que t=1f(t) é decrescente para t > 0. Seja v e w

satisfazendo,
—Av < f(v), x € Q,
v>0, zeQ, (1.10)
v =0, x € 01,
e
—Aw > f(w), xz €,
w >0, zeQ, (1.11)
w =0, x € 0N.

FEntao w > v em Q.

Demonstra¢do. A prova foi inspirada pelo Método IT em ([5], p.103). De (1.10) e (1.11) temos

—vAw 4+ wAv > f(w)v — f(v)w
w<f(w)f(v)> (1.12)

w v

Considere agora 6(t) uma funcdo ndo decrescente e suave, tal que 0(0) = 0, 6(¢t) = 1 parat > 1, e
0(t) = 0 para t < 0. Assim defina,

0:-(t) =10 <€) , onde 6.(t)>0, VteR.

Multiplicando (1.12) por 6. (v — w) e integrando sobre §2, obtemos

o[ 1) _ 16

w v

/Q [—vAw + wAV] 0, (v —w) dz > /

] 0: (v —w) dex. (1.13)
Q

Observe que

/ [—vAw + wAv] 0. (v — w)dx = / (—vAw - 0. (v — w) + WAV - 0. (v — w))dx
@ @ (1.14)
= / Av [wl (v — w)] dx — / Aw [v0: (v — w)] dx.
Q Q

Aplicando a Primeira Identidade de Green (ver Apéndice A, Teorema A.2) em (1.14) e o fato que

v =w = 0 em 9€2; temos

/Q [—vAw + wAV] 0, (v —w) dz = /Q VuV [vl.(v — w)] dx — /Q VoV [wl. (v — w)] dz.
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Agora usando a regra da cadeia e agrupando termos, obtemos

/ [—vAw + wAV] 0, (v — w) dz = / Vuw [V - 0. (v —w) + v0.(v — w) (Vv — Vw)] dz
Q Q

— / Vo [Vwl. (v — w) + wb. (Vv — Vw)] dz
Q
= / Vw - Vol (v — w) + Vw - v0.(v — w) (Vv — Vw) dz
@ (1.15)
— / Vv - Vwb. (v —w) + Vv - whl(v — w) (Vv — Vw) dx
Q
= / v (v —w)Vw - (Vv — Vw) dx
Q

— / wh. (v —w)Vv - (Vv — Vuw) dz.
Q

Somando e subtraindo /

t
vV (Vv — Vw) 0. (v—w)dx em (1.15), e usando . (t) := / s0.(s) ds, temos
Q 0

que

v (v — w)Vw - (Vv — Vuw) dx — / wh(v —w)Vv - (Vv — Vuw) dz
Q

/Q [—vAw + wAV] 0, (v —w) dz = /Q
+ /Q vV (Vv — Vw) 0L(v — w)dr — /QUVU (Vo —Vw) 0L(v — w) dz
= /Q v (v —w) (Vw — Vo) (Vv — Vw) dz
+ /Q(v —w)0.(v —w)Vo (Vv — Vw) dz
< /Q(v —w)b(v —w)Vo (Vo — Vw) dx

— [ Vo heto - w) o
Q

(1.16)
Aplicando novamente a Primeira Identidade de Green em (1.16), segue que
/ Vo -Ve(v—w)] de= 7/ Av - e (v — w)dz. (1.17)
Q Q

Agora, uma vez que

segue que
/ [—vAw + wAV] 0. (v — w) dx < e.
Q
De fato, de (1.16) e (1.17) temos que

/ [—oVw + wV] 0. (v — w)dr < / —Avve (v — w) dx
Q Q

e sabe-se que —Av < f(v), e 7. < ¢, para todo t € R; escolhendo um ¢ > 0 suficientemente pequeno,

temos que
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/ [—vAw + wAv] 0. (v — w) dx < e. (1.18)
Q
Agora, aplicando a desigualdade (1.18) em (1.13) obtemos,
/ vw {f(w) - f(v)} Oc(v—w)dx <e.
Q w v
Fazendo, € — 0, temos
/ vw{f(w)—f(v)}dxgo.
[v>w) w v
Por outro lado, ) < ) sob [v > w], isto é meas [v > w] = 0; entdo v < w.
Isto completa a prova do lema. O

Lema 1.4. Para todo 0 < X\ < A, o problema (Py) tem uma solu¢do minima wy .

Demonstragdo. Seja vy a unica solucao positiva de

—Av = \vf, T € Q,
v =0, x € 0.

Sabe-se que existe uma solu¢do u > 0 de (Py) para todo A € (0,A) (Pelo Lema 1.2). Usaremos o

simbolo uy, tal A € (0, A) para denotar a solu¢ao minima de (Py) .

Agora, como
—Au = ! 4+uP? > i, xeQ,

u > 0, x €,
u =0, x € 0N.

Usando o Lema 1.3 com w = u e v = vy, e definindo fy(u) := Au? 4+ uP, temos que

—Avy =Ml <M+ 0k = fi(vy), T€Q,
U >07 er’
vy =0, z € 0N

—Au= ! +uP = fu(u), ze€Q,
u >0, x €,
u =0, x € 08},
assim temos que

UZUA7

para qualquer solucao u de (Py). Logo, é claro que vy é subsolugdo de (Py).
Considere agora a iteragdo monédtona

—Atuptr =l +ub, e,
Up+1 = 0, x € GQ,

(1.19)

(1.20)
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onde ug = vy, satisfazendo, u,, T uy, com uy solucio de (Py).
Afirmacao 1.1. uy € solugdo minima de (Py).
De fato, se u é solucdo de (Py), por (1.19) temos que u > vy, assim u é supersolucdo de (Py). Entao

un < u, Vn € N. Para verificar isso usaremos indugao, isto é, mostraremos que:

va=1up <up <o <y <-o- <

De fato, primeiramente vamos mostrar que vy = up < u1. Como vy é uma subsolugao de (Py), temos

que

—Avy < Ao 4 o8, x €N,
vy <0, x € 0N.

Além disso u; é solugao de (1.20) logo,

—Auy = i +4, z € Q,
up =0, x € 01,
dessa forma
—Avy < —Auy, x €,
vy < ug, x € 09,
assim
—A(u; —vy) >0, x €Q,
up — vy > 0, x € Of.

Logo, pelo Principio do Maximo (ver Apéndice A, Teorema A.4), temos que u; — vy > 0 em 2, ou

seja u; > vy em . Agora, vamos mostrar que u; < u em . Como u é supersolucio de (P)) temos

—Au > Au? + u?, x €8,
u >0, z € 0N

e usando que fy(-) é crescente, temos que fy(vy) < fia(u) e de (1.20), assim

—Auy = Mud +uf = Mf + 08 < Au? + P, T € Q,
Uy = 07 T € 897
entao,
—Auy < fi(u) < —Au, x€Q,
up < u, x € 09,

dessa forma segue que
{—A(u—ul)ZO, x €,

u—uy >0, x € 0f.

Portanto, pelo Principio do Méximo temos que u; < u em §.

Agora, suponhamos por indugdo que vale, vy = uy < w3 < -+ < u, < u, e mostraremos que

vy = Uy < Upyq < U
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Por (1.20) considere as sequéncias u,, € u,1 definidas por
—Au, =l +ul ., z €Q,
n—1 n—1 (1.21)
Uy =0, r € 0N
e
—Aupig = Aud +ub, x €,
(1.22)
Un+1 = 07 S aQ,
subtraindo (1.21) de (1.22) temos
—A(tupg1 — up) = Ml +ubl — (Al +ub_y), x € Q,
( n+1 n) n n ( 1 1) (123)
Upy1 — Up = 0, x € 0N,

contudo, como fy(-) é crescente, temos que

Aud +uP — (Aul | +uP ) >0.

Portanto, pelo Principio do Maximo w41 — upn, > 0, em , isto é, upy1 > u,, em Q. Analogo a

demonstragao de u; < u, em €, verifica-se que u,+1 < u, em ,V n € N. Mas como u,, T uy, temos

que u) < u, demonstrando assim a afirmacao. Concluimos assim que u) é solucdo minima. O

Observacao 1.1. E importante ressaltar que da teoria espectral para o operador dado por —A—a(z), onde

a(z) := Aqui~t + puP~1, pode ser transferida para H, ainda se a(z) = +oo em 9S2. Onde, observamos

que

/ ads < Cy || 6 |2, Vo H.
Q

Para verificarmos este fato, note que

(1.24)

[ utotar= [t (26) oo < e ], o e

onde 6(z) = dist (z,08?). Pela desigualdade de Hardy (ver Apéndice A, Teorema A.13), temos

H?HQ < Cl|vgle = Callgl, Ve H.

Seque que
[urietis < cafol?.
Q

De modo andlogo, mostra-se que
/ uP rp?de < Cy || o |1 .
Q

Portanto, de (1.25) e (1.26), temos a desigualdade (1.24).

(1.25)

(1.26)

Mais ainda, a aplicacdo ¢ — /u¢2dx ¢ sequencialmente continua para a topologia fraca de H'2,
Q
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pois

Pnt+ ¢
1) HQ

‘/Quq—l (62 — ¢?) dx’ <l u ||go‘ | 6 — 6 [la—s 0.

Lema 1.5. Sejam ¢ < U uma subsolu¢io e uma supersolugdo respetivamente de (Py), e suponha que ¢
nao € solugdo. Seja u uma solugdo minima, tal que v < u < U. Entdo vy := A1 [-A — a(z)] > 0, onde
a=a(z) = Aqui=t +puP~t e \; [-A — a(z)] denota o primeiro autovalor de —A — a(z), com condi¢do

de Dirichlet sobre a fronteira.

Demonstragio. Suponha por contradicio que v; < 0 e denotaremos por ¢ > 0 a correspondente autofun-

¢ao, assim:

—A¢ —ap =110, z e
¢ =0, x € 0.

Afirmamos que u — a¢ é supersolucio de (Py) para a > 0, suficientemente pequeno.
De fato,

—A(u—ag) — [A(u-— aé)q + (u— aqz@)p]
= —Au+ oA — [)\ (u — agf_))q + (u — ad_))p}
= u?4+u’ +a (—1/1@ — aq@) - [)\ (u — aq@)q + (u - aq@)p]
=l +uP — a1 — aag — [)\ (u — aé)q + (u — aé)p]
=Ml +uP —avip—a ()\quqf1 +pup71) ¢ — [)\ (u — a&)q + (u — ozq?))p] .

Uma vez que t — t? é concava, temos que
(u — aqﬁ)q < u? — aqui~te.
Assim,

—-A (u — a(ﬁ) — [)\ (u — a&)q + (u — aé)p]
= +uP — v d —a ()\qu'ﬁl —|—pu”71) ¢ — [/\ (u - aqg)q + (u — aq@)p]
> Ml 4 uP — avid — arquiTr o — apuP o — Mt + aqud Tl — (u — agi_))p
=uP — ard — apuP Lo — (u - aqg)p

= —av1¢ + o, (ad) > 0,

para a > 0 pequeno, pois v; < 0 e ¢ > 0. Portanto, u — ap é a supersolucio de (Py). Mais ainda,
como 1 nao é solugdo, logo u > v e, tomando « suficientemente pequeno, podemos também supor que
u — g > 1p. Logo (Py) tem uma solugdo @, com ¢ < @ < u — g, uma contradicio pois u é minima. Isto

prova o lema. O

Observamos que A; [-A —a(x)] > 0 se, e somente se,

IVo|? —ap?)dz >0, V¢c H. (1.27)
Q

Assim, usando o Lema 1.5 com u) solu¢do minima, temos em particular que (1.27) com a = ay =
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Aqui™' + pul Tt ¢ satisfeita, isto é
/ (Vo> —arg®) de >0, V¢€eH. (1.28)
Q
Agora temos todas as ferramentas necessarias para demonstrarmos o Teorema 1.1.

Demonstracao do Teorema 1.1

Item 1. A partir dos Lemas 1.1, 1.2 e 1.4 segue que (Py) tem solu¢do minima uy para todo A € (0, A). Note

que
A q+1 1 p+1

1 2
I (ur) = 5 llunl P (RN T [ ux ([ps -
Como uy é solucdo de (P)), temos que

I;\ (’IL)\) Uy = 0,

assim, obtemos

+1 +1
Fux 1= Al ua 54 + s 3 - (1.29)

Pelo Lema 1.5 e a Observagao 1.1, em particular da expresao (1.28) com ¢ = u), temos que
/Q (|Vu)\|2 — (Aqui™? —|—pu§’\71)u§> dx > 0,

logo, obtemos

1 1
Fux 17 =2 [ ux g1 = [l ua 541> 0.

Agora, por outro lado temos que I (uy) < 0, pois

1 A L1 )
In(uy) = 3 [ ua [? 1 [P ol (RN s
= LT 1 a1 = =2 a0
9 A llg+1 A llp+1 g+ 1 A llg+1 Pt A llp+1
1 1 1 1
= g+l | = p+1l | =
los I |5 = =g |+ I I |5 = 5

entretanto,
0<g<l<p e 1<qg+1<2<p+1,

dessa forma:

qg+1<2 logo 1<L assim 1—L<0
2 qg+1 2 qg+1

2<p+1 logo L<1 assim L—1>0 portanto 1—L<O.
p+1 2 p+1 2 2 p+1

Concluimos que Ty (uy) < 0.
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Item 2.

Item 3.

Para completar a prova do Item 1, falta mostrarmos que

uy <uy quando A\ < .

De fato, se A < A entdo uy é supersolugdo de (Py). Desde que, £ > 0 seja suficientemente pequeno
e¢y € subsolucdo de (Py) e e¢1 < uj, entdo (Py) possui uma solugdo v com

epr < v < uy.

Uma vez que uy é solugdo minima de (Py), temos que uy < v < us. A desigualdade estrita segue
pelo Principio do Maximo Forte, pois u) nao é identicamente igual a uy. Isto completa a prova do
Item 1.

Seja (A,) uma sequéncia tal que A\, T A. Uma vez que u, = uy,, pelo Item 1, temos que uy, é

solu¢do minima do problema (Py) e Iy, (uy) < 0. Logo temos que , existe C' > 0 tal que

I Vun IP<C e lun [p1<C,

assim (u,) é uma sequéncia limitada em H, logo existe u* € H tal que u, — u* em quase todo
ponto de Q. Além disso, temos que (u,) C LP*! ¢ limitada, assim u, — @ fortemente em LPT!.
(ver Apéndice A, Proposicio A.1).

Dessa forma, pela unicidade do limite e do fato que convergéncia forte implica convergéncia fraca,

temos que u* = . Portanto, u* € H N LP*! ¢ solugdo fraca de (Py) para A = A.

Lembre que
A=sup{A>0: (P\) tem solugdo }.

Logo, o Item 3 segue pela definicao de A.

O

Observagao 1.2. Desde que M(\) — 0 quando A — 0 (veja a prova do Lema 1.1), seque || uy [loo— 0

quando A — 0.

O proximo resultado, estuda o comportamento de || uy ||oo quando A — 0, onde wu) é soluc¢do de (Py).

Teorema 1.2. Existe A > 0, tal que para todo A € (0,A) o problema (P\) tem no mdzimo uma solugdo

u, tal que || u || o< A.

Na sequéncia apresentaremos um lema que serd importante para a prova do Teorema 1.2.

Lema 1.6. Suponha que z denota a iunica solugdo minima satisfazendo

—Az =29, x €,
z >0, x €Q, (1.30)
z=0, x € 0N.

Entao existe B > 0 tal que
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[Ivop —q ] a5l 018, voen. (1.31)
Q
Demonstrag¢iao. Temos que o funcional associado ao problema (1.30) é

1 9 1 11
I(u) = 9 [l _q—i—il | u IIZ+1

logo
: )1 2 L et
z =minI(u) = min §||u|| i lot1, we€H,.

Assim, por (1.28) com a = ¢z?~! temos que
/Q (Vo — qz71¢?] dz > 0, V¢eH,
isto € Ay [~A — ¢z97'] > 0. Suponha que A\; [-A — ¢z77!] = 0. Logo existe ¢ € H, ¢ > 0 tal que
~Ap—qz"lp=0,

e entao

/ V¢ -Vzdr = q/ ¢ dx. (1.32)
Q Q

Por outro lado, usando (1.30) obtemos que

/QV¢~Vzdz:/qu¢d:c.

A ultima expresdo contradiz (1.32), pois ¢ < 1. Entdo A; [-A — gz971] > 0, isto & (1.31) é verdadeiro.
O]

Agora estamos prontos para demonstrar o Teorema 1.2.
Demonstracao do Teorema 1.2

Considere A > 0 tal que
pAPTt < B

onde f é o valor encontrado no Lema 1.6. Além disso, no Lema 1.1 mostramos que para todo A € (0, A),

(Py) tem no maximo uma solugio u, a qual pela Observacdo 1.2 satisfaz
[ u o< A
Suponha por contradi¢ao que (Py) tem uma segunda solugdo w = uy + v, tal que
| wle< A (1.33)

Note que como u) é solu¢do minima de (Py), entdo v > 0. Agora tomando ((z) = AT z(x), onde

z ¢ a mesma do Lema 1.6 obtemos
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—AC=—A AT 2] = AT (-Az)
= \T=7 . 0
1 -1\4¢ (134)
— AT (gqu)
— ATEA(INT = )\ - (9,
entao temos que, —A( = (9.
Mais ainda, temos que
—Auy = Muf +ub > i,
e usando o Lema 1.3, considerando f(t) = At?, v = ( e w = uy, segue que
Uy > ¢ = AT -z, (1.35)
Por outro lado, como w = uy + v é solugdo de (Py) temos —Aw = Aw? + wP, isto é,
—Auy +v) = Muy + )7+ (uy +v)P.
Pela concavidade da fungao f(t) =t7, 0 < ¢ < 1; temos que
Auy + )7 < M + Aqudv
e assim,
—Auy +v) = AMux + )+ (uy +v)P
—Auy — Av = Aux +v)? + (uy +v)?
—Av = Auy + )7+ (up + v)P 4+ Auy
—Av = Aux +0)? + (uy +0)? — Auf —uh
< A 4 Aqud Mo+ (uy +0)P — Al —
= )\qu;{*lv + (uy +v)P — b
provando que,
—Av < Aqud M+ (uy +v)P — b (1.36)
Mais ainda de (1.35) temos
q—1 o\t —1_q-1
uy < (Alfq z) = A" (1.37)

Assim de (1.36) e (1.37) concluimos que:

—Av < )¢ (x\flzqfl) v+ (uy +v)P — u’/{

= g2 v + (uy + )P —ub.
Além disso, como uy + v =w <|| w ||oo< A, temos que

(uy +v)’ —uf <pAP~ty
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e assim,
—Av — @27 o < (uy + ) — uf < pAP~ Ly,

Agora, multiplicando esta desigualdade por v e integrando sobre €2, sabendo que v = 0 em 052, pois

v € H. Temos,
—vAv — qz77? < pAPT1y?

/vav—qzqflvzd:c§/pAp71v2dm
Q

Q
/\Vv|2dx—/ @dS—/qzq_lvzdxS/pAp_1v2dx
Q o0 0N Q Q

/(|Vv|2 — @z ) dx < pAp_l/ v? de.
Q Q

Aplicando o resultado do Lema 1.6, com ¢ = v temos que existe 8 > 0 tal que

BHvH%:B/ [vf? de
Q
< /(|V1}|27qzq711)2)dx
Q

< pA”fl/ v dx
Q
assim,

B/ |v|? da SpAp_l/ |v]? da,
Q Q

mas como pAP~! < B, segue que v = 0, 0 que é uma contradicio pois v > 0. Concluindo assim a prova
do Teorema, 1.2. O

Observagao 1.3. O comportamento de uy perto de A =0 € de tal forma que uy >~ ATz,

1.2 Existéncia de uma segunda solucao por argumentos variacio-
nais
Nesta secao, consideraremos que

N +2

=2"—1.
N -2

g<l<p<

Em particular, considere
As?+sP, s>0, u
fials) = e Fy(u) = / Fa(s)ds.
0, s<0 0
Assim, definimos o funcional Iy : H — R como sendo

B =g P = [ A

Claramente, temos que I(u) = I,(u) quando u > 0. Mais ainda, sabemos que pontos criticos de Iy

correspondem a solugdes de (Py). Na se¢do anterior (no Lema 1.5 e Observacdo 1.1) garantem a existéncia
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de uma solu¢do minima uy de (Py) tal que v := A\ [-A —ay] > 0. Se v; > 0 a solu¢do é um minimo
local de Iy, mas se v, = 0 isto ndo é necessariamente o caso.

Para nosso objetivo que é encontrarmos uma segunda solugao por métodos variacionais é essencial ter
uma primeira solucao a qual é também um minimo local.

O resultado importante nesta se¢ao é o seguinte,

N+2
Teorema 1.3. Seja 0 < g <1 <p < N+ Entao para todo \ € (0,A) o problema (Py) tem uma

sequnda solucdo vy > u).

Para fazermos a demonstragdo desse Teorema, mostraremos alguns resultados preliminares que serdao

Uteis para a demonstracao do Teorema.

Lema 1.7. Para todo \ € (0,A) o problema (Py) tem uma solugio u, que é um minimo local de I, na

topologia C*.

Demonstragao. Fixe A € (A1, A). Escolha Ay < A < Ay < A, e considere as solu¢des minimas uy :=
uy, € uz := uy, definidas no Teorema 1.1. Entdo u; < ug e uj, respectivamente us é a subsolucdo,
respectivamente a supersolucao de (Py).

Mais ainda, como
{ —Auy = Muf +df, ze€Q,

uy = 0, x € 0N

—Aug = )\ng + ’U,g, T €,
Uz = Oa T e 695

entao temos
—A(ug —uy) = —Aug + Aug = Aoud +ub — (Au? +uf)
> Nud +ub — u? =
o T Uy 1 1 (1.38)
= A1 (ud —uf) + (uf —ul) >0, x €Q,
uy —uyp =0, x € 0N

Como u1 # us (pois A1 < A2), entao pelo Lema de Hopf (ver Apéndice A o Lema A.1), temos

up <ug e —(ug—up) <0,

ov

onde v é o vetor normal unitério exterior a 9€). Agora, considere

Sa(ui (@), s <y,
f~/\($73>: fA(3)7 up < s < u,
fa(uz(z)), 5 > Uy,

Fy(z,u) = / falz,s)ds
0
e o funcional I, : H — R dado por,

1

fA(U) = )

Tk —/Q Fa(a,u) da.
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Como u; e us sdo continuas em (2, entdo sdo limitadas em €. Portanto, f,\ é uma funcao limitada,
sendo assim, ﬁ')\(l‘, s) < C.s, para todo x € Q e t > 0. Pela imersdo de H em L!(Q) obtemos,

~ 1 1
w2 g lulP=Clul=lul (3 lul-¢).

para toda u € H. Logo, I é coercivo e limitado inferiormente. Assim, I\ possui um minimo global
uy € W2P(Q), V p < oo e por sua vez uy ¢ ponto critico para I,. Portanto,

_AUA:.fNA(z7U>\)7 .TGQ,
uy =0, x € 0N
Agora, pela defini¢ao de fA, temos

Aluz) > fu(z,un) > fa(ur).
Desse modo, como u; e uz sdo solugdes de (Py), temos

—A(up —uy) = —Aug + Auy = Muf +uf — fA(m,u,\)

<l +uf — fi(z,un) = falz,ur) — falz,un) <0,

x €,
uy —uy =0, x € 00
€ ~
—A(uy —uz) = —Auy + Auy = fr(z,un) — (Aguf + uh)
< falmun) — (Mg + ub) = fa(z,un) — fr(z, u) <0, r € Q,
uy — ug =0, r € 0.

Novamente, pelo Lema de Hopf, temos que

up < uy < ug, x €,
0

a(uk—ul) <0, x € 09,
0

%(UA—UQ) <0, x € 0.

Pelo Lema A.2 (ver Apéndice A), uy € C>*(Q), a € (0,1), assim, temos que || u — uy |1 < ¢, para
€ > 0, suficientemente pequeno, temos que u; < u < ug, para todo x € €.
Dessa forma, por definicdo temos que

f)\(l',u) = fA(.T,U),

e consequentemente I (u) = I\(u), para u; < u < uy. Portanto, uy também ¢ um minimizante local para
I, na topologia C'. O

A seguir fixaremos o A e procuraremos uma segunda solu¢do de (Py) da forma u = ug + v, onde ug
denota a solugao encontrada no Lema 1.7 e v > 0.
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Dessa forma a correspondente equagao para v fica

—Av = —A(ug +v—1up) = —A(ug +v) + Aug

~ , BN (1.39)
A(ug + )" + (wo +v)" — Mud — ug.

Agora definimos

A(uo + 8)T =Xud + (ug + s)" —ub, s>0,
g(:ZZ,S) :g)\(xﬂs) =

0, s <0,

1

G(v) = Gi(v) = /Ov g(z,s)ds e J(w)=J\(v) = 3 | v ||2 f/QG(v) dx.

Se v € H,v # 0 é um ponto critico de J, logo v é solugao de (1.39) e, pelo Principio do Maximo, v > 0
em Q. Onde u = ug + v é solucdo de (Py) e u # ug. N6s argumentamos por contradi¢io e assumimos que

v = (0 é o tnico ponto critico de J.
Lema 1.8. v =0 é um minimo local de J em H.

Demonstra¢ao. Como apresentado no Teorema A.12 (Apéndice A) é suficiente mostrar que v = 0 é um
minimo local de J na topologia de C''. Assim, denotaremos por vT a parte positiva de v.

Logo,

+

v uo—i-vJr
Gt) = F(up+vt) = /0 g(x,s) ds—/o fa(s)ds

v+ uo—i-vJr
= / )\(u0+s)qf)\ug+(u0+s)p7u;8dsf/ As? + sP ds
0 0

+
A +1 1 +1 h
= |:q+1 (U0+S)q —AUgS-’-ﬁ(UO—f—S)p —’U,gs 0
U JrvJr
|: )\ 5‘1+1+ 1 Sp+1:| ’
qg+1 p+1 0
q P
A 1
—q+1mo+mﬁ4+M%0—p+1mo+mm4+ugo]
A 1 A 1
— wp + o) L (g )P - et - = gptl
[q+1(0 ) p+1(0 ) g+1 p+1

A 1
= ug + o) — udot +
(uo +07) S

+\p+1 _ P+
| 1(u0+v ) UGV

A grr_ L e +ya+1 +yp+1
q+1u0 p+1u0 q+1(uo+v ) p+1(uo+v )
A 1
= —?ungl )\U%U+ — ﬁu%)Hl — U€U+. (140)
q p
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Entao,
1 1
J@) = 2ot 2t e P - / G(v*) da
2 2 o
Lo by e +
=Ll e 2 - [ Pluo+ oty de
2 2 o
+/ A uq+1+)\uqv++iup+l+upv+ dx (1.41)
QO q+1 0 0 p+1 0 0
1 1
e N —/ Flup +v*) da
2 2 o
Jr/ F(uo)der/()\ungug)erd:z:.
Q Q

Por outro lado, temos

- 1

Iwo+v*) = ¢ [l ug +v* | —/ Fa(uo + o) da
Q

1
:7/ |V(u0+v+)|2dx—/F,\(uo+v+)dx
2Ja Q

;[/ w0|2+|w+|2+2vuow+dx] —/F,\(u0+v+)dx
Q Q

1 1

= 7/ |Vu0|2dx+f/ |VU+|2d$+/ Vrov+dx—/F,\(uo+v+)da: (1.42)
2Ja 2Jq Q )
1 1

=—Jluo | +z vt |?+ {/ Ouo ~v+d57/ Aumﬁdz] 7/F)\(’UJ0+U+)CL’E
2 2 o On Q Q
1 1

= Juo || += [ o"|? —|—/ (—Aug) vt dz — /FA(uo +ot)dx
2 2 Q Q
1

= Juo > += [ o"|? —|—/ (Aud +ub) vt dr — /F)\(UO +ot) da.
2 2 Q Q

Assim,
1 1
I =5 v g o = [ Fotot)dot [ Fndos [ Oug+afyotde (143)
Q ) )

Substituindo a expressao 7/ Fy(up +v1)dz de (1.42) em (1.43) temos
Q

1 1 B — 1 1
Jw) =3 vt 1P g o P+ [MUO Pty 2o 2~ o P - / (uf + Byt da
Q
+/F(u0)dx+/()\ug+ug)dx
Q Q
1 _ 1
= 2 o P +ha(uo + ) — 5 Lo [+ / F(up) de (L.44)
Q
TR R + 1 2
=3 | v~ ||* +Ix(uo +v7) — 5 | uo [|© — [ F(ug)dx
Q

1 _ _
=5 17 I +1a(uo + v*) = Ii(uo).

Logo, J(v) > 0, pois pelo Lema 1.7 ug é um minimizante local para I). Dai existe ¢ > 0 tal que
I(ug +v+) — I(ug) >0, para || vt |1 < e.

Assim, v é¢ um minimo local na topologia C'. Logo pelo Teorema A.12, segue que v é um minimo
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local em H. O]

Lembre-se que J satisfaz a condi¢do de Palais- Smale no nivel ¢ € R, denotada por (PS)., se para

toda sequéncia (u,) C H satisfazendo
[J(un)| < ¢ e J (uy) =0 (1.45)

possui subsequéncia convergente.

N +2
i logo Jy satisfaz (PS). para todo ¢ € R.

L 1.9. 1. Sep<
ema ep N _2

N+2
2. Sep= i_
onde S denota a melhor constante de Sobolev.
N+2

N -2
Seja (u,) C H uma sequéncia (PS). para J), isto é

1
e se 0 € o unico ponto critico de Jy, entao Jy satisfaz (PS). para todo ¢ < NS%,

Demonstra¢do. Verificagao para o caso p <

In(up) =c e Ji(up) =0 em H Y

assim

1
Ia(un) = 5 g |17 +10(uo + i) = In(uo) — ¢ (1.46)

Ty )ty = [ +I3 (w0 + uib )y, — I (uo)uy, — 0. (1.47)
Mas como ug € ponto critico do funcional I, temos em (1.47) que
Ta(un )y =l g || +15 (uo + 1y Ju, — 0
logo,
| u, [°>=0 e Ii(ug+uf)u, — 0. (1.48)

Por outro lado, de (1.46) e usando o fato que || u;, ||>— 0, obtida em (1.48), temos
IA(UO + U:) — I)\(U()) — C,

assim
In(ug +ut) — ¢+ Ix(uo). (1.49)

De (1.48) e (1.49) temos que (ug + uy) € uma sequéncia (PS) para Iy, no nivel ¢+ I (ug). Mas como
T, satisfaz (PS) (ver Apéndice A o Lema A.3). Logo, segue que (w,) := (up + u,) possui subsequéncia
convergente, isto é, existe (w,,;) C (wy,) convergente. Assim, u,; = wy,, —uo é uma subsequéncia conver-

gente. Portanto, Jy satisfaz a condicdo de (PS5)..

Daremos agora uma ideia da mesma prova apresentada acima, contudo, usaremos a con-
dicdo de Ambrosetti-Rabinowitz (A-R).

A prova baseia-se no artigo dado em [3], entdo invocando o artigo mencionado, temos as seguintes

condigoes:
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N +2
(91) |9 9)| < C1+ Cals]?, onde 1 < p < o

(92) Se G(u) = / g(z,s) ds, logo existe R > 0, u > 2 tal que G(u) < — g(x,u)u, V |u| > R, z € Q.
0

==

Finalmente temos o seguinte resultado como em [3]:
Resultado: Se g satisfaz (g1) e (g2), logo o funcional Jy satisfaz a condig¢io (PS).

Assim, se verificamos as condigoes (g1) e (g2) para nossa funcdo g teriamos pelo resultado dado em
[3], que J satisfaz (PS).

Verificando as condi¢ées (g1) e (g2).

1. Condigéo (g1) :
Sendo
AMug + 8)T — Mud + (up + s)P —uh, s>0,
g(x,s) =

0, s < 0.

Temos que
9w, )| = [\(tg +5)" = N + (o + 5)" — o]

< Muo + 8|7+ Auo|? + [uo + s[P + uol?
< Auo + 8" + Auol” + [uo + s + |uol”
= (A4 1D)|ug + 5P + (A + 1)|uo|?
=a1+ A+ 1)uo + s|”
<a;+(A+1).Cluf) + sP)

< Oy + Cyls|P.

Portanto, existem as constantes Cy e Cs tal que a desigualdade em (g;1) é satisfeita.

2. Condicao (g2) :

Note que,
Alug+u) q (wot+w)?™ _ p, gt upt
lim (z,u — lim q+1 — Augu + p+1 0T g1 T pl
u—voo g(x,u)u  u—r+too AMug + u)Tu — Mudu + (ug + w)Pu — ubu ’

como temos uma indeterminagao, aplicamos L’Hospital. Logo temos,

I AMug +u)? — Aud + (up + u)? — uf)
im .
u—rtoo \ Aq(uo + u)?= u + Aug + u)? — Mud + p(ug + w)P~1u + (ug + u)P — uf)

Novamente temos uma indeterminacao, assim aplicando L’Hospital mais uma vez, temos

i o + 0+ plag + 17"
u=too [ Ng(q — 1) (uo 4+ w)9%u + Aq(ug +u)?™*
+ Aq(up + )Tt 4+ p(p — 1) (uo +u)Pu
=

+ 2p(up 4+ )Pt
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Agora, note que como 0 < ¢ < 1, os termos que tem dependéncia de g tendem a zero. Por outro
lado, note que o termo p(up +u)?~!, no numerador aparece uma vez, e no denominador, duas vezes
acompanhado do termo p(p — 1)(ug + u)P~2u, assim o termo do denominador cresce mais répido
que o numerador, fazendo tender a zero toda a expressao. Para que fique mais claro, aplicaremos
L’Hospital novamente nos termos com dependéncia de p, pois para os termos que contém ¢, esses

tendem a zero. Assim temos,

( p(p — 1) (uo + u)P~> ) 1

p(p— 1)(p — 2)(uo + w)P=3u+ 3p(p — )(uo +upp=2)  p+1’

lim
u— 400

é claro assim que, o termo do denominador cresce mais rapido que o numerador, concluindo que
1 .. ~ e .
G(u) < —g(u)u, com u = p+1. Portanto, como as condicoes do resultado sao satisfeitas, J satisfaz

(PS). De fato, seja (u,) C H uma sequéncia tal que

Ia(up) = ¢ e Ji(un) — 0.

Agora, como

1
Ix(uy) = 3 | wn |12 —/ G (up)dz
Q
e usando a condicdo (gz2), temos que
1 ) 1 1
c> = up | = | Galup)dz > = || un || —— | gx(un)u, de. (1.50)
2 Q 2 wJa

Desde que, como Jj (uy,) — 0, temos que para todo ¢ > 0, existe N = N(g) > 0 tal que para todo
n> N,
|5 (un)un| < € | un || - (1.51)

Tomando ¢ = 1 e combinando-se (1.50) e (1.51), temos que

c+ on(1) = Jy(uy) — iJﬁ\(un)un

1 1 1
> = | un 2_7/9)\unundx_7 Unp
3l 2= [y ds = o [ |
1 1 1
> (5-3) lun P == 2 un .

Entao (u,) é limitada em H, assim possui subsequéncia convergente.
~ N+2
Verificagao para o caso p = Sl

N-2
Seja (w,) C H uma sequéncia tal que

SN/Q
J(wn) =0 e Jy(wy) o< :

Note que w,, ¢ limitada pois,

I\ (wn) (ug + wy) — Ixn(wy) < ep || uo +wy ||; n — 0.

p+1
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Na expressao acima, os termos de poténcia p 4+ 1 sao cancelados, logo pode-se escrever como
[wn 12< C (I wn 197 + | wn || +1),

assim, || w, || é limitada. Passando a uma subsequéncia se necessério, w,, — wy em H, w, — wy em
L 1 <r<2%.

Mais ainda, ug + wy € solugdo de (Py) e assim ponto critico de Jy. Entao

1
p+1

1
Jg\(wn)(UO +wy) = Jx(wn) = N | wn ||2 +on(1) — c.

Se ¢ =0, logo w, — 0 em H e a prova esta concluida.
Afirmacgao 1.2. ¢ =0 € a unica possibilidade.

De fato, suponha por contradicdo que ¢ # 0. Podemos entdo supor que ||w,| converge e como

I} (wp)wy, — 0, concluimos que
lim || w, ||>= lim [ (w})* dz= Ne.

n—oo n—oo Q

Por definigao de S (ver Apéndice A expressao em A.21), temos que

2/2*
wn ||st< / |wn2*dx) ,
Q

¢cN > S(eN)?/?*

passando ao limite obtemos

SN/2
e assim ¢ > , se ¢ > 0. Uma contradigido com o Lema A.6 (ver Apéndice A).
SN/2
Portanto, Jy satisfaz (PS). para todo ¢ < N O

Podemos agora apresentar a demonstracao do Teorema 1.3.

Demonstracao do Teorema 1.3

N +2

1. CA 4re
CASO p < 7

Primeiramente estudaremos o caso em que 1 < p <

— z, onde temos que ocorre (PS). para todo
¢. Mostraremos que do fato que 1 < p, segue que para todo v > 0 teremos que Jy(tv) — —oo
quando t — +oo. Assim, seja v € H. Desejamos aplicar o Teorema do Passo da Montanha (ver
Apeéndice B o Teorema B.1), para isso, primeiramente verificaremos que existe v ¢ B, tal que
Ji(v) <0.

1
Temos de modo direto que J(0) = 0 < ¢, pois pela expressdo em (1.38) temos Jy(0) = 3 | 0>
+I_,\(Uo + 0) — I_A(’U,o) =0.
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Agora, fixe v € H, vT # 0 e escreva w := tv para t > 0, assim temos que

1
) =5 v P = [ Gw)do

logo

I (tv)

|| to |2 / G(tv) da

t2 tot
= |v|? // g(z,s)dsdx

b |

~Lhope // A 87— i o+ 5 — b dsda

= [ [ A7 G O+ ) s

= g | v |? —/Q (q+1(uo+tv yart ﬁug—H +pj_1(UO+tv+)p+l

— +1u0+1 +tv+f>\(u0)) dzx (1.52)

+1 +1
R B  F (tan ”
q+1 t op+1 t
A 1
—I—/ (Wu8+1+ 1 p+1> d:r:—l—t/f,\ ug)v™ dw
Q
+1 +1
L e s B [ e B
g+1 ¢ 0p+1 ¢

—l—/F)\(uo)dx—i-t/Qf)\(uo)erd:E

A g+1 1 p+1
<——\|v”2 i+l 444—(39—%v+) dx — tPT1 444—(y9—+v+) dx
0g+1\t op+1\t

+ C1|Q] + tC|Q|

onde Fy(ug) < Co e fa(up) < Cq, em que Cp,Cs sdo constantes reais positivas. Agora como

g+1<2<p+1,segue que
Ixn(w) = Jx(tv) = —o0 quando ¢ — 4o0.
Assim, existe tg > 0 tal que

| w ||=] tov ||> 7o e Ja(w) = Jx(tov) < 0.

Por outro lado, note que

2 A tot\ 4 1 o\ P
J(tv) = — || v|? - q+1/7 (W> dx 7tp+1/7 (W) dx
g+1 ! ap+1 !

+/QF>\(u0) dx —&-t/glf)\(uo)v"’dx
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e como todos os integrandos sdo positivos, temos que quando fizermos ¢ — 0T, a poténcia que
domina é 1 no caso “t”, assim existe uma fungdo vy € H, vy # 0, tal que Jy(vy) =c>e>0ce

J{ (vx)vx = 0. Isto é, vy é um ponto critico nao trivial para Jj.

Uma vez que Jy(uy) < 0, onde uy é a primeira solugdo obtida pelo Teorema (1.1) e Jx(vy) > 0
temos que uy # vy e vy é a segunda solucdo para o problema (P ), isso decorre o Teorema do Passo

da Montanha, além do fato que

¢ := inf max {J(y(t)) : t € [0,1]}
yel
onde
I'={yeC(0,1],H) : v(0) =0, (1) <0}.
N +2
2. CASO p= N _3
Vamos mostrar que o funcional Jy tem um ponto critico ndo trivial no caso p = 2* — 1. Novamente,
J), possui um minimo local na origem e pode-se encontrar e € H, com || e || suficientemente grande,
tal que Jy(e) < 0.
Suponha por contradi¢do que 0 é o unico ponto critico de Jy. Considere o Teorema do Passo da
Montanha no nivel

cx 1= inf mox IA(y(1))
onde
L= {yeC([0,1], Hy) |7(0) = 0, 7(1) = e} .

Para aplicar o Teorema do Passo da Montanha, considere w,, € H tal que

J(wy) =0 e Jx(w,) = e (1.53)

N/2
onde 0 < ¢y <

, pelo Lema A.6 (ver Apéndice A).
O Lema (1.9) implica que w, — wy em H. Entdo wy é um ponto critico de Jy, e assim, wy = 0

por suposi¢do. Logo temos por (1.53) que

1

1
me\(wn)(uo +wn) = Jy(wn) = 5 Il wn [ +0,(1) = ca. (1.54)

Note que se ¢y = 0, pode-se tomar wy, satisfazendo || w, ||= 7, r > 0 o que contradiz (1.54). Assim,

cx > 0. Como J3 (wy,)(wy) — 0, concluimos que

lim || wy [|?= lim [ (w])? dz = Ne,.
n—oo n—oo

Por defini¢ao de S temos
N 2/2"
w22 8 (Juwa? )"
Passando ao limite, temos
exN > S(exN)¥?%.

SN/2
Segue que ¢y, > — o se > 0. O que contradiz o Lema A.6 (ver Apéndice A).
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Logo Jy possui ponto critico nao trivial. L]

Observacgao 1.4. Nos teoremas anteriores as solu¢oes encontradas estao em H. Mas sabe-se que por

[6], as solugdes pertencem a todo LP(SY) e entao as solugdes sio cldssicas.

Observagao 1.5. No caso ¢ =0 o problema (Py) é

—Au= A+ u?, x € Q,
u =0, x € 0N,
A . ” +2 .
e a existéncia de ao menos duas solugoes positivas quando p = —— forem estabelecidas em [23]

N -2
para A > 0 suficientemente pequeno.

Os resultados acima, sugerem que a estrutura do conjunto de solugbes positivas de (Py) olha-se como

(ver Figura 1.1).

4 N N O I

Y

Y

N
——

A A A
\ % \ %
N+2 N+2
P=N 3 P<N3

Figura 1.1: Representacao.

1.3 Existéncia de infinitas solugoes

Nesta se¢do consideraremos o caso particular de (P)

—Au = Nu|T  u + |uP T, r e,
(P)
u =0, x € 09,

e mostraremos que para A > 0 e pequeno, o problema (P) tem infinitas solu¢oes. Mais precisamente,
a presenga do termo sublinear |u|?~u produz a existéncia de infinitas solugoes de (P), com energia

negativa, sempre que A > 0 & perto do zero. Por outro lado, o termo |u[P~u tem um papel importante
+2

N-2

produzindo a existéncia de infinitas solu¢oes com energia positiva, sempre que p <

Apresentaremos agora um importante resultado para essa se¢ao.
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N +2
Teorema 1.4. 1. Seja0<qg<1<p< I + 5 Entao existe \* > 0 tal que para todo A € (0,A\*) o

problema (P) tem infinitas solugdes tal que I(u) < 0.

N+2
2.850<g¢g<l<p< N 3 Entao para todo X € (0,\*) o problema (P) tem também infinitas

solugées tal que Iy(u) > 0.

Temos que se p <

2
N g ©Parau € H, definimos

A 1
I(u) = I\(u) =5 [ u ||2 *m [ u ||Zﬁ *Im | w ||§ﬁ .

Os pontos criticos de I sobre H sao solugbes de (P).
Seja B, ={u € H :||u |[<r}. Usando a desigualdades de Sobolev e Holder temos

1
L(u) 2 5 [ ul® =ACy [ |77 =G [ u [P (1.55)

De (1.55) prontamente encontramos que existe \* > 0 tal que para todo A € (0, \*] existem r,a > 0

tal que
(I.1) In(u) > a para todo || u ||=r;
(I.2) I, élimitada sobre B,;

(1.3) I, satisfaz (PS) sobre B,.

Agora fixamos A € (0, A\*] , e daremos a prova do Teorema 1.4 item 1.

Demonstracao. 1. Seja
Y={ACH:0¢A ucA=—uecA}.

Para A € ¥ o género Zy de A é denotado por y(A) (ver Apéndice A.5). Temos também

A, ={A€X : Aécompacto, AC B, vy(4) > n}.

Claramente, A,, . # () para todo n =1,2,---, pois

Sne =0(H,NB:) € Ay r.

Onde H,, denota o subespaco n— dimensional de H. Seja

b = 150 ey T

Cada b, , € finito devido a (I.2). Mais ainda, temos que

bpr <0, VneN. (1.56)
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De fato, seja w € H, tal que || w ||= €. Uma vez que
Ly +1
I(w) < 3¢ AC1e?™

segue que I(w) < 0 para € > 0 suficientemente pequeno. Assim b, , < 0.

A seguir, note que u € B, N {I <0} o fluxo de maior descida 7; (definida através do campo
vetorial pseudo-gradiente (ver Lema de Deformacado em B.2 do Apéndice B) esta bem definida para
t€[0,00) e

n(u) € B, N{I <0} Vit >0,

por (I.1). Por outro lado de (1.56), b, < 0 e (PS) & satisfeito em B, por (I.3); pode-se usar a
Teoria de Lusternik- Schnirelman [19], para encontrar infinitos pontos criticos de I em B, tal que

I(u) < 0. Isto prova o item (1) do Teorema 1.4.

2
5 Adaptaremos os argumentos do [3] para fazer a demonstragao.
Primeiro, note que (I.1) ndo é o mesmo que I; de [3]. Mais ainda, seja

N
2. Agora consideramos p < N

Ay =B, U{I >0},

claramente, temos que H, N A é limitada para todo n € N, isto & (I5) de [3] é satisfeita. Logo

temos que
= {h € C(H,H) : h é um homeomorfismo impar e h(B;) C AO} ,
I',={KeX:yKnNh(0B1)) >n,YheT"},
e
¢n = inf maxI(u).
Kel'y, ueK

Note que o Lema 2.7 de [3] é satisfeita, escolhendo
h(u) = ru,

r definido em (1.1 — I.3), temos que h € T'*. Entdo encontramos novamente que K N B, # ), VK €
I'y, e segue que

cp > a> 0.

Mais ainda, seja ¢ = 1, assim obtemos
» 1 (Ag) C Ay. (1.57)

Para mostrar este fato, é suficiente tomar u € B,., por outro lado, se I(u) > 0 logo I(¢~ (u)) > I(u)
e (1.57) é satisfeita trivialmente. Agora, se u € B, e w := ¢~ ! ¢ B,, logo existe 7 < 1 tal que
nr(w) € dB,. Por (I.1) encontramos que I(n.(w)) > a > 0. Entdo I(w) > I(n.(w)) > 0 e w € Ay,
provando (1.57).

Finalmente, como foi feito para Jy, veja o Lema 1.9 (i), I também satisfaz (P.S). Logo aplicando

o Teorema 2.8 do artigo [3], temos a existéncia de infinitos pontos criticos de I tal que I(u) > 0.
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Capitulo

2
Multiplicidade de Solucoes

Estudaremos agora a existéncia, nao-existéncia e multiplicidade de solugoes para a familia de proble-

mas
—Au = f(z,u), x € Q,

(Py) u >0, x €N,
u =0, x € 09,

onde 2 é um dominio limitado em RY, N > 3 e A > 0 um parametro. Um importante fato desta familia

é a dependéncia monoétona sobre A, isto é
Iz, s) < fu(zys) se A< N.
Nossa hipotese geral sobre a familia f)(z,s) é

(H) Para cada A >0, fy : 2 x[0,00) — R & uma funcdo de Carathéodory, com a propriedade de que
para qualquer sy > 0, existe uma constante A > 0, tal que

[fa(z,s)| < A

em quase todo ponto de €, e todo s € [0, so]. Além disso, se A < X, entdo fi(z,s) < fa(x,s) em
quase todo ponto de €2 e todo s > 0.

A seguinte hipotese trata acerca do comportamento de fy(z, s) perto de s = 0; isto implica fy(x,0) >

0 e, como assumimos (H), vamos supor em todo o trabalho que:

(Hop) Para cada A > 0 e cada sg > 0, existe B > 0 tal que
fa(z,s) > —Bs,
para quase todo ponto de € e todo s € [0, s¢] .

Vamos sempre considerar que fy(z, s) possa ser estendido para s < 0, escrevendo fy(z, s) = fi(z,0), para A >

0 em quase todo ponto de Q2 e s < 0.



37

Observamos que se u € H N L>®(Q) satisfaz a equagdo —Au = f)(x,u) em H, entdo pela hipotese (H)
e a teoria de regularidade (ver Apéndice A.1) implicam que u € W27 (2) para qualquer r < oo, e assim
u € CY(Q). Mais ainda, u > 0 (demonstrado mais na frente); e assim, temos u > 0 em €, e % < 0 sobre
00 se u # 0 (isto segue de (Hy) e o Principio do Maximo forte). Aqui v denota o vetor norrﬁal exterior
unitario.

Observe também que o funcional associado é

1
I(u) == f/ |Vul|* — / Fy(z,u) dx,
2 Jo Q
onde F)(z,u) := / faz, t) dt, esta bem definido para v € H N L ().
As duas préximas hipoteses, serdao usadas no nosso primeiro resultado.

g(s)

(H.) Existe A > 0 e a fungdo g ndo decrescente, com inf { , 8> O} < , tal que
s

e lloo
alz, s) < g(s)

em quase todo z € ) e todo s > 0; onde e é solucao de

—Ae=1, x € Q,
e=0, x € 09,

e || - ||oo denota a norma L.

(Hgq,) Para qualquer A > 0, existe um subdominio suave 1, s > 0, e 6; > A1(£21) tal que
f/\(x75) Z 91 S,

para quase todo ponto de Q; e todo s € [0, s1]; aqui A1(€;) denota o primeiro autovalor de —A
sobre H} ().

Alguns comentarios sobre as duas ultimas hipoteses.

e A hipotese (H.) é mais uma condi¢do para garantir a existéncia de uma supersolucdo. Esté condicao

¢ motivada pelo fato que uma supersolugdo para uma equacado do tipo —Au f(u) pode ser

obtida se tivermos uma supersolugdo dada por uma outra equagdo da forma —Au = g(u), com

f(s) < g(s) Vs.

e A hipdtese (Hg,) é condigdo de sublinearidade local no 0, a que esta satisfeita, por exemplo, se a

seguinte condicao mais forte ocorre

. falz,s .

hmM =00, uniformemente para x € €);.
s—)(g) S

5>

A hipétese (Hgq,) é usada para construir a subsolucao.

Teorema 2.1 (Existéncia de uma soluc¢do sem condicao de crescimento). Sobre as hipdteses (H), (Ho), (He)
e (Hg,), existe 0 < A < oo tal que o problema (Py) tem ao menos uma solu¢io u com Iy(u) < 0 para

0 < A< A, e nenhuma solugdo para X\ > A.
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Observagao 2.1. Note que, na presente generalidade A pode ser co. Um exemplo € fornecido pela familia
como acima tal que para cada X\ > 0, existe My > 0 com fr(x, My) < 0 em quase todo ponto de ). Neste

caso, a constante My é uma supersolugao.

Teorema 2.2 (Nao existéncia de solugdes para A grande). Sob as hipdteses (H), (Ho), (H.), (Hq,) e (Hg),

onde

(Hg) Eriste a fungio h com h(\) — oo quando X — oo, um subdominio suave X e m € L=(Q) com
m >0, m %0, tal que
Ia(z, s) = h(A)m(z)s

para todo A > 0 em quase todo ponto de §2 e para todo s > 0.
Entio A < oo.

Observagao 2.2. A hipdtese (Hg) pode ser vista como uma versao localizada da condi¢io suficiente de

nao existéncia para
—Au=1(u), z€Q,

u >0, x €,
u =0, x € 09,

onde inf{l(s) , 8> O} > A1(Q).
s

Devido & auséncia da condicao de crescimento, temos até agora definida uma solugdao como a fungao
em H N L*(Q). Embora, se a seguinte condigdo de crescimento com respeito a s na néo-linearidade de

falz, s) é assumida, entdo podemos falar de uma H soluc¢do no sentido usual:
(G) Para qualquer [r, R] C {\ > 0}, existem dy, d2 e 0 < 2* — 1 tal que
|fa(z, s)| < dy + das”
para todo A € [r, R], e quase todo ponto em e todo s > 0.

Observagao 2.3. Se o < 2*—1 em (G), entdo qualquer u € H, é solug¢io de —Au = f)(z,u) que pertence
a W2T(Q) para qualquer r < oo e consequentemente a C*(Q). Estd conclusio também é satisfeita se o
em (G) € igual a 2* — 1.

Condigao (G) com o < 2* — 1, também implica, que o funcional I)(u) estd bem definido para u € H.

Nosso objetivo agora é provar a existéncia de uma solugao para A = A, podemos supor a seguinte
condicao:

(AR)y Para qualquer [r, R] C {\ >0}, existe § > 2, p<2,d>0 e sg >0, tal que
OF(z,s) < sfa(x,s) +ds”
para todo A C [r, R], quase todo ponto em € e todo s > sg.

Observagao 2.4. Esta condicio (AR)y € uma versdao mais fraca da condigao cldssica de superquadrati-

cidade de Ambrosetti-Rabinowitz.
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Teorema 2.3. (Emzisténcia de uma solu¢io para A = A). Sob as hipdteses do Teorema (2.2), e além de
(@), (AR)4 e a continuidade de fr(x,s) com respeito a X (para quase todo ponto em ), e uniformemente

limitado para s). Entdo o problema (Py) tem ao menos wma solugdo u, com Ix(u) < 0 para X = A.

Observacao 2.5. A uniformidade com respeito a X € [r, R] em (G) e (AR)q é usado somente no Teorema
(2.3) para tratar como o caso A = A. Nao € necessdrio nos sequintes teoremas (2.4) — (2.6), onde A < A

poderia ser fizo.

Agora discutiremos a multiplicidade de soluges para familias subcriticas, isto é, as que satisfazem
(G) como o < 2* — 1. Nosso objetivo, é mostrar a existéncia de ao menos duas solugbes quando A < A.
Para isso, temos que fortalecer um pouco algumas das hipoteses do Teorema (2.1). A condicdo (Hy) serd

representada por

(Hp)" Para qualquer A > 0 e todo sg > 0, existe B > 0, tal que em quase todo ponto de £,
s+ fax,s) + Bs

é ndo-decrescente sob [0, so] , mais ainda fy(x,0) > 0 para todo A > 0 em quase todo ponto de .
Observagao 2.6. A condi¢io (Hy)' é um requisito cldssico, quando tratamos com sub e supersolugoes.
A monotonicidade da familia f é também assumida e pode a ser estrita no seguinte sentido:

(M) Para qualquer A < X e todo u € C}(Q) com u > 0 em
(e, u(@) 2 fa (e, u(z)).

Também podemos supor que:

(Hq,) Para todo A > 0, existe um subdominio 23, s3 e 62 > 0 tal que
Fy(z,8) > 0,5°

em quase todo ponto de 5 e todo s > s5.

Observagao 2.7. A condi¢io (Hgq,) € implicada por uma condi¢io de superlinearidade local no oo, da
forma
f)\ (.’ﬂ, S)

lim =—————= = o0,
5—00 S

uniformemente para x € Qs. Isto é utilizado junto com (AR)q para verificarmos a geometria do Teorema
do Passo da Montanha.

Teorema 2.4. (Ezisténcia de uma sequnda solu¢ao no caso subcritico). Além das hipéteses do Teorema
(2.1), suponha (G) como o < 2* — 1, (AR)4, (Hy)', (M) e (Hg,). Entio o problema (Py) tem ao menos
u

duas solugdes u, v para 0 < A < A, com u < v em €, W > a—z sobre 9O e I\(u) < 0.

Finalmente, consideramos multiplicidade para as familias criticas. Isto &, que f)(z, s) comporta-se no

infinito como b(z)s? com p = 2* — 1. Entao escrevemos a funcdo f) como

falz, s) = ha(z,s) + b(x)s? (2.1)
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onde distinguimos dois casos:
i. hy satisfaz (G) com o < 1, b(z) pode mudar de sinal;
ii. hy satisfaz (G) com o < 2* —1, b(xz) > 0 em €.
Estudaremos primeiro o caso ().

Teorema 2.5. (Ezisténcia de uma sequnda solug¢do no caso critico com o < 1). Além das hipdteses do
Teorema (2.1), suponha que fx(x,s) satisfaz (Hy) e (M). Suponha também que fx(x,s) pode-se escrever
como em (2.1) com p = 2* — 1, hy(x,s) satisfazendo (G) com o < 1, e hx(z,s) ndo decrescente em
relagio a s para qualquer A > 0 em quase todo ponto de ). Suponha também que, b(x) em (2.1) ndo é

identicamente nula, com b € L () e satisfazendo

(b) para algum xzo € Q, alguma bola By C Q em torno de xg, alguma constante M e algum v com
v > 2* quando N > 5,7 > 2* quando N =4 e v > 3/5 quando N = 3, tém-se

0 <[[bloc =b(z) < Mz — o]

em quase todo ponto de B;.

- ou
Entao o problema (Py) tem ao menos duas solugoes u, v para 0 < A < A, com u < v em Q, — >

5 ov
a—v sobre Q2 e Iy(u) < 0.

v
Observagao 2.8. A hipdtese (b) implica || b~ ||oo<|| T ||co, com algumas limitagées sobre a forma em

que b(x) se aproxima de || b ||oo - Isso € trivial se b(x) =|| b || em quase todo ponto de wma bola pequena.
Agora, estudaremos o caso critico (i).

Teorema 2.6. (Ezisténcia de uma segunda solugdo no caso critico com o < 2* —1). Em adi¢io das
hipéteses do Teorema (2.1) suponha que fx(z,s) satisfaz (Hp) e (M). Suponha também que fi(x,s)
pode-se escrever como em (2.1), com p = 2* — 1, hy(x, s) satisfaz (G) com o < 2* — 1, hy(z,s) nao
decrescente com respeito a s, para qualquer A > 0 em quase todo ponto de Q, e hy(x,s) satisfaz (AR)q.
Suponha ainda que b em (2.1) € ndo negativa e nio € identicamente nula em 2, pertencendo a L>°() e

satisfaz a condigao (b) acima. Entdo o problema (PA) tem ao menos duas solugoes u, v para 0 < \ < A,

u _ Ov
Q —>— Qel .
comu < v em S, ey > ey sobre 00 e Iy (u) <0

Observagao 2.9. No Teorema (2.6), hy(z,s) permite-se qualquer crescimento subcritico, sob a hipétese
(AR)q para hy(x,s) e b(z) > 0.

2.1 Existéncia de uma solugao sem condig¢ao de crescimento

Nesta secao mostraremos o Teorema 2.1.

Demonstragdo. Comegamos provando a existéncia de uma supersolucao de (]5,\) para o valor de A\ dado

pela hipotese (H,). Denotaremos por e a solu¢ao do problema

—Ae =1, T €,
e=0, x € 0N).
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gM | el)

1
Tomando A e g da hipotese (H.), existe M > 0 tal que >
el M || ells

, entao M >

g (M || e ||so) assim temos,
~A(Me) = M(~Ae) = M = g(M | ¢ [l20) = g(Me) = fx(, Me).

Isto mostra que Me é uma supersolucdo classica de (13,\).
Agora, construiremos uma subsolucéo de (Py) utilizando o subdominio 91, dada pela hipotese (Hg, ).

Seja 1 > 0 a autofuncio associada ao primeiro autovalor A\;(€2;) do problema

—Au= )\’U,, RS Ql,
(PA)

u =0, r € 094,

onde €; é o subdominio dado pela hipétese (Hgq, ).

A regularidade de @1 nos permite estendé-la para todo 2 fazendo

901(37)7 .'I}EQl,
u(z) =
0, zeQ\Q,

de modo que u € HN L*(Q).
Vamos denotar u. = eu para ¢ > 0. Como 92 é de classe C', dado v € C§°(Q2), com v > 0, vale

/VUEVvdac:/ augvalar:—/(Aug)valac7
Q a0 On Q

como o suporte de v esta contido em Q e u, = 0 em 2\ 1 concluimos que

/ Vu.Vodz = —/ (Aug)vdz. (2.2)
Q Q1
Por (Hgq,), sabemos que existe s; > 0 tal que

iz, s) > 015 > A1 (Q)s

em quase todo ponto de €, sempre que 0 < s < s1. Logo, tomando € > 0 tal que ¢ || u ||oo< $1, temos
que
(@ ue) > O1ue > A (Q1)u.  em quase todo ponto de (2.3)

pois 0 < eu < s7.
Além disso, como ¢ é uma autofuncdo associada ao autovalor A; do problema (PA) e v > 0 segue
que (—Auc)v = A1(Q)ucv. Logo por (2.2) e (2.3) temos

/ Vu.Vodz = —/ (Aug)vde = A1(Q1)ucvde < falz, u)vde (2.4)
Q Ql Ql Q1
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como u: = 0 em Q\ Q; e (Hp) nos garante que f(x,0) > 0 entdo fa(x, ux)vdx > 0, e portanto
O\

falz, ug)vda < iz, ue)vdx +/
Q1 0 Q\Ql

fA(:v,us)vd:E:/ka(x,us)vdw,

logo por (2.3) concluimos que,

/VuEVvde/f,\(x,ua)vdm (2.5)
Q Q

e assim u. = cu é uma subsolugio fraca para o problema (P).

Como o suporte de ¢ esta contido em Q; e além disso ; CC Q, a supersolucio Me atinge minimo
positivo em ;. Portanto, se é necessario, podemos tomar ¢ > 0 suficientemente pequeno, de tal forma
que ¢ || u||< Me(z), v € Q.

Tomando ¢ = —¢ || u ||oc € €= M || € || 00, temos que
c<eu< Me<ec x€

Logo, pelo Teorema de sub e supersolucio (ver Apéndice C, Teorema C.2), o problema (Py) admite
uma solugao fraca u € H N L>®(Q) que satisfaz eu < u < Me, para o valor A dada na hipotese (H).
Assim, prova-se que
A =sup {)\ >0, (Py) tem uma solucdo } > 0.

Faltaria mostra que para cada 0 < A < A, (Py) tem uma solucdo u tal que I (u) < 0.
Seja 0 < A < A, e tome A tal que A < A < A e (P;) tem solugdo @, isto & possivel pela definicio de A.

Como a familia f) é mondtona, temos que

o0 que mostra que @ é uma supersolucio de (Py).

Pelo feito anteriormente, usando o subdominio €; da hipotese (Hg,) mostra que para ¢ > 0 suficien-
temente pequeno, o, é uma subsolucio fraca de (PA); a qual satisfaz que ep; < u em Q.

Agora, pelo Teorema 2.4 de [22] segue que existe uma solucio ug € HNL®(Q) de (Py) a qual satisfaz

In(up) =min{Ix(u);u € H e ep1 <u<u<a}. (2.6)

Por outro lado, por (Hg, ) temos para todo A > 0, existe um subdominio £ suave, s1 > 0e 6y > A\ (1)
tal que
fa(z,s) > 61s  em quase todo ponto de €2,

e para todo 0 < s < s7.
Assim,

// f,\(a;,s)dsdxz// 01sdsdx >0
aJo aJo

/ Fyx(z,u)dx >0, Yue H. (2.7)
Q
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Logo,

52
I\(epr) = 5 1 II? —/QF,\(JU,€SO1)d$

2
:E/ |V<p1|2dx—/FA(x,Ecp1)d;v.
Q Q

Assim, sendo
In(up) =min{Iy(u);u € H e ep; <u < a}

<L(uw),ueH e ep;<u<a,
teriamos que

2
I(ug) < In(epr) = 5/ \Vap1|2da: — / Fy(z,e01) dx,
Q Q

para ¢ suficientemente pequeno (tal que ep; < s1). Portanto temos que I(ug) < 0. Isto completa a

prova do Teorema 2.1. O

2.2 Nao existéncia de solugoes para A grande

Nesta secao mostraremos o Teorema 2.2.

Demonstragdo. Deve-se mostrar que para A suficientemente grande o problema (PA) nao tem solugao.
Suponha por contradicdo que o problema (Py) tem uma solucdo u € H N L>®(Q).
Seja agora, @ > 0 a autofuncdo associada ao primeiro autovalor A;(m, Q) do problema de autovalor

com peso m.
_ —Au = n(z)u, €,
(PA) .
u=20, x € 01,

onde © é um subdominio dado pela hipétese (Hg,).

A regularidade de ¢ nos permite estendé-lo para todo Q fazendo

u(e) = {gﬁ(m), z€eq,
0, zeQ\Q,

de modo que u € H N L*(). Entao temos que,

/VuV(pdx:/ ua—wdx—k/u(—A@)dx
Q oq OV Q

= / u(—AQ) dx (2.9)

Q
g/u(xl(m,fz)@m) dx:Al(m,Q)/mumx.
Q Q

Por outro lado, pela hipotese (Hg) temos

/VuV@dwz/fA(x,u)gZ)deh()\)/ﬁwgbdx. (2.10)
o Q Q
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Como [ mupdr >0, e de (2.9) e (2.10) temos que
o

h(\) / mu@ds < / VuVgde < A (i, Q) / mu@d (2.11)
Q Q Q

assim, h(X\) < A1 (m, Q) O que é uma contradicdo, pois h(A) — 400, quando A — +oco. Isto completa a

prova do Teorema 2.2. O

2.3 Existéncia de uma solugao para A = A

Nesta secao mostraremos o Teorema 2.3.

Demonstrag¢io. A continuidade de f) com respeito a A, bem como as hipdteses (G) e (AR)q que sdo
satisfeitas uniformemente para todo A € [r, R], serdo utilizadas aqui.
Seja A\, = A com 0 < A\ < A, e A\; crescente; e seja uy a solucdo do problema (]3)%) com I(uy) < 0.

Primeiro mostraremos que a sequéncia (uy) € limitada em H.
Afirmacgao 2.1. (ug) € limitada em H.

De fato, como
1
I(ug) = I, (ug) = 5/ |Vug|? do — / Fy, (z,u)dx <0,
Q Q

assim,

1
5/ |Vuk|2d:c</F>\k(x,uk)dx.
) Q

Pela hipotese (AR)4, temos

0
§/Q|Vuk|2dx</Q(ukf)\k_(x,uk)—l—duZ)dx—l—Cl,

assim 0
B | u || —/ g o, (2, ug) do < d/ updz + Ch, (2.12)
Q Q

para alguma constante positiva C1.

Mas [ wugfx, (z,ur) dz =|| ug ||? pois de fato, como uy é solugio de (Py,), segue que, ug é um ponto
Q

critico de I, , assim If\k(wc)uk =0, logo || ux H2 _/ fa(z, up)ug, de = 0. E consequentemente de (2.12)
Q
temos,
0
,HuMV—HuMFSd/upm+Cl
2 Q
0 9 ,
571 | uk ||* < Co || ug ||” +Ch

para alguma constante positiva Cs.

Como p < 2, segue que || ug ||P<|| us ||?, assim

(5-1)-o]rwr<a

C
ok [I* < s
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agora, como 0 > 2 segue que (ug) é limitada em H.

Fazendo uso da limitacdo em (G), note que em particular para subsequéncias uj, — u em H N C(9).
Para o < 2* — 1, é de modo direto. Ver [4]. Para o = 2* — 1, ver [7].

E verdade que u é solucio de —Au = fy(z,u) em Qe u > 0em Qe u =0 sobre 99, e também temos
que Ix(u) <0.

Somente resta-nos mostrar que u nao é identicamente nula.
Afirmacgao 2.2. u nao € identicamente nula.

Suponha por contradicao que u = 0.

Utilizaremos a hipotese (Hg, ) para A = A1, o primeiro elemento da sequéncia crescente A. Considere
(ug) C H tal que ug — 0.

Seja como antes, 13 o subdominio correspondente e p; > 0 a autonfun¢do associada ao primeiro
autovalor A\1(Q1) de —A sobre H}(€Q1). Temos

/ VurVr de = o (x, ug )1 do > I (@, ug)pr de > 01/ ukpy dx, (2.13)
Q Ql Ql Q1

para k suficientemente grande (assim 0 < wuy < sy para z € 1, o que é possivel desde que uy — 0

uniformemente em §2). Por outro lado,

0
VurVipr d;v:/ ukﬂdx—l-/ uk(—Agpl)dmg)\l(Ql)/ Uk dz (2.14)
Q1

ol o0, ov Q

assim, como / ugpr dx > 0 e de (2.13) combinado com (2.14) segue que ;1 < A1(€Q1). O que é uma
Q
contradicdo, pois 6; > A1(£21). Isto completa a prova do Teorema (2.3). O

2.4 Existéncia de uma segunda solugao no caso subcritico

Nesta secao mostraremos o Teorema 2.4.

Demonstragao. Deve-se mostrar a existéncia de uma segunda solucao de (15,\) para cada 0 < A < A.
Fixe )\, introduzimos u, % e considerando a solucio ug de (f’,\) construida no Teorema (2.1).

Afirmacao 2.3. As sequintes desigualdades sao verdadeiras

u<uyg<u x€Q,

ou _ Ouy _ O (2.15)
5 > g > 57 x e 89,

onde u := epy, com 1 primeira autofunc¢io de (—A) em H}(Qy).
De fato, seja ¢1 > 0 a autonfuncdo associada ao primeiro autovalor A\;(€2;) do problema

—Au=Mu, xz¢€Q,
(PA)
u =0, x € 00,
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onde ; é um subdominio dado pela hipotese (Hg,) e como u = ey é subsolugdo, temos que

—Au < fa(z,u), z €y,
u <0, r € 0.

Por outro lado, como ug é solugao de (PA) temos que

7AU0:f)\(33,U()), ‘TGQa
ug = 0, x € Of.

Pela regularidade de ¢, permite estender u para todo  fazendo

w(z) = {scpl(x), x € Q,

0, .’L‘EQ\Ql,

assim temos que
—Ayng(m,y), I'EQ,
0, x € 0N.

IN

u

E claro que
u<ug<a, x€Q\,

ou_ duy _ 0

ov ™~ ov = ov’

Por outro lado, u # ug em 2, mais ainda usando a hip6tese (Hy)' obtemos que para um B adequado

(2.16)
x € o0 \ an

7A(u072)sz(x7u0)7f)\(x7ﬂ)ZiB(u()*Q)a ztea
(o —u) >0, x € 08y,

assim pelo Principio do Méximo Forte, temos
ug—u >0, x €,

uo — u) <0, €.
ov

(2.17)

ou, ou
Mostraremos agora que ug < 4 em 2 e que S W sobre 0€.
v

~ ov _ 5
Como @ é supersolugdo de (Py), pela defini¢do de A, existe A € R tal que @ é solugdo de (Py) assim

—Au = f5(z, 1),
e como 2 C 2 é um subdominio, teriamos que

—Au > fr(z,u), x€,
0, S 8913

|
A\
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assim, utilizando a hipotese (M), temos
_A(ﬂ - U’O) = —Au— (—AUO) = f?\(x:ﬂ) - fk(mvuo) > 07 LS le
(ﬂ—uo) ZO, 1'6891,

logo pelo Principio do Maximo forte, temos que

ﬂ*’ll,o>0, LUGQl,

_ (2.18)
M < 07 x € 891
ov

De (2.16),(2.17) e (2.18) a afirmacao segue.
Afirmacgao 2.4. ug € minimo local de I sobre H.

De fato, de (2.15) temos que {u € H : u < u < u} contém uma vizinhanga de 1y em CZ(£2). Mas por
(2.6) temos que
In(up) = min{I\(v) : ve H,u<u<u}

logo ug é minimo local de Iy sobre C}(Q2). Mas como o < 2* — 1 (caso subcritico) e pelo Teorema A.12,
temos que ug é também um minimo local de I sobre H. (Maiores detalhes ver Lema 1.7.)

A segunda solucao sera construida na forma ug + w, onde ug é a primeira solu¢io e w satisfaz

—Aw = gy\(z,w), =€,
w # 0, T €, (2.19)
w =0, x € 09,

onde gy (z,s) := fa(z,ug+sT) — fa(z,up). Esta ferramenta, ja foi considerada anteriormente com a(z) =
b(z) = 1.

Afirmacgao 2.5. A solug¢io w de (2.19) é nao negativa.

Suponha por contradi¢do que w < 0. Agora multiplique (2.19) por (—w™). Assim temos que
—Aw(—w™) = —gx(z,w)w™,
logo integrando sobre €2 e aplicando uma das identidades do Green, temos que
—/ Vw(Vw™)de = —/ g (z, w)w™ dx
Q Q
/ |Vw™ |2 de = —/ gr(z, w)w™ dx
Q Q
| w™ ||2 = 7/ [fA(x,uo +wt) — f,\(z,uo)] w” dx.
Q
Como fy satisfaz (Hp)', segue que

[z, u0 +wh) = fa(a, ug)] >0,
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agora note que, como w < 0 segue que w~ = —w e assim —w~ = w < 0. entao temos que
| w™ ||?= 7/ [f)\(x,UO +wt) — fA(x,uo)] w™ dx < 0.
Q

O que é uma contradigdo. Concluindo assim a afirmagao.

Agora, consideramos
—Aw = gy(z,w), €,

w >0, z€Q, (2.20)
w =0, x € 01,

mas como gx(z, s) = fa(z,ug + s7) — falz,ug) > 0 segue que

—Aw >0, z€Q,
w=0, x€adN.

Logo pelo Principio do Maximo e a hipotese (Hy)' temos que w satisfaz

—Aw >0, xze€,

8—w<0, x € 09,
ov

onde v é o vetor normal unitario exterior a 0.

Assim, ug + w seréd a segunda solucao de (15,\) a qual satisfaz as hipoteses do Teorema 2.4. Escrevendo
Gi(z,s) := / ga(x,t)dt
0

B =5 [ i = [ Grawde.

Assim, devemos procurar um ponto critico ndo negativo de Jy sobre H. Concluindo assim a afirmagao.
- 1
Afirmagao 2.6. Jy(w) = I\(ug +w™) — Ix(ug) + 3 | w= |2
De fato,

st uo+sJr
Ga(z,5T) — Fx(z,up +sT) = / g,\(ac,t)dt—/ falz,t)dt
0 0
(+

s uo—‘,-sJr
_ / (a0 + 1) — Fa(w, uo)] dt — / Fa(a,t) dt
0 0

= Fx(z,up + 5T7) — Fx(z,u0) — fa(w,ug)st — Fax(z,ug +sT) — Fy(x,0)

= —F)\(z,u0) — fr(z,ug)s™.

Entao,

1 _
ot |2 45w = [ Gt do

N = N

1
| w™ ||2 +§ | w™ ||2 f/QF)\(:c,uo +w™) dz+/QF>\(x,u0) dz+/ﬂf>\(:c,uo)w+ dx.
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Por outro lado, temos que

|~

Do +wh) =5 1w+ w” |2 = [ Fiz,uo+u*)do
Q

N~

= /|V(uo+w+)|2dx—/FA(x,uo—i—w*)dx
Q Q

N =

[/ |Vugl? + |[Vw™|? 4 2Vug V™ dq:] - / Fy(x,u0 +wh) dx
Q Q

—5 [[IVwPdosg [ Pdet [ Vavutdo [ R+ ut)da

= % | o || +% | wh ||? + { A %uﬁ dS—/QAuow"' dm} —/QFA(:v,uo +wh) dr
=5l P +g o P+ [ (~Awutdo— [ B +u)de

=5 lwl+g o P+ [ Aot o= [ B +ut)de

(2.21)
Agora, como
| TIE R SR + +
JA(“’):inw I +5 |w™ || = | Fa(z,up+w™)de+ [ Fax(xz,ug)de+ [ filz,up)w™ dx (2.22)
Q Q Q

substituindo a expressido —/ Fy(x,up +w") dr de (2.21) em (2.22), temos que
Q

1 1 1 1
Ia(w) = 3 | wt |2 +3 | w™ |I* + [L\(uo +wh) - B | o |2 3 [ wt |? —/Qfx(x,uo)“ﬁr dx}

+/F>\(x,u0) dz+/ Iz, ug)wt da
Q Q

1 _ 1
3 1w P +htuo +w) = 5 o 2+ [ Py uo) do
Q

1
3w 2 o +u) = |5 o P = [ ) s
Q
= In(uo +w™) — In(uo) + 5 | w™ |*.
Portanto,
In(w) = Ix(up +w™) — In(ug) + = || w™ ||*. (2.23)
Concluindo assim a afirmagao.

Afirmacgao 2.7. w =0 é wm minimo local de Jy sobre H.

De fato, ¢ suficiente mostrar que w = 0 é um minimo local de J\ na topologia C'. Por (2.23) temos
que
1 _
J)\(’w) = I)\(U() +w+) - IA(UO) + 5 H w ||27

logo Jx(w) > 0, pois pela afirmagao (2.4) temos que ug ¢ um minimo local de Ty, dai existe r > 0 tal que

In(uo +wh) — In(ug) >0, para || w ||c1< T
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Assim, w = 0 é um minimo local na topologia C*. Logo J,(0) < Jy(w), para todo w € B(0,r) em H.

Concluindo assim a afirmagcao.

Afirmacao 2.8. Supondo a hipétese (G) com o < 2* —1 e (AR)q temos que I satisfaz a condi¢io (PS)
sobre H.

De fato, primeiramente pela hipotese (Hp), f ¢ estendida sobre todo 2 xR, escrevendo agora fy(z, s) =
fa(z,0) em quase todo ponto de 2 e todo s < 0. Assim, é claro que (G) implica que I, é um funcional
C'" sobre H.

Seja (u,) C H uma sequéncia (PS), isto é, In(un) — c e I} (u,) — 0.

Assim, para 6 como na condigao (AR)4, existe uma constante C; > 0 e uma sequéncia €, — 0 tais
que

01\ (un) — I\ (up)un < C1+ep || un || -

Além disso, temos que

0
0T () — Iyt = 5 | | —9/ Pz un) do— || un |2 +/ Pl )i da
Q Q

= (g - 1) Il un |2 —/Q(GFA(x,un) — up (2, un)) da (2:24)

<Crten || unl

onde a tltima integral pode escrever-se como

/ (OF\(z,un) — un fr(z,up)) de = / (OF\(z,upn) — unfa(x,uy)) dz
o

an UQQn Uan

onde estamos denotando
D, ={z€Q: u,(z) <0},

Do, ={z€Q:0<u,(z) <so},
O3, ={z€Q : un(x) > 50}

Observe agora que,

/ (OF\(z,un) — un fr(x,up)) de =0,
Q

1n
pois fx(z,s) = F)\(x,s) =0, quando s < 0.
Agora, por a hipétese (G) existem 1 < o < 2* — 1, dy,ds > 0 tais que

|Fr(z,s)| < di 4 das?
em quase todo ponto de ) e para todo s > 0. Integrando de 0 a s temos que

|E\(z,8)] < dis+ d3‘8‘0+1,
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logo

| 0w i) do < [ Banlde s [ o)
Qa,

2, Qa,

< 0/ (undy + d3|u,|” ) dz +/ (Jundy + da|un|” ) do
an

2n

Sesodl/ d$+988+1d3/ daj—|—30d1/ dx+d388+1/ dr
Q Q Q o

S CQa

onde Cy é uma constante positiva.

Considerando agora a hipotese (AR)4, e a desigualdade de Holder segue que

/an (OF (2, un) — un fr(2, uy)) dz < d/

an

<d (/Q 15 dz>m </Q(umz* dx) w2 (2.25)

=Cs |l ut [15-< Cy |l wt |17

ub dx < d/ (u)P dx
Q

Sendo que nesta tltima desigualdade, utilizamos a imersdo de Sobolev H < L2 (£2). Logo, por (2.24)
e (2.25) temos que

0
(2 _ 1) lun [7< Co+ Ca [l wF 17 +en || un |

como p < 2, concluimos que (u,) é limitada em H.
Observemos agora que
I'(u)=u—L'(u) em H',

onde
L:H—-R

ur L(u) = /QF,\(:c,u) dx

L’(u)vz/QfA(x,u)vdx

para u,v € H. Mas pela Proposi¢cdo A.2, temos que L' : H — H' é compacto. Logo, como (u,) é

limitada, existe uma subsequéncia (u,;) C (u,) tal que
L'(u,,) »v em H,

com isso,
Un, = I'(un,) + L' (up,) = v

isto é, (u,) possui subsequéncia convergente. Assim, I satisfaz a condi¢do (PS), e concluimos a afirma-
¢ao.

Agora, olharemos para uma relagdo em que 0 é um minimizador de Jy. Assim, ou existe w € B(0,r)
com w # 0 e Jx(w) =0, ou J5(0) < Jx(w) para todo w € B(0,r) com w # 0.

No primeiro caso, w ¢ um minimo local nao-nulo de Jy e assim um ponto critico de Jy. Logo a prova
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estd concluida.

No segundo caso, o Teorema 5.10 de [11] garante que para cada r > 0 suficientemente pequeno
Jn0) <inf{Jy(w) :weHe ||w|=r}. (2.26)

Nosso objetivo é aplicar o Teorema do Passo da Montanha.
Afirmacao 2.9. Eziste alguma fungdo us € H tal que Jy(tug) — —oo quando t — oo.

De fato, pela hipotese (Hgq,) temos que, para todo A > 0, existe Qg, s2 € 62 > 0 tal que
Fy(z,8) > 0,5°

em quase todo ponto de 2 e s > s5.
E pela hipotese (AR)q, existe 8 > 2, p < 2,d >0 e so > 0 tal que

OF\(x,s) < sfa(z,s) + ds”.
Tome s3 = max {sg, S2} . Assim, temos que a hipotese (AR)y €
OF\(z,s) < sfa(x,s) +ds” (2.27)

em quase todo ponto de s e para todo s > s3. Dividindo a expressdo (2.27) por sF)(x, s) # 0 temos que

OF\(x,s) _ sfx(z,s) dsP
< +
sF\(z,s) — sFx(z,s) sF\(x,s)

o que implica que

0 fu(z,s) dsP~1

s = Fy\(x,s) * Fy(z,s)’ (2.28)

Integrando (2.28) de s3 a s, utilizando a hipétese (Hq,) e lembrando que p < 2 temos

59 an:t tp—1

[ e
Fy(z,s) tr—1

1 — dt
Il< > (F,\J)S3> / (92t2
Fy(x,s d p—3

ln<FAx53> 92/ tPodt

<F>\xs> dsf 2
02(p—2)

::3

Fy(z,s3)
logo ) ,
p— 9
7 2 [(3) 1 | me) e ey
Aplicando a funcao exponencial na expressao anterior, temos que

p—2

s\’ s
Fy(z,s) > Fi(x, s3) <33) exp (92(,032)> =5’ (2.29)
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em quase todo ponto de s, para todo s > s3,0 > 2 pela hipotese (AR)q e onde C; é uma constante
positiva.

Analogamente, obtemos para G que para algum s5 e C' > 0,
Ga(z,s) > C's,

em quase todo ponto de {2, e todo s > s§. Assim, tomamos uma funcdo suave uy com suporte em 2o e

ug > 0, ug £ 0, Fx(z,0) = 0, e consideramos tus onde t é suficientemente grande. Logo

t2
J)\(t’u,g) = 5 || (%) ||2 —‘/QG)\(‘W,t’U,Q) dx
t2
=5 el = [ Gitur)ds
Qo
t2
< 5 | o ||? —/ C' (tug)? dx
Qo
t? 2 0 0
S 5 || u2 || 7C1t (UQ) dx
Qo
= -t
2

onde C4 é uma constante positiva. Como 6 > 2, implica que na expressao anterior Jj (tug) — —oo quando
t — oo. Concluindo assim a afirmacao.
Da afirmacao anterior, pode-se aplicar o Teorema do Passo da Montanha a Jy, assim existe w um

ponto critico de Jy com Jy(w) = ¢ e J§(w) = 0. Isto completa a prova do Teorema 2.4. O

2.5 Existéncia de uma segunda solugao no caso critico com o < 1

Nesta secao mostraremos o Teorema 2.5.

Demonstra¢do. Fixe A com 0 < A < A. Procederemos como no comeco da prova do Teorema (2.4),
considerando 1y o minimo local de I, sobre H e s6 deve-se mostrar a existéncia de uma solugdo de (2.19),

onde gy (z, s) agora é da forma
gx(x,8) := ha(z,ug +sT) — ha(z,ug) + b(x) [(uo +st)P — ug} ,
lembrando que f)(z,s) = hx(z,s) + b(z)sP. O funcional associado Jy fica
1 2
Jy(w) = 3 [w|* = [ Gx(z,w)dz,
Q

onde agora

(wo + 5Ty — ™t

Ga(z,5) := Hx(z,up + sT) — Hx(x,u0) — ha(z,u0)s™ + b(x) P

onde

Hy(z,s) = /OS ha(z,t) dt.
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Como antes provamos que, 0 é um minimo local de J, em H. Assim, s6 deve-se mostrar a existéncia
de um ponto critico nao trivial de Jy.

Suponha por contradi¢do que 0 é o tnico ponto critico de Jy. Logo, para alguma bola B(0,7) em H,
JA(0) < Jx(w) (2.30)

para todo w € B(0,r). Utilizando o Lema A.7 e o Teorema 5.10 de [11] garante que para cada r > 0

suficientemente pequeno, temos que
0=Jx(0) <inf{Jy(w) : ,we H, |wl|=r}.

Nosso objetivo é aplicar o Teorema do Passo da Montanha. Para isso, mostraremos a existéncia de
up # 0, u; € H tal que
Ja(u1) <0 e inf max Jx(v(t)) < co,

veT te0,1]
SN/2
onde ¢y = — N Uma vez feito isso, asseguraremos a existéncia de um ponto critico nao trivial
N bl

para Jy, o que é uma contradi¢do e a prova do Teorema (2.5) seré concluida.

Para construir u;, considere as fungoes da forma ti, com ¢ > 0 e

p (N-2)/2
Yu(x) == dé(w) <M2+|33—330|>

onde p > 0, zy é da hipotese (b), £ &€ uma funcdo suave nado-negativa fixa, com & = 1 perto de z( e
com suporte em uma bola By de centro xzo (onde By é escolhida tal que By C By e b(xz) > ¢ em quase
todo ponto de Bs, para algum ¢ > 0) e a constante normalizadora d > 0 é tomada tal que 1 satisfaz

—Aypy = ¢§N+2)/(N72) perto de zg.

Afirmacao 2.10. Para cada p1 > 0, Jy\(t),) — —o0, t — 400.

Lembre-se que p = 2* — 1, assim

t2 )
It =5 10 I = [ Gatoti)da
2 +1 _ , ptl
= 5 1017 [ Gt ) = Ha(ouo) + bo) | (0t u@twﬂ] da
2 +1 2
< % ” 1/}/1 ||2 _/QH)\(z,tT,/}mu —|—U0) —H)\($,1LQ) —/Qb(x) [(“]i)lf:pl +u‘g_1(tw2l‘):| dx.
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Agora, considerando que h) satisfaz a hipotese (G) e que b € L™ (Q)), temos que

2 t,+uo uo
T(t,) < % | |2 —/ V h,\(a:,s)ds—/ h,\(x,s)ds] di
Q 0 0

tp+1 1 t2 )
- [ urt e 5 [ ),

t2 thtuo
=5 | I —/ / ha(z, s)dsdx
Q (%)

e p+1 t2 2
p_i_l/ﬂquu dl?*”b”oo 5/{2#}“(1"5
t2 t, +uo
<Gl [ [ s ) dsaa
uo
b tp+1 p+1d b t2 2d
_H Hoop_;’_l/ﬂwu 3;‘—” ”oo E/Q% €z

t2 ) 2 o* t2 5
<5 P =C= bl G [ 92 da= bl G [ W2
Q Q

=16l

como 2* > 2, para todo N > 3 segue que J)(t1,) = —oo quando ¢t — 400, assim existe ¢t = ¢, > 0 tal

que Jy(tu1,) < 0. Pelo Lema (A.7) temos que para u suficientemente pequeno,

SN/2
inf J t e
inf max A(v(t) < co N b [F D7

onde I' = {v € C([0,1], H})), 7(0) = 0, 4(1) = uy = t,1b, }, assim, J) tem um ponto critico ndo trivial,
0 que é uma contradicao.
Portanto, o Problema (Py) tem ao menos duas solucdes no caso critico com o < 1. Isto completa a

prova do Teorema 2.5. O

2.6 Existéncia de uma segunda solugao para o caso critico com
o<2t—1
Nesta secao mostraremos o Teorema 2.6.

Demonstrag¢io. O argumento para mostrar que qualquer (w,,) satisfazendo que Jy(w,) = ¢ e J}(w,) —
0 é limitada, é a seguinte.
Note que em nossa situacdo, Hy(x,s) > 0 e assim 6 da condicdo (AR), para hy pode ser escolhido

tal que 2 < 6 < p+ 1. Logo estimaremos
1 /
D(wy) = Ja(wy) — 5JA(wn)(uo + wp)-

Como Jy(wy,) — ¢, logo |Jx(wy)| < ¢ e como J}(w,) — 0, temos que |J3(w,)p| < &, || ¢ ||, onde
en — 0. Assim,
En
(wy,) < c+ a9 | uo +wy || - (2.31)



2.6 Existéncia de uma segunda solucao para o caso critico com o < 2* — 1 56

Por outro lado, estendendo ®(w,,) obtemos

D) = () — 5 (1) (o + 02)

1 1
— || wn ||2 —/ G(z, wy)dr — = {/ |Vw, ||V (up + wy,)| dx — / gx(x,wp)(ug +wn)dx]
2 Q 0 /o Q

1
5 Il wn ||2 —/QH,\(x,uo +wh) de — Hy(z,u0) — h(z, uo)w, dz

(uo + wy )P+t —ub ™

+ b(z) P

1
—ugwj{l -3 {/ |an||Vu0|dx—|—/ \Vw,|* dx
Q Q

— /Q (hA(x,uo + w;r) — hx(z,ug) + b(x) [(uo + wfb)p - u‘g]) (up + w:f) dx}

1 1 1
=(=z—=) || wn Hz—/ Hy(z,w) +up) — =hy(z,ug + w,} ) (ug + w) dx
2 0 Q 0
1 1 ubtt
- (p+1 - e> /Qb@)(zto + ) de + /Q HA(@,u0) + (o, uo)wiy +b(w)- By

1 uP ™t
—I—éh,\(m,ug)(uo—kw:{)—kb(z) 09 dz.

A ultima integral denotamos como A,, := A(w,), assim temos

1 1 1
O(wy,) = (2 — 9) | wp H2 _/ [H/\(x,w:{ + up) — éhA(x,uo + w) (ug —|—w:{)] dx
. . @ (2.32)
N +\p+1
(p—i—l 9>/Qb(:1:)(uo+wn) dxr + A,.

Afirmacao 2.11. A, é um termo de primeira ordem, isto é || A, ||< C1 + Cs || wy, || para algumas

constantes positivas Cy e Cs.

De fato, temos que

1 1 1
A, = / Hy(z,uq) + ha(z,uo)w,h + b(ﬂc)uzoﬂ'1 —— + = ) + =ha(z,u0)(uo +w))| dz.
Q p+1 0 0

Como hy satisfaz (AR)g temos que
OH(z,up) < uphy(z,up) + duf,

onde p < 2,6 > 2. assim,

U, d
Hy(x,u0) < - ha(a,u0) + ub,

0 0
logo
U d
Al < [ (20 o)l + Fluol? + (o, o)l
Q
1 1 1
p+1 [~ 4 = - +
ol (S 5) + gl + ] de
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como hy(xz,s) = fx(xz,s) — b(x)sP, e pela hipotese (H) segue que
1ha(z, s)| < | fa(z, s)] + [b(z)][s]” < A+ [ b [|oo [s]”

e assim,
p+1

S S
o) = | [ a0y < [ A% b de = Ast b 2
0 0 p+1
Logo temos que
|uo|P+1

p+1

U d
Al < [l 10 e B2 Gruop 41
Q

(Aol 116 loo oY ) 4 b
0 ') p+1 n o

|ug [P

p+1

1
+ 5 (Aol 10 o ) (ol + o]

Entao || Ay [|< C1 + Cs || wy, ||, para alguma constante Cy, Ca, sendo

Mg |? uplPtt  d
01:/Q Juol® g' At bl |p0|+1 + Sluol? 4+ 1+ b(a) uo|" ' C
1 |ug [Pt
—-(A b |leo d
+ 5 (At 1 1 M) (o]
I ‘uO|p+1 1 ‘U0|p+1
Cy = A b |leo - 1A b |leo dzx.
o= [ [t 1 B 2 ke 0 2250 ] o

Concluindo assim a afirmagao.
Portanto de (2.31) e (2.32) temos que

1 1 1
——— | || wn ||2:/ Hy(x,up +w)) — —hx(x,up + w))(uo +w})| dx
2 0 Q 0

p+1 6 Q " n

para um outro termo de primeira ordem A/,.

Considerando a hipotese (AR)q4, 2 < 0 < p+1eb(z) > 0, temos que w,, é limitada. Logo, J, satisfaz
(PS). Isto completa a prova do Teorema, (2.6). O
2.7 Aplicagoes

Como aplicacao dos resultados anteriores, consideraremos agora o seguinte problemas:

—Au = da(x)u? + b(x)uP, x € Q,
u >0, z €Q, (2.33)
u =0, x € 09,

onde 0 < ¢ <1 < p, e agora consideramos

vz, s) = da(x)s? + b(x)sP;
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sendo assim que Iy é da seguinte forma

2 _ +\q+1 p+1
/|Vu\ doe — —— Qa(aj)(u VI da — p—i—l/b dz.

Teorema 2.7. Seja 0 < g <1< p e suponha que a,b € L>(Q) com
(i) a(x) > 0 em quase todo ponto de €,
(ii) a(x) > e1 >0 em quase todo ponto de alguma bola Bj.

Entao existe 0 < A < oo tal que o problema (2.33) tem ao menos uma solugiao uw com Iy(u) < 0 para

0 < A< A e ndo tem solugao para A > A. Se além disso,
(iii) b(x) > 0 em quase todo ponto de alguma bola By com a(x),b(x) £ 0 sobre Bs.

Entao A < oco. Mais ainda, se p < 2* — 1 logo o problema (2.33) tem ao menos uma solu¢do u com
In(u) <0 para A = A.

Demonstragio. E suficiente verificar as hipoteses dos Teoremas (2.1);(2.2) e (2.3).

e Verificando a hipétese (H).
De fato, como a,b € L*°(2) segue que para qualquer so > 0

[fa(z,8)| = [Aa(x)s? + b(2)s”| <l @ [loo AsT+ || b [|oo s
<l alloo Asg+ 1| 0 llo 55 = A,

em quase todo ponto de 2 e todo s € [0,¢]. Assim, existe uma constante A tal que satisfaz a
hipotese (H).

e Verificando a hipétese (Hy).

Para cada A > 0 e cada sg > 0, temos que
iz, s) = Aa(z)s? + b(x)s? > b(x)s? > —b(x)s.

Por outro lado, existe z € © fixado tal que b(x) =|| b ||oo, assim tomando B =|| b ||o> 0, temos que

a hipotese (Hyp) é satisfeita.

e Verificando a hipétese (H.).
Tome g(s) = A || a |loo 89+ || b ||oo 8P com X suficientemente pequeno, assim
Afirmacgao: g é nao decrescente.

De fato, seja s; < sa, logo

9(s51) = Al alloc s+ 11 b [loo 7
<Allalloo s34 110 [lo 85 = g(s2)-

Concluindo a afirmagao.
Afirmagao: fy(z,s) < g(s).
De fato,
iz, s) = Aa(z)s? + b(x)s?
SAlalloe s+ 10 [l s = g(s),
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em quase todo ponto de 2 e todo s > 0. Concluindo afirmacao.
Portanto, das afirmagoes anteriores temos que a hipotese (H.) é satisfeita.

e Verificando a hipétese (Hg,).
De fato, para toda A > 0, por (i7) temos que

iz, s) = Aa(z)s? + b(x)s? > Ae1s? + b(x)sP
em quase todo ponto de alguma bola Bj, assim tomando 2; = By temos que
falz,s) > Aers? 4+ b(x)s? > Aes? > Aeys.

Tomando Ae = 01 > A1(€1), a hipotese é verificada.

Assim, do resultado do Teorema (2.1) segue que existe 0 < A < oo tal que o problema (2.33) tem

ao menos uma solucao u com I(u) < 0 para 0 < A < A e ndo tem solugdo para A > A.

Agora para a segunda parte do resultado, precisamos verificar as seguintes hipoteses:

e Verificando a hipétese (Hg).
Da hipotese (ii7) temos que b(z) > 0 em quase todo ponto de alguma bola Bg, com a(z),b(z) # 0
sobre Bs.
Temos que fi(x,s) = da(x)s? + b(x)sP

Afirmacao 2.12. Seja A,B>0e0<q<1<plogo existe c = c(p,q) > 0 tal que
p=1l _1-g
As? 4+ BsP > cAv—a Br=as
para todo s > 0.

De fato, seja s > 1 e pela desigualdade de Young temos que

q

p—1 1— p—1 1—
Ar=a Br=as = (As)»=a(Bs)ra

(e ()
<) )

p—11-—
< max{ }(Asq—i—Bsp)
P—q¢ p—q

1

max § 21 1=¢
p—q’ P—q
p—1 1—q 1

Assim, tomando Q = By (subdominio suave), i = a(z)r=ab(z) 74 e h()\) =

Tomando ¢(p, q) = a afirmacao segue. De modo analogo mostra-se para s = 0 e

0<s<1.

1—g

Temos
P—q’p— q}

max{
pela afirmacao que

fialz, s) = Aa(z)s? + b(z)s? > h(N)m(z)s,

verificando-se a hipotese (Hg). Logo, o resultado do Teorema 2.2 conclui a segunda parte do Teorema
2.7.
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Para finalizar a prova do Teorema 2.7 s6 falta mostrar as hipotese (G) e (AR)g4.

e Verificando a hipétese (G).
Para todo [r,R] C {A > 0}
[fa(@, 8)| = [Aa(x)s? + b(x)s"|
< Aa(x)]s? + [b(x)]s”
<Al alloo s+ 10 oo 87
<Aoo "+ 116 oo "
=Allalleo + 110 ll0)s”
em quase todo ponto de Q para todo s > 0. Assim, tomando d; =0, de = A || a |loo + || 0 ||c €
p = o; verifica-se a hipotese (G).
e Verificando a hipétese (AR),.

Tome@zp—&—l,pzq—i—LdzR(p%— )Ha”ooesozo,temosque

OF\(x,s) — sfa(z,s) = (9/0S Ialz, t)dt — s(Aa(x)s? + b(z)sP)
=40 /S Aa(x)t? + b(z)t? dt — Na(x)s? — b(z)sPT?
0

=(p+1) {ﬁla(x)sq+1 + ;(_f)lsp“] — da(x)s? 4 b(z)sP Tt

- Kzii) - 1} Aa(z)s?th < [[(211) — 1] R a s s7

para todo A € [r, R],s > 0. Assim, a hipotese (AR)4 é satisfeita.

Logo, a dltima parte do Teorema 2.7 segue do resultado do Teorema 2.3. Isto completa a prova do

Teorema 2.7.
O
Teorema 2.8. Seja 0 < g <1< p e suponha a,b € L>®(Q) com
(i) a(x) > 0 em quase todo ponto de €,
(ii) a(x) > e1 >0 em quase todo ponto de alguma bola By .
Suponha ainda que, ou p <2* —1 e
(iv) b(z) > e3 > 0 em quase todo ponto de alguma bola Bs,

oup=2*—1 e a condigio (b) do Teorema 2.5 para b(x).

0 0
Entao o problema tem ao menos duas solugdes u,v para 0 < A < A, com u < v em €, 8—u > a—v sobre
v v
0N e I,\(u) < 0.

Note que (b) é uma condi¢io mais forte que (iv). Note também que b(z) acima é permitido mudar de

sinal em .

Demonstragio. E suficiente verificar as hipoteses dos Teoremas 2.4 e 2.5. A verificacio das hipoteses
(H),(Ho),(He),(Haq,),(G) e (AR)4 é como no Teorema anterior. Apenas falta verificar (Hp)', (M) e
(HQ2)'
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e Verificagao da Hipétese (Hy)'

Para todo A > 0, e para todo sg > 0, seja s1, s2 € [0, so] tal que s1 < sg, tomando B =|| a ||eo + |

b || segue que
(@, 51) + Bs = da(x)s] + b(@)s] + (| @ lloo + [ b [loc) 5
< Aa(@)sh +b(x)sy + (| @ oo + (10 ]loc) s
= fa(z, s2) + Bs.
Verificando-se a hipotese (Hp)'.

e Verificacao da Hipotese (M)
Para todo A < X' e para todo u € C}(Q2) com u > 0 em €2,

Iz, u(x)) = Aa(z)u? + b(z)u? < Na(z)u! + b(x)u? = fr(x,u(x)).

Verificando-se a hipotese (M).
e Verificagao da Hipétese (Hg,) Para todo A > 0,
0
b(x)
p+1

Fy(z,s) = /0S falz,t)dt = / Aa(x)t? 4+ b(x)tP di
A

= ?a(x)sq"'1 + sPtt
q

A 1
a(x)s?t! 4 gg———gPH!
q+1 () 2p~t—1

1 1
P+1> 2
78 > g9 +ls )

>€2

€
Tomando 65 = 2 Qy = By e s3 =1, verifica-se a hipotese Hg,.
p

+1’

Assim, aplicando o Teorema 2.4 segue que o problema (Py) com p < 2* — 1 tem ao menos uma duas

ou Ov
7>7

solucoes u,v para 0 < A < A, com u < v em ),
ov =~ 0Ov

sobre 02 e I (u) < 0.

Agora, no caso p = 2* — 1 com as hipoteses o Teorema 2.5 satisfeitas. Isto completa a prova do

Teorema 2.8.

Agora resolveremos o problema,

—Au = Ae(z)(u+1)P, z€Q,
(Py)« u >0, z€Q,
u =0, x € 08,

onde 1 < p<2*—1,¢(x)>0.
Aqui o funcional associado fica

1 A
L(u) =5 /Q [Vul? dv — p+1/g c(@)(ut + )P da.

Teorema 2.9. Seja p > 1 e suponha ¢ € L () com

c(x) > 0 em quase todo ponto de Q2 e c(x) > e > 0 em quase todo ponto de alguma bola B.

O
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Entao existe 0 < A < oo tal que (Py). tem ao menos uma solu¢io u, com Iy(u) < 0 para 0 < A < A
e ndo tem solu¢io para X > A. Mais ainda, se p < 2* — 1, logo o problema (P)). tem ao menos uma

solugao u, com Iy(u) <0 para A = A.
Demonstragcao. Deve-se verificar as hipoteses dos Teoremas 2.1, 2.2 e 2.3.

e Verificagao da Hipotese (H)

De fato, para cada A > 0, temos que
[z, 8)] = [Ae(z)(s + 1P| < Al ¢ [loc [s0 + 17

em quase todo ponto de Q e para todo s € [0, sg]. Assim, tomando A = X || ¢ || |50 + 17, &
hipotese (H) é verificada.

e Verificagao da Hipotese (Hp)

De fato, para cada A > 0 e cada sg > 0, temos que

Por outro lado, existe x € €2 tal que ¢(z) =| ¢ ||oo . Asim, tomando B = A || ¢ ||, temos que a

hipotese (Hy) é satisfeita.

e Verificagao da Hipdtese (H.,)

Tome ¢(s) = A || ¢ ||eo (s + 1)P para A suficientemente pequeno, logo
fa(@,s) = Ac(z)(s + )P < A e (s + 1) = g(s),

em quase todo ponto de Q e todo s > 0. Verificando-se assim a hipdtese (H.).

e Verificacao da Hipdtese (Hq,)
Para todo A > 0, temos que

falz,s) = Ae(z)(s + )P > Ae(sP + 1) > Aes? > Aes,

em quase todo ponto de By e todo s € [0,s1]. Tomando Q1 = B, 6; = Ae > A1(21) a hipotese
(Hgq,) é verificada.

e Verificacao da Hipdtese (Hg)

Como por hipétese ¢(x) > ¢ > 0 em alguma bola B segue que
iz, s) = Ae(z)(s + 1)P > Ae(z)sP + Ae(x).

Tomando Q = B, h(\) = \ e 7m(z) = ¢ verifica-se a hipotese (Hg).
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e Verificagao da Hipétese (G)
Para todo [r, R] C {A > 0}, temos que

[Fa(z;8)] = [Ae(@)(s + DPI < Al e oo s + 117
<SAlelloo M(s? +1)
=Al¢lloo Ms?P+ X ¢lloc M.
Tomando dy = A || ¢ ||oo M, d2 = A || ¢ ||oc M € 0 = p segue a verificacdo de (G).

e Verificagao da Hipétese (AR),
Para todo [r, R] C {A > 0}, temos que

OF\(z,s) — sfa(z,s) = 9/05 falz,t)dt — s(Ae(z)(s + 1)P)

= 0/0 Ac(z)(t + )P dt — she(z)(s + 1)P

(s+ 1)+t
p+1

— Ae(@)(s +1)7 Kpil - 1) (s+1) + 1]

= O)c(x) —sAe(x)(s+ )P

<R ¢l Kpil_1> (s+1)+1] (s+1)P.

Assim, escolhendo 6 com 2 < 8 < p+ 1, o lado direito da desigualdade acima é < 0 para s

suficientemente grande, logo (AR)4 é satisfeito com d = 0. Isto completa a prova do Teorema 2.9.

O



Apéndice

A

Resultados Importantes

Teorema A.l. (Teorema da Divergéncia)(ver [16]). Seja Q@ C RN um aberto limitado com fronteira

regular, F : Q@ — RN ¢é um campo vetorial em Q, F € C* (ﬁ), v é o vetor normal unitdrio exterior a O0S).

Entao,
/ V.- F(z)dz = F-vdS. (A.1)
Q a0

Teorema A.2. (As Identidades de Green)(ver [16]). Seja Q@ C RN um dominio onde vale o teorema da

divergéncia e sejam u,v € C?(Q). Entdo valem as sequintes identidades:

1. /Aud:cz/ @ds;
Q a0 OV

2. | Vv-Vudx = —/uAvdaH—/ @udS;
Q

Q a0 oV
3. /uAv—vAudx: u@ —v@ds,
Q Fle) 81/ (91/

onde W € a derivada direcional na dire¢cao do vetor unitdrio exterior v.

Defini¢cao A.l. (Espago Paracompacto)(ver [15]) Um espaco topoldgico X diz-se paracompacto se é

Hausdorff e cada cobrimento aberto de X tem um refinamento aberto localmente finito.

Teorema A.3. (Desigualdade do Valor Médio)(ver [1{]). Dado Q@ C RN um aberto, seja f : Q — R™
diferencidvel em cada ponto do segmento de reta aberto (a,a + v) e tal que sua restricio ao segmento

fechado [a,a + v] C Q seja continua. Se |f'(x)| < M para todo x € (a,a + v), entdo
[f(a+v) = fla)] < M|v].

Consideramos agora o problema
Lu=f, x€§,
u=0, x€iQ,
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onde €2 ¢ um aberto e limitado contido em RY e u : 2 — R & desconhecida, u = u(x). Onde f: Q - R &

conhecida, e L denota os operadores elipticos de segunda ordem, que sao da seguinte forma:

N N
Lu:=— Z aij(l‘)ugjiajj + sz(x)uzl + C(m)ua
i,j=1 i=1

onde a",b', ¢ : 2 — R, sdo fungbes continuas. Sobre esse formato, apresentamos o seguinte resultado.

Lema A.1. (Lema de Hopf)(ver [18]). Seja Q € RY | suponha u € C?N(Q)CL(Q) e c =0 em Q. Suponha
ainda que Lu > 0 em Q e que exista um ponto xg € 0N tal que u(xg) > u(x) para todo x € Q. Finalmente,

suponha que existe uma bola B C Q2 com x¢ € IS). Logo,

1.

ov

2. Sec>0 em Q, a mesma conclusao do item anterior é valida sempre que u(xg) > 0.

(x0) <0, onde v € o vetor normal unitdrio exterior a B em x;

Teorema A.4. (Principio do Mdzimo)(ver [18]). Seja w € H solugio de

“Aut+du=h, T€Q,
(A.2)

u=0, z€0df,

onde h € L7(Q), 0 = 2N/(N 4 2), A é um pardmetro real nao-negativo e h > 0 em Q. Entdo u > 0 em

Q. Além disso, se h > 0 em um conjunto de medida positiva, entdo v > 0 em Q.

_ 0
Se u € C1(Q), entdo a derivada normal exterior a—z(:r) < 0, para todo z € Q.

Teorema A.5. (Principio do Mdzimo Forte)(ver [16]). Sejam Q C RN um aberto e u € C*(Q)NC°(Q)
com Au > 0(Au < 0) em Q e suponha que existe um ponto y € Q tal que
u(y) = supu (inf u) .
QO Q
Entao u é constante.
Teorema A.6. (Principio do Mdzimo Fraco)(ver [16]). Sejam Q C RN um aberto e u € C*(Q2)NC°(Q)

com Au > 0(Au < 0) em Q. Entdo

supu =supu | infu =infu | .
o) a0 Q o0

Definigao A.2. Sejam A C Q um conjunto mensurdvel e f : A — R uma funcdo. Se diz que f ¢é

mensurdvel se {x € A| f(x) > a} € mensurdvel para todo o € R.

Definicao A.3. (ver [2]). Seja Q C RN, N > 1. Diz-se que f : QxR — R é uma funcio de Caratheddory

se:
a) f(-,8) € mensurdvel em Q, qualquer que seja s € R fizado;

b) f(z,-) é continua em R em quase todo ponto de §.
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Teorema A.7. (Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue)(ver [4].) Seja (fn) uma sequéncia
de funcgoes integrdaveis, as quais convergem em quase toda parte para uma funcdo mensurdvel f a valores

reais. Se eziste uma fungao integrdvel g tal que |f,| < g para todo n, entao f € integrdvel e

/fd,uzlim/fnd,u.

Teorema A.8. (ver [17]) Sejam f € LP(Q) com 1 < p < +0o e k uma constante real nao-negativa.
Entdo existe uma tinica u € W>P(Q) N W, P(Q) tal que

—Au+ku=f x€q,
(A.3)
u=0, x€dN,
além disso, eziste uma constante C' independente de f e u tal que
[ ullwer @< C| f e - (A.4)

N — _
Em particular, se p > 5 evE C(Q), entio existe uma inica u € C(Q) NW2P(Q) solugio do problema

loc

(A.5)

—Au+ku=f x€Q,
u=p, x€

Definigao A.4. . Uma funcio u: Q — R € dita Holder continua de exponente o, 0 < o < 1, se

Hy u) = supM < oo0.

Tz#Yy |x - y‘(x
Definigio A.5. (Espaco C(f)). Designamos por C(2) o espaco das funcoes continuas u : Q — R,
munido da norma

| w [lo= sup |u(z)].
e

Definigao A.6 (Espaco C™(Q)). Designamos por C™(Q), m € N, o espago de todas as funcies u : Q — R
que juntamente com todas as derivadas de ordem inferior ou igual a m sdo continuas em . Ele é um

espago de Banach se munido com a norma

lullomem= Y I D7ullo,

[o|<m
em que 0 = (01,09,...,0N), como; EN, |o| =01 +02+...+0on €

B dl7lu(x)
0271025 . 02Ty

D%u(x)

Defini¢ao A.7 (Espago C™(2)). Designamos por C"™(2) o espago das fungdes pertencentes a C™(Q)

cujas m-ésimas derivadas sao Hélder continuas de expoente o, 0 < oo < 1, em Q. Ele é wm espago de
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Banach se munido com a norma

H u ||Cm,a(§):H u ||Cm(ﬁ) + Z Ha [DU’U,] .

lo|=m
Denotaremos C%(Q) por C*(Q) e || - lcoa@ por |l - lcagm -
Teorema A.9. (Estimativa de Schauder). Sejam f € C*(Q) e u € C*%(Q) a solugio tinica de (A.6).
Entao existe uma constante C, que independe de f e u, tal que
lul o < Clifllgey ¥ ueC*(Q)
Teorema A.10. (ver [24]) Seja Q um dominio de classe C1* em RY. Entio se h € LP(Q), com 1 <
p < 00, 0 problema de Dirichlet —Au=h em Q, u € Wol’p(Q) tem uma tinica solug¢do u € W2P(Q).

Teorema A.11. (Teorema de Schauder)(ver [8]). Suponha que Q € limitado e de classe C* com
0 < a < 1. Entdo para cada f € C*%(Q) existe uma tnica solugio u € C**(Q) do problema

{—Au+u:f, x €,
(A.6)

u=0, x€dN.

Proposicao A.1. Seja Q@ C RN um aberto limitado, denote H = H(Q) = H}(Q) e seja p € [1,+00) tal
quep < 2* se N > 3. Se (u,) C H é uma sequéncia limitada, entdo eviste uma subsequéncia (un;) C (un)
tal que

Uy, — u fracamente em H;

Upn; — u fortemente em LF(Q);

Up, — u em quase todo ponto de €.

Considerando agora o funcional da forma

q)(u):%/Q|Vu|2dx—/QF(a:,u) d,

definido sobre H, em que Q C RY ¢ um dominio suave e limitado, e

Pa,u) = /Ou F(z,5)ds.

Supondo f mensuravel em x, continua em u e verificando

N +2
fu)| < U+ u) com p< T

Teorema A.12. (Ver [7]). Suponha ug € H é um minimo local de ® na topologia de C', isto é existe
algum r > 0 tal que
®(ug) < D(ug +v), Yo € CH(Q) com || v <.

Entao ug € wm minimo local de ® na topologia de H, isto € ewiste g > 0 tal que

®(up) < ®(ug +v), Yo € H3(Q) com || v ||z < eo.
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Teorema A.13 (Desigualdade de Hardy). Dadop > 1 e f € L?(0,00), f > 0 entdo

/Ooo <3€ /OI £() dt),, dr < (pfl)p Ooo F(2)P da.

A.1 Regularidade

Vamos agora estabelecer a regularidade C*“ das solugdes fracas de (Py) pertencentes a H* ().
Lema A.2. Seja v € H'(2) uma solucio do problema (Py), entio v € C*%(Q) para algum o € (0,1).

Demonstragio. Seja v € H*(Q2) uma solugao de (Py) fixado. E denotemos

@) = falzv(@) = AT (@)7 + (07)P.

Pela imersdo continua H'(Q2) < L"(Q) para r = 2*, como v € H'(Q), entdao v € L"(Q). Dai

/kv*ﬂ%:i/ (v*ﬂ%dx+:/ (U+V%drg|ﬂy%/}v+ydx<:ux
Q {(v+)<1} {(vt)>1} Q

p/T
( / mx)r/pdx) < 0,
Q

ou seja, fi(z) € L?(Q), para 9 = I Como 1 < p < 2* — 1, obtemos
p

Logo,

g="s
p  2¥x—1
Assim, existe € > 0 tal que
2*
9= 1 .
519

Podemos escrever o problema como uma equagao eliptica linear nao homogénea.

{ —Av = fa(z), ze€Q, (A7)

v =0, x € 0N.

De acordo como o Teorema de Regularidade para equagdes elipticas lineares ndo homogeéneas (ver
Apéndice A Teorema A.10), como fy € L?(Q2), temos que v € W27(Q).

Se 29 > N, pelas imersdes de Sobolev temos que W27 (Q) < C%?(Q). Sendo v € C*?(Q), assim
fa(z,v) € C%Y(Q). Logo pelo Teorema (ver Teorema A.11) temos que v € C%?(Q).

N
Se 29 = N, entdo temos que WOQ’ﬂ(Q) — L7(Q), para todo v > 9. Logo, tomando T > temos
p
que v € LY(Q). Claramente, vemos que fy € L$(Q), para ¢ = 7 entdio pelo Teorema A.10, temos
p

v € W24(Q). Pelas imersdes de Sobolev, v € C%¢(€Q), assim fy € C%?(€2). Dai pelo teorema de Schauder
(ver Teorrema A.11) segue que v € C%¢(Q).

No caso em que 29 < N, pelo Teorema de Imersdes de Sobolev, temos

W22(Q) < L™ (),
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Nv 2,9 s
com r| = . Como v € W=7(Q), entdo v € L™ (Q) e tem-se
N — 29
/(v*)q%1 = / (er)qr?1 dz —|—/ (11*)‘1%1 dx < |9 + / (vHMdr <
Q {(wh)<1} {(v+)=1} Q
e resulta que
p/T1
(/ | fa ()| /P dm) < o0.
Q
Logo fi(z) € L1 (%), com ¥ = %. Entdo, v € W21 (Q).
Para mostrar que a regularidade de v foi melhorada, é necessario mostrar que
U1 1
— =—>1.
7 r
Temos que
N(23—1(1+5)> 2*N(1+e¢)
T = = " - .
N-2(25)(1+e NE-D-2290+e)
Dai
o 2*N(1+e¢) 1 N(1+¢)
CON(2*—1)—2(29)(1+¢e)'2* N2 —1)-2(2%(1+¢e)
Assim, basta verificarmos que
N2 =1)-2(1+¢)2">0 (A.8)
e
N(l+e)>N(2"—1)—-2(2") (1 +¢). (A.9)
A partir de (A.8), temos
N2 —1)>2(1+¢)2"
o que implica que
N(2*-1) 1>
2(2") c
e por (A.9), temos
N@2"—1)<N(1+¢e)+2(1+¢)2"
= (N +2(2%))(1+¢e),
dai N - 1)
S i< Al
N+2@) °F (A.10)
Assim,
N(2*-1) N(2*-1)
— -1 —= — 1. A1l
Ni22) ST T (A1)

Podemos encontrar um ¢ > 0 satisfazendo (A.11), consequentemente, temos

1

1.
19>

Pelo Teorema de Regularidade (ver Teorema A.10), assim como para 9; > ¥ temos v € W?271(Q),
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também para qualquer ¥, suficientemente grande, v € W2Y*(Q). Quando 29, > N, pelo Teorema de
Imersio de Sobolev podemos ter que v € C%?(Q), f\ € C*?(Q), entdo v € C>?(Q) pelo Teorema de

Schauder, ver Teorema A.11.
O

A.2 ], satisfaz a condicao (PS)

Consideramos o problema

—Au=xu!+uP, zeq,
(Py)
u =0, x € 09,

onde © é um aberto limitado, contido em RY, com 0 < ¢ < 1 < p < 2* — 1 e X\ um parametro real. O

funcional associado ao problema (Py) é

1 A 1
I(u)==u ||2 77/ witldy — 7/ uPtldz.
2 g+1Jg p+1Jq

Lema A.3. I, satisfaz a condi¢io (PS),.

Demonstra¢io. Mostraremos que toda sequéncia (PS) possui subsequéncia convergente.
Seja (v,) C H(Q) uma sequéncia (PS5), isto &,
I(vy) = ¢, e Ii(vy) — 0 em HHQ). (A.12)

Por (A.12) podemos assumir que (vy,) satisfaz

1 ) A 1
h W2de — 2 [ (wH)rttg ——/ VP dr = ¢+ 0, (1). Al
2/9\Vv| ro 2 [t - — [ @ e = eto,() (A.13)

Agora, pela defini¢ao de I} temos

/ |V, |? da:z]ﬁ\(vn)vn+)\/(vrf)q+1 dz+/(v:{)p+1d:c. (A.14)
Q Q Q

Sustituindo (A.14) em (A.13) obtemos

1 1
c+on(l) = 5If\(vn)vn + %/Q(U:{)qJrl dx + B /Q(U:[)pJrl dx

A 1
- A et - / (v )P+ d,
q+1Ja p+1Ja

assim

11 +ya+1 1 1 / Fyp 1,
- - — - —c— =T 1
A(2 Q—1>/Q(U") e ) ) = e gl on)

L_D o)L o g )Pl mzc—}’v ; .
)/Q(”) a +2(p+1)/9(n) d 512 (Un)vn + 0n(1)-
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. p—1 Al —4q) :
Sejac; = —— eco = ——<. Como 0 < ¢ < 1 < p, vemos claramente que c;,cy > 0. Assim,
Ja C1 200+ 1) 2 200 + 1) q p q 1,C2
o [y de e [0 e+ O ) -l vl
Q Q
isto é,
1 1
lo 1552 C oy llgiy +C +C | L) -2l va | (A.15)

Combinando (A.13) e (A.15), temos

1 2 _ A FRPAS S +pt
~ o 2= —= — C + 0a(1
3 Il on P = 25 It Nt 4+ e I +C 4 o)
A 1
+ g+l + 1g+1 / A.16
< S It et 4o + (el IR 40+ C B ) sl e ) 40 (A1)
1
= Ol 453 +0+ C | Bwa) -l va | -

Pela imersdao compacta de H < L971(Q), temos que
v IP< C Lo |97 +C +C [ vn || -

Deduzimos entdo que existe uma constante C tal que || v, ||< C. Consequentemente, (v,,) é limitada

em H e entdo existe uma subsequéncia (v,,) C (v,) fracamente convergente em H. Além disso, temos

uma outra desigualdade,|| v, ||Zﬁ§ C, que é dada pela imersio H(Q) — LPT1(Q).

Assim, podemos deduzir o seguinte

v, — v fortemente em LPT1(Q) para 2 <p+1<2%
v, — v fortemente em Lq+1(Q) para 1 <g+1<p+1;

vp, — v em quase todo ponto de ().

Considere P;, Py : H — R dados por

Pile) = [ @)+ [ (i Poda

Rule) = [ @")ipdo+ [ s,
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Assim,

Q
([ (wnr =) )™ ([lorrias) ™ (A1)
<ellol ([ () -0) " ar)”
rellol ([ (6hr-err) " )’

Como v,. — v em quase todo ponto de  vemos que v,;" — v em quase todo ponto de 2 e como
J J

Un; — v em LIT1(Q), entdo existe [ € LI tal que
v <oy, ()] <l(z)  em quase todo ponto de €.

Assim,
q+1

((vj[j)q_ ) ( vh )+ (v ) "< c((vﬁ{j)qﬂ+(v+)q+1> (A.18)
< c (U™ + (7)) € LY(Q).

Pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue, temos

g+l
/ ((v,‘f.)q - (v+)q) Y dr —0.
Q J
Por outro lado, como v,, — v em LPT(Q), entdo existe I; € LPT1(Q) tal que
|vn, (z)| < li(z) em quase todo ponto de Q.

Dai,

p+1

((vn, )P = (vF)P) ((on,)7 + (*)7) (A.19)

<C
< C(IPH () + |v[PTY) e LY(Q).

Logo, novamente pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue, temos

/Q () — @) T de 0,

Portanto, P; — Py em H~1({2), ou ainda
PYCas ) + (v P = A N+ (wh)? em H Q).
Pelo Teorema de Representacgao de Riesz, para cada f(w) = A(w™)?+ (w™)? em H~'(Q2), o problema

. —Au= fr(w), z€Q,
(P) {
u =0, x € 01,



A.3 A constante de Sobolev 73

tem uma tnica solugao u € H(Q).
Considere ® : H~! — H' esejau = ®(f\(w)). Notamos que ® é uma isometria, pois ¢ um isomorfismo

que preserva o produto interno.

Como u é a tnica solugdo do problema (P), entdo satisfaz

/ﬁwwm:/wmwﬁﬂmw:@mwmm
Q Q
para todo ¢ € H({2). Assim,

U&(u07w>::<w7¢>47/;fk(u0¢dx

= (w, p) = (@(fr(w), ¥)
= (w — O(fa(w), ).

(A.20)

Logo,
Iy(w) = w = ®(fa(w)).

Sendo ® continua, temos que
®(fa(vn,)) = ©(fr(v) em H.
Por (A.12) temos que
I4(vn,) = vy = O(fa(vn,) = 0 em H™'(Q),

consequentemente,

Un, = ©(fa(v)) em H.

Pela unicidade do limite fraco, temos que v = ®(f)(v)), mas u = ®(f\(v)). Assim v = u. E portanto,
I, satisfaz a condi¢do (PS). O

A.3 A constante de Sobolev

Para darmos prosseguimento ao nosso estudo, introduziremos os seguintes espagos
DL2(Q) = {u €L (Q) : Vue L2(Q)} :

onde Dé’z (2) é o fecho, na métrica da convergéncia uniforme, do conjunto das fung¢oes de suporte compacto
contido em €2. No decorrer de nosso trabalho serd de muita importancia a utilizagao da constante de
Sobolev
S= inf | Vul?*. (A.21)
ueDH2(RY)
llull?” =1

O Teorema A.14 que apresentaremos a seguir, nos garante que a constante S é atingida. Logo existe
u € DV2(RY) tal que

Q= ].

/|Vu|2dx:S e |u
RN
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Pode-se mostrar, que as fungoes que realizam esse minimo estao relacionadas com a fungao

Cn

v(z) = )97 (A.22)
em que Cy = [N(N — 2)|N =2/
A funcdo acima é tal que
/ |Vo|? de = SN/? = / [v|? d.
RN RN
Desse modo, se u = H% entdo || u ||2x=1e
v )
/ |Vu|? dz = S.
RN
Lema A.4. (Concentracio de Compacidade) Seja (u,,) C DV2(RY) uma sequéncia tal que
u, = u em DV(RN),
V(uy —u)? = em M(RYN),
IV (un )|* 1 (R™) (4.23)
[y —ul> —=v  em M(RY),
up — u  em quase todo ponto de RY.
Defina
loo = lim  lim |Vu,|?dz, Ve = lim lim un|? da. (A.24)
R— o0 n—o0 lz|>R R— o0 n—o0 lz|>R
Entao i
v 2 <57 ul,
V2% < S i,
. A25
T [V 3 = [Vl | o e (4.25)
T [ 3 = [uldi+ v ]+

Além disso, seu =10 e || v ||*/* =S~ || u ||, entido cada wma das medidas i e v se concentram em

um inico ponto.

Teorema A.14. Seja (u,) C DV2(R") uma sequéncia tal que

| tn [l2=1 e lim || Vu, |3=S.
n—oQ
Entao existe (yn, \n) C RY x (0,00) tal que a sequéncia

vp(2) = )\;N_Q)/gun()\na: + Yn),

possui subsequéncia convergente. Observe que seu € DH2(RY), (y,\) € RV x(0,00) e v(z) = \N=2/2y(\a+

y) entdo
or e[| Vulla=[Vol.

[0 ll2-=
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Demonstragao. Definamos

Py = sup [l
yERN J By (y)

lim P,(A\) =0, lim P,(\) =1,
A—00

A—0t

Como

1
existe A, > 0 tal que P,(\,) = 5 Além disso existe y,, € RY tal que

* 1
/ = Po(An) = —.
Bkn(yn) 2

Isto ocorre porque existe uma sequéncia (yg,,) C RY tal que

lim (yk,n)‘un‘z* = Pn()‘N)
k=0 By, (vkn)

Tal sequéncia nao pode ser ilimitada pois

lim lu,|* = 0.
lyl=e0 J By, (v)

Logo, existe um valor y,, tal que, a menos de subsequéncia, y,, — ¥, quando k — oo. Usando o

Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue obtemos

» 1
By, (yn)
Defina v, (z) = u¥»*(z), temos ||v,|l2x = ||un|l2x = 1, nli)ngo [Vonlls = [|[Vunllz = S e apés de uma
mudanca de variavel temos
1 . .
3 :/ o |? = Sup/ lon |2 (A.26)
B1(0) yERN J By (y)

Sendo (v,,) limitada em DL2(RY), existe v € DM2(RY) tal que a menos de subsequéncias

v, = v em DLZ(RY),

V(oa—0)? = em MEY),

. (A.27)
[, —v* = v em M(RY),
vp, — v em quase todo ponto de RY.

Mostraremos agora que v atinge o valor S. Do Lema (A.4) temos que

S = T || Vou |3 = [Vull3+ || | +4oc.
- - o (A.28)

= T a3 =l [ v ]| e,

Il 1P < 57 pll, v <57 . (A-29)

Afirmamos que cada valor || v ||3., ] ¥ || e vx € igual a 0 ou 1. De fato, se algum destes valores
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estivesse no intervalo (0, 1), poderiamos usar a desigualdade
(a+b) <a' +b"a,b>0, 0<t<l,

concluindo que

L= (v lor + v [+ <l ol + v P27 037

Da desigualdade acima, defini¢ao de S e as equagbes (A.28) e (A.29) implicam que

S<S(vllz + v P 22 <I Vol + 1 | +pse = S.

O que é absurdo. Logo || v ||, || v ||, e € {0,1). A equagdo (A.26) implica que

—_ 1
lim v, |2 = <.
n—=o0 Jizs1 2
Como
[ [P se B>
|z|>R |z|>1
entdo, Voo < 1, 10go voo = 0. Se || v ||=1 entdo || v [|3:= 0 e assim v = 0, logo

lv 2% 257 [ n]

De (A.29) concluimos que
I 1272 = Sllul-

Como v = 0, segue que a medida v est concentrada em um tnico ponto z € RY. De (A.26) obtemos

1 . .
— = sup / o> > / |v,)?" = lim dv =||v|=1.
2 yerv JBi(y) Bi(2) n=o0 /B (2)

E isto é uma contradigio. Assim, || v |3.= 1 e portanto || v ||= 0, ve = 0. De (A.28) concluimos que

que

I Vo l3= 8= lim | Vo, |3
n—oo

Lema A.5. As sequintes desigualdades sao verdadeiras:

1. Existe uma constante C(p) > 0 tal que

p+1 _ .p+1 p+1
(T+S)+1 r _szs 1+CTP—152, r,s>0,p>1.
p

2. Parar,s>0,0<q<1, afirmamos que existe uma constante C(q) > 0 tal que

(r + s)at1 — patl
qg+1

—rls < C(q)s?t.
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Demonstracao. 1. Mostraremos que, para todo p > 1 existe uma constante C' = C(p) > 0 tal que
(r+ 82;:11_ il —rP > ;1:-11 +COrP7 s, r s> 0.
(a+b)P >aP + b + CaP~'b, Va,b>0. (A.30)
De fato, se considerarmos ¢t = g ¢é suficiente mostrarmos que
I+t >14+P+Ct, YVO<t<]. (A.31)

A desigualdade (A.31) segue do fato que

1+¢)P—-1-—tP
th

=p>0,
t—0+ t P

onde para determinarmos esse limite foi usado L’Hospital, agora da defini¢do de limite temos que,

para todo € > 0, existe um ¢ > 0, tal que |t — 0] < §, implica que

(L4t —1—17

- <eg,
m p

logo
I+t >1+tP 4+ (p—e)t.

Assim, considerando a fun¢do g(t) = (r +¢)? — P, t,r > 0. Temos que

g(t) = +(r+t)P =P, (r,t>0)
> (r+t)P —r?
> 7P 4t + CarP~ 't —rP
=P+ CtrP™!

/Osg,\(t) it = /OS(TH)P e
_ <<"+t>”“ _rpt)z

p+1
B (T+5>P+1 » rpt+1
N p+1 p+1

_ (r+ s)prl— ot P
p
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Por outro lado,

/Osgx(t)dt - /Os(r+t)p e

S
2/ P — COrP~ Yt dt
0

tp+1 1
—1t2
p +1-— Crp 15 0

_ sPtl _ rpfli
p+1 2’
Obtendo assim
p+1 _ p+1 p+1
(7""‘3)_'_1 r _Tp28+1+0r1’_1527 r,s>0,p> 1.
D p

2. Mostraremos que para r,s > 0, 0 < ¢ < 1, que existe uma constante C = C(gq) > 0 tal que

(r+s)att — patl

1 —rls < C(q)s?t.
q

Poderiamos usar a desigualdade (r +¢)? < r94t9, r,t > 0, 0 < g < 1. Assim teriamos que

/(r—l—t)thS/ r? +t1dt
0 0

(r+ 8)q+1 — patl e

ris+ A.32
qg+1 - qg+1 ( )
(r+ 5)q+1 — patl g < gat1
g+1 g+1
Considerando C' = C(q) = Pt temos que, existe C' = C(q) tal que
q
q+1 _ pq+1
(’I" + 5) — T _ i < C(q)5q+1-
q
O
SN/2
Lema A.6. ¢\ < N

Demonstragdo. Seguindo a linha de demonstragdo de [13]. Defina

. CneN-2)/2
ve(z) := (2 + mz)(N—z)/Q

onde Cy = (N(N —2))(N=2/4 assim v, satisfaz

—Av. =021z e RV,

Agora, escolha uma funcao n € C§°(B,(0)) tal que 0 < n(x) < 1en(xr) =1 paratodox € B,/5(0), p >
0. E defina
U/E(:L‘) = n(x)vs(w);
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para ¢g suficientemente pequeno, existe R > 0 tal que Jy(Rue) < 0, para todo ¢ € (0,&g).
Isto é, se escrevemos 7y(t) = tRue, t € [0,1], logo v € I'. Assim
< tue).
e < o alfue)
Asgsim precisamos mostrar que
SN/2
Ja(tue) < . A.33
[nax Atue) < — (A.33)
Primeiramente, note que
| ue [ = SN2+ 0N ?)
. (A.34)
| ue |13 = SN2+ O(eV)
e para algumas constantes K, Ko e K3 temos
K2+ 0(eN7?), N > 5,
| ue 3= { Kae?|lne?| +O(e?), N =4, (A.35)
Kse + O(?), N =
Mais ainda
(N-2)
C (q+1) C (q+1)
/ ] de < / (One) = 477 N(‘fv)ﬁf(qﬂ) dx +/ (Cne) 2 7 |N|f1)vz><q+1> dx
Q B. € BP\B; z (A.36)
< Ce S B + Ce (q+1)/ p@=N+1 gy
€
e assim,
e ) 0# F
/ el do < (N=2)(1—q)+4 (N=2) (N=2) 2_ (A-37)
@ Ce T 4 Ce 7 Wt 4 Cem e @t q=——72
N —2
Entao,
2
on (%), N > 6,
/ | de < 4 0D (A.38)
Q on(E(N_Q)/Q), 3< N <5,
Agora, note que
/ u? dr < / lz[Yu? do = / lex| v? (ex) dz + O(e™)
B,(0) By (0) B,/-(0)
(A.39)

:67/ M
B,.0) (1+ |z[)N

=0(e") + O(eN).
Agora dividimos a prova em dois casos.

1. Caso N > 6.

dx + O(eN)
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Note que temos (Ver Lema anterior)
¢ q+1 _ ,q9+1
a | e +“;)+1 “o (tue) | > —C(tu. )+ (A.40)
e
tue + ub)Pt —u tue )P _1 (tug)?
[( p+)1 0 —ug(tug)] > [( pil + ug i 28) }, (A.41)
mas lembre-se que p = 2* — 1. Entao
Lo 2
Ja(tue) = ft lue || — | G(tue)dz
Q
t2 (tue + ug)att — ud™!
Gl P [ A Ct i m g ae (aay
t p+1 _ , ptl
—&-/Q (ue—i—u;)Jrl o — uf (tue)| du.
e (A.41) e (A.40) temos
t? (tug)Ptt ub~!
Ia(tue) < = 2th“d—/fial -4
) < 5 e 1240 [ (g ao— [ B o
t? ! t?
=— H ue |2 +th+1/ug+1 dx — 7/ ub ™t dm—C—/ u? da (A.43)
Q p+1Jg 2 Jo
t2 ¥
=5 (|| ue || —C || ue ||§) > /u dm+CtQ+1/ wlt dz.
Q
Assim,
N/2
1 £ 2 -C € 2
Ta(tue) < I v | HQZ I +th+1/ug+1 da. (A.44)
() Q
Q g
Usando (A.34), (A.35), (A.38) e (A.39) temos
N/2
1 SN2 _ Ce? + O(eN2)
Jx(tus) < — T + on(e?)
(S’N/2 +0(e) + 0(5 )
B 1 SN2 Ce? 4 o(e2)]V?
- (SN/2 1 o(2)) 2/2* +on(e (A.45)
SN/Q
=5 [1—Ce*+0(e”)] + on(e?)
SN/Q
SN

para ¢ suficientemente pequeno (com N > 6, e v > 2).

2. Caso 3< N <5
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Usando (A.38) e a segunda desigualdade do Lema A.5, temos

2 2%

t t
Ialtue) < ol ue | =5

N-—2

2)_

* tP
/ ug dz — Co— || ue || +on(e
Q b
Note que || u. ||b= C1eWN=2/2 + O(eWN+2)/2) Oy > 0, segue que

t2 2" D
In(tus) < ESN/2 - %SN/Q - C%EW*Z)/? +0(eN=D/2) L 0(eWHD/2) L O(eN) + O(e7)
2 2%
_ %SN/Q B 7;7*51\1/2 B C%E(N—Z)/Z + on(eN-2/2)
(A.46)

, chamando ¢, o maximo do lado direito para ¢ € [0, 1], logo

usando (A.34), (A.39) e que v >

t. satisfaz
SN/2 _ tg’quN/z + t§*73C€(N72)/2 + On(g(N72)/2)

assim
te=1—CeN=2/22=3 5 (e(N=2)/2),

Entao

t2 tZ ‘3 (N— _
tgag)é] JA(tu&-) < ;SN/Q—?SN/Q—C%? 3€(N 2)/2+0n(5(N 2)/2)

_Lonp L gnp O 3 (N=2/2 o ((N=2)/2)
2 2%

. (A.47)
_ NSN/z _ Ctg*’35(N’2)/2 + on(s(N’Q)m)
L ony2
< NS ,
1
para ¢ suficientemente pequeno. Assim, ¢y < NSN /2 completando a prova do Lema.
O
SN/Z
Lema A.7. ey < — N2 -
10l N

Demonstra¢do. A demonstragdo é andloga & demonstragdo do Lema A.6.

Defina
CyeN-2)/2

(e2 + |z2)(N-2)/2

onde Cy = (N(N — 2))V=2/4 agsim v, satisfaz

ve(x) i=

2" —1 N
—Ave =v; 7, xRV,

Agora, escolha uma funcao 1 € C§°(B,(0)) tal que 0 < n(x) < 1en(x) = 1 paratodox € B,/5(0), p >
0. E defina

ue () = n(z)ve(x),

para gg suficientemente pequeno, existe R > 0 tal que Jy(Ru.) < 0, para todo ¢ € (0,2¢).



A.3 A constante de Sobolev 82

Isto &, se escrevemos 7(t) = tRue, t € [0,1], logo v € T'. Assim

ex < max Jy(tue).
te[0,1]

Assim precisamos mostrar que
SN/2

max Jy(tue) < ———.
tel0,1] )\( E) ||b||;:2_2) N

Primeiramente, note que
lue |> = S72 4+ O(V?)

) (A.48)
| ue |3 = SN2+ O(N)
e para algumas constantes K1, Ko e K3 temos
K2+ 0N, N > 5,
| ue 3= { Kae?|Ine?| + O(?), N =4, (A.49)
Kse + O(e%), N =3.
Mais ainda
(N—-2) (N—=2)
(g+1) (g+1)
/ uel ™ da < / (Clij:v)ﬂ;(qﬂ) da +/ (CN(EI)\f—;)(q+1) de
a B. € BB | (A.50)
< C€<N72>(217Q)+4 +C€(N2—2) (q+1)/ PN+ g
€
e assim,
Ce TR 4 gt et q 7 N2 9’
/ |u6|q+1 do < (N=2)(1—g)+4 (N-2) (N-2) 2_ (A.51)
@ Ce 2 +Ce = @Y L0z @H|ng, ¢g= ——.
N -2
Entao,
2
onpl€7), N 2 63
/ lue |9 da < () (A.52)
Q on (e N/2), 3<N<5.
Agora, note que
[ v bl [ ade [ (b b da,
B,(0) B, (0) B,(0)
Assim, utilizando a hipotese (b) e fazendo uma mudanga de variaveis, temos
/ (10 [loo —b(a))u? da < / ol uZ” do = / lez702 (e2) dx + O(e™)
B,(0) By (o) B,/ (0)
vO2!r
B,,.0) (1 +|z])

=0(") + 0(eN).
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Entao
/B (0) ba)ul = b lloo uZ dz =] b|loc]| us |3 +O(7) + O(N).
P
Agora dividimos a prova em dois casos.
1. Caso N > 6.
Note que temos (Ver Lema anterior)
t q+1 _ ,9+1
ofa) | LEII 2 )| 2 Oy (A.54)
e
(tue + ub)P+L — g (tue )Pt _q (tug)?
b(x) [ : po-i- 1 — ub(tu)| > b(x) pET + uf 28 , (A.55)
mas lembre-se que p = 2* — 1. Entao
Lo 2
Ix(tue) = §t lue ||° = | G(tue)dx
Q
t2 (tue + ug) 7Tt — ud™!
=5 e P = [ oo [T g a5
(tue + ug)Ptt —uf ™!
—i—/gb(x) - o O — ub(tu.)| da.
De (A.55) e (A.54) temos
12 (tue )P+t ub ™t
Ia(tue) < = 240 [ (tue)®™dz— | b = d 0
) < 5 e 1240 [ (™ do = [ o) S e+ 2
t? Pt t?
=D 2 ot / Wt g — / byt — oL / W2 do (A.57)
2 Q p+1Jg 2 Jo
£ 2 oyt 2* +1 +1
=5 (Ilue II” =C [l ue I3) — 2—*/91)(1‘)14S + Ct4 /ng dz.
Assim,
N/2
1 2 -C 2
I (tue) < e | | ue Il + th+1/ ultt da. (A.58)
Q

N < /Q b(m)ug*)w* dx
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Usando (A.48), (A4.49), (A.52) e (A.53) temos

SN2 _ Ce? + O(eN—2)
bl SV 4 0() + 0(N)
N/2

+ on(52)

+ On(52)

2/2%

1
JA(tUE) < N [(|

- i SN/2 — Ce? + o(e?)
~ N L6 oo SN2+ 0(e2))2/%

= Lﬂ [1 — Ce® + 0(%)] + on(e?)

1=
SN/2

—~7
10l NV

(A.59)

<

para ¢ suficientemente pequeno (com N > 6, e v > 2).

2. Caso 3< N <5
(A.38) e a segunda desigualdade do Lema A.5, temos

t2 ) t2* . tP . N2
I (tue) < 5 | ue |7 — b Ju: dr — COE | ue |5 +on(e™2 ), Co > 0.

Note que || u. [|b= C1eWN=2/2 L O(eWN+2)/2) Cy > 0, segue que

2"

2 P
In(tu.) < %SN/Q bl 2 - C%a(N_Q)/Z +o(eN-2/2) £ 0(eNF2/2) 4 0(eN) 1 O(e)

£ 2 P
= ) 10 [l SN2 QjSN/z —C—eWN=2)/2 On(g(N*Q)/2)
p

N -2 (A.60)
usando (A.48), (A.53) e que v > 2_ chamando t. o maximo do lado direito para ¢ € [0,1], logo
t. satisfaz

SN2 = 4272 b ||oo SN2 442 3CWN=2/2 o, (e(N-2)/2)
assim
ts = # CE(N 2)/2 2 -3 Yo (5<N72)/2).
=n
Entao
2 .
telo K] Ia(tue) < 6SN/2 o [ b loe SN2 — CtF 3eWN=2/2 Lo (e(N=2)/2)
N/2 N/2
]. S / i S / _Ct2*73€(N72)/2_’_On(é_(N,Q)/Q)
b 2 b =2 €
21 T b
L ghe . (A.61)
-2 —Ct2 —3o(N— 2)/2+0 (e (N—2)/2)
RIS
- 1 SN/2
N EZ
[ b |oc

1
para ¢ suficientemente pequeno. Assim, ¢y < NSN /2 completando a prova do Lema.
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Considerando o seguinte problema

—Au = f(x,u), x € Q,
(P) UZOaU#(), ’IEQ,
u =0, x € 0N.

Onde, Q é um dominio limitado de RY e f: Q x R — R é uma func¢io de Carathéodory.

Defini¢ao A.8 (Sublinearidade). Dizemos que o Problema (P) é sublinear no 0 se existe o > A1(Q2) e
so > 0 tal que
f(z,8) > as, para quase todo ponto em Q e todo 0 < s < sy.

Onde A\ () denota o primeiro autovalor de —A sobre H.

Definicao A.9 (Superlinearidade). Dizemos que o Problema (P) é superlinear no co se existe 5 > A1 (€2)
e s1 > 0 tal que
f(x,8) > Bs, para quase todo ponto em Q e todo s > sq.

Proposigao A.2. Sejam Q um dominio limitado e f : @ xR — R wma fung¢ao de Carathéodory. Suponha
que existam 1 < o <2*—1,d; € L"/(Q) e do > 0 tais que

|f(x,s)] < di(x) + dQ‘s‘a—l

em quase todo ponto de Q e para todo s € R. Ent ao o funcional J definido como J(u) = [, F(z,u)dx
com F(x,u) = / Iz, t)dt € de classe C' de H em R, com
0

J’(u)vz/gf(ac,u)vdm

para todo v € H. Além disso,
J:H—H*

é compacto.

A.4 Funcionais com simetria e teoria de indice

As aplicacOes mais notaveis dos métodos de minimax sao resultados que garantem a existéncia de
multiples pontos criticos de funcionais os quais sdo invariante sob a ac¢do de um grupo de simetrias.
Nesta secao apresentaremos algumas ferramentas para tratar o estudo da multiplicidade de solugoes.
Para isso, seja E um espago de Banach real, G um grupo de aplicagdes de E sobre E, e I € C'(E,R).
Dizemos que I é invariante por G se I(gu) = I(u) para tudo g € G e u € E. Como exemplo, suponha que

I é par, isto &, I(u) = I(—u) para tudo u € E. Logo I é invariante por G = {id, —id} ~ Zs.

Definicao A.4.1. (Ver [21]) Seja E um espago de Banach real e seja £ que denota a familia de conjuntos
A C E\{0} tal que A é fechado em E e é simétrica com respeito a 0, isto é, v € A implica que —x € A.

Para A € &, definimos o género de A, como sendo n (denotado por v(A) = n) se existe uma aplicagdo
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par p € C(A,R™\ {0}) e n € o inteiro mais pequeno que satisfaz esta propriedade. Se ndo existir tal n

finito, dizemos que y(A) = co. Além disso, definimos que () = 0.
Observagao A.1. Se A€ & e~ (A) > 1, logo A contém infinitos pontos distintos.

As principais propriedades do género sdo coletados na seguinte proposicdo. Para A € £ e d > 0, seja
Ns(A) que denota uma d—vizinhanga uniforme de A, isto é, Ns(A) ={x € E| |z — A||< d}.

Proposicao A.3. (Ver [21]) Seja A, B € E. Logo,
1. Sex#0, v({z}U{-=a}) =1;
2. Se ewxiste uma aplicagao par f € C(A, B) logo v(A) < v(B);
3. Se AC B, v(A) < ~y(B);
4. Se A é compacto, y(A) < 0o e existe um 6 > 0 ¢é tal que N5(A) € € e y(Ns(A)) = v(A).
No seguinte resultado, calculamos o género de uma importante classe de conjuntos.

Proposicao A.4. (Ver [21]) Se A C £, Q é uma vizinhanca simétrica e limitada de 0 em R¥, e existe
uma aplicagdo h € C(A,0Q) com h um homeomorfismo impar, logo v(A) = k.

Corolario A.1. y(S™ 1) =m.

Teorema A.15. (Ver[21]) Se I € C*(E,R) funcional par , logo I

criticos distintos.

gm—1 tem ao menos m pares de pontos



Apéndice

B

Teorema do Passo da Montanha

B.1 Lema de Deformacao Quantitativo

O lema da deformagao é um resultado que garante a existéncia de uma aplicagdo n € C ([0,1] x X, X)
tal que, dado £ > 0 pequeno, podemos deformar o conjunto I°*¢ no conjunto I°7¢, onde aqui ¢ é um
valor regular de I, isto é, nao existe pontos criticos do funcional I no nivel c¢. No sentido topolégico, os
conjuntos I¢t¢ e I°~€ sao iguais. O lema de deformacdo que aqui apresentaremos ¢ devido a Willem
[25]. Para um melhor entendimento, fixaremos uma notagao, isto é, iremos denotar por X um espago de
Banach com norma || - ||, denotaremos também por | - || x+ a norma no dual de X e por |- |, a norma em
LP(2) e para todo nimero real d e I : X — R, definimos I¢ = {u € X : I(u) < d}. Para o estudo do
Lema de Deformacao Quantitativo vamos a precisar do seguinte resultado.

B.1.1 Campo Pseudo-Gradiente

Seja X um espago de Banach e I € C'(X,R). Dizemos que v € X é um vetor pseudo-gradiente para
Temue X ={we X : I'(w) #0} se

lvll<2) () llx e I'(wo 2] I'(uw) % -
Um campo pseudo-gradiente para I em X é uma aplicacao V : X — X tal que
(a) V é localmente Lipschitziana;
(b) para cada u € X, V(u) € um vetor pseudo-gradiente para I.

Lema B.1. Se I € C'(X,R) entio existe um campo pseudo-gradiente para I em X.

Demonstragio. Dado u € X existe, por definicdo, w € X tal que |wlx=1e

/! 2 !/
I(uyw > 2 [ I'(u) x -
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Entdo z = 3 || I'(u) || w € um vetor pseudo-gradiente para I em u. De fato,

3 3
Iz 1= 5 1)l lfw ll= 5 0 ()l < 21 2 (w) [l

3 3 2
I(w)z =5 [ T'(w) [ I'(wpw > S [ () x5 1 (@) =] () % -

Pela continuidade de I’, existe uma vizinhanga N, de u tal que para todo v € N,
Izl I'(v) 1%, e lzl<2] ') |Ix - (B.1)

Note que a familia N' = {Ny},. ¢ é uma cobertura aberta de X. Como X é um espaco métrico, ento
¢ paracompacto (ver Apéndice A, definicio A.1). Logo, existe uma cobertura M = {My},., de X,
aberta e localmente finita que refina A, isto é, para cada u € X existem indices Ai,...,\, € A e uma
vizinhanga W, de u tal que W, " M # () com A € A, = {A\1,..., .}, ou seja, a interseccio citada é
nao vazia apenas para um ntmero finito de indices X. Além disso, para cada My € M existe N, € N tal
que My C N,. Seja z) um vetor pseudo-gradiente para I em M,. Entdo z) = z satisfaz (B.1) para cada
u € M.

Seja agora dy(u) a distancia de v ao complemento de M. Entdo a funcdo dy é Lipschitziana e além

disso supp(dy) C M. Defina
dAu

Z di(u)

ke,

fa(u) =

Observe que fy esta bem definida, pois para cada v € X, > ke, dr(u) < 0o & nao nulo. Além disso
como o refinamento é localmente finito, tem-se que, 0 < f) < 1 e para cada u € X,

SNohw) =Y =>4 Z%A OBk (B.2)

AEA AEA

Verifiquemos agora que

u) = Z Fa(u)zy

AEA
é um campo pseudo-gradiente para I em X. Temos por (B.1) e (B.2) que

IV @) 1< Jdaw)/ Y di@] ||z <21 ' (u) |x, (B.3)

AEA keA,

e novamente de (B.1) segue que

W)V (u) =1I'(u) Y fr(u)z

AEA

=23 A 1) e T

AEA
2| 1 (u) |1,

ou seja
I'(w)V (u) 2| I'(u) |5 - (B.4)
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Portanto, segue de (B.3) e (B.4) que V é um campo pseudo-gradiente para I em X. Resta mostrar que
V' é localmente Lipschitziana. Para isso, basta observar que V' é uma soma finita de func¢oes localmente
Lipchitzianas, visto que a cobertura M de X é um refinamento localmente finito de A e as funcdes dy

sao localmente Lipschitzianas. Portanto, V' é um campo pseudo-gradiente para I em X.
O

Lema B.2. (Lema de Deformag¢do Quantitativo) Sejam X um espago de Banach, S C X, 5 >0 e
defina
Ss ={ue X : dist(u,S) < d}.

Sejam I € CY(X,R), c€R e e > 0 tais que
| I’ (u) || x> 4{, Vu € I ([e — 2¢, ¢ + 2€]) N Sas. (B.5)
Entao existe uma fung¢io n € C ([0,1] x X, X) de tal forma que:
1. n0,u)=u, VueX;
2. nlt,u) =u, ¥ (t,u) ¢ [0,1] x I71 ([c — 2¢,c+ 2¢]);
3. n(l,I°t*nS) C I =N Ss.

Demonstra¢do. Seja X = {ue X : I'(u) #0}. Pelo Lema B.1 temos que existe um campo pseudo-

gradiente para I em X, isto é, uma aplicacio

tal que, para todo u € X,
(D1) [ v(w) [x< 2 || I'(u) [|Ix;
(D2) I'(u)v(w) 2| I'(w) % -

Defina

A=T"'(c—2c,c+2)NSss e B =I"'(c—¢e,c+e])NSas
ety : X — R dada por

d(u, X \ A)
u, X\ A) +d(u, B)’

v = 3

Note que

0<y<1l,vy=0em X\Aetyp=1em B.

Mostraremos que 1 é localmente Lipschitziana. De fato, considere ui,us € X e denotaremos, para
1=1,2,

di,X,A =d(u;, X\ A) e di,B = d(u;, B).
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Logo

(1) — () = (di,X,A + di,B) di,X,A - (dt,X,A + di,B) di,X,A‘
(dhxatdip) (& xa+@5)

| duxadip—di x adip

(di,X,A + di,B) (di,X,A + di,B) ‘

B dy x ads g —do x Ad% g+ do x Ad% g —d2 x 4dy g

- (dqlL,X,A + dzIL,B) <di,X,A + di,B) ‘

B &g (dxa—doxa) +do x4 (& p—d), ) ‘

(dhxa+din) (Bxa+dp)

Desde que a funcao distancia é uma contragio fraca, veja [14][Ex.3, pag.31] temos que

| x4 =y x al Sllur—ua |l e |dy p—dy gl <[ ur —uz | .
Logo,

fur —us || d2 gt [ ur —uz [ di x4 ||y —us |
- g1 1 .
(di,X,A + dilhB) (di,X,A + di,B) duxatdup

Utilizando o fato de que a funcao distancia é localmente Lipschitziana. Temos que, para qualquer que

[P (u1) — P(uz)| <

seja w € X,

diy x4+ diy g > 0.

Logo, existe uma constante k > 0 e uma vizinhanca W de w tal que

1
dlﬁ,X,Aerlﬁ,B > z > (0 para todo we W.

Assim,

[ (ur) — P(ug)| <K [l uy —ug || (B.6)

dessa forma v é localmente Lipschitziana.
Definimos agora a fungdo ® : X — X por

()2 A

d(u) = | v(w) [
0, u € X\ A
Por (D2) e por B.1 temos
1 1 1)
O(u) [|< < < —. B.7
I < 5T < Tr T = % (B-1)

Note que, dado v € X existe uma vizinhanc¢a B,, tal que ¥ e v sao localmente Lipschitzianas em B,,.

Agora considere uy, uy € B, e sejam
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0D = Tou 7 © 509) = gy P2 H9 =12

Logo, se uj,us € X \ A, temos,

I @(ur) = D(uz) [|= 0 <[ us —us |-

Se considerarmos uq € A e ug € X \A obtemos que,

I (u1) = P(ug) [| = =tb(ua) f(ua) ||
= [ =t (u1) f(u1) + (uz) fu1) |

1)

*W(“l) —(ug)] por B.T
k‘(5

™ | ug —ug || por B.6

= ki [Jur —ua .

IN

IN

Assim, se up,us € A, entao

| @(u1) = @(u2) || = —t(ur) f(u1) +(uz) f(uz) |
= = (u1) f(u1) +1/)( 1)f(u2) = (ur) f(uz) + 1 (uz) f(uz) |

<P f(ur) = flug) ||+ 2l (ur) = (uz)]
<P f(ur) = frug) ||+ I fr(ug) = f(u2) ||+ 2l (ur) = ¥ (uz)].

Agora usando a desigualdade de Cauchy- Schwarz segue que

o o e [ — | o) |2
H f(ul) fl( 2) || < H ( 1) H || v(ul) H2|| ’U(’LLQ) ||2
L (vluz) = o), vlua) + v(ur))|
EOIEIE
| w(aus) + v(us) | o
< Toun) otug) 2 100 — vl |

<y || ur —uz |,

j& que v é localmente Lipschitziana. Por outro lado, temos que

[ fi(u2) = flu2) | = H ” ”2 - I ;((:22))||2 H

< 1ge IMv(ur) —v(uz) |l

ks || ug —ua ||

A

e, Como

2 () — )] < by s~ |

concluimos que
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[ @(u1) = @(u2) [ C [ ur —uz ||

onde C = kq + ko + k3. Portanto ® é localmente Lipschitziana.
Considere agora o seguinte problema de Cauchy em espacos de Banach,

d
p o(t,u) = ®(o(t,u),

o(0,u) = u.

(P)u

Como & é localmente Lipschitziana, temos que, para cada u € X, o problema acima tem uma tnica

solugdo continua o (-, u) definida para t em um intervalo maximal (¢, ,¢}).

Afirmacao B.1. t} = +oo0.

De fato, seja o a solugdo de (P), e suponhamos que ¢} < oo. Considere também uma sequéncia
(tn) C (—o0,tF) tal que t,, — t. Logo da limitagao de ®, temos que
o6 w) d| = o(& ) d]| < Cltn — tal:

[ o(tm,u) = o(tn, u) |

5

Como (t,) C R é uma sequéncia de Cauchy, entdo (o (t,, u)) também o é. Dai

lim o(t,,u) =0 € X.

n—roo

Considerando o problema de Cauchy em espacos de Banach

(P)a § dt
o(th,u) = a,
podemos usar o Teorema de Picard para estender o em um intervalo do tipo (¢} — kq,t} + k1), contra-

dizendo a maximalidade de . A prova para t;, a ideia é totalmente analoga.
A dependéncia continua de solugoes de (P), com relacdo aos dados iniciais implica que o € C'(R X
X, X). Desse modo, podemos definir a deformagao

n:[0,1]]xX — X tal que n(t,u)=oc(dt, u).

Verifiquemos as condigoes (1) — (3). Pela propria definicdo da funcao n temos que n(0,u) = u para
todo u € X. Logo n satisfaz (1). Para verificar (2), observe que ® =0 em X \ A e portanto o(t,u) = u é
solugdo de (P),, segue que n(t,u) = u para todo ¢t € R.

Para verificarmos (3) seja t > 0 e u € X. Pelo Teorema Fundamental do Calculo temos que

5t
||0(5tu—u||—||/ o(s,u)ds ||

< [M1 otow

ot
- / | B(o(s,w)) || ds

< dt.
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Logo, para todo t € [0, 1] temos

| o(5t,u) — u |I< 6.

Assim,

mm | o(dt,u) —u || <9,
tel0,1]

verificando que, para todo u € S, o(dt,u) € Ss5 Dessa forma o(6,5) C Ss. Note que se o(t,u) ¢
d
A, ¥(o(t,u)) = 0 e consequentemente %I(a(t,u)) = 0. Caso contrério,

I(o(tw) 5 o(t,u)
= I'(o(t,w)B(o(t,w)

— T L (o).

(et w) ]

Como ¢ € ndo negativa e de (D2), temos que

d
(ot u)

I'(o(t,u))v(o(t,u)) >0,

logo

Z1(o(tuw) <0.

Assim concluimos que I(n(-,u)) é ndo crescente para todo u € X. Tomando agora u € I°T¢ NS, vamos
dividir a prova em dois passos:

Passo 1: Existe to € [0,9) tal que I(n(to,u)) < c—e.

Como I(n(-,u)) é ndo-crescente, tem-se que

I((t,u) < c— 2, ¥t >t

e portanto

n(l,u) = o(d,u) € I°7°.

Como o(6,5) C Ss obtemos que

n(l,u) = o(d,u) € I°°°N Ss.

Passo 2: Para todo ¢t € [0,0) temos,

c—e<I(o(t,u) <I(c(0,u) =1I(u) <c+e.

Logo
o(t,u) € B.

Assim, usando que ¥ =1 em B, (D1), (D2) e (B.1), obtemos



B.2 O Teorema do Passo da Montanha 94

5
I(o(0,u)) = I(U(O,u))—i—/o diif(a(s,u))ds

B B 4 , v(o(s,u))
= I(u) /0 I'(o(s,u))(o(s,u)) To(o(s. ) ds
~ I(u S (o(s,u))v(o(s, u)) o
- 0= e T
R S pTeTe N
5
< 1= [ 7)1
5
< I(uw) f% ; %ds
= I(u) —2¢
< c—e¢.
verificando assim o item (3) e concluindo a prova do Lema. O

B.2 O Teorema do Passo da Montanha

O Teorema do Passo da Montanha, devido a Ambrosetti—Rabinowitz [3], ¢ uma importante ferramenta
para obtengao de pontos criticos para funcionais I € C'(X,R). Conforme veremos mais em diante, é
possivel escolher I de tal forma que seus pontos criticos sejam solugoes de certas equacgoes diferencias
parciais.

Como estamos interessados em obter pontos criticos para um dado funcional I € C'*(X,R), precisamos
provar alguma propiedade de compacidade para o mesmo.

Dizemos que I € C'(X,R) satisfaz a condi¢do de Palais-Smale no nivel ¢ € R que denotaremos por
(PS). se toda sequéncia (u,) C X satisfazendo,

lim I(u,) =c e le | I'(un) ||x=0, (B.8)

n—oo

possui subsequéncia convergente. A uma sequéncia (u,) cumprindo (B.4), chamamos de sequéncia de
Palais- Smale no nivel c.
A condigao de compacidade que usaremos, a apresentada acima, se deva a Brezis e Niremberg (ver

[7]). Sua versdo original foi introduzida por Palais-Smale.
Proposigao B.1. Seja I € C'(X,R) tal que I(0) =0 e,
(I1) emistem p,a >0 tais que I|gp,(0) > @

(I2) eziste e € X tal que || e ||x> p e I(e) <O0.

Seja

= inf I(~(t
¢ = Inf max (v(®))
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onde

I {y € C(0,1],X) : 7(0) =0 e A(1) = e}
Entao, dado € > 0, existe u € X tal que
(i) u € I~ ([c—2¢e,c+ 2¢]);
(i) || I'(u) [ x/< 2.

Demonstragao. Seja e € X dado por (Iz) e v € I'. Entao e ¢ B,(0) e, como v € T, existe ¢y € [0,1] tal
que (tg) € 0B,(0). Assim 7 ([0, 1]) N 9B,(0) # 0. Logo, por (I1), temos que

I(~(t)) > inf [ > .
Dax [(y(t)) = inf I(w) >

Tomando o infimo para v € T', concluimos que ¢ > a > 0.

Suponha, por contradigdo, que a proposi¢do seja falsa. Entdo existe ¢ > 0 tal que || I'(u) ||x >
2e para todo u € I~ ([c— 2¢,c+ 2¢]).

Observe que a afirmagao acima permanece valida se subtituirmos € por gg tal que 0 < g9 < €. Logo,
podemos supor que £ é pequeno de modo que ¢ — 2¢ > 0. Estamos entdao nas hipdteses do Lema B.1,

considerando S = X e § = 2. Assim, existe uma fungdo continua n : [0,1] x X — X satisfazendo:
() n(lL,u) =u,Vug Il t(c—2ec+2¢));
(i) (1, 1°%¢) C 1<,
Pela definicao de ¢, existe 4 € T tal que

1) < . B.9
tren[gﬁ:] 7)) <c+e (B.9)

Defina agora h : [0,1] — X por

Observe que h € C (]0,1], X) pois n € C([0,1] x X, X). Como 7 € I, temos que, 7(0) =0, ¥(1) =e

e além disso, como I(e) < ¢ — 2¢, segue de (i) que

h(0) = n(1,~7(0)) = n(1,0) = 0

onde concluimos que h € T'. Assim, temos que

¢ < max I(h(t)). (B.10)
t€0,1]

Usando (ii) e (B.5) obtemos

h(t) =n(1,5(t)) € I°~¢, para todo t € [0,1].
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Desta forma

I(h(t)) < c—e. B.11
tgl[gﬁ](())_c 2 (B.11)

Logo, de (B.6) e (B.7), concluimos que

< I(h(t)) <c—
c_tgl[gﬁ](())_c €,

o que é um absurdo. O

Corolario B.1. Sob as hipdteses da Proposicao B.1, existe uma sequéncia de Palais- Smale no nivel c

para 1.
1
Demonstragao. Note que pela Proposicao B.1, para cada &, = —, existe u, € X de modo que
n
(i) u, € I7Y([c —2/n,c+2/n]);

(i) [ 7" (un) [l < 2/n.

Entao,
lim I(u,)=c e lim || I'(u,) ||x=0,
n—r oo n—roo
e portanto existe uma sequéncia de Palais—Smale no nivel c. O

Agora estamos em condigdes de demonstrar o

Teorema B.1 (Teorema do Passo da Montanha). Seja X um espago de Banach e I € C'(X,R) tal
que I(0) =0 e

(I1) emistem p,a > 0 tais que I|pp,0) > a;
(I2) eziste e € X tal que || e||lx>p e I(e) <O.

Suponha que I satisfaz (PS). com

:= inf I(vy(t
¢i= Inf max (v(t))

onde I :={v € C([0,1],X),v(0) =0 e (1) =e}. Entdo existe u # 0 tal que I(u) =c e I'(u) = 0.

Demonstragao. Pelo Corolario B.1 existe uma sequéncia de Palais-Smale (u,) € X no nivel ¢. Como I
satisfaz (PS)., a menos de subsequéncia, u,, — u € X. Como I € C'(X,R), devemos necessariamente ter
I(u) = ce I'(u) = 0. logo ¢ é um valor critico de I. Aléem disso, como I(0) =0 e I(u) = ¢ > 0, devemos
ter u # 0. O



Apéndice

C

Sub e supersolucao

Antes de enunciarmos o Teorema de Sub- Supersolucao, definamos sub e supersolucdo para o problema,

{ —Au = f(u), x€q, ©.1)

u =0, x € 01,

onde @ C RN, N > 1, é um dominio regular e f : R — R uma funcio de clase C®.
Quando falamos de solugdo de (C.1) estamos nos referindo, a menos que se diga algo contrario, a

solucdo cléssica, isto &, uma funcio u € C%(Q) que satisfaz (C.1).

Definigao C.0.1. Uma funcio U € C?(Q) € dita uma subsolucio do problema (C.1) se

(C.2)
U <o, x € 0N
Definigao C.0.2. Uma funcio U € C?(Q) € dita uma supersolugdo do problema (C.1) se
—AU > f(U), x €9,
v f) (©3)
U >0, T € 0.

Teorema C.1. Suponhamos que o problema (C.1) possua uma subsolugcdo U e uma supersolucio U, com

U < U em Q. Suponhamos, ainda, que f : R — R seja de classe C% e

f(t1) = f(t2) = —k(t1 —t2), (C.4)

para alguma constante k > 0 e para todo t1 > ta, |t1], [t2| < max {|| U |0, || U || } - Entdo o problema
(C.1) possui solugdes U,V € C*%(Q) tai que U < U <V < U. Além disso, qualquer solugdo u de (C.1)
com U <u < U é€tal que U <u <V, ou seja, U é solugio minima e V é solugio mdrima com respeito
ao intervalo [Q,m .

Demonstrac¢ao. Inicialmente, demonstraremos a existéncia de solu¢ao para o problema em questao. Para
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tanto, consideremos a funcao
g(t) = f(t) + kt, (C.5)

onde k >0 e |t <max {|| U ||, || U ||} - Note que, por (C.4), g é crescente neste intervalo. Definamos,
indutivamente, uma sequéncia de fun¢des u,, € C%(Q) por vy = U e, para todo n > 1, u,, é a solucio

tnica do problema, linear

—Au, + kuy = g(up—1), x € Q,
{ gl 1) (C.6)

Uy = 0, x € 0.

Afirmagao C.1. A fungio g(u,—1) € C¥().

Com efeito, sendo u,, € C?(Q2) temos, pela Desigualdade do Valor Médio (ver Apéndice A, Teorema
A.3), que existe M > 0 tal que

[tn—1(2) = un—1(y)| < Mz —yl,

o que implica

|9(un—1)(@) = glun-1)(W)| _ [f(un-1)(x) + kun_1(2) = f(un-1)(y) = kun-1(y)|

ER |z — yle
< |f(un71)(x) — f(unfl)(y” +k ‘unfl(x) B ’Ufnfl(y)
|z —y|* |z —yl|*
Slﬂwhﬂwr—ﬂwhﬂ@ﬂ+kMﬂx—m
|z —y|* |z —yl|*
_ |f(un—1)(x) * f(un—l)(y)| + k]\/[|x o y|1foz'
|z —y|*
Logo,
sup ‘g(un—l)(x) * g(un—l)(y)| S Sup|f(un—l)(x) * f(un—l)(y)|
z#y |z —y[* Ay |z —y[®
+ kEMsup |z — y|'
TAY
< 0.

Uma vez que g(u,_1) € C%%Q), pelo Teorema de Schauder (ver Apéndice A, Teorema A.11), o
problema (C.6) possui uma tnica solucio u, € C%(Q).

Aﬁrmagéo C.2. Q:UO Sup <<y Sun+1 < SU
De fato, mostremos, primeiramente, que U = uy < uy em 2. Como U é subsolugdo de (C.1), temos

que

U<o, x € 0f).

Se k > 0, entao
{AU+kU§f@D+kU, zeq,
0

U <o, x €09,

isto é
{ ~AU +kU < g(U), ze,
0

, x € 0N.
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Sendo wu; solugdo de (C.6), segue

{ —Auy + kuy = g(U), =R )

(C.7)
up = O, x € 897
dai
—AU + kU < —Auy + kuy, =€,
U <y, x € 00
implica em
—A(u; = U) + k(ug —U) >0, x €,
-U >0, x € 0N

Pelo principio do méximo (ver apéndice A, Teorema A.4), u; —U > 0, em {2, ou seja, U < uy em €.

Agora mostraremos que u; < U em . Sendo U supersolucio de (C.1), temos

{ AU > f(U), =z€Q
0, x € 0.

Se k > 0, entao
{ ~AU+ kU > f(U) + kU, z €N
0,

U > r € 0N
ou seja,
—AU + kU > ¢(0), x €N
U >0, x € 0N.

Por g ser crescente, segue que g(U) < g(U) e de (C.7) obtemos

—Auy + kuy < g(0), x e
uy =0, x € 0N.
e assim,
—Auq + kuy < —AU + kU, e
uyp < U, x € 01,
onde,
AU —uy) + k(U —u1) >0, x €N,
U— up <0, x € 0f.

Logo, usando o principio do maximo, u; < U em (.
Agora, suponhamos que U = ug < -+ tp_1 < Uy < ---

< U e mostremos que U < up4q < U.
Considerando as equagoes que definem u,, € w1, temos

—Auy, + kuy, = g(up—1), r €,
n =0, x € 0N
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*Aun—l-l + k”LLn—i-l = g(un)a T e Qa
Up41 = 0, x € 0.

Dai, subtraindo membro a membro as equacoes em (C.8) e (C.9), obtemos

{ ~A(Ung1 — Up) + E(Ung1 — Un) = g(tn) — g(tn_1), €

Up41 — Up = 0, x € 0N

Como g é crescente, g(un) — g(un—1) > 0 e, pelo principio do méaximo, u,4+1 — u, > 0 em €, isto é
Up < Upy1 em €.
Evidentemente, U < u, 1 em €. Com o raciocinio andlogo para mostrar que u; < Uem Q, chega-se

a tupt1 < U em Q. Portanto,
U<up<tupy1 <U emQ,VneN. (C.10)

Por (C.10) e em virtude da monotonicidade de (u,), existe uma fungao U, definida em (2, tal que
u, — U pontualmente em . E uma vez que U,U € C?(Q), temos U, U € LP(Q)) para todo p > 1.
De (C.10) segue
Jun| <max{|| U |loo, | U loc} =K emQ,VneN.

Definamos a seguinte sequéncia
hy, = |uy, = UP

e note que
hy, =0

pontualmente em Q e
|hn| < 2% (|K[P + | KT?)
=2 KP em Q,Vn e N,

onde 2PT1K? € L}(Q). Logo, aplicando o Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue(ver apéndice

A, Teorema A.7), temos

tn = U o= [ o = U7 do =0,

ou seja,
up, — U em LP(Q).

Da existéncia de uma constante real M > 0 tal que
lu,| <M em Q,Vn €N,
e da continuidade de g, obtemos uma constante C' > 0 de modo que
lg(up,) <C  em Q,Vn €N,

onde segue que g(u,) € LP(2). Além disso, g(u,) — g(U) pontualmente em ) e, novamente, pelo Teorema

da Convergéncia Dominada de Lebesgue temos
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I a02) = 90) 2= [ lotua) = o))" do =0,
isto é,
gln) > 9(U) e L7(8).

Sendo g(u,_1) € LP(Q) satisfazendo (C.6), entdo u,, € W2P(Q2) (ver apéndice A)e existe uma cons-
tante C, que nao depende de n tal que

[ un = um [lw2e@)< C || g(un—1) = 9(um-1) [[r(0) - (C.11)

Logo, (u,) ¢ uma sequéncia de Cauchy em W?2P(Q), pois (g(u,)) é uma sequéncia de Cauchy em
LP(2). Por W2?(Q) ser um espaco de Banach, existe U € W??(Q) tal que u,, — U em W?2P(Q). além
disso, por

| = U [l r@ <[ un — U lw2wa),

segue que u, — U em LP(). Assim, pela unicidade do limite, obtemos U = U e dai,
u, — U em W?P(Q).
Tomando p > N, tem-se a imersio compacta W*P(Q2) < C1*(Q), para a = 1 — & Tsso implica
u, = U em CH*(Q).
Pela estimativa de Schauder, obtemos
I ttn sy C | 9(tin1) lga > ¥1 € N, (C.12)

Consequentemente, (u,) ¢ limitada em C%%(Q). Desde que C?(Q) < C2(Q) compactamente ,existe
(

uma subsequéncia de (u,) que converge para U em C?(Q2). Como (u,) ¢ monétona, a sequéncia toda

converge para U em C?(Q2). Uma vez que

—Atpi1 + kupt1 = f(un) + kg, reN
Up41 =0, x € 0N)

passando ao limite, segue- se

~AU + kU = f(U)+ kU,  z€Q
U =0, z € 00

e dai

—~AU = f(U), zeQ
U=0, x € S

Analogamente, obtemos uma sequéncia ndo—crescente (v,) tal que

U< Svpp1 <o, < <ug=U
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de modo que v, — V em C%(Q) e

—AV =f(V), z€Q
V=0, x € 0N.

Além disso, U < U <V < U em €.
Mostraremos agora as existéncias das solug¢oes minimal e maximal respectivamente com respeito ao
intervalo [Q,m . Seja v uma solugdo de (C.1) com U < u < U em 2. Considere o intervalo [U,u] e

apliquemos o procedimento anterior para obter uma sequéncia nao—decrescente em que

— — )

com u, — U. Logo, U < wu é solucdo minima com respeito a [Q,m . Analogamente, se demonstra a

existéncia da solucao maximal. O

C.1 Sub e supersolucao fraca

O lema a seguir assegura, sob certas condi¢oes, a existéncia de pontos criticos para funcionais definidos
em espagos de Banach reflexivos. Ele serd usado na demonstracao do Teorema de sub e supersolucao

fraca.

Lema C.1. Sejam X um espaco de Banach reflexivo com norma || - || x, M C X um subconjunto fechado

na topologia fraca e I : X — R um funcional limitado inferiormente satisfazendo:
(I1) I(u) = oo quando || u |x— o0, u € M, ou seja, I é coerciva;

(I2) toda sequéncia (u,) C M tal que u, — u fracamente em X satisfaz

I(uw) < liminfI(up).

n—oo
Entao I atinge infimo em M.

Demonstracao. Seja o = inf {I(u) : u € M} e (u,) uma sequéncia minimizante em M, ou seja, tal que
I(u,) — «. Uma vez que I é coercivo, temos que (u,) é limitado, pois caso contréario existiria uma
subsequéncia (un;) C (u,) tal que || u,, || oo e portanto I(u,;) — co. Como X ¢é reflexivo, a menos
de subsequéncia, existe u € X tal que u, — u fracamente. Mas como M é fracamente fechado, entao

u € M. Usando a hipétese de que I ¢ fracamente semicontinuo inferiormente, temos que

I(u) <liminfI(u,) = «

n— oo
e portanto I atinge infimo em M. O

Consideremos o problema

—Au = f(z,u), z€Q
(P1) f( )
u=0, x € 09,

onde  C RN é um dominio suave e limitado, N >3 e f : @ x R — R é uma funcio de Carathéodory.
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Uma solugao fraca do problema (P1) é uma fungdo u € H que satisfaz
/Vquda:z flz,u)vde, Yv € H.
Q Q

As solugoes fracas de (P1) sdo pontos criticos do funcional I : H — R, dado por

I(u) = 1/|Vu|2dx—/F(:c,u)dz.
2Jq Q
onde

F(z,s) = /Osf(x,t) dt.

Definigao C.1. Dizemos que u € H' (Q) é uma subsolucio fraca para o problema (P1) se u < 0 em O

e

/Vvade/f,\(x,g)vdx
Q Q

para todo v € H N L>®(Q), v > 0. Analogamente w € H*(2) é supersolucdo fraca para o problema (P1)
seu>0em 0N e

/ VuVoudz > / iz, w)vde
Q Q
para todo v € HN L>®(),v > 0.

Teorema C.2 (Teorema de sub e supersolu¢do). Suponha que u € H*(Q)) é uma subsolucdo fraca e
que u € H(2) € uma supersolucio fraca para o problema (Py). Suponha ainda que existam constantes
¢,C € R tais que ¢ <u <u < ¢ em quase todo ponto de ). Entdo o problema (P1) admite uma solugdo

fraca v € H satisfazendo u < u < em quase todo ponto de €.

Demonstragdo. Vamos considerar o funcional
1 2
I(u) == [ |Vu|*dx — | F(z,u)dz.
2/a Q

onde F(z,s) = / f(z,t) dt, restrito ao conjunto
0
M ={ue H; u(zx) <u(r) <u(x) em quase todo ponto de Q}.

Como por definicao w,u € L>®(Q), entdo M C L*>°(f). Observemos que, dado v € M, temos que
|u(z)| < C1 em quase todo ponto de 2, onde Cy = max {|¢|, |c|} . Portanto, como f(x,-) é continua, vale

Pt = | [

[ s
OC1

JRI
0

202

IN

IN

em quase todo ponto de €.
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Deseja—se garantir a existéncia de um minimo local para o funcional /. Para isso, vamos verificar as
hipoteses do Lema C.1 Sabemos que H é reflexivo. Além disso, seja (v,) C M tal que v, — v em H. A
menos de subsequéncia,

(vp,) € limitada em H,

v, — v em L(9),
vp(z) = v(z) em quase todo ponto de

e portanto u(z) < v(x) < u(x) em quase todo ponto de . Logo v € M e com isso M é fechado.
Dados agora u,v € M e t € [0,1], temos que (1 —t)v+tu € H. Além disso, em quase todo ponto de

Q) vale
tu <tu < tu,

(1—tu<(1—to< (1D

Somando as desigualdades segue que
u< (I-thw+tu <a em quase todo ponto de ,

onde concluimos que M é convexo. Sendo M fechado e convexo, concluimos que M é fracamente fechado.

I(u) = %/Q|Vu|2dx7/QF(9:,u) dx

Observemos que

1
ZfHuHQf/ngx
2 Q
= L~y
—2 u 2 )

portanto I é limitado inferiormente em M e I(u) — oo quando || u [|[— oo em M.
Resta mostrar que I é fracamente semi—continuo inferiormente, ou seja, que I satisfaz a condigao I5.

Seja (un) C M tal que u,, — u em H. Como a imersdo H < L?*({)) é compacta e (u,,) ¢ limitada,

Un, —u  emL*(Q),
(C.13)
un,;(r) — u(z) em quase todo ponto de €,

para alguma subsequéncia (un;) C (un).

Como |F(x,uy,(z))| < Cy uniformemente, pelo Teorema da Convergéncia Dominada,

lim [ F(z,uy,,)dr = / lim F(z,u,,)dx = /F(w,u) dx.
Q

nj—>00 O an—H)O
Segue entao que

lim | F(z,u,)dx = /F(a:,u) dx (C.14)

n—oo 0 Q

pois, caso contrario, existiria uma constante d > 0 e uma subsequéncia (un,) C (uy,) tal que

’/F(az,unk)dx - /F(x,u) da:‘ >d.
Q Q

Mas (up, ) também é limitada, e o mesmo argumento em (C.13) nos daria uma contradi¢do. Usando
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agora o fato de que || - || é fracamente semi—continua inferiormente e (C.14), segue que

1
liminfl(u,) = liminf ( | wn |2 f/F(x,un) dx)
n—oo \ 2 Q

n—oo

V

n—

1
> liminf= || u, ||* +liminf <—/ F(a:,un)dx)
oo 2 n—00 Q

1
= liminf= | u, || —limsup/F(m,un)dx
n—oo 2 Q

n—oo

1
> —Jul? —/F(w,u)dm
2 Q

= I(u).
Portanto, pelo Lema (C.1,) I atinge minimo em M, que chamaremos de u.
Dados ¢ € HNL*™®(Q) e € > 0, seja

ve = min{@, max {u,u +cp}} =u+ cp —¢° + ¢,

onde
¢° = max{0,u+¢ep —u} >0,

ve = —min{0,u+ep —u} > 0.

Observemos que v, < @ e, nos pontos onde u > max {u,u + ep}, v. > u. Portanto v. € M. Além

disso, se u + e — @ > 0, o operado traco (ver definicdo no apéndice A), logo satisfaz
0<T(p)=T(ut+ep—1u)=T(u—1u) <0.
Por outro lado, se u + ep — u < 0, entao
0<T(p)=T(—u—ep+u)=T(u—u) <O0.

Logo, ¢°, p. € Hi(Q) N L.
Usando a hipotese de que |F'(z,u)| < Cs, e a defini¢do de diferenciabilidade mostra que I é diferenciivel

na diregao de v, — u. Como u é minimo em M, para t € (0, 1),

Hu+t(ve —u)) = I(uw) I((1—%t)u+tv.) —I(u)

= > O7
t t -
onde (1 —t)u + tv. € M, visto que M é convexo. Logo
1 t(ve — -1
0< tim M=) 210 _ piyy ) = e () — I () + (e,
t—0+ t
onde se conclui que
1
I'(w)e = Z [I'(w)” = I'(u) ] (C.15)

Como @ é supersolucdo fraca, entdao

I'(u)p® = /QVEV@E — /Qf(x,ﬂ)goa > 0.
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Assim,

I'(u)g® = I'(w)" + (I'(u) = I'(w) )"
> (I'(u) = I'()) ¢

= /Q{V(U —u)Ve© — (f(z,u) — f(z,7))p"} (C.16)
= /Q {(V(u—-1)V(u+tep—1) - (f(z,u) - f(z,0)(u+ep—T)},

onde Q. = {z € Q, u(z) + ep(z) > (x)} . Observe que nesse caso s6 calculamos a integral em Q. pois
se z ¢ O, 0%(x) = 0. Mas se z € Q. é tal que u(z) = T(z), entdo V(u(z) —u(z)) = 0 e f(z,u(z)) —
f(z,u(x)) = 0. Logo (C.16) implica que

I'(u)p® Z/Q {(Vuw-u)V(u+ ep—1) = (f(z,u) = f(z,u))(u+ep —u)}, (C.17)

onde Q. = {z € Q; u(x) + ep(x) > u(x) > u(x)}. Sejam agora

Of = {z e Q; f(z,u(x) - f(z,
QF = {2z e Q; f(z,u(x)) — f(=,

Em Q7 valem as seguintes desigualdades

(f(z,u) = f(2,0))(u+ep — 1) =
)e (C.18)

enquanto em 2, como |u — | =7 —u < €p,

(f(:L’,’LL) - f(:c,ﬂ))(u—i— gy _ﬂ) < (f(xau) - f(x,ﬂ))(u _ﬂ)
< |f(@,u) = fz,0)|(u— u) (C.19)
< elf(z,u) — fz,w)|pl].

Logo, por (C.18) e (C.19)

| G - sem)utee-m = [ (o) - fwm)es - o)+
Q. Qc
| e = fa @)+ o)
</ U w) = S mllel (C.20)
[ Alrta) - sl
Qg

_ s/QEIf(:E,U) — f@mlgl.
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Além disso,
/QEV(U —u)V(u+ep—1u) = /QEV(u —u)V(u—1u) + 5/ V(u—1a)p

Q
: (C.21)
e/mV(u —)p.

v

Por (C.17), (C.20) e (C.21), temos

i >/Q€v<u—u / | w) — f(z, D)l (C.22)

Como |Q.| — 0 quando € — 0 e os integrandos acima nao depende de ¢,

! g
lim inf (9" 5 . (C.23)

e—=0t S

De maneira analoga, prova-se que

I'(u)o.
lim sup (e <0. (C.24)

e—=0t €

I'(u)p
’ > 1 .
I'(u)p hggglf( )

3

/
>lim ian (u)¢* + lim inf ———2*<

e—0 IS e—0

! £ !
=lim in’fM — lim sup ! (u) Pe

e—=0 € e—0 £

=0.

Logo, por (C.15),

Portanto, I'(u)¢ > 0 para todo ¢ € H(Q) N L>®(Q). Invertendo o sinal de ¢, temos que I'(u)p < 0.
Logo
I'(u)p =0

para todo ¢ € HNL>® (). Dada agora ¢ € H consideremos (¢,) C C§°(Q2) tal que ¢,, — ¢ em H. Temos
que,
0= lim I'(u)p, = I'(u)p

n—oo

e portanto I'(u) = 0. O
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