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Toda ciéncia, quando ndo a servigo do poder e da dominacdo, era para ele

‘esta harmonia - mais ou menos vasta e mais ou menos rica conforme a época - que
se desfralda no curso das geragoes e dos séculos pelo dedicado contraponto de todos

. ~ . )
0s topicos que vao brotando um depois do outro, como que convocados do Nada .

Joao Moreira Salles

( Sobre o matematico Alexander Grothendieck [1928-2014] )
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“Néo tenhas medo, basta ter fé. 7

Me 5,36b



Resumo

Esta dissertacao trata dos numeros de Liouville. O estudo foi baseado nos
trabalhos de Burger, Caveny, Kumar, Thangadurai e Waldschmidt. Dentre
os principais resultados deste trabalho, destacam-se: a generalizacao de um
resultado de Erdos, ao provar que alguns nimeros reais podem ser escritos
como F(o,7), onde o e 7 sdo numeros de Liouville, para uma classe muito
grande de fungoes F(x,y); a determinagao de condigdes suficientes para que
a potenciagao de nimeros transcendentes seja um numero transcendente; e a
apresentacao de resultados recentes sobre independéncia algébrica relaciona-

dos com os ntimeros de Liouville e a Conjectura de Schanuel.

Palavras-chave: Numeros de Liouville. Conjectura de Schanuel. Conjuntos

Gs. Decomposigoes. Fungoes localmente injetivas.
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Abstract

This work is about Liouville numbers. The study was based on works due to
Burger, Caveny, Kumar, Thangadurai and Waldschmidt. Among the main re-
sults, we highlight: a generalization of an Erdos result, proving that some real
numbers can be written as F'(o,7), where o and 7 are Liouville numbers, for
a very large class of functions F'(x,y); some sufficient conditions for which the
power of two transcendental numbers is still transcendental; and some recent
results about algebraic independence related to Liouville numbers and Scha-

nuel’s conjecture.

Keywords: Liouville Numbers. Schanuel’s Conjecture. Gs-set. Decompositi-

ons. Locally injective functions.
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Introducao

A Teoria dos Numeros Transcendentes teve inicio em maio de 1844, quando o
matematico francés Joseph Liouville exibiu os primeiros exemplos de niimeros
transcendentes (ver [13]) e provou que, se um niumero real «a é algébrico de
grau n > 1, entdo existe uma constante C' > 0 tal que |« — p/q| > Cq™", para
todo p/q € Q, ¢ > 1 (ver [14]). Esse resultado é conhecido como Teorema
de Liouville e estabelece um critério para determinar a transcendéncia de um
nimero real nao racional.

Em 1851, Liouville publicou um artigo em que utiliza o fato acima para pro-
var a transcendéncia dos, agora chamados, nimeros de Liouville: um ntmero
real £ é chamado de numero de Liouville se existe uma sequéncia de racionais
distintos (pn/qn),>,, de modo que 0 < |§ = p,/g.| < ¢g,". Os primeiros exem-
plos de niimeros transcendentes, exibidos em 1844, satisfazem essas condicoes
e sao, portanto, nimeros de Liouville.

Em 1962, Erdos [7] provou que todo niimero real pode ser representado
como uma soma de dois nimeros de Liouville. Ele apresentou duas provas,
uma construtiva (em que os nimeros de Liouville sdo explicitados) e uma
prova nao construtiva (em que ele utiliza as propriedades de conjunto Gj).
Esse resultado é bem interessante, uma vez que o conjunto dos nimeros de
Liouville tem medida nula em R.

O resultado de Erdos pode ser reescrito como: para todo o € R, existem
nimeros de Liouville o e 7 tais que f(o,7) = «, onde f(z,y) = z+y. Em 1996,

Burger [3] generalizou esse resultado para uma classe mais geral de fungdes.



Em particular, o resultado de Burger garante que, dado um numero algébrico
a, sob certas condicoes, existem nimeros de Liouville o e 7, tais que 0" = «.
Em 1993, Caveny [4] ja tinha estabelecido condigbes suficientes para que o’
fosse transcendente, quando o e 7 sao transcendentes.

Em 2014, Kumar, Thangadurai e Waldschmidt [9] provaram diversos resul-
tados sobre o comportamento dos nimeros de Liouville sob a agao de fungoes
continuas, além de produzirem novos resultados sobre independéncia algébrica
relacionados com os numeros de Liouville e a Conjectura de Schanuel.

Muitos outros resultados sobre niimeros de Liouville vém sendo apresenta-
dos no decorrer dos anos. Este trabalho tem como proposta mostrar alguns des-
ses resultados, através de uma pesquisa realizada com base nos artigos [3], [4]

e [9].



Capitulo 1

Numeros Transcendentes

O objetivo principal deste capitulo é apresentar algumas definicoes e resultados
fundamentais em Teoria dos Nimeros Transcendentes, com foco em niimeros

de Liouville e na Conjectura de Schanuel.

Defini¢ao 1.1 Seja L|K uma extensao de corpos. Dizemos que o € L é
algébrico sobre K, quando eziste P € Klx], nao nulo, tal que P(a) = 0.

Caso contrdrio, dizemos que o € transcendente sobre K.

Quando um nimero complexo é algébrico sobre QQ, dizemos simplesmente
que ele é algébrico e denotamos por Q o conjunto desses nimeros, que cons-
titui um corpo (ver [18, p. 70]). E possivel provar que um niimero complexo
a é algébrico sobre Q se, e somente se é algébrico sobre Q. Numeros nao
algébricos sao chamados transcendentes. Denotaremos por A o conjunto
Q N R dos nimeros algébricos reais e por T o conjunto Q" N R dos nimeros

transcendentes reais.

. . . (7 . . a ..
Exemplo 1.2 Todo nimero racional € algébrico, pois, — € Q € raiz de P(z) =
b
br — a. Contudo, existem niumeros complexos irracionais que sao algébricos,

como V2 e i, que sdo raizes de x* — 2 e x* + 1, respectivamente.



1.1 Numeros de Liouville

A definigdo de ntmeros transcendentes é do século XVIII e, segundo Euler
(1707 — 1783), esses numeros sao chamados transcendentes porque “transcen-
dem” o poder das operagoes algébricas. Mas foi no século XIX que verificou-se
a existéncia desses ntimeros quando, em 13 de maio de 1844, Liouville apre-
sentou, em uma comunicac¢ao verbal, os primeiros exemplos de nimeros trans-
cendentes (Ver [13]). Nesse mesmo ano, Liouville apresentou um resultado
que determinava condigbes necessdrias para que um numero a € R\Q fosse
algébrico (Ver [14]). Esse resultado é conhecido como Teorema de Liouville.
Alguns anos depois, Liouville publicou um artigo complementando os resul-
tados anteriores (Ver [15]). Nesse artigo, ele construiu uma classe de nimeros
em R\Q que nao satisfaziam as condigoes necesséarias para serem algébricos
(que haviam sido apresentadas em [14]), sendo, portanto, transcendentes. Os
numeros dessa classe sao conhecidos como nimeros de Liouville e nela também

estao aqueles exibidos em 13 de maio de 1844.

Definicao 1.3 Se a € C é um numero algébrico, definimos o polinémio
minimal de o como o polinémio méonico (isto €, coeficiente lider igual a 1)
de menor grau, com coeficientes racionais, que tem a como raiz. Nesse caso,

o grau de « € definido como o grau do seu polinomio minimal.

Exemplo 1.4 Um nimero € racional se, e somente se, € algébrico de grau 1.

Isto €, se a € algébrico de grau n > 2, entao, o € irracional.

Teorema 1.5 (Teorema de Liouville) Seja v € R um nimero algébrico de

grau n > 2. Entao, existe uma constante A = A(a) > 0 tal que

para todo b e Q.
q



Demonstragao. Ver [18, p.82].
O
Sabemos que o conjunto dos nimeros racionais é denso em R. Logo, é
possivel aproximar qualquer numero real por ntimeros racionais. Contudo,
o Teorema de Liouville afirma que nimeros algébricos (reais) nao racionais
nao podem ser muito “bem aproximados” por racionais, no sentido em que
qualquer aproximagao tem que respeitar esse comportamento. O que Liouville
fez depois foi construir niimeros reais nao racionais que podem ser muito “bem

aproximados” por racionais e, portanto, nao sao algébricos.

Definicao 1.6 Um numero real £ é chamado numero de Liouville se existir

uma sequéncia infinita de racionais (&) tal que g; > 1 e
45/ j>1
; 1
0<|£— bil >
qj q;

para todo j > 1. Denotamos por I o conjuntos dos nimeros de Liouville.

Observagao 1.7 Diremos que uma sequéncia € infinita se possuir uma Sub-

sequéncia de termos distintos.

Apresentaremos alguns resultados que serao utilizados para garantir a trans-

cendéncia dos numeros de Liouville.
Proposigao 1.8 A sequéncia (¢;);>1 € ilimitada.

Demonstragao. Ver [18, p. 83].

Proposicao 1.9 Todo nimero de Liouville € irracional.

Demonstragao. Ver [18, p. 83].

Teorema 1.10 Todo nimero de Liouville € transcendente.



Demonstragao. Seja & um ntimero de Liouville. Vamos supor, por absurdo,
que & é algébrico. Pela Proposigao 1.9, £ tem grau n maior do que 1. Assim,

pelo Teorema de Liouville, existe uma constante A > 0 tal que, para todo

Peq,
q

A
'f - 1—)‘ > —.
q q"
Em particular,
A 1
< ‘ o 5
4a; 4q; q;

para todo 5 > 1. Em vista disso, qg»;" < 1/A. Isso contradiz a Proposigao 1.8.
O
A seguir, exibimos nosso primeiro exemplo de nimero de Liouville, conhe-

cido como a constante de Liouville.

Exemplo 1.11 (Constante de Liouwville) O nimero

= f: 107"
n=1

€ um numero de Liouville. Para provar isso, consideramos as sequéncias de

mteiros
pj=Y 100" e gy =107
n=1

P p A . . . . )
Observe que, <—J € uma sequéncia infinita de racionais. Além disso,
3/ §>1

— & = i 10771! = i 1Of(j+n)g
’ a; W a
107U > 10-G+D!
- ZW ZO
1 T
010G+ = 10GHIT = 105
J



Observacao 1.12 Argumentos similares aos vistos no exemplo anterior po-
o

—n!

dem ser utilizados para provar que E a € um numero de Liouville, para

n=1
cada intetro a > 2.
Em 1906, Maillet [16] provou que a imagem de um ntmero de Liouville
por uma funcao racional nao constante é um numero de Liouville. A seguir

provaremos esse resultado.

Proposicao 1.13 Se f € Q(x) € uma fungao racional nao constante. Entao,

f(L) Cc L.

Demonstracao. Sejam P, Q) € Q[z] tais que f(x) = P(x)/Q(z). Dado £ € L,

existe [ C [§—1,£+1] um intervalo fechado tal que £ € I e Q(z)-f'(x) # 0, para
cada = € I. Podemos supor que existe uma sequéncia b de racionais
J 7>1
distintos, com p;/q; € I, g; > 1 e
11
‘5 ~ B —-
qj q;

Para cada j > 1, utilizaremos o Teorema do Valor Médio para o intervalo

com extremos £ e p;/q;. Assim, existe (; nesse intervalo tal que

£€) — 1 (2) —f(@)( —Z—)

Pelo Teorema de Weierstrass, existe o € I tal que |f'(«)] > |f'(z)| para
todo z € I. Em particular, |f'(«)| > |f'(¢;)|, para todo j € N. Portanto,

< M. (1.1)

J

(| <l
0<‘f(§) f(qj)‘§|f()|’§ :

n

Observe que, se P(z) = Za e Qz Z bix', entdo,

=0

(&) B qj"(aoq} + alqu;‘_l + .+ anp})
q; qj (boq}" + blqu;”_l + o bl



Tome

Aj = qjm(aoan + alqu;»“l + ...+ anp?)(—l)wa

Bj = q; (boq" + bip;q]" ' 4. 4 bup) (—1)",
onde
o w; =0, se q; (boq;" + blqu;”_l + o+ bapft) > 1

o wj =1, se g;(bog)" + bipiqy " + .+ bup) < —1.

De | — p;/q;| <1, segue que |p;| < (1 + [£])g;. Assim,

’B]’ = |q§1(b0q;" + blqu]m_l + ...+ bmp;n)|
< o H by A [bp
Dollgy ™™ | =+ [ba| (14 ENIGF ™ + - .. + b | (14 €)™ g] ]

< L(@Q)0"g™,

A

em que L(Q) = |bo|+|b1|+. . .+|bn| € 6 = 14[¢]. Segue que B; < L(Q)0™q;"™.

De (1.1),
0<|f(€) - f (Zqi)‘ oyt qﬂ?)' el _\eegen
’ (L(Q§9m> B;

Observe que f(p;/q;) = A;/B; e que (B;);>1 nao pode ser limitada, ja que
qj ¢ ilimitada e boq;" + blqu;-”_l + ...+ bup]" € Z7. Sendo assim,

J

[/ (@)I(L(Q)0™)

lim ; =0
J—>00 B2(m+n)
j
e, portanto, existe C' > 0, tal que
()| (L(Q)o™ )7
S @IL@)T | _




J1 —1
Escolhemos 7;, de modo que C' < B;(’””) e, para cada ¢ > 1, escolhemos

Ji —i
jJi» de modo que j; > ji_1, B, ¢ {Bj,,...,Bj, .} e C< Bji(m*”) .

¢ A
Por fim, definimos — = =% e obtemos

1 Ji
C; o Aji B _ &
0 < 'f(é)—gi 1o -5 —‘f(é) f<qji)‘
. Wl o <Bli _1
Bj B e

Portanto, f(£) é um numero de Liouville.
!
Com base nos resultados anteriores, sabemos que todo niimero de Liouville
¢é transcendente e que existem infinitos nimeros de Liouville, logo, existem
infinitos nimeros transcendentes. Em vista disso, surge um questionamento

natural:
Todo niumero transcendente é de Liouville?

Com a finalidade de responder essa pergunta, apresentaremos alguns resul-

tados.
Proposicao 1.14 O conjunto dos nimeros algébricos é enumerdvel.

Demonstracao. Ver [18, p. 66].
O

Observe que, com esse resultado, conseguimos concluir que existem niimeros
reais que sao transcendentes e que existe uma quantidade nao enumeravel des-
ses numeros, caso contrario, o conjunto dos nimeros reais seria enumeravel.

E interessante observar que, quando Liouville exibiu os primeiros exemplos
de nuimeros transcendentes, em 1844, ainda nao existia esse conceito de enu-
merabilidade, uma vez que esse conceito deve-se a Cantor que nasceu em 1845,
um ano depois que Liouville exibiu esses ntimeros.

A seguir, relembramos a defini¢do de conjuntos de medida (de Lebesgue)

nula em R.



Defini¢ao 1.15 Um conjunto A C R tem medida (de Lebesgue) nula, e

escrevemos m(A) = 0 se, para todo € > 0, existe uma quantidade enumerdvel

de intervalos abertos (I,,)n>1 tais que A C U I, e Z |I,| < e.

n>1 n=1

Proposicao 1.16 Se F C R € enumerdvel, entdo, E tem medida nula.

Demonstragao. Ver [18, p. 67].
O
Dizemos que uma condi¢ao é satisfeita por quase todos os numeros
reais, se o subconjunto de R dos elementos que nao satisfazem tal condicao

tem medida nula.
Proposicao 1.17 Quase todo niumero real € transcendente.

Demonstragao. Pela Proposicao 1.14, segue que o conjunto dos nimeros

algébricos é enumeravel, isto é, A é enumeravel. Segue, da Proposicao 1.16,

que A tem medida nula. Com isso concluimos que quase todo ntimero real é
transcendente.

O

A seguir, provaremos uma equivaléncia para a definicao de numero de Li-

ouville.

Lema 1.18 £ é um numero de Liouville se, e somente se, para todo n > 1,

existe L €Q, tal queqg>1ce
q

1
0<'£—]—?‘<—.
q q"

Demonstragao. Se £ é um nimero de Liouville, dado n € N, podemos tomar

P = pn € ¢ = q,. Reciprocamente, dado n € N, vamos escolher Pn € Q de
dn

modo que ¢, > 1 e

1
< —.
qn

Prn
6__
4n

0<

10



Seja

A=y it

n>1
Se A for finito, entao existe P e A tal que [ —p/q| < ¢ " paran € N, com
q

N C N infinito. Assim, § = 1—), contradizendo |£ — p/q| > 0. Portanto, A é
q

infinito. Concluimos que ¢ é um nimero de Liouville.

O

Teorema 1.19 O conjunto dos nimeros de Liouville tem medida nula em R.

Demonstracgao. E suficiente provar que LN [k, k + 1] tem medida nula, para
cada k € Z. Mostraremos que L. N [0, 1] tem medida nula, pois os outros casos

seguem de modo analogo. Seja € > 0.

4
AFIRMACAO 1: Eziste n € N tal que Z — < e

4
De fato, se a; = Z = com k > 3, temos
b=2

b=2 b=2
2
uma vez que E Thair (ver [2]). Pelo Teorema do Confronto, lim aj =0
k—s o0

b=1
e a Afirmacao 1 estd provada.

Se £ € [0,1] N L, entao, pelo Lema 1.18, existe % € Q, com b > 1, tal que

1

1
__<_<_ ,
SRR

b —

para o n da afirmagao anterior. Segue que, a € [—b/2,3b/2].

(1.2)

Como o comprimento desse intervalo é 2b e a € Z, entao, ha, no maximo,
2b valores possiveis para a, satisfazendo (1.2). Chamaremos Cj, o conjunto de

tais valores. Portanto,



para algum b > 2. E assim,
a 1 a 1
LN0,1 ———, -4+ —.
[O’]CUU<[) bn’b_'_bn)
b>2 aeCh

Por fim, observe que o comprimento do intervalo (a/b—1/b",a/b+ 1/b")
é 2/b". Logo,

2 2 - 2 4
ZZb—ﬁZ b :b;bn—_l<a

b>2 acCy b>2
O

Com esse tultimo resultado, vemos que, se todo niimero transcendente fosse
de Liouville, terifamos A UL = R e, assim, o conjunto dos ntimeros reais teria
medida nula, o que é uma contradicao.

Os ntimeros e e 7 sao exemplos de ntimeros transcendentes que nao sao de
Liouville (ver [21, p.330]). Na verdade, com o resultado anterior, concluimos
que quase todo numero é transcendente, mas quase nenhum é de Liouville.
Isso significa que o conjunto dos numeros de Liouville é pequeno em R, no
ponto de vista da Teoria da Medida.

Na préxima secao, falaremos sobre a Conjectura de Schanuel e sua re-
levancia para Teoria dos Numeros Transcendentes, além de ver alguns exem-

plos de ntimeros transcendentes.

1.2 Conjectura de Schanuel

Inicialmente, apresentaremos algumas definicoes importantes para esta secao

e para os capitulos que seguem.

Defini¢ao 1.20 Seja L|K uma extensao de corpos. Dizemos que L|K é uma
extensao algébrica se todo a € L é algébrico sobre K. Caso contrario,

dizemos que LK € uma extensdo transcendente.

Exemplo 1.21 A extensio Q(v2) | Q € algébrica, enquanto a extensio Q(1)|Q

€ transcendente, onde | € a constante de Liouville.

12



Defini¢ao 1.22 Seja L|K uma extensao de corpos. Dizemos que ay, . .., oy €
L sao algebricamente dependentes sobre K se existir polinomio nao cons-

tante
P(xy,...,z,) € Klz1,..., 2]

tal que P(aq,...,a,) = 0. Caso contrdrio, dizemos que o, ... o, € L sao

algebricamente independentes sobre K.

Se aq, ..., a, sao numeros complexos algebricamente dependentes sobre Q
(resp. algebricamente independentes sobre Q), dizemos simplesmente que eles

sao algebricamente dependentes (resp. algebricamente independentes).

Observacao 1.23 Note que se ay,...,q, sao algebricamente independentes,
entao, aq, ..., a, sao todos transcendentes. Entretanto, a reciproca nao € ver-
dadeira, por exemplo, os nimeros | e [* sdo transcendentes, mas sio algebri-
camente dependentes, basta tomar P(x,y) = 2* —y. Conjectura-se que e e
sao algebricamente independentes, porém até a transcendéncia de e + m ainda

¢ um problema em aberto.

Definigao 1.24 Seja L|K uma extensao de corpos. Dizemos que um sub-
congunto infinito de L € algebricamente independente sobre K, se todo

subconjunto finito o for.

Observacao 1.25 E possivel mostrar que aq,...,Qy,,... € L sao algebrica-
mente dependentes sobre K se, e somente se, existe n € N, tal que aq, ...,y

sao algebricamente dependentes sobre K.

Defini¢ao 1.26 Seja L|K uma extensao de corpos. Um conjunto B C L é
chamado base de transcendéncia de L|K, se B ¢ algebricamente indepen-

dente sobre K e L|K(B) é uma extensao algébrica.

Exemplo 1.27 O conjunto By = & € uma base de transcendéncia para a

extensio Q(V2) | Q e o conjunto By = {I} ¢ uma base de transcendéncia para

a extensao Q(1)|Q.

13



E possivel provar que quaisquer duas bases de transcendéncia de uma ex-
tensao tém a mesma cardinalidade (Ver [23, p. 99]), sendo assim, faz sentido

definir grau de transcendéncia como segue.

Defini¢ao 1.28 Seja L|K wuma extensio de corpos. Definimos o grau de
transcendéncia dessa extensao como a cardinalidade de uma base de trans-

cendéncia.
Denotamos o grau de transcendéncia dessa extensao por grirg L ou grir(L|K).

Proposicao 1.29 Seja Q(z1,...,x,)|Q uma extensao de corpos. E possivel

obter uma base de transcendéncia B contida em {xy,... ,x,}.

Demonstracao. Provaremos o resultado por inducao. Sejan = 1. Se z1 € Q,
temos B = @. Se z; ¢ Q, podemos tomar B = {z;}. Em qualquer caso,
B C {LUI}

Seja n > 1. Vamos supor que o resultado é valido para n — 1. Seja

B C {x1,...,2,_1} uma base de transcendéncia para a extensao
Q(z1, .+, 201)|Q.
Se x, é algébrico sobre Q(z1,...,2,_1), podemos tomar B = B'. Se z,
é transcendente sobre Q(x,...,2, 1), podemos tomar B = B'U {z,}. Em
qualquer caso, B C {x1,...,z,}.
O
Através da proposigao anterior, concluimos que grtr(Q(zy,...,z,)|Q) <

n. Em particular, conseguimos um limitante superior para o grau de trans-
cendéncia da extensao Q(xq,...,x,, ", ..., e™)|Q. A seguir, apresentamos a
Conjectura de Schanuel que, se provada, garante um limitante inferior para o
grau de transcendéncia dessa extensao no caso em que x1,..., T, sao linear-

mente independentes.

Conjectura 1.30 (Schanuel) Se z1,...,z, € C sao linearmente indepen-

dentes sobre Q, entao

14



grtr(Q(xy, ..., xp, €™, .. ") |Q) > n.

A seguir, apresentamos alguns teoremas importantes em Teoria dos Numeros
Transcendentes, que foram provados independentemente da Conjectura de
Schanuel (com demonstragoes nao triviais) e mostraremos que, se compro-
vada sua veracidade, a Conjectura de Schanuel pode ser utilizada para provar

esses teoremas de maneira simples.

1.2.1 Teorema Lindemann-Weierstrass

Teorema 1.31 (Lindemann-Weierstrass) Sejam ay, ..., q, nimeros algé-
bricos linearmente independentes sobre Q, entao €™, ...,e*™ sdo algebrica-

mente independentes.

Demonstracao. Ver [8, p. 88|
O
Esse teorema implica a veracidade da Conjectura de Schanuel quando
Qq,...,Q, sao nimeros algébricos linearmente independentes. Além disso, se

a Conjectura de Schanuel é verdadeira, temos

grir(Q(aq, ..., ap, e, ..., e™)|Q) >n (1.3)
e, como aq, ..., q, sao algébricos, temos
grir(Q(e™, ..., e*)|Q) = grtr(Q(av, . . ., ap, €™, ..., e*)|Q). (1.4)
Além disso, sabemos que
grtr(Q(e™, ..., e")|Q) < n. (1.5)

Por, (1.3), (1.4) e (1.5), obtemos

grtr(Q(e™, ..., e")|Q) = n.

Qn

Logo, €*t, ..., e sao algebricamente independentes e, portanto, o Teo-
rema de Lindemann-Weierstrass segue como consequéncia da Conjectura de

Schanuel.
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Exemplo 1.32 Dado « algébrico nao nulo, temos que {a} € um conjunto line-
armente independente sobre Q, seque do Teorema de Lindemann-Weierstrass
que €% € transcendente. Dai seque que m € transcendente, pois se w fosse

algébrico, im também seria e '™ = —1 seria transcendente.

1.2.2 Teorema de Gelfond-Schneider

Teorema 1.33 (Gelfond-Schneider) Seja o € Q\{0} e 3 € Q\Q. Entdo

a? ¢ transcendente.

Demonstragao. Ver [19, 60].

Observagao 1.34 Sejam a, 3 € C, com a # 0. Definimos

o8 = (Plogla).

O fato de que a fungao exponencial complezra log estd envolvida nessa defini¢dao

implica que devemos escolher wm ramo para que a fun¢do exponencial o seja

bem definida.

Exemplo 1.35 (Constante de Gelfond) Segue, do Teorema de Gelfond-
Schneider, a transcendéncia de ™, pois se €™ fosse algébrico, (e™)' = —1 seria

transcendente.

Proposicao 1.36 Suponha que a Conjectura de Schanuel € verdadeira. Se

a € Q\{0,1} e B € Q\Q, entio a? eloga sio algebricamente independentes.

Demonstragao. Primeiramente, mostraremos que floga e log a sao linear-
mente independentes sobre Q, em seguida, aplicaremos a Conjectura de Scha-
nuel.

Sejam a; e ap inteiros tais que a;fBloga + asloga = 0. Como, o # 1,
temos loga # 0 e assim, a18 + as = 0. Se a; # 0, temos g € Q, que é uma

contradicao. Logo, a; = 0 e, consequentemente, ay = 0.

16



Se a Conjectura de Schanuel é verdadeira, temos

grtr(Q(Blog a, log a, o, ) |Q) > 2. (1.6)

Além disso, desde que o, 5 € Q,

grtr(Q(a”, log a)|Q) = grtr(Q(Blog a, log a, a”, ) |Q) (1.7)

grtr(Q(a”, log a)|Q) < 2. (1.8)

Por (1.6), (1.7) e (1.8), temos

grtr(Q(a”,log 0)|Q) = 2.

Portanto, o’ e log a sao algebricamente independentes, logo transcenden-
tes.

OJ

A partir da Proposicao 1.36 e da Observacao 1.23, temos que a Conjectura

de Schanuel implica a transcendéncia de o” e loga, quando a € Q\{0,1}

e B € Q\Q. Em particular, o Teorema de Gelfond-Schneider segue como

consequencia da Conjectura de Schanuel.

1.2.3 Teorema de Baker

O Teorema a seguir foi provado por Alan Baker em 1966. Em reconhecimento

de suas contribuicoes, Baker foi premiado com a medalha Fields em 1970.

Teorema 1.37 (Baker) Sejam a,...,a, nimeros algébricos nao nulos de
modo que logay,...,loga, sao linearmente independentes sobre Q. Entao,
1,log oy, ..., loga, sdo linearmente independentes sobre Q.

Demonstracao. Ver [19, p. 84]
OJ
Uma consequéncia interessante do Teorema de Baker é o seguinte resultado,

que generaliza o Teorema de Gelfond-Schneider.
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Proposicao 1.38 O nimero o --- 045” é transcendente para todos os algébricos
Qai, ..., ap, diferentes de 0 e 1, e todos os numeros algébricos By, ..., B, com

1,51, ..., B, linearmente independentes sobre Q.

Demonstracao. Ver [18, p. 129].
0]

Proposicao 1.39 Suponha que a Conjectura de Schanuel é verdadeira. Se

a1, ..., Qp SG0 numeros algébricos nao nulos tais que log aq, . . ., log av, sao line-
armente independentes sobre Q. Entao, logaq,...,loga, sdo algebricamente
independentes.

Demonstracao. Tome z; = log a; na Conjectura de Schanuel. Assim,
grtr(Q(log vy, . . ., log app, g, . .., 0y)|Q) >

grtr(Q(log as, . . ., log a,,)|Q) =grtr(Qlog avy, . . ., log v, vy, - .., )| Q)

grtr(Q(log g, . . ., log ,,)|Q) < m.

Portanto,

grtr(Q(log oy, . .., log a,,)|Q) = n.

Consequentemente, log aq, . . ., log a,, sao algebricamente independentes.
O
Observe que, dados aq, ..., a, nimeros algébricos nao nulos de modo que
log aq, . .., log a,, sao linearmente independentes sobre Q, a proposicao ante-
rior garante que a veracidade da Conjectura de Schanuel implica nao sé na
independéncia linear de 1,logay, ..., loga,, (ou seja, o Teorema de Baker)

como a independéncia algébrica de logay, ..., log a,.
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1.2.4 Conjectura de Schanuel e as relagoes entre ¢ e 7

A veracidade da Conjectura de Schanuel tem, como consequéncia, a resolucao
de varios problemas em aberto. Dentre eles, a independéncia algébrica de e e

.

Teorema 1.40 Se a Conjectura de Schanuel é verdadeira, entao e e w sao

algebricamente independentes.

Demonstragao. Observe que im e 1 sao linearmente independentes sobre Q.

Assim, pela Conjectura de Schanuel,
grir(Q(im, 1,—1,¢)|Q) > 2.
Além disso,

grir(Q(im, )|Q) = grtr(Q(im, 1, —1,¢)|Q)

grtr(Q(im, e)|Q) < 2.

Portanto,
grir(Q(im, e)|Q) = 2.

Logo, i e e sao algebricamente independentes, consequentemente, 7w e e
sao algebricamente independentes.

0

Essa conjectura tao importante tem muitas outras consequéncias interes-

santes, para ver mais algumas, recomendamos [6]. Nesse artigo, os autores

mostram que a Conjectura de Schanuel implica um resultado ainda mais forte

do que a independéncia algébrica de e e m. Eles provaram que a Conjectura

de Schanuel implica que 7 ¢ E, de modo que E = U E,, onde E, é definido
n>0
indutivamente por
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L E0:@§

o £, =F, ({e*:x € E,,_1}),paran > 1. Em que E, 1({e* :z € E,_1})
denota o fecho algébrico de E,,_1({e* : z € E,,_1}).

Nesta segao, apresentamos a Conjectura de Schanuel e vimos sua relagao
com alguns teoremas importantes. No proximo capitulo, apresentaremos re-
sultados recentes de independéncia algébrica relacionados com os nimeros de

Liouville e a Conjectura de Schanuel.
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Capitulo 2

Numeros de Liouville e a

Conjectura de Schanuel

A Conjectura de Schanuel é, sem duvida, um dos principais problemas em
aberto em Teoria dos Numeros Transcendentes. Em 2014, Kumar, Thanga-
durai e Waldschmidt, publicaram o artigo Liouville Numbers and Schanuel’s
Congecture. O principal resultado apresentado nesse artigo garante que, para
cada par de inteiros positivos (n,m), com n > m > 1, existe uma quantidade
nao enumeravel de n-uplas (£, ...,&,) consistindo de nimeros reais linear-

mente independentes sobre Q tais que os niimeros

E1,... 6 €50, e

sao todos niumeros de Liouville e o grau de transcendéncia da extensao

Q-+ nr ey e)|Q

é exatamente n + m.
Observe que, fixado n tao grande quanto se deseje e tomando m = n,

esse resultado garante que existe uma quantidade nao enumerdavel de uplas

&, ..., &, tais que



sao todos nimeros de Liouville algebricamente independentes sobre Q.

Além disso, com o que chamaremos de Teorema de Kumar-Thangadurai-
Waldschmidt, conseguimos garantir que, fixado n, ha uma quantidade nao-
enumeravel de n-uplas (z1,...,z,) € L", com xy,...x, linearmente indepen-

dentes sobre Q, para os quais

grtr(Q(zy, ..., xy, €%, ..., e™)|Q) > n+1

e assim, para essas n-uplas, a Conjectura de Schanuel é verdadeira.
Ainda com respeito a essa conjectura, a partir dessas observagoes, surge

uma pergunta interessante: Se acrescentamos a hipdtese de que

Z1

X
T1y.oo 3 Tp, €, ., €

sao numeros de Liouville, podemos garantir

grirgQ(xy, ..., x,, €™, o e™) > n+ 17

’

E claro que, com o resultado apresentado, conseguimos garantir apenas
para uma quantidade nao enumeravel, mas nao para quaisquer nimeros de Li-
ouville satisfazendo essas condi¢oes. De qualquer forma, é um questionamento
interessante no que se refere a relacao entre os primeiros niimeros transcen-

dentes e a Conjectura de Schanuel.

2.1 Preliminares

Nesta secao apresentaremos resultados preliminares que serao usados no de-

correr do capitulo.

Observacao 2.1 No capitulo anterior, denotamos por Q o conjunto dos nimeros
algébricos. Entretanto, neste capitulo, denotaremos por A o fecho topoldgico

de A em X, dados X um espaco topologico e A C X.
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Proposicao 2.2 Sejam X um espago topologico e A, C X, para cada o € T'.

Entao,

U 4. c | 4.

a€cl a€cl
Demonstracgao. Seja

v € | A,

ael

assim, © € A,, para algum o € I'. Se V C X é um aberto tal que z € V,
entao, VN A, # @. Logo,

vnlJA.=JVNnA) #@.

acl’ ael

Concluimos que

x € UAQ.
[

Proposicao 2.3 Se A C R é um conjunto nao enumerdvel, entao A tem ponto

de acumulacao.

Demonstragao. Seja A C R um conjunto nao enumeravel.

AFIRMACAO 1: Eziste k € 7 tal que AN [k, k + 1] € infinito.

Sabemos que,

R =]k k+1],

kEZ

assim, se [k, k + 1] N A é finito, para todo k € Z, entao,

A=ANR=AnN (U[kz,k+1]) =JAn [k k+1])

kEZ keZ
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¢ uma uniao enumeravel de conjuntos finitos, logo enumeravel, o que contradiz

a nao enumerabilidade de A. Portanto, a Afirmacdo 1 esta provada.

Seja k € Z tal que AN [k, k+ 1] é infinito e seja (z,,)neny uma sequéncia de
pontos distintos em A N [k, k + 1]. Logo, (z,)nen € limitada e, pelo Teorema
de Bolzano-Weierstrass, (z,)n,en possui subsequéncia convergente, portanto,
ANk, k+ 1] tem ponto de acumulacdo e, consequentemente, A tem ponto de

acumulagao.

Proposigao 2.4 Sejam A: R, — R e B: R, — R funcoes tais que

- . B(z)
Jm Alr) = oo e lim Zros =

Y
entao,

lim (A(z) — B(x)) = +oo0.

T—>00

Demonstracao. Se A: R, — Re B : R, — R sao fungoes satisfazendo as

hipéteses acima, existe § > 0 (suficientemente grande) tal que x > ¢ implica

A(z)>0e ‘igg %
Assim,
A(z) (z)
Ty <P
e, somando A(x), temos
AW 42) = Bx) < Alx) + A(;)
Como mEnm @ = 00, entao

lim (A(z) — B(z)) = 0.

T—>00
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TEOREMA DE BAIRE

Definicao 2.5 Seja X um espaco topologico. Dizemos que A C X € um con-
junto magro em X se A € uma reuniao enumerdvel de conjuntos fechados

com wnterior vazio.

A nocao de conjuntos magros em Topologia desempenha, em um certo

sentido, papel semelhante ao dos conjuntos de medida nula em Analise.

Exemplo 2.6 O conjunto Q dos numeros racionais é conjunto magro em R,
pois, sendo Q enumerdvel, temos
Q= J{=}
z€eQ

e {x} € um conjunto fechado com interior vazio, para cada x € Q.

E razodvel pensar que todo conjunto magro tem interior vazio, uma vez
que é uma reuniao enumeravel de conjuntos fechados com interior vazio, mas
isso nao é verdade. Por exemplo, se pensarmos em Q com a topologia induzida
de R, e Q, como um subconjunto de Q, vemos que Q, é um conjunto magro,

mas nao tem interior vazio em Q.

Definicao 2.7 Um espago topolégico no qual todo conjunto magro tem interior

vazio € chamado de espago de Baire.

Teorema 2.8 (Teorema de Baire) Todo espagco métrico completo com a to-

pologia induzida pela métrica € um espaco de Baire.

Sabemos que R é um espago métrico completo, logo é um espago de Baire.
Observe ainda que, se I C R é um intervalo fechado com interior nao vazio,
temos que I é um espaco métrico completo e, em vista disso, I é um espaco

de Baire.

Proposicao 2.9 Seja X um espaco de Baire, entao, todo aberto A C X € um

espago de Baire com a topologia induzida.
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Dessa proposicao segue que, se I é um intervalo aberto limitado com interior
nao vazio, ele também é um espaco de Baire. Observe que nao poderiamos
utilizar apenas o Teorema 2.8 para garantir isso, pois, nesse caso, I nao é
espago métrico completo.

Nao é dificil verificar que A C X tem interior vazio se, e somente se,
A€ é denso. Assim, para que um espaco topoldgico X seja um espago de
Baire é necessario e suficiente que toda intersecao S = NA, de uma familia
enumeravel de abertos A,, densos em X seja um subconjunto denso em X. Essa
propriedade, juntamente com o Teorema de Baire, sera fundamental para o
desenvolvimento deste trabalho, principalmente no que concerne aos capitulos
2 eb.

Uma demonstragao para o Teorema 2.8 pode ser encontrada em [12, p.

164], a Proposigao 2.9 encontra-se demonstrada em [12, p. 163].

PRINCIPIO DE IDENTIDADE PARA FUNCOES ANALITICAS

O préximo teorema é bem interessante e garante que, se duas fungoes analiticas
reais, com mesmo dominio, coincidem em um conjunto com ponto de acu-

mulacao no dominio, entao elas sao iguais.

Teorema 2.10 Sejam f,g : I C R — R fungoes analiticas e X C I um
conjunto com um ponto de acumulag¢ao em I. Se f(x) = g(x) para todo x € X,

entdo f = g.

Uma demonstracao para esse teorema pode ser encontrada em [11, p. 403].

2.2 Lemas auxiliares

O objetivo principal dessa se¢ao é apresentar os lemas que serao utilizados na

demonstracao do Teorema de Kumar-Thangadurai-Waldschmidt.
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Definicao 2.11 Seja X um espaco topolégico, dizemos que G C X € um
subconjunto Gs de X, se G € uma interseccao enumerdvel de abertos densos

em X.

Observacgao 2.12 Alguns livros de Topologia definem conjunto G5 como uma
interseccao enumerdvel de abertos, nao necessariamente densos. Entretanto,
tendo em wista os objetivos deste trabalho, vamos considerar a defini¢ao como

acima.

Exemplo 2.13 O conjunto R\Q é um subconjunto G5 de R, pois,

R\Q = [ R\{«}.

zeQ

O préximo lema tem extrema importancia para esse capitulo.
Lema 2.14 O conjunto dos nimeros de Liouville € um subconjunto Gs de R.

Demonstragao. Mostraremos que L. = ﬂ U,, com
n>1

WY G )

e que cada U, é aberto denso em R. De fato, seja & € LL, pelo Lema 1.18, dado

n > 1, existe Pe Q, com ¢ > 2 tal que

q
1 1
“lopiant
a 97 q9 g q
e, consequentemente,

Uy b )

q>2 pEZ

Como n > 1 foi tomado arbitrariamente, temos

=N (WU i ) -ne
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Reciprocamente, seja x € ﬂ U,. Temos que, para cada n > 1,
n>1

L p, 1 P
QY-
0>2 pell qa q q
Desse modo, para cada n > 1 existem ¢ > 2 e p € Z tais que
1 1
!
qg 4" q q" q

Isto é, para cada n > 1 existe P € Q, com g > 2, tal que
q

O<|lz—=| < —.

q q"

p’ 1
Portanto, x € L. Assim, provamos a primeira parte.

Observe que

=GO (G- 5N ({E)

consequentemente, aberto, para cada n > 1, ja que é uma uniao enumeravel

de abertos.

Pela Proposicao 2.2,

w-QU G-t UG- (3

q>2 pEZ

para cada n > 1. E, como

UUG a5 ) =UUL 5o » WU

q>2 peEZ q>2 pEZ

obtemos, para cada n > 1,
- { }
q>2 pEL

Como Q é denso em R, segue que U, é denso, para cada n > 1. Conclui-se
que LL é dado pela interseccao enumeravel de abertos densos e, portanto, é um

subconjunto G de R.
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Proposicao 2.15 Se X ¢ um espaco de Baire, entdo todo subconjunto Gy de

X ¢é denso.

Demonstragao. Seja G um subconjunto G5 de X, assim, GG é uma interseccao
enumeravel de abertos densos em X. Se X é um espaco de Baire, entao G é

denso em X.

Corolario 2.16 O conjunto dos nimeros de Liouville é denso em R.

Demonstragao. Pelo Lema 2.14; o conjunto dos nimeros de Liouville é G
em R, consequentemente, é denso em R, pois R é um espacgo de Baire.

OJ

O resultado a seguir ¢ bem intuitivo, entretanto, iremos prova-lo devido a

sua utilidade nesse trabalho.

Lema 2.17 Sejam X um espaco topologico e N um conjunto enumerdvel. Se,

para cada n € N, G, € um subconjunto Gy de X, entao, ﬂ G, também é

neN
subconjunto Gs de X.

Demonstragao. Observe que, para cada n € N, existe uma sequéncia

{Auk }ken de abertos densos em X tal que G, = ﬂ Ak
keN
Defina a colegao 3, = {A.k, k € N}. Assim, B = U B3, é uma uniao

neN
enumeravel de colegoes enumeraveis, consequentemente, é uma colecao enu-

meravel. Note que B é uma colecao de abertos densos em X, sendo assim,
() Bi= ([ Au
B;eB neN keN

¢ um subconjunto Gy de X.

Para finalizar a demonstragao, é suficiente provar que

N G.= () B

neN B,eB
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Seja x € ﬂ G,, temos que = € G, para todon € N. Assim, z € A,

neN
para todo n € N e para todo k € N. Portanto,

T € ﬂmAnk: ﬂ B;.

neN keN B;eB

Reciprocamente, dado x € ﬂ B; temos que = € A, paratodon € N e
Bi€B
para todo k € N. Portanto, x € ﬂ Ak, para todon € N. Consequentemente,
keN
T € ﬂ G, para todo n € N. O que encerra a demonstracao.
neN

O

Definicao 2.18 Sejam X um espaco topolégico localmente conexo, J C R
um wntervalo e f : X — J uma funcgao, diremos que f é nao-localmente
constante (NLC) se, para todo aberto conexo nao vazio V C X, a restrigao

de f a'V é nao constante.

Exemplo 2.19 Se J C R é um intervalo, entao qualquer funcao f : I C
R — J injetiva é NLC.

Lema 2.20 Seja X um espago métrico completo e localmente conexo, J um
intervalo em R e N um conjunto enumerdvel. Para cada n € N, seja G, um
subconjunto Gy de J e seja f, : X — J uma fungao continua que é NLC.

Entao, ﬂ f71(G,) € um subconjunto G5 de X .
neN

Demonstracao. Note que N é enumeravel, assim, pelo Lema 2.17 é suficiente
provar que para qualquer n € N, f,'(G,,) é um subconjunto G5 de X. Observe
que, G,, ¢ uma intersecao enumeravel de abertos em J, assim, pela continuidade
de cada f,,, f,'(G,) é uma intersecdo enumerdvel de abertos em X.

Falta mostrar que esses abertos da interse¢ao sao densos. Com esse obje-

tivo, mostraremos inicialmente que f,'(G,) é denso em X, para tanto, utili-

zaremos a suposicao que f, é NLC.
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Seja V um aberto conexo de X. Como f, é continua, f,,(V) é conexo em
J. Além disso, f, é NLC, logo, f,(V) consiste de, no minimo, dois elementos.
Portanto, existe um intervalo (a,b) C J com interior nao vazio, tal que (a,b) C
fa(V). Como J é um espago de Baire, temos que G,, é denso em .J, assim
(a,b) NG, # @. E, dai, f,(V)NG, # @, o que implica V N £, 1(G,) # 2.
Portanto, f,*(G,) é denso em X.

Sabemos que f,*(G,) = ﬂ Ay, onde cada Ay é aberto em X. Suponha

keN
que existe i € N tal que A; nao é denso em X, isso implica que

UG =4 (CA)
keN
também nao é denso em X, o que é uma contradicdo, portanto, A; é denso,

para todo k € N. Isso completa a demonstracao.

O

Proposicao 2.21 Seja X um espag¢o métrico completo (nao vazio), sem pon-
tos isolados e seja E um subconjunto Gs de X. Seja F' um subconjunto enu-

merdvel de E. Entdo, E\F € um subconjunto Gs de X.

Demonstragao. Note que,
E\F = [(E\{y}).
yeF

Como F' é enumeravel, ¢é suficiente mostrar que E\{y} é subconjunto G de
X, para cada y € F.

Sabe-se que,

E =4,

1€EN

onde cada A; é aberto denso em X. Assim, dado y € F,

E\{y} = A\ y}):

1€N
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e A;\{y} é aberto e denso em X, para cada ¢ € N. Consequentemente, E\{y}
¢ subconjunto Gy de X, para cada y € F.
O

Lema 2.22 Seja X um espa¢o métrico completo (nao vazio), sem pontos iso-

lados. Seja E um subconjunto G5 de X. Entao E € nao enumerdvel.

Demonstragao. Suponha, por contradicao, que F é enumeravel, assim, pela
Proposicao 2.21, E— E = @ é um subconjunto G5 de X. Como X # &, temos

que & nao é denso em X, isso contradiz a Proposicao 2.15.
Corolario 2.23 O conjunto dos numeros de Liouville € ndao enumerdvel.

Demonstragao. Pelo Lema 2.14, o conjunto dos nimeros de Liouville ¢ G5 em
R, consequentemente, é nao enumeravel, pois R é um espago métrico completo

(nao vazio), sem pontos isolados. O

Definicao 2.24 As funcées f; : X CR — R, 0 <i < n, sdo ditas algebri-
camente dependentes sobre R, se existe um polinémio P € Rlxg, z1, ..., x,]

nao constante tal que

P(fo(x)afl(x)v s 7fn(x)) = 07

para todo x € X. Caso contrdrio, elas sao ditas algebricamente indepen-

dentes sobre R.

Exemplo 2.25 As funcoes fo : R — R e f; : R — R, definidas por
fo(z) = z e fi(z) = 2% sdo algebricamente dependentes sobre R, basta tomar

P(zg, 1) = 33(2) — I

Definigao 2.26 As funcoes f; : X C R — R, i > 0, sdo ditas algebrica-
mente dependentes sobre R se existe um inteiro n > 0 tal que as fungoes
fi: X CR— R, 1<1i<n sao algebricamente dependentes. Caso contrdrio,

elas sao ditas algebricamente independentes sobre R.
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Lema 2.27 As funcgoes

sao algebricamente independentes sobre R.

Demonstragao. Sejam f; : R — R i > 0, definidas por fo(x) = = e
filz) = e para ¢ > 1. Provaremos que fy, fi1, ..., fn sao algebricamente
independentes para todo n > 0. Usaremos inducao.

O caso n = 0 é trivial. Seja n > 1. Suponha que se o resultado é valido
para 0,1,...,n — 1. Suponha, por absurdo, que existe P € R[xg,x1,...,z,]

nao constante de modo que

Sem perda de generalidade, podemos supor

n kxn

P(z,e®,....e"") = ap(z) + ar(x)e” + ...+ ap(z)e™",

mnfl

para todo = € R, com a; € Rz, e®,...,e* |, para 0 < i < k, e ag(z) nao
identicamente nula. Assim, ag(x) + ay(z)e” + ...+ ap(z)e™" = 0, para todo
r e R.

Seja z € R, como " #£ 0 temos

ap(z) | ai(z) .» ag-1() (k—1)z™

—ay(x) e e +...+ ha
ap(z)  a1(x) N ag_1(x)
ekz™ e(k—1)z™ T ex™

Utilizando a desigualdade triangular,

|ao(z)| | [ar(@)] |ay-1(2)]
0 <lap(x)] < e SGDer T + —
ao(x ai(z ap_1(x
) el
e e e
Seja a € {ag,aq,...,a,_1}, assim,

i :Bi xn—l in
a(r) = > g (€))7



em que Z é um subconjunto finito de {0,1,2,...}" e ay,,. ;) € R, para cada
(11,...,1,) € Z, além disso, se s é o grau de a(z), entao, iy + ... +14, < s, para

cada (i1,...,i,) € Z, e i; < s. Em vista disso,

i T\% gn—1yin
a(@)] < D aganllZ €] €)Y

(15--in) €T
n—1.5\" n—1

< Z |aiy,...in)| ((ex ) ) = el Z |y, in)|
(i1,0vin)ET (i1,0evin) ET

= ™7 L(q) (2.2)

em que L(a) = Z lag,,...in)| ¢ chamado comprimento de a.
(i1,...,in)€I
Denotaremos por sg, S, ..., S, 0s graus dos polinomios ag, ay, ..., a,, res-

pectivamente. Por (2.1) e (2.2),

1
0 <lax(z)] < e7(|ao(l‘)|+|a1(1’)|+---+|ch—1(3?)|)
1 n—1
< —(L(ao)e(”s‘))x —l—L(al)e(”sl)x

ex”

n—1

+.o+ L(ak,l)e(”“"")xn_l) .

Tome L = max{L(aop), L(a1),...,L(ax_1)} e s = max{sg, S1,...,5,}. As-

sim,
n-L-ens)z" n-L
0 <lag(z)| < T = o 1(—neta)
e, como
. L
Jim e = O
temos

lim |ax(z)| = 0.
r—>r00

Portanto, ax(z) é limitada em R,.

Observe que

- \Jj xnfl ,]n
a/k(x) = Z a/(Jl’v]n)le (e )]2 st (e ) Y

(J1,--0n) €T
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para algum J subconjunto finito de {0,1,2,...}".

Podemos considerar uma ordem total em J semelhante a ordem lexi-
cogréfica com (j1,...,7,) < (j;, e ,j;b) se ocorre uma das seguintes condicoes:
® Jn < Jn;

® Ju = € Jut < Gy

® Jn = G et = s - J2 = o 1 < i
® Jn = Ju» dnt = Gnts oo G2 = Jon 1 =y

Considerando J com essa ordem, nés podemos garantir a existéncia de
(11,...,1,) € J maximo, pois J ¢é finito. Definimos K = J\{(i1,...,in)}

E importante observar que, dado (ji,...,Jn) € K, temos (ji,...,Jn) =
(i1, ... yin), com (j1,...,7Jn) € (i1,...,1,) n-uplas distintas. Assim, garantimos

a existénciade l € {1,...,n} tal que j; < i € j, = iy, param € {{+1,...,n}.

Note que,

i xr\1 gn—1 in . i g1 n
() = gy, i@ (@) (@)Y g r (@) ()T

Qiran)EK
Tome
7 T\ x"L*l Tn
A@) = [ag,apa (@) (@)

e

j z\J zn—1\Jn
B(x)=| > ag..or (€))7

(J15--50n)EK
Observe que lim A(z) = +o00, ji que ag(z) é nao identicamente nula.
Tr—>+00

B
Mostraremos que lim (z) =
T—>+00 A(:p)

B
De fato, se B(z) ¢é identicamente nula, temos lim (=) = 0. Vamos

r—>+00 A(ZE)

supor B(z) nao identicamente nula. Note que,

gn—1 jn

B(x) A g) P () (e
A(x) Z

(J1,-in)EK Aiy,.in) T (€7) . . (e )im |
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Seja (Ji,...,Jn) € Kem € {1,...,n} tal que j, = in,. -\ Jm+1 = Gms1 €
Jm < lm. Assim,

1 a(jl ]n)l‘-h (ex)jQ o (ewn—l Jn
hm 70, : . ) | _
Y TN e T

(& —=

Hrendn) g (e%)>7" . (emm_Q)jm_l_im_l(

mm—l )]m_lm
CL( ) r—+o0

A(G1sewign) lim U= logz+(i2—io)rt . +(m—1=im-1)2™ "2 +(m—im)a™ "1 _ ()
A(iy,... i) T

Portanto,
B gy (e L (e
0 S lim (l‘) S Z lim (J15e-5Jn) : ( ) ( nil)' =0.
z—+oo A(x) z—too | Gy, )2 (e2)2 ... (2" )in

(jlv"'vjn)elc

Como B(xz)/A(zx) é continua para z suficientemente grande, segue, pelo

Teorema do confronto, que

Entretanto,
A(z) = B(z) < |ag(z)]

e, assim, concluimos que a; nao pode ser limitada em R e isso contradiz sua
limitacao.

O

Lema 2.28 Seja ¢ : R — R uwma funcao analitica e nao identicamente nula,

entao, Z () = {x € R | ¢(z) = 0} € enumerduvel.
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Demonstracao. Suponha que Z(¢) = {z € R | ¥(z) = 0} é ndo enumeravel,
assim, pela Proposicao 2.3, Z (1)) tem ponto de acumulacao. Observe que
Y(x) = 0 para todo x € Z(1), logo, pelo Principio de Identidade para Fungoes
Analiticas (Teorema 2.10), ¢(z) = 0 para todo x € R, o que contradiz o fato
de que ¥ é uma fungao nao identicamente nula. Segue que Z(¢)) = {x € R |

Y(z) = 0} é enumerdvel.

O lema a seguir segue diretamente da Proposicao 1.13.

Lema 2.29 Se & € um numero de Liouville, entdo, &,&2,...,€" sio nimeros

de Liouville linearmente independentes sobre Q, para todo n € N.

2.3 Prova do teorema

Teorema 2.30 (Kumar-Thangadurai- Waldschmidt) Sejam m e n in-
teiros tais que 1 < m < n. Entao existe uma quantidade nao enumerdvel de
n-uplas (aq,...,a,) € L" tais que aq,...,q, sdo linearmente independentes

sobre Q, e* € L para todoi =1,2...,n ¢
grtr(Q(ag, ..., ap, e . e*)|Q) =n+m

Demonstragao. Sejam n e m inteiros tais que 1 < m < n. Provaremos a
afirmacao por inducao sobre m.
Assuma m = 1. Provaremos o resultado para todo n > 1.

Para cada polinomio nao nulo

Pz, x1,...,2,) € Qlzo, 21, ..., 2],
defina a funcao analitica
fp:R — R por fp(x) = P(x,e,...,e"").

Além disso, defina
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Z(fr) = {e € R | fplz) = 0},

Observe que, pelo Lema 2.27, fp nao é identicamente nula, assim, pelo Lema

2.28, Z(f,) é enumerdavel. Em vista disso,
R\Z(fp) = () R\{«}
z€Z(fp)
¢ um subconjunto G5 de R. Segue, pelo Lema 2.17, que,
F = f (R\Z(fp))
PeQ[Xo,-..,Xn]\{0}

é subconjunto G de R. Agora, defina
G={acl| e € Lparaj=1,...,n}.

Mostraremos que G é Gs em R. De fato, defina h, : R — R, k € N, como

segue:

2

hi(z) =¢€", ho(x) =€, ..., hp(x) =€, hi(x) =z, se k>n.

Pelo Lema 2.20,

é G5 em R.

AFIRMAGAO 1: G = (] b\ (L)

k>1

De fato, se o € G, entdo e € L para j = 1,...,n. Assim, a = h,:l(eo‘k) €
h'(L), paracada k = 1,...,n. Além disso, a = h;*(a) € h; (L), para k > n.
Logo, a € ﬂ h; H(L).

k>1
Por outro lado, se a € ﬂ hi'(L). Temos hi(a) € L, para cada k > 1,
k>1
assim,
a, e, eo‘27 e el



Logo, o € G. Portanto, a Afirmacao 1 esta provada.

Segue que G é G5 em R, consequentemente, pelo Lema 2.17, F = F NG é

subconjunto G5 de R, e assim, pelo Lema 2.22, E/ é nao enumeravel.

o? am

Além disso, por construcao, dado a € E, os nimeros a,e® e ,... e
estao em IL e sao algebricamente independentes sobre Q e, pelo Lema 2.29,

a,a?, ..., a" sdo todos nimeros de Liouville linearmente independentes sobre

Q. Assim,
grtr(Q(a, 02, ..., o™, e, e™ ..., e*)|Q) =n + 1.

Com isso, concluimos que a afirmagao vale para m = 1 e para todo n > 1.
Essa é nossa base de indugao.

Como hipétese de indugao, vamos supor que a afirmacao é valida para
m — 1 e para todo n > m — 1. Desse modo, dado n > m — 1, existe uma
quantidade nao enumeravel de n-uplas (vq,...,7,) € L", tais que v1,...,%

sao linearmente independentes sobre Q, 7" € L, para todo i € {1,...,n} e

grtr(Q(y1, -+, Vs €], o, €)|Q) =n+m — 1.

Queremos mostrar que a afirmacao é valida para m, isto €, queremos mos-
trar que para todo n > m, existe uma quantidade nao enumeravel de n-uplas
(o, ...,qp) € L" tais que ay, ..., a, sdo linearmente independentes sobre Q,

e € L para todoi € {1,...,n} e
grir(Q(aq, . .., apn, e, ..., e™)|Q) = n + m.

Note que, n > m implica n — 1 > m — 1, assim, pela hipdétese de indugao,
ha uma quantidade ndo enumeravel de (n — 1)-uplas (ay,..., a,_;) € L"*
tais que aq,..., a,_1 sao linearmente independentes sobre Q, e*', ..., e"!

sao numeros de Liouville e

grtr(Q(aq, ..., a1, .., e™ Q) =(n—1)+(m—1)=n+m—2.
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Escolha uma (n — 1)-upla (o, ..., ap-1).
Considere o subconjunto £ de R que consiste de todos o € R tais que o

conjunto {«, e} é algebricamente independente sobre

Qag, ... ap_q,e ... e 1),

Se

}D<I7y) € (2(017"-7(yn—luea17‘"76an71>[x7y}

é um polinoémio nao constante, defina a fungao analitica fp(z) = P(x,e”) em R.
Sabemos, pelo Lema 2.27, que x, e* sao fungoes algebricamente independentes
sobre R, assim, se P é um polinomio nao nulo, temos fp uma funcao nao
identicamente nula. Portanto, pelo Lema 2.28, o conjunto de zeros de fp
em R é enumeravel. Além disso, ha somente uma quantidade enumeravel de

polinémios P(z,y) com coeficientes no corpo

Qo ... ap_q, €™ . e 1),

sendo assim, podemos garantir que é enumeravel o conjunto
R\E = U Z(fp).
P(I,y)e@(al7..,7an_17ea1,...7ea"71)[df7y]\{0}

Consequentemente,

£= (] R\{z}

z€R\E

¢ um subconjunto Gy de R.

Como L é um subconjunto G5 de R, entao £ N L é um subconjunto G5 de
R e, portanto, é nao enumeravel.

Note que, para cada v € ENL, o conjunto {«, e} é algebricamente inde-

pendente sobre

Qaq, ... g, e, ... e 1),
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Concluimos que

grtr((@(alv L 7an71,a,€al, Ce ’ean—I’ €a>’Q) =n-+m

O que completa a prova do teorema.
O
Como vimos, a propriedade G5 do conjunto dos niimeros de Liouville foi de
extrema importancia para a verificacao do Teorema de Kumar-Thangadurai-
Waldschmidt. No Capitulo 6, provaremos outros resultados interessantes que

decorrem dessa propriedade.

41



Capitulo 3

Sobre Decomposicoes de

Liouville

Um dos principais resultados em Teoria Elementar dos Numeros é o Teorema
Fundamental da Aritmética. Esse teorema garante que qualquer nimero na-
tural n, maior que 1, pode ser escrito, de maneira tnica, como produto de
poténcias de primos. Existem outros resultados importantes sobre decom-
posicao em Matematica como, por exemplo, o Teorema Fundamental dos Gru-
pos Abelianos Finitamente Gerados, que garante a decomposi¢ao de um grupo
abeliano finitamente gerado como uma soma direta de grupos ciclicos. Neste
capitulo, falaremos sobre decomposi¢oes de nimeros reais em numeros de Li-
ouville.

Em 1962, Erdos provou que todo ntimero real pode ser escrito como soma
de dois ntimeros de Liouville, ou seja, dada f : R* — R, definida por f(z,y) =
xr 4y, e dado a € R, existem nimeros de Liouville o, 7, tais que f(o,7) = «.
Esse é um resultado bastante interessante e falaremos um pouco mais sobre
ele na Secao 3.1.

O principal objetivo deste capitulo é generalizar esse Teorema de Erdos,
apresentando uma classe mais geral de funcoes f : R?> — R, de modo que,

dado a € R (satisfazendo determinadas condigoes), existam nimeros de Liou-
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ville o, 7, tais que f(o,7) = a. Faremos isso na Se¢ao 3.2, com base no Artigo

On Liouville decompositions in Local Fields de Edward B. Burger.

3.1 Um teorema de Erdos

Nao é dificil provar que qualquer niimero real pode ser decomposto como soma
de dois niimeros transcendentes, contudo, esse nao é um resultado tao interes-
sante, visto que quase todo nuimero real é transcendente.

Nesta se¢ao, veremos um resultado a priori surpreendente: qualquer ntimero
real pode ser escrito como soma de dois nimeros de Liouville. Esse resultado
¢ bem interessante, uma vez que o conjunto dos niimeros de Liouville tem me-
dida nula em R, ou seja, quase nenhum ntumero real é de Liouville. Segundo
Marques (Ver [18, p. 86]), podemos pensar entdo que, mesmo sendo um con-
junto “invisivel”, os nimeros de Liouville estao estrategicamente posicionados
na reta real.

Erdos provou esse resultado em 1962, no artigo Representations of real
numbers as sums and products of Liouville numbers. Nesse artigo, ele deu
uma prova construtiva, onde os nimeros de Liouville sao explicitados, e uma
prova nao construtiva, em que ele utiliza as propriedades de conjunto G. Tais
demonstragoes serao apresentadas aqui, com algumas adaptagoes.

Primeiramente, mostraremos que qualquer ntmero real pode ser escrito

como soma de dois elementos de um subconjunto G5 de R.

Lema 3.1 Se G C R é um subconjunto Gs, entao dado o € R, existem x,y €

G tais que T +y = «.

Demonstragao. Sabemos que

G=)4.

neN

onde A,, é aberto denso em R, para cada n.
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AFIRMACAO 1: a — G ={a —s | s € G} é um subconjunto G5 de R.

Inicialmente, mostraremos que

a—G:ﬂ(a—An)

neN
em que « — A, = {a—s|s € A,}. Note que, dado t € a — G, existe s € G,
tal que t = a —s. Como s € G, tem-se s € A, para todo n € N, e assim,

t=a—s€a—A,, para todo n € N. Logo,

te m(a—An).

neN

Reciprocamente, dado

te ﬂ(a—An),

neN

tem-se t € a — A, para cada n € N. Assim, para cada n € N, existe s, € A,
tal que ¢ = o —s,,. Pela unicidade do inverso aditivo, s; = s; mesmo que i # j,

defina s = s1. Desse modo,

t:a—SEOz—ﬂAn:a—G.

neN
Agora, observe que A, é aberto e denso para cada n € N, desse modo,
a — A, é aberto e denso, consequentemente o — G é Gs. E a Afirmacdo 1 esta

provada.

Como G e a — G sdo conjuntos Gy, entdo, GN (a — G) é Gy e, consequen-
temente, nao vazio. Conclui-se que, dado o € R existe y € GN (o — G). Desse
modo, y € G ey € a — G. Assim, existe x € G tal que y = a — .

Portanto, existem x,y € G tais que x+y = «a, como queriamos demonstrar.

O

Teorema 3.2 (Erdds) Seja f : R? — R definida por f(z,y) = v +vy. Dado

a € R, existem nimeros de Liouville o e T tais que f(o,7) = a.
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1* Demonstragao. Sabemos que L é um subconjunto G5 de R. Segue, do
Lema 3.1, que, dado a € R, existem 0,7 € LL tais que 0 + 7 = «.

OJ
2% Demonstracao. Se a € Q, escolhemos o um nimero de Liouville qualquer,

fixado. Pela Proposicao 1.13, 7 = o — ¢ também é nimero de Liouville e
floom)=0c4+17=0+(a—0) =a.

Se a ¢ Q, temos o = |a] + {a}, onde || € Z corresponde a parte inteira
de a e {a} € (0,1) corresponde & parte fracionaria. E suficiente provar que
existem numeros de Liouville 7 e 75 tais que 71 + 72 = {a}. Pois, tomando
o= |a|+7 eT =, obtemos f(o,7) =0+7 = |a|+11+7 = |a]+{a} = a.

Como {a} € (0,1), podemos escrever sua expansao 2-adica como

=5

com g € {0,1}. Em seguida, definimos

oo o
T = Qk € To = 5k
1= E a5 2 — g PR
2k 2k

k=1 k=1

onde para n! < k < (n+ 1)! temos

ar=¢cpe fr=0sen¢ 27,

ap=0e [, =¢ sen € 2Z.

Observe que 71 + 7 = {a}. Verificaremos apenas que 75 é nimero de
Liouville, pois, para 7, o argumento é analogo.

Dado n > 1, sejam

(2n+1)!—15
n+1)!— k
Qn:2(2 ! 1eanQn Z ?
k=1
Assim,
Pn| . Bk
e 0n o Z ok




Note que, f = 0 para (2n + 1)! < k < (2n + 2)!. Desse modo,

(a an - Z ok S Z ok — 9(2n+2)l-1 < on@ntl)l-n P
" k=(2n+2)! k=(2n+2)! n
Conclui-se que 7 é um nimero de Liouville.
O

3.2 Teorema de decomposicao

Nesta secao apresentaremos o Teorema de decomposicao, que é o foco principal
deste capitulo.

Esse teorema garante que alguns nimeros reais podem ser decompostos
como f(o,7), onde o e 7 sdao numeros de Liouville, para uma classe muito

grande de fungoes f(x,y).

Definicao 3.3 Se Z C R? ¢ um subconjunto aberto, f : Z — R uma fungdo
continua e « € R, entao dizemos que [ é localmente injetiva em o se

existem conjuntos abertos U eV em R, U x V C Z, de modo que:
(i) Para todo x € U, existe um unicoy € V de modo que f(x,y) = a;

(1i) Para todo y € V, existe um unico x € U de modo que f(x,y) = a.

Mais precisamente, dizemos que f é localmente injetiva em o sobre U x V.

Teorema 3.4 (Teorema de decomposigao) Sejam X C R? um conjunto
aberto, f : X — R wma fun¢ao continua e « € R. Suponha que f € localmente
injetiva em « sobre Uy x Vi e que g1 : Uy —> V4 e g9 : Vi — Uy, definidas
implicitamente por f(x,g1(x)) = a e f(g2(y),y) = «, sdo aplicagoes abertas.

Entao, existem numeros de Liouville o e T tais que

flo,7) =«

Lema 3.5 Nas hipoteses do Teorema de decomposicao, g1 € um homeomor-

fismo e go = g
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Demonstragao. Observe que g; é sobrejetiva, pois dado y € V;, existe x €
Uy tal que f(z,y) = «, logo g1(z) = y. Para a injetividade, suponha, por
absurdo, que existem w1,z € U; distintos tais que g;(z1) = g1(x2) =y € V],
assim f(x1,y) = f(x2,y) = «, o que contradiz a injetividade local de f em «
sobre U; x V;. Portanto, ¢, : Uy — V) ¢é bijetiva, logo, existe gf1 VI —
Uy. Suponha, por absurdo, que existe y € Vi tal que g2(y) # g;'(y). Por
construgio, f(g2(y),y) = f(97'(y),y) = @, entretanto, gs(y), g; ' (y) € Us sdo
distintos, o que contradiz a injetividade local de f em « sobre U; x Vi, logo,
g2 = g; . Além disso, g; e g; ' sdo continuas, uma vez que, por hipétese, g; e
g sao aplicagoes abertas.

O

Demonstragao do Teorema de decomposigao. Podemos supor, sem perda
de generalidade, que U; e V; s@o conexos, de modo que U; x V; € X. Como

Q é denso em R, podemos escolher % € U; N Q. Observe que,
1

aq 1 aq 1
Un (& o2 4,2
! (b1 bl’bl+b1)

a
¢ aberto em R, contendo b—l Logo, existe €1 > 0 tal que
1

ay ax a, 1 o 1
Wi={(——¢,— uonl———,—+—1.
1 (bl 51,b1+€1) c Uy (bl bl’bl+bl)

Por hipétese, ¢g; é uma aplicagao aberta, logo, Z; = ¢;(W;) C V; é aberto

C. . . &
e f é localmente injetiva em « sobre W; x Z;. Selecionamos —LeQn Z1, em

dy
seguida, selecionamos u; € W7 tal que f (ul, %) = «. Observe que
1
C1 1 C1 1
ZnN|l———,—+—
: (ch dd d1>
é aberto, contendo 2—1 Logo, existe §; > 0 tal que
1
C1 C1 C1 1 C1 1
Vo=|——-0,—+0|CZHN|———,—+— ).
: (d1 vt 1) ! (d1 & d1+d1)
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Segue do lema anterior que Us = g; *(Va) é aberto, contido em Wy, e f é
localmente injetiva em « sobre Us x V5.

Seja N > 2. Assumindo que

a; Qas an 1 N-1
—_— ... , C
{51 by le} < {d1 dy’” le} 0

e abertos Uy, Vi em R, com f localmente injetiva em a sobre Uy x Vi, agora
ay CN
construiremos — e —

by dn’
a
Seja b_N um ponto de Q tal que
N

ag anN-—-1
bNEUN\{ b2,...,bN_1}.

Observe que

an 1 an 1
Uvn (N - 2N
N (bN b%’bNer%)

a
é aberto, contendo b_N Logo, existe ey > 0 tal que
N

an an an 1 an 1
Wy = (N _ oy C Uy N v )
N (bN N bN+€N) N (bN oY bN+b%>

Segue do lema anterior que Zy = g¢1(Wy) é aberto, contido em Vy, e f é

c
localmente injetiva em a sobre Wy X Zy. Selecionamos d_N € Q de modo que

N
CN Co CN-—1
Z -
ay €M\ {ch dy dN_l}’

. . c
em seguida, selecionamos uy € Wy tal que f (uN, —N> = qa.

Observe que,

CN 1 CN 1
Zn 0 ooy
N (dN N dy d%)

é aberto, contendo d_ Logo, existe 6 > 0 tal que
N

CN 1 CN 1
| N— ) ) Zn N _—_ 4 — .
N+1 (dN N,d + N) C 4N (dN & dy +d%)
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Segue do lema que Uy = g; ' (Vivy1) é aberto, contido em Wy, e f é
localmente injetiva em « sobre Uyny1 X V.
Agora, observamos que dado qualquer inteiro M > 1, para todos os inteiros

m1, my suficientemente grandes,

Am, Amgy Cmy Cmy

< Op.

by, b,

Ay,  dp,

< Epm €

Como )y —> 0 e 6y — 0 quando M — o0, segue que as sequéncias
Am Cm . .
— e — sao de Cauchy, consequentemente convergem em R. Sejam o e 7

by,  dpy

nimeros reais tais que

am Cm

lim —=o0e lim — =T,
m—o0 by, m—so0 d,y,
assim, por construcao,
lim w, =0
m—r0o0

e, para todo m € N,

a c 1

O0<lo—-2l<—el0<|T—2 < —.
b bm dpm, dm

Portanto, ambos ¢ e 7 sao nimeros de Liouville.
Finalmente recordamos que, para todo m, f(um,¢n/dyn) = a. Como f é

continua e lim wu,, = o tem-se f(o,7) = a, 0 que completa a prova.
m—>r00

OJ

O Teorema de decomposicao generaliza o Teorema de Erdos, uma vez que

a funcao f(z,y) = = + y satisfaz as hipdteses desse teorema para qualquer
a € R fixado. Além disso, dada a fungao f : R’ x ((0,1) U (1,+00)) — R,
definida por f(z,w) = w'/*, & possivel verificar que ela satisfaz as hipSteses do
teorema para x positivo diferente de 0 e 1. Logo, dado = € (0,1) U (1, 4+00),
existem [; e [y numeros de Liouville tais que l;/ b= x, consequentemente, z'!

é um nuamero de Liouville. Em particular, existem ntimeros de Liouville o e 7

tais que " = 0.
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Garantimos, ainda, que a potenciacao de dois numeros de Liouville nem
sempre é um numero transcendente. De fato, se a € R é algébrico maior do
que 1, entdao f(z,y) = y* é localmente injetiva em « e assim, pelo Teorema de

decomposigao, existem nimeros de Liouville 0 e 7 em R tais que

Através de argumentos analogos aos utilizados na demostracao do Teorema

de decomposicao, podemos deduzir a seguinte generalizacao.

Teorema 3.6 (Teorema de decomposicao simultanea) Sejam abertos
UVi,Vo,....Vy C R e aj,as,...,ay € R. Suponha que, para cada n,
1<n<N, f, :UxV, — R € continua, localmente injetiva em «, sobre
U xV, eas funcoes p, : U — V,, e, : V,, — U, definidas implicitamente
por fo(z,on(z)) = an € fu(Un(y),y), sdo aplicagoes abertas. Entdo, existem

numeros de Liouville 0,7, To,...,Tn em R de modo que
fn<07 Tn) = Op
para todon =1,2,..., N.

Considere oy, aq, . . ., ay numeros reais diferentes de 0 e 1. Entao, a funcao

falz,y) = y'/ & localmente injetiva em a,. Assim, pelo teorema anterior,

. . . . . 1/ 1/
existem ndmeros de Liouville o,7,..., 7y tais que 7" = a3, ..., Ty =
ay. Desse modo, podemos afirmar que, dados aq, aq, ...,y nimeros reais
diferentes de 0 e 1, existe um numero de Liouville o tal que a7, a3, ..., a% sao

todos ntimeros de Liouville.

Neste capitulo, vimos, como consequéncia do Teorema de decomposicao,
que nem sempre a potenciagao de dois nimeros de Liouville é transcendente.
No préximo capitulo, discutiremos sobre potenciagao de niimeros transcenden-

tes em que a base pode ser um nimero de Liouville.
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Capitulo 4

Potenciacao de Transcendentes

Em 1934, Gelfond e Schneider, independentemente, provaram a transcendéncia
de o’ quando « é algébrico diferente de 0 e 1 e 3 é algébrico nao racional. No
capitulo anterior, vimos que dados dois numeros muito “bem aproximados”
por algébricos de grau 1, a potenciagao desses nimeros nem sempre ¢ um
nimero transcendente.

Em 1991, Caveny considerou a transcendéncia de o, quando « é “suficien-
temente bem aproximado por algébricos de grau limitado” e 3 é algébrico de
grau pelo menos dois. Neste capitulo, iremos considerar a transcendéncia de
a?, quando ambos « e 3 sdo “suficientemente bem aproximados por algébricos
de grau limitado”. Faremos isso com base no artigo U-numbers and T-numbers:
Some Elementary Transcendence and Algebraic Results, publicado em 1993,
pela mesma autora.

Inicialmente, apresentaremos algumas defini¢oes e resultados importantes
para demonstracao do teorema principal deste capitulo.

Dados d € N e uma funcao

A:N—R"
T — A(T)

com limsup A(T) = oo, dizemos que um numero complexo ¢ é (d, A(T))-
T—>00
aproximavel, se existe uma sequéncia infinita (7 de nimeros algébricos satis-
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fazendo

deg(¢r) <d , H(Cr) <exp(T) e 0<|[C—(r[ <exp(=A(T)),

onde deg((r) e H({r) denotam o grau e a altura de (r, respectivamente. Sendo
que a altura de (r é dada pelo maximo do valor absoluto dos coeficientes do seu
polinémio minimal primitivo sobre Z (isto é, o polinémio primitivo P(z) € Z[z]
de menor grau, tal que P(¢r) = 0).
Neste trabalho, iremos considerar ntimeros complexos ¢ que sao (d, A(T))-
A(T)
T

aproximaveis para alguma A(T') satisfazendo lim sup = oo. Tais ¢ sao

T— 00
necessariamente transcendentes e sao U-nimeros na classificagao de ntimeros
complexos Koksma-Mahler (Ver [5]).

Restringindo a uma subsequéncia de {(r}, se necessério, podemos supor

que cada aproximacao (r satisfaz

exp(T — 1) < H(¢r) < exp(T). (4.1)

Além disso, podemos escolher um d minimo tal que cada aproximacgao tem
grau no maximo d e existe uma quantidade infinita de aproximacoes tendo
grau exatamente d. Neste caso, dizemos que d é o grau do U-ntimero (.

Antes da demonstragao do teorema, enunciaremos alguns lemas.

. , : 1 .
Lema 4.1 Sejam v, w nimeros complexos satisfazendo |w—e”| < §|e”|. Entao,

existe uma determinacao do logaritmo de w tal que

Demonstracao. Ver [22, p. 450].
]

Dados a1, as, By, B1, B2 numeros algébricos com ajas # 0. Consideramos
a forma linear A = 5y + (1 log a1 + P2 log as.
Sejam D um inteiro positivo e Aq, Ay, A, B nimeros reais positivos que

satisfazem
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D = [Q(ou, az, Bo, b1, 2) : QJ,
Aj = max{H(a;),exp(|log oj|), exp(2)}, j € {1,2},
A =max{A;, Ay, e} e B=max{H(B,),0<j <2}
Lema 4.2 Se A # 0, entao
|A] = exp(-U)
onde U = ¢;D*log A; log Ay(log B +loglog A) e ¢; <27,

Demonstracao. Ver [20, p. 284].
[

Observacgao 4.3 No teorema a sequir, consideramos « e 3 numeros comple-
zos satisfazendo aloga # 0 e B # 0. Além disso, consideramos dy e dy
numeros naturais, com dy > 2, minimos tais que cada aproximac¢ao tem grau
no mazximo dy (respectivamente, dy) e existe uma quantidade infinita de apro-

zimagoes tendo grau exatamente dy (respectivamente, dy ).

Teorema 4.4 (Caveny) Sejam «, [ nimeros complexos nao-nulos e dy,d;
numeros naturais com di; > 2. FExiste uma constante positiva Cy tal que se «
¢ (dy, CoT log T)-aprozimdvel e B ¢ (dy, CoT exp T)-aprozimduvel, entio o ¢

transcendente.

Demonstragao. Primeiramente, fixamos Cs satisfazendo as hipéteses do te-
orema, a ser escolhido posteriormente.

Em seguida, sejam {ar;} e {bs;} sequéncias de boas aproximacoes para
« e 3, respectivamente, de modo que deg(ar;) > 1 e deg(bs;) > 2, com arg,
diferente de 0 e 1. Sem perda de generalidade, podemos escolher {T};>1, de
modo que T; > 2T;_;.

Agora, fixamos k suficientemente grande, a ser escolhido posteriormente.

Logo apds, escolhemos [ de modo que
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T < eXp(Sk) <. (42)

Por uma questao de simplicidade, escrevemos b = bg, e a = ag;. Temos
H(a) <exp(Ty) , H(b) < exp(Sy) < T,

la — a| < exp(—CoTlog(T))) < exp(—CoTy_1 log(T;—1))

|8 — b| < exp(—CaSk exp(Sk)) < exp(—CaTi-1log(Ti-1)).

Vamos supor, por absurdo, que o é algébrico. Consideramos a seguinte

forma linear em logaritmos de nimeros algébricos
A =loga® —bloga.

Note que A é nao nula, pois a” é algébrico e, pelo teorema de Gelfond-

Schneider, a’ é transcendente. Observe que
|A| = |Bloga —bloga + bloga — blogal < |8 — b||log al + |b||log a — log al,

com isso, obteremos um limitante superior para |A|.

i 3
AFIRMACAO 1: |loga —loga| < co|la — al, onde ¢y = m.

No Lema 4.1, tome v = loga e w = a. Note que,
1
la —af < Zlal
3

a partir de k suficientemente grande, pois « ¢é fixado, {ar,} converge para a e
é escolhido de modo que exp(Sy) < T;. Portanto, v = log @ e w = a satisfazem
as hipéteses do Lema 4.1.

Assim,

3 1 3
[loga —loga|] < ————|a — exp(log a)| = —|a — al.
3 Toxplioga) 3ol
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E a Afirmacao 1 esta provada.

Sabendo que (bg;);en ¢ limitada (jd que converge) e utilizando (4.1), obte-

1110S

1+H<b):H(bSk)+1>eXp(Sk—1)+1

exp(Sk — 1) +1 > |bs, | = |b]
para k suficientemente grande. Assim,
| < H(b)+1 < T, +T; = 2T,
para k suficientemente grande. Dai
[A] <[5 —bl[log | + [b][log o — log al,
com
|log v — logal < ex]a — a] < e exp(—CyT;1og(Th)),
|8 —=b] < (exp(—=CoTi1logTi—1)) e [b] <27
Em vista disso, obtemos
|A| < (exp(—C2T_11og T)—1))|log | + 2T} o exp(—CoT; log Tp). (4.3)
Note que, para todo [ > 1,
TZC% < <%)Tl < T?Zl,

jd que Cy > 1 (a ser escolhida), 7} > 27}, e TITZ/TQI1 > T /T, Logo,

TCQT[ TCQT[
T < Té—n = exp | log Té—n = exp(CyTylog Ti — CoTy-1log Ti-y).

-1 -1
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Dai,
2T co exp(—CyT log T)) < 2¢9 exp(—CoT)—1logT)_1).
Por (4.3),
|A| < |log a(exp(—CoyT;-11log T)—1)) + 2¢9 exp(—CyT—1 log T)—1).
Portanto,
|A] < ezexp(—CaTy-1log(Ti-1)),

com c3 = 2max{|log al,2¢y}.

Assim, para k suficientemente grande, temos

A e (— () Tiostogmi) ) (1.4)

Esse é nosso limitante superior para A.
Para obter um limitante inferior, utilizaremos o Lema 4.2. Vamos tomar

Blag=ua, By=0, 01 =1, B = —b, em seguida, tomamos D = cy4dyd;,

o] =
B=H(b), Ay =c5 e A= Ay =2exp(T}), com ¢4 e c5 constantes positivas de

modo que as condigoes do Lema 4.2 sejam satisfeitas. Assim,

IA| > exp(—c1D*log A, log Asy(log B + log(log A)))

— exp(—ex(cadods)log c5 log(2 exp Ty (log H(b) + log(log(2exp T3))),
com ¢; < 2. Como T} > H(b), temos,

Al > exp(—ci(cadody)* log cs log(2 exp Ti) (log T + log(log(2 exp T3)))
= exp(—ci(cadodr)* log e5(log 2 + T)((log Ty) +log(log 2 + T5)))
> exp

c1(cadody 41og c5(217)((log T7) + (log 2 4 log 17)))

—ai( )
—ci( ) (

(—c1(cadody)* log c5(2T7) ((log Ti) + log(2T5)))
= exp(—ci( ) (

(—a( ) (

Z exp C1 C4d0d1 410g Cs 2ﬂ)(3 lOg Cn))
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Sendo assim, para k suficientemente grande,

|A| > exp(—cg(dod1)*T; log Ty), (4.5)

com cg = 60103 log c5.

Por (4.4) e (4.5), temos,

C
exp (— (72) T4 log(Tl_l)) > eXp(—CG(dod1)4Tl log T})

para k suficientemente grande.
Logo,

Tilog T

Cy < 2c6(dody ) ———221
2 < 2¢5(doc) T4 1og(T) 1)

Provamos que, se «a é (dy, CoT log T)-aproximavel, § é (di,CoT expT)-
aproximéavel e o’ é algébrico, entao

Tilog T,

Cy < 2¢6(dpdy ) ———2 "
2 < 2¢5(dodh) Ty 1og(Ti_1)

Dai, se

Ty logT,

CZ > 266(d0d1)47—}71 log(Tl,l) )

o é transcendente.
O
Note que, se «a é real e dy = 1, obtemos condigoes suficientes para que
a potenciacao de numeros transcendentes, em que a base é um niumero de
Liouville, seja um ntmero transcendente. Observe que, para a demonstracao
dos teoremas principais dos capitulos 4 e 5, utilizamos o fato de estarmos
trabalhando com numeros muito “bem aproximados” por algébricos, que é
uma propriedade bem interessantes dos U-ntimeros, em particular dos niimeros
de Liouville. No capitulo seguinte, voltamos a falar sobre a propriedade G
do conjunto dos ntimeros de Liouville e mostraremos uma série de resultados

decorrentes dessa propriedade.
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Capitulo 5

Numeros de Liouville e a

Propriedade Gj

No Capitulo 2, vimos que o conjunto dos nimeros de Liouville é um subcon-
junto G5 de R. Neste capitulo, temos o objetivo de explorar um pouco mais
essa propriedade de LL e, assim, mostrar outros resultados interessantes.

A proposicao seguinte foi provada por Alniacik e Saias, em [1, p. 426], e

serd utilizada na demonstracao dos resultados da secao 5.1.

Proposicao 5.1 Seja I um intervalo de R com interior nao vazio, G um
subconjunto Gs de R e (f,)n>0 uma sequéncia de funcgoes definidas em I, que
sao continuas e NLC. Entdo

/(@)

n>0

€ um subconjunto G sobre I.

Observe que, nas hipoteses da Proposicao 5.1, se ¢ : I — R ¢é tal que
fn = @, para cada n > 0, entdo, ¢ '(G) é um subconjunto G5 em I, para
cada G subconjunto G5 em R. Isto é, a imagem inversa pela funcao ¢ de
todo subconjunto Gs em R é G5 em I. Isso ocorre porque a continuidade de ¢
garante que a imagem inversa dos abertos (da interse¢ao) vao ser subconjuntos

abertos de I e a densidade decorre por ¢ ser NLC.
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E importante enfatizar que, este capitulo também baseia-se no artigo Li-
ouville Numbers and Schanuel’s Conjecture, de Kumar, Thangadurai e Walds-

chmidt.

5.1 Aplicacao da Proposicao 5.1 aos nimeros
de Liouville

Nesta secao, utilizaremos a Proposicao 5.1 para deduzir alguns resultados sobre

numeros de Liouville.

Teorema 5.2 Seja £ um subconjunto enumerdvel de R. Entdo, existe um
conjunto nao enumerdvel de numeros de Liouville F' tendo simultaneamente
as sequintes propriedades.

(i) Para quaisquert € € e £ € F, o nimero £ +1t € um numero de Liouville.
(11) Para quaisquert € E\{0} e € F', o nimero -t € um numero de Liouville.
(iii) Sejam t € E\{0} e € € F. Defina indutivamente & = € e &, = "1,
para todo n > 1. Entao, todos os numeros da sequéncia (§,)n>0 SG0 nimeros
de Liouwville.

(iv) Para qualquer nimero racional r # 0 e qualquer £ € F', o nimero " é um

numero de Liouville.

Demonstragao. Construiremos separadamente quatro conjuntos G5 que sa-
tisfacam cada uma dessas propriedades e, assim, a intersecao deles sera Gy,
em particular, nao enumeravel.
(I) Definimos, para cada t € &, f; : (0,+00) — R por f(z) = z +t. Pela
Proposicao 5.1,

(@)

te€
é subconjunto G4 de (0, +00), consequentemente,

L)L)

tef
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também ¢ subconjunto G de (0, 4+00) e satisfaz (i).
(II) Definimos, para cada t € &, g; : (0,+00) — R por g(x) = z - t. Pela
Proposicao 5.1,
(o' (L)
te€
é subconjunto G4 de (0, +00), consequentemente,
Ln()g (L)
te€
também ¢é subconjunto G5 de (0, 4+00) e satisfaz (7).
(11I) Definimos, para cada t € £, a sequéncia de fungoes h,, : (0, +00) — R
por ho(z) = x e hy(z) = et™=1@) para k > 1. Pela Proposicao 5.1,
(' (@)
n>0
é Gs em (0,+00). Como & é enumeravel,
) W)
teE n>0
¢ G5 em (0, +00) e satisfaz (7ii).
(IV') Definimos, para cada r € Q\{0}, ¢,(z) = 2". Pela Proposi¢ao 5.1,
) » 'L
reQ\{0}
é subconjunto G de (0, +00), consequentemente,
Ln (] o'(L)
reQ\{0}
também ¢é subconjunto Gy de (0, +00) e satisfaz (iv).

O

Teorema 5.3 Sejam I um intervalo de R com interior nao-vazio e (fn)n>1
uma sequéncia de funcoes definidas em I que sao continuas e NLC. Entao,
existe um subconjunto ndo enumerdvel E de I NL tais que f,(§) € um nimero

de Liouwville para todo n > 1 e todo & € F.
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Demonstracao. Definimos fy : I — R por fo(z) = z, para cada x € 1,

assim fy é continua e NLC. Pela Proposicao 5.1,

E=()f"L)

n>0

¢ um subconjunto G5 de I, consequentemente, nao enumeravel. Por fim, ob-
serve que F C INL e f,(F) C L, para cada n > 0. Portanto, f,(£) € L, para
todon >0 e todo £ € E.

OJ

A seguir, consideramos o caso especial onde todas as f,, sao as mesmas.

Teorema 5.4 Seja I um intervalo de R com interior nao-vazio e ¢ : I — R
uma aplicacao continua que € NLC. Entao, existe um conjunto nao enumerdvel

de numeros de Liouville £ € I tais que p(§) € um numero de Liouville.

Demonstracao. Definimos f, : I — R por f,(x) = ¢(x), para cada n > 1.
Pelo Teorema 5.3, existe um subconjunto nao enumeravel £/ C I NI tal que
fn(§) é um nimero de Liouville para todo n > 1 e todo £ € E. Como, para
cadan > 1, f.(x) = p(zx), segue o resultado.
O
Exemplos simples de consequéncias do Teorema 5.4 sao obtidos com [ =
(0,+00) e p(x) =t — z, que produz o resultado de Erdds (visto no Capitulo
3). Deduzimos também do Teorema 5.4 que qualquer nimero real positivo t é
soma de dois quadrados de nimeros de Liouville, basta considerar I = (0, \/Z)
e o(z) =Vt — a2
No Capitulo 3, apresentamos uma generalizacao para o resultado de Erdos
utilizando aproximagoes por racionais. O préximo teorema também generaliza

o resultado de Erdos.

Teorema 5.5 Seja P € Rlx,y] um polinémio irredutivel tal que
oP oP
— #0e— #0.
ox 70e oy 7
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Assuma que existem dois intervalos abertos nao vazios I e J de R, de modo
que, para qualquer x € 1, eziste y € J com P(z,y) =0, e, para qualquery € J
existe x € I com P(z,y) = 0. Entao, existe uma quantidade ndo enumerdvel

de pares (£,m) de niumeros de Liouville em I x J tais que P(&,m) = 0.

Demonstragao. Seja (xo,y0) € I x J tal que

oP
%(Ioa yo) # 0.

Pelo Teorema da Funcao Implicita, existem intervalos abertos nao vazios

Io = (zo — 0o, xo + d0) € Jo = (Yo — €0, Yo + €0), com dg, ¢ > 0, tais que:

- opP
1. Ipx JyCIx J; %(x,y) # 0 para todo (z,y) € Iy X Jy;

2. Para todo x € [ existe um tnico y = ¢(x) € Jy tal que P(x, ¢(x)) = 0.

Além disso, a funcao g : Iy — Jy € diferencidvel.

Agora, seja (r1,y1) € Iy X Jp tal que

oP
— (1, 0.
8y( 1Y) #
Pelo Teorema da Funcao Implicita, garantimos a existéncia de intervalos
abertos nao vazios Iy = (x1 — 01,21 +61) J1 = (y1 — €1, y1 +€1), com 01,61 > 0

tais que:

- oP
1. 1 x Jy C Iy x Jy; a—(x,y) # 0 para todo (z,y) € I; x Jy;
Y

2. Para todo y € J; existe um tnico x = ¢;(y) € I; tal que P(p;(y),z) = 0.

Além disso, a fungao ¢ : J; — I é diferencidvel.

Definimos @9 : I1 — Ji, com po(z) = ¢o(x), para x € ;. Assim, pg0@p; =
Id:J — Jiepropy=1d: 1, — I.

Logo, ¢1 e @9 sao duas funcoes diferenciaveis, definidas sobre subcon-
juntos abertos nao vazios J; de J e I, de I, respectivamente, de modo que

P(z,p2(x)) = 0e P(e1(y),y) = 0 para x € I e y € Jp, tais que pg 0 @1 é
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a identidade sobre J; e ¢ 0 ¢y é a identidade sobre [;. Por fim, aplicamos o
Teorema 5.4.
OJ

O resultado de Erdos sobre ¢t = £ 41 para t € R segue do Teorema 5.5 com
P(z,y) = x +y — t. Também o fato de que qualquer nimero real positivo ¢ é
a soma de dois quadrados de nimeros de Liouville segue aplicando o Teorema
5.5 ao polinémio z? + y* — t.

Poderiamos deduzir, sob as hipéteses do Teorema 5.5, a existéncia de um
par de nimeros de Liouville (£,7) com P(£,n) = 0 aplicando o Teorema 3.4
com f(z,y) = P(x,y) e « = 0. Entretanto, com o Teorema 5.5, produzimos
uma quantidade nao enumeravel de solugoes.

A seguir, estendemos o Teorema 5.5 para mais de 2 variaveis.

Teorema 5.6 Sejam m > 2 e P € Rlxy, ..., x| um polinomio irredutivel tal
que

oP oP

— #0e— #0.

31‘1 7& 6.772 7&
Assuma que existem subconjuntos abertos I; de R (i = 1,...,m) tais que, para

qualquer i € {1,2} e qualquer (m — 1)-upla

(ZEl,...,ZL‘i_l,I'i_,_l,...,l'm) el X ... XLy X Liyg X ... X Iy,
existe x; € I; tais que P(z1,...,x,) = 0. Entdo, existe uma quantidade nao
enumerdvel de uplas (§1,&2, ..., &n) € It X s X ... x I, de nimeros de Liouville

tais que P(&1,&2,...,&m) = 0.

Demonstracao. Provaremos o resultado por inducao.
O caso m = 2 segue do Teorema 5.5. Assumimos que o resultado é valido
para m — 1, com m > 3. Como L é denso em R, existe uma (I — 2)-upla de

nimeros de Liouville (&3,...,&) € I3 X ... x I;. Seja

P(x1,29,&3,...,&) € Rlay, 2.
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Por hipdtese, dado x; € I3, existe xo € I3 tal que P(z1,x9,&3,...,&) =0e
dado x5 € I, existe x1 € I tal que P(xy,22,&3,...,&) = 0. Além disso,

oP 0P
— #0e — #0.
8x1 # ¢ 8x2 #
Sendo assim, pela Proposicao 5.5, existe uma quantidade nao enumeravel
de pares (&1,&2) de nimeros de Liouville tais que P(&;,&,&3,...,&) = 0. O

que encerra a demonstragao.

5.2 OQOutros teoremas

A proposicao a seguir generaliza a Proposicao 5.1 e sua demonstragao segue

de modo similar a demostracao da Proposicao 2.20.

Proposicao 5.7 Sejam I,J intervalos de R com interior nao vazio, G um
subconjunto Gs de J e (fn)n>0 uma sequéncia de aplicagoes, f,: 1 — J, que
sao continuos e NLC. Entao

(/16

n>0

€ um subconjunto G sobre I.
Como consequéncia da Proposigao 5.7 temos o seguinte teorema.

Teorema 5.8 Seja I um intervalo de R com interior nao vazio e ¢ : I —>
I um homeomorfismo. FEntdo o conjunto de elementos & em I tais que a
orbita {@"(§)In € Z} consiste somente de nimeros de Liouville em I é um

subconjunto G de I, consequentemente nao enumerdvel.

Observacgao 5.9 Se I é um intervalo de R com interior nao vazio, ¢ : I — I
um homeomorfismo e ¢ : I — I é a sua inversa, definimos, para n € Z,
©" . I — I indutivamente como usual: ¢° € a identidade, ™ = " oy para

n>1, e " =vY" paran > 1.
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Demonstracao do Teorema 5.8. Queremos mostrar que A = {{ € [ |

©"(€) e LNI,neZ}é Gy Seja,

B=()f@ni,

nez

onde f, : I — I é definida por f,(x) = ¢"(x). Mostraremos que A = B. De

fato,

B=()f,'Lnl)= (e "@nD)=({zel|¢(x)eLnl}=A

nez neZ nez

Observe que L. N I é um subconjunto Gy de I, com a topologia induzida.
Além disso, f,, é um homeomorfismo, para cada n € Z, consequentemente, é
NLC. Pela Proposicao 5.7, f,;'(L.NI) é Gs para cada n € Z. Sendo assim,
ﬂ 1 (LN 1) é um subconjunto G de I.

nez

O
Exemplo 5.10 Seja o : (0,1) — (0,1), definida por p(x) = x*. Temos que
© € um homeomorfismo, logo, pelo Teorema 5.8, existe uma quantidade nao

enumerdvel de elementos £ € (0,1), tais que

o VE VEVE € 2 €N €L

sao todos numeros de Liouville.

Teorema 5.11 Seja F(X,Y) € Q[X,Y]| um polinémio ndao constante e t um
ndmero real. Assuma que existe um conjunto ndo enumerdvel de pares de
nidmeros de Liouville (&,m) tais que F(§,n) = t. Entdo, as duas sequintes
condicoes sao equivalentes:

(i) t é transcendente.

(ii) Existem dois niumeros de Liouville algebricamente independentes tais que

F(&n) =t.

Para provar esse resultado, utilizaremos o Teorema de Bézout.

65



Teorema 5.12 (Teorema de Bézout) Seja K um corpo. Sejam f(X,Y),
9(X.,Y) dois polinomios em K[X,Y] de grausn,m > 1. Se f(X,Y) e g(X,Y)

nao tem fator em comum em K[X,Y]\K, entao

#{(z,y) € K* | f(z,y) =0} n{(z,y) € K* | g(z,y) = 0} < nm.

Demonstragao. Ver [10, p. 71]

O
Demonstragao do Teorema 5.11. Inicialmente, assumimos que t é algébrico.
Portanto, existe P(X) € Q[X]\{0} tal que P(t) = 0. Para qualquer par de
nimeros de Liouville (£, 7n) tais que F(§,n) = t, temos P(F(&,n)) = 0. Note
que, PoF' € Q[X,Y]\{0}, sendo assim, & e n sdo algebricamente dependentes.
Reciprocamente, assumimos que para qualquer par de nimeros de Liouville

(&,m) tais que F(&,n) = t, os numeros £ e 7 sdo algebricamente dependentes.

AFIRMACAO 1: Eziste um polinémio A(X,Y) € Q[X,Y] tal que A(X,Y) e
F(X,Y) —t tem infinitos zeros em comum.

Por hipdtese, existe uma conjunto nao enumeravel de pares de nimeros de
Liouville (&,7) tais que F(&,n) = t, além disso, estamos supondo que para
qualquer par (£,7), satisfazendo F'({,n) = t, os nimeros £ e n sao algebri-
camente dependentes, sendo assim, para cada um desses pares, existe um
P(X,Y) € Q[X,Y], tal que P({,n) = 0. Ao supor que cada polinémio
em Q[X,Y] tem no maximo uma quantidade finita de zeros em comum com
F(X,Y) — t, pela enumerabilidade de Q[X, Y], obtemos apenas uma quanti-
dade enumeravel de pares algebricamente dependentes sobre Q, o que é uma

contradicao. Portanto, a Afirmacao 1 esta provada.

AFIRMACAO 2: Para A(X,Y) da Afirmacio 1, existe B(X,Y) € Q[X,Y]
irredutivel, tal que B(X,Y) divide A(X,Y) em Q[X,Y] e B(X,Y) divide
F(X,Y) =t em Q(t)[X,Y], onde Q denota o fecho algébrico de Q e Q(t)
denota o fecho algébrico de Q(t).
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Suponha, por absurdo, que A(X,Y) e F(X,Y) —t nao tem fator irredutivel
em comum em Q(t)[X, Y], segue, pelo Teorema 5.12, que A(X,Y) intersecta
F(X,Y)—t em, no maximo, uma quantidade finita de pontos. Entretanto, isso
contradiz Afirmagao 1. Sendo assim, existe B(t, X,Y) € @[X , Y] tal que
B(t, X,Y) divide A(X,Y) e F(X,Y) —t em Q(t)[X,Y]. Como A(X,Y) no
depende de t, entao, B(t, X,Y) também nao depende de ¢t. Assim, B(t, X,Y) =
B(X,Y) divide A(X,Y) em Q[X, Y] e B(X,Y) divide F(X,Y)—t em Q(¢)[X, Y].

Portanto, a Afirmacao 2 esta provada.

Vamos supor, por absurdo, que t é transcendente. Assim, pela Afirmacgao 2,

podemos concluir que FI(X,Y) —t = B(X,Y)C(X,Y), onde C € Q(t)[X,Y].

O coeficiente de um monomio X'Y”? em C é

o F(X)Y)—t (0,0)
axioyi )\ Bx,y) )
Note que C' € Q(t)[X,Y] e C tem grau 1 em ¢, logo, C(X,Y) = D(X,Y) +
tE(X,Y), com D e E em Q[X,Y]. Segue que

F(X,Y)—t = B(X,Y)[D(X,Y)+tE(X,Y)]
— B(X,Y)D(X,Y)+tB(X,Y)E(X,Y),

que implica
B(X,Y)E(X,Y)=-1.

Logo, o grau de B(X,Y) é 0 e, consequentemente, B(X,Y’) ndo é irredutivel,

o que contradiz a Afirmacao 2. Portanto, t é algébrico.
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