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Resumo

Santana, André Pereira, Formulacoes do Método dos Elementos de Contorno para Andlise
de Placas Espessas Isotropicas e Ortotropicas. Brasilia, 2014. Tese de Doutorado, Faculdade

de Tecnologia, Universidade de Brasilia.

Este trabalho apresenta formulagoes estaticas do método dos elementos de contorno
para problemas de placas isotrépicas e ortotropicas em flexao através da teoria de Reissner
e Mindlin, respectivamente. A solucao fundamental de placas espessas ortotrépicas que leva
em conta o efeito do cisalhamento transversal sao obtidas usando o operador de Hormander
e transformada de Radon. O operador de Hormander é usado para transformar os sistemas
de equacoes diferenciais parciais que representa as equacoes de equilibrio em apenas uma
equacao diferencial parcial. Usando a transformada de Radon, essa equacao diferencial par-
cial é reduzida a uma equagao diferencial ordinaria. Para obter a transformacao inversa,
integrais singulares precisam ser calculadas. Uma simples quadratura é usada onde integrais
fortes e hipersingulares sao tratadas no sentido de Cauchy e Hadamard, respectivamente.
Derivadas da solugao fundamental sao usadas na equacao integral de contorno para o calculo
de momentos em pontos internos. A formulacao desenvolvida é aplicada no cédlculo de des-
locamentos, tensoes e momentos em placas submetidas a cargas distribuida no dominio da
estrutura. As integrais de superficie provenientes das cargas de dominio sao transformadas
em integrais de contorno usando o método da integragao radial. Apenas o contorno é discre-
tizado em todas as formulagoes implementadas e sao utilizados elementos constantes (1 né
por elemento). Os resultados obtidos sdo comparados com resultados analiticos disponiveis
na literatura, com o método sem malhas e com o método dos elementos finitos. Em geral
ha uma boa concordancia entre os resultados obtidos neste trabalho com os resultados da

literatura.

Palavras chaves: Métodos dos elementos de contorno, placas espessas, materiais compositos.



Abstract

Santana, André Pereira, Formulation of the boundary element method to the analysis of
isotropic and orthotropic thick plates. Brazilia, 2014. PhD Thesis, Faculty of Technology,

University of Brazilia.

This work presents a static formulation of the boundary element method for problems
of isotropic and orthotropic plates at bending through Reissner and Mindlin’s theory, res-
pectively. The fundamental solution of the orthotropic shear deformable plates are obtained
using Hérmander operator and Randon transform. The Hormander operator is used to trans-
form the partial differential equation system that represents the equilibrium equation in only
one partial differential equation. Using Radon transform, this partial differential equation is
reduced to an ordinary differetial equation. To obtain the inverse transformation, singular
integrals need to be computed. A simple quadrature is used where strong and hypersingular
integrals are treated in Cauchy and Hadamard sense, respectively. Derivatives of fundamen-
tal solutions are used in boundary integral equations to compute moments at internal points.
The developed formulations are applied to compute displacements, stresses and moments
at plates submitted to transversal loads in the structure domain. Surface integrals that
come from domain loads are transformed into boundary integrals using the radial integration
method. Only the boundary is discretized at all the implemented formulations and are used
constants elements (1 node per element). Results are compared with analytical meshless and
finite element results available in literature. In general there is a good agreement between

the results obtained in this work and those available in literature.

Key words: Boundary element method, thick plates, composite materials.
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Simbolos

Letras gregas

a, f = Constantes.
¢ = Deformacao.

£ = Deformacao virtual.

= Deformacao cisalhante.

1t = Raiz do polinomio caracteristico.

v = Razao de Poisson.

2 = Dominio.

f = Rotacao.

§ = Rotacao virtual.

p = Distancia entre pontos.
o = Tensao normal.

7 = Tensao cisalhante.

IT = Energia.

1) = Deformacao por cisalhamento.

x = Deformacao por flexao.
A = Fator de corregao.

V = Operador laplaciano.
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A = Operador diferencial.
¢,&,m = Ponto campo.

® = Funcao.

1 = Constantes.

0 = Derivada parcial.

¢ = Funcao.

T = pi.

v, = Fungoes suaves.

1) = Solugao fundamental.

R = Real.

Letras arabicas

A = Area.

a, b, c = Constantes.

b = Forca de corpo generalizada.
h = Espessura.

C, K = Constantes.

D = Rigidez a flexao.

C = Tensor de quarta ordem.

D = Matriz de rigidez de flexao.
D’ = Matriz D transformada.

d; = Parte real de p.

E = Moddulo de elasticidade.

G = Mddulo de cisalhamento.

e; = Parte imaginaria de p.

p = Forcas de superficie generalizadas.
M, m = Momentos.

N = Funcao de interpolacao.

n = Vetor normal ao contorno.
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p = Forga de superficie.

() = Forca cortante.

Q = Matriz de rigidez.

Q = Matriz de rigidez transformada.
q = Forga distribuida.

R; = Funcao.

iy Siy @i, p; = Constantes.

S; = Funcao.

T = Matriz de transformacao.

t = Forcas de superficie.

u = Deslocamento no plano.

w = Deslocamento transversal.

w = Deslocamento transversal virtual.
z = Distancia transversal do plano médio a um ponto.
W = Esforgos externos.

T = Esforcos internos.

F = Forcas de volume.

L = Operador diferencial.

I = Integral.

K = Constantes de Bessel.

V' = Volume.

x,y = Ponto campo.

X = Ponto campo.

X' = Ponto interno.

A, B = Funcgoes de Bessel.

D = Moédulo de rigidez.

U, P,V,W = Kernels.

H, G = Matrizes.

s, f = Fungoes.

d, g = Funcoes.
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Subscritos

I' = Contorno.

2 = Dominio.

1, 2, 3 = Direcoes principais.

f = Fibra.

L = Direcao longitudinal as fibras.

m = Matriz.

n = Direcao normal.

s = Diregao tangencial.

T = Direcao transversal as fibras.

t = Tracao.

x1, To, 3 = Eixos do sistema de coordenadas.
U1, Us, uz = Eixos do sistema de coordenadas.
u,, ug, w = Eixos de coordenadas cilindricas.
a, B,y = Indices gregos.

i, 7, k= Indices latinos.

Sobrescritos

1, 2, 3 = Nos do elemento.
*x = Solucoes fundamentais.
. = Primeira derivada.

.. = Segunda derivada.
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Abreviagoes

exp = Exponencial.

log = Logaritmo.

ref = Referéncia.

num = Numeérico.

di f = Diferenca.

MEC = Método dos Elementos de Contorno.
MFEF = Método dos Elementos Finitos.
MDF = Método das Diferencas Finitas.
CDC = Condicao de Contorno.

V PC' = Valor principal de Cauchy.

V PH = Valor principal de Hadamard.
co = Cofator.

sin = Seno.

cos = Cosseno.

tan = Tangente.

lim = Limite.

adj = Adjunto.
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Capitulo 1

Introducao

O presente trabalho trata de trés assuntos: os materiais compositos, as placas e o
método dos elementos de contorno. A seguir sao apresentadas as razoes para a escolha desses

trés assuntos como objeto de estudo, bem como um pouco de sua historia.

1.1 Revisao bibliografica

Desde meados dos anos de 1800 tem-se desenvolvido modelos andliticos para repre-
sentar o comportamento de placas. Os primeiros trabalhos foram desenvolvidos por Sophie
Germain, Lagrange e Poisson (Pilkey e Wunderlich, 1994). As equagoOes integrais ficaram
conhecidas no século XIX e tiveram suas primeiras aplicagoes nos trabalhos de Betti (1872) e
Somigliana (1885) com trabalhos voltados para elasticidade plana. A primeira formulagao do
método dos elementos de contorno baseado em equagoes integrais foi proposta por Kupradze
(1965). Em seguida Rizzo (1967) propos uma formulagao para o MEC mais completa. Cruze
(1969), Ricardella (1973) e Lachat (1973) introduziram funcoes de forma constante, linear e
quadratico, respectivamente na formulagao do MEC. Os trabalhos de Bezine (1978) e Stern
(1979) foram as primeiras formulag¢oes do método dos elementos de contorno para placas finas

utilizando as hipéteses de Kirchhoff (1950).



Formulagoes de elementos de contorno para problemas anisotrépicos foram apresentados
por Sollero e Aliabadi (1995). Portela et al. (1992a) apresentou para problemas estéticos
a formulagdo de elementos de contorno dual. Aliabadi e Sollero (1998) apresentaram a
formulacao de elementos de contorno dual na anélise de propagacao de trincas em laminados
ortotrépicos. Albuquerque et al. (1999) estendeu a formulacao do método dos elementos de

contorno dual para problemas elasto-dinamicos em materiais anisotropicos.

A formulacao do método dos elementos de contorno para placas espessas tem atraido
a atencao de muitos pesquisadores nos tultimos anos. O primeiro trabalho sobre placas es-
pessas de Reissner e Mindlin usando o MEC foi proposto por Weeén (1982). Barcellos e
Westphal (1992) mostraram como transformar a solu¢ao fundamental de Reissner na solugao
fundamental de Kirchhoff, atribuindo zeros para partes do integrando que representam as de-
formagoes por cisalhamento. EL-Zafrany et al. (1994) apresentaram a derivacao da equagao
integral de contorno e da solucao fundamental para flexao de placas espessas de Reissner
(1947). Palermo Jr. (2002) estudou a resposta harmonica de placas usando a solugdo no

dominio da frequéncia para equagao integral para hipéteses de Mindlin (1951).

Existem poucos trabalhos sobre o MEC para placas e cascas espessas ortotrépicas ou
anisotrépicas que levem em conta o efeito do cisalhamento transversal. Wang e Huang
(1991) apresentaram uma solugdo fundamental para placas espessas ortotrépicas conside-
rando o efeito do cisalhamento transversal. Wang e Schweizerhof (1995) apresentaram uma
formulagao para andlise estatica de cascas anisotrépicas moderamente espessas. Em Wang
e Schweizerhof (1996) essa formulacao foi estendida para cascas ortotrépicas moderamente

espessas.

O tratamento de fungoes singulares presentes na solugao fundamental de placas finas
e espessas é outro ponto importante na formulacao do método dos elementos de contorno.
Rajamoham e Raamachandran (1999) propuseram uma formulagao onde as singularidades
foram evitadas pela colocacao do ponto fonte fora do dominio para evitar o tratamento de
singularidades da solugdo fundamental em placas anisotrépicas. Rashed (1999) apresentou
a derivacao completa da equacao hipersingular e demonstrou o procedimento para tratar a

integrais hipersingulares para condigoes de contorno gerais de placas espessas isotropicas.



Wang e Huang (1991) apresentaram uma formulagdo do MEC para placas moderamente
espessas ortotropicas e usando a subtragao de singularidade para tratar as singularidades
nos kernels da solu¢ao fundamental. Marczak e Creus (2002) apresentaram o tratamento de
singularidades em placas espessas através do uso da série de Laurent. Portela et al. (1992b),
apresentaram a subtracao de singularidades na formulagao de elementos de contorno para
placas trincadas. Paiva et al. (2003) apresentou um tratamento analitico para integrais

singulares e hipersingulares da formulacao de placas finas baseado na teoria de Kirchhoff.

1.2 Consideracoes sobre materiais compodsitos

Intmeras conquistas tecnoldgicas recentes, principalmente as relacionadas com as aplica-
¢oes relevantes em dreas tais como aeronautica, aeroespacial, petroquimica, naval, bioenge-
nharia, automobilistica, construcao civil, de artigos esportivos, entre outras, somente se torna-
ram viaveis apos o advento dos materiais compositos estruturais ou simplesmente compésitos.
Esta classe de materiais ¢ bastante ampla e abrangente, compreendendo desde os polimeros
reforgados com fibras, os materiais hibridos metal/compdsito, os concretos estruturais e ou-

tros compositos que incorporam matriz metalica ou ceramica.

Embora a associacao do termo compositos esteja ligada as chamadas tecnologias de
ponta, nas quais pecas e dispositivos oriundos desse material sao empregados em componen-
tes utilizados em satélites, aeronaves e helicopteros, implantes ortopédicos e odontolégicos,
veiculos de Formula 1, plataformas maritimas de petrdleo, pontes, telescopios, instrumentos
musicais e estruturas inteligentes em geral, a origem desta importante classe de materiais
remonta a milhoes de anos, uma vez que as madeiras, os ossos e os tecidos musculares sao

exemplos notaveis em termos de eficiéncia estrutural dos chamados compdésitos naturais.

As pesquisas por materiais de alta resisténcia, alta rigidez e baixo peso impuseram ciclos
histéricos na aplicacao de materiais na industria aeronautica. Partindo do uso da madeira,
passando pelas ligas de aluminio e magnésio, chega-se ao estado atual, no qual a industria

aeroespacial esta, cada vez mais, substituindo o uso de metais pelo uso de compositos.



A principio com utilizacao restrita a aeroespacial, atualmente a utilizacdo dos materiais
compositos modernos vem se estendendo aos mais diversos ramos industriais. O motivo
desse crescimento é que esses materiais apresentam caracteristicas bastante desejavéis para
muitas aplicacoes em engenharia. Devido a sua grande importancia, os materiais compdsitos
tém sido objeto de muitos estudos, com vérios livros publicados sobre o assunto (Agarwal e

Broutman, 1990, Gibson, 1994 e Hull e Clyne, 1996).

1.3 Consideracoes sobre placas

Placas, por definicao, sao elementos estruturais, simétricos em relacao a um plano
médio, cuja dimensao menor, que estd na direcao normal a este plano, ¢ denominada espes-
sura da placa. O carregamento, normalmente, é transversal ao plano médio da placa. De
acordo com o material do qual é constituida, as placas podem ser classificadas como: ani-
sotrépicas (com propriedades diferentes em dire¢oes nao perpendiculares), ortotrépicas (com
propriedades diferentes em duas diregoes perpendiculares), ou isotrépicas (com proprieda-
des iguais em qualquer dire¢ao). E de acordo com a espessura, as placas sdo classificadas
como finas e espessas. A literatura recomenda, para metais, a formulacao de placas finas
para 1/80 < t/a < 1/5 e espessas para t/a > 1/5, onde t ¢ a espessura e a ¢ a aresta da
placa quadrada (Timoshenko, 1959). Os modelos mateméticos para placas finas nao levam
em conta os efeitos da deformagao por cisalhamento transversal enquanto que nos modelos
de placas espessas estes efeitos sao considerados. A adocao de hipdteses simplificadoras, vi-
sando analisar a placa como um elemento bidimensional, fez surgir diferentes teorias para
verificar o comportamento geral desta superficie estrutural. Kirchhoff (1850) estabeleceu as
hipoteses fundamentais da teoria de placas finas, deduzindo a expressao da energia poten-
cial para uma placa inclinada e aplicando o principio dos trabalhos virtuais para obter uma
equacao diferencial, onde a rigidez a flexao foi definida em termos do moédulo de Young e
coeficiente de Poisson. Adicionalmente, ele percebeu que as trés condig¢oes de contorno na-
turais propostas por Poisson (1829) nao eram compativeis com a natureza de quarta ordem

da equacao diferencial obtida e mostrou que estas poderiam ser reduzidas a duas condigoes



de contorno naturais. Esta teoria nao leva em conta o efeito da deformacao pelo esforco cor-
tante, assumindo-se que retas normais ao plano médio da placa permanecem normais apos
a deformacao. As hipdteses apresentadas por Kirchhoff resultaram em uma equacao dife-
rencial de quarta ordem, na qual o deslocamento é dado em funcao de duas coordenadas no
plano médio da placa. Esta equacao pode ser uma eficiente representacao do comportamento
de placas finas para pequenos deslocamentos, apresentando boa precisao de resultados para
uma grande variedade de carregamentos e geometrias. Entretanto, a teoria desenvolvida por
Kirchhoff nao apresenta bons resultados quando sao analisadas placas de maior espessura.
Mindlin (1951) formulou uma teoria para analisar placas moderadamente espessas onde,
assumindo-se que as distor¢oes que ocorrem na espessura sao constantes, as tensoes sao obti-
das a partir de uma funcao imposta para as deformacoes ao longo da espessura. O sistema de
equagoes diferenciais obtido é de sexta ordem e também satisfaz as trés condigoes de contorno
requeridas. Uma formulacao similar a de Mindlin foi obtida por Reissner (1947) porém, ao
invés de uma funcao para as deformacoes foi imposto uma fungao para as tensoes ao longo
da espessura. As formulacoes apresentadas por Kirchhoff e Mindlin podem ser consideradas

como expressivas contribuicoes para o aprimoramento da teoria bidimensional de placas.

1.4 Evolucao do método dos elementos de contorno

Atualmente a simulacao computacional de fendmenos fisicos de problemas de engenha-
ria tem sido uma das principais ferramentas que auxiliam os engenheiros no desenvolvimento
de projetos. Varios fenomenos fisicos, nas diversas areas do conhecimento, podem ser re-
presentadas por equagoes diferenciais parciais. Em casos praticos porém, dificilmente essas
equacoes possuem solucgoes analiticas. Por isso, métodos numéricos sao empregados para se
obter uma solugao aproximada das equagoes que governam o problema. Problemas envol-
vendo andlises térmicas, andlises de tensoes, escoamento de fluidos e eletromagnetismo, sao
apenas alguns exemplos da vasta quantidade de problemas que podem ser modelados através
do método dos elementos de contorno. A formulacao de elementos de contorno possui como

atrativo a possibilidade de reduzir o ntimero de dimensoes do problema, o que leva a um



conjunto reduzido de equagoes e a uma quantidade menor de dados requeridos para a com-
putacao. Sé para citar alguns pesquisadores e suas diferentes linhas de pesquisas dentro da
formulagao de elementos de contorno temos: Loeffler e Mansur (1986) proporam a formulagao
do MEC para vibragoes livres de barras e membranas, Dias Junior et al. (2013) abordaram
a formagao de cones de agua em reservatérios de petroléo usando o MEC, Bezerra e Saigal
(1993) proporam a formulagao do MEC para detecgao de falhas em problemas de elasticidade
e Pouzada (1999), estudou a formula¢do do MEC para a anélise de problemas de propagacao
de ondas eletromagnéticas. Estes problemas podem ser modelados sob as variadas condigoes
de contorno com o objetivo de simular computacionalmente as condigoes reais de servigo
de um determinado componente mecanico. Essa pratica tem sido cada vez mais utilizada
atualmente, pois proporciona uma significativa economia de tempo e recursos financeiros du-
rante o desenvolvimento de projetos. Varios ensaios praticos e a construcao de protétipos,
que outrora eram indispensavéis, podem ser substituidos por uma simulagao computacional

adequada feita por um programa de analise numeérica.

1.5 Objetivos deste trabalho

Usando o método dos elementos de contorno, os objetivos deste trabalho sao:

e Apresentar a formulacao de elementos de contorno para placas espessas isotropicas e
ortotrépicas considerando o efeito da deformacao por cisalhamento na direcao trans-

versal;

e Apresentar o tratamento da integral de dominio presente na equacao integral de con-

torno através do método da integracao radial (MIR);

e Calcular deslocamentos, momentos e tensoes em pontos internos e no contorno de placas

espessas isotrépicas e ortotropicas;
e Emprego da transformada de Hormander e transformada de Radon;

e Emprego da quadratura de Gauss e Telles;
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e Emprego da quadratura de Campos e Albuquerque (2013).
As hipéteses adotadas sao:

e Problemas estaticos;

e Regime eléstico.

1.6 Descricao do presente trabalho

A motivacao para o desenvolvimento de uma formulagao de elementos de contorno para
analise do comportamento mecanico dos materiais compositos advém da crescente utilizacao
desses materiais devido as suas excelentes propriedades mecanicas. O método dos elementos
de contorno vem sendo desenvolvido ha varias décadas e através dos anos se consolidando
como uma ferramenta de andalise computacional extremamente 1til em varias areas da en-
genharia. Entretanto, a andlise de problemas de materiais anisotrépicos usando o método
dos elementos de contorno ainda demanda muita pesquisa. A presente contribuicao deste
trabalho para literatura é o calculo das tensoes em pontos internos e no contorno de placas
espessas ortotropicas sujeitas a carregamentos transversalmente distribuidos ou concentra-
dos usando a quadratura proposta por Campos e Albuquerque (2013). Este trabalho é uma
continuagao do trabalho de Reis et al. (2013), que obteve resultados para deslocamentos em
placas espessas ortotropicas usando a transformada de Telles (1987) no cédlculo da solucao
fundamental. Os tnicos trabalhos que calculam deslocamentos e esforgos (momentos) em
placas espessas ortotrépicas encontrados na literatura foi apresentado por Wang e Huang
(1991) e Reis et al. (2013). Trés tipos de singularidades estao presentes nos kernels da
solugao fundamental de placas espessas ortotrépicas, como mostrado em Reis et al. (2013):
fraca, forte e hipersingular. E proposta uma quadratura numérica para tratamento de tais
singularidades utilizando-se poucos pontos de integracao (Campos e Albuquerque, 2013). A
precisao dos resultados numéricos apresentados no presente trabalho é analisada pela com-

paragao com resultados numéricos obtidos na literatura. Em toda formulagao desenvolvida
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foram utilizados elementos constantes para placas isotropicas e ortotrépicas afim de simplicar

a formulagao matematica do problema.
O presente trabalho é disposto de 10 capitulos.

No Capitulo 1 é apresentada uma revisao bibliografica sobre placas, compdsitos e o

métodos dos elementos de contorno.

No Capitulo 2 é apresentada uma classificacao dos compdsitos quanto a sua forma e

uma visao geral sobre suas caracteristicas, tais como: composicao, interesse e aplicacoes.

No Capitulo 3 sao apresentadas algumas consideragoes sobre a teoria da elasticidade,

bem como relagoes entre tensoes e deformagoes.

No Capitulo 4 sao apresentadas algumas consideracoes sobre placas espessas isotrépicas
onde se leva em conta o efeito do cisalhamento transversal. Serao obtidas as equacgoes de

equilibrio de placas.

No Capitulo 5 a formulacao de elementos de contorno para placas isotropicas é apre-
sentada de forma detalhada. Sera apresentada a obtengao da equagao integral de contorno.
Também serd apresentada a obtengao da solucao fundamental. Sao apresentados os trata-
mentos de singularidades de forma numérica e analitica. E apresentada a formulacao para

calculo de tensoes em pontos internos e do contorno.

No Capitulo 6 é apresentada uma formulagao para o tratamento da integral de dominio
na formulacao de elementos de contorno. A transformacao exata da integral de dominio
proveniente da carga distribuida em integral de contorno ¢é realizada utilizando o método da

integracao radial (MIR).

No Capitulo 7 sao apresentados alguns resultados numéricos obtidos para validar as
rotinas implementadas. Foram obtidos valores para deslocamentos, momentos, e tensoes em

pontos internos e no contorno de placas isotrépicas.

No Capitulo 8 sao obtidas as equacoes de equilibrio de placas ortotropicas e a formulacao

de elementos de contorno para placas ortotropicas é apresentada. E proposta uma formulacao



para o tratamento das singularidades forte e hipersingular.

No Capitulo 9 sao apresentados alguns resultados numéricos obtidos para validar as
rotinas implementadas. Foram obtidos valores para deslocamentos, momentos e tensoes em

pontos internos e no contorno de placas ortotrépicas.

Por fim, no Capitulo 10 sao apresentadas as consideragoes finais e conclusoes obtidas
através dos resultados obtidos nesta tese. Também sao citados temas do presente trabalho

que ainda demandam pesquisa.



Capitulo 2

Materiais compositos

2.1 Introducao

Neste capitulo é feita uma revisao sobre materiais compdsitos e sua aplicabilidade no
ramo industrial. Também sera feita uma pequena descricao da modelagem matematica dos

materiais compositos.

2.2 Compoésitos

Um material compdsito (ou composto) é formado pela uniao de dois materiais de natu-
rezas diferentes, resultando em um material de performance superior aquela de seus compo-
nentes tomados separadamente. O material resultante é um arranjo de fibras, continuas ou
nao, de um material resistente (refor¢o) que sao impregnados em uma matriz de resisténcia
mecanica inferior as fibras. Apds décadas de uso restrito em alguns setores da industria, como
na area de missies, foguetes e aeronaves de geometrias complexas, os compédsitos poliméricos
estruturais, também denominados compésitos, tém ampliado a sua utilizacao em diferentes
setores da industria moderna, com um crescimento de uso de 5% ao ano (Rezende e Botelho,

2008). Atualmente, a utilizacao de estruturas de alto desempenho e com baixo peso tem sido
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buscada também nas industrias automotiva, esportiva, de construcao civil, entre outras.

2.3 Componentes constituintes de um material compdsito

2.3.1 Fibras

A fibra é o elemento constituinte que confere ao material compdsito suas caracteristicas
mecanicas: rigidez, resisténcia a ruptura, etc. As fibras podem ser curtas, medindo centimetros,
que sao injetadas no momento da moldagem da pega, ou longas, que sao cortadas apds a fa-
bricagao da peca. Os compositos obtidos com fibras continuas podem apresentar reforgo
unidirecional, refor¢o bidirecional (tecidos), fibras picadas ou manta continua. No caso de
reforcos uni-direcional ou bi-direcional, o material é moldado em camadas de forma que, em
cada camada do compdsito, as fibras sao continuas e dotadas de dire¢oes preferenciais (ver

Figura 2.1).

TV ITIINS.

a) Unidirecional b) Bidirecional

AVAVAVAVAVAYAVAVAY
AYATATATATATATAV AT,

AVAViVAV.iVAVAYAVAY
AVAViV.ViV.ViVAVLY
AVAVAViV.VAVAVAVLY.
AVAVAVAVAVAVATAVAY.
AVATAVAVAVAaTATAVA".

c) Fibras Picadas d) Manta Continua

Figura 2.1: Compdsitos com reforgo tipo: a) unidirecional; b) tecido bidirecional; ¢) fibras

picadas; e d) manta continua.
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Se considerarmos que os compdsitos esquematizados na Figura 2.1 sao fabricados a
partir de uma mesma matriz e de um tipo especifico de fibra e submetidos a esforcos de
tracao longitudinais, pode-se verificar diferencas em relacao a eficiéncia de comportamento
mecanico. Os compositos obtidos a partir de laminas com fibras unidirecionais e tecidos
bidirecionais tendem a ser muito mais eficientes estruturalmente em relagao aos compdsitos
obtidos com fibras picadas e mantas continuas. No caso da Figura 2.1a, a resisténcia mecanica
e a rigidez teriam maiores valores na direcao longitudinal, em relacao a Figura 2.1b, onde
os resultados de resisténcia mecanica e rigidez apresentariam valores intermediarios. Nas
Figuras 2.1c e 2.1d, os valores de resisténcia mecanica e rigidez seriam menores que nas
situagoes anteriores. Entretanto, tal fato s6 se verifica para esforcos mecanicos longitudinais.
Se os esforcos fossem aplicados transversalmente, o melhor desempenho ocorreria na Figura
2.1b, e o pior desempenho, na Figura 2.1a. Estas tendéncias indicam que a orientacao das
fibras em relacao aos esforcos aplicados, considerando-se o fato de serem continuas ou nao,
influénciam significativamente nas propriedades mecanicas dos compositos. Os tipos mais

comuns de fibras sdo: de vidro, de aramida (kevlar), carbono e boro.

2.3.2 DMatrizes

As matrizes tem como func¢ao principal transferir as solicitacoes mecanicas as fibras e
protegé-las do ambiente externo. As matrizes podem ser resinosas (polyester, epéxi, etc),
minerais (carbono) e metdlicas (ligas de aluminio). A escolha entre um tipo de fibra e uma
matriz depende fundamentalmente da aplicacao ao qual serd dado o material compdsito:
caracteristicas mecanicas elevadas, resisténcia a alta temperatura, resisténcia a corrosao, etc.
O custo em muitos casos pode também ser um fator de escolha entre um ou outro componente.

Deve ser observada também a compatibilidade entre as fibras e as matrizes.
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2.4 Interesse dos materiais compadsitos

O interesse dos materiais compositos esta ligado a dois fatores: economico e desem-
penho. O fator economico vem do fato do material composto ser muito mais leve que os
materiais metalicos, o que implica numa economia de combustivel e consequentemente, num
aumento de carga 1til (vantagens especiais nas dreas aeronautica e aeroespacial). A redugao
na massa total do produto pode chegar a 30% ou mais, em funcao da aplicacao dada ao
material compdsito. O custo de fabricacao de algumas pecas em material compésito pode ser
também sensivelmente menor se comparado com os materiais metalicos. O fator performance
estd ligado a procura por um melhor desempenho de componentes estruturais, sobretudo no
que diz respeito as caracteristicas mecanicas (resisténcia a ruptura, resisténcia a ambientes
agressivos, etc.). O cardter anisotrépico dos materiais compdsitos é o fator primordial para
a obtencao das propriedades mecanicas requeridas pelo componente. A leveza, juntamente
com as excelentes caracteristicas mecanicas, faz com que os materiais compdsitos sejam cada

vez mais utilizados dentro de atividades esportivas.

2.5 Aplicacoes dos materiais compodsitos

A aplicacao dos materiais compositos surgiu inicialmente na area aeronautica devido
a necessidade de estruturas de alto desempenho e baixo peso. Atualmente, uma grande
variedade de pecas em materiais compositos pode ser encontrada nos avioes em substituicao
aos materiais metdlicos: fuselagem, spoilers, portas de trem de aterrissagem, portas internas,

etc. (ver Figura 2.2).

Em muitos destes componentes, sua concepcao foge da definicao dada inicialmente para
materiais compdsitos, pois nestes casos os componentes sao fabricados normalmente por pla-
cas de baixa densidade, contra-placadas por placas finas de alta resisténcia. Esta configuracao
normalmente é dita sanduiche. De uma forma mais ampla, estas configuracoes sao também
consideradas materiais compédsitos, pois combinam diferentes materiais. Dentro da area ae-

ronautica, os helicopteros possuem também varios componentes em material compdsito: pas

13



Materials used in 787 body

" Fiberglass W Carbon laminate composite - Total materials used
M Aluminum I Carbon sandwich composite : By weight
S Aluminum/steel/titanium : Other
steel 3% composites

10°% 50%

itanium
15%

Aluminum
20%

By comparison, the 777 uses 12 percent
compaosites and 50 percent aluminum.

Figura 2.2: Boeing 787 - Principais aplicagoes estruturais em materiais compésitos. Crédito:

The Boeing Company.

da hélice principal, hélice traseira, arvore de transmissao, fuselagem, etc.

A utilizacao dos materiais compédsitos dentro da industria automobilistica é bem mais
recente do que na area aerondutica. Inicialmente, eram produzidos somente parachoques
e tetos de automoéveis. Atualmente, o material compdsito € utilizado para a fabricacao
de capots, carters de Oleo, colunas de direcao, arvores de transmissao, molas laminadas,
painéis, etc. Uma das grandes vantagens trazidas para o meio automobilistico pelos materiais
compésitos é, além da reducao do peso, a facilidade em confeccionar pecas com superficies
complexas (ver Figura 2.3). Uma atividade esportiva notéria que emprega material compdsito

¢ a Formula 1, que pode ser considerada como um laboratoério para as inovagoes tecnolégicas.

Em muitos casos, o que se emprega dentro dos carros de Férmula 1 sera utilizado futura-
mente nos carros de passeio. Neste caso, o aumento da relagao poténcia/peso é fundamental
para um bom desempenho do carro nas pistas. A configuragao mais freqiientemente utilizada

nestes carros é do tipo sanduiche que é utilizada para a confeccao da carroceria.

Em praticamente todas as atividades esportivas, a reducao do peso esta diretamente

ligada a reducao do tempo de execucao de uma prova esportiva. Como exemplo disto, pode-
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Figura 2.3: Mercedes-Benz SLR McLaren - Chassi construido em fibra de carbono. Crédito:

Portal Mercedes-Benz Brasil.

mos citar: barcos a vela, skis, bicicletas, etc. Em alguns casos, o que se procura ¢ a agilidade,
e a perfeicao, como no ténis, com suas raquetes; no golf, com seus tacos; e no surf, com suas

pranchas.

2.6 Laminados

Os materiais compoésitos sao, na maioria dos casos, utilizados na forma de laminados,
onde as laminas sao coladas umas sobre as outras com orientagoes e espessura das fibras
podendo ser diferentes uma das outras. Segundo Holmes e Just (1983), as propriedades
elasticas de uma lamina de material compédsito reforgado com fibras longas unidirecionais
(ver Figura 2.4) podem ser avaliadas a partir de uma visdo macroscépica, considerando esta
lamina como um material homogéneo. Assim, qualquer propriedade eléstica (C') desta lamina

pode ser expressa como:
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C =C(Ey, v, Vi, B, Vi, Vin) (2.1)

onde os subscritos f e m referem-se respectivamente a fibra e a matriz. E é o modulo de
elasticidade, v é a razao de Poisson e V é a proporcao em volume de cada componente da

lamina composita.

Matriz

L N
Fibra

Figura 2.4: Lamina composita reforgada com fibras longas unidirecionais.

As propriedades eldsticas necessarias para a determinacao do comportamento da lamina,

e posteriormente do laminado, sao:

O modulo de elasticidade longitudinal (na diregao das fibras) (Ep).

O modulo de elasticidade transversal (ortogonal as fibras) (E7).

O modulo de cisalhamento (Grr).

A razao de Poisson principal (vp7).

A razao de Poisson secundaria (vry).

Os subscritos L e T referem-se respectivamente as direcoes longitudinal e transversal a
direcao das fibras. Holmes e Just (1983) apresentam as relacoes entre as propriedades dos

componentes da lamina, fibra e matriz, e as propriedades da lamina, dadas por:
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E, = (E;—E,)V;+E, (2.2)

vir = (Vf — V) Vi + U (2.3)
E;E,,
Er = 2.4
4 E.Vi+E;(1-V;) (24)
E
vrr, = VLTF? (25)
GG,
G = 2.6
v GV +Gr(1=V)) (2:6)
onde Gf = 2L~ 0 G, = =-Em .
5 o(1hy) ™ T 2(1-vm)

Ainda segundo Holmes e Just (1983), estes resultados tedricos sdo consistentes com

resultados experimentais, desconsiderando os efeitos do tempo de ensaio e da temperatura.

2.7 Equacao constitutiva do laminado

Como apresentado por Agarwal e Broutman (1990), as tensoes em cada lamina podem

ser calculadas a partir das deformacoes através da relacao:

01 @11 @12 @16 €1
02 - @12 @22 @26 €2 (2.7)
T12 @16 @26 @66 V12
onde, a matriz [@} ¢é dada por:
Q] =11 Q7] (2.8)

A matriz de transformagao [T'] é dada por:
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18

m n 2mn
[T] = n?  m? —2mn (2.9)
—mn mn m?—n?
m = cosf (2.10)
n = siné (2.11)
onde 6 é o angulo entre as fibras e o sistema de referéncia (ver Figura 2.5).
X4
\——Fibra
0 /
>
X1
Figura 2.5: Angulo entre fibras unidirecionais e sistema de referéncia.
A matriz de rigidez [Q] é dada, em termos das constantes de engenharia por:
Er virEr 0
l-—vprvrr  l1—virvrp
— viTE: E
[Q] o 1—£LTTVTTL 1_VL77:VTL 0 (212)
0 0 Grr



As tensoes nas direcoes longitudinal e transversal do refor¢co com fibras podem ser

calculadas por:

oy, 01
or ¢ =[T1{ o (2.13)
TLT T12
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Capitulo 3

Equacoes de elasticidade linear

3.1 Introducao

Neste Capitulo é feita uma revisao da teoria da elasticidade aplicada a materiais
isotrépicos. E mostrado a relacao entre tensoes x deformacoes e equacoes de equilibrio em
coordenadas cartesianas e cilindricas para placas. As formulacoes presentes neste capitulo
serao usadas nos capitulos posteriores na obtencao da formulacao de elementos de contorno.
Neste trabalho, os indices latinos ¢, j e k variam de 1 a 3 e os indices gregos «, § e 7y variam

de 1 a?2.

3.2 Deslocamentos e deformacoes

A deformacao num corpo sélido continuo e homogeéneo é caracterizada pela extensao
de elementos lineares e distor¢ao entre os elementos lineares definidos no dominio do sélido.
Este sélido é considerado rigido quando a distancia de qualquer par de pontos do seu interior
permanece constante durante o carregamento. Assim, pode-se dizer que o movimento de
corpo rigido é caracterizado pela translacao e rotacao. Considere o sélido representado na

Figura 3.1. A partir de um sistema de coordenadas cartesianas, as coordenadas do ponto A
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de um sélido inicialmente na posigao inicial (nao deformado) sao denotadas por (x1, z9, x3).
As coordenadas deste mesmo ponto depois da deformagao sao denotadas por (x; + uq, xo +

Us, T3 + ugz), sendo uy, uy e ug as componentes do vetor deslocamento.

4

\ L2

Figura 3.1: Estado de deformagao de um sdlido.

A posicao nao deformada correspondente ao ponto A ¢é definida pelo vetor x=0A, com
componentes z;'. A posicao A’ corresponde a configuracao deformada definida pelo vetor
x’ = OA’, o ponto B ¢ definido pelo vetor posicao x + dx = OB, cujas componentes sao
x; +dx; e o ponto B’ corresponde a configuracao deformada cujo vetor posicao é x’ +dx’ =
OB, cujas componentes sao z} + dz}. O vetor deslocamento, sofrido por A no sélido é o
vetor AA’ o qual é designado por u e cujas componentes sao u;. O vetor u representa a
distancia percorrida pelo ponto material entre a posicao inicial e a posicao final. Sendo u; as
componentes do vetor deslocamento u = [uy, us, u3]”. As coordenadas da posigao deformada

A’ podem ser obtidas através da posicao nao deformada A da seguinte forma:

'Com i=1, 2 e 3.
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O comprimento do segmento AB, é designado por ds:

(ds)? = dux;dw; (3.2)
A repetigao dos indices na equagao (3.2) é sinonimo de somatério das parcelas dz?, dr3

e dr3. O comprimento do vetor A’B’ no sélido deformado é designado por ds':
(ds')? = daldx] (3.3)

A diferenca (ds’)? — (ds)? estd relacionada com as deformacoes. Esta diferenca pode ser
calculada a partir das equagoes (3.1), (3.2) e (3.3) tendo em conta a formulagao de Lagrange
para a qual as coordenadas 1, x5 e x3 sao independentes e identificam a posicao do ponto
na configuracao inicial do solido. Aquela diferenca é dada por:

(ds’)2 — (d8>2 == QEZ]dZL’Zd(L’J (34)

onde

1 <8ui ou, n Ouy, %) (3.5)

O tensor E;; é designado por tensor das deformacoes de Lagrange. A equagao (3.5)
define as deformacgoes com base na configuracao inicial do sélido e medida no sistema de

eixos inicial. A deformagao com base na configuracao deformada do sélido é dada por:

(ds')* — (ds)* = 2E}da}dx’, (3.6)

onde
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, 1 <8ui Ou;  Ouy Ouk> (3.7)

i~ 2\ ox, " ou ~ o) o)

1

O tensor Ej; é designado por tensor das deformagoes de Almansi. A equagao (3.7)
define as deformacoes com base na configuracao final do solido. Para grandes deformagoes
pode-se usar o tensor das deformacoes de Lagrange ou o tensor das deformacoes de Almansi.
Para pequenas deformagoes sao desprezados os termos de segunda ordem das equagoes (3.5)
e (3.7), tornando-se dessa forma desnecessario distinguir entre as deformagoes de Lagrange e
Almansi. Dessa forma temos as deformacoes consideradas como lineares e escritas do seguinte

modo:

1 8UZ 8’&]’

O tensor das deformagoes lineares, equacao (3.8), apresenta nove componentes e pode

ser expresso através da matriz (3 x 3) abaixo:

Juy 10w + Qug 1{ 0w + dus
€11 €12 €13 01 2\ Ozs o1 2\ dz3 o1
— | 10w 4 Oug Jug 1( Oug , Oug
€21 €22 €23 | = | 2\ 0w T om Do 2 <8x3 + O (3.9)
1(0u | Oug 1( Oug | Oug OQug
€31 €32 E33 2\ Ox3 + Ox1 2 (6x3 8272> oxs

As componentes de deformagao e11, €92 € £33 correspondem as extensoes nas diregoes
dos eixos x1, x5 € w3. As componentes €19, €13, €23, €21, €31 € €32 correspondem as dis-
tor¢oes ou deformacoes por cisalhamento. O tensor de deformacoes, €;; num ponto qualquer
do sélido, com base na equacao (3.9), é obtido a partir do vetor de deslocamentos, u; num
ponto. O problema inverso também pode ser obtido. O ntimero de deformagoes indepen-
dentes na equacao (3.9) é seis e o nimero de deslocamentos é trés, dessa forma, o nimero
de equacoes a integrar ¢ superior ao numero de deslocamentos a obter, sendo necessario es-
tabelecer condicoes de integrabilidade das deformagoes, e estas condi¢oes sao chamadas de

condicoes de compatibilidade e sao dadas por:
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Eijkl T Eklij — Eikjl — Ejlik = 0 (3.10)

A equagao (3.10), também chamada de equagao tensorial, corresponde a 81 equagoes
das quais apenas seis sao independentes, e as demais representam identidades ou repeticoes

que surgem em consequéncia da simetria do tensor de deformagoes.

3.3 Tensoes e equacoes de equilibrio

A existéncia de deformacao nao é independente da ocorréncia de tensdes que podem ser
definidas pelo tensor das tensoes. No caso de se considerar pequenas deformacoes, é suficiente
considerar-se s6 um tensor das tensoes, uma vez que nessas condigoes ha coincidéncia entre
as deformacoes de Lagrange e Almansi. De igual modo nao se destinguem as tensoes na
configuracao inicial e as tensoes na configuragao deformada do sélido. Considere um elemento
infinitesimal de volume dV com as superficies paralelas aos eixos coordenados (ver Figura
3.2). As tensoes atuando em trés faces ortogonais sao nove e constituem o chamado tensor

das tensoes que é representado sobre a forma matricial:

011 O12 013
Oij = | 021 022 023 (3.11)

031 032 033

onde o primeiro indice diz respeito a direcao da normal ao plano que esta sendo considerado
e o segundo indice diz respeito a direcao da tensao. As tensoes 011, 029 € 033 sao tensoes
normais e as tensoes oqa, 013, 021, 023, 031 € 032 820 tensoes de cisalhamento ou tangenciais.

Nas outras arestas do elemento é possivel considerar tensoes que sao:

8011

81’1

011 +
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T2A

XI3

Figura 3.2: Forgas de superficie e volume.

099 + 8022 dl’z (313)
afL’Q
do

o192 + 033112de (314)

Considerando as forcas aplicadas as seis faces do elemento infinitesimal obtemos as

seguintes equacoes:

doy Jo1g Jo3
Fi=0 3.15
8x1+8:£2+8x3+ ! ( )

Oo Jo Oo
21 002 00

Fy = 1
0, 0T 03 =0 (3.16)
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Jo do Jo
3L 003 | 003

F; = 1
8x1 8x2 afL’g - s 0 (3 7)

As equagdes (3.15) a (3.17) satisfazem as condigoes de equilibrio das forgas atuantes
num elemento infinitesimal em termos das tensoes nas vizinhancas dos pontos. A equacao

de equilibrio tambem pode ser escrita da seguinte forma:

0ij;+F, =0 (3.18)

As forgas de superficie agindo em um elemento infinitesimal de area dA (Figura 3.2),

na superficie do sélido em uma direcao n;, normal a superficie sao dados por:

ti = 04N; (319)

sendo n; os cossenos diretores dos angulos formados pelo vetor normal e os eixos coordenados

z; (Dinis, 2004).

3.4 Equacao constitutiva

Em uma regiao elastica linear de um sélido continuo e homogéneo, a equacao que
relaciona o tensor das tensoes (o0;;) com o tensor das deformacoes (e;;) é a chamada lei
de Hooke. Em qualquer ponto do sélido, as componentes de tensao relacionam-se com as

componentes de deformacao da seguinte forma:

0ij = Cijricnl (3.20)

onde o tensor de quarta ordem Cjj; ¢ formado por componentes que contém as constantes
elasticas do material. O tensor Cjji; ¢ composto por 81 constantes eldsticas. Porém, se for

levado em consideracao a simetria dos tensores de segunda ordem envolvidos, a existéncia
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de fungoes de densidade de energia e as propriedades de isotropia, as constantes podem ser
resumidas a apenas duas (E,v). Desta forma, a equacao (3.20) pode ser escrita da seguinte

forma:

Ev
(14+v)(1-2v)

Oij = 5ij5kk + Eij (321)

(1+v)
onde

0;;: delta de Kronecker,
E: médulo de elasticidade,

v: coeficiente de Poisson,

E

G: modulo de cisalhamento, G = )

A equagao (3.21) pode ser escrita em termos de deformacoes da seguinte forma:

_1+1/ v

Eij = TUU E(Sijo—kk (322)

3.5 Relacoes de tensao X deformacao e deslocamento

em placas

Considere um sistema de coordenadas cartesianas mostrado na Figura 3.3 onde relaciona-
se coordenadas cartesianas x1, x5 € 3 com coordenadas cilindricas r, 6 e 3 de forma a escrever

as relagoes basicas para teoria de flexao de placas.

Com base na equagao (3.8), para uma placa sujeita a carregamentos normais em sua
superficie, os deslocamentos resultantes em sua superficie média sao dados por u, v e w.
Assim, através de um sistema de coordenadas cartesianas, as componentes de deformacao

em funcao dos deslocamentos podem ser escritas da seguinte forma:
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A T3W, Us

0 “w, Us X2, U, Uz

Ve, Uos

XU, U1 Ur

Figura 3.3: Sistema de coordenadas cilindricas.

ou
€11 1

€22 (= %’2 (3.23)

ow

para as deformagoes lineares e

ov ou
Y12 921 T Bug

Tz = AL+ v (3.24)

Oxs oz

Ow 4 v
723 Oz + Oxs

para as distor¢oes ou deformacoes angulares.

Os deslocamentos em coordenadas cilindricas devido um carregamento aplicado sao

dados por u,., vy € w:
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Ouy

Err or
€00 = %% + % (325)
€33 3—;”3
o T
Y3 (= Gur 1 O (3.26)
Y03 2—;3 + %%—Zj

3.6 Equacoes de equilibrio em coordenadas cilindricas

O equilibrio estatico de um elemento infinitesimal onde atuam em cada ponto um

conjunto de tensoes internas é mostrado na Figura 3.4.

X3
4033
i
032 X2
0'31 023 ':rl
A
g13 >
022
021
i o
g12
g1

Figura 3.4: Elemento infinitesimal.

Como mostrado no item 3.3, onde o elemento sélido esta sujeito a forcas volumétricas
F; e forcas de superficie ¢;, foram obtidas as equagoes de equilibrio expressas pelas equacoes

(3.15) & (3.17) em coordenadas cartesianas. Em coordenadas cilindricas as equagoes de

equilibrio sao dadas por:

do,, 100y, 0oz 1
- r + = — + F. = 2
or r 00 Jrs r L r=0 (3.27)
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Jorg  100gg = Do
or r 00 Ors

2
+ 00 +Fy=0 (3.28)

80'7«3 180'93 80'33 1
or +7" 00 0x3+r03+ 3 ( )
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Capitulo 4

Placas espessas isotropicas

4.1 Introducao

Neste Capitulo é obtida a equacao de equilibrio para placas espessas isotropicas. A
teoria de placas é simplificada para um modelo bi-dimensional a partir do modelo original
tri-dimensional. A idéia basica da teoria de placas é assumir a distribuicao de tensoes através
da espessura, como se faz na teoria de tensoes de Reissner, ou assumir a distribuicao de
deformagoes através da espessura como na teoria baseada nos deslocamentos proposta por
Mindlin. Tanto a teoria de Reissner quanto a de Mindlin sao teorias de placas espessas,
por levarem em consideracao a deformacao de cisalhamento ao longo da direcao transversal.
Estas teorias descrevem as deformacoes ao longo da espessura através de uma funcao de

primeira ordem, ou seja, funcao linear.

4.2 Teoria de Mindlin

A teoria de placas espessas de Mindlin (1951) surge em consequéncia da existéncia de
placas que nao podem ser consideradas finas, pois os efeitos das tensoes de cisalhamento

transversais podem ser significativos. Para este tipo de placas, as hipdteses de Kirchhoff
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consideradas vélidas para as placas finas deixam de ser admissiveis (Kirchhoff, 1950). A
teoria de placas pode ser modificada considerando-se que a espessura tem dimensoes mais
elevadas. Considere uma placa arbitraria de espessura h, como mostrado na Figura 4.1, com
dominio € e contorno I' no espaco z;'. O sistema Oz 2523, 0 qual é definido como o plano
médio da placa antes da deformacao coincide com Oxizs, onde x3 = 0. Os deslocamentos
generalizados sao denotados como u;, onde u,, (o = 1,2) denota rotagoes (6; e 63) e uz denota

a deflexao transversal w (ver Figura 4.2).

.xD’
aq
Qq
. K
- /| x’ Q ° X’ Ve -
P T A //——b
P2 S — - - —< n
- s //
A — - — -
r ] Plano Médio

x3=+h/2
(o]

Ts=-h/2

Figura 4.1: Geometria da placa.

As hipéteses de Mindlin para placas espessas isotropicas, utilizadas para representar

deformacgoes e tensoes quando submetidas a carregamentos normais ao plano médio, sao:

1. A superficie média é plana e indeformével, ou seja, as deformacoes no plano sao nulas:

g11=€g=¢€12 = 0.

2. Os pontos pertencentes a normal ao plano médio da placa depois da deformacao de

flexao permanecem numa direcao linear mas nao normal ao plano médio.

3. As tensoes na direcao normal ao plano médio, o33, sao desprezivéis em comparagao as

tensoes 011 € 099. Assim, considera-se que as deformacoes a normal sao: £33 = 0.

ICom i=1, 2 e 3.
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Geometria Deformada
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Figura 4.2: Deslocamentos generalizados.

Neste caso, o tensor de tensoes para teoria classica de placas é dado por:

011 012 013
Oij = | 021 022 023 (4~1>

031 032 033

Levando-se em consideracao a hipotese 2, os deslocamentos u; e up de um ponto P da
placa situado a uma distancia x3 do plano médio podem ser calculados a partir dos valores
das rotacoes 0; e 0y da normal que, apds a deformacao, se admitiu ser linear mas nao normal

s ) s )

ao plano médio, conforme mostrado na Figura 4.2. O vetor de deslocamentos (uy, uy, uz)”

U1 —33’391
U9 - = —33’392 (42)
U3 w(xy, x2)

Dessa forma, as deformagoes no plano Oxx5 para placa sujeita a flexdao a uma distancia
x3 do plano médio da placa podem ser obtidas através das equagoes (3.8) e (4.2) da seguinte

forma:
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€11 U354,
_ a0
€22 (= _x3a_xz (4.3)
a0 ., 002
€12 L30z; — L3594,

As deformagoes de cisalhamento 713 e 723 sao dadas por:

73| —914—66—;1 (4.4)
Y23 —0, + aa_;;

Na superficie média a coordenada, x3 = 0, temos:
e11 =¢éxp==¢p=>0

As deformacoes de cisalhamento transversais sao consideradas constantes ao longo da
espessura e sao diferentes de zero, contrariamente a teoria proposta por Kirchhoff. As de-
formagoes €11, €92 € €91 variam linearmente ao longo da espessura da placa, o que esta de

acordo com as hipdteses de Mindlin.

As tensoes 011, 099 € 012 variam linearmente ao longo do eixo Ox3 como mostra a Figura
4.3, sendo que para xr3 = 0 as tensoes tornam-se nulas de acordo com a teoria de Mindlin. As
tensoes de cisalhamento sao constantes ao longo da espessura. Esta aproximagcao das tensoes
de cisalhamento contrariam o fato da tensao de cisalhamento se anularem na superficie da
placa, ou seja, quando x3 = —h/2 e 3 = h/2, o que sugere a possibilidade de se considerar

teorias que sejam de ordem superior.

4.3 Esforcos generalizados e curvaturas

Os esforcos unitarios, os momentos fletores, Mi; e Msy, 0 momento torcor M, e forgas

cisalhantes 1 e ()2 sao calculados de modo analogo ao considerado no caso de placas finas.
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Figura 4.3: Distribuicao de tensoes ao longo da espessura.

O momento fletor M, é o momento resultante por unidade de comprimento na direcao Ox;

das tensoes 011 ao longo da espessura da placa, ou seja:

h/2
M11 = / 0111’3dl’3 (45)
—h/2

De modo semelhante se definem os momentos fletores, My, e Miy que resultam das tensoes

099 € 019, OU seja:

h/2
M22 = / 0'22(13361(133 (46)
—h/2

h/2
M12 = / 0'1233’3(133’3 (47)
—h/2

As forgas cortantes definem-se a partir das tensoes o3 e 093 da seguinte forma:

h/2
Ql = / 0'13d(l]3 (48)
—h/2

h/2
Q2 = / o93d; (4.9)
—h/2
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Integrando as equagoes (4.5) a (4.7) para os momentos, obtém-se:

(o6 00,
My, = —D<ax1 + Vax2> (4.10)
B 90, 06,
Moy = —D<ax2 + 8x1> (4.11)
- 1—v 891 892
M12 = 5 D(al’z + V0x1> (412)

sendo D = Eh3/12(1—1v?%), o médulo de rigidez a flexdo da placa. As curvaturas da superficie

fletida podem ser expressas por xi1, Xo22 € X12:

X11 = 001 /01, (4.13)
X22 = 002/0x; (4.14)
X12 = 001/0xa + 005/ 02, (4.15)

As equagoes (4.10), (4.11) e (4.12) podem ser expressas da seguinte forma:

My, 1 v 0 X11
My ¢=-D|v 1 0 X22 (4.16)
M, 00 (1-v/2) X12

A contribuicao das rotagoes para as deformacoes devido as forcas cortantes podem ser dadas

por:
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1 —0; + 3—;1

= (4.17)
P2 —0, + o2
Os esforgos cortantes tomam a seguinte forma em fungao das rotagoes:
10
Al P (4.18)
Q2 0 1 P2

onde G' = Eh/2(1 +v).

No calculo dos esforcos cortantes é por vezes usual incluir o fator de correcao a fim de melhor
representar os esforgos de cisalhamento. Este fator é multiplicado pelos esforcos acabados de
calcular e tem o valor de 5/6. Pode-se notar que a partir das deformagoes de cisalhamento,
equagao (4.17), obtemos os esforgos cortantes, equacao (4.18), conduzindo assim as tensoes
de cisalhamento, que sao constantes ao longo da espessura. Os momentos fletores M,z e os

esforgos cortantes (), podem ser escritos em notacao indicial da seguinte maneira:

h/2

Ma/j = /—h/2 ZEga'aﬂdZL’g (419)
h/2

Qa Z/ T3043d23 (4.20)
—h/2

onde 0,3 sao componentes da tensao normal através da espessura da placa e 0,3 sao as
componentes da tensao de cisalhamento transversal. As forgas de superficie generalizadas em

um ponto do contorno, = € I', podem ser definidas como:

Pa = Maﬂnﬁ (421)

p3 = QaNa (4.22)
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onde ng e n, sao as componentes do vetor normal ao contorno I' da placa. A Figura 4.4

mostra a convencao de sinal para as forcas de superficie generalizadas.

T3h
X2 4

yoJi

Mz pe .1;
M -
Q:
v
Ds
-1 5 Q:
M2: T
M2
v

Figura 4.4: Convencao de sinal para forgas de superficie generalizadas em pontos do contorno.

4.4 Trabalho virtual

O trabalho interno virtual das tensoes o;; para uma deformacao virtual €;; é definido

da seguinte forma (Dinis, 2004):

\%4

sendo a integragao estendida ao volume da placa dV. Tendo em conta as equagoes (4.3) e
(4.4) que definem as tensoes e as deformagoes em termos dos deslocamentos e rotagoes, a

expressao do trabalho virtual, equacao (4.23), toma a seguinte forma:

o e/2 E 881 882 89} 9 E 862 881 87972 9
0T = /S/—e/2{ [(1 — v?) (03:1 + V@x2> 09311373 * l(l —12) (8;51 * V@m) T 1%’ +
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FE 891+892 89_1+89_2 132— E _6+8_w _6—+8_@_ _
2(1 + V) 8x2 8x1 8x2 afL’l 3 2(1 + V) ! afL’l ! 8x1

s

(4.24)

onde w, 01 e Oy sao deslocamentos e rotagoes virtuais. Procedendo a integragao ao longo da

espessura e substituindo as equagoes (4.10), (4.11), (4.12) e (4.18), obtém-se:

00 00 00 00
0T = / [M11< ;1) + M22<89:2> + M12<8x1 + 8xz>1ds+ (4.25)
1

ow 0w
/S[Ql< G+ o >+Q2< 92+82>]ds

Aplicando o teorema de Green as integrais que envolvem as primeiras derivadas dos

deslocamentos e rotagoes virtuais, obtém-se:

0, —

5T — /[ 5M11 3M229— _ OMy4 58]\412 Ql_ QQ_ s +

0. 0, 0
0, 0 — Dy 2 Dy 2 + Q101 + Q2 2+81 851?2
/[MH@_l COS(&) + MQQ&Q Sll’l(9> + M1201 SlIl(e) + M1292 COS(Q)]dF —
r

/F (@1 cos(0) + Qo sin(6)]dT
(4.26)

onde 6 é usado para designar o angulo da normal ao contorno, I', com a direcao do contorno,

como mostrado na Figura 4.5.

Tendo em conta que as rotagoes segundo z; e x5 se relacionam com as rotagoes segundo

a normal ao contorno 6,, e com as rotagoes segundo a tangente #, da seguinte forma:

0y = 6, cos(0) + O sin(0) (4.27)
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Figura 4.5: Rotacoes no contorno.
0y = 0, sin(0) — O cos(0) (4.28)

e que o momento normal, M,,, o momento tangente, M,, e o esforco cortante, (), no contorno,

se relacionam com os esforcos My, Myy, Mg, Q1 e ()5 da seguinte forma:

M, (0) = My cos?(8) + My sin®() — 2My sin(6) cos(8) (4.29)
M,(0) = (My; — Myy) sin(0) cos() — Mo (cos?(0) — sin?(6)) (4.30)
Q(0) = Q1 cos(0) + Q2 sin(6) (4.31)

A equagao (4.26) toma a forma:

a-]\411 aMQQ aMIQ aMlQ Ql — QQ _
0T = g, — 712
/ [ 8x1 8132 81’2 b 8 92 * Qlel * Q292 * o, 8 T YT o, 8x2 w|dS *
/ (M6, + M.§,]dl — / Qwdl
T T
(4.32)
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O trabalho realizado pelas forcas externas, no caso da placa estar sujeita a uma distri-
buicao de carga, ¢, normal ao plano médio da placa é, §W, calculado do seguinte modo a

partir da carga e da deformagao virtual:

5W:—/@w (4.33)
5
O teorema dos trabalhos virtuais estabelece o equilibrio do sistema, ou seja, a soma dos
trabalhos internos e externos realizados deve ser nula. Dessa forma, tem-se:

0T + oW =0 (4.34)

Tendo em conta as equagoes (4.32) e (4.33) que definem o trabalho virtual dos esforgos
internos 071" e dos esforcos externos 6W, é possivel obter trés equacoes de equilibrio que
sao coeficientes das rotagoes virtuais e dos deslocamentos virtuais nas integrais estendidas
a superficie da placa e as condi¢oes de contorno representadas nas integrais estendidas ao
contorno da placa. A energia potencial é definida a partir das energias de deformacao interna

e potencial externa, ou seja:

H=T+W (4.35)

sendo portanto definida de acordo com a expressao:

1
Hzéﬁmﬁﬂv—éws (4.36)

ou seja, em termos dos esforcos e deformacoes generalizadas:

1 00, 00, a0, 00,
= 2 /s [MH (8:51) M (8:)32) 4 (8:)32 - leﬂ 45 =



/ qwdS (4.37)
S

ou,

1
= 2 /S(MHXH + Mazxaz + Mizx12)dS —

_%(QHXI + ng)ds — /SqwdS (438)

As equagoes de equilibrio podem ser determinadas através da equagao (4.38).

4.5 Equacoes de equilibrio

As equagoes de equilibrio podem ser formadas considerando o equilibrio de um elemento
de placa como mostrado na Figura 4.6. Este elemento de placa tem dimensoes dzq, dxs e dxs
e estd sujeito a um carregamento uniforme ¢ (por unidade de &rea), considerando positivo
quando aplicado na direcao de x3. O equilibrio dos momentos quando aplicado no eixo x;

pode ser escrito como:

Z T T T° 7 M]] ‘#dlgjdxl

dQ:
Q: ars dx:

v

M +—dM1 dx:

dx:
x3=+h/2

xs=-h/2

Figura 4.6: Equilibrio em um elemento diferencial de placa.
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8M22 + 8M12
81’2 81’1

— Q=0 (4.39)

De forma similar considera-se o equilibrio do momento sobre o eixo x5 é dado:

OMy, i OMs
81’1 81’2

— Q=0 (4.40)

O equilibrio das forgas na direcao de z3 pode ser escrito como:

2 g=0 (4.41)

Substituindo as equagoes (4.16) e (4.17) nas equagoes (4.39), (4.40) e (4.41), obtém-se:

8291 l—v 8291 1+v 8292 Ow
_ (1 + V) 8291 (1 - I/) 8292 8292 B ai B B
D( 2 Ox10xy * 2 Ox? + 03 G Oy 0| =0 (4.43)

2 2

Ox? + 03 C Or, 8x2> — (@, 22) =0

Estas sao as equagoes de equilibrio em termos dos deslocamentos transversais e das
rotagoes. Nota-se que é necessario determinar através das equagoes (4.42), (4.43) e (4.44)
o deslocamento transversal e as rotagoes. Através das equagoes (4.3), (4.4), (4.16) e (4.17)
obtém-se os esforgos cortantes e tensoes. As equagoes (4.39), (4.40) e (4.41) representam a
equacao governante de placas na forma diferencial. Estas equacoes podem ser escritas em

notacao indicial como segue:

Mags — Qa =0 (4.45)
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Qo +q=0 (4.46)

Nota-se que as equagoes (4.45) e (4.46) possuem cinco termos desconhecidos, entretanto
sao apenas trés equagoes. Dessa forma, sera necessaria uma equacao adicional para definir
o problema através das relacoes de tensoes x deslocamentos e aplicacoes de condigoes de

contorno adequadas.

4.6 Relacoes tensoes x deslocamentos

As tensoes sao derivadas usando-se o principio bésico da energia minima para as tensoes

(Teorema de Castigliano), definindo a energia complementar IT como segue (Rashed, 1999):

=11, —II, (4.47)

onde II, denota a energia de deformacao e II, denota o trabalho realizado ao longo do con-

torno. Para materiais elasticos isotropicos, estes termos sao dados por:

B 1 MagMag(l + V) - VMaaMgg 2 1
=3 /Q { ( Moo+ 5 QuQa pd (4.48)

1—v2)D a C_nq
e
1
= / (Myyn, + Myutg + Quu)dD (4.49)
r
onde
Mn = Maﬁnﬂna
Mt = Magngta
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Qn =Ps3
Up, = UyTy

U = Unty (4.50)

M,, M;, Q,, u, e u;, denotam respectivamente, o momento normal, o momento tangencial,
o esforco cortante, o deslocamento normal e o deslocamento tangencial em pontos do con-
torno I, t, denota a componente do vetor tangente em um ponto no contorno e v denota
o coeficiente de Poisson. As constantes D, C, e Cy sao dependentes das propriedades do
material (conforme a equacao (4.48)). Pode-se notar na equagao (4.48) que o primeiro termo
no lado direito representa a contribuicao da deformacao de flexao a energia de deformacao.
O segundo termo representa o efeito da tensao normal transversal na energia de deformagao
e o ultimo termo é a contribuicao da deformacao de cisalhamento a energia de deformacao.
Este ultimo termo representa a principal diferenga entre a teoria classica de placas (Kirchhoff,

1950) e a teoria de placas deformadas por cisalhamento (Mindlin, 1951).

Afim de obter a minima energia nas equagoes (4.45) e (4.46), estas equagoes tem de ser
ponderadas por u; e integradas sobre o dominio €. Dessa forma, a variacao da soma integral

das equagoes (4.45) e (4.46) com a energia complementar sera definido como zero, isto é:

5[H + /Q (Magp — Qa)tia + (Qaa + q)usd2| =0 (4.51)

onde 4[.] denota o operador variacional delta (Dym, 1973). Integrando por partes e despre-

zando as variacoes das derivadas, tem-se:

Maﬂ(l + l/) - l/Mggéaﬂ q
/Q{ [ (1—12)D - C?éaﬂ - ua,ﬂ]‘S[Maﬂ]
+ l% U — ua] 5[Qa]}dﬂ =0 (4.52)

que implica em:
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ou,

onde

Maﬂ(l + I/) — I/Mgg(saﬂ B i
(1—12)D C,

5ag — Ua,p = 0

1—v 2v (14+v)

M.z =D 2Y o X0 D Oa
8 7 <X6+(1_V)Xw b’)"’ c s

Qoz - swa

Xap = o (Ua,p + Upa)

wa = Uy + U3,

(4.53)

(4.54)

(4.55)

(4.56)

(4.57)

(4.58)

sendo 0,5 ¢ a fungao delta de Kronecker, x,s denota a deformagao por flexao e 1, denota

a deformagao por cisalhamento. As equagoes (4.55) e (4.56) representam a lei de Hooke

generalizada. As Equagoes (4.55) e (4.56) juntas com as equagoes (4.57) e (4.58) representam

a relacoes entre as tensoes X deslocamentos generalizados
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4.7 Condicoes de contorno

Apoés a criacao das relagoes tensao x deslocamentos, o problema é definido em termos
dos valores das condigoes de contorno, u; e p;. Os possiveis tipos de condi¢oes de contorno

podem ser resumidas como segue:

4.7.1 Borda apoiada

A condicao de borda apoiada o movimento segundo o eixo Ox3 estd impedido, podendo

no entanto girar livremente, Figura 4.7. As condigoes de contorno apoiada sao:
uz = 0 <= w = 0 <= M,, = Mopiicado

sendo ug o deslocamento transversal, u; a rotacao tangente e M, o momento que provoca
uma rotacao normal no bordo simplesmente apoiado. As condicoes de contorno da placa

mostrada sao:

1. Ao longo dos lados AB e C'D que correspondem a x; =0 e 1 = a:

u3=0<= u =0<= M, =0

2. Ao longo dos lados AC e BD que correspondem a x5 = 0 e x9 = b:

u3 =0<—=u, =0<—= M, =0

4.7.2 Borda engastada

A condicao de borda engastada segundo o eixo Oxs estd impedindo deslocamentos e

rotagoes, Figura 4.8. As condigoes de contorno engastada sao:

U3 =0<—= u; =0<—=u, =0
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Figura 4.7: Placa com borda apoiada.

sendo w3 o deslocamento transversal, u; a rotacao tangente e wu, a rotacao normal. As

condicoes de contorno da placa mostrada sao:

1. Ao longo dos lados AB e C'D que correspondem a x; =0 e 1 = a:

2. Ao longo dos lados AC' e BD que correspondem a x5 = 0 e x9 = b:

7 5

X2

Figura 4.8: Placa com borda engastada.

4.7.3 Borda livre

Se a placa tiver um ou mais lados livres, em todos os pontos do bordo livre os momentos

fletores M,, e M, e os esforcos transversais () devem ser nulos.
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4.8 Avaliacao das constantes

Afim de calcular os valores das constantes D, C, e Cy, a energia de deformacao na
equacao (4.48) serd igual a energia de deformagao liberada da placa quando é tratada como
uma estrutura tri-dimensional (Timoshenko e Goodier, 1934). A energia de deformacao é

dada por:

h/2
I1, 2 / / { O’aﬁa'aﬁ(l + I/) — I/Uaa(fgg)

h/2

+

1
E(Ugg 2V0aa)0'33 + Gdagdag}dl’gdg (459)

onde F é o médulo de elasticidade e G é o médulo de cisalhamento. Afim de comparar
as equagoes (4.48) e (4.59), uma variacao apropriada de tensoes através da espessura serd
assumida. Reissner (1947) propos que as tensoes devido a flexdo variam linearmente ao
longo da espessura e as tensoes devido os esforgos cortantes variam parabolicamente através

da espessura, através das seguintes relagoes:

Taf = 33 Mg (4.60)

3 213
T o

Estas relagoes satisfazem a equacao diferencial tridimensional de equilibrio desde que
o momento fletor e a forga cortante satisfagam as equagoes (4.45) e (4.46). Da consideracao
de equilibrio em trés dimensoes e considerando que a carga ¢ é aplicada em x3 = +h/2, a

tensao normal o33 pode ser obtida como segue:

12z 223 \°
33 = 173 [3 - <73> ]q (4.62)
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Substituindo as equagoes (4.60) e (4.61) na equagcao (4.59), entao integrando com relag¢ao

a x3 e comparando com a equagao (4.48), os valores das constantes D, C), e Cy sao:

B
5Eh

Cn= (4.64)
5

C. = Gh (4.65)

Substituindo os valores das constantes D, C,, e Cs nas equagoes (4.55) e (4.56), obtém-

se:

v 2v vq
<ua,g + UB o + :u%ﬁag) + m(gag

Maﬂ =D (466)

1—v

Qa =D )\2 (ua + u37a) (467)

As equagbes (4.66) e (4.67) representam as relagoes entre tensoes X deslocamentos generali-

zados, onde A = \/ﬁ/ h é o fator cisalhante.

4.9 Equacao de Navier

A equacao generalizada de Navier pode ser formada por substituigao dos valores das

constantes nas equagoes (4.45) e (4.46):

em que,
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Ly =—-C0,
ng - Cag
L33 == C’V2

B 1—-v)\,,
o o152y

(4.69)

(4.70)

(4.71)

(4.72)

(4.73)

onde L;; é o operador diferencial de Navier, V? é o operador laplaciano, e b; é uma forca de

corpo generalizada que ¢ dada por (Rashed, 1999):

Substituindo as equagoes (4.69), (4.70), (4.71) e (4.72) na equagao (4.68):

D 0 ow ow ow
9 D _ ow, 2\ B 3
DV w; + 5 (1+v) 05 < 05 + (9x1) Cwy C—8x1
D 0 ow;  Ows 9 Ows
“n . D — Cwy — 09 =
2( +V)8931< oz, +8x1>+ Vwy — Cwsy 08:1:2 0

o1

(4.74)

(4.75)

(4.76)

(4.77)



8w1 81112

2 _— _— =
CV-=ws +Cax1 +08x2 +q3=0 (4.78)
B 8 (9u1 8uz
BV? —(1 — = :
Vi + o ( +”)ax2< 5932+8a:1>+(h 0 (4.79)
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Capitulo 5

Método dos elementos de contorno

para placas isotropicas

5.1 Introducao

Neste Capitulo é desenvolvida a formulacao do método dos elementos de contorno para
placas isotrépicas. A formulacgao isotropica é desenvolvida com base na teoria de reciprocidade
de Betti, os kernels presentes na solucao fundamental isotropica sao dados por Vander Weeén

(1982). As integrais de dominio provenientes das forgas de corpo sao transformadas em

integrais de contorno usando o método dos elementos de contorno de integragao radial (MIR).

5.2 Representacao integral

A equagao integral pode ser obtida através da representacao das equagoes (4.45) e (4.46)

através da seguinte identidade integral (Rashed, 1999):

[ [(Mass = Qu)U; + (Qua + @)Us1d2 = 0 (5.1)
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onde, U7 (i = o', 3) sao fungoes ponderadoras. Expandindo a equacgio (5.1), tem-se:

/Q U Moy, 5d9 — /Q U QudS + /Q Us Qaad + /Q UsqdQ = 0 (5.2)

A segunda identidade de Green ¢é aplicada no primeiro e segundo termo no lado esquerdo da

equacao (5.2), tem-se:

/Q U Mop 5d2 = / U Mogngdl — /Q MopU 4d92 (5.3)
A ,

Fazendo p, = M,gng, tem-se:

/Q U Moy, 5dQ2 = /F U’ padl — /Q MapUs 4dQ) (5.4)

Da mesma forma, o terceiro termo da equacao (5.2) pode ser escrito como:

/Q Ui Qo 0dS) = /F Uz Qunadl’ — /Q QuU; A9 (5.5)

Fazendo p3 = Q.n., tem-se:

/QUgQa,adQ:/nggdr—‘/QQaUgadQ (56)
r )

Substituindo as equagoes (5.4) e (5.6) na equagao (5.1), tem-se:

/U;padl“—/ MaﬁUgﬁdQ—/ QandQJr/ U;pgdr—/ QaUg‘adQJr/ QUL =0 (5.7)
T Q ? Q T Q ’ Q

A equagao (5.7) toma a seguinte forma:

la=1,2
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/F padr—!—/ nggdr+/ U dS)— [/ QaU*dm/ U3aQad§21 /Maﬂ A0 =0 (5.8)

Os dois primeiros termos do lado direito da equacao (5.8) podem ser substituidos pela seguinte

notacao:

/ U podl + / U; psdl” = / U p;dl (5.9)
T T I

onde, 7 = 1,3. Dessa forma, tem-se:

/ijUdeJr/Qqu‘dQJr/QQa(U;+U§‘,Q)d§2+/QMa[3U;ﬂdQ —0 (5.10)

Substituindo os esforcos resultantes (M,s € ) com os deslocamentos generalizados e suas
derivadas usando as equagoes (4.66) e (4.67), e entdo aplicando a segunda identidade de

Green para a integral M,s, obtém-se:

/FPjU;dF —l—/QQZ(ua + (i3.4)dS2
. (1—-v) 2v
_/ U: B{ [uang + ugng + mu7n75a51 }dF
(1—-v) . . 2v
_ /F T luaUa’Bﬁ + UBUQ’BQ -+ (1_7]/)”7 am(hg] dF

+/ [qu )AQ(saﬂU* 4 0 = 0 (5.11)

O segundo termo do lado esquerdo da equacao (5.11) pode ser decomposto usando a segunda

identidade de Green e fazendo o uso das relagoes das equagoes (4.21) e (4.22), tem-se:

/Q Qu (e + 115,0)dQ = /Q O undf + /Q Q% 0d2
_ /Q QuadQ + / Q% ugnadl — / Qr usd)
= [ psusdl + [ (Qrte = Qi 1) (5.12)
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Substituindo a equagao (5.12) na (5.11) e agrupando, tem-se:

* * * V *
A@m—gwﬂ+AFﬁT:Eﬁ%ﬂm
+ [ 1M~ Qata + @i g2 = 0 (5.13)

A equagao (5.13) representa o teorema da reciprocidade de Betti para placas de Reissner.
O estado (+)* é escolhido arbitrariamente. Este estado é definido para cargas generalizadas
concentradas: dois momentos de flexao (i = a = 1,2) e uma forga cisalhante centrada (i = 3)

em um ponto arbitrario X’ e 2.

J U5 )y (@) = P (X 2y ()l ()
| X0+ Uil 0 adx)
[ M (X X) = Q1 (X, Xt (X)A(X)]

+ /Q Qo (X! X)us(X)dQX) = 0 (5.14)

onde z e I' e X’ € 2 sdo pontos campo no contorno e dentro do dominio, respectivamente. A

escolha do estado fundamental (-)* é dado por:

(26

ipp(X X) — Qi = —0(X', X)9; (5.15)

Qina(X', X) = —0(X', X)di3 (5.16)

10,00

onde 0(X’, X) é o delta de Dirac. Fazendo o uso das seguintes propriedades (Greenberg,

1971):
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/Qé(X’, Xy (X)dQ = u; (X) (5.17)

Entao a equagao (5.14) pode ser escrita para um ponto interno X’ como:

w;(X) + [ Py(X 2)uy()dl (@) = | U5(X',)ps(@)dD(x)

+ /Q (U;},(X’,X) _ (1”U.* (X’,X))q(X)dQ(X) (5.18)

. V))\Q 100,00
onde U (X', r) e Pj(X’,x) sao as solugoes fundamentais para deslocamentos e esforgos ge-
neralizados, respectivamente. Estes representam os deslocamentos ou esforcos no ponto x ou

X na direcao j devido uma carga unitdria aplicada em X’ na direcao i. As expressdes para

estas solugoes fundamentais sao dadas por Vander Weeén (1982) como segue:

= 5By (BB) — (L= V)(2108(2) = Doy — [8A() + 21 = frars} - (5.19)

1

Uss="Usa =g 5

(2log(2) — 1)rra (5.20)

1

Usy = m[a —v)2*(log(z) — 1) — 8log(2)] (5.21)

-1

P =
T Aqr

[(4A(2) + 22K (2) + 1 = v)(0ayTn + 7any) + (4A(2) + 1 4+ v)ryn,

—2(8A(2) +2zK1(2) + L —v)rarra]  (5.22)

Py = —[B(2)n, — A(2)r 7] (5.23)



N k) Kz S Z; log(2) — 1) N + 27’@7",”] (5.24)

P, = %r’n (5.25)

onde
A(2) = K, (2) + i Ki(2) — i (5.26)
B(2) = K, (=) + i Ki(2) - i (5.27)

em que K,(z) e Ki(z) sdo fungoes de Bessel (Abramowitz, 1965), z = Ar, A é o fator
cisalhante, r é a distancia absoluta entre o ponto fonte e campo, r, = r,/r onde r, =
To(T) — 2o (2') € T = 17 4Ng, onde é n é uma diregao especifica. A equacao (5.18) representa
a identidade de Somigliana para placas de Reissner. Expandindo as funcoes de Bessel para

pequenos argumentos, tem-se:

1 2\ | (2%/4)?

+l—'y +1+ % + % - log<g>] (z(;{;é)?’ +... (5.28)

1 A\ (22/4)2

O

1 A\ (22/4)%2

—[—Wlu‘bg@)]u/mn

5 22 /4)5/2

_l_7+1+;+é_10g<2>]((2@!)+... (5.29)
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onde, v = 0, 5772156649 é a constante de Euler. Substituindo as equagoes (5.28) e (5.29) nas

equagoes (5.26) e (5.27), respectivamente, e fazendo o limite  — 0, tem-se:

) 1

ll_r% A(z) = — (5.30)
. 1], z 1
lgl%] B(z) = . [11_1)r(1)10g<2> ++ 2] (5.31)

Como pode ser visto, A(z) é uma fungao suave; por outro lado, B(z) apresenta uma
singularidade fraca log(r). Portanto, U}; apresenta singularidade fraca e P tem uma singu-

laridade forte 1/r.

5.3 Equacao integral de contorno

Tomando o ponto X’ no contorno e a posigao x’ € I' (ver Figura 4.1), e assumindo que
os deslocamentos u; satisfazem a continuidade de Hoélder, a equagao (5.18) pode ser escrita

COIMo:

cijui(x +][P* ¥ x)u /U* 2, x)p;(x)dl(x)

+ /Q l (2!, X) — mUlza(x’,X)]q(X)dQ(X) (5.32)

onde 4 denota o valor da integral no sentido do valor principal de Cauchy, 2/, x € I" sao
pontos fonte e campo, respectivamente, e ¢;;(2’) depende da posicao do ponto fonte ser
interna, externa ou no contorno. Quando z’ esté localizado em uma regiao suave do contorno
I seu valor ¢é igual a 1/26;; (Barcelos e Westphal, 1992). A equacao (5.32) representa trés
equagoes integrais: duas (i = a = 1, 2) para rotagao e uma (7 = 3) para deflexdo. Como pode
ser visto, a equagao (5.32) é escrita em termos de deslocamentos generalizados. A integral
de dominio na equacao (5.32) pode ser transformada para integral de contorno através da

aplicacao do teorema da divergéncia da seguinte forma (Greenberg, 1977):
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14

/Ql (7, X) mUZ‘;a(x’,X)]q(X)dQ(X)

[ Vinta Y T Ual@’ @1 ¢(X g (x)dT () (5.33)

@ (1—-v

onde V;* ¢ a solugao particular da equagao V%, = Uj3. As expressoes para V"5 sdo dadas por:

2

Vs = Top (4108(2) = 5)das + 2(410g(2) = )rars (5.34)
Vi = ——— P [32(2l0g(z) — 1) — 22(1 — v)(41og(2) — 5)] (5.35)

1287 D(1 — v)\?

5.4 Discretizacao

A solugao analitica da equacao (5.32) é dificil de obter mesmo para um simples problema
de placa. Portanto, a solucao numérica pode ser considerada como uma alternativa. Dessa
forma, o contorno I' tem de ser discretizado em N, elementos, sobre o qual as incégnitas sao
aproximadas para variar constantemente se os elementos sao constantes. Estes elementos sao

chamados elementos de contorno.

5.4.1 Elementos constantes

Considere a Figura 5.1 onde o contorno de uma placa é aproximado por uma série de
segmentos (elementos de contorno) I';, cujo nimero e forma sao escolhidos para representéa-lo

adequadamente.
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Elemento Intrinseco

Figura 5.1: Dominio bidimensional dividido em elementos de contorno.

A cada elemento de contorno, associa-se um elemento chamado né ou pontos nodais e
os valores das varidveis associadas a estes sao denominados valores nodais, ver Figura 5.2.

Considerando u; e t; constantes ao longo do elemento j.

Lir—-—-—-—-—-{

----------- tj+1

Uj

Uj+1

>
[ [j+1
Figura 5.2: Deslocamento e tracao no contorno.

61



Apés a discretizagao, a equagao (5.32) pode ser reescrita como:

1 . Ne r=+1 . , Ne r=+1 . ,
§uz(x ) "‘j;uj /g:—l P2, 2(§))JdE = j;pj /£=—1 Ui (', x(£))Jd€
S S * / v * /
* ; /gz_1 lV%,a@f 28) = gl w(&))] qina (€)Jdé (5.36)

onde, J é o Jacobiano da transformagao (i.e. dI' = J(£)d§). Para um elemento constante,
J = L¢/2, em que L, é o comprimento do elemento e £ é a coordenada local que varia de

& =—1a¢&=+1, ver Figura 5.1. A equacao (5.34) pode ser escrita na seguinte forma:

[Hlan, xan, {utsn, = [Glan,xan, APtsn, +{@} sy, x1 (5.37)

onde [H] e [G] sao as matrizes influéncia, [Q)] é o vetor carga no dominio e N,, é o nimero

de nés do contorno (para elemento constante: N, = N,).

5.5 Tratamento de singularidades

A matrix de influéncia [G] e o vetor carga {Q} contém integrais com singularidade
fraca, que podem ser canceladas usando uma transformagao de coordenadas nao-linear (ver
Apéndice E). A matrix de influéncia [H| contém integrais fortemente singulares, que podem
ser avaliados usando movimento de corpo rigido generalizado. Se um problema de tragao-livre

é considerado, trés casos independentes podem ser observados (Rashed, 1999):

1. uy =1, us =0 e ug = —ry (rotacdo de corpo rigido em torno de x7)
2. us =1, u; =0 e ug = —ry (rotagao de corpo rigido em torno de )

3. uz =1, u; =0 e uy =0 (translagao de corpo rigido em torno de x3)
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Por aplicacao dos casos acima ao sistema de equagoes em (5.37), as seguintes expressoes

podem ser escritas:

Hia()) = = [ [P4(a',2) + (=ra) P3(e/, x))dD () (5:38)

Hy(a') = = [ Pya . 2)0 (@) (5.39)

onde H;,(2') e H;3(x") incluem a diagonal da sub-matriz e o termo na influéncia da matriz [H].
O primeiro termo na equacgao (5.38) e (5.39) ja foram calculados, entretando, o segundo termo
na equagao (5.38) tem de ser calculado. Neste termo, a distancia r, cancela a singularidade

fraca no kernel P}; e a singularidade forte no kernel Pj;.

5.6 Sistema de equacoes

Impondo as condigdes de contorno (ver segao 4.7), a equagao (5.37) pode ser escrita da

seguinte forma:

[A]3NnX3Nn{x}3Nn><1 = {b}anxl (5.40)

onde [A] é a matriz do sistema, {x} é o vetor das variaveis desconhecidas e {b} é o vetor com

as condicoes de contorno conhecidas.

5.7 Tensoes em pontos internos

Uma vez que os valores para o contorno sao calculados, os deslocamentos em pontos
internos X’ podem ser avaliados usando a equacao (5.32) com ¢;; = J;;. Tensoes de flexao
e cisalhamento em pontos internos sao obtidas diferenciando a equagao (5.32) em relagao a

coordenada do ponto fonte X’ e substituindo entao as equagoes (4.66) e (4.67):
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/1U$h (2)dD(x /fegwlx )up(2)dD(z)

+qéw% ' 2)dD(z)

onde os kernels U}, Py e Wig (Vander Weeén, 1982) sao dados por:

1
ofy = %[(4A(2) +22K1(2) + 1 =) (6,70 + a7 5)

—2(8A(2) +22K1(2) + 1 —v)rorpr + (4A(2) + 1+ v)0apT 4]

. D(1—v)
Fagy = Ar?

+(4A(2) + 14 30)84pn, — (16A(2) + 62K, (2) + 22 K,(2) + 2 — 2v)

{(4A(2) + 22K41(2) + 1 — v)(6yans + 645M0)

X [(nar,ﬂ + nm’,a)rﬁ + (0yaTp + 57ﬂ7’,a)7",n]
—2(8A(2) + 22K1(2) + 1 4 v)(00p7 47 n + Ny oT3)

+4(24A(2) + 82K 1(2) + 22Ko(2) +2 — V)T T BT AT }
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D(1 — nu)\?

Prgs = [(2A(2) + 241 (2)) (7 gna + T.anp)

4dmr
—2(4A(2) + 2K 1 (2))7 o7 g7 n + 2A(2) 0057 1] (5.48)
Py = = P8 04 () 42K (2)) (6 m 4 7 m)
+2A(2)n g — 2(4A(2) + 2K (2))r o7 a7 1] (5.49)
Pggs = %[(223(2) + 1)ng — (22A(2) + 2)7 57.,] (5.50)

g = pm {(4log( ) = 3)[(L+v)(rsng +rang) + (14 30)das" 1)

4.[(]_ — I/)T,QT,B + V5a5]r,n} — m ;B,Ynfy (551)
Wi = g[(%og(z) — 1)ng + 2r gr,] — mUwﬂ/n7 (5.52)

Consequentemente, a tensao normal e a de cisalhamento através da espessura podem

ser avaliadas usando as equagoes (4.60), (4.61) e (4.62).

5.8 Equacao integral hipersingular

A equagao (5.32) é também vélida para um ponto externo. Dessa forma, a equagao

5.41) e (5.42) é escrita com ¢;; = 0, ou seja, X7 & (2:
J

/F P (X7 2)uy / 2)pe(2)dD() + ¢ / (X7, 2)dl(z)  (5.53)
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[ Pian(X7 2)un (@)l (x) = [ Ugs(X7,2)pe(e)dD () +q | Wip(X" 2)dl(@)  (5.54)

onde os kernels U, P, e W sao dados na segao 5.7. As tensoes resultantes da equagao
integral de contorno sao formadas por considera¢oes no comportamento das equagoes (5.53)
e (5.54) quando o ponto X” tende ao contorno I' em 2’. Para satisfazer a continuidade, o
ponto z’ é assumido sobre um contorno suave. Um dominio semicircular com contorno I'; é

construido ao redor do ponto z’ (ver Figura 5.3).

I—'I—S I_g x’

Figura 5.3: Regiao semicircular em torno do ponto fonte.

Fazendo o limite como X7 — 2/, as equagoes (5.53) e (5.54) podem ser reescritas da

seguinte forma:

: * / : * /
g [ P @)+l [ Pl (@)
= lim Unp (2", 2)py (2)dT () + lim Uzps (', 2)ps(z)dl ()

e=0Jr—T.+T: e=0Jr—T. 4Tz

+qlim Ws(a', x)dl () (5.55)

e=0Jr-T 4T

P AR S Py, (@', w)us (@) () + limg DT Pags (', 2tz ()l (z)
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=timy [ U () )l @)+l [ Ul opa()ar (2)

. * /
+qlim ot Wig(2', )dl (z) (5.56)
As equagoes (5.55) e (5.56) representam a integral de contorno dos esforgos resultantes

(momento fletor e forga cortante), respectivamente, no ponto 2’ do contorno.

5.8.1 Equacao integral de flexao

A equacao (5.55) pode ser escrita da seguinte forma:

L+ =L+ 41 (5.57)

Os valores no contorno de u; sao assumidos como C1 (0 < a < 1) para permitir a
expansao na série de Taylor até dois termos. Em seguida, cada uma das integrais da equacao

(5.57) serd expandida e considerada individualmente.

5.8.1.1 Integral I}

A integral I; pode ser escrita da seguinte forma:

* 12 * / . * /
I = ll_r}r(l) A Prs (2, 2)uy (z)dl (x) = ll_r)r(l) - o (2 )y () dT ()

lim [P o) (@) = s () = w02 w0(2) = w0(e!))JdT ()

. (2) lim . oy (1, ) us (2)dT () + uy g (2) lim . sy (2, 1) (zo(2) — (2"))dT ()

(5.58)

Nota-se que a integral I7 contém o kernel Pj; e apresenta singularidade da ordem 1 /r2.
Para este caso, a expansao em apenas dois termos da série de Taylor sao apropriados. Na

integral acima, o segundo termo do lado direito é zero quando € — 0. O primeiro e o terceiro
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termo do lado direito juntos formam a parte finita de Hadamard. Da Figura 5.3, as seguintes

relacoes podem ser obtidas:

(5.59)

/* dT = /07r edy (5.60)

Considerando as relagoes acima, juntos com os seguintes limites (ver equagao (5.28) e

(5.29)):

—1

lim A(\e) = — (5.61)
lim Ne?Ko(Ae) = 0 (5.62)
li_r}r(l) AeKi(Xe) =1 (5.63)
lim Ne2B(X\e) =0 (5.64)

O ultimo termo no lado direito da equagao (5.58) é dado por:

e—0

= PP 0+ taple!) + 0 ()5) (565)

o) liny [P (o, 2) (o() = wo(a))dT ()

Agora, a integral I pode ser escrita como segue:
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1 = [ P oy )ar (@) + PR 0 0y (o) o, ()6) (5.66)

5.8.1.2 Integral I

A integral IJ pode ser tratada de forma similar a integral I;. Somente um termo na
série de Taylor é necessario para I3, pois o kernel P,z3 contém singularidade forte do tipo

1/r. Assim, a integral I pode ser escrita da seguinte forma:

* _ 12 * / I * /
I = 21_1}(1] A Py (7', 2)us(z)dl () = }:1_I>I(1] - Plss(@, x)us(z)dl ()
g [ P’ a)luale) = w0 (w) + uale!) i [ Pisy(a' 2)dll) (5.7

Na integral acima, o segundo termo do lado direito é zero quando € — 0. O primeiro
termo no lado direito forma uma integral no valor principal de Cauchy. Considerando as
relagoes na equagao (5.60) e os limites dados através das equagoes (5.61) a (5.64), o dltimo

termo no lado direito desaparece. Assim, a integral 15 pode ser escrita como segue:

I = /F Poss (@, 2)us(2)dD(x) (5.68)

5.8.1.3 Integral I3

A integral I3 que contém U,s, que ¢ fortemente singular. Usando o primeiro termo da

série de Taylor de M., tem-se:

/ 1 /
]3 - 21_1)% DI 4T aﬁ’y(x ,ZL’)p«/(ZE')dF((L’) - }:1_1;% I T, Uaﬁ’y(x ,ZL’)p«/(ZE')dF((L’)
i [ Ul (s a)a(o) Mra() = Moo )

+M,p(2") lim Uaﬁv(az’7 x)ng(z)dl(x) (5.69)

e—0
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Na integral acima, o segundo termo no lado direito é zero quando € — 0. O primeiro
termo no lado direito forma uma integral no valor principal de Cauchy. Considerando as
relagbes na equacao (5.60) e os limites dados através das equagoes (5.61) a (5.64), o tltimo

termo no lado direito é escrito da seguinte forma:

M.p(2") lim Uam(x',x)ng(x)df(x) = <(3V1781)Mw(x')5a5 — TMag(x’)> (5.70)

e—0

Agora, a integral I pode ser escrita como segue:

15 = [ Uit o) - (P @6, - 25 @) e

5.8.1.4 Integral I}

Esta integral contém U g5 que é um kernel fracamente singular. A integral I, pode ser

escrita da seguinte forma:

I = /F Uz gps()d () (5.72)

5.8.1.5 Integral I}

Esta integral contém W;s que ¢ um kernel fortemente singular. Pode-se escrever I3 da

seguinte forma:

I¥ = qlim Wis(a!, 2)dl ()

e=0Jr-T. 4Tz

T ™
— ql% - aﬁ(x ,x)dl(x)

+q lim W (2, )dl(x) (5.73)

e—0
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Na integral acima, o primeiro termo do lado direito forma uma integral no valor principal
de Cauchy. Considerando as equagoes (5.60) a (5.64), o ultimo termo do lado direito da

equacao acima toma a seguinte forma:

vq (1+v)

qll_r)r(l) W s(2’, x)dl () = G-, 4 0o (5.74)
Agora, a integral ¥ pode ser escrita como:
(1+v)

IF=gq /F Wy, 2)dl (z) + 3 Sus (5.75)

1-v)x 4

Substituindo as equagoes (5.66), (5.67), (5.71), (5.72) e (5.75) na equagao (5.55) e
usando as equagoes (4.66) e (4.67), obtém-se:

/ s (s )y (2)dD (2 +/ a3 (@, 2)us(x)dl (x)

/ aﬂw o', x)p,(x)dl (x —I—/Uaﬂ3 2 x)ps(z)dl (z)

1 qu
)dl( ————0a 5.76
b [ Woe! )T (w) 4 5 g (5.76)
que é a equacao integral de contorno de flexao.
5.8.2 Equacao integral da forca cortante
A equagao (5.56) pode ser escrita da seguinte forma:
L+ =15+ 15+ I3, (5.77)

Em sequéncia, cada integral de I a [j, sera considerada individualmente.
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5.8.2.1 Integral I

Esta integral contém Py, que ¢é fortemente singular. Usando o primeiro termo da série

3oy

de Taylor, u, pode ser escrita da seguinte forma:

I = iy I-T.+T: Pigy (2, ) (2)dI ()

= lim P
e—=0Jr-1, 3By

+lim P (2, ) [us (1) — us(2)]dT ()

e—0 I

(', w)uy (x)dl ()

+u, (2) }:1_I>I(1] P3y (2!, x)dl () (5.78)

Na integral acima o segundo termo do lado direito é zero no limite ¢ — 0. O primeiro
termo forma a integral no valor principal de Cauchy. Considerando as equagoes (5.60) a

(5.64), o ultimo termo pode ser escrito da seguinte forma:

D(1 —v)\?

uy(2")lim [ Py (2, 2)dT(2) = ug(a”) (5.79)

e—0 r:

Entao a integral I} pode ser escrita na seguinte forma:

I = /F Pis (', o), (2)dD (@) + = u(a) (5.80)

5.8.2.2 Integral I

Esta integral contém o kernel Pjg5 que ¢ um kernel hipersingular. Usando o primeiro

termo da série de Taylor para us, o termo I5 pode ser escrito da seguinte forma:

* 12 * /
I7 = ll_r}(l) A Pigs(2', x)us(z)dl (x)
- ll_% o P3gs(2’, w)us(x)dl(x)
iy [ P, 2)us(e) — ) — o) al2) — 2 0)
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() lmy [ P’ )T (x)

g o lim /F Pyl 2) (wa(x) — 2o ()T () (5.81)

Na integral acima, o segundo termo no lado direito é zero quando ¢ — 0. O 1ltimo e
terceiro termo juntos formam a parte finita da Hadamard. Considerando as equagoes (5.60)

a (5.64), o ultimo termo de IZ pode ser escrito da seguinte forma:

uz o(2") = lim g P (2, 2) (20(z) — 20(2))dl ()

e—0 *
£

- o) (5:52)

Agora, a integral ¥ pode ser escrita como:

D(1—v)\?

S us (') (5.83)

I = AP§B3(x’,x)u3(x)dF(x) +

5.8.2.3 Integral I3

Similar a integral I}, a integral I§ contém o kernel Uss, que é fracamente singular. A

integral I§ pode ser escrita da seguinte forma:

I = [ Ui, (& 2)p, (@)l (@) (5.84)

5.8.2.3 Integral I;

Esta integral contém o kernel Usg., ¢ fortemente singular. Usando o primeiro termo da

série de Taylor para Qy:

* 12 * /
I = ll_% A Usps (', 2)p3(x)dl ()
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— lim / . Ugspy(a)dl(x)

Hling [ Uy 0)no(2) Qo) — QoI ()

e—0
+Qy(x )hm Usgs (', x)ng(2)dl(z)

F*

(5.85)

Na integral acima, o segundo termo do lado direito é zero quando € — 0. O primeiro

termo forma o valor principal de Cauchy. Considerando as equagoes (5.60) a

termo pode ser escrito da seguinte forma:

. . Qp(a')
Q') i [ Uy (o, o) () =~
Entao a integral I pode ser escrita como:
* * Q x,
I :/FU3B3(x’,x)p3(x)dF(x) — ’Bi )

5.8.2.4 Integral I,

(5.64), o ultimo

(5.86)

(5.87)

Esta integral contém o kernel W3, que ¢ fracamente singular. Entao a integral I7, pode

ser escrita como:

Iy = q [ Wis(a!, 2)d0 ()

(5.88)

Subsitutindo as equagoes (5.80), (5.83), (5.84), (5.87) e (5.88) na equagao (5.56) e

usando as equagoes (4.66) e (4.67), obtém-se:

*Qg +/P3[3,Y (2, x)uy (z)dl (z —|—/P353 2 x)ug(z)dl(x)
:/FUgm ', 2)p, (x)dl (x +/FU363 (2, x)p3(z)dl(z)

+q /F Wiy (o', 2)dD (x)
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5.9 Tensoes no contorno

As tensoes no contorno podem ser calculadas usando-se a derivada dos deslocamentos
e entao o uso da lei de Hooke generalizada (equagoes (4.66) e (4.67)) ou entao pelo uso das

equacoes integrais:

/ i o', x)u, (z)dl (z —|—/Pa53 2 x)ug(x)dl(x)
/ oy (@, 2)py (z)dD (z +/ ap3(@’, 2)ps(x)dl ()

, 1 g
+Q/FWQB(ZL’ ,(L’)dF(ZL’) + 5m§a5 (590)

que ¢ a equagao integral de contorno de flexao. A equacao para o calculo do esforco cisalhante

¢é dada por:

SQ5(w) + [ P &,y ()T () + [ Pl 2)us(a)dl (o)
:/FU?’B“’ ', x)p, (x)dl (x +/1“U363 2, x)ps(x)dl(z)

+q /F Wiy (o', 2)dD (x) (5.91)

As equagoes (5.90) e (5.91) representam a integral resultante de tensdes num ponto

qualquer 2’ do contorno I" (ver Figura 4.1).

5.10 Equacao integral de tracao

As equagoes (5.90) e (5.91) podem ser relacionadas com as equagoes (4.21) e (4.22),
levando-se em conta o sentido da normal (ng). Para um ponto de colocacdo z’, as duas

equagoes integrais podem ser reescritas da seguinte forma:
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%pa )+ ng(x / /37 o', x)uy (2)dl (z) + ng(a’ / 3 2 x)ug(z)dl(x)
=ng(x / /37 2, x)p,(x)dl(x) + ng(a’ / a3 2’ x)ps(z)dl (x)

Fans(e!) [ W;B(x,x)dl“(x)—k%ﬁéagng(x’) (5.92)

Ss(a!) () [Pl (@ 2y (0)D(@) + ma(a') [ Pl 2)us()ar (z)
= n(a’) [ Vg (@', 200, (@)D () + (@) | Ugss @', 2)ps(a)dl ()

qna(a) /F W2, 2)dl(x)  (5.93)

As equagoes (5.92) e (5.93) representam trés equagoes integrais em termos dos esforgos

no contorno e podem substituir a equagao (5.32).
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Capitulo 6

Transformacao das integrais de

dominio em integrais de contorno

A aplicacao do método dos elementos de contorno requer, preferencialmente, que a
solucao fundamental para o problema em consideragao seja conhecida. Essa solucao funda-
mental deve levar em conta todos os termos da equagao governante de forma a obter uma
formulacao onde apenas o contorno é discretizado. Quando isso nao for possivel, tornam-
se necessarias técnicas especiais para o tratamento desses termos de dominio. No caso da
formulacao de placas, os termos devido a cargas distribuidas nao é levado em conta na ob-
tencao da solucao fundamental. Desta forma, um termo de dominio permanece na integral de
dominio. Esta integral deve ser transformada em uma integral de contorno para que nao seja
necessaria a discretizacao do dominio. Um das alternativas é fazer a transformacao exata da

integral de dominio proveniente da carga distribuida em integral de contorno.

6.1 Transformacao exata

Como pode ser visto na equagao (5.32), ha integrais de dominio na formulac¢ao devido

a carga distribuida no dominio. Estas integrais podem ser calculadas por integracao direta
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na area ) (ver Figura 4.1). Contudo, a formulagao dos elementos de contorno perde seu
principal atrativo que é a discretizacao somente no contorno. Neste trabalho, as integrais
de dominio oriundas das cargas distribuidas sao transformadas em integrais de contorno por

uma transformagao exata (Albuquerque et al., 2006).

Considere a placa da Figura 4.1 sob um carregamento genérico ¢ aplicado em uma area

Q. A equacao (5.32) pode ser escrita em coordenadas polares da seguinte forma:

| aUisd= [ aUispdpds (6.1)

ou

/qUi’ng://r qu™ pdpdf (6.2)
Q 9o

onde, r é o valor de p em um ponto do contorno I'.

Definindo F™* como a seguinte integral:

= [ qUipdp (6.3)

pode-se escrever:

/Q qUdQ = /9 F*do (6.4)

Considerando um angulo infinitesimal df (Figura 6.1), a relagdo entre o comprimento

do arco rdf e o comprimento infinitesimal do contorno dI', pode ser escrito como:

do

cosa = —= (6.5)

ou
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ds/2

Figura 6.1: Transformacao da integral de dominio em integral de contorno.

COs

df dr (6.6)

r

Usando as propriedades do produto interno dos vetores unitarios n e r, indicados na

Figura 6.1, podemos escrever:

o = =2ar (6.7)
T

Finalmente, substituindo a equagao (6.7) na equagao (6.4), a integral de dominio da

equagao (5.32) pode ser escrita como uma integral de contorno dada por:

F*
/ U = / ~ nrdl (6.8)
Qq r, T
Assim, substituindo a equacao (6.8) na equagao (5.32), tem-se:
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*

cijug(x ][ (2, x)u;(x)dl(x /U (2, 2)p;(x)dl(x) + F—n.rdF (6.9)

r, r

Note que agora ha somente integrais de contorno na equagao (6.9).
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Capitulo 7

Resultados para placas isotrépicas

7.1 Resultados

Nesta secao, sao obtidos resultados numéricos para deslocamentos e esfor¢os (momento e
tensao) em placas espessas isotrépicas sujeitas a carregamentos distribuidos em seu dominio.
Os valores obtidos para deslocamento, momentos e tenstes puderam ser comparados com
resultados existentes na literatura (Palermo Jr., 2000, Sanches, 1998 e Bares, 1969). Para
tensoes os resultados nao puderam ser comparados diretamente, visto que, na literatura, nao
encontrou-se resultados equivalentes ao problema apresentado. Os resultados para tensoes
foram comparados com o método dos elementos finitos utilizando-se do programa comer-
cial ANSYS. Para todos os problemas seguintes foram estudados a influéncia do nimero de

elementos no contorno.

7.1.1 Placa quadrada apoiada nos quatro lados sob carga unifor-

memente distribuida

Considere uma placa apoiada (Figura 7.1) carregada por uma carga ¢ = 1 N/m? com

sentido contrario a x3. A placa € isotropica e apresenta as seguintes propriedades e dimensoes:
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E =205 GPa, a = 2m e espessuras iguais a h = 0,02m (1% do lado) e h = 0,2m (10% do
lado).

A A4 A A A A A
——

1

1

1

1

1

1

1

a e Lo ‘ q

<

B

A

A

A

Figura 7.1: Placa quadrada apoiada nos quatro lados.

Para este problema, o contorno foi discretizado usando-se 40 elementos constantes de
mesmo comprimento (10 elementos constantes por lado) (ver Figura 7.2). Foram utilizados 4
pontos de integracao usando a quadratura de Gauss (Abramowitz e Stegun, 1965) e transfor-
mada de Telles (1987) para obter uma boa convergéncia nos resultados. O principal objetivo
da analise é observar o comportamento da espessura em comparacao com a solucao numérica
presente na literatura. Este problema ¢é equivalente ao proposto por Palermo Jr. (2000)!.
Para placa apoiada as seguintes condicoes de contorno sao conhecidas ao longo dos lados da

placa mostrada acima:

Uy =0¢—u3=0¢—u, #0+—> M; #0+— M, =0

L Ao longo de todo texto sera citado apenas Palermo ao invés de Palermo Jr. afim de minimizar largura

das tabelas no texto.



2.5

0.5

_0'5 1 1 1 1
-0.5 0 0.5 1 1.5 2 25

Figura 7.2: Discretizagao com 40 elementos no contorno e 1 né interno.

Para se verificar a convergéncia entre os resultados obtidos com resultados presentes na
literatura, foi usada a seguinte férmula para determinar as diferencas percentuais entre os

resultados:

Sref — Snum

Sref

Dif (%) = x 100% (7.1)

onde S,cf € Spum sa0 as solucoes da referéncia e numéricas encontradas, respectivamente, para

o problema.

a) Coeficiente de Poisson nulo. Ao se considerar o coeficiente de Poisson nulo na
equagao (5.32) de Reissner, pretende-se observar seus efeitos nos resultados. Dessa forma as
integrais de Reissner e Mindlin tornam-se iguais divergindo apenas no fator cisalhante (\)
que em Reissner ¢ igual a v/10/h e em Mindlin ¢ igual a 7/h. As Tabelas 7.1 e 77 apresentam

os resultados para deslocamentos vertical, momentos e tensoes no centro da placa.
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Tabela 7.1: Deslocamentos e esforcos no centro de uma placa apoiada sujeita a um carrega-

mento distribuido comparados com a condigao soft de Palermo (2000).

w x 107%(m) Mgz (N.m) 00 (N/m?)
h | Palermo (2000) MEC Dif. % | Palermo (2000) MEC Dif. % MEC
0,02 -0,487020 -0,488213 | 0,244 -0,149877 -0,150152 | 0,183 -2252,28
0,2 -554,885 -548,823 | 1,092 -0,161871 -0,160342 | 0,944 | -24051,30

Os resultados obtidos na Tabela 7.1, foram comparados com a solucao de Palermo
(2000). Os resultados obtidos neste trabalho (MEC) foram obtidos para condigao soft (Ta-
bela 7.1), onde liberam-se os momentos volventes no contorno o que implica no aumento de
deslocamento e momento. Nota-se que os resultados obtidos para esta condicao apresenta
diferenca nos resultados pouco significativos para placa de espessura h = 0,02m e h = 0,2
m. Segundo, Palermo (2000), na condigao soft em que liberam-se os momentos volventes
no contorno da placa, este aspecto leva em conta o efeito da cortante, pois é mais ade-
quado para representar os efeitos de borda, ou seja, a liberacao dos momentos volventes e
dessa forma obtém-se maiores valores para deslocamentos e momentos. Outro fator obser-
vado foi a influéncia do fator cisalhante (A) usado para corrigir o médulo de elasticidade
transversal. Notou-se que o A nao apresentou qualquer influéncia nos resultados, apresen-
tando divergéncias apenas nas ultimas casas decimais dos resultados para os resultados de
deslocamentos, momentos e tensoes, dessa forma, nao serao mostrados resultados para este
caso. Na Tabela 7.2 foram obtidos resultados para deslocamento vertical, momentos e tensoes
variando-se a rela¢ao espessura/lado. Os resultados obtidos foram comparados com os re-
sultados obtidos pelo método dos elementos finitos usando-se o programa comercial ANSYS.
Foi usado o elemento SHELL181 e uma discretizagao com um total de 10201 pontos nodais.
Pode-se notar que os resultados obtidos pelo MEC e MEF apresentam boa concordancia
para deslocamento vertical, momentos e tensoes. As tensoes normais o,, apresentaram va-
lores préximos as tensoes o,,, desta forma, nao foram citadas na Tabela 7.2. Os resultados

foram obtidos para o centro da placa (ver Figura 7.1).
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Tabela 7.2: Deslocamentos e esfor¢os no centro da placa para diferentes relagoes espes-

sura/lado.

w x 107%(m) Mgz (N.m) 00 (N/m?)
h/a | MEC | MEF | Dif. % | MEC | MEF | Dif. % | MEC | MEF | Dif. %
0,01 | 0,480 | 0,480 | 0,000 | 0,148 | 0,148 | 0,000 | 2227,3 | 2224,8 | 0,112

0,02 | 0,060 | 0,060 | 0,000 | 0,149 | 0,149 | 0,000 | 561,15 | 560,85 | 0,053

0,03 | 0,017 | 0,017 | 0,000 | 0,150 | 0,151 | 0,662 | 251,39 | 252,14 | 0,297

0,04 | 0,007 | 0,007 | 0,000 | 0,152 | 0,152 | 0,000 | 142,76 | 143,20 | 0,307

b) Coeficiente de Poisson 0,3.

Na Tabela 7.3 nota-se que o valor do coeficiente de Poisson afetou os deslocamentos, ou
seja, houve reducao. Por outro lado, aumentou os valores de momento e tensao no noé central
da placa. Pode-se notar também que as diferencas nos resultados diminuiram na condicao
soft como mostrado nas Tabelas 7.1 e 7.3. Na Tabela 7.4 foram obtidos resultados para
deslocamentos, momentos e tensoes no centro da placa (ponto 1). O aumento no coeficiente
de Poisson implicou na diminui¢ao dos deslocamentos e aumento dos momentos e tensoes
(ver Tabela 7.4), pois houve aumento na rigidez da placa. Os resultados foram obtidos para

o centro da placa (ver Figura 7.1).

Tabela 7.3: Deslocamentos e esforcos no centro de uma placa apoiada sujeita a um carrega-

mento distribuido comparados com a condigao soft de Palermo (2000).

w x 107%(m) Mgz (N.m) 0(N/m?)
h | Palermo (2000) MEC Dif. % | Palermo (2000) MEC Dif. % MEC
0,02 -0,442154 -0,440081 | 0,468 -0,194545 -0,193838 | 0,363 -2907,57
0,2 -489.654 -490,421 | 0,156 -204,786 203,232 | 0,758 | -30,48
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Tabela 7.4:

Deslocamentos e esforcos no centro da placa para diferentes relagoes
sura/lado.
w x 107%(m) Mze(N.m) 00 (N/m?)

h/a | MEC | MEF | Dif. % | MEC | MEF | Dif. % | MEC MEF | Dif. %
0,01 | 0,436 | 0,435 | 0,229 | 0,192 | 0,192 | 0,000 | 2890,04 | 2886,30 | 0,129
0,02 | 0,055 | 0,054 | 1,851 | 0,193 | 0,193 | 0,000 | 726,30 | 726,59 0,03
0,03 | 0,016 | 0,016 | 0,000 | 0,194 | 0,195 | 0,512 | 324,73 | 325,11 0,116
0,04 | 0,007 | 0,007 | 0,000 | 0,196 | 0,196 | 0,000 | 183,78 | 184,07 | 0,157

7.1.1.1 Influéncia do nimero de elementos no contorno

espes-

A placa (Figura 7.1) foi discretizada usando-se 20, 40, 60, 80 e 100 elementos constan-

tes no contorno de mesmo comprimento. Foi usado somente 1 né interno e foram obtidos

resultados para deslocamento vertical, momento e tensao no centro da placa. Foram obtidos

resultados para as espessuras e coeficiente de Poisson de h = 0,02m, h = 0,2m, v = 0,0 e

v = 0, 3, respectivamente.
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Tabela 7.5: Deslocamentos e esforcos no centro de uma placa apoiada sujeita a um carrega-

mento distribuido: h =0,02m e v = 0,0.

MALHA Deslocamento Momento Tensao
wx107%(m) | Dif. (%) | mye(Nm) | Dif. (%) | 0pe (N/m?)
20 -0,512168 7,797 -0,155257 5,473 -2328,87
40 -0,488212 2,755 -0,150152 2,005 -2252,28
60 -0,483679 1,801 -0,149155 1,328 -2237,33
80 -0,481958 1,039 -0,148771 1,067 -2231,57
100 -0,481132 1,260 -0,148586 0,941 -2228,79
120 -0,480695 1,172 -0,148488 0,875 -2227,30
140 -0,480455 1,122 -0,148434 0,831 -2226,51
160 -0,480325 1,095 -0,148404 0,817 -2226,07
180 -0,480258 1,080 -0,148390 0,808 -2225,85
200 -0,480258 1,080 -0,148384 0,804 -2225,85
220 -0,480224 1,073 -0,148383 0,803 -2225,75
240 -0,480234 1,075 -0,148386 0,805 -2225,75
260 -0,480252 1,079 -0,148390 0,808 -2225,86
Bares (1969) -0,475122 -0,147200 -
MEF -0,48008 -0,14832 -2224.8
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Tabela 7.6: Deslocamentos e esforcos no centro de uma placa apoiada sujeita a um carrega-

mento distribuido: h =0,02m e v =0, 3.

MALHA Deslocamento Momento Tensao
w x107%(m) | Dif. (%) | mue(N.m) | Dif. (%) | 02z (N/m?)
20 -0,451545 4,382 -0,197200 2,922 -2958,02
40 -0,440081 1,732 -0,193838 1,168 -2907,57
60 -0,437915 1,232 -0,193163 0,815 -2897,46
80 -0,437054 1,033 -0,192888 0,672 -2893,32
100 -0,436621 0,932 -0,192747 0,598 -2891,21
120 -0,436382 0,877 -0,192669 0,557 -2890,04
140 -0,436243 0,845 -0,192623 0,533 -2889,35
160 -0,436161 0,826 -0,192596 0,519 -2888,95
180 -0,436113 0,815 -0,192581 0,512 -2888,71
200 -0,436086 0,809 -0,192572 0,507 -2888,58
220 -0,436073 0,806 -0,192568 0,505 -2888,52
240 -0,436068 0,805 -0,192566 0,504 -2888,50
260 -0,436069 0,805 -0,192567 0,504 -2888,50
Bares (1969) -0,432585 -0,191600 -

MEF -0,43575 -0,19242 -2886,30

Pode-se observar nas Tabelas 7.5 e 7.6 que os deslocamentos apresentam diferencas
elevadas (em torno de 7% e 4%, respectivamente) apenas para uma malha pouco refinada, ou
seja, a malha de 20 elementos no contorno (5 elementos por lado). Com uma malha igual a
260 elementos constantes (65 elementos por lado) chega-se a diferencas em torno de 0, 8% para
deslocamentos e 0,5% para momentos, o que de fato exige um baixo esforco computacional

se comparado com outros métodos nimericos (por exemplo, elementos finitos).
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Tabela 7.7: Deslocamentos e esfor¢os no centro de uma placa apoiada sujeita a um carrega-

mento distribuido: h =0,2 me v =0,0.

MALHA Deslocamento Momento Tensao
w x107(m) | Dif. (%) | mee(N.m) | Dif. (%) | 02 (N/m?)
20 -0,565423 1,899 -0,163756 1,164 -24,56
40 -0,548823 1,092 -0,160342 0,944 -24,05
60 -0,547985 1,243 -0,160218 1,021 -24,03
80 -0,548324 1,182 -0,160321 0,957 -24,04
100 -0,548722 1,110 -0,160425 0,893 -24,04
120 -0,549050 1,051 -0,160508 0,842 -24,07
140 -0,549306 1,005 -0,160571 0,803 -24,08
160 -0,549507 0,969 -0,160621 0,772 -24,09
180 -0,549667 0,940 -0,160660 0,748 -24,09
200 -0,549796 0,917 -0,160692 0,728 -24,10
220 -0,549901 0,898 -0,160717 0,712 -24,10
240 -0,549989 0,882 -0,160739 0,699 -24,11
Palermo (2000) -0,554885 -0,161871 -
MEF 0,553 0,161 24,22
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Tabela 7.8: Deslocamentos e esforcos no centro de uma placa apoiada sujeita a um carrega-

mento distribuido: A =0,2m e v =0, 3.

MALHA Deslocamento Momento Tensao
w x107(m) | Dif. (%) | mee(N.m) | Dif. (%) | 02 (N/m?)
20 -0,499019 1,912 -0,205651 0,422 -30,847
40 -0,490421 0,156 -0,203232 0,758 -30,484
60 -0,489618 0,0073 | -0,203027 0,858 -30,454
80 -0,489547 0,0218 | -0,203023 0,860 -30,453
100 -0,489589 0,0132 | -0,203046 0,849 -30,456
120 -0,489643 0,0022 | -0,203069 0,838 -30,460
140 -0,489690 0,0073 | -0,203087 0,829 -30,463
160 -0,489729 0,0153 | -0,203102 0,822 -30,465
180 -0,489760 0,0216 | -0,203114 0,816 -30,467
200 -0,489785 0,0267 | -0,203123 0,812 -30,468
220 -0,489805 0,0308 | -0,203130 0,808 -30,469
240 -0,489822 0,0343 | -0,203137 0,805 -30,470
Palermo (2000) -0,489654 -0,204786 -
MEF -0,49516 -0,20236 -30,354

Nas Tabelas 7.7 e 7.8 os resultados apresentam boa concordancia com a referéncia, pois
a formulacao leva em conta o efeito da cortante ao longo da espessura, o que de fato torna
os resultados mais atrativos. Pode-se notar que as diferencas nos resultados apresentaram

valores em torno de 0,03% para deslocamentos e 0,08% para momentos.
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Para o cdlculo dos momentos no contorno (lado BC) da placa apoiada (Figura 7.1)
foram comparados os resultados com a condi¢ao de contorno do problema afim de validar os
resultados obtidos. Para tal condicao tem-se os momentos tangencial e normal ao contorno da
placa, onde M; # 0 e M,, = 0. O interesse deste problema é mostrar os momentos tangenciais
no contorno da placa. A relagao entre os momentos e a normal ao ponto fonte (ver equagdes
(5.92) e (5.93)) foi usada. Para tal problema analisamos uma placa isotrépica que apresenta
as seguintes propriedades e dimensoes: E = 205 GPa, a = 2 m e espessuras iguais a h = 0, 2
m (10% do lado), h = 0,3m (15% do lado) e h = 0,4 m (20% do lado). A placa apoiada
é carregada por uma carga ¢ = 1 N/m? com sentido contrério a z3 e coeficiente de Poisson

igual a 0, 3. Os resultados sao mostrados na Tabela (7.9).

Tabela 7.9: Momento no lado BC da placa apoiada.

h=0,2(m) h=0,3(m) h=0,4(m)
z |p(Nm)| CDC |p(Nm)| CDC |p(Nm)| CDC
0,1 | -0,0606 | -0,4461 | -0,1093 | -0,3330 | -0,0907 | -0,2479

0,3 05215 | 0,5739 | 0,4745 | 0,4909 | 0,4435 | 0,4479

0,5| 0,6885 | 0,7193 | 0,6767 | 0,6991 | 0,6603 | 0,6770

0,71 0,7761 | 0,8077 | 0,7755 | 0,8009 | 0,7665 | 0,7892

0,9 | 0,8153 | 0,8458 | 0,8187 | 0,8435 | 0,8126 | 0,8363

1,1 0,8153 | 0,8458 | 0,8187 | 0,8435 | 0,8126 | 0,8363

1,3 | 07761 | 0,8077 | 0,7755 | 0,8009 | 0,7665 | 0,7892

1,51 0,688 | 0,7193 | 0,6767 | 0,6991 | 0,6603 | 0,6770

1,71 05215 | 0,5739 | 0,4745 | 0,4909 | 0,4435 | 0,4479

1,9 | -0,0606 | -0,4461 | -0,1093 | -0,3330 | -0,0907 | -0,2479

Os resultados mostrados na Tabela (7.9) apresentam boa concordancia em comparagao
com a condic¢ao de contorno (CDC), divergindo apenas nos extremos por causa do efeito nos

cantos.
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Na Figura 7.3 foram gerados 29 nos internos e foram obtidos os valores de deslocamento
vertical ¢ momentos ao longo da linha central da placa (ver Figura 7.3). Os resultados

apresentaram boa concordancia com o método dos elementos finitos (MEF').

2.5

1.5

1- XXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXFE

0.5

_0-5 1 1 1 1
-0.5 0 0.5 1 1.5 2 25

Figura 7.3: Discretizacao com 40 elementos no contorno e 19 nos internos.
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Figura 7.5: Momentos na direcao = ao longo da linha central da placa.
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Figura 7.6: Momentos na direcao y ao longo da linha central da placa.

O mapa de cor para deslocamentos do né central na diregdo z3 ¢ momentos (m,,)

podem ser visualizados nas Figuras 7.7 e 7.8.
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Figura 7.7: Mapa de cor do deslocamento vertical do n6 central da placa de espessura h =

0,02 m.
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Figura 7.8: Mapa de cor do momento (m,,) da placa de espessura h = 0,02 m.
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7.1.2 Placa quadrada engastada nos quatro lados sob carga uni-

formemente distribuida

Considere uma placa engastada (Figura 7.9) carregada por uma carga ¢ = 1 N/m? com
sentido contrario a x3. A placa é isotrépica e apresenta as seguintes propriedades e dimensoes:
E =205GPa, v = 0,3, a = 2m e espessuras iguais a h = 0,02m, h =0,1m e h = 0,2 m.

Este problema é equivalente ao proposto por Sanches (1998).

Figura 7.9: Placa quadrada engastada nos quatro lados.

Para placa engastada as seguintes condigoes de contorno sao conhecidas ao longo dos

lados da placa mostrada acima:

Uy =0—u,=0—u3=0+— M, #0+— M, #0
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Tabela 7.10: Deslocamentos e esforgos no centro de uma placa engastada sujeita a um car-

regamento distribuido.

w x 107%(m) Mgz (N.m) 0 (N/m?)
h | Sanches (1998) | MEC | Dif. % | Sanches (1998) | MEC | Dif. % MEC
0,02 -1014,40 -1016,69 | 0,225 -0,0912 -0,0917 | 0,548 -1376,5
0,1 -8,0639 8,0217 | 0,523 -0,0924 20,0921 | 0,324 | -55,2918
0,2 -1,2040 -1,2065 0,2 -0,0944 -0,0929 | 1,588 -13,9451

A Tabela 7.10 apresenta resultados para deslocamento vertical, momentos e tensoes
no centro da placa engastada. Os resultados apresentam boa concordancia com a literatura

apresentando diferencas inferiores a 0, 5%.

Tabela 7.11: Deslocamentos e esforgos no centro da placa para diferentes relagoes h/a.

w x 107%(m) Mg (N.m) 02e(N/m?)
h/a | MEC MEF | Dif. % | MEC MEF | Dif. % | MEC MEF | Dif. %
0,01 | 0135 | 0,135 | 000 | 00917 | 0,0917 | 0,00 | 137572 | 137420 | 2,07

0,02 | 0,01701 | 0,01690 | 0,65 | 0,09176 | 0,09179 | 0,03 344,12 | 344,22 0,03
0,03 | 0,00509 | 0,00500 | 1,80 | 0,09184 | 0,09184 | 0,00 153,07 | 152,54 0,34
0,04 | 0,00217 | 0,00211 | 2,84 | 0,09195 | 0,09179 | 0,17 86,203 | 82,056 0,17

Tabela 7.12: Esforgos no lado BC da placa para diferentes relacoes h/a.

My (N.m) 022(N/m?)
h/a | MEC | MEF | Dif. % | MEC MEF | Dif. %
0,01 | 0,2051 | 0,2016 1,73 | 3076,81 | 3024,60 1,72

0,02 | 0,2051 | 0,2036 | 0,73 737,14 | 738,65 0,20
0,03 | 0,2044 | 0,2033 | 0,54 338,17 | 337,178 | 0,29
0,04 | 0,2022 | 0,2023 | 0,04 | 189,637 | 189,663 | 0,01
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Nas Tabelas 7.11 e 7.12 foram obtidos valores para deslocamento vertical, momento e
tensdo em relagao aos pontos no centro e no contorno (ponto médio do lado AB) da placa,
respectivamente (ver Figura Engastadalll). Nas Figuras 7.10, 7.11 e 7.12 foram obtidos os
valores de deslocamento vertical, momento e tensoes ao longo da linha central da placa (ver
Figura 7.3). Os resultados foram comparados com o métodos dos elementos finitos (MEF) e

apresentaram boa concordancia.

Figura 7.10: Deslocamentos na direcao w ao longo da linha central da placa.
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Figura 7.12: Momentos na direcao y ao longo da linha central da placa.

Nas Figuras 9.13 e 9.14 foram obtidos resultados para momentos ao longo do contorno

AB da Figura 7.9. Os resultados apresentaram boa concordancia com o método dos elementos
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finitos (MEF).
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Figura 7.14: Momentos na dire¢ao y ao longo do lado AB da placa.
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7.1.2.1 Influéncia do nimero de elementos no contorno

A placa (Figura 7.9) foi discretizada usando-se 20, 40, 60, 80 e 100 elementos no con-

torno, respectivamente.

Tabela 7.13: Deslocamentos e esforgos no centro de uma placa engastada sujeita a um car-

regamento distribuido: h = 0,02 m e v=0,3.

MALHA Deslocamento Momento Tensoes
w(x107%m) | Dif. (%) | mee(Nom) | Dif. (%) | 042(N/m?)

20 -0,136082 1,054 -0,091973 0,847 -1379,598
40 -0,135466 0,597 -0,091772 0,627 -1376,592
60 -0,135383 0,535 -0,091744 0,596 -1376,167
80 -0,135346 0,507 -0,091732 0,583 -1375,981
100 -0,135325 0,492 -0,091724 0,574 -1375,874
120 -0,135312 0,482 -0,091720 0,570 -1375,806
140 -0,135302 0,475 -0,091717 0,566 -1375,757
160 -0,135295 0,470 -0,091714 0,563 -1375,721
180 -0,135290 0,466 -0,091712 0,561 -1375,694
200 -0,135286 0,463 -0,091711 0,560 -1375,672
220 -0,135282 0,460 -0,091710 0,559 -1375,654
240 -0,135279 0,458 -0,091709 0,558 -1375,639
260 -0,135277 0,456 -0,091708 0,557 -1375,626

Sanches (1998) -0,134662 -0,0912 -

MEF -0,135 -0,0916 -1375,00

Da Tabela 7.13, nota-se que as diferencas nos resultados diminuem a medida que o
nimero de nés aumenta no contorno. As diferencas sao pouco significativas e comportam-se
em torno de 0,5% e 0,6% para deslocamentos e momentos, respectivamente a medida que o

numero de nds no contorno aumenta.

O mapa de cor para deslocamentos do né central na diregdo z3 e momentos (m,,)
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podem ser visualizados nas Figuras 7.15 e 7.16.

Figura 7.15: Mapa de cor do deslocamento vertical do né central da placa de espessura

h=0,02m.

0.2

0.15

0.1

0.05

-0.05

Figura 7.16: Mapa de cor do momento (m,,) da placa de espessura h = 0,02 m.
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7.1.3 Placa quadrada com um lado engastado e trés lados apoiados

sob carga uniformemente distribuida

Considere uma placa engastada-apoiada (Figura 7.17) carregada por uma carga ¢ = 1
N/m? com sentido contrdrio a z3. A placa é isotrépica e apresenta as mesmas propriedades

e dimensoes da segao 7.1.1. Este problema é equivalente ao proposto por Palermo (2000).

q

v 4 y y rA
_

A

A

B

Figura 7.17: Placa quadrada com um lado engastado e os outros trés apoiados.
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A apresentacao dos resultados é andloga a do exemplo anterior e segue uma comparacao
dos resultados referentes a distribuigao dos esfor¢os no centro da placa (Figura 7.17). Pode-
se notar nas Tabela 7.14 que as diferencas nos resultados diminuem com o aumento da
malha tanto para deslocamento quanto para momento. Nao foram encontrados na literatura
resultados para a forga cortante. Na Tabela 7.15 as diferengas apresentam-se estabilizados
tanto para deslocamentos quanto para momentos, nao havendo muita variacao nos resultados

com o refinamento da malha.

Tabela 7.14: Deslocamentos e esforcos no centro de uma placa engastada-apoiada sujeita a

um carregamento distribuido: A = 0,02m e v=0,3.

MALHA Deslocamento Momento
w(x107"m) | Dif. (%) | ma(N.m) | Dif. (%)

20 -3,050 2,693 -0,1593 1,594
40 -3,002 1,104 -0,1579 0,701
60 -2,993 0,786 -0,1575 0,446
80 -2,989 0,652 -0,1574 0,382
100 -2,987 0,582 -0,1573 0,318
120 -2,986 0,538 -0,1573 0,318
140 -2,985 0,505 -0,1572 0,255
160 -2,984 0,471 -0,1572 0,255
180 -2,984 0,471 -0,1572 0,255

Palermo (2000) -2,970 -0,1568
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Tabela 7.15: Deslocamentos e esforcos no centro de uma placa engastada-apoiada sujeita a

um carregamento distribuido: h = 0,2m e v=0,3.

MALHA Deslocamento Momento
w(x107%m) | Dif. (%) | mee(N.m) | Dif. (%)

20 -3,43904 0,351 -0,163551 1,058
40 -3,40623 0,606 -0,162709 1,567
60 -3,40440 0,659 -0,162708 1,568
80 -3,40469 0,651 -0,162743 1,546
100 -3,40511 0,638 -0,162770 1,530
120 -3,40545 0,628 -0,162789 1,519
140 -3,40570 0,621 -0,162802 1,511
160 -3,40588 0,616 -0,162812 1,505
180 -3,40601 0,612 -0,162815 1,501
200 -3,40611 0,609 -0,162826 1,500
220 -3,40619 0,607 -0,162828 1,595
240 -3,40625 0,605 -0,162831 1,493

Palermo (2000) -3,427 -0,1653
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Tabela 7.16: Deslocamentos e esfor¢os ao longo do lado C'D da placa engastada-apoiada

sujeita a um carregamento distribuido: A = 0,2 m.

Poisson v = 0,0 Poisson v =0, 3

x/a | Palermo (N.m) | mg, (N.m) | Dif. (%) | Palermo (N.m) | mg, (N.m) | Dif. (%)

0 -0,0061 - - -0,0079 - -
0,1 -0,1328 -0,1335 0,527 -0,1325 -0,1315 0,754
0,2 -0,2264 -0,2224 1,766 -0,2263 -0,2258 0,220
0,3 -0,2895 -0,2979 2,901 -0,2894 -0,2896 0,069
0,4 20,3260 20,3299 1,196 10,3258 20,3212 1,411
0,5 -0,3379 -0,3404 0,7398 -0,3377 -0,3315 1,835
0,6 -0,3260 -0,3299 1,196 -0,3258 -0,3212 1,411
0,7 20,2895 20,2979 2,901 10,2894 20,2896 0,069
0,8 -0,2264 -0,2224 1,766 -0,2263 -0,2258 0,220
0,9 -0,1328 -0,1335 0,527 -0,1325 -0,1315 0,754

1 20,0061 - - -0,0079 ] -

A Tabela 7.16 mostra a distribuigao de momentos ao longo do lado engastado CD (Fi-
gura 7.17). Nota-se que as diferengas nos resultados apresentam-se inferiores a 2%. Nao foram

obtidos resultados nos cantos 0 e 1, pois foram usados elementos constantes na discretizacao.

O mapa de cor para deslocamentos do né central na dire¢do z3 e momentos (1)

podem ser visualizados nas Figuras 7.18 e 7.19.
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Figura 7.18: Mapa de cor do deslocamento vertical do né central da placa de espessura

h =0,02m.
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Figura 7.19: Mapa de cor do momento (m,,) da placa de espessura h = 0,02 m.
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Capitulo 8

Placas espessas ortotrdpicas

8.1 Introducao

Neste Capitulo é desenvolvida a formulacao dos elementos de contorno para placas
espessas ortotropicas. A solucao fundamental ortotrépica, que leva em conta o efeito do
cisalhamento transversal, é obtida usando-se o operador Hormander e a transformada de
Radon. As integrais de dominio provenientes das forcas de corpo sao transformadas em

integrais de contorno usando o método dos elementos de contorno de integragao radial (MIR).

8.2 Equacoes basicas

O tensor das tensoes é dado pela equagao (4.1). As componentes dos deslocamentos sao
dadas pela equagao (4.2), as deformagoes lineares de flexdo pela equacao (4.3) e deformagdes
angulares pela equacao (4.4). A lei de Hooke toma a forma que resulta da consideragao de

ortotropia do material com a seguinte forma (Dinis, 2004):
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o1 Eyw Eip 0 €11

022 = | Ein Ep 0 €22 (8-1)
O12 0 0 Ly €12
o || La 0 13 (3.2)
093 0 Ess V23

onde E;; sao as constantes do material segundo os eixos materiais da placa e que sao definidas

em termos dos modulos de Young e dos coeficientes de Poisson da seguinte forma:

En = E1/(1 - V12V21) Eyy = V12E2/(1 - V12V21) Esy = E2/(1 - V12V21)

Ey = Gio Eu = Gos Fss = Ghs
(8.3)

Substituindo as equagdes (8.3) e as equagoes (4.3) e (4.4) e admitindo que ha coin-
cidéncia entre os eixos materiais e os eixos da placa, as relacoes entre as tensoes, desloca-

mentos e as rotacoes sao as seguintes:

T3 891 892
T —1/127/21)< 19, T 12 20932)
T3 892 891)
— E + v FE
722 (1-— V12V21)< 2 Oy 2 Oy
06 06
012 —23G1 (09312 093?)



B
093 = Gy <—92 + a—;) (8.4)

Os esforgos generalizados definidos pelas equagoes (4.16) e (4.18) e levando-se em conta

que as tensoes sao dadas pela equagao (8.4), obtém-se:

My Dy, vig Do 0 X11
My ¢ = | vi2Das Do 0 X22 (8.5)
M, 0 0 D33 X12
onde
D1 = E1h3/12(1 - ny”yx) D2 = E2h2/12(1 - V:cy”y:c) Dk = G12h3/12 (8 6)
Cy = G.pkh Cy = G kh D1vye = Dovy, '

Em que k = 5/6 na teoria de Reissner, E, e E, sao os médulos de Young, Gy, G.. € G,

sao os modulos de cisalhamento, v, e v, sao as constantes de Poisson.

8.3 Equacao diferencial de equilibrio

Através da equagao (4.37) e da equacao (8.5), obtém-se:

8291 8262 8262 c%)
(g D1+ D)2 p, P02 p, PO (o O (8.8)
w1 " 01,01, F Ox? * 9 N7 0ny ) '
Pw 06, Pw 00,
Cl(&x%+6m>+02<8x§_8x2>+q_0 (8.9)
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As equagoes (8.7), (8.8) e (8.9) podem ser escritas em notagao indicial da seguinte

forma:

onde b; representa 0, 0 e g, respectivamente, e Aj; sao operadores diferenciais que podem ser

escritos como:

A = Dyl + Difle — Gy Aty = Dz + Digly — G

* * 2 * *
Aty = Ay = (Diptye + D) g2 Aty = Ay =12 (8.11)
Agy = A3y = —Co Dy =Cils+Cofy

8.4 Relacao entre forgas generalizadas (M,5 e ),) e des-

locamentos (V e W)

Neste trabalho é assumido que o eixo principal ortotrépico coincide com os eixos x; e
x9. U; representa os deslocamentos da placa, U, sao as rotacoes 1, e ¢, e Us ¢ a deflexao
na direcao da espessura. Para as equagoes seguintes usa-se indices gregos com valores 1 e 2,
e indices latinos com valores 1, 2 e 3. Quando nada ao contrario for dito, indices repetidos

indicam soma de acordo com a convenc¢ao de Einstein.

1. Relagao entre os esforgos (cortantes e momentos) e os deslocamentos sao dados por:
Mag = Dag(lﬂaﬁ + ¢g7a) + Caglp%,y (812)
Qa - Ca(Wa + wa) (813>
onde nao se aplica a convencao de soma para os indices « e 5. As constantes presentes nas
equagoes (8.12) e (8.13) sdo dadas por:
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Di = 51 — p1ys) Dyy = B2(1 = juzy)
D1y = Dy = Dy, Cn = Dl,uyac (8-14>

Coo = Dopxy Cia=0Cyn =0

8.5 Forcas e deslocamentos no contorno I

Se n, e t, representam os vetores unitarios normal e tangente ao contorno I' da placa,

respectivamente, as forcas e deslocamentos no contorno I" podem ser expressas como:

Pa = Ma[a’nb’ P3 = Qana
Mn = Magnang Mns = Magtang

(8.15)
Uy = Yana s = Yana

8.6 Solucao fundamental

A solucao fundamental para placas ortotropicas espessas levando em consideracao o
efeito do cisalhamento transversal ¢ uma solugao particular da equacao (8.10) devido a uma
carga unitdria concentrada, ou seja, a solugao satisfaz a seguinte equacao diferencial nao-

homogénea (Wang, 1991):

A;'ijI:j(<>x) = —0(¢, )0k (8.16)

em que 6((,x) denota da funcao delta de Dirac, { representa o ponto campo, e x é 0 ponto
fonte. Seguindo o método do operador de Hofmander (ver Apéndice A), a solucao da equagao

(8.16) pode ser escrita como:
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Ugj(g,x) = COA;kCI)(C,x) (8.17)

onde ® é uma funcao escalar e CoA* representa a matriz cofator de A* e sao dados por:

02 82
COA* — B 22_B R v 1
of asV Vi ap 0,073 Vi Clc28xa8x5 (8.18)
Co A * * a 82 82
Az, = —CoAg, = e <Ea38—x§ + Ba33—a€ - C1C2> (8.19)
o ) s o
A33 = Dlea—x‘ll -+ (D1D2 — Dl,uyx — 2D1Dkﬂyz>m
84 82 82
+D2Dka—x% — (D1Cy + Cle)aT:% — (C1 Dy + CQDk)a—x% + 010y (8.20)

onde nao se aplica a convengao de soma para «a e 5. Nas equagoes (8.18), (8.19) e (8.20), as

constantes sao dadas por:

Ey =D Ey =Dy Eyp=En=0

By, = Dy — Dy, Byy = Dy — Dy, Byy = By = (D1pbys + Di)
Er3 = C1Dy — Co (D1 piy, + Dy,) Ey3 = CyDy,

Bys = CyDy — C1(Dhjiys + Dy) Bz = C1 Dy,

Vi=Ciis + Cots V= 2ot o

(8.21)

Por substituicdo da equagao (8.17) na equagao (8.16) e usando as equagoes (8.18) a

(8.20), obtém-se:

V21)198—4+(D1)—1)22 —2D,D )874 DDa—4
PARSS! kax% 142 1Hyy 1k oy D202 2 k&E%
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32 4
—0102 [DIM + 2(2Dk + Dluyx)m
84
x5

Através do procedimento acima, a deducao da solucao fundamental, dado por um sis-
tema de equagoes diferenciais descrito pela equagao (8.16), é reduzida para uma equagao
diferencial parcial, equagao (8.22). A equacao (8.22) ¢ uma equagao diferencial parcial de
sexta ordem que pode ser reduzida a uma equacao diferencial ordinaria através da transfor-
mada de Radon (ver Apéndice B). Aplicamos a transformada de Radon no lado direito da

equacao (8.22), obtém-se:

1
472

5(¢.) = — g [ lnle — ©) +nly — )| a0 (829

em que (wy,ws) sao coordenadas de um ponto num circulo unitdrio, ou seja, w; = cos(),
wy = sin(#), (z,y) e (£,n) sdo coordenadas dos pontos fonte e campo, respectivamente. De

forma similar, ®((, z) pode ser escrita como:

2(¢a)= [ plp)is (3.24)

onde

p=wi(r—&) +wy—n)

ou seja, ¢(p) é uma fungao que depende somente de p. Aplicando a transformada de Radon

no lado esquerdo da equagao (8.22), e levando em consideracao a seguinte relacao diferencial

0 _ ., d A _q
Boe = Wagy obtém-se:

d* [ d? 1
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em que,

a’ = D1 Dyw? + C1 (D1 Dy — Dijiz, — 2D Dy iy )wiw)

—i—C’ngDkwfu)g + CngDkwfwg -+ CQDQ.DkWS + CQ(DlDQ

D32, — 2D\ Dy st

b2 = Cng[Dlwf -+ 2(2Dk + Dl,uyz)wfwg + Dgwg]

p2 — b2/6L2

A equagao (8.22) é reduzida a equagao (8.25). Apds quatro integragdes sucessivas da

equacao (8.25), obtém-se:

d_2_p2 o(p) = 3p°  p*loglp]
dp? 16a27? 8a?m?

Assim, desprezando o primeiro termo do lado direito da equagao (8.26), obtém-se:

115

(8.26)



(35 7)o =5 e

A solugao homogénea da equagao (8.27) pode ser escrita como:

o(p) = pu1 exp? 4115 exp ) (8.28)

As derivadas de ¢ sao dadas por:

G = fiy exp(p”) +u1pexp(p”) +is exp(_p”) +115(—p) eXp(—pp) (8.29)

¢ = fix exp(pp) + 114 exp(pp) +1is eXp(—Pﬂ) — 1o eXp(—pﬂ) (8.30)

onde o ponto sobre a variavel representa a derivada desta variacao em relacao a p. Logo,

obtém-se:

fiy expP?) iy expPP) = 0 (8.31)

Assim, a equagdo (8.30) torna-se:

p =pexp®) piy — pexpP) piy (8.32)

Fazendo a derivada segunda da equagao (8.32), obtém-se:

Qb — p(,ul eXp(PP)> _ p(,u2 eXp(—PP)> (833)

@ = p(4ir exp® +p exp®) — p(gis expP?) +115(—p) exp ) (8.34)
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G = [ip exp(p”) +,Lb1p2 exp(p”) —Jiap exp(—pp) —|—,u2p2 exp(_””) (8.35)

Substituindo as equagoes (8.28) e (8.35) na equagao (8.27), obtém-se:

2lo
finp exp® 411 p? exp® — pigp exp P 4 piop? exp PP —p? (11 exp® g expPP) = 8(n 36)

8a2mw2
Cancelando os termos ji; e ji9, obtém-se:
2
i (pp) _; (=pp) — _P log(p)
e — =" 8.37
firp exp™”) —jigp exp Sr2g2 (8.37)
Das equagoes (8.31) e (8.37), obtém-se o seguinte sistema:
L1 exp®?)  + Lo expP) = 0
fiapexp®  — jippexp( PP = —Zlel)
Resolvendo a equacao acima através da regra de Cramer, obtém-se:
exp(pp) eXp_(pp) /il 0
p exp(pp) _p exp(_pp) ,U‘Q _ ng;igp)
Calculando o determinante da matriz acima, obtém-se:
Ap = —pexp’ —pexp’ (8.39)
Ap=—2p (8.40)
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Agora calculando Ayiq, obtém-se:

O exp(_pp)
Bt = e (—pp)
—Sanr pexp?

Logo, obtém-se:

. 2 10 ex (—pp)
Ay = P g(p)2 P
8a*T

LA
Ml—Au

p*log(p)e 77
16a272

A derivada fi; pode ser escrita como:

—p*log(p) exp 77
16pm2a?

M1 =

Com base no valor da integracao de p;, obtém-se:

— exp (3 + pp — 2exp® exp) P (2 + 2pp + p*p?) log(p))
. - (8.41)

Calculando agora o Ayis, obtém-se:

) exp(pp) 0
Ayiy = sty
pexp(pp) _p&l%
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Logo, obtém-se:

. 210 ex (—pp)
Ay = P g(p) exp

8am?
AM2
M2 = AM
. plog(p) exp®”)
H2 = 16a27?

A derivada fis pode ser escrita como:

/ p*log(p) exp®?)
16pm2a?

Com base no valor da integracao de s, obtém-se:

—2expl P 4 exp®?) (3 — pp + (2 — 2pp + p*p?) log(p))
16a?p*m

Por substituicao das fungoes p; e us na equagao (8.28), obtém-se:

_ 2 2
Sp(p) - 87r2p4a2 [ P IOg ‘ P | +2 IOg ‘ P | +3
% exp(—po rexp(po
+exp(pp)/ %da—exp(—pp)/ %da} (8.43)
p —00

Substituindo a equagao (8.43) na equacao (8.24) e integrando, obtém-se a funcao
®(¢,z). Os deslocamentos generalizados e os esfor¢os no contorno podem ser escritos da

seguinte forma:
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UGy = [ Ulo)ds (8.44)

Py = [ Bylo)is (8.45)

Das equagoes (8.12), (8.13), (8.15) e (8.17), pode-se facilmente obter Uy;(p) e Py(p):

Uaﬁ(p) = aa,gcfgf — C’lCzwawﬂfpf (8.46)
Usalp) = ~Uialp) = £ 52 = 1 22 (847
Ugg(p) = alfpf — 5122;010290 (8.48)
onde
o = (Fag — Bapwaws)(Crwi + Cow3)

fa = (Ea?)wg + B(JLBW%)wa
oy = 13111366(,01L + (D11D22 — D%ll/sx — 2D11D66uyx)w%w§ + D22D66W§

61 = (CQDll + ClD%)wf + (CQDﬁG + ClD22>w§ (849)

~ d° 43
Fop(p) = [Dpy(aaswy+aapws)ng +Cpydans] d—pi —[2D gy C1Cawatwgwy )11y + C1CoCgyans] d—,;f
(8.50)
- d*p d*p
P3o(p) = [Dor(fawsy + frwa) + C'mg]nval—p4 — [2Dgywowsy + CM]MCIdeip? (8.51)
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- d490
PaS(P) = Cw(aom/ - faww)nwd—pzl

~ d3p d’p
Pas(p) = Cy(fy — 51Wv)”vd73 FaiCenn, |5

sendo que indices repetidos em « e [ nao representam somatorio:

da = aacwg g = fgu}g

Os kernels U sdo desenvolvidos no Apéndice H.

8.6.1 Calculo da solucao fundamental

1. Calculo de ¢(p) e suas derivadas

(8.52)

(8.53)

(8.54)

Para encontrar os deslocamentos generelizados e os esforcos generalizados, é necessario

calcular a funcao ¢(p) e suas derivadas. O célculo serd simplificado se forem introdu-

zidas as funcoes Ay e A; dadas por:

< exp(—po) , exp(—pp) /—°° exp(—po) .
o P g

Ao(pp) = exp(pp) /

P
o ex o ex
Ai(pp) = exp(pp / oP(p0) 4, + exp(— / oP(po)
que, derivando com respeito a variavel p, tem-se:

dAo(pp) 2 dA(pp)
i = pAi(pp) 5 a0

= pAi(pp).

Entao, tem-se as expressoes de ¢(p) e suas derivadas:
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(8.57)



plp) = S (p*p* log |pl + 21og |p| + 3 + Ao(pp))
do _ (2p°plog |p| + p*p + pAi(pp))
i = snipigz 2P ploslel ity 1(pp
d*p 1
7 87T2p4a2(2p2p10g|p|+3p2+p2Ao(pp))
d3p 1 N
0P = srpia? Ai(pp)
d'e 1 4
i = s’ Ao(pp)
) 1 5 2p*
dp5 = 87T2p4a2 (p Al(pp) - 7)
dSyp 1 5 2p*

— A v
dp6 87r2p4a2(p 0(pp)+ pg)

2. Férmulas para Ag(pp) e Ai(pp)

(8.58)

As fungoes Ag(pp) e A1(pp) podem ser expressas em termos das integrais exponenciais

Ei(pp) e Er(pp).

e para p >0
Ao(pp)
Ai(pp)

e para p <0
Ao(pp) =
Ai(pp) =

= exp(pp) E1(pp) — exp(—pp) Ei(pp)

= exp(pp) E1(pp) + exp(—pp) Ei(pp)

—exp(—|pp|) Er(Ippl) + exp(|ppl) Er(Ippl)

—exp(—|ppl) Er(ppl) — exp(|ppl) Er(Ippl)

(8.59)

(8.60)

As férmulas aproximadas de E;(pp) e E;(pp) podem ser encontradas em Abramowitz

e Stegun (1965).
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8.7 Tratamento numérico da solucao fundamental

A solugao fundamental para calculo de deslocamentos e esforcos generalizados de su-
perficie sao dadas pelas equagoes (8.44) e (8.45), respectivamente. Os kernels para solucao
fundamental de deslocamentos sao dados pelas equagoes (8.46) a (8.48) e os kernels da solugao
fundamental de forgas de superficie sdo dadas pelas equagoes (8.50) a (8.53). Afim de realizar
a integragao das equagoes (8.44) e (8.45), primeiro determina-se o valor de 6, que tem p = 0.

O valor de 6, ¢ determinado usando a seguinte expressao:

0y = tan™! <—;E : 7€7> (8.61)

O intervalo de integracao é dado por:
[90, 0o + zﬂ (8.62)

8.7.1 Solugao fundamental U}

Como pode ser visto da equacao (8.44), kernels dados pelas equagoes (8.46), (8.47)
e (8.48) apresentam singularidades fracas que sao tratadas usando quadratura de Gauss e

transformada de Telles (ver Apéndice E).

As Figuras 8.1 a 8.9 mostram o comportamento dos kernels U;;, considerando como
ponto fonte & = 0,5 en = 0 e ponto campo z = 0 e y = 0,0094. As propriedades dos
materiais sao: £, = 20,0485 GPa, E, = 6,0039 GPa, G, = 0,5GPa, G,. = 0,2GPa,

Vgy = 0,0417 ¢ h = 0,01 m, e componentes do vetor normal sao: n, = —1 e n, = 0.
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Figura 8.2: Kernel 012.
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Figura 8.4: Kernel Us,.
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Figura 8.8: Kernel 023.
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Figura 8.9: Kernel (733.

Como pode ser visto nas Figuras 8.1 a 8.9, todos os kernels sao simétricos em relacao ao
angulo (6 = 0y+ ) de integracao. Devido esta simétria, somente metade do intervalo precisa
ser integrado, isto é, a integracao é realizada no intervalo [y, 0y + 7] e multiplicado por dois.
Estes kernels sdo, no méximo, fracamente singular devido a presenga da derivada d*p(p)/dp®.
Assim, a transformada de Telles é suficiente para obter uma integracao exata. Dessa forma,

a quadratura de Gauss com a transformada de Telles foi empregada para calcular a equacao

(8.44).
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8.7.2 Solugao fundamental F;;

Como pode ser visto na equagao (8.45), os kernels dados pelas equagoes (8.50) e (8.53)

apresentam singularidade forte. As Figuras 8.10 a 8.18 mostram o comportamento dos kernels

P

7, considerando o mesmo ponto fonte e campo e as mesmas propriedades do material dadas

na se¢ao anterior.

4x10* _
3l
ol
1L
DPyy OF - " v — — —
-1t
ol
-3}
I 2 3 4 ; 5 6 7 8

Figura 8.10: Kernel ]511.

x 10

Figura 8.11: Kernel ]512.
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Figura 8.12: Kernel ]521.
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Figura 8.13: Kernel ]522.
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Figura 8.14: Kernel ]531.
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Figura 8.15: Kernel ]532.

131



2000

-2000 1
-4000 : : 1
-6000 1
-8000 1
P

-10000+ 1
-12000 : : 1
-14000+ 1
-16000 1

-1 80001 X i i i ki i i

80

701

50

101

-10 i i
1

Figura 8.17: Kernel ]523.
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Figura 8.18: Kernel ]533.

As singularidades fortes presentes nos kernels dados pelas equagdes (8.51) a (8.53)

podem ser tratadas usando integracao simétrica, quadratura de Gauss e a transformada de

Telles.

8.8 Equacoes integrais de contorno

A equacao integral pode ser obtida considerando a representacao integral da equacao

governante (4.45) e (4.46), ou seja:

[ [(Mas5 = Qu)U; + (Qua + @)Us1d2 = 0 (8.63)

onde U} (i = «, 3) sao as fungdes peso. Integrando por partes (aplicando a segunda identidade

de Green) e usando as relagoes de reciprocidade, equagao (8.15), obtém-se:

) + / 2)dl = / 2)dl + / 2)U%(C, ) (8.64)

Considerando o ponto ¢ no contorno I'; a equagao (8.64) pode ser escrita como:

ci(C ][ 2)dT = / z)dl + / 2)U%(C, 7) (8.65)
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onde - representa a integral no sentido do valor principal de Cauchy, (,x € I' sdo os pontos
fonte e os pontos campo, respectivamente. O valor de ¢;;(z) é igual a d;;/2 quando = esta
localizado num contorno suave. A equagao (8.65) representa trés equagdes integrais, duas
(i = a =1, 2) para rotagoes e uma (i = 3) para o deslocamento transversal. A tltima integral
do lado direito na equacao (8.65) é uma integral de dominio, que é transformada em uma

integral de contorno pelo método da integragao radial (RIM).

8.8.1 Derivadas da solugao fundamental U} e I

Para o célculo dos deslocamentos e forgas de superficie nota-se as derivadas de p variam
de dp(p)/dp a d*o(p)/dp* para deslocamentos generalizados e de d*¢(p)/dp* & d°p(p)/dp°
para os esforgos generalizados, ou seja, os kernels apresentam singularidades fraca (log(p))
e forte (1/p) que podem ser tratadas usando pontos de Gauss e a transformada de Telles,
desde que a integracao seja feita de maneira simétrica em relacao ao ponto de integracao.
Para o calculo dos momentos usamos as relagoes para os esforcos generalizados dados pelas
equagoes (8.12) e (8.13). Dessa forma foi inserido nas equagoes (8.12) e (8.13) um termo ()

para representar o ponto fonte da seguinte forma:

Msap = Dag(Vsa,s + Vepa) + Capthsry (8.66)

Q5a - Ca(W53,a + wéa) (867)

onde 1) representa as rotacoes com indices 1 e 2, e W representa o delocamento na direcao
transversal com indice 3. Para o cdlculo dos momentos os kernels das solugoes fundamentais
dadas pelas equagoes (8.44) e (8.45) aumentam suas singularidades em um grau. Dessa forma

as equacoes (8.46) a (8.48) tomam a seguinte forma:

dUqs(p) &y &
i - aaﬂd—p5 — C’lcQWawﬁdipg (8.68)
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AUsa(p)  Uaslp) . d' dip?

(8.69)

dUs3(p) d'v ¢
dp = O./ldip4 — ﬁld—pZC’lC'Qgp (870)

As equagoes (8.50) a (8.53) sao derivadas em relagdo ao ponto fonte e dessa forma sao

escritas como:

dP, db d*
di(p) = [Dm(aa5w7+aagw5)n7+057dan7]d—pf—[QDMC&ngawﬂwv)nv—l—CngCnganv]d—pf
(8.71)
dp3a(p) d590 dsgp
i = [Dory(faw~y + frwa) + Cowg]mal—p5 — [2Dgywawy + Ca,y]n—YC]_CQdipg (8.72)
dpoz?)(p) dsgp
dp = CW(CLCW - faw'y>n'yd7p5 (8.73)
dP. d* ds
2(p) =C,(f, — ﬁlww)nvd—pf + a1 Cywayny, - (8.74)

dp d—p6

Fazendo 6 = 1, « = 1 e § = 1 obtemos a seguinte expressao para as equagoes (8.66) e

(8.67):

Mlll - Dll(wll,l + ¢11,1) + Cllwll,l (875)

Q11 = C1(Wis1 + ¢11) (8.76)

Transformando as notagoes indiciais dadas pelas equagoes (8.75) e (8.76) em elementos

diferenciais na direcao de x ou y, obtém-se:
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_ dipry | dipn dipry | diprs
M111—D11< I + . >+C11< I + dy) (8.77)

dw-
Qu = C1< dx13 + ¢11> (8.78)

Nas equagdes (8.77) e (8.78) os termos estdao no dominio diferencial de dz e dy, porém as
derivadas dos kernels dados pelas equagoes (8.68) a (8.70) e (8.71) a (8.74) estao no dominio

p. Através da transformada de Radon, usa-se da seguinte propriedade:

o dy

Oxo Wa dp

(8.79)

onde w; = cos(f) e wy = sin(f). Os valores de ¢ e W assumem os valores de U ou P, logo

temos as seguintes equagoes:

au au au- aUu
M = Dny Sy ——wy | + Oy S+ —wy (8.80)
dp dp dp dp
au
Qu = C'1< y 2o+ U11) (8.81)
p
e
dP dP ap, ap,
My = Dyy le + le 011 711(,01 7120)2 (882)
d dp dp dp
dpP
Qu = Cl( d;?)wl + P11) (8.83)

Para maiores detalhes ver o Apéndice G.
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8.8.2 Tratamento de singularidades

As singularidades presentes nas equagoes (8.68) a (8.70) dependem no maximo de
d’dp/dp®. A derivada d°p/dp® é fortemente singular, pois possui um termo da ordem de
1/p. Neste caso, a transformada de Telles, é possivel tratar a singularidade, desde que os
pontos de integracao sejam colocados simetricamente. Por outro lado, nas equagoes (8.71)
a (8.74) dependem no maximo de d%dp/dp®. A derivada d®dp/dp® ¢ hipersingular, pois
apresenta um termo da ordem de 1/p*. Neste caso somente com a quadratura de Gauss e
a transformada de Telles é impossivel tratar a singularidade. A quadratura proposta por
Campos e Albuquerque (2013) foi usada para tratar tal tipo de singularidade (ver Apéndice

F). Por exemplo, considere a equagao (8.58):

d®p 1 6 2p*
—= A, el
0~ Sntpia? (p (pp) + e

O primeiro termo do lado direito entre parénteses da equacao (8.58) é tratado usando
a quadratura de Gauss e a transformada de Telles com 6 pontos de integragao e o segundo
termo é multiplicado por zero. O segundo termo do lado direito entre parénteses da equacao
(8.58) ¢é tratado usando a quadratura de Campos e Albuquerque (2013) com 6 pontos de
integracao e o primeiro termo é multiplicado por zero. As quadraturas foram implementadas

da seguinte forma:

o Gauss e Telles:

4

d° 1 2
- <p6A0(pp) + p—pQ X 0)

dpS - Sm2pta?

e Campos e Albuquerque:

d%p 1 6 2p*
dpﬁ = 87T2p4a2 <p Ao(pp) X 0 + ?

Em seguida os termos sao somados da seguinte maneira:
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dS¢p 1 5 2p*
- Ao
05~ Seipia <p (pp) + 7

8.8.3 Validacao dos resultados

Afim de validar os resultados, foi usado o método das diferencas finitas (ver Apéndice
C). Os kernels da solugao fundamental Uy sdo validados com o método das diferengas finitas
(MDF) e usando a quadratura de Gauss e transformada de Telles, pois apresentam singulari-
dades no méximo de 1/r e logr. Os kernels da solucao fundamental de F;; sao validados com
o método das diferengas finitas (MDF) e usando a quadratura de Campos e Albuquerque
(2013), pois apresentam singularidades de no méximo 1/r2. Os tinicos termos das derivadas
dos kernels da solugao fundamental P} que sao usados a quadratura de Gauss e a transfor-
mada de Telles sao dP(1,3)/dx ¢ dP(2,3)/dz, pois sao mais faceis de integrar que os demais

termos. As equacoes de diferencas finitas utilizadas para validar a formulacao sao dadas por:

dP* ) P(z + Ax) — P(x)
Pijk = Agm . . (8.84)

As Tabelas 8.1, 8.2 e 8.3 mostra a comparacao entre os métodos considerando como
ponto fonte £ = 0,5en = 0 e ponto campo x = 1 ey = 0,0094. As propriedades dos materiais
sao: B, = 25 MPa, E, = 50 MPa, G, = 10 MPa, G,, = 20 MPa, G, = 30 MPa,
Vpy = 0,25 ¢ h = 0,254 m, e componentes do vetor normal sao: n, = \/5/2 en, = \/5/2 Os
resultados apresentaram boa concordancia entre o método dos elementos de contorno (MEC)

e método das diferencas finitas (MDF'), como mostrado nas Tabelas 8.1, 8.2 e 8.3.
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Tabela 8.1: Matriz P;j;(:,:, 1) obtida através do MEC e MDF.

MEC x10°6 MDF %106

1,4020
-0,4604
8,0002

-0,4604
-0,6233
2,3364

1,4061
10,4625
8,0188

-0,4625
-0,6207
2,3439

Tabela 8.2: Matriz P;j(:, 1, 2) obtida através do MEC e MDF.

MEC x10° MDF %106
0,1943 | -0,2301 | 0,1955 | -0,2294
-0,2301 | -0,3366 | -0,2294 | -0,3351
-5,1090 | -5,3527 | -5,1264 | -5,3443

Tabela 8.3: Matriz P (:,:, 3) obtida através do MEC e MDF.

MEC x10° MDF %106
-0,3592 | -0,1856 | -0,3593 | -0,1858
-0,1856 | -0,2776 | -0,1858 | -0,2770
-3,6392 | 3,5040 | -3,6471 | 3,5119
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Capitulo 9

Resultados para placas ortotropicas

9.1 Resultados

Nesta secao, sao obtidos resultados numéricos para deslocamentos e esfor¢os (momento e
tensao) em placas espessas ortotrépicas sujeitas a carregamentos distribuidos em seu dominio.
Estes resultados sao comparados com resultados presentes na literatura. Os valores obtidos
para deslocamentos, momentos e tensoes puderam ser comparados com resultados existentes
na literatura (Sladek et al., 2006). Para tensoes os resultados ndo puderam ser comparados
diretamente, visto que, na literatura, nao encontrou-se resultados equivalentes ao problema
apresentado. Os resultados para tensoes foram comparados com o método dos elementos fini-
tos (MEF) utilizando-se do programa comercial ANSYS. Para todos os problemas seguintes

foram estudados a influéncia do nimero de elementos no contorno.
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9.1.1 Placa quadrada apoiada nos quatro lados sob carga unifor-

memente distribuida

Considere uma placa apoiada (Figura 9.1) carregada por uma carga ¢ = 2,07 x 10°
N/m? com sentido contrdrio a z3. A placa é isotrépica e apresenta as seguintes propriedades
e dimensces: F, = 0,6895 x 101°Pa, E, = 2 X E,, Gy = Gp.=Gy. = E,/2(1 +vyy) €
Vgy = 0,3. Foram analisados diferentes valores de h/a. Os resultados numéricos obtidos pelo
presente método implementado ¢ equivalente ao problema proposto por Sladek et al. (2006) !
que foi analisado usando a formulagao do método sem malha Petrov-Galerking (MLPG). Fo-
ram utilizados 6 pontos de integracao usando a quadratura de Gauss (Abramowitz e Stegun,
1965) e transformada de Telles (1987) e para quadratura proposta por Campos e Albuquer-
que (2013) foram utilizados 6 pontos de integragdo para obter uma boa convergéncia nos

resultados.

A

A A 4 h 4 h 4 A 4 A A
——

1

1

1

1

1

1

1

a I Lol ‘ . q

»

B

Figura 9.1: Placa quadrada apoiada nos quatro lados.

1 Ao longo de todo texto seré citado apenas Sladek ao invés de Sladek et. al., afim de minimizar largura

das tabelas no texto.
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Para placa apoiada as seguintes condigoes de contorno sao conhecidas ao longo dos

lados da placa mostrada acima:

U =0¢—u3=0¢—u, #0+—> M; #0+— M, =0

A Tabela 9.1 apresenta os resultados de deslocamento vertical e momento no centro da
placa apoiada para as relagoes de espessura/lado: h/a = 0,05 e h/a = 0,1. Os resultados
apresentam boa concordancia com a literatura. Pode-se notar que as diferencas nos resultados
diminuem com o aumento da espessura. Foram usados 48 elementos no contorno de mesmo

comprimento (12 elementos por lado) e 1 né interno (Figura 9.2).

0.3r

0.25r

0.05r

1 1 y

-0.05 : : : :
-0.05 0 005 01 015 02 025 03

Figura 9.2: Discretizagao com 48 elementos no contorno e 1 né interno.
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Tabela 9.1: Deslocamento transversal, momentos e tensoes no centro da placa apoiada.

w x 1073(m) My (N.m) Ope X 10% (N/m?)
h/a | MEC | Sladek (2006) | Dif. (%) | MEC | Sladek (2006) | Dif. (%) MEC
0,05 | 23,51 23,42 0,38 9403,4 9333 0,75 3,6037
0,1 | 3,17 3,17 0,01 9309,3 9540 2,40 0,9259

0.3r

0.25r

0.2r

0.15r

T X X X X X X X X X X X X X X X T

0.1r

0.05r

-0.05 L L L L L L )
-0.05 0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3

Figura 9.3: Discretizacao com 32 elementos no contorno e 15 nés internos.

A Figura 9.4 mostra a variacao do deslocamento transversal w ao longo da linha central
da placa (y = a/2), considerando uma placa isotrépica e ortotrépica. Como em Sladek et
al. (2006), os deslocamentos e momentos sao normalizados, respectivamente, pelo valor do
deslocamento transversal de uma placa isotrépica w° (a/2) = 28,29x 1072 m e m{3°) (a/2) =
7064 N.m. Pode ser observado que existe uma boa concordancia entre ambos os resultados.
Como pode-se ver na Figura 9.4, o deslocamento vertical da placa ortotrépica é reduzido
em relagdo a placa isotrépica. Entretanto, é observado que o momento (m,,) na placa

ortotrépica, apresenta aumento em relacao a placa isotrépica (Figura 9.5). A Figura 9.3
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mostra a geometria gerada pelo cédigo usando-se 8 elementos por lado e 15 pontos internos

(onde deslocamentos e momentos foram calculados).

o MEC:EX=2Ey
—>— Sladek et al. (2006)

0.2 —o— MECE =E I
& Sladek et al. (2006)
0\_ 1 1 1 1
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
x/a

Figura 9.4: Variacao do deslocamento transversal w devido um carregamento estatico uni-

formemente distribuido.
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Figura 9.5: Variacao do momento m,, devido um carregamento estatico uniformemente

distribuido.
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Figura 9.6: Variacao da tensao o,, devido um carregamento estatico uniformemente dis-

tribuido.
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A Figura 9.6 mostra a variacao da tensao (o,,) ao longo da linha central da placa
(y = a/2), considerando uma placa isotrépica e ortotrépica. Pode-se notar que as tensoes

apresentam valores superiores para placas ortotropicas.

4.1.1.1 Influéncia do nimero de elementos no contorno

A placa foi discretizada usando-se 20, 40, 60, 80 e 100 elementos no contorno, respecti-
vamente. Foi usado somente 1 ponto interno e foram obtidos resultados para deslocamento

vertical e momento do nd central.

Tabela 9.2: Valores obtidos no centro da placa apoiada de espessura h = 0,0127 m.

MALHA Deslocamento Momento
w(x107%m) | Dif. (%) | mee(N.m) | Dif. (%)
20 23,8 1,62 9558,4 2,41
40 23,5 0,34 9411,2 0,83
60 23,5 0,34 9403,6 0,75
80 23,5 0,34 9406,9 0,79
100 23,5 0,34 9411.,5 0,84
120 23,5 0,34 9415,8 0,88
Sladek (2006) 23,42 9333

Pode-se notar na Tabela 9.2 que as diferencas nos resultados diminuem a medida que
aumenta o numeros de nés no contorno tanto para deslocamento quanto para momento.
Nota-se também que as diferencas nos resultados apresentam-se pouco significativos para
deslocamentos (em torno de 0,34%), para momentos estabilizaram-se para a malha de 40
elementos (20 elementos por lado) e comega a divergir para malha de 80 elementos (20

elementos por lado).
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Para o calculo dos momentos no contorno de uma placa apoiada foi considerada uma
placa retangular robusta com as seguintes dimensoes a = 2m, b = 0,2 m e espessuras iguais
ah=0,2m (10% do lado a), h = 0,3m (15% do lado @) e h = 0,4 m (20% do lado a). Para
tal condicao tem-se os momentos tangencial e normal ao contorno da placa, onde M; # 0
e M, = 0. O interesse deste problema ¢ mostrar os momentos tangenciais no contorno da
placa. A relac@o entre os momentos e a normal ao ponto fonte (ver equagoes (5.92) e (5.93)).
Para tal problema analisamos um placa ortotrépica que apresenta as seguintes propriedades:
E, =0,6895 x 101° Pa, E, =2 x E,, Gy = G.=G,. = E,/2(1 + vy,) e v, = 0,3. A placa
apoiada é carregada por uma carga ¢ = 1 N/m? com sentido contrario a z3. Os resultados

sdo mostrados na Tabela (9.3).

Tabela 9.3: Momento no lado BC da placa apoiada.

h=0,2 (m) h=0,3(m) h=0,4(m)

z |p(Nm)| CDC | p(Nm)| CDC | p(Nm) | CDC
0,1 | 0,2804 | 0,0739 | 0,1365 | 0,0741 | 0,1056 | 0,0741
0,3 | 0,3447 | 0,1044 | 0,1699 | 0,1030 | 0,1281 | 0,1021

0,5| 02339 |0,1009 | 0,1510 | 0,1010 | 0,1238 | 0,1007
0,7 | 0,1641 |0,1004 | 0,1324 | 0,1005 | 0,1178 | 0,1005
0,9 | 0,1396 |0,1002 | 0,1241 | 0,1003 | 0,1148 | 0,1004

1,1 | 0,1401 | 0,1002 | 0,1244 | 0,1004 | 0,1149 | 0,1004
1,3 | 0,1646 | 0,1004 | 0,1327 | 0,1005 | 0,1180 | 0,1005
1,5 | 02342 | 0,1009 | 0,1512 | 0,1009 | 0,1239 | 0,1007

1,7 0,3446 | 0,1044 | 0,1699 | 0,1030 | 0,1282 | 0,1021
1,9 0,2804 | 0,0738 | 0,1366 | 0,0741 | 0,1056 | 0,0741

Os resultados mostrados na Tabela (9.3) apresentam boa concordancia em comparagao
com a condic¢ao de contorno (CDC), divergindo apenas nos extremos por causa do efeito nos

cantos.

O mapa de cor para deslocamentos do né central na dire¢do z3 e momentos (1)
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podem ser visualizados nas Figuras 9.7 e 9.8.

-1.5

Figura 9.7: Mapa de cor do deslocamento vertical do n6 central da placa de espessura h =

0,0254 m.

-1000
-2000
-3000
-4000
-5000
-6000
-7000
-8000

-9000

Figura 9.8: Mapa de cor do momento (m,,) da placa de espessura h = 0,0254 m.
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9.1.2 Placa quadrada engastada nos quatro lados sob carga uni-

formemente distribuida

No proximo exemplo, vamos considerar uma placa quadrada engastada com a mesma
geometria e propriedades da placa analisada na secao (9.1.1). A placa é sujeita a um carre-

gamento uniformemente distribuido (Figura 9.9).

Figura 9.9: Placa quadrada engastada nos quatro lados.

A Tabela 9.4 apresenta os resultados de deslocamento vertical e momento no centro da
placa engastada para as relagoes de espessura/lado: h/a = 0,05 e h/a = 0,1. Os resultados
apresentam boa concordancia com a literatura. Foram usados 48 elementos no contorno de

mesmo comprimento (12 elementos por lado).
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Tabela 9.4: Deslocamento vertical e momentos no centro da placa engastada.

w x 1073 (m) Mgz (N.m) 0zz X 103(N/m?)
h/a | MEC | Sladek (2006) | Dif. (%) | MEC | Sladek (2006) | Dif. (%) MEC
0,05 | 6,87 6,74 0,38 4068,1 4060 0,19 1,51
0,1 | 0,997 0,995 0,20 3983,4 40374 1,33 0,37

Pode ser observado que existe uma boa concordancia entre ambos os resultados. Como

pode-se ver na Figura 9.10, o deslocamento vertical da placa ortotropica é reduzido em relacao

a placa isotrépica. Entretanto, é observado que o momento (m,,) na placa ortotrdpica,

apresenta aumento em relacao a placa isotrépica (Figura 9.11).

w(z)/w(a/2)

1.4

o
(00]
T

—o— MEC:EX=2Ey

—b>— Sladek et al. (2006)

0.2r —o— |\/|EC:EX=Ey 1
& Sladek et al. (2006)
0(4 | | | |
0 0.1 0.2 0.3 0.4
x/a

0.5

Figura 9.10: Variacao do deslocamento transversal w devido um carregamento estatico uni-

formemente distribuido.
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Figura 9.11: Variacao do momento m,, devido um carregamento estatico uniformemente

distribuido.

Na Tabela 9.5 foram comparados os resultados para diferentes relagoes de espessura/lado

com o método dos elementos finitos. Os resultados apresentaram boa concordancia.

Tabela 9.5: Deslocamentos e esforgos no centro da placa para diferentes relagoes h/a.

w(m) Maz X 10°(N.m) | 04 x 108(N/m?)
h/a | MEC | MEF | MEC MEF MEC MEF
0,01 | 6,359 | 6,246 | 2,556 | 2,531 | 3,835 3,797
0,02 | 0,814 | 0,787 | 2,574 | 2,574 | 9485 | 9,654

0,03 | 0,236 | 0,245 | 2,576 | 2,526 | 4,294 | 4,210

0,04 | 0,105 | 0,101 | 2,572 2,521 2,411 2,364
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4.1.1.1 Influéncia do nuimero de elementos no contorno

A placa foi discretizada usando-se 20, 40, 60, 80 e 100 elementos no contorno, respec-
tivamente. Foi usado somente 1 né interno e foram obtidos resultados para deslocamento

vertical e momento do né central.

Tabela 9.6: Valores obtidos no centro da placa engastada de espessura h = 0,0127 m.

MALHA Deslocamento Momento
w(x1073m) | Dif. (%) | ma(N.m) | Dif. (%)
20 6,80 0,89 4079,90 2,25
40 6,77 0,44 4069,17 1,98
60 6,76 0,29 4067,15 1,93
80 6,76 0,29 4066,31 1,91
100 6,76 0,29 4065,87 1,90
120 6,75 0,14 4065,60 1,89
Sladek (2006) 6,74 3990

Pode-se notar na Tabela 9.6 que as diferencas nos resultados diminuem a medida que
aumenta os numeros de nés no contorno tanto para deslocamento quanto para momento.
Nota-se também que as diferencas nos resultados apresentam-se pouco significativos para
deslocamentos (em torno de 0,14%). Para momentos estabilizaram-se para a malha de 120

elementos (30 elementos por lado).
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A Figura 9.12 mostra a variacao da tensao (0,,) ao longo da linha central da placa
(y = a/2), considerando uma placa isotrépica e ortotrépica. Pode-se notar que as tensoes

apresentam valores superiores para placas ortotropicas.

8

10
2 X
15f
1 L
05
g
~
Z 0
g
©-05
—o— E,=2E - h=0,0127m
-1} »— E =2E - h=0,0254m|]
15} —e— E=E - h=00127m |
& E=E,~h=0,0254m
_2 i i T T
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

x/a

Figura 9.12: Variagao da tensao o,, devido um carregamento estatico uniformemente dis-

tribuido.

Na Figuras 9.13 e 9.14 foram obtidos resultados para o calculo de momentos ao longo
do contorno AB da Figura 9.9. Os resultados apresentaram boa concordancia com o método

dos elementos finitos (MEF).
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0.05 0.1 0.15 0.2 0.25

-1000

-1200

0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25

Figura 9.14: Momentos na direcao y ao longo do lado AB da placa.

O mapa de cor para deslocamentos do né central na dire¢do z3 e momentos (1m;)

podem ser visualizados nas Figuras 9.15 e 9.16.
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Figura 9.15: Mapa de cor do deslocamento vertical do né central da placa de espessura

h=0,0254 m.

8000
6000
4000

2000

-2000
-4000
-6000

-8000

Figura 9.16: Mapa de cor do momento (m,,) da placa de espessura h = 0, 0254 m.
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9.1.3 Placa quadrada com um lado engastado e os demais livres

Considere uma placa com um lado engastados e trés livres (Figura 9.17) com a mesma
geometria e propriedades da placa analisada na segao (9.1.1). A placa é sujeita a um car-
regamento uniformemente distribuido. Foram determinados os deslocamentos, momentos e

tensoes ao longo da linha central M M da placa.

q

A

Figura 9.17: Placa quadrada com um lado engastado e trés lados livres.

Os resultados foram obtidos para placa (h = 0,0127 m) ortotrépica e isotrépica.
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o EX=2Ey
— EX=Ey

0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25

Figura 9.18: Deslocamento vertical ao longo da linha central da placa.

My, (N.m)

Figura 9.19: Momento (m,,) ao longo da linha central da placa.
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Figura 9.20: Tensoes (0,;) ao longo da linha central da placa.

Pode-se notar na Figura 9.18 que os deslocamentos sao menores na placa ortotropica, ou
seja, B, = 2E,. Os momentos e tensoes mostrados nas Figuras 9.19 e 9.20, respectivamente,

apresentam poucas variacoes nos resultados ao longo da linha M M, pois nao dependem das

propriedades do material.
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Capitulo 10

Conclusoes

10.1 Consideracoes finais

Neste trabalho foi desenvolvida uma formulacao do método dos elementos de contorno

para analise de flexao em problemas estaticos para placas isotropicas e ortotropicas.

Foi apresentada uma revisao sobre materiais compdsitos e suas aplicagoes. A teoria de
laminados foi apresentada desconsiderando o efeito do tempo de ensaio e temperatura. A
teoria de elasticidade linear para materiais isotropicos foi apresentada. Foram apresentadas

as equacoes de equilibrio para placas em coordenadas cartesianas e cilindricas.

A formulagao do método dos elementos de contorno para andlise de placas espessas
isotropicas e ortotrépicas de materiais compoésitos considerando o efeito da deformagao por
cisalhamento na direcdo transversal. A solucao fundamental para placas isotrépicas e or-
totrépicas foram obtidas através do operador de Hormander e a transformada de Radon.
A transformada de Hormander foi utilizada para transformar o conjunto formado pelas
equagoes diferenciais parciais de equilibrio em uma unica equacao diferencial parcial e em
seguida foi usado a transformada de Radon para transformar a equacao diferencial parcial em
uma equagao diferencial ordindria. A equacao diferencial ordinaria foi resolvida utilizando o

método da variacao dos parametros.
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Para o cédlculo de momentos e esforcos cisalhantes em pontos internos e contorno de
placas isotropicas e ortotrépicas, os momentos foram calculados derivando-se a equacgao in-
tegral de deslocamentos em relacao ao ponto fonte e substituindo os esforcos generalizados
de momentos e esforcos cisalhantes, respectivamente. A equacao integral de momentos e
esforgos cisalhantes para pontos no contorno foram obtidas de forma similar para um ponto

localizado no contorno suave.

Para o cdlculo das tensoes faz-se o uso das relagoes propostas por Reissner onde as
tensoes ao longo da espessura variam de forma linear e as tensoes devido as esforgos cortantes

variam de forma parabdlica.

Os kernels presentes na equacao integral de momentos e esforgos cisalhantes sao obtidos
usando a derivada da solucao fundamental. O tratamento dos kernels fortemente singulares
e hipersingulares foram realizados utilizando a quadratura de Gauss e Telles para os ker-
nels de deslocamentos e a quadratura de Campos e Albuquerque (2013) para os kernels de
forcas. Para quadratura de Gauss e Telles foram utilizandos quatro pontos de integracao e a

quadratura de Campos e Albuquerque (2013) foram utilizados seis pontos de integragao.

As integrais de dominio foram transformadas em integrais de contorno usando o método
de integragao radial (MIR). Com isso, em nenhum momento houve a necessidade de discre-
tizagao do dominio, resguardando a principal caracteristica do MEC que é a discretizagao
apenas do contorno. Foram usados elementos constantes na discretizacao de todas as for-

mulagoes apresentadas afim de simplificar a modelagem matematica.

Notou-se em todos os resultados que os nds internos nao apresentam influéncia nos re-
sultados. Em geral, os resultados mostraram boa concordancia com os resultados disponiveis

na literatura e softwares comerciais.

10.2 Trabalhos Futuros

Ficam como propostas para trabalhos futuros:
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Estender a formulacao para analise dinamica;
Estender a formulacao para grandes deformacoes;
Estender a formulacao para danos;

Desenvolver procedimentos para tornar menor o custo computacional do MIR.
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Apeéendice A

Método de Hormander

O método de Hormander, desenvolvido por Hémander (1963), é um método geralmente
usado para decompor a matriz de operadores diferenciais em um simples operador diferencial
escalar a partir do qual a solugao fundamental podera ser facilmente obtida. Em outras pala-
vras, ele transforma um sistema de equacoes diferenciais em apenas uma equagao diferencial
parcial. Para demonstrar o procedimento geral do método de Hormander, considera-se a

seguinte equacao diferencial:

LU* =4 (A1)

onde ¢ é um operador diferencial.

O método de Hormander consiste das seguintes etapas:

Calcula-se o operador adjunto: LYU* = —¢;

Calcula-se a matriz de cofatores do operador adjunto: L%

Calcula-se a matriz dos cofatores transposta: (“L¥)T;

Calcula-se o determinante da matriz de cofatores transposta: det[(<L%)T];

172



e (Calcula-se o escalar potencial ¢ o qual é a solugao da seguinte equagao:

Aet](<“L*)"]6 = 6

e Calcula-se a solucao fundamental usando a seguinte equacao: U* = L.

O operador de Hormander representa a solucao fundamental U* como um vetor de

derivadas de um escalar potencial ¢.

A.1 Exemplo do uso do operador de Hormander

Considere a equacao diferencial de Navier:

Lz‘jU];kj = —06(&, )0 (A.2)
onde
9 G
Lij = GV70;; + E@aj (A.3)
ou
I GVQ + (I_GQV) 6101 (1_GQV) 8182 (A 4)
15y 0201 GV + (15,020

o qual representa o operador diferencial original do problema. G é o médulo de cisalhamento

e v € o coeficiente de Poisson. Este operador é seu préprio operador adjunto, assim:
LYY = L (A.5)

ij
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Segundo Hormander, a matriz de cofator do operador adjunto pode ser obtido a partir

de:

G G
coLadj _ GVv? + (1-2v) 8262 T (1-2v) 8261
G 00,  GV?+ 50,0,
e em notagao indicial:
: G
COL?]-dJ = [2(1 - y)é,»jV2 - (9@8]]

(1—2v)

A transposta da matriz de cofator pode ser escrita como:

(congdj)T _co Lg]dj

e o determinante podera ser calculado a partir de:

det|(“LiT| = (GV? + O_%azag)(c;w + O_%alal)
—(—(1_76121/)8281)(—(1_%8182)
sendo que:
8,0, = 0,0;
(§]

V2 = 0,0, + 020,

Da equacao (A.9), tem-se:

co +adj 2G*(1 —v
det|(“Li7)T| = Aom) (_ ) )V“
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De acordo com Hormander, precisa-se obter um escalar ® que satisfaca a seguinte

equacao:

2G*(1 —v)

(1—20) VId(E, x) = —0(¢ ) (A.13)

A solugao particular de ® pode ser obtida a partir de:

—(-w) 1,
onde
f=ar® +b(log(r)) + ¢ (A.15)

onde, a, b, c sao constantes arbitrarias.

A expressao conhecida como solu¢ao fundamental de Kelvin, obtida fazendo U =

dj .
L7 ® , pode ser escrita como:

.1
Ui = $rG(1 = p) 003 — W) log(r) - rars} (A.16)
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Apendice B

Transformada de Radon

A mais apropriada unificacao entre a matematica e a grande classe de problemas de
reconstrucao (problemas nos quais se quer determinar algumas propriedades da estrutura
interna de um objeto sem ter que cortar ou quebrar) é a transformada de Radon num espaco
Euclidiano. Ha diversos campos onde se € aplicada a teoria da transformada de Radon: 6tica,
astronomia, geofisica, biologia molecular e principalmente na medicina, com a tomografia
computadorizada, dentre outras areas. A propriedade interna pode ser identificada com,
ou aproximada por, alguma funcao f e o perfil pode ser identificado ou aproximado pela

Transformada de Radon de f, designado por:

f=%f (B.1)

Se f é definida no plano R2, entdo f é determinada por uma integral de linha de f. E,
se f é definida em 3, entdo f é determinada por uma integral de superficie de f sobre um

plano bi-dimensional (Deans, 1993).
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(a) (b)

|

Figura B.1: Transformada de Radon para o caso tri-dimensional: integracao no plano o =

z;x; e trasformada da Inversa: integracao sobre uma esfera unitaria z;z; = 1.

B.1 Definicao da transformada de Radon

A transformada de Radon, também conhecida como transformada de ondas planas, é descrita
em detalhes por Gelfand, Graev e Vilenkin (1966). A transformada de Radon de uma funcao

f(z;) é definida por (Gaul, Kogl, Wagner, 2003):

Fla,z) = Rf(z;) = /Q Fla)d(a — 2zz:)dQ (B.2)

onde a integragao é feita sobre o plano z;x; = o (Figura B.1a) e § representa a fungao delta

de Dirac. A transformada inversa é dada por:

~ P fla, z
fla) =R o) =~y [ TIOE L ar) (B.3)

- 82 da?

onde a integracao € feita, no caso tri-dimensional, sobre uma superficie de uma esfera unitaria

(Figura B.1b).

A transformada de Radon possui as seguintes propriedades:
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Homogeniedade: R{f(ka, kz;)} = ﬁﬂ?{f(a, zi)}.

Linearidade: R{c1f + c2g9} = aiR{f} + c2R{g}.

Transformagao de derivadas: R{ axi; I] 3 =2z 2 R{ S}

Transformacao do delta de Dirac: R{0(z;)} = d(a).

B.2 Exemplo do uso da transformada de Radon

Para mostrar como se usa a transformada de Radon na obtencao das solugoes fundamentais,

considere a equagao diferencial de Laplace:

0T 0T 0T
+ + =

ox2 ayQ 22 5(X0) Xo = (ZL’O, Yo, Zo) (B4)

Aplicando as propriedades de transformacao das derivadas e do delta de Dirac, tem-se

LT LT ,0°T

1 Oa? t 2 da? Tt Oa?

= 5(a) (B.5)

Entao: B
T ()
o2 A4 23+ 23

Aplicando a transformada inversa, equacao (H.16), tem-se:

. 1 PT(a, z;)
T =-ga e T (B7)

Usando a equacao (B.6), tem-se:

1 i)
T (X) = ——/ ———dl B.8
( ) 87T2 zizi=1 Z% + Z% + 232, ( )
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considerando a origem dos eixos x; no ponto fonte, pode-se escrever:

O = 21 = ZiTy = THTY (B.9)
onde 1) = r;/r.
Entao:
1 §(rizrd)
T(X) = ——/ —=dl B.10
( ) 87T2 zizi=1 Z% + Z% + 232, ( )

Usando as propriedades da transformada de Radon (homogeniedade: §(rzr?) = 6(z?)/r,

i

e a transformada do delta de Dirac), pode-se escrever:

do (B.11)

Figura B.2: Coordenadas esféricas zq, 25 € 23.

Como zi, 22 e z3 sdo coordenadas de um ponto num circulo de raio unitario (Figura

B.2), 21(¢)? + 22(¢)? + 23(¢)? = 1. Finalmente tem-se:

* 1 ™
T*(X) = — 50 "= -

27) = ——— B.12
m2r x (2m) A7r ( )
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que é a solucao fundamental analitica para a equacao de Laplace, tri-dimensional, presente

na maioria dos livros do método dos elementos de contorno.
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Apéndice C

Método das diferencas finitas

O método das diferencas finitas (MDF) é um método simples usado para resolugao de

problemas numéricos. O método de diferencas finitas baseia-se na aproximacao de derivadas

por diferencas finitas. O principio baseia-se nos primeiros termos da série de Taylor. A

primeira e segunda derivada de uma fungao F'(x,y) pelas respectivas equagoes de diferencas

dividas de primeira e de segunda ordem em x e y. Diferencas central:

dF _ F(zina,yy) — Flria,y)  Fiag — Fioyg

% LTit1 — Ti—1 2h

dF . F(x;, yj+l> — F(x, yj—l) _ Fijr— Fij

d—y Yir1 — Yi—1 21

Diferenca de segunda ordem:

d*F _ F(xio1,y;) — 2F (x4, y5) + F(@ig1, ;) Fiy -2k + Fiya

dl’z (Ii—i—l — Z’i_1>2 h2

d*F _ F(yi,yj—1) — 2F(xi,y;) + F (2, yj1+1) _ Fij 1 —2F;+Fin

dy2 (y¢+1 - yi—1)2 [2

onde h e [ representam os incrementos nas diregoes x e y, respectivamente.
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Apeéendice D

Funcoes singulares

Integracao numérica é um dos procedimentos numéricos encontrados com grande frequéncia
na solucao de equacoes diferencias sem solucao exata. Quando fungoes suaves precisam ser in-
tegradas, técnicas classicas tendem a ser adequadas, especialmente em uma e duas dimensoes.
Um das ferramentas principais no uso da integracao numéricas é a quadratura de Gauss. Nos
casos onde é necessario uma quadratura extremamente eficiente sao necessarios a quadratura
de Gauss generalizada. O uso da quadratura Gaussiana depende da escolha do problema.
Quando as funcoes singulares sao integradas, a situacao tende a ser menos satisfatéria. As

quadraturas Gaussianas podem ser facilmente construidas para fungoes da forma:

f(2) = s(2).p(a) (D.1)

onde s é uma funcao singular e a é uma funcao suave. Entretando, tal situacao é relativamente

rara. Mais frequentemente, sao encontradas funcoes com integrandos da seguinte forma:

f(x) = s(x).p(x) + () (D.2)

onde s é uma fungao singular fixa, e ¢ e ¥ sdo fungdes suaves distintas (geralmente, diferentes

fungoes singulares sao envolvidas). Neste caso, a quadratura Gaussiana nao pode ser usada
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diretamente, e mais especificamente nos tltimos anos, as quadraturas de Gauss generaliza-
das foram desenvolvidas como ferramenta para lidar com tais situacoes. A situagao é mais
complicada quando (como acontece frequentemente nos kernels da solugdo fundamental de
placas) as integrais a serem avaliadas nao sao estritamente falando ”integrais” mas envolvem

expressoes da forma:

/1 790(10) dz (D.5)

-1 (y—x)?

etc., na engenharia as integrais das equagoes (D.3) a (D.5) sao geralmente conhecidas como
integrais singulares. As integrais das equagoes (D.3) a (D.5) sdo tratadas através de técenicas
especiais de integracao numérica. Normalmente, as singularidades sao tratadas usando di-
ferentes abordagens de forma que cada uma pode ser tratada por um processo adequado.
Por exemplo, na equacao (D.1) poderd ser integrada usando uma quadratura adequada para
tratar a funcio o(x) que pode ser do tipo log(z), 1/z e 1/2%. Na equacgio (D.2) as fungoes
o(z) e ¥(x) podem ser do tipo log(z), 1/z e 1/2?%, e serdao tratadas de forma individual
para cada quadratura adequada e em seguida somadas. Neste trabalho, foram desenvolvidas
quadraturas numéricas para integrandos que sao combinagoes algébricas de fungoes suaves e

fungoes com singularidades da forma log(z), 1/x e 1/2%.
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Apeéendice E

Transformada de Telles

Telles (1987) apresentou um método eficiente para calcular integrais fracamente sin-
gulares ou quase-singulares que atualmente sao encontradas em aplicacoes do método dos
elementos de contorno em problemas de duas dimensoes, axissimétricos e trés-dimensoes.
Trata-se de uma transformacao polinomial de terceiro grau que melhora a aproximagao do
método da quadratura de Gauss dentro da faixa perto da singularidade. Este procedimento
pode ser facilmente implementado no método dos elementos de contorno e apresenta uma
importante caracteristica de ser auto-adaptavel, isto é, o método produz uma variavel que
depende da minima distancia do ponto fonte ao elemento. A auto-adaptacao do método
também o torna inativo quando nao for 1til, ou seja, em grandes distancias do ponto fonte,

o que faz o método muito seguro para o uso em geral.

Considere a integral:

I = /1 f(n)dn (E.1)

a qual f(n) é singular no ponto 7.

A idéia agora é fazer uma transformacao de coordenadas de n para v onde o jacobiano

g—z se anule no ponto 77 onde f(n) ¢é singular.
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Para o seguinte trabalho foi escolhido uma relagao de terceiro grau da seguinte forma:

n(y) =ay* +by* +cy+d (E.2)

As seguintes condigoes tem que ser satisfeitas:

d277

d—72|ﬁ =0

dn

@H =0

n1) = 1 (E3)
n(=1) = -1

Assim, a expressao (H.7) pode ser escrita como:

1=/ Sl =3+ A + B+ 3730~ )/ (14 37y (E.4)

-1

onde 7 é o valor de v que satisfaz n(y) = 7, este parametro pode ser calculado por:

T=V0r D+ G =)+ (E.5)
onde v* =72 — 1.

A transformacao acima pode ser usada para calcular integrais com uma singularidade
logaritimica em uma das extremidades. A principal vantagem é que, desde que o jacobiano
cancele a singularidade, a integracao de Gauss padrao pode ser aplicada sem precisar separar

a parte regular da singular.

Na Figura E.1, a transformada de Telles muda a posicao dos pontos de Gauss, aproxi-

mando estes pontos perto da singularidade e afastando-os na regiao longe da singularidade.
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— Log(gsi)
7+ O Telles
O Regular

Figura E.1: Pontos de Gauss sem o uso da transformada de Telles (regular) e com seu uso.

186



Apendice F

Quadratura para integrais singulares

Integracao numérica ¢ um dos mais recorrentes procedimentos encontrados em métodos
numéricos. Quando o integrando é polinomial ou pelo menos suave, a quadratura classica
de Gauss é extremamente eficiente. Por outro lado, quando as funcoes a ser integradas
apresentam pontos singulares ao longo do seu dominio, este procedimento é pouco eficiente,
necessitando de muitos pontos para se obter um resultado com precisao adequada, ou mesmo

inapropriado, quando a funcao apresenta singularidades fortes e hipersingularidades.

F.1 Definicao

Equagoes que envolvem integrais do tipo:

b f(x)
/a(x_c)dx (F.1)

onde a < ¢ < b, nao é integravel no sentido comum sobre qualquer intervalo que inclui o
ponto x = c¢. Neste caso, a integral pode ser regularizada pelo valor principal de Cauchy

(VPC) da seguinte forma:

187



p-v. /ab (g(_x)@ dr = 11_121(1) </ac_E (5(:5)0) dz + /:rg (5(:5)0) dx) (F.2)

Para cancelar a singularidade no VPC, a fungao f(z) precisa ser continua em (a, b) para que
em torno do ponto singular x = ¢ o integrando possa ser simétrico. O VPC pode também

ser avaliado em separado de ambos os lados da seguinte forma:

p.v. /ac (a{(—x)c) dr = ll_r% </ac_E (;:f(:lj)c) dr — f(c)ln(e)>

p.v. /cb /() dr = lim </cb /() dr + f(C)ln(€)> (F.3)

(x—c) " 0 \Jete (z = ¢)

Para integrais com singularidades de ordem superior, o VPC nao existe. Se o valor

principal de Cauchy (VPC) é diferenciado em relagao a z é dado por:

d b flz) b =)
%/a (x—c)dx:/a (x—c)zdx (F.4)

Esta equacao (F.4) é chamada de integral hipersingular ou valor principal de Hadamard

(VPH). Para esta integral hé também outras nomenclaturas, como:

/ab (xf£x2>2dx = %/ﬂb /() dx (F.5)

Ha tambem outra definicao, como:

/ab flz) do = lim[ [ f(xz)ZdH/; f(x))de— 2 () (F.6)

(x —c)? e—0 (x — (x—c €

Outras informagoes sobre integrais hipersingulares podem ser encontradas em Gel’fand

e Shilov (1967).
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F.2 Quadratura proposta

Considere agora a substitui¢ao da equacao (F.4) por uma quadratura de ordem n (Cam-

pos e Albuquerque, 2013):

fp/ d:c—szf ;). (F.7)

A quadratura proposta é capaz de avaliar exatamente a integral quando f(z) é um
polinomio de um grau pré determinado n. Quando f(x) é uma funcao diferente de um po-
lindmio ela vai ser aproximada por um polinomio, do mesmo modo que a classica quadratura
de Gauss. Bons resultados sao esperados quando f(z) é suave. Para obter os pontos e os

pesos da quadratura, um sistema nao-linear de equagoes é proposto na seguinte forma:

szPOxz fp/ixz

(x —¢)
;wiPl(a:i) = f.p./a @132))2

ilwi%(xz’) = fp. /ab @P%(a;))Q

> wiPa(a) = S | A (7 8)

(x —¢)?

onde P;(z) sao polinomios de grau j. Pode-se também utilizar uma regra de quadratura
com pontos previamente escolhidos (as coordenadas dos pontos de integragao deixam de ser
variaveis desconhecidas no sistema nao-linear) que irdo resultar em um sistema linear, que
¢ mais simples de resolver, mas vai precisar de mais pontos para ter a mesma ordem. A
quadratura proposta ird convergir para a maioria dos casos. O sistema nao-linear pode ser
resolvido através do método de Newton, ou um sistema linear mais simples, de baixa ordem,
em que apenas os pesos sao desconhecidos. Na Figura F.1 temos a funcao que sera resolvida

usando a quadratura proposta por Campos e Albuquerque (2013).
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Figura F.1: Grafico da funcao 1/z.

Na Tabela F.1 é mostrado a comparacgao entre a solucao obtida através da quadratura

empregada e a solucao obtida através do programa comercial Mathematica.

Tabela F.1: Solugao para fungao 1/ através da quadratura proposta por Campos e Albu-

querque (2013).

1/z
n Campos e Albuquerque (2013) | Gauss | Gauss e Telles
1 1,6094 3 11,04
2 1,6094 12 -39,83
3 1,6094 -3,42 -25,29
4 1,6094 1,08 -56,38
20 1,6094 4,49 16,98
Mathematica 1,6094

Pode-se notar na Tabela F.1 que foi necessario apenas 1 ponto de integracao para

resolver a integracao numeérica.
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Apéndice G

Desenvolvimento da derivada da

solucao fundamental

Para o calculo dos momentos foram usadas as relagoes de esforgos generalizados dados
pelas equagoes (G.1) e (G.2). Nas equagoes (G.1) e (G.2) foi inserido um ponto fonte (4) da

seguinte forma:

Msap = Dap(Vsa,s + Vspa) + Capsy (G.1)

Qéa = CUQ(W&S,Q + w&x) (GQ)

onde 1 representa as rotacoes com indices 1 e 2, e W representa o delocamento na direcao

transversal com indice 3.

Os kernels U e P da solucao fundamental sio derivadas em relacio ao ponto fonte (4)

e tomam a seguinte forma:

dUags(p) d>p d*p
dp = aa6d7p5 — 0102waw5d—p3 (Gg)
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dUZ)(p) _ _Udlg p) _ = Loyt 90 — 0w adiz (G.4)

dU;Z(P) _ ;llw 8 chlcw (G.5)

dp?zi)(p) (D (@apwytaapsws) iy +Cpydans,] Zzw 2Dy Cr ot Jiy t 1G] le;f
(G.6)

dﬁz) ) (Do (o + fre) + Cmg]nv%f — [2Danwaty + Can]n,Ch cz%f (G.7)
dﬁ;:;(p) — O — fan)”v(j;Tf (G.8)

dp;;(p) =C,(f, — 51607)”7525 + Oélcwwvnvil;jao (G.9)

Através do uso da propriedade de Radon, muda-se o dominio de integragao de (p) para

(x,y), através da seguinte relagao:

o LW
Ore dp

(G.10)

onde wy = cos(f) e wy = sin(h). Os valores de ¢ e W assumem os valores de U ou P, logo

temos as equagoes (G.1) e (G.2) tomam a seguinte forma:

B dip1y dipyi dipra
M = 2D11< I ) + Cu( . + a0 (G.11)
diy dirs diy dirs
Mo =D .
112 12( dy + da ) + Cm( i + dy ) (G.12)
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d d d
Misy = 2Dy (G 4 Oy Yn n V12
dy dx dy

d d d d
Mg = D21< ;@2 + ;211) +021< ;@1 + ;212>

d d d
Masy = 2Dsy V2o 4 Oy Vo1 n V22
dy dx dy

d d d d
Moy = D21< ;Df + Zf;l> + 021< j;l + ;D;?)

d d d
My, = 2Dy Vo + Oy Vo n V22
dx dx dy

d d d d
Ms1o = Dys <—;D;2 + Zf;l> + Ch2 <—;D;1 + —§;2>

d d d
My, = 2Dy V31 + oy VY31 n V32
dx dx dy

+

dipsz | dis
M3z =D
312 12< I dy )

d¢31 d¢32
( dr d—y)

dipsy  dipsy dips; dipsy
Msoy = D C
321 21( o + dy >+ 21( o + dy

d¢31 d¢32
( dr d—y)
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(G.15)

(G.16)

(G.17)

(G.18)

(G.19)

(G.20)

(G.21)

(G.22)



Qu = Cuy <d2£3 + W11> (G.23)
Q12 = Cvy (Cl;b; + W12> (G.24)
Qa1 = Cuy (d;p;?’ + W21> (G.25)
Q2 = Cy <dgj3 + W22> (G.26)
Qs = Cuy (dgjg + W31> (G.27)
Q32 = Cvy (Cl;p% + W32> (G.28)

Os valores de 1) e W assumem os valores de U ou P, respectivamente. Entao, o calculo

dos momentos e esforcos cortantes em pontos internos sao realizados através das equagoes

(G.29) e (G.30):

/ * (X, 2)pp(z)dT (2 /Paﬁk X', 2 )up(2)dT ()

+q/FWaB " x)dl(x) (G.29)
Qo(X") = [ Vg (X', 2)pu(@)dl (@) = [ Py (X', 2)up(x)dI (x)
+q /F Wiy (X', 2)dl () (G.30)

O célculo dos momentos e esforgos cortantes no contorno sao realizados através das

equagoes (G.31) e (G.32):
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1
~ M,
5 5(

_Qﬂ

z') +/P;Bv (2, x)u, (z)dl (z +/P;ﬂ3 (2, x)uz(z)dl(x)

/ ,37 o', x)p,(x)dl (x +/ 63 2 x)ps(x)dl (z)

1 qu

+/P3B~/ (2, x)uy (z)dl (z +/P353 o', w)us(z)dl (z)
- /1“U3B~/ o', x2)py(x)dl(z) + /p Uss (2, 2)ps(2)dL ()

+q /F Wiy (', 2)dD ()

(G.31)

(G.32)

O célculo das tensoes em pontos internos ou contorno sao realizados através das equagoes

(G.33), (G.34) e (G.35):
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Apeéendice H

Desenvolvimento dos kernels da

solugao fundamental U}

Considere a equacao diferencial de equilibrio de placas ortotropicas:

onde b; representam 0, 0 e ¢, respectivamente, e Aj; sao operadores diferenciais que podem
ser escritos na forma matricial como:

Dl% + Dka%% — Cl (l)l,uyﬂC + Dk)%;wz

ls]
_0187901
* 2 2 2
Aij - (Dlluy:c + Dk) 327?3272 Dla%,% + Dk:g%g - 02 _028%02 (H2)

o) ls] 9?2 9?2
—Cioa —Cag,, oz T C2p23

Os cofatores da matriz A* s@o dados em notagao indicial por:

02 02
COA* :Ea 2 Q_Bai 2 H.
af 5v vk B 8.1'&6.1'6 vk C'1612 Gﬂfa@ﬂ?ﬁ ( 3)
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0 0? 0?
coAga _ _COA:’;?) E <Eo<3— + Ba3— — CIC2> (H4>

O, 03 Ox?

ot ot
“A*, = D1 D= + (D1Dy — D*1i%, — 2D1 Dy piye) —o——
33 1 k@x‘f ( 12 1y 1k fy >8ZE%8£L’%
o 0? 0?
DyDy—— — (D1Cs + C1Dy)—— — (C1 Dy + CyDy)—— + CLC H.5
+2kax% (D1Cy + Cy k)ax% (C1Dy + Qk)ax%“‘ 102 (H.5)
Entao, a matriz de cofatores pode ser escrita como:
. coAadj coAadj
co A a af a3
A ! - co N4 co Aadj (H6>
Asg Ags
A transposta da matriz de cofatores é dada por:
. coAadj coAaij
(coAad])T — 045' 3 ' (H7>
COAZ%] coAggj
Em seguida, calcula-se o determinante da matriz transposta:
co adj co adj co adj co adj co adj
det| (A7) = AL CA55 — AT AN (H.8)

De acordo com Hormander (ver Apéndice A), precisa-se obter um escalar ® que satisfaga a

seguinte equacao:

det|(CAL)T|D(E, 2) = —6(&, ) (H.9)

A funcao escalar ® é dada por:

2(¢.a)= [ elp)ad (H.10)
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onde

p=wi(r—E) +wly—mn)

O célculo do kernel Uy; da solucio fundamental U;; é dado por:

Uij = Alajd]q) (Hll)

%)

Uz = /0 ()0 (H.12)

H.1 Desenvolvimento do kernel 0a5

Considere o operador diferencial dado pela equagao (H.3):

o2
01,073

02

“Nop = BopV?Vi — Bogm——r"—
B B k 68:1:&8:1:5

V2 - 00,

(H.13)

Abrindo os termos V2 e V3 presentes na equacao (H.13) e usando a relagao dada pela equacgio

(H.14), obtém-se:

— = Wa— (H.14)

2P B P

2
\V4 :aix%+aix%:w1d7p2+w2d7p2 (H15>
0? 0? d? d?
2 2 2
Vk = CIG—QZ‘% + 028—;[;% = Clwld—pz + CQWQd—pQ (H16)

Substituindo as equagoes (H.15) e (H.16) na equagao (H.13), obtém-se:
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o d2 d2
AaIB = EO‘,B <W%M + wS(W) . (C’lwl dipz + CQCUZ (W)

d2
—Bpwiws—— (C’lw —

d? d?
“Dap = EaBdTQ(W% +wi) 5 ;

d* d? d?

2 2 2 2
_Baﬂw1w2d7p2d7p2(clw1 + CZW?)ClC?wl(’U?dT)z

d4
“Aos = Eop(wi + w3)(Crwi 4 Cows)

dp*
B Chw? + C. @ C, Coww? &
— B pwiwa(Chwi + 2W2)d—p4 — O 2W1W2d—p2
Apés algumas simplificagoes chega-se a equacgao (H.17):
COAaﬂ = [Ea/g(w% + wg)(Clwf + CQUJ%) (Hl?)
d* d?
— Bogwiwa (Crw? + Cngﬂd—p“ - Clc?w%“éd—pz

Usando da identidade trigonométrica w? 4+ w3 pode-se simplicar ainda mais a equagao (H.17),

ou seja, lembrando que w; = sin(#) e wy = cos(f), tem-se:
sin?(#) + cos?(0) = 1

Dessa forma, tem-se:

d* d?
COAQB = (Ea,g — Ba,gwl(,Uz)(Clw% + ngg)— — 0102w2 2

dp4 1w2d7p2 (H18)
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Substituindo a equacio (H.18) em (H.11), obtém-se o kernel Us, da solucio fundamental:

2

P o d! 2 o d
aB = ‘/0 <aa5d—p4 - C’ngwled—pQ> gOdH (H19>

onde o termo a,p ¢ dado por:

o = (Eap — Bagwawp)(Crw] + Cow3)

H.2 Desenvolvimento dos kernels Uga = —Uys

o mesmo procedimento da subsecao anterior temos o operador diferencial dado pela

equacao (H.20), tem-se:

2 2
COA?’)Q:_COA:@: 0 (E 0 +Ba38 _0102>

3
Oxa \ " 013 ox?

Fazendo o uso da equagao (H.14), tem-se:

cons _ @ d
A3a = d7p3(E“3w§ + Bagwf)wa — Cngwad—p
Apés algumas simplificagoes chega-se a equacao (H.20):
co A d’ d
A3a - fad—pg - CICQWQd_p (H20)
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onde o termo f,, ¢ dado por:
fa - (Ea?)wg + BOL?)W%)WOL

Assim, o kernel Us, da solucao fundamental é dado por:
Ui = U, = / fos 90 = OO 2 ) e
(6% [e% 0 dp

H.3 Desenvolvimento do kernel 033

(H.21)

Seguindo o mesmo procedimento da subsec¢ao anterior temos o operador diferencial dado

pela equacao (H.23), tem-se:

o ot
N3y = DDy~ + (D1Dy — D}, — 2Dy Dyfiys) =~
33 1 kaajzll + ( 1472 l:uyx 1y )81'%837%
ot o2 2
+D2Dk07x¢21 — (chz + Cle)ﬁix% — (ClDQ + CQDk)@ B + 0102
Fazendo o uso da equagao (H.14), tem-se:

, d 5y o d
COA§3 = Dlewld—ﬁL + (D1D2 Dl:uyz 2D1Dkuyz>w1w2d—p4

4 2

d o d?
+D2Dkw§d 1 (D 02 + Cle) dp (ClDz + CQDk) + 0102

2 dp?

Apés algumas simplificagoes chega-se a equacgao (H.24):

d* d?
CAL, = O—’ld—p4 - ﬁld—p2 + C1Cq

onde oy e (41 sao dados por:
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a1 = Dlewf + (.Dl.DQ - Df,u;x - 2D1Dk,uyz)wfw§ + Dngwg

ﬁl = (chQ + C’le)wf + (ClDQ + CQDk)w%

Assim, o kernel Uss da solucdo fundamental ¢ dado por:

e dly By
Uss = /0 <041d—p4 - Bld—pQ + C1C2SO> do (H.25)
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