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Resumo

Nesta dissertacao de mestrado expomos alguns resultados classicos
relativos ao modelo de Ising em uma dimensao. O toépico final é a exis-
téncia de transicdo de fase nos sistemas com interagoes de longo alcance
(alcance infinito) cujo Hamiltoniano é formalmente dado por

com 1 < a < 2. A exposicao desse tema ¢é baseada na referéncia [5].

Com objetivo de manter o texto auto-contido, foram incluidos varios
capitulos introdutorios. Nesses capitulos iniciais sdao construidas algumas
ferramentas que permitirao a abordagem do tema principal no ultimo ca-
pitulo. Todas essas construcdes sao baseadas na literatura disponivel e
nao ha inovacoes significativas. Dentre os topicos preliminares apresen-
tados estao a definicao rigorosa do Modelo de Ising a volumes finitos, bem
como do modelo de Curie-Weiss e do modelo Hierarquico. Para o modelo
de Curie-Weiss a magnetizagao e a temperatura critica sao calculados ex-
plicitamente.

Também sdo apresentadas as demonstragoes para: algumas desigual-
dades de correlacao; a existéncia do limite termodinamico da magneti-
zacao de modelos ferromagnéticos; e uma relacao entre a magnetizacao
quadratica e a magnetizagao espontanea.

Palavras-chave: Modelo de Ising unidimensional, Modelo de Curie-Weiss,
Modelo Hierarquico, Sistemas ferromagnéticos, Desigualdades de corre-
lagdao, Magnetizacao quadratica, Transicao de fase.



Abstract

In this master thesis we present some classical results relative to the
one-dimensional Ising model. The main subject is the existence of phase
transition in systems with long range interactions (infinite range) and
Hamiltonian formally given by

1
H==3 [ g%

1,J:1<]

where 1 < a < 2. The exposition of the main theme is completely based on
the reference [5].

Aiming to keep this text self-contained, we included some introductory
chapters. In these background chapters we build some tools needed to
handle the main theme on the last chapter. All of these constructions are
based on the available literature and no important innovation is added.
Among these preliminary topics are rigorous definitions of the Ising, Curie-
Weiss and Hierarchical models. The exact value of the magnetization
and the critical temperature are explicitly computed for the Curie-Weiss
model.

We also provided the proofs for: some correlation inequalities; exis-
tence of the thermodynamic limit for magnetization in ferromagnetic mod-
els; and the relation between mean-squared magnetization and sponta-
neous magnetization.

Keywords: One-dimensional Ising Model, Curie-Weiss model, Hierarchi-
cal model, Ferromagnetic systems, Correlation Inequalities, Mean-squared
magnetization, Phase Transition.



Apresentacdo

O texto esta dividido em 4 capitulos. O Capitulo |1, de introdugao, traz
um breve historico referente ao modelo de Ising, define o modelo em uma
caixa finita A € Z e cita alguns dos principais resultados referentes a esse
modelo.

O Capitulo 2| trata de alguns resultados bésicos importantes, exibindo
demonstracoes das trés desigualdades de correlacao de uso recorrente
neste texto, as Desigualdades de FKG, GKS-2 e GHS. As duas primeiras
citadas desigualdades, sdo utilizadas nas ultimas segdes desse capitulo
para demonstrar a existéncia do limite termodindmico da magnetizacgao.
Também é demonstrada uma relacao entre a magnetizacao quadratica e
a magnetizagado especifica, que sera importante para o desenvolvimento
seguinte.

O Capitulo (3| trata dos modelos de Ising com interacao translacional-
mente invariante. H4 um tratamento extensivo do modelo de Curie-Weiss
para o qual sao calculadas analiticamente as seguintes fun¢oes termodi-
namicas: pressao, energia livre e magnetizacao. Também é obtido rigoro-
samente a temperatura critica e demonstrado que a magnetizagao nesse
modelo nunca é inferior a magnetizacao de um outro modelo de Ising arbi-
trario com M, = )", J;; constante, desde que a constante M, seja a mesma
em ambos os modelos. Esse ultimo resultado garante a existéncia de uma
regiao de temperaturas onde magnetizagao no modelo de Ising é nula para
todos os sistemas somaveis (M, < co), em outras palavras, garante que a
temperatura critica é finita.

Por ultimo, sao apresentados outros modelos com interacao do tipo lei
de poténcia, J;; = J(|i — j|) = |i — j|*. S&o citados os resultados ja conhe-
cidos em 1969 sobre os modelos com esse tipo de interacao, bem como
consequéncias desses resultados a um espectro maior de modelos.

O Capitulo /4| traz a demonstracao primeiramente apresentada em [5]]
da positividade da magnetizacao quadratica abaixo de uma temperatura
critica positiva em modelos com interacao de longo alcance da forma
Jij = |i — j|*, desde que 1 < a < 2. Aspectos do Modelo Hierarquico utili-
zados na demonstragao serao vistos em detalhe. Nesse capitulo sao usa-
dos os resultados do Capitulo 2| para demonstrar que a positividade da
magnetizagdo quadratica a campo externo nulo implica na positividade
da magnetizagao espontanea. Juntando com as conclusdes do Capitulo
arespeito do Modelo de Curie-Weiss, vamos concluir que qualquer modelo
com 1 < o < 2 tem temperatura critica positiva e finita.
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Capitulo 1

Contextualizacao

1.1 Introducao

Este capitulo trata dos aspectos historicos e das definicdoes a serem usa-
das por toda a dissertacao. A secgao traz uma breve apresentacao do
meio historico e dos problemas fisicos que deram origem ao modelo de
Ising. A secgao seguinte, traz a definicao formal do modelo em uma
caixa finita e define outras estruturas importantes para a apresentacao
posterior, como a magnetizagdo especifica. A dltima secao do capitulo,
elenca alguns resultados importantes relativos ao modelo de Ising,
tanto em uma dimensao (tema deste texto), como em dimensoes maiores.

1.2 Historico

A partir do século XX a compreensao dos materiais magnéticos tem sido de
grande importancia para o desenvolvimento tecnolégico da humanidade.
Imé&s sdo parte essencial de discos rigidos, caixas de som, motores elétri-
cos, etc. Boa parte do desenvolvimento técnico referente ao magnetismo
e suas aplicagoes deu-se a partir do fim do século XIX. No inicio do século
passado, na década de 1920, um grande problema para a comunidade
fisica era compreender, a partir de primeiros principios, a existéncia de
materiais que, apos submetidos a um campo magnético externo, apresen-
tavam uma magnetizacao permanente mesmo apds a extincao do campo
externo.

Em seus estudos sobre a propriedades magnéticas dos materiais, Pi-
erre Curie observou em 1895 que uma classe de materiais perdia a mag-
netizacao quando aquecidos acima de uma certa temperatura critica. Atu-
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almente essa temperatura limite é conhecida como temperatura de Curie
ou ponto de Curie. Um metal com essa propriedade utilizado desde a
antiguidade é a magnetita (6xido de ferro). Como o ferro e a magnetita
sao os materiais mais abundantes com a dita propriedade magnética, tais
materiais foram denominados materiais ferromagnéticos.

Na tentativa de explicar os fenomenos fisicos caracteristicos dos ma-
teriais ferromagnéticos, em especial a existéncia de duas regioes de tem-
peratura com propriedades magnéticas distintas, foram criados modelos
microscopicos com uma interacao entre seus constituintes capaz de re-
produzir aqueles fendmenos macroscépicos conhecidos. Nesse sentido,
os constituintes elementares mais naturais para compor os materiais fer-
romagnéticos eram os dipolos magnéticos. Assim, os modelos procuravam
simular a interacdao de um grande numero de dipolos magnéticos presos
a uma estrutura cristalina similar a dos metais. Por esse motivo, os mode-
los microscopicos para descrever as propriedades magnéticas dos metais
normalmente se dao sobre uma rede (grafo) periddica, que simula a es-
trutura cristalina, em cujos sitios sao postos os dipolos magnéticos.

O modelo de Ising surgiu nesse ambiente histérico com o intuito de
descrever as citadas propriedades dos materiais ferromagnéticos a partir
de uma estrutura matematica simples. Ao invés de admitir dipolos mag-
néticos orientados em qualquer direcdo do espago, cada sitio da rede é
preenchido apenas com um valor inteiro, como por exemplo apenas ad-
mitindo os valores -1 e +1. Isso é equivalente a estipular uma direcao
preferencial. Os dipolos ficam restritos a estar paralelos ou antiparalelos
(apontando na mesma direcao, mas com sentidos opostos) entre si. Essas
simplificagcoes buscavam isolar as estruturas fundamentais realmente res-
ponsaveis pelos efeitos ferromagnéticos, sendo a mudanga do comporta-
mento macroscopico a partir de uma temperatura critica a caracteristica
mais peculiar que esses modelos teriam de prever.

Apesar de classicamente os dipolos magnéticos poderem estar orienta-
dos em qualquer diregao, no ambito da teoria quantica o modelo de Ising
se mostrou ainda mais adequado a descrever os sistemas para os quais
foi inicialmente elaborado, ja que a interacao entre os dipolos magnéti-
cos (daqui em diante, spins) é realmente restrita a um conjunto finito de
valores. Para o caso da interacdo entre dois elétrons, a energia de inte-
racao é de fato proporcional a +1 ou -1, dependendo de os spins estarem
alinhados paralela ou antiparalelamente.

Embora feito sob medida para explicar as propriedades magnéticas de
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certos materiais, o modelo de Ising se mostrou suficientemente versatil
para modelar diversos outros problemas em que interagoes entre cons-
tituintes fundamentais resulta em uma mudanca do comportamento ma-
croscopico do sistema. Ja recorreu-se a essa construgdao para modelar
sistemas tao diversos como polimeros [3]] e processos eleitorais [[11].

1.3 Definicao do Modelo a Volume Finito

Na tentativa de descrever os fendmenos magnéticos citados na segao an-
terior foi criado um modelo que atribui uma probabilidade a cada estado
possivel do sistema. Contudo, teria de haver alguma forma de ponderar
nesse modelo a influéncia dos dois fatores concorrentes, a aleatoriedade
(ou desordem) e a minimizacao da energia do sistema como um todo. Para
dar conta do primeiro fator, a desordem, o modelo de Ising finito com N
spins permite a realizacdo de estados que sao sequéncias de N variaveis
assumindo os valores —1 ou +1.

Para considerar o efeito da minimizagdo da energia, foi necessario esti-
pular uma distribuigcao de probabilidade compativel com esse efeito. Isto
é, estipulou-se uma distribuicao de probabilidade privilegiando os estados
com menor energia. Para finalizar a descricao do modelo, definiu-se uma
funcao de energia compativel com o comportamento microscépico espe-
rado dos spins, ou melhor, uma funcao que atribui menor energia a spins
alinhados na mesma direcao.

O modelo de Ising unidimensional no volume A = Z N [—N, N] pode ser
definido como sendo o processo estocastico {X;},r definido no espaco
de probabilidade (Q,, F,Ps), onde o conjunto de indices T' = A, o espaco
amostral Q, = {—1,1}*, F, é a o-algebra das partes de Q, e a medida de
probabilidade P, é dada adiante em (1.1]).

Para cada ¢t € A a variavel aleatéria X; : Q5 — {—1,1} € definida no ponto
(0_N,...,on) =0 € Q) por X;(o) = 0;. No contexto de Mecanica Estatistica
as variaveis aleatdrias X,’s sao chamadas de spins. Neste texto vamos
adotar a notacao consagrada da area e denotar a variavel aleatéria X, por
o,. Uma observacao sobre essa notacao é que frequentemente os elemen-
tos de Q, sdao chamados de 0 = (0_y,...,0y) € assim a varidvel aleatoria
o, calculada neste ponto é dada por o;(c) = 0;. Claramente o lado direito
desta igualdade nao é a variavel aleatéria o;, e sim seu valor no ponto o.
E claro que paraw € Qy com w = (w_y;,...,wy) temos o;(w) = w; € neste caso
nao hd nenhuma chance de confusao. Observamos porém que ficara claro
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pelo contexto se o, denota uma variavel aleatoria ou o valor da t-ésima
coordenada do vetor o = (0_y,...,0nN).

O conjunto 2, também é chamado de espaco de estados e um elemento
o= (o_n,...,on) desse conjunto é interpretado como um estado do sistema
de particulas na rede A = [-N,N]| N Z. A probabilidade do sistema ser
encontrado no estado ¢ € dado por:

exp[—AHx(0)]
AN ’

Py(0) = onde Zy = Y  exp[—BH,(w)]. (1.1)

weNA
A funcao H, é conhecida como hamiltoniano do sistema. H, (o) € a ener-
gia do sistema no estado ¢ e no modelo de Ising defini-se como:

N
Hy(o) = Hy(o_N,...,0N) = — Z Jij 005 — Z h; o; (1.2)
—N<i<j<N i=—N
onde {J;;} e {h;} sdo constantes reais fixadas.

O modelo de Ising D-dimensional a volume finito é definido de maneira
analoga, a diferenca é que o conjunto de indices 7" do processo {X;}i.r €
agora da forma 7'= A = Z” N[~ N, N]".

A medida de probabilidade P, definida em segue a tradicao da
termodinamica. Para pesar as influéncias concorrentes da aleatoriedade
e da minimizacao de energia a probabilidade de um certo estado o ser
observado diminui exponencialmente com sua energia H,(s), o que da
origem a expressao

Como podemos perceber, o parametro 3 entra em como fator mul-
tiplicativo da energia, definindo precisamente como uma unidade de ener-
gia extra diminui a probabilidade de um determinado estado. Em outras
palavras, 3 define a escala da energia. 3 é uma constante dependente ape-
nas de um parametro fisico, a temperatura do sistema. Visto que 5 = kBLT
comumente 5 ¢ denominado simplesmente inverso da temperatura, ape-
sar de, a rigor, ser proporcional ao inverso da temperatura. A constante
de proporcionalidade k5 é conhecida por constante de Boltzmann. Essa é
a constante fundamental que traduz a relacao entre energia e tempera-
tura. Ela define quanto a variagao de uma unidade de temperatura influi
na minimizacao de energia, convertendo a unidade de medida de tempera-
tura em unidades de energia. Em (1.1)), a dependéncia de P, com respeito
as constantes 3 > 0,{h;},{J;;} foram omitidas para nao carregar a nota-
¢ao. Quando for necessario explicitar tal dependéncia, escreveremos, por
exemplo, P, 5, quando h; = h € R para todo i € A.
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Observe que Z, funciona como uma constante de normalizacgao e é de-
finida para garantir ) _, P(o) = 1. Assim, a presenca de Z, no denomi-
nador em garante que P, € uma medida de probabilidade. Z, define
como a probabilidade é particionada entre os estados ¢ € ,. Pensando
nas constantes 3, {h;}, etc como parametros, podemos olhar para 7, como
uma funcao desses parametros. Com essa interpretagao, Z, € costumei-
ramente referida como fung¢do de particdo e, como mencionado acima, é
dada pela expressao

Zy=)  exp[—BHx(w)]. (1.3)
WEQ

Veremos mais a diante que varias informacoes importantes do modelo
de Ising podem ser extraidas de 7, estudando, por exemplo, suas deriva-
das com respeito a 3 € h.

Para garantir ainda que a interacgao privilegie os estados ¢ € Q, com
dipolos alinhados, a energia total de um estado é construida através da
soma entre interagoes de pares de spins, sendo a interagao entre um par
de spins dada por

H;; = —Jjoi05, (1.4)

onde J;; € uma constante nao negativa. O sinal de menos que a precede
acarreta menor energia se ambos 0s spins o; e ¢; tiverem o mesmo sinal.
Na energia do estado ¢ também consta um termo referente a interacgao
do spin no sitio i € [-N,N|NZ com o campo magnético externo h; nesse
mesmo sitio. Somando tudo retomamos a energia do estado ¢ no modelo
de Ising finito:

Hy(o) = Z{Z —%Jijaiaj — hio;}, com Jy, = 0 Vk € A. (1.5)
ieA jeA

A multiplicagdo por ; em da conta dessa duplicidade, assim, o so-
matorio também pode ser equivalentemente escrito restringindo-sei < j e
omitindo o fator 3, forma que utilizamos anteriormente. Os sistemas com
energia descrita como na equacgao acima, com um menos precedendo uma
constante de interagao nao-negativa, sao chamados sistemas ferromag-
néticos, pois privilegiam os estados com spins alinhados paralelamente.
Em diversas situagoes vamos tomar h; = h,Vi € A e nesses casos, quando
conveniente, explicitaremos a dependéncia de H, com respeito a {h;} es-
crevendo H, ,. A constante i € chamada de campo externo ou campo mag-
netico externo. As constantes J;; sdo denominadas constantes de acopla-

mento e vamos assumir que sao simétricas no seguinte sentido: J;; = J;.
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A secao anterior nos mostrou que, ao menos em sua origem historica,
o topico de maior interesse na analise dos sistemas aqui descritos era o
comportamento da magnetizacao com a variacao dos parametros externos
h e 3. Para chegarmos ao que sera chamado magnetizagdao, vamos precisar
falar do valor esperado de uma variavel aleatoria com respeito a medida
de probabilidade P,. Dada uma fungao f : Q, — R que atribui a cada
estado o um valor real f(0), denotaremos por (f), s, 0 valor esperado de
f com relagao a medida P, s, isto é:

Aﬁh— Z f ]P)Aﬁh— Z f eXp BHA( )] (16)

TEQ) o€ Zn
A magnetizacao é o valor esperado da soma de todos os spins do sis-
tema. Assim o magnetizacao no modelo de Ising ao inverso da tempera-
tura 2 > 0 sujeito a um campo externo h, notacao M, z,, € dada por

Mpgn = (Sa)apn = <Z Ui> (1.7)
ABh

i€EA

E a magnetizagdo especifica, ou magnetizagao por spin, é definida como
sendo M, s, dividido pelo numero de spins do sistema, ou seja:

Magn — Magn

TABR = T T AN+ 1 (1.8)

Tanto M, 5, como m, 5, sao definidas em termos de func¢des continuas em
S e em h,logo My s, € my s, também sao continua em 3 e h.

Seja (—o) o estado obtido a partir de ¢ multiplicando todas suas coorde-
nadas por (—1), isto é, —0c = (—o_y,...,—0ox). Segue da Equacédo (1.5), com
h; constante igual a h, que Hy 5_1(0) = Hysn(—0). Notando que a aplicagao
o — (—o) define uma bijecao de 2, em si mesmo, podemos verificar que
Prgs—n(c) = Pagn(—0c). Dessa observagao, de e de chegamos a
seguinte relacao:

Mpyg _p = ZZUzPA,B _n(o ZZUZPABh

geQp 1EA geQp 1EA
== D (co) Pagn(-a) == > > oiPasale)  (1.9)
geQp 1EA —0€EQN IEA
= _MA,B,h-

Como era de se esperar, a inversao do campo externo simplesmente
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inverte a magnetizagdao: Mys_, = —Mapg,. Em outras palavras, a mag-
netizacao ¢ uma funcao impar do campo externo h. Vimos que, além de
impar, é continua, logo M, s, = 0. Assim, quando cessa o campo externo a
magnetizagcdao também vai a zero suavemente. Dessa forma, o modelo de
Ising a volume finito nao explica a magnetizacao espontanea de amos-
tras ferromagnéticas, ja que numa amostra fisica a baixas temperaturas é
observada magnetizagdao ndao-nula mesmo quando o campo externo é re-
movido do sistema, isto é, os spins se alinham, mesmo apods a extingao do
campo externo.

Nos capitulos seguintes, veremos que, em alguns casos, é possivel que-
brar a continuidade da magnetizagao em h = 0 fazendo N — oco. Isso res-
taura, ao menos para o caso de sistemas infinitos (A — 7Z), a possibilidade
de termos

lim limmAgh > 0.
h—0+ ATZ ”

Isso motiva introducao do modelo de Ising a volume infinito, na tentativa
de explicar com esse modelo matematico o fenomeno da magnetizacao
espontanea de um ferromagneto.

1.4 Resultados Classicos

O modelo de Ising é, sem duvida, um dos modelos mais importantes em
Mecanica Estatistica. Muitas variagoes do sistema definido neste capitulo
ja foram estudadas em detalhe. Na secao anterior, definimos esse modelo
em subconjuntos finitos A ¢ Z. No entanto, é possivel dar uma defini-
¢ao do modelo de Ising diretamente em Z. O modelo assim construido se
comporta como limite (em certo sentido), quando A — Z, dos modelos a
volume finito que definimos na secao anterior. Neste trabalho, contudo,
nao apresentaremos tal construcao. O leitor interessado pode encontrar
uma discussao detalhada sobre esta definicao em [2,/6,/12].

Como apresentamos no final da segao anterior, o tema de maior inte-
resse neste texto é a existéncia de magnetizagao positiva quando » — 0.
Perceba que nesta secao adotaremos um campo externo constante, isto
€, h; = h para todo i € A. Também vimos que, devido a magnetizagao ser
uma fungdo impar do campo externo h, esses sistemas com magnetizagao
espontanea necessariamente apresentam uma descontinuidade da mag-
netizacao na origem s = 0.

Os modelos de Ising definidos em Z que citamos anteriormente tém
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propriedades que podem ser extraidas da sequéncia de modelos finitos
em {Ay}y, com Ay — Z, que o aproxima. Diz-se que o modelo a volume
infinito apresenta transicao de fase se

i Jigma s > 0.

Esse limite é chamado magnetizacdo a volume infinito ou simplesmente
magnetizagdo. Para o modelo de Ising Ferromagnético (longo ou curto
alcance) isso é equivalente a existéncia de mais de uma medida de Gibbs
no sentido DLR ou a existéncia de mais de um Limite Termodinamico. Para
maiores detalhes sobre essas equivaléncias veja [2}/6].

Do mesmo modo que esses sistemas a volume infinito podem ser defini-
dos por sequéncias de caixas em Z, podem também ser definidos sistemas
em outros espacgos nos quais seriam dispostos os spins. A escolha mais
natural é algum conjunto Z”, D € N. Sendo Z* o conjunto mais préximo
a disposicao de spins eletronicos no ambiente fisico tridimensional, esse
caso desperta particular interesse. Estudar a variagao das caracteristicas
do sistema de acordo com a dimensao D é um topico essencial para en-
tender como as interagoes entre os entes individuais podem gerar ordem
em grande escala.

Outra questdo a ser abordada ao se definir o sistema é a interagao J;;
entre os pares de spins (i,5). E comum se adotar interacdes translacio-
nalmente invariantes, isto é, dependentes apenas da distancia entre os
spins, J;; = J(|i — j|). Essas interagoes podem ser tanto de alcance finito
como de alcance infinito. Diz-se uma interacao ser de alcance finito A se
i —j| > A= J;; = 0. Se ndo houver um limitante 4, a interacao ¢é dita de
alcance infinito.

Quando as interagoes sao restritas aos sitios mais proximos entre si, di-
zemos ser uma interagao de primeiros vizinhos. Nesse caso, as constantes
de acoplamento sao J;; = Jse|i—j|=1e J; =0se |i —j| # 1. Um modelo
definido com esse tipo de interacao de curto alcance para a rede em Z foi
estudado na tese de Doutorado de Ernst Ising [[15]. Ising mostrou que no
limite quando N — co nao existe magnetizacao espontanea em nenhuma
temperatura. Posteriormente, mediante o uso de uma abordagem por ma-
triz de transferéncia, também deduziu-se a nao existéncia de transicao de
fase para qualquer modelo em D = 1 com interagoes translacionalmente
invariantes e de curto alcance, para detalhes veja [1] e referéncias conti-
das.
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Ja para dimensoes maiores (D > 2), uma técnica hoje conhecida como
Argumento de Peierls foi pela primeira vez aplicada em [19], mostrando
a existéncia em D = 2 de transicao de fase abaixo de um certa tempera-
tura, mesmo para a interacdo de primeiros vizinhos. Veremos nos capi-
tulos seguintes que o aumento das interagoes entre os spins nao diminui
a magnetizacao. Assim, a existéncia de transicao de fase em um modelo
definido em D = 2 e com interagdo de primeiros vizinhos também garante
a existéncia de transicdao de fase para qualquer modelo em D = 2, desde
que a interacao seja nao-negativa e pelo menos as interagoes de primeiros
vizinhos sejam nao-nulas.

A existéncia de transicao de fase em D > 3 também é garantida pelo Ar-
gumento de Peierls, ja que um sistema em D = 3 pode ser visto como uma
infinidade de planos paralelos com sistemas em D = 2. Os planos paralelos
independentes equivalem a fixar em zero as constantes de acoplamento
entre quaisquer dois spins de planos diferentes. Mas, como os planos nao
interagentes tém magnetizacao positiva por si s6, nao diminuimos essa
magnetizacao ao aumentar as constantes de acoplamento ligando spins
de planos diferentes. O mesmo argumento vale para D > 3, pois um sis-
tema em D + 1 pode ser visto como uma série de sistemas em D acoplados
entre si.

O foco desta dissertacao sao os modelos de Ising definidos em D = 1,
mas com interacoes de longo alcance. Veremos na segao que a com-
preensao de tais modelos com constantes de acoplamento da forma J;; =
1/|i — j|* implica na compreensao de uma vasta gama de modelos de Ising
com interagoOes translacionalmente invariantes e de longo alcance. As-
sim, veremos aqui praticamente todos os casos unidimensionais com in-
teragoes de dois corpos ferromagnéticas, invariantes por translacao cujo
o decaimento segue uma lei de poténcia com expoente o # 2.

Os caso em que a < 1 sao de pouco interesse, pois a soma das energias
de interagao de um spin com os demais diverge. Nessa situagao todos os
spins se alinham e temos simplesmente

lim lim ma pgnhn = +1
h—0+ A—Z o

para qualquer valor do inverso da temperatura 3 > 0. Jd o caso o > 2 é de
pouco interesse pelo motivo inverso. Nesse caso,

lim lim mpa g, =0
hoot Aoz P
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para qualquer 8 > 0. Nao ha, assim, transicdao de fase se o > 2. Abordare-
mos esses sistemas com mais detalhes na Secdo [3.7]

Os outros modelos de Ising unidimensionais com interacao translaci-
onalmente invariante do tipo lei de poténcia, J;; = 1/|i — j|*, podem ser
divididos em outras duas classes. A primeira classe ¢ formada pelos sis-
temas com 1 < a < 2. Esse é o tema do Capitulo [4| desta dissertacao, no
qual é apresentada a demonstracao da existéncia de transicao de fase a
partir de um certo 3, seguindo passo-a-passo a argumentacao de Dyson
em [5]]. A segunda classe é formada pelo modelo com « = 2. Neste caso
temos J;; = |i — j|~? e o modelo de Ising com tais constantes de acopla-
mento tem magnetizagao espontanea para temperaturas suficientemente
baixas. A prova da existéncia de magnetizacdao espontanea foi dada por
Frolich e Spencer, cerca de dez anos depois da prova de Dyson para os
casos 1 < a < 2. A exposicao completa do argumento no caso limite re-
quer técnicas distintas as que sao abordadas nesta dissertacao e o leitor
interessado pode ver a referéncia [[10], para maiores detalhes.

Juntando todos esses casos, temos uma classificacao completa para o
modelo de Ising unidimensional quanto a auséncia ou nao de transicao de
fase quando as constantes de acoplamento sao da forma J;; = 1/|i — j|°.



Capitulo 2

Propriedades Gerais

2.1 Introducao

Este capitulo trata de algumas propriedades gerais de modelos de Ising
com constantes de acoplamento J;; ferromagnéticas, mas sem qualquer
outra restricdao. Em oposicao, os capitulos seguintes tratarao de modelos
cujas constantes J;; tém certas propriedades adicionais, como a invarian-
cia translacional.

No inicio deste capitulo, na Secao veremos trés desigualdades de
correlacao e algumas consequéncias imediatas que serao utilizadas em
varias passagens subsequentes. Em seguida, na Secéo[2.3] definiremos os
modelos com condigoes exteriores(ou condicoes de contorno). Nas Secoes
e utilizaremos as desigualdades da Segao para demonstrar
respectivamente a existéncia do limite da magnetizagdo e uma condigdo
suficiente para sua positividade.

Neste capitulo, apesar de tratarmos de sistemas com um numero fi-
nito |A| de sitios, quando calcularmos valores esperados e outras somas
ponderadas com respeito a medida de probabilidade P,, utilizaremos os
simbolos de integrais em 2, para representar o somatorio ponderado so-
bre o espaco das configuracoes 2,. Para ser mais preciso, se « : Fy — R
denota a medida da contagem em 2,, entdao temos para qualquer funcao
f:Qy — R que

(f)a= D f(o)Palo) = A f(0)Pa(0) dk(0). (2.1)

o€Np

A segunda igualdade segue imediatamente de Q, ser finito, a aplicacao
o+ f(o0)Ps(o) ser uma funcao simples e da definicao da integral de Lebes-
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gue de uma fungao simples.

Poderiamos ter optado por adotar simplesmente os somatorios, mas
preferimos adequar a notacao deste capitulo a outros textos onde sao to-
mados modelos com infinitos estados (com sitios tomados em Z, ou spins
tomando valores em R, por exemplo).

2.2 Desigualdades de Correlacao

Nesta secao demonstraremos duas desigualdades de correlagao necessa-
rias nos passos seguintes. Também apresentaremos uma consequéncia
imediata de cada uma delas. Essas consequéncias correspondem a mo-
notonicidade da magnetizacao especifica tanto com o aumento do campo
externo h;, em qualquer spin ¢ € A, bem como com o aumento do acopla-
mento entre dois spins J;;. Veremos que para muitos sistemas, o aumento
de h; ou J;; nao diminui a magnetizacao.

A primeira dessas desigualdades é denominada Desigualdade de FKG
em homenagem a Fortuin, Kasteleyn e Ginibre, veja [9]. Prosseguimos
com algumas defini¢des prévias e o enunciado da desigualdade.

Definicao 2.2.1 (Ordem Parcial em Q,). Dadas duas configuragées w,o &
Qu, diz-se que w < o quando:

Vie A temos que w; < o;.

Definicao 2.2.2 (Funcao Nao-Decrescente). Uma funcdo f : Q, — R é dita
ndo-decrescente se:

Vw,oc € Q tal que w =<0 temos que f(w)< f(o).
Observacao 2.2.1. Fungdes ndo-decrescentes, no sentido introduzido aci-
ma, serdo também as vezes chamadas de funcgoées crescentes.

Exemplos:

e A funcao f(o) = Sx(o) é crescente, ja que a inversao de qualquer spin
de —1 para +1 aumenta o valor de f(o).

e Também é crescente a funcao ¢g(oc) = o, que da o spin no sitio a.
Perceba que a alteragao de qualquer spin em sitio diferente de « nao
altera o valor de ¢ e a inversao do spin em « de —1 para +1 aumenta
g de —1 para +1.
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e Afuncao h(o) = 0,0, ndo é crescente. Observe que se o estado ¢ possui
o, = 0, = —1, temos h(o) = +1. Porém se 5, = +1 e, para todo sitio i # q,
tivermos o; = 0;, decorre que o <, mas +1 = h(o) > h(c) = —1.

e Pelo mesmo motivo do item anterior, ndo é crescente a funcgao 5% (o).

Utilizaremos as definigcoes apresentadas até aqui para enunciar a ci-
tada desigualdade no teorema a seguir.

Teorema 2.2.2. (Desigualdade de FKG) Sejam f,g: Qs — R duas funcoées
crescentes, no sentido da Definigdo[2.2.2] Sejam P, a medida de Gibbs do
modelo de Ising dada por com Hamiltoniano e (-)» a esperanga
com respeito a medida P,. Se para todo i,j € A temos que J;; >0 e h; € R.
Entdo

(faya — (f)afg)a = 0. (2.2)

Demonstracdo. A demonstracao sera por indugao no comprimento da cai-
xa, |A|. A primeira tarefa serd reorganizar o lado esquerdo da desigual-
dade (2.2). Usando a defini¢do do valor esperado e (2.1I) temos

(fgha = (Nalga = Qf(U)g(U)]P’A(U)d/-@(ff) - Qf(U)IP’A(U)df-f(U) : /QQ(CNT)PAG)d%(?)-

Como as integrais acima sao simplesmente somas finitas e temos que
an Px(0)dr(o) = 1, podemos reescrever o lado direito da expressao acima
como a seguinte integral dupla

/Q /Q [(f(a)g(a) - f(U)g(g))]PA(U)PA(g)} dr(o)dr(a).

Ja que o e 7 variam sobre o mesmo espaco 2, podemos trocar o por
o e vice-versa sem alterar a integral. Sendo assim, a integral anterior
equivale a seguinte.

/ / (£@)9(3) = [(Z)9(0))PA(0)PA(3) | dic(r) (7).
Qa JQp

Somando as duas ultimas expressoes e multiplicando por 1/2, retoma-
mos o que tinhamos inicialmente, pois ambas as expressoes tém o mesmo
valor. Portanto a integral dupla acima pode ser reescrita como

3 [ [(sto) - £02(@) + 106 - F@a(o))r(o1EAG)dnto)in(s)
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Fatorando a expressao em paréntesis no integrando, ficamos com
1 o ~ ~
3| 00 = 1@)6(0) - 9@)Ra()BA(@) o)),

Podemos agora analisar a expressao acima nos restringindo ao caso
|A| =1, isto é, f e g fungdes do spin de apenas um (e do mesmo) sitio. Sem
perda de generalidade, suponhamos que esse sitio cujo spin dependem as
funcoes f e g seja o de coordenada 0. Dados dois estados ¢ e ¢ tais que
o9 < 09, temos que f(o) — f() <0 e g(o) — g(d) <0, pois f e g sao fungoes
crescentes e dependem apenas do spin de coordenada 0. Logo, nesse caso,
o integrando que aparece acima € nao-negativo. Similarmente, se o, > 5,
temos f(o) — f(o) > 0 e f(o) — g(c) > 0. Novamente o integrando acima
¢ nao-negativo e em ambos os casos concluimos que a integral acima é
sempre nao-negativa.

Dessa observacao, segue que a Desigualdade de FKG é verdadeira
para o caso |A| = 1, independente da medida de probabilidade P,. Em
particular, a desigualdade é verdadeira para medidas de Gibbs de modelos
de Ising ferromagnético.

Vamos supor agora que o teorema é verdadeiro para um subconjunto
arbitrario A C Z de cardinalidade |A| < n.

Considere agora A C Z tal que |A| = n+ 1. Pela equacao e definicao
de P, temos que

exp(—BHa(o))
Zn

(foyn= [ [flo)g(o) dr(o). (2.3)
Qa

Para utilizar a hipotese de inducao, a ideia é fixar um dos spins, em algum

sitio a« € A. Feita uma escolha de « € A defina A’ = A\ {a}. Note que

podemos reescrever o hamiltoniano H, isolando as interagdes com o spin
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escolhido, da seguinte forma:

HA(O') = — Z {Z %JijO'iO'j + th'Z}

ieA \jeA
1
= — Z {Z EJijUz’O'j + hzdl} - Z JiaO0a00; — hao'a
e \jeN e
1
- Z {Z QJZ'J'UZUJ’ + (hi + Jiaaa)ai} — haOq
i€ \jenN
1 /
= =>4 500 + hi0)o b — haa,
ieA’ jen

onde h}(c,) = h; + Jin0q. E perceptivel na equacdo acima que, se fixarmos
0., podemos definir um novo modelo de Ising no volume A’ (que tem cardi-
nalidade |A’| = n) cujo Hamiltoniano é dado pelo lado direito da expressao
acima com hl(o,) = h; + Jia0q-

A expressao acima na verdade nos fornece uma maneira de definir dois
modelos de Ising em A’, um com o, = +1 e outro com ¢, = —1. Fixado o
valor de o, a medida de Gibbs desse novo sistema é definida pelo Hamil-
toniano abaixo,

1
HA’,UO, = — Z {Z §<]ij0-i0-j + (h, + JmO’a)O'i} — haO'a. (24)
ieN jeN!

Pela hipotese de inducgao para qualquer uma das duas escolha de o, temos

(fa)n — (flalg)a > 0.

Agora voltamos nossa atencgao para (2.3), no intuito decompor esta in-
tegral em duas partes, uma dependendo apenas do spin «, a outra em A’,
onde sera possivel aplicar a hipdotese de indugao. Primeiro observamos
que

exp(=BHa(0))
Zn

{(fgha = g fo)g(o) dr(0)

:/{_1 . [ : f(a’,aa)g(o',oa)exp(_ﬁHg’:”(a’Ua)) dr(a’) | dr(oq),

onde na segunda igualdade abusamos da notacgao ja que a rigor « € a
medida de contagem em (2, e acima usamos ~ para denotar tanto a medida
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da contagem em (2, quanto a medidada de contagem em ., = {—1,1}.
Observando que Zy ,, # 0, podemos multiplicar a dividir o integrando por
esse valor para reescrever o lado direito da igualdade acima como

—BH o ! «a Z o
J £(0",00)g(o" ) RNl T 00)) | e )
{-1,+1} Qpr ZA’,O'Q A

A

Note que a expressao em colchetes é por definicao (fg¢) ,, € portanto a
integral acima pode ser reescrita como

Z N
| v, 2 dntan),

{—1,+1} A
Aplicando a hipétese de inducao obtemos a seguinte desigualdade

ZA/an ZA’,%

/ b - 222 Ghi(a0) < / Fwvonlghon - 2% Q).
(—141} ZA (—141} AN

Se v(0a) = (f)rn oo € N(0a) = (9)r 0., fOSsem funcOes nao-decrescente, en-
tao poderiamos usar a desigualdade provada para o caso |A| = 1 (que era
independente da medida de probabilidade) para concluir que

ZA’ Oa
R N
{-1,+1} A
ZA/vo'a ZAlyo'a
<[ v T pldon) [ (b, T dk(ow)
{-1,+1} A {—1,41} A
= (f)alg)a,;
onde usamos que
Ipn o . AN Inr
/ ZM% k(o) = 1, ou equivalentemente 22 M e
(-1,+1} 2 Z

Resta-nos, pois, provar que a funcao ~(o,) € crescente, pois argumento
analogo também prova que 7(o,) € crescente. Isso equivale a mostrar que
v(+1) > v(-1), pois v é funcao de apenas 1 spin.

Denote por P, ,, a medida de Gibbs em Q,, correspondente ao hamil-
toniano H,,,. Proximo passo é mostrar as duas desigualdades abaixo,
concluindo por fim que v é crescente e com isso, a demonstragao da desi-
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gualdade de FKG.
Y(+1) = (f)a+1

= | [0 +1)Pys1(0") dr(o’)
Q.

(%)
> [ 50 ~)Pus()) dr(o’)
Qu

(%)
> flo', =1)Pu,—1(0") dr(o)
O

= (fln—1
=7(=1).

A primeira das desigualdades, marcada com (x), é trivialmente verda-
deira, pois f € uma funcao nao decrescente, logo f(¢’,+1) > f(¢’,—1). Para
obter a segunda desigualdade, marcada com (xx), sera preciso uma ana-
lise um pouco mais elaborada.

Para cada ¢’ € Q2 fixado, a aplicagao o, — Py, (c’) tem como dominio o
conjunto {—1,+1}. De maneira natural podemos estender o dominio desta
aplicagao para o intervalo fechado [—1, +1]. Bastando para isto estender o
Hamiltoniano da seguinte forma

1
HA’,t = — Z {Z EJijO-in + (hz + Jmt)O'i} — hoﬂf (25)

ieN \jen
e considerar a medida de Gibbs dada como em (1.1 de forma que a pro-
babilidade de uma configuracao ¢’ seja dada agora por

Py (o) = eXP[_ﬂﬂA’,t<OJ)]’ onde Zy, = > exp[—BHy(w)) (2.6)

Z
At SISOV,

Esta observacao nos motiva a considerar a seguinte funcao

Ft)= [ flo',=1)Pa(0”) dr(o’).
Qpr
Evidentemente, F(—1) = v(—1) e F(+1) = y(+1). Vamos mostrar que a deri-
vada de F é positiva e disso seguira a desigualdade (xx).
Lembrando que a integral que define F' é na verdade uma soma finita
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temos que

d d ’ / /
PO =1 [ 1 - Pelo)] ate)

(2.7)
/ d / /
_/QA[JC(U’_UEPA%(U) dr (o).

Resta calcular %PA/J(U’) para cada o’ € Q, fixado. Usando definigcao de
Py +(0’) temos:

d N d exp(—BHn (0"))
_]P)A t( ) -
dt dt Iy

ZA/ b at eXp( 6HA/7t(OJ)) — exp(—ﬁHA/,t(a’))%ZA/7t
(Zna)?

. _BGXP(_BHA',t(UI))%HA',t<U,) - eXp(_BHA’,t(OJ)x%HA’,t>A/,t
B Znry

D [y gy () ]
At

A

Jd g
— P (o) [EHA/,xa) - <EH“>AJ |

Usando esta igualdade em (2.7) ficamos com

d d
SR(t) = -
a" dt Jq,,

, d d , ,
= —ﬂ QA/<f(O' s —1) [dtHA/ ( ) — <EHA/¢>A,¢] ]P)A/’t(O' )) dH(U) (28)

-5 [< (~gitiee) 10 0) (=) Ut —1>>A/,t] .

Observe que a expressao entre colchetes na ultima linha é exatamente um
dos lados da Desigualdade de FKG aplicada as fungbes —<H, , e f(-,—1).
Como f é crescente a fungdo o’ — f(o’,—1) também é crescente. Por (2.5)
temos que

flo', =1)Pyi(0”) dr(o”)

d Ji
—ZHu () = L
ﬁl‘(> 2;2 +
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Dai é facil ver que a funcgao —%HA% ¢ crescente. Finalmente podemos
voltar a (2.8) e usar a hipétese de inducdo para deduzir que 4F(t) > 0.
Isso conclui a demonstracao da desigualdade de FKG. O

A desigualdade acima demonstrada pode ser usada para esclarecer a
relacdo entre o campo externo e a magnetizacdo. E de se esperar que
a magnetizacdao e também a magnetizacdo especifica nao decresca com
qualquer aumento no campo externo. Assim, para um aumento no campo,
esperamos numa situagao extrema, que magnetizacao ou a magnetizacao
especifica fique constante e, nos outros casos, que elas aumentem. Para
mostrar que esse fato é verdadeiro vamos usar a Desigualdade de FKG
(2.2). Como os célculos sao absolutamente semelhantes vamos verificar
esse fato para o caso da magnetizacao especifica. A ideia é calcular as
derivadas parciais da magnetizacao especifica com respeito a cada coor-
denada do campo externo {h;},cx € mostrar que elas sao nao-negativas.
Para facilitar a notacao, no segue vamos escrever simplesmente m, s para
denotar my g (n,},.,- Assim, fixado i € [-N, N]NZ temos que

0 . 0 ZjeA gj _ -1
6_hz~mAﬂ = 8_}717’ o |A| ]PA(O')dIf(O') = |A| /(;

Antes de prosseguir, vamos calcular 0P, (c)/0h;.

0, T BA(@)dr(o).  (2.9)

A jeA

0 0
P (o) _ o {exp(—ﬂH,\(O‘))l _ ZAah,' exp(—pHy(0)) — eXp(_BHA(U))ahi Z
oh, ol 7y (Zn)
B exp(—BHa(0) )+ exp(~3HA (o) (o)
_ 7
_ Bexp(=BHx(0)) [0H(0)
= Zn [ oh, + <Ui>A}

= fPA(0) [o: = (o)Al
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Substituindo esta expressao em (2.9) ficamos com

s =W [ S o Baolinto
— A8 / S 0,Pa(0) 03 — {o3)] di(o)
A jeA
—AEY / 03 07 — (04 Pa(0) di() (2.10)
JEA
= |A|” B% {/ 0;0.Px(0) dr(o) — /QA 0;{oi)APA(0) dr(o)
= [AI7'8) [ojoi)a — (00a(03)a]
JEA

Aplicando na ultima igualdade acima, em cada parcela do somatério, a
Desigualdade de FKG com f(o) = o0; e g(0) = o; temos finalmente que
dmy 5/0h; > 0. Enunciamos logo abaixo esse fato como um corolario para
posterior referéncia.

Corolario 2.2.3. No modelo de Ising ferromagnético a volume finito A,
temos
3}
;A dies = T 52 TiO)ABAhiYien — T3 A B ien (T AB AR Yier] = 0-
¢ JEA
Em particular, a magnetizagdo especifica ndo decresce com o aumento do
campo externo em qualquer dos sitios de A.

Outra desigualdade de fundamental importancia neste texto é a Desi-
gualdade GKS-2. Essa desigualdade foi provada primeiramente por Grif-
fiths para a correlacao de pares de spins em [[13]. Sua forma mais geral
foi obtida por Kelly e Sherman em [[16]. Devido as contribuicdes desses
autores, a desigualdade é assim denominada. A exposicao adiante toma
como base a apresentacao de [4] a respeito do tema.

Antes de enunciar a desigualdade com precisao, precisamos introduzir
algumas notacoes.

Definicao 2.2.3. Dado um subconjunto finito e ndo vazio A C A, a func¢do
o4:Q — {—1,+1} é definida por

:Hai. (2.11)

€A
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Agora estamos prontos para enunciar precisamente a Desigualdade
GKS-2.

Teorema 2.2.4 (Desigualdade de GKS-2). Seja A C Z finito e considere o
modelo de Ising no volume A com Hamiltoniano

HA(CU) = — Z {Z %Jijwiwj + h,wz}

ieA \jeA

Se J,; > 0e h; >0 para todo i,j € A, entdo para quaisquer A e B subcon-
juntos ndo vazios de A temos

(0a0B)a — (0a)a(oB)a = 0. (2.12)

Demonstracdo. Para esta demonstragao, precisaremos criar um novo sis-
tema definido em Q, x Q) correspondendo a duas cOpias independentes
do sistema original em Q,. Para que esses sistemas sejam independentes
independentes, a energia de um estado (w,w) € Q) x Q4 sera definida como
a soma das energias dos estados, isto &,

HQ(OJ,CNU) = HA((U) + HA(LU)

Analogamente, denotaremos por wy,w, as duas fungoes wa, @, : 0% = Q) x
Qp — {—1,+1} tais que wa(w,w) = oa(w) € Wa(w,®) = c4(w). Também denota-
remos por (-), a esperanca com relacao a distribuicdao de probabilidades
definida pelo hamiltoniano H,. Podemos entao reescrever o lado esquerdo
de em termos de esperancas em )3.

(UAUB>A - <UA>A<UB>A = (wAwB>2 - <WA>2<C~UB>2 = (wAwB - WACT)B)Q- (2.13)

A primeira igualdade vem do fato que, pela definicao de wy, (wa)s =
(oa)a. A segunda igualdade decorre da independéncia de w4 € wg, assim
<WA@B>2 = <wA>2<C~UB>2-

Definindo para cada i € A as fungoes X;,Y; : Qy x Q4 — {—1,0,1} por

o w; + W

e Yi(w,w) = 7

retomando a definicdo de o, em (2.11), e usando a identidade (2.13) é
possivel reescrever a expressao acima em termos dessas funcdes, como

Xi(w, c~u) =
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segue

<UAUB>A - <UA>A<UB>A = <wA[wB - CNUB]>2
Xi+ Y [ppXetYs XY

Quando expandimos os produtérios entre colchetes, todo termo com
coeficiente negativo da expansao do produtério a direita tera um equiva-
lente positivo no produtério a esquerda. Esses termos com coeficientes
negativos serao todos cancelados, restando apenas termos positivos de
produtorios de X; e Y}, i e j variando sobre alguns subconjuntos de B.

A expansao do outro produtoério, aquele fora do colchete, também trara

termos em X; e Y; com coeficientes positivos (iguais a 1). Assim, ao expan-
dir toda a expressao acima, teremos uma soma de termos da forma

),
eC jeD 9
onde C e D sao subconjuntos de A.

Assim, basta provar que um termo com o formato acima é necessaria-
mente ndo negativo para concluir a demonstragdo da desigualdade (2.12).
Para facilitar a notacao de maneira andloga

XA:HX,» e YB:HYZ-.

€A i€B

Ficamos por demonstrar que (X,Y3), > 0. Para tal, invocamos sua defi-
nigao -
exp|—FHz(w, )]
Zo

(XaYp)a= Y Xa(w,d)Yp(w,d)
w,TEQN
Nao precisamos nos preocupar com a fungao de particao Z,, ja que
ela é positiva. Se os demais termos forem positivos, toda a expressao é
positiva. Lembrando da definicao da energia H,, podemos escrevé-la em
termos de somas em X, e Y;, como abaixo:
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~ - 1 | ~
Hz(w,w) = HA(W) + HA(w) = — Z {Z §Jijwl-wj + hiwi + Z §Jijwiwj + hzwl}

€A JEA JEA

ieA \jeA

== {Z Ty X0, 3)X (6,3) + Yi(w, B)Y; (w0, 3)] + hiﬂm@)}

icA \jeA

Reescrevendo a identidade acima como uma igualdade de funcoes defini-
das em Q, x Q4 obtemos uma expressao mais simples que é dada por

Hy=-Y {Z Jij [XiX; + YY) + Wﬁn} :

ieA jeA

O somatorio acima pode ser substituido na expressao para (X,Yz), onde
aparece exp[—fH,(w,w)|, cancelando ambos os sinais de menos. Expan-
dindo essa exponencial em série de Taylor, (X,Y3), se decompde em um
somatorio de termos da forma X,Yz(H,)". Como o somatoério inicial é to-
mado em w,w € ,, podemos alterar a ordem desse somatoério, deixando
em evidéncia os termos dependentes apenas de w;,w;. O que resta é o
produto de varios somatodrios com a forma

Y. XMw.e)Y"®)

wi,a}iG{—L-i-l}

sendo m e n dois nimeros inteiros nao-negativos. Assim, basta provar que
para quaisquer inteiros m,n > 0 temos

> oareonrea- ¥ (952) (22F) 20

wi,w; €{—1,+1} wi,wi€{—1,+1}

Se m e n forem pares, cada termo do somatério é nao-negativo, logo a
desigualdade é verdadeira nesse caso.
Ja se m for impar, os termos com w; = &; sao nulos, restando apenas

(6 G ) - ) (- (-

Aqui temos um somatorio nulo mesmo que n = 0, logo a desigualdade
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¢ verdadeira também para m impar. O caso n impar é totalmente analogo
ao m impar. Sendo assim, a desigualdade original é verdadeira para todos
os valores de m e n, estando provada a desigualdade de GKS-2. O

Em analogia ao apresentado apos a demonstracao da desigualdade de
FKG, aqui apresentaremos uma consequéncia da desigualdade GKS-2 que
terd uso no ultimo capitulo. O corolario é assim enunciado:

Corolario 2.2.5. Num modelo de Ising ferromagnético a volume finito
com campo externo h; > 0 para todo sitio i € A, a magnetizacdo é uma
funcdo ndo decrescente das constantes de acoplamento J;;.

Para demonstrar o corolario, calcularemos explicitamente %m/\, mos-
trando que como funcéao de J;; esta derivada € nao-negativa. Se o leitor
acompanhou a demonstragdao do Corolario [2.2.3 esta demostracgao é to-
talmente analoga, com a unica diferenca de se utilizar no ultimo passo a
desigualdade de GKS-2 em lugar da de FKG.

Demonstracgdo. A derivada de m, com respeito a J;; € dada por

9 9 D keA Ok 1 / 0
aJi.mA 0Jij Ja, A (o) dr(o) = [A] kEEA o Ok 0, A(0) dr(o)

Desta forma podemos reduzimos o problema a mostrar que, para cada
. a yé ~ . .
k € A, a integral fQA o WUPA(U) dr(o). € nao-negativa. Como fizemos anteri-
ormente, para cada o € Q, fixado, vamos calcular primeiro a derivada de
P5(o) com respeito a J;;.

0 0
OPr(0) O [exp(—BHA(a))} - ZAE exp(—BHa(0)) — eXp(_ﬁHA(U))aJM Z
8Jij N &]@j ZA B (ZA)2
=32 exp(=BHA (@) 11 o) = exp(=BHA () 5= 2
- (Z0)?
_ BZyexp(=BH)(0))oio; — Bexp(—FHa(9)){0i0;)a
(Z4)?

_ Bexp(=BHx(0))
AN

[O'iO'j — <0'i0'j>A}

= BPa(0) [oi0j — (oi)a]
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Substituindo esta expressao na integral anterior ficamos com

B[ orloas — (oi0,)al Palo)di(o) = B((oisonn — (Gi0,)alow)a ).
Qa
Podemos usar a desigualdade de GKS-2 com A = {i,j} e B = {k} para
concluir que a integral acima é ndo-negativa. E como observado anterior-
mente isto implica que 9m,/dJ;; > 0 e assim, esta terminada a demonstra-
¢ao da desigualdade desejada. O

A préxima desigualdade de correlacao que vamos estabelecer e a De-
sigualdade GHS, provada pela primeira vez em 1970 por Griffiths, Hurst
e Sherman em [14]. A prova apresentada aqui porém é baseada nos tra-
balhos [7] de Ellis e Monroe e [[17]] de Lebowitz. A técnica utilizada nestes
trabalhos para provar a desigualdade é muito parecida com aquela que
usamos para provar GKS-2, com a principal diferenca sendo que ao invés
de duplicarmos variaveis, desta vez vamos quadruplica-las.

Fixado A C Z finito, vamos introduzir um sistema de spins quadrupli-
cado com espaco de configuracao Qf = Qx x 2y x Oy x Q4. Vamos re-
presentar um ponto deste espaco por um quadrupla ordenada (w,o,4,7),
onde cada uma das “coordenadas” w,o,d,n € Q. Definimos o Hamiltoni-
ano " : 04 — R por

H (w,0,6,m) = Hy(w) + Hy(0) + Hx(8) + Ha(n), (2.14)

onde H, é o Hamiltoniano do modelo de Ising dado por

HA(O') = —Z {Z %Jijaio-j + hzaz} .

ieA \jen

Analogamente a notacao introduzida na prova de GKS-2 vamos denotar
por (-); a esperanca com relacao a distribuicao de probabilidades definida

pelo Hamiltoniano H/(\4).

Lema 2.2.6. Para cada i € A defina as seguintes funcoes

i+ 0+ 0 + 1 i+ 0 —0i— i
Ai(w,0,6,m) = LE IO Bi(uw,0,6,m) = IO
(2.15)
i — 0i+0i — i —w; +0; +0; — 1
Cifuo,,6,m) = =T 2 Difw, 0,0,) =~ IO

Se no Hamiltoniano (2.14) cada h; > 0, entdo para quaisquer subconjuntos
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ndo-vazios A,I',0,T C A temos que
(AaBrCeDry)4 > 0,

onde av.a. Ax =[[;ca Aiy -+ Dy = [];ey Di-

Demonstragdo. Para cada i € A fixado, podemos representar (2.15) matri-
cialmente como segue

Aij(w,0,6,m) 1 1 1 1 w;
Bi(w,o0m) | 1] 1 1 -1 -1 o
Ciwoon | 2|1 -1 1 —1|]s
Di(w,0,0,m) -1 1 1 -1 i

E imediato verificar que as linhas da matriz acima sdo mutuamente or-
togonais e portanto a matriz acima induz uma aplicagao linear ortogonal
em R*, como tais aplicagbes preservam produto interno podemos verificar
que para quaisquer i,j € A que

1
wiwj + O'Z'O'j + 51(5] + 77’”7] = 5 <AZA] + BZBJ + C,LCJ + DiDj>,

onde na igualdade acima deve ser entendido que as fungoes A;, ..., D; es-
tao calculadas no ponto (w,s,d,n7). Portanto como igualdade de funcoes
podemos escrever

ieA (jeA

A partir deste ponto seguimos as mesmas ideias empregadas na prova de
GKS-2: expandimos a exponencial que aparece em (A BrCoDry)4 € usamos
o teorema de Fubini. Feito isto é facil ver que a nao negatividade deste
valor esperado segue se mostrarmos que a seguinte desigualdade é valida
para quaisquer numero inteiros positivos k, 1, m,n.

[ At Bla)Cr (0Dl e) (o) =
o

onde x denota a medida de contagem em }. Para provar que esta desi-
gualdade é verdadeira observamos primeiro que por simetria a integral
acima é zero a menos que k,l,m,n tenham a mesma paridade. Quando a
paridade é par o integrando é obviamente nao negativo e a desigualdade
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certamente é valida. Quando a paridade é impar usamos uma proprie-
dade especial dos spins de Ising que é w? = ¢ = §? = n? = 1, da seguinte
maneira: fatoramos

AFBlCr Dy = AP BITC DR - A BiCLD;

e em seguida, notamos que para qualquer ponto (w, o, d,n) vale a seguinte
igualdade

(A~ By Gy D){e.0,8,1) = 1(csor — dim)”

Desta forma temos que mesmo no caso de paridade impar a funcao no
integrando A¥B!C"D? é pontualmente ndo-negativa e o lema esta provado.
O

Teorema 2.2.7 (Desigualdade GHS). Considere o modelo de Ising no vo-
lume A com Hamiltoniano dado por

1
HA(O’) = —Z {Z §Jij0'i0'j + hZO'Z} .
ieA \jeA

Seja (), o valor esperado com respeito a medida de Gibbs a volume A
determinada por Hy. Se J;;,h; > 0 para todo i,j € A, entdo para quaisquer
sitios i, j,k € A temos a seguinte desigualdade

(gigjor)n — (o) a(ojor)n — (05)a(0iok) A — (Or)a(0ioj)a + 2(0i)a{0j)a{on)a < 0.

Demonstracdo. Defina as seguinte fungoes em QX‘)

w; + o0y Wi — 05
RZ‘(W,U7 57 77) = \/5 Si(w707 57 77) = \/§
(2.106)
0i + 1 0i — 1
E(w7 07 57 77) = \/§ Ul (w7 0-7 57 77) = \/§

Como observado por Lebowitz [17]

(gigjor)n — (o) alojor)n — (01)a(0iok) A — (Or)a(0iT) A + 2(0i)a(0j) A{OR)A

~V2 (RO ~ R S-S->(4)
kYl kP j A )
onde ()t é o valor esperado com respeito a medida de Gibbs determinada

pelo Hamiltoniano quadruplicado (2.14]). Para concluir a prova basta ob-
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servar que a ultima esperanca da igualdade acima pode ser escrita em
funcao das variaveis aleatoérias A;, B;, C;, D,, definidas em (2.15]), como se-

gue
() (5) - (4 (S,

—((Ax + By)(CiD; + C; D).

Ja que este ultimo valor esperado é nao negativo, pelo Lema [2.2.6| a de-
sigualdade GHS esta demonstrada. O

A principal aplicacao da desigualdade GHS é mostrar que a magnetiza-
¢do especifica a volume finito é uma funcao concava, quando vista como
funcao apenas do parametro i (campo externo). Este cdalculo é feito com
detalhes ao longo da prova do Teorema |3.4.3|

Além desta aplicagdao no modelos de Ising e Curie-Weiss é importante
mencionar que a desigualdade GHS pode ser também aplicada para de-
terminar propriedades de concavidade de certas equacoes diferenciais a
derivadas parciais e certos processos de difusao. CondigOes necessarias
e suficientes para a validade desta desigualdade sao apresentadas no im-
portante trabalho [8] de Ellis e Newman de 1978, bem como algumas
aplicacoes desta desigualdade em EDP’s e processos de difusao.

2.3 Condicoes Exteriores

Na Secao |1.3| apresentamos o modelo a volume finito e a magnetizacao
nesse modelo. O modelo ali definido é denominado com mais precisao
por modelo de Ising a volume finito com condicoes de fronteira(ou exte-
riores) livres. O volume A era considerado ali como um subconjunto de
Z. Poderiamos, entao, fixar os spins exteriores a A e definir a interagao
entre esses spins fixados e os spins de A. Esse outro modelo, com con-
dicoes exteriores definidas, € uma espécie de generalizacdao do anterior.
Como no modelo inicialmente exposto nao havia interagcao dos spins de A
com entes exteriores, diz-se que ele tem "condigoes exteriores livres". As-
sim, redefiniremos o modelo de forma a acrescentar as citadas condigoes
exteriores.

Precisaremos acrescentar no hamiltoniano os termos de interagao com
os spins exteriores. Os sitios exteriores a A sao os elementos de A = Z\ A.
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Logo, o estado fixado dos spins exteriores sera um elemento do conjunto
Qpe = {—1,+1}*". Esse estado exterior sera denominado 7. Podemos agora
escrever (formalmente pois, nao lidamos ainda com as questoes de conver-
géncia) o novo hamiltoniano de um modelo de Ising finito com condigdes
exteriores o como segue

Hi(o)=> {> _%Jijaio'j —hioi = Y Ji5;00}

ieA  jeA JEZ\A

O & superescrito em H¢ sera usado para nos lembrar que é um hamiltoni-
ano de um modelo com condicao exterior 5. E natural que os coeficientes
J;; tenham sido estendidos para i, j € Z com J; = 0,Vi € A. Podemos perce-
ber que a interacao com os spins externos a A age de forma muito similar
a um campo externo, pois um sistema com condigoes externas livres e
campo externo

hi=hi+ Y J5;
FEZ\A

tem exatamente o mesmo hamiltoniano. Logo, tanto faz definir um sis-
tema com condicao exterior & e campo externo i; ou um sistema com con-
dicao exterior livre e campo externo hs.

Quanto aos estados exteriores, aqueles de maior interesse tém todos
seus spins o; alinhados, ou seja, todos os spins valendo +1 ou —1. Esses
estados exteriores serao denotados estado +, quando para todo i € A€,
0; = +1 e estado — no caso simétrico.

Na secao seguinte nos restringiremos a mostrar a existéncia dos limi-
tes da magnetizacao quando A — Z para essas duas condigoes exteriores
especiais + e —. Como as duas condigdes sao totalmente simétricas, tra-
balharemos apenas com +.

2.4 Magnetizacao a Volume Finito

Usando o corolario da desigualdade de FKG (Corolario podemos
demonstrar a convergéncia da magnetizagao quando A — Z para os casos
com interacdo dependente apenas da distancia entre os spins, J;; = J(|i —
j|), campo externo constante h; = h e condicoes exteriores + ou —. Como a
demonstracao para o caso — € totalmente analoga, exporemos aqui apenas
0 caso +.
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O artificio a ser utilizado é comum a varias outras questdes sobre mo-
delos de Ising. Trata-se de fazer o campo externo em alguns sitios escolhi-
dos tender a +co. Intuitivamente, isso obriga os spins naqueles sitios a se
“alinharem” com o campo externo, sendo positivos quase certamente. O
sistema alterado, entdao, se comporta como um sistema com spins positi-
vos fixos nos sitios onde o campo foi aumentado. Assim, é possivel utilizar
o Corolério[2.2.3|para mostrar a ndo-diminuigéo do valor esperado de uma
funcao crescente qualquer quando fixamos um dos spins da rede no sen-
tido +1, j& que fixar um spin  seria equivalente a fazer h; — oo. Vamos
agora tornar essa ideia intuitiva algo mais precisa.

Deste ponto em diante, vamos assumir que J;; satisfaz

s_upz |Jij| < o0.

€L jez
Essa hipotese é conveniente para que possamos argumentar que todas as
somas envolvendo J;; que aparecem no restante desta se¢cao sejam abso-
lutamente convergentes.

Observando como a alteragao do campo externo h, influencia na ener-

gia de um estado ¢ podemos compreender melhor o que acontece quando
h, — co. A energia do estado ¢ com condigdes de contorno + é dada por

Hi(o)= Z{Z _%Jz’jgiaj — hio; — Z Jijoi}

iEA jEA FEZ\A

Elegemos-se, entdo, um sitio « fixado. Quando fazemos h, — oo, 0 termo
h.o, do somatoério acima faz a energia do estado ¢ tender a —oc se o, = +1.
Por outro lado, se ¢ é tal que o, = —1 entao a energia do estado ¢ quando
h, — +oo tende a +o0o. Ja que a probabilidade do estado ¢ é dada por

—HJ{ (o) —H}{ (o)
PX(O’) = ‘ Z+ = ‘ —H+(w)
A ZUJGQA e A
Evidentemente, se o, = —1, o0 numerador da probabilidade do estado o

tende a zero e como lim, , o Z7 = +oo temos que P} (c) — 0. Por outro
lado, se o, = +1, no numerador aparece um fator multiplicativo exp(h,) que
fard exp (—H, (¢)) — +o0. Contudo, o somatorio no denominador tem todos
os termos com w, = —1 tendendo a zero e todos os termos com w, = +1
com o mesmo fator multiplicativo exp(h,) que pode ser cancelado com o
equivalente do numerador.
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Desse modo, se denotamos por A’ = A\ {a} a caixa sem o sitio a, ¢’ a
restrigao de o a caixa A’, H,, e P;, respectivamente a energia e a probabi-
lidade para um sistema definido em A’ com condicoes exteriores + e spin
o fixo em +1, chegamos a seguinte conclusao

—H+, ’
e~ Hi () exp [~ 0] _ Pl (o)), sea,=+1

Z+
Pi(o) = A
A + ’
ZA ha—++00 0’

seo, =-—1

Pode-se concluir com a expressao acima que quando h, — co 0 sistema
definido em A com hamiltoniano H; é totalmente andlogo a um sistema
definido em A’ e com Hamiltoniano H}, onde o, = +1 é fixado. De fato,
pelo Teorema da Convergéncia Dominada para toda funcgao integravel f :
Q) — R com respeito a P, temos que

ha—+00 hao—+o00

lim ()= lim /Q F(0)Pr(o) di()
- / Loue i1y F(0) Pur(0") di(o)

Em particular se f : 2, — R ndo depende da variavel o, entdao podemos
escrever (com um pequeno abuso de notagao)

lim (f)X = (N)x-

ha—+00

Com esse resultado, continuamos com a andlise relativa ao limite da
magnetizagao com A — 7Z

A sequéncia cuja convergéncia gostariamos e analisar é a sequéncia
das magnetizagoes especificas de sistemas finitos com condigoes exterio-
res + e caixas de tamanhos crescentes. O natural seria utilizar a sequéncia
de caixas da forma ZN[-N, +N], contudo, para facilitar a exposi¢cao, como
a magnetizagdo especifica nao se altera ao transladarmos por um nimero
finito de sitios o sistema como um todo, utilizaremos a sequéncia de caixas
Ay = Z N [1,+N]. Para nao carregar a notacao vamos denotar a magneti-
zacao especifica do o sistema definido em Ay e com condigcdes exteriores
positiva, isto é, + (com 3, h e J;; = J(|i — j|) fixos) por

1 o 1
my = N<SN>AN = <N Z 0i>
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O objetivo desta secdao é mostrar a convergéncia da sequéncia de nu-
meros reais my. Para tanto precisaremos do Lema de Fekete, que garante
a convergéncia da média de sequéncias subaditivas, como posto abaixo.

Definicao 2.4.1 (Sequéncia subaditiva). Uma sequéncia de numeros re-
ais ay, N € N* é dita subaditiva se, para todo M,N € N*, ay;.n < ay + ay.

Lema 2.4.1 (Lema de Fekete). Dada uma sequéncia subaditiva {ay}y, a
sequéncia {ax/N}y converge e
. an . AN
1\}520 — = inf N
Uma vez provada a subaditividade da sequéncia {(Sx)a, }~, Seria pos-
sivel aplicar o Lema de Fekete, chegando a conclusao da convergéncia
da magnetizag¢ao no limite infinito m = limy_,. my. Para provar a citada
subaditividade, tomemos o modelo definido na caixa A,;, y com condigoes
exteriores +. Dividiremos esse sistema em duas caixas menores, a pri-
meira, a ser identificada por A,,, contera os spins de indices 1 até M. A
outra, contendo os N demais spins, de M + 1 até M + N, serd Ay. Equiva-
lentemente, a soma (Syyn)a,.,, Sera dividida em duas partes, ja que

+ + +

(SusmVhyw =L D o =( > o +( D o . 217

ieAJVI+N 1€EA N 1EAN

Apg4N ApynN Aran

Em seguida, se alteramos o sistema de modo a introduzir campo infinito
nos sitios de Ay, ou seja, manter constantes todos os demais parametros,
mas alterar {h;} fazendo h; — +oo para os sitios i € Ay, temos um sistema
resultante com spins em Ay fixos em +1. A restricao a A,, do sistema
resultante tem spins com interacao J(: — j) dentro de A,;, e que também
interagem com spins fixos em +1 fora de A,,. Portanto, o sistema resul-
tante é exatamente igual ao sistema definido em A,; = A, e com condigoes
exteriores +. Como apenas aumentou-se o campo externo h; em alguns si-
tios, o Corolario da Desigualdade de FKG nos garante que nao ha
diminuicdo da fungéo crescente (3, . 0i)y,,, .- Em outras palavras,

+ +

> o <Y o) =(Su)f,, (2.18)

€A N A]M+N €A Anrg

Vamos analisar agora a segunda parcela no termo a extrema direita de
(2.17). A diferenca da analise deste termo para a do caso anterior é que
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Ax =ZN[M+1, M+ N, que a rigor é diferente Ay = ZnN[1, N]. Isso ndo gera
problema para comparacao, pois estamos supondo que nossa interacao
Jij = J(|i — j|), isto é depende apenas da distancia entre entre pares de
spins e o campo externo h é constante. Sendo assim, é possivel transladar
todo o sistema de Ay =ZN[M +1,M + N| para Ay = ZN[1, N] sem alterar
a soma dos spins na caixa sob analise. E, repetindo o argumento do caso
anterior obtemos a seguinte desigualdade

<Z ai> < <Z ai> = (SN hx- (2.19)

1EAN A]\/I+N 1I€EAN Ay

Juntando a ultima expressao com as duas desigualdades anteriores,
podemos concluir que

(MmN Ry < (SR, + (SVIR - (2.20)

Assim a sequéncia de numeros reais {(Sy)X, }~ €, pois, subaditiva. Pelo
Lema de Fekete, com ay = <SN)XN temos que existe o limite da magnetiza-
¢ao especifica

= Jim = (6L, = ot (S0,
Esse resultado sera enunciado mais a frente como um lema para posterior
referéncia.

Utilizando o mesmo raciocinio, é possivel também provar a existéncia
do limite da magnetizacao especifica para o caso de condigdes de contorno
livre, notagdo my ,, onde m%, = (Sx/N){ , com o superescrito f denotando
a condigao de contorno livre ou “free”. Vamos provar a existéncia do limite
neste caso com campo externo h > (0. Para isto sera usado o corolario
da Desigualdade GKS-2 (Corolério 2.2.5). Com ele vamos mostrar que a
sequéncia {(Sy)ay.0}n € superaditiva, isto é,

(SN hyonn = S h o+ (S

Para tal, novamente separaremos a caixa A,;, y em suas duas partes A,
e Ay. Em seguida, constroi-se um novo sistema com J;; = 0 sempre que
i € Ay e j € Ay. Desta forma anulamos a interagao dos spins entre dos
sitios Ay, e Ay e portanto o que obtemos sao dois sistemas independentes.
Assim, apos se “desligadas” estas interacgoes, as duas partes restantes
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sao totalmente equivalentes (a menos de uma translagao) a dois sistemas
independentes definidos em A,; e Ay.

Como houve apenas a reducao de algumas interagoes J;;, o corolario da
desigualdade de GKS-2 nos garante que nao ha aumento na magnetizagao
em nenhum dos subconjuntos A;; e Ay. Conclui-se, como desejado, que
(Snron )i > <SM>£M7h + <SN>1{N7,1. Usando agora o Lema de Fekete para

Apyn,h =
sequéncias superaditivas podemos garantir a convergéncia da sequéncia

{(SV) 4y n/N}n

Lema 2.4.2. Para um modelo de Ising finito definido em uma caixa si-
métrica Ay = Z N [-N,+N]|, com constantes de acoplamento invariantes
por translagdo J;; = J(|i — j|), campo magnético constante h; = h e con-
dicoes exteriores livres, positiva(+) e negativa(-), fixado qualquer valor
do inverso da temperatura 3 a sequéncia das magnetizacdes especificas
my = (Sy/N)a, converge para m = limy_,o my-.

2.5 Algumas Propriedades de Sy /N

Seguindo o raciocinio da secao anterior, tomamos uma sequéncia de mo-
delos de Ising a volume finito com condi¢coes exteriores livres definidos
em Ay = Z N[0, N]. Principal diferenca dos modelos considerados nesta e
na segao anterior, é que aqui vamos assumir que h; = h > 0, ou seja, campo
externo constante e positivo. Ja mostramos na sec¢ao anterior a existén-
cia da magnetizacao m no limite N — oco. Nesta secao vamos estudar o
comportamento de P,, ; no limite termodinamico (N — o).
Com os resultados até aqui apresentados, é possivel verificar que

oo = Jim a0 = Jim 0=0
pois vimos na Secao que se h =0 entao my, g0 =0,

Como a desigualdade de FKG nos assegura que o aumento no campo
magneético ndo diminui a magnetizacdo, temos que se i > 0 entdo mp, s, >
0 para todo N e portanto o limite também é ndo-negativo, isto é, mgs;, >
0. Lembrando que mg; = limy_00 (Sv/N)ay.n, podemos afirmar que o valor
esperado da sequéncia de varidveis aleatérias Sy /N converge um valor
nao negativo.

Grosseiramente falando, a principal meta desta segcao ¢ mostrar que
além de ter média convergindo para um valor nao-negativo, no “Limite
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Termodinamico” a variavel aleatdria Sy/N nunca se alinha contra o campo
externo h. De maneira mais precisa, vamos mostrar que se h > 0 entao

. Sy
]\ll_I)nooPAN’ﬁ’h <W < —a> =0
para qualquer valor positivo a € (0, 1].

Para facilitar a notacao da prova do fato mencionado acima, vamos
omitir a dependéncia da medida de Gibbs com respeito ao parametro 3 e
escrever simplesmente, para todo evento A,

Pay.sn(A) = Payn(A).

Para demonstrar o resultado enunciado acima vamos comecar obtendo
cotas superiores para

S
Pay.h (WN < —CL> =Payn(Sy < —aN).

Dado um estado o pertencente ao evento Ey, = {0 € Quy|Sy < —aN},
existe um estado simétrico —o, elemento do evento —FEy, = {0 € Qn|Sy >
+aN}. Podemos calcular a diferenca entre as energias dos estados o e —¢o
como mostrado abaixo:

1
HA(O') —HA(—O') = — Z _§Jijo-io'j — hZUz

i,jEA i€A
1
£ 3 Sdil=o)(=0;) + 1Y (~a)
i,j€EA icA
€A

Observe que ao passar de o para —o todos os spins sao invertidos, a
energia de interacao entre qualquer par (i, j), representada pelo termo
—1J;0,0;, fica inalterada, pois o;0; = (—0;)(—0;). Por outro lado, a energia
de interacao com o campo externo h, que é hSy(c) para o estado o, passa
a ser —hSy(o) para o estado —o.

Portanto para todo ¢ € Ey,, temos que

HA(O') — HA<—O') Z +2haN
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Assim, o estado o, por ter a maioria dos spins alinhados contra o campo
externo, tem energia pelo menos 2haN > 0 maior que o estado —o. Como
os estados com menor energia sao mais provaveis, a comparacao das pro-
babilidades desses dois estados simétricos nos da

Payn(0) _ exp[-BHyyn(0)]
Payn(=0)  exp[=BHyn(—0)]

= exp(2BhSn(0)) < exp(—2FhaN).

Mas a desigualdade acima vale para todo estado o € Ey,, logo vale tam-
bém quando comparamos os eventos Ey, € —FEx,. Ja que a probabilidade
de qualquer evento esta limitada por 1, temos que P, s1(—FEn.) < 1, logo
podemos concluir que

Payn(Ena) < exp(—28haN) - Payn(—Ena) < exp(—2BhaN).

Tomando o limsup em ambos os lado da desigualdade acima, ficamos com

S
limsup Py p (WN < —a) < A}im exp(—26haN) = 0.
—00

N—oo

Ja que a medida de qualquer conjunto é nao negativa e o limite superior
é zero, podemos afirmar que o seguinte limite existe

. S
lim Py, (WN < —a) = 0. (2.21)

Esse resultado nos sera util no ultimo capitulo, pois 14 mostraremos que,
para um certo sistema que atende as hipoteses tanto desta se¢gao como da

anterior (2.4),
lim inf < (S—N) 2> =m® >0
N—oo N - ’
An,h

Uma vez obtida a desigualdade acima, é possivel aplicar o resultado pro-
vado nesta segao para mostrar que

2
liNHLiOI})f < (SWN) > =m® = m(B,h) = A}l_I)ICl)O <S—]\][V>A ) >m®.
An,h N

Para mostrar a implicagao acima, vamos usar a definigao do valor espe-
rado ((Sx/N)?)s,.» € uma decomposicao apropriada do espago 2, em trés
subconjuntos, que serao definidos de acordo com o valor de Sy/N como



Capitulo 2. Propriedades Gerais 37

segue

(), (558 mosmo

- /S]zvv<_a( SJ\;\(fﬂ ) 2 Pay.pn(0)dr(o) + /’SN ‘Sa( 5}\;\([0—))2 Pay,sn(0)dr(0)

N

! /SN/N>+a (5@\(]0))2 Pay.pn(0)dr(o).

Observe que o limite inferior da integral sobre {Sy/N < —a} € zero. De
fato, basta observar que |Sy/N| < 1 e usar a igualdade (2.21)

2
liminf/ (SN(G)) Py .s4(0)dr(0) < liminf/ Pay,pn(0)dr(0)
Sve g\ N SN g

N—o0 N—oo

o SN
= hNIIl}OI(l)f]P)ANﬁﬁ (W < —a>

=0.

Para a integral sobre {|Sy/N| < a} usamos que a medida P, € limitada
por 1 e que o integrando é limitado por «?, assim,

/’S/vv(sa (S]\;\([U))2PAN,,B,h(O')d/Q(O—> <

Como estamos assumindo

m? = lim inf < (S—N>2>
o N—oo N ’
An,h

temos que o limite inferior sobre toda a expressao de ((Sy/N)?*)x,.» € cotado
superiormente por

m® = lim inf SN 2 = lim inf Sn(o)\’ P (0)do
= N—o0 N . B N—s00 ’SfN‘<a N AN.Bh
.. <

N
.. SN(U) 2
+11Nrri)10rc1>f/SN>+a( N ) Pay pn(o)do
N

S
§&+mmﬁ/ “@mwmww,
N> ta
N

N—o0 N
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onde na ultima desigualdade usamos 0 < Sy/N < 1, nos permitindo con-
cluir, neste caso, que S%/N? < Sy/N.
Da desigualdade acima segue imediatamente

lim inf/ SN(U)IP’ANﬂ’h(U)dJ >m® —a?,
STN>+a N

N—o0

Aplicando exatamente o mesmo raciocinio a liminfy_ o {(Sx/N)ay s € @
desigualdade acima, concluimos que

. SN R TI SN R T SN<U>
g () =t <W> =it || S P salo)de

.. SN(U)
+hNHi>loI;f/’SJ<]\r‘Sa N PAN,Q,h(U)dU

.. SN(U)
>
= a+111vrriloréf/s}6v>+a N Pay,pn(0)do

> —a+m® — a2

Contudo, como o resultado é valido para todo « € (0, 1], segue

SN
— lim (2% > m®.
0= (), =

Com uma pequena adaptacao do argumento dado acima, temos na ver-
dade provado o seguinte lema.

Lema 2.5.1. Dado um modelo de Ising finito definido em uma caixa sime-
trica Ay = ZN[—N,+N|, com constantes de acoplamento J;; € R (ndo neces-
sariamente ferromagnéticas), campo magnético h; tal que liminf, . h; >
h > 0 e condigoes exteriores livres, fixo qualquer valor do inverso da tem-
peratura (3, se existir o limite das magnetizagobes finitas

m(f, {hi}tiez) = ]\P—rgo <m>AN,{hi}iEAN

e liminfy oo ((Sn/[AND*) Ax (hitieny = m® (8, {hi}icz) > 0, entdo m(B, {h;}icz) >
m® (8, {hi}icz) > 0.



Capitulo 3

Modelos com Interacoes
Translacionalmente Invariante

3.1 Introducao

Nos capitulos anteriores definimos o modelo de Ising com interacgdes fer-
romagnéticas J;;. Em alguns dos resultados expostos a unica propriedade
importante das interacoes J;; era sua positividade. O tema deste capitulo
sao os sistema com constantes de acoplamento J;; dependente apenas da
distancia entre os sitio i e j, ou seja, J;; = J(|i — j]).

Na Secao apresentamos o modelo de Curie-Weiss (CW), modelo no
qual cada spin interage apenas com a magnetizacao total. Por estar entre
os mais simples modelos de Ising que apresentam transicao de fase, é
possivel realizar uma série de calculos explicitos envolvendo esse modelo.

A Secao traz os calculos detalhados de uma fungao denomida pres-
sdao nesse modelo. Em seguida, na Secgao |3.4] é apresentada a relacao
entre a derivada da pressao e a magnetizacao. Continuando o raciocinio,
a Secao [3.5| utiliza os resultados anteriores para calcular explicitamente
a magnetizagcao no modelo de CW, mostrando que ha uma regiao de altas
temperaturas em que a magnetizacao é nula. Finalizando a analise do mo-
delo de CW, a Secao (3.6|compara um Modelo de Ising arbitrario (somavel)
com um modelo de CW, mostrando que este ultimo apresenta magneti-
zacao que nao supera a do primeiro. Essa linha de raciocinio demonstra
que qualquer Modelo de Ising somavel apresenta uma temperatura critica
finita acima da qual a magnetizacao é nula.

Em tratamos dos modelos com interacao do tipo lei de poténcia,
isto é, J;; = |i — j| . Nessa secao citamos varios resultados ja conhecidos
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em 1969 sobre esses modelos. Veremos que no limite quando N — o,
para o caso nao somavel a < 1, quase todos os spins estarao alinhados
com probabilidade 1 e havera magnetizacao nao nula para todo 3. Ja para
0 caso « > 2, a situagdo é inversa para todo 3 > 0 a magnetizacgao limite
sera zero. Os casos mais interessantes, que apresentam transicao de fase,
serao tratados no préximo capitulo.

A ultima secgao do capitulo, mostra como ao se classificar os mode-
los do tipo lei de poténcia ganhamos também maior entendimento sobre
outros modelos com interacoes translacionalmente invariantes.

3.2 Modelo de Curie-Weiss

O modelo de Curie-Weiss a volume finito € um modelo de Ising como apre-
sentado na Secao em que as constantes de acoplamento J(|i — j|) sao
dadas por J; = #/|A|, sendo # uma constante real positiva. Ha uma
importante diferenca na sequéncia de modelos que tomamos ao calcular
funcdes no Limite Termodinamico. No modelo de Ising dado um par de
spins (i,j) as constantes de acoplamento J;; sao fixas, independentes do
tamanho da caixa |A|. J& no modelo de Curie-Weiss essas constantes de
acoplamento variam com o volume |A|, sendo constante apenas o parame-
tro ¢, correspondente a soma das interagdes de um spin com os demais.

Neste texto, vamos nos concentrar exclusivamente no caso ferromag-
nético, isto é, # > 0. O caso # = 0 é trivial, pois a medida de Gibbs ¢é
na verdade a medida produto de medidas de Bernoulli. A energia de cada
estado o nesse modelo sera denotada por Hf}Y' (o) e dada por:

Hizv(a) = — Z 2‘A|UZ0] z:haZ (3.1)

1,JEA

Se h = 0, por exemplo, entdo temos que

szf”’ﬂ ~Sog [Zw]_ > 2o [ 1

1€EA JEA 1EA

No modelo de Curie-Weiss é simples entender a relacao entre o valor
esperado de um spin qualquer (c;), € a magnetizacao especifica m,, =
(SA/|Al). Para isso basta observar que devido a simetria do modelo, dados
dois sitios i e j quaisquer, temos (o;)x , = (¢;)a.». LOgo, segue da linearidade
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do valor esperado, que
w), AP, -
map = ( — = Al{o; Ti) Ak (3.2)
= (1), = (R, = A s = yiliedns = (o

ou seja, o valor esperado de um spin qualquer é exatamente a magnetiza-
cao especifica.

3.3 A Pressao do Modelo de Curie-Weiss

Nesta secao vamos definir e calcular a pressao do modelo de Curie-Weiss.
A funcao de particao Z, desse modelo pode ser calculada utilizando o ha-
miltoniano (3.1). Para cada natural N, temos A =[-N,N|NZe

ZA—ZeXp<Z AT BhZal)

o€ i,jJEA €A

S e (22 (Z |A’>2+ﬁhzm

oEQA 1EA

Claramente o termo quadratico na expressao acima € o termo que cria
dificuldade na obtencdao de uma férmula mais explicita para Z, e con-
sequentemente para a pressdo, cuja definicdo serd apresentada mais a
frente. Para superar essa dificuldade, a ideia é reescrever o termo qua-
dratico como uma integral Gaussiana. O primeiro passo para isso é con-
siderar a seguinte identidade:

=
e 2 +\/§atdt’

“ v

que é valida para todo « € R. Usando essa identidade na expressao da

funcao de particao com
_ BI A 0
V 2 ; |A]
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temos que

7y = UZ;A exp ( A (& IA\) ) exp (M;Aai) .

2o () ) 5

€A

\/ﬂg%/em( -t +t\/7162/\01> dt - exp (ﬁhg@>
\/%a%%/ l} [exp ( Wa,+5hol>] exp (‘Tﬁ) d.

Para simplificar o termo que aparece mais a direita da igualdade acima
vamos precisar da seguinte observacgao: se G : R? — R ¢ uma fungao Borel
mensuravel ndao-negativa, entao

Z/Ham -y X /Ham

A9 €A o_ne{-1,1} one{-1,1} 1EA

(3.3)

:/R Y .. % G(t,aN)...G(t,aN)]dt

o_ne{-1,1} one{-1,1}

A_Z7GtaN . Z GtUN]

=/RHZ

ieA o;e{-1,1}

Em vista dessa observacao e de (3.3) obtemos

Iy = \/ﬂ/ H L p 11}exp (t\/%al +ﬁh0i>] exp (_Tt?) dt.

A expressao dentro do produtdrio acima pode ser escrita como

Z exp (t ﬁﬁ o; + ma) = 2cosh (t ﬂ‘]{ + ﬁh)

a’ie{—l,l}
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Substituindo essa expressao na ultima igualdade obtida para a fungao de
particao ficamos com
—$2
— | dt
(%)

Z\ = m/H[QCOSh( ﬁ/{ —i—ﬁh)
e

[A]

9lA| s /

= cosh [ ¢ + Bh
V2 Jr [ ( Al

Com essa expressao alternativa da funcao de particao, é interessante

neste ponto definir a pressao.

(3.4)

Definicao 3.3.1. Considere a sequéncia de volumes Ay = [-N,N|NZ. A
pressdo do modelo de Curie-Weiss é definida por

p(B,h) = lim

log Za (B, h).

Observacao 3.3.1. A prova de que p(3,h) estd bem definida para todo
B> 0e hcR (existéncia do limite acima) serd dada na sequéncia, usando
a representacdo integral que obtivemos em para a funcdo de particdo
Zx. Além de mostrar a existéncia de tal limite, vamos também obter uma
férmula explicita para a pressdo, veja Teorema[3.3.3]

Para provar a existéncia do limite acima vamos precisar do seguinte
lema auxiliar.

Lema 3.3.2. Seja (2, F, ) um espaco de medida. Suponha que para todo
1<p<ootemos f € LP(Q,F,u). Entdo | f|l, = |l flle, quando p — occ.

Demonstragdo. Seja K; = {w € Q : (||fllec —90) < |f(w)|}. Entao temos que
Irs(I fllo — 0)? < 1k,|f|P. Integrando ambos os lados dessa desigualdade
com respeito a ; temos que

H 1l =87 < [ T 17 d < 171,

Tomando a raiz p-ésima nessa desigualdade e em seguida o liminf quando
p — oo ficamos com

S =

(1lloo = 0) = Tim inf pu(K5)? (|lflloo — 0) < lim inf | £]],.
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Ja que § > 0 é arbitrario segue que
1flloo < liminf [[£]],. (3.5)
p—00

Como |f(w)| < ||fll #-quase certamente temos que para todo 1 < ¢ < p que

HfHZZ/QIf(w)Ipq\f(w)lqdu(W) < I\fll’éoq/glf(w)\qdu(w) = (1A LA

Tomando a raiz p-ésima em ambos lados da desigualdade acima e em se-
guida o limsup quando p — oo ficamos com

s 1, < timnsup (17121715 ) =timsup (171°2° ) s (171F) = 171
[eS) pP—00

p—o0 p— p—o0
A desigualdade acima juntamente com (3.5) nos fornece
limsup || fllp < [|fllec < liminf[|f[],
P—+00 p—o0
e, portanto,
[flloe = Lim [[£][5.
p—00

]

Teorema 3.3.3. Sejam N e Ne Ay =[-N,N|NZ. Se 7,3 >0e h € R entdo
a pressdo do modelo de Curie-Weiss é dada por

IOg ZAN

(x — Bh)* }
28 7 '
Demonstracdo. Para facilitar a notacao vamos omitir o subindice N no

volume Ay, escrevendo apenas A e também escreveremos Z, ao invés de
log Zx, (B,h). Pelas propriedades basicas do logaritmo e por (3.4)) temos
1

p(B,h) = lim = log(2) + sup {log(cosh(x)) -

N—oo |AN| TzER

que (1/|A])log Zy =log Z)" e também igual a

— - 1
[A| TA]

2 | By ] -
log (2#)% /R _cosh (t W—I—ﬁh)_ exp (T) dt

~ 1Al -

B 2 | By ] —2
= log ((27r)211\) + log /R _cosh (t W —I—ﬁh)_ exp (T) dt

E

E ficil ver que a primeira parcela no lado direito da igualdade acima con-
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verge para log(2) quando |A| — co. Precisamos mostrar que a segunda par-
cela também converge. Fazendo na integral acima a seguinte mudanca
de variaveis

u=t %+Bh = t:(u—ﬁh)“% e dt:,/%du.

o segundo logaritmo acima pode ser reescrito como

() [ eorten (o557 o] )

Usando propriedades basicas do logaritmo e fazendo apenas uma simpli-

ficacao algébrica no integrando, a expressao se torna

o ( () ) [ [omtn-en (257225)] "] )

J& que para todo p > 1 a funcao F dada

F(u) = cosh(u) - exp (—(u - ﬁh)?)

267

pertence a L?(R, %#(R),dz) podemos aplicar o Lema (3.3.2) para garantir
que o argumento do segundo logaritmo acima converge para ||F|. > 0,
quando |A| — co. Ja que

ﬁlogZA = log ((2;21) + log ((%)M) + log (HFH\AI)

o lado direito é soma de trés sequéncias convergentes e, portanto, con-

verge. Além disso, o limite € dado por

.1
p(B,h) = lim —=log Zy = log(2) + log (|| F[|~)

= log(2) + log (i‘ég {cosh(u) " EXp (%) })

(:c—ﬁh)Q}.

= log(2) + sup {10g(<303h(”7>) 287

zeR



Capitulo 3. Modelos com Interagdes Translacionalmente Invariante 46

Estamos interessados na pressao do modelo de Curie-Weiss porque po-
demos mostrar que a magnetizacao especifica desse modelo esta relaci-
onada com uma derivada parcial da pressao. De maneira mais precisa,
vamos mostrar na secdo seguinte que a funcao f(8,h) = —3'p(8,h), (cha-
mada de Energia Livre) para todo h» # 0 e 8 > 0, tem derivada parcial com
relacdo a h, que a sequéncia m,;, — m(S,h) de fato converge para todo
B>0ehcR, e, além disso,

O (6.h) = m(B.h) = limy ma. (3.6)

Como temos uma formula explicita para p e, consequentemente, para f,
poderemos mostrar, usando a equacgao acima, que nao ha magnetizagao
espontanea para g € (0, ¢ ']. Em outras palavras, vamos mostrar que se
B e (0, 77 entao
_ f _

lim m(5,h) = lim hm ma, = lim — (5 h) = 0.

h—0+ h—0t A—=Z h—0+
Por outro lado, se 5 > #~! entao mostraremos que ha magnetizacao es-
pontanea, isto é,

1 = lim —
g, 0 ) = b, =5

Portanto, no modelo de Curie-Weiss sabemos exatamente qual é o inverso
da temperatura critica de transicédo de fase, 5. = #~!!

No capitulo anterior mostramos que m,;, = —my —,. Usando essa iden-
tidade em temos que

of _of
5L (8. ) = 5 (B, —h).

Dessa forma, no modelo de Curie-Weiss se § > _# ' (onde o modelo tem
magnetizacdao espontanea) entao

h—0+ %( N h;>0+ h;>0* %(57 h) = —hligL m(B,—h) < 0.
Logo a Energia Livre (ou pressao) tem derivada parcial com respeito a i
descontinua nos pontosem que h =0e 8 > _#'. Dito de outra forma, para
uma temperatura fixa no regime onde ocorre magnetizacdo esponténea
(baixas temperaturas) a energia livre vista como funcao do campo externo
h é descontinua na origem h = 0.
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3.4 Curie-Weiss e a Derivada da Pressao

Nesta secao vamos definir a pressao e a energia livre a volume finito do
modelo de Curie-Weiss e estudar suas relagoes com a magnetizagao espe-
cifica a volume A.
A Pressao e a energia livre a volume A = [-N, N| N Z sao definidas para
B >0 e h € R pelas seguintes expressoes
log Zx. (B, h 1
pa(ph) = IR sy~ Loaan.
[An] B
Teorema 3.4.1 (Convexidade de Pressao). Sejam N e Ne A = [-N, N|NZ.
Fixado 8 > 0, temos que a func¢do h — px(8,h) € uma funcdo convexa de R
em R.

Demonstracdo. Para mostrar que, para qualquer 3 fixado, h — pa(3,h) é
uma funcao convexa é suficiente mostrar paratodo 0 < a <1e hy,hy € R
vale a seguinte desigualdade

ZA(/B,Oéhl + (]_ — Oé)hg) S ZA(B; hl)a . ZA(B,]'LQ)I_O[. (37)

De fato, tomando o logaritmo em ambos os lados da dessa desigualdade e
em seguida dividindo por |A| obtemos

1
7108 Za(B, ahy + (1 — a)hs)

pa(B,ahy + (1 — a)hy) = |A]

—
log Z log Z
|Al 0og A(ﬁ?hl) ‘AJ 0og A(ﬁahZ)

= apa(B; h1) + (1 — a)pa(B, ha).

Assim, tudo que temos que fazer é mostrar que a desigualdade (3.7) é
valida sob as hipoteses do teorema. Pela definicdo da funcdo de particao
o lado esquerdo de (3.7) é dado por

SESE

AN

UZO'] + Blahy + (1 — a)hs] o, (3.8)
2|Al

i,JEA €A

que por sua vez € igual a

Z exp (Z gﬁj 0,03> - exp (aﬂhl Zm) exp <(1 — «a)Bhsy ZUZ‘) . (3.9)

(IS (IS
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Usando as propriedades basicas da fungao exponencial temos que a ex-
pressao acima € igual a

a l—«
Z exp <Z 20 O'ZO'J> . [exp <6h1 ZO’Z'>] lexp (ﬁhgzm)] (3.10)
IS N i,JEA iEA iEA

Considerando a medida p definida no conjunto das partes de Q, por

w(E) :/Q 1p(o)exp ( ﬁiazaj> dk (o),

onde ~ é a medida da contagem em (,, podemos reescrever a expressao
(3.10), que € igual a Z, (8, ahs + (1 — a)hy), cOomo segue

Za(B,ahy + (1 — a)hy) = /Q lexp <ﬂh1 Z ai>] lexp (ﬁhg 201-)] du(o).

Aplicando a desigualdade de Holder no lado direito da igualdade acima
comp=1/aeq=1/(1 —a) obtemos

Za(B,ahy + (1 — a)hy) = /Q [exp (ﬁhl Zaz>] [exp (Bhg Z 0'2'>] du(o)

€A i€A

([ (o)) (Lo ()] )

< ZA(B, 1) Za(B, ha) ™"

Provando (3.7) e, consequentemente, a convexidade de h — pa (S, h). ]

Corolario 3.4.2. Sejam N e Ne A = [-N, N|NZ. Fixado 3 > 0 temos que a
fungdo h — fA(B,h) € uma fungdo concava de R em R.

Demonstracdo. Ja que fa(8,h) = —B 7 'pa(B,h) € B > 0 é uma constante o
resultado segue diretamente da convexidade de h — p, (3, h). ]

Teorema 3.4.3 (Concavidade da Magnetizacao). Sejam N € N e A =
[-N,N]NZ. Fixados ¢ e [ > 0, temos que a fung¢do h — mx(5,h) € uma
fungdo céncava em [0, +oc).

Demonstracdo. Como paratodo A e 8 > 0 fixados h — mx (3, h) € uma funcao
de classe O é suficiente provar que L,m,(3,h) < 0. Do Corolério m
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temos
0 1
a_hmAvﬁv{h‘l}l€A - W/BZ |:<0-]0-Z>A7ﬁ7{hl}l€/\ - <O-]>A7B7{hl}2€A <O-7‘>A767{hl}l€1\:|
t jEA
Considere a aplicacao v : R — R**! dada por v(h) = (h,...,h). Entdo temos

para todo » € R que a magnetizagao especifica do modelo de Curie-Weiss
com campo constante myg;, € dada por my g n1..,, COM h; = h,¥i € A. A
regra cadeia nos da

d

—_ = V . * ! h/
dhmA767h mA?ﬁ?{hl}’LEA {hl}leA:'y(h) 7( )
0
= Z a_himAva{hi}ieA
1EA
1
=8> [ojoi)asn —(05)asn{Ti)asn] -
’A‘ i,JEA

Note que, nessa ultima igualdade, o valor esperado é calculado com cam-
po externo constante igual a . Um cdlculo andlogo ao feito na prova do
Corolério [2.2.3 mostra que

d

25 \0i%iAsn = B> [oiojok)asn — (0:05)a 510k A 5]
keA

Uma vez que sabemos calcular

d

a5 \Oilasn =1 > Uoioryasn — (0 asn(08)apm]
keA

temos, pela regra do produto para derivadas, que

d? B d d p
S Asn = I l;\ [%<0j0i>A,ﬂ,h - %<Uj>A,ﬂ,h<Ui>A,,8,h — <aj>A,ﬁ7h%<gi>M7h]
BQ
— W Z [<Uz‘0’j0’k>/\,6,h — (o)A loj0) A8 — (05 A 81 {TT1) A B
i g ke

— (o) asn{0i05)A 8.0 + 2<Ui>A,B,h<‘7j>A,,6’,h<‘7k>A,f3,h}

<0

)

onde, na ultima desigualdade, usamos o Teorema (Desigualdade
GHS) para cada termo entre os colchetes acima. O
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Antes de passarmos para o enunciado e prova do teorema mais impor-
tante desta secdao, vamos lembrar o enunciado de um teorema classico de
Andlise Convexa que sera usado varias vezes adiante.

Teorema 3.4.4. Para cada n € N seja f, : R — R uma fung¢do convexa. Seja
D C R um subconjunto denso. Suponha que f,(x) — f(z), quando n — oo,
para todo z € D. Entdo as seguintes conclusées sdo vdlidas.

i) Olimite f(z) = lim, . f.(z) existe para todo z € R e define uma fung¢do
convexa em toda reta.

ii) A sequénciade funcgodes {f,} converge uniformemente nas partes com-
pactas da reta.

Demonstracdo. Veja [20] pagina 90. O

Teorema 3.4.5. Sejam N € N, § > 0, h € R e my,(8,h) a magnetizagdo
especifica do modelo de Curie-Weiss a volume Ay com ¢ > 0. Fixado 8 > 0,
existe uma sequéncia de numeros naturais {N;(3)} = {N;} e m(8,h) € R, tais
que para todo h € R temos

m(B,h) = lim My, (B, h).

A aplicagdo h — m(8,h) é concava em [0, +oc0) e continua no aberto (0, +oc0).
Aléem do mais,
—C%f(ﬁ,h) =m(p,h), Vh € (0, +00).
Demonstracdo. Assumindo a existéncia do limite lim;_,. MAy, (8,h) temos
que a funcao i — m(S, h) é concava pois, € limite pontual de funcdes conca-
vas. A continuidade no intervalo aberto (0, +o0) segue do fato que qualquer
funcao real concava definida em um aberto é uma funcao continua. Por-
tanto resta provar a existéncia do limite lim;_, MAy, (B8, h) sob as hipdteses
do corolério.
Fixados 5 > 0 e A temos que

d d 1 1 1 d
— W=————logZap| =2
1
- m<z > S

Da igualdade acima e do Teorema Fundamental do Calculo temos que

h
FA(B,0) — fa(B.h) = B /0 ma(B.x) do.
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Segue do Teorema (existéncia da pressao) que o limite do lado es-
querdo da igualdade acima existe para todo 5 > 0 e h € [0,4c0). Vamos
denotar por f(g,h) tal limite. Lembrando que A = [-N, N] N Z podemos
escrever

f(8,0) = f(8,h) [fa(8,0) = fa(B, )] = lim [ my (B, z) da. (3.11)

= Ry A

E preciso um certo cuidado para lidar com o limite que aparece acima.
Seja {q1,.--,qn,...} uma enumeracao arbitraria de Q. Como |m(8,q)] < 1
segue do Teorema de Bolzano-Weierstrass que existe uma sequéncia de
numeros naturais {N;(q1)}ien tal que a sequéncia ma, , (8, ¢:) de numeros
reais converge para algum numero real m(3,q;) € [-1,1]. Para facilitar
a notagao vamos escrever apenas my, (0, ¢:) para denotar mANM)(B,ql).
Logo podemos escrever

lim muy, ) (B, 1) = m(B, q1)-

1—00

Pelo mesmo argumento apresentado acima, para o racional ¢, podemos
encontrar uma sequéncia {N;(¢)}ien contida em {N;(q1) }ien € UM nUmero
real m(53,¢) € [—1,1] tais que

lim my;,(g0) (B, G2) = m(B, ¢2).

1—00

Procedendo uma induc¢ao formal, podemos argumentar que existem sequén-
cias de numeros naturais {N;(q;) }:cn satisfazendo

{Ni(q1) }ien D {Ni(q2) bien D ... D {Ni(gj) bien D - ..

e numeros reais m(f, ¢;), para todo j € N, tais que

lim my; (g, (8, ¢2) = m(B, q2).

i—00
Pelas propriedades elementares de limites de sequéncias e pela constru-

¢ao acima podemos afirmar que, para qualquer ; € N fixado,

lim mNi(Qi)(ﬁ7 qj) = m(67 Qj>-

1—00

Isso mostra que a sequéncia de fungoes

hies may,,, (B, h)
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converge em Q. Como cada uma dessas fungoes é concava e Q é denso em
R, podemos garantir pelo Teorema que a convergéncia ocorre para
todo h € R, isto é, para todo h € R temos

mANi(qi)(/B’ h) - m(ﬂ? h)7 CIU.ando 7 — 0.

Como existe o limite em (3.11)) segue que

h
lim m dr = lim m a:
N—>c>o/0v An <ﬁ z—)oo/ ANitas) 5

Usando que |m,, ., (B,7)| < 1paratodo = € R e o Teorema da Convergéncia
Dominada de Lebesgue, chegamos a

h
]\}1_{{1)0/0 ma, (5, dx_}iglo/ mAN(q)ﬂxdx—/ m(B

Usando a igualdade acima em (3.11]) ficamos com

h
£(8.0) — £(5,h) = /0 m(B,v) da

Como temos garantia que = — m(S,z) é continua no intervalo (0,+c0),
conclui-se da igualdade acima e do T.F.C. a diferenciabilidade de f(5,h)
m (0, +occ) e, além disso,

—C%f(ﬁ,h) =m(p,h), Vh € (0,400).

]

No teorema acima mostramos, para todo g > 0 e h € R, que a sequéncia
{ma,(B,h)} possui uma subsequéncia que converge para m(3, h) e também
mostramos que m(3,h) € dada pelo negativo da derivada da energia livre.
O método empregado na prova funciona para qualquer modelo para o qual
podemos garantir tanto a concavidade de z — m,(3,7) como a existéncia
da energia livre. Sua principal desvantagem é nos fornecer uma definicao
para m(3,h) dependente de uma subsequéncia a qual nao temos a priori
como determinar. Apesar de nao sabermos qual é a subsequéncia, isso nao
causara nenhum inconveniente no restante deste texto. Mas, de qualquer
forma, € importante mencionar que no caso ferromagnetico, isto é, 7 >
0, € possivel mostrar que a sequéncia {m,,(53,h)} de fato converge para
m(f, h), assim como no modelo de Ising.
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Teorema 3.4.6. Sejam N € N, 8 > 0, h € R e my,(8,h) a magnetizagdo
especifica do modelo de Curie-Weiss a volume Ay com ¢ > 0. Entdo

m(B,h) = lim my,(8,h),

onde m(f3,h) € a fungdo obtida no teorema anterior.

Demonstracdo. Veja [6] Teorema IV.4.1, pagina 100. O

3.5 Magnetizacao Espontanea no Modelo de
Curie-Weiss

Vamos recapitular alguns resultados obtidos nas segoes anteriores que se-
rao usados para mostrar que a magnetizacao especifica m(3, ) do modelo
de Curie-Weiss com constante de acoplamento # > 0 satisfaz:

i) se 5 é tal que 3_# <1 entdo hlim m(3,h) = 0.

—0t

ii) se g € tal que 5_# > 1 entédo hlim m(5,h) > 0.

—0t

Assim, o inverso da temperatura critica no modelo de Curie-Weiss é dado

por .= 7.
Pelo Teorema temos, para todo 5 > 0 fixado, que

d
_%f(67h) = m(ﬁa h)> Vh € (Oa +OO)

Lembrando que —f(3,h) = 87 'p(8,h), entdao podemos obter lim,_,o+ m(3, h)
calculando a derivada da pressao. Mas, como temos uma férmula explicita
para a pressao p(3,h), nosso trabalho se reduz a calcular sua derivada e,
em seguida, avaliar o limite. A expressao obtida para pressao do modelo
de Curie-Weiss no Teorema |3.3.3|é a seguinte

p(B, h) =log(2) + sup {log(cosh(x)) —

zeR

Sl

A presenca do supremo na expressao acima deixa claro que para calcular
a derivada de p(8,h) com respeito a h € necessario uma analise bastante
cuidadosa. Vamos considerar a funcao auxiliar F : R x R — R dada por

(x — Bh)?

F(z,h) =log(cosh(z)) — W
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Observamos que para qualquer i € R fixado, temos

xl_l)rjl:loo F(z,h) = —o0.
Logo, a funcao z — F(x,h) possui pelo menos um ponto de maximo global
em R. Vamos escolher um desses pontos de maximo global e denota-lo
por z*(h). Como a aplicagao = — F(x,h) é diferenciavel, a derivada dessa
funcao calculada no ponto de maximo z*(h) € necessariamente nula e, por-

anto 0 (@ (1) - BB
. B . x*(h) — Bh
0= %F(as (h),h) = tanh(z*(h)) — 57 : (3.12)
Tomando h = 0 na igualdade acima, ficamos com
tanh(z*(0)) = =) (3.13)

BI

A partir deste ponto precisamos dividir nossa andlise em trés casos.

Caso-I (3_# < 1) Neste caso a Unica solucao z*(0) para (3.13) é z*(0) = 0. De
fato, a funcao tanh(z) — z/(5_¢) se anula em z = 0 e tem derivada negativa
em R\ {0}. Considere a funcao G : R x R — R dada por
x — Bh

8L

Note que se G(z,h) =0 entao » € um ponto critico de = — F(z,h). Ja que G

G(z,h) = tanh(z) —

é de classe C® e

g—i(o, 0) = sech?(0)

1 1
A

segue do Teorema da Funcao Implicita que existe um retangulo bidimen-
sional R = (—¢,¢) x (—¢,¢) tal que para cada h € (—¢,¢) existe um Unico
z.(h) € (—¢,¢) tal que G(z.(h),h) = 0. A aplicagao h — xz.(h) também é de
classe C*. Observe que para todo |h| < € entdo o ponto de maximo (z*(h), h)
de F satisfaz G(x*(h),h) = 0. Mas, pela unicidade fornecida pelo teorema
da funcao implicita temos que z*(h) = z.(h). Segue de uma observacao
feita acima que h — z*(h) define uma funcao de classe C*.
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Se |h| < ¢ (determinado acima) temos que

p(B,h) =log(2) + sup {log(cosh(x)) ~ %}
= log(2) + log(cosh(z*(h))) — %

=log(2) + F'(z*(h), h).

Como todas as fungoes que aparecem acima sao diferencidveis com res-
peito a h, colocando v(h) = (z*(h), h) temos pela regra da cadeia que

d d
Zp(B,h) = T F((R)

= VE@(h) -~ (h)

OF d aF
F
= O (), ),

onde na ultima igualdade foi usado (3.12]). Usando a expressao de F che-
gamos a seguinte igualdade

OF _ a*(h) — Bh
(@ (). h) = —

Do Teorema e da definicao de f(53,h) temos a seguinte igualdade
m(B,h) = B~(d/dh)p(B,h). Usando a igualdade anterior concluimos que

x*(h) — Bh
BI

Mas como z*(0) = 0 e z*(h) é continua proximo de zero segue

(5, h) =

m(f3, h) =

lim m(B,h) = 0.

h—0t

Caso-II (3 # = 1) Neste caso a Unica solugao 2*(0) para (3.13) é nova-
mente z*(0) = 0. A prova desse fato é identica a do caso anterior. Agora
consideramos a fungao G : R x R —+ R dada por

G(z,h) = tanh(z) — z + ph.
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Diferente do caso anterior, aqui nao é possivel aplicar imediatamente o Te-
orema da Funcao Implicita para o ponto (0,0). A ideia sera usar o teorema
em outro ponto. Para isso observamos que existe para todo ~ > 0 uma
Unica solugao positiva z.(h) da equacao G(z,h) = 0. De fato G(0,h) = Bh > 0
e, para todo z > 0, temos (9/90z)G(z,h) < 0. Além disso lim,_,,, G(z,h) = —cc.
Como (0/0x)G(z«(h),h) # 0, da unicidade garantida pelo Teorema da Fun-
cao Implicita segue que z.(h) = z*(h) para h > 0 e que z*(h) é diferenciavel
no intervalo (0, +oc0). Nesse intervalo temos

d d g

%G(x*(h), h)=0= %x*(h) =

Ja que G(z*(h),h) = 0, temos pela definicao de G que tanh(z*(h))—z*(h)+3h =
0. Usando que |tanh(z)| < 1 segue igualdade acima |z*(h)| < Bh + 1. Como
r*(h) é também uma funcao decrescente de i no intervalo (0,+o0) existe
limy, o+ z*(h). Usando a continuidade de G temos que G(limy, .o+ z*(h),0) =00
que implica em tanh ( limj,_,o+ z*(h)) = lim;,_o+ z*(h) €, portanto, lim,_o+ z*(h) =
0. Como sabemos que z*(0) = 0, temos que z* é continua a direita em » = 0.

Note que a pressdao, como no caso anterior, € dada por p(3, h) = log(2) +
F(xz*(h),h). A partir deste ponto o restante da analise pode ser feito de
maneira analoga ao do caso anterior e ao final obtemos

_a"(h) = Bh
BI

Caso-III (5_# > 1). Para nao fazer confusao com os casos anteriores,
nossa escolha de um ponto de maximo global de

m(B3, h)

li h) = 0.
= lim m(5,h) =0

(x — Bh)?
26 7

(com h > 0 fixado) sera denotada por y*(0). Como F é diferenciavel sabe-
mos que y*(0) deve necessariamente satisfazer a equacao (3.13)

F(z,h) =log(cosh(x)) —

_y'(0)

B
Como estamos supondo que §_# > 1, diferentemente do caso anterior, a
equacao acima nao determina unicamente o ponto y*(0) pois, esta equa-

tanh(y*(0))

¢do possui a solugao nula e também possui uma (Unica) solucao positiva.
De fato, se g denota a funcao dada por g(z) = z/(f_#) — tanh(z) temos que
g(0)=0e ¢ (0)=1/(8#)—1< 0. Como g tem derivada continua, podemos
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garantir em algum intervalo (0,4), com § > 0, que ¢’ é negativa e conse-
quentemente g é decrescente, logo negativa. Como |tanh(z)| < 1, temos
que lim, ., g(z) = +o0c0. Portanto existe algum ponto y, € (0,+c0) tal que
tanh(yo) = 37 . Ja que ¢"(x) = 2tanh(z)sech®(z) > 0 para x > 0, a unicidade de
Yo Segue da convexidade de g.

Para mostrar que y*(0) # 0 € suficiente mostrar que existe alguma vizi-
nhanca pequena da origem, digamos (0, ), tal que se y € (0,4), entao

F(0,R) < F(y, h).

Dai segue que y*(0), o ponto de maximo global de z — F(x,h) é positivo.
Para isto basta observar que

62h2

28 7

,62 h2

FOR) = —57—

< F(y, h) = log(cosh(y)) — 57— (y(y — Bhz)) —

2/ /
se y € (0, 5h).

Procedendo exatamente como no caso anterior obtemos do Teorema
da Funcao Implicita a existéncia de uma funcao diferenciavel y*(h) tal que
para h > 0 temos

p(B,h) =log(2) + F(y*(h),h) e m(B, h) = y'(h) — B
B
Agora tomando o limite, quando ~» — 0 pela direita, ficamos com
_ y'(0)
Jim m(B,h) = 57 0.

Equacao Funcional da Magnetizacao. Em todos os trés casos analisa-
dos acima, as funcoes z*(h) e y*(h), foram determinadas como as maiores
solucoes da equagao

(x — ph)
8L

Para unificar a analise vamos considerar

tanh(z) =

z*(h), sep g <1;

2*(h) = :
y*(h), sep 7 >1
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Da afirmacao feita acima temos, para todo 4 > 0, que a seguinte equacgao
é satisfeita

) (2" (h) — Bh)
tanh(z*(h)) = 7
Usando esta equagao temos que
tanh (8_# m(B, h) + fh) = tanh (5/% + 6h)

= tanh (2*(h))

_ (") — )
B

=m(5,h).

Para posterior referéncia vamos enunciar na forma de um teorema os
resultados provados nesta secao. No enunciado do teorema abaixo va-
mos optamos por denotar a magnetizacao do modelo de Curie-Weiss por
m®V(B,h), para diferencid-la da magnetizacao dos modelos de Ising e do
modelo Hierdrquico, que sera definido mais a frente.

Teorema 3.5.1. Seja m“"V(8,h) a magnetizacdo especifica do modelo de
Curie-Weiss com constante de acoplamento ¢ > 0. Entdo o ponto critico
desse modelo é dado por 5. = 7~ 'e

i) se 3 <. isto e, B_7 <1 entdo

lim m®Y(B,h) = 0;

h—0+
ii) se f. < 3, isto e, §_¢# > 1 entdo

li cw h 0:
i m= (B, h) > 0;

iii) para todo >0 e h > 0 temos

tanh (8_Zm" (8, h) + Bh) = m " (B, h).

3.6 Comparacao de um Modelo de Ising com
Curie-Weiss

Sejam N ¢ N, A = [-N,N|NnZ, § >0, h > 0. Denote por m,(5,h) a mag-
netizagdo especifica no modelo de Ising no volume A, com condigdes de
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contorno livre e constantes de acoplamento J;; = J(|: — j|). Ao longo desta
Secao vamos assumir sempre que

17| = ‘Z Jij = J(0)+2) " J(r) < +oo.

1=—00

O objetivo desta segdo é mostrar que a magnetizagao especifica do mo-
delo de Curie-Weiss, m“"(3,h) com ¢ = |J| é tal que para todo A vale a
seguinte desigualdade

|_/1X|<ZUZ'> <m“Y (8, h).
i A,B,h

Lema 3.6.1. Seja h > 0 e considere o modelo de Ising com constantes de
acoplamento J;; = 0 e hamiltoniano no volume A dado por

H\(0) = —BZ 0.

Se P, 3 denota a medida de Gibbs a ao inverso da temperatura  no vo-
lume A deste modelo entdo, as varidveis aleatdrias {X;,i € A} definidas no
espacgo de probabilidade (Q,, Fa,Py 5) por X;(o) = 0; sdo independentes.

Demonstragdo. Observe que a v.a. X; toma valores no conjunto {—1,1} que
é discreto. Portanto para provar que o colegao {X;,i € A} é independente
basta mostrar que para todo conjunto {i,...,ix} C A ec¢y,...,c, € {—1,1}
temos

k
Prs(Xiy =1, Xip = cr) = [[Pas(Xi, = o). (3.14)
j=1

Vamos calcular primeiro P, s(X;, = ¢;). Para isto vamos comecar pelo cal-
culo da funcdo de particao que sera denota por %, 5.

Zhp = Z exp(—fB#n(0)) = Z Z Hexp(ﬂimi)

SN o_ne{-1,1} one{-1,1} i€A

= Z Z Hexp(ﬂimi)

O',NE{—I,I} O'NE{—I,I} 1€EA

:H Z exp(Bho;)

i€A o;e{-1,1}

= 2M[cosh(Bh)].
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Pela definicao da medida de Gibbs temos que

IEDAﬂ(XZ'j = Z {Xi, _cj}fép eXp( B%\( ))

gEQA

= Z 1{X _cj}ff Hexp ﬁhdl

[ASOTN AB €A
1 .
= Z . Z ]‘{Xij:Cj}? Hexp(ﬁha,-)
AB
o_ne{-1,1} onve{-1,1} 1EA

(3.15)

= Z Z Lix, =t 7 HeXP ﬁhm)

o_n€e{-1,1} Ui].E{fl,l} zGA

B 1
~ 2l[cosh(Bh)]IA

eer . 91 [cosh(Bh)] A1

eﬁiLCj

9 cosh(Bh)
Procedendo de maneira analoga vemos que

Pas(X X e
i; — Clyevny i. — C = .
nsl X ! o= o) 2k[cosh(Bh)|*
Desta igualdade e da expressao obtida acima para Py 3(X;, = ¢;) temos que
(3.14) é valido e portanto o lema estd demonstrado. O

Corolario 3.6.2. Sejam (Qy, Fa,Prs5) € {X;,i € A} como no Lema (3.6.1).
Denote por E, 3 a esperanca com respeito a medida de probabilidade P, 4.
Para todo m € R fixado e toda colecdo de nimeros inteiros ndo-negativos
{pi,i € A} temos que

Exp

H(m X;) ] HEAﬁ m — X;)P]

1EA €A

Demonstragdo. Considere a colecao de v.a.’s {Y; = (m — X;)?",i € A}. Apli-
cando o Lema|3.6.1]podemos verificar que esta colegdo é independente no
espaco de probabilidade (24, Fx,Py 5) € a igualdade afirmada acima segue
das propriedades basicas de esperanca de v.a.’s independentes. N

Para o proximo fato que vamos provar precisamos lembrar que a me-
dida de Gibbs P, ; depende também do parametro i que aparece no Ha-
miltoniano s#,. Vamos explorar abaixo esta dependéncia e e para indica-la
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vamos usar a notagao E, ,;,

Lema 3.6.3. Seja ||J|| como definido no inicio desta se¢do e m“V(j3,h) a
magnetizacdo especifica do modelo de Curie-Weiss com constante de aco-
plamento ¢ = ||J||. Afirmamos que para todo i € A

m (B, h) = E,5i[Xi], onde h=[|J|m“™ (8, h) + h.

Demonstragdo. A prova deste fato segue da equacao funcional obtida no
item iii) do Teorema (3.5.1] Para ver isto vamos calcular o valor esperado
acima com ajuda da férmula obtida em (3.15)

N 2 cosh(Sh) N 2 cosh(Sh)

= tanh(Gh)
= tanh(B]|J[|m " (8, h) + Bh)
= m (B, h),

onde na ultima igualdade usamos a equacdo funcional de m®" (3, h). O
Lema 3.6.4. Seja h = ||.J|m®V (8, h) + h como no lema anterior. Para todo
i € A e p inteiro ndo-negativo temos que

Exsh [(mCW(& h) - Xi)”] > 0.

Demonstragdo. Se p é par nao ha nada a fazer. Portanto vamos assumir
que p é impar. Usando a defini¢ao do valor esperado temos que

Ep | (" (8.0) = XY
= (MY (B,h) = 1)Py 45 (Xi = 1) + (m“V (8, h) + 1)PP, 55 (X; = —1)

(m“Y (B, h) — 1)peﬂﬁ + (mEY (B, h) + 1)p€—ﬁﬁ

2 cosh(Sh)

Aplicando o Lema temos que o lado direito da igualdade acima é
dado por
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Usando novamente a definicao de valor esperado e que p é impar temos
que

—2e=h \"
"\ ePh 4 R
— —2 ___pbh

ePBh

[cosh(BR)]*

Usando estas duas identidades temos que

(EypalXi] — 1)Pe™ + (B 7 [Xi] + 1)Pefh | —ePhePh y cpPhe—bh
2 cosh(ﬁﬁ) 2[cosh(ﬁﬁ)]p+1

Assim a prova do lema se reduz a mostrar que o numerador do lado direito
da igualdade acima é ndo negativo. Ja que h = ||J|m°Y(3,h) + h > 0 a néo
negatividade do termo acima é consequéncia imediata da desigualdade

ekpefk Z efkpek

valida para todo p inteiro nao negativo e k € [0, +0). O

Na sequéncia provamos o principal teorema desta secdao. Ele mostra
gue a magnetizacao do modelo de Curie-Weiss ferromagnético com cons-
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tante de acoplamento adequadamente escolhida, majora a magnetizagao
do modelo de Ising ferromagnetico com constantes de acoplamento inva-
riantes por translacgao.

Teorema 3.6.5. Considere o modelo de Ising com Hamiltoniano a volume
A =[-N,N|NnZ dado por

Hy(o) =Y {)_ —%Jijaiaj — hoy}, com Ji; = J(|i — j|), Ju = 0 Vk € A.
iEA  jEA
Sejam ||J||x = > ,.5 Jij (esta bem definido pois J;; = J(|i — j|)) e ma(B,h) a
magnetizagdo especifica do modelo de Ising no volume A. Se m®V(5,h)
denota a magnetizagdo do modelo de Curie-Weiss com constante de aco-
plamento ¢ =|J||x, entdo temos para todo 3 >0e h >0 que

mA(ﬂa h‘) < mC’W(ﬂ, h‘)

Demonstracdo. Uma manipulagao algébrica simples mostra que é valida
a seguinte igualdade:

5 3 (B, 1) — o) (8,) — o)

ijeA

= 2 SN (8, 1)+ 3 1 mE (8, B

1€EA €A

1
- § Z JZ‘J'O'Z'O'J'.

INISIN

Subtraindo 2}, , 0; de ambos os lados da igualdade, aparece a expres-
sdo para H, (o) no ultimo fator do lado direito. Apds uma rearrumacao dos
termos, chegamos a seguinte expressao:

Ha(0) = —5 3 Jy(m (5,1) — 0)(m™ (8, 1) — o)

ijeA

— (1llam™™ (8,h) +h) y i+ %IA! 17114 (m ™ (8, h))*.
1€EA

Se agora escolhemos h = (||.J||x m“V (B, h) + h), é interessante definir

(o) = (1T m Y (B + 1) S0 =5 S o,

€A €A
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para termos a seguinte igualdade

7) = —5 3 Jym (B.h) — 0)(m (8,h) ~ )

1,JEA

Ha(0) + SIAL T [a(mE™ (8, )

Denote por (-), 5, @ esperanca em €2,, com respeito a medida de Gibbs de-
finida pelo Hamiltoniano H, ao inverso da temperatura . E conservando
a notacgao dos lemas anteriores denote por E A6J, @ €esperanca com respeito
a medida de Gibbs definida por /#, ao inverso da temperatura 5. Sejam
X; : Qy — {-1,1} as variaveis aleatérias dadas por X;(c) = 0;. J& que para
qualquer constante (independente de o) temos que a medida de Gibbs de-
finida pelos hamiltonianos H e H+const. sdo idénticas, podemos desprezar
o ultimo termo no Hamiltoniano acima, para verificar mais facilmente que

(m“Y (B, h) — Xi)npn

=IErsn

(m"(B,h) — X;) - exp ( > Ty(mCY (B, h) — Xi)(m Y (8, h) —Xj)>] .

i,JEA

Expandindo a exponencial que aparece acima em série de Taylor e usando
a independéncia das v.a.’s X; estabelecida no Lema [3.6.1| e o Corolario
temos que a esperanc¢a acima uma soma com coeficientes positivos
de produtos da forma

EA75

H( CW(6> ] HEAB CW 6’ ) Xl)pl}

1€EA 1€EA

Aplicando agora o Lema |3.6.4| obtemos a seguinte desigualdade
(mY(B,h) = Xi)asn >0

Usando a linearidade da esperanca segue imediatamente que

ma (B \A| <Z az> = — <ZX> < mCW(B, h).
1EA AB.h €A AB,h

]

Teorema 3.6.6. Sob as mesmas hipoteses do teorema anterior sejam
ma(B,h) e m“W (8, h,||Jp||) respectivamente as magnetizagdes especificas do
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modelo de Ising e Curie-Weiss (_¢# = ||.J,||) a volume A, entdo
m(B,h) = limy ma(8,h) < lim m (8, b, [1J]1a) = m" (8, b, 1)

onde || J|| = >0, J(r).

r=1

Demonstragdo. A primeira igualdade na conclusao deste teorema segue
do Lema|2.4.2|a primeira desigualdade vem do teorema anterior e a Gltima
igualdade segue da seguinte igualdade

Z*(h) = B

m(G. b 1T 18) = =5

obtida na prova do Teorema |3.5.1 O

3.7 Acoplamento J; =|i —j|
Casosa<lea>?2

Considere um sistema de particulas em A = [-N, N| N Z, cuja energia de
interagao entre elas é dada por H,. Um estado fundamental deste sistema
na caixa finita A é um estado ¢ € Q, que assume o menor valor possivel
de energia. Em outras palavras, ¢ € um estado fundamental em Q, se, e
somente se, Hy(o) < Hy(w) para todo w em 2,. Para o modelos de Ising
ferromagnético em que o campo externo % é constante, esses estados cor-
respondem a todos os spins “alinhados” na diregao do campo, isto €&, se
h > 0, o estado fundamental é dado por oy = (1,1,...,1) € Q,, € caso h < 0
o estado fundamental é dado por 5y = (—1,—1,...,—1) € 2,. No modelo de
Ising ferromagnético é facil ver que a inversao de qualquer dos spins do
estado fundamental aumenta a energia tanto de interagao com o campo
externo, como de acoplamento com os demais spins. No caso simétrico
h = 0, ambos os estados com todos os spins alinhados sao estados funda-
mentais.

Uma interacao é dita uma interacao somavel quando a constante M, =
>°.J(i) é finita. Como a energia de interacao de um spin j qualquer com
os demais se escreve

oF Z J(i)o; < M,y
€A
A constante 2M, limita a energia necessaria para se inverter um spin do
estado fundamental se » = 0. Mais ainda, como essa inversao tira um spin
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da menor energia de interagao possivel para a maior possivel, 20/, limita
a energia necessaria para a inversao de qualquer spin.

Os sistemas com interagéo J(i) =i “ com a < 1tém My =Y, . i % = 00,
logo sao nao-somaveis. Em [5]] Dyson sugere que, nessa situagdo, para
qualquer g positivo fixado, a energia de interacao entre os spins cresce
suficientemente rapido para garantir limy_,. m3,, = m* = 1. Isso equivale a
dizer que a fragao de spins apontando contra a maioria vai a zero quando
N — oo. Quase todos os spins se alinham na mesma direcao. Por nao
apresentarem grande riqueza para analise, esses casos sao de pouco in-
teresse.

No outro extremo estao os modelos com « > 2. Ruelle mostrou em [21]]
que se M, =Y, J(i)-i < co ndo ha magnetizagdo espontanea a temperaturas
finitas. Particularmente, se J(i) = i~ com a > 2 ndo ha transicao de fase
no sentido que o limite, quando 4 — 0%, da magnetizacgao especifica é nulo.

Griffiths mostrou em [13] que qualquer modelo com interagoes trans-
lacionalmente invariantes e somdavel com M, fixado tem magnetizagcdao nao
superior a um modelo de Curie-Weiss com .# = M,. Demostramos esse fato
neste texto quando provamos o Teorema [3.6.6] Outra prova do fato, mas
para uma classe mais ampla de modelos pode ser encontrada em [18].

Como os modelos com « > 1 sao somaveis, essa comparagao com o mo-
delo de Curie-Weiss implica em magnetizagao nula em altas temperaturas,
isto é, magnetizacao nula sempre que 3 < 1/M,. Utilizando a estimativa
costumeira de se aproximar um somatorio por uma integral, temos

S| —o OO —a o
M0:Z|z| §1+/1 x da::a_l.

€A

Assim, um sistema com expoente « > 1 apresenta inverso da temperatura
critica 8. > 1 —1/a.

Em resumo, os resultados citados nesta secao nos permitem separar
os sistemas com interacdo J(i) = i~® em trés classes. Se a < 1 o sistema
€ nao-somavel e o modulo da magnetizacao é 1 em qualquer 3. Se o« > 2 a
magnetizacao é nula a qualquer 3.

Nesta se¢cao nao abordamos a situagao 1 < a < 2. Como esses modelos
sdo somaveis, a comparacao com Currie-Weiss implica em lim,_,o+ m(8, h) =
0 ao menos para 3 < 1 - 1/a. Os resultados de [5] expostos no ultimo ca-
pitulo deste texto, nos mostram que, para 1 < o < 2, também hé um limite
inferior para 8 a partir do qual a magnetizacao espontanea é positiva, logo
a temperatura critica é positiva e finita.
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Como ja citamos, somente em 1983 foi provado em uma famoso traba-
lho de Frolich e Spencer [[10] que para o modelo com a = 2 existe 3. < oo,
ou seja, ha magnetizacao positiva a temperaturas finitas para o modelo
com o = 2.

3.8 Comparando Modelos com Interacoes do
Tipo J(|i — j|)

Nossa intencdao nesta secdao € mostrar consequéncias de se identificar
quais modelos com interagao do tipo J;; = |i — j|~* admitem transicao de
fase. Veremos que essa andlise nos ajuda a tirar conclusoes a respeito de
uma classe mais ampla de modelos de Ising.

Na situacao mais simples em que i = 0 e a interacao original J;; = [i—j|™®
¢ apenas multiplicada por uma constante, temos Z-j = Cli—j|~“. Nesse caso
a energia do sistema é também multiplicada por uma constante e

Hy(o) = C - Hy(0).
O fator exponencial que aparece na medida pode ser reescrito como

exp(—BHx(0)) = exp(=BCHA(a)) = exp(—BHa(0)),

fazendo apenas 3 = C3. Dessa forma, o modelo com energia ﬁA(a) pode
ser reescrito como um modelo com energia H, (o), mas ao inverso da tem-
peratura 3 = C8. Ambos os sistemas sdo equivalentes, a menos da multi-
plicacao da temperatura pela constante C. Se o modelo com energia H,
apresentar transicao de fase ao inverso da temperatura 3, o sistema com
energia H, também terd uma transicdo de fase ao inverso da temperatura
B/C.

Considere um modelo de Ising com interagcao translacionalmente in-
variante que denotaremos por I(|i — j|) > 0. Suponha adicionalmente
que lim; ,o, I(i) = 0. Podemos compara-lo com os modelos com interagao
J(Ji — j|) = C|i — j|~ para descobrir se ha transicdo de fase em alguma
temperatura finita.

Se I(|i — j|) > Cli — j| * para algum C > 0 e o < 1, entdo, como a mag-
netizacdo quadratica nao decresce com o aumento das interacoes J;;, e
o limite da magnetizacao quadratica do modelo com interacdes mais fra-
cas ja é 1, necessariamente o sistema com interagao /(|i — j|) apresentara
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magnetizacdo quadratica também igual a 1. Na tultima frase utilizamos
a Desigualdade de GKS-2 ao afirmar que a magnetizacdao quadratica nao
diminui com o aumento de J;;.

No outro extremo, se I(Ji — j|) < Cli — j|7> ¢ (para algum 0 < ¢ < 1),
a magnetizacao espontanea nula para todas as temperaturas finitas no
modelo com acoplamento |i — j|72>¢ e a desigualdade GKS-2 garantem o
mesmo comportamento no modelo com interagoes I(|i — j|).

Por fim, podemos supor como verdadeiro o resultado do ultimo capitulo
onde mostramos que ha magnetizacao positiva para modelos com intera-
¢ao do tipo J(|i — j|) = Cli — j|7® com 1 < a < 2 e usar esses sistemas como
referéncia. Assim, os modelos com interacao I(|i—j|) > C|i—j| > apresen-
tam magnetizagao positiva a partir de uma temperatura finita. Se ainda
a interacao I é somavel, também ha uma regidao de altas temperaturas
com magnetizacao nula. Esses sistemas tém comportamento similar ao
sistema de referéncia com acoplamento J(|i — j|) = |i — j|?'¢, é portanto
para tais modelos existe um unico §, tal que para todo 3 < 5. o modelo
nao tem magnetizagao espontanea e por outro lado, se 3 > 3, entao existe
magnetizacdao espontanea.

Fogem a essa analise os modelos somaveis que nao podem ser limitados
da maneira adequada as nossas interacoes de referéncia. Também foge a
comparacao o caso “limite” onde J(|i — j|) = |i — j|~. Esse ultimo caso foi
tratado em [10].

Tabulamos abaixo os comparativos expostos nesta secao.

Interacgao (i) Inverso da Magnetizacao
Temperatura Critica (5,) Espontanea
I(i) > Ci~! 0 1

m(8,0°) =0, se < b,
m(5,07) >0, se > pf.




Capitulo 4

Transicao de Fase com
Interacoes de Longo Alcance

4.1 Introducao

Em 1969 era bem conhecido, como vimos na segao que os modelos
de Ising com spins interagentes tomando valores em {—1,+1} nao apre-
sentam transicao de fase se essa interacao tem alcance finito. A grande
novidade em modelos de Ising em uma dimensao apareceu no trabalho
de Freeman Dyson [5]. Este paper traz a primeira prova de que intera-
¢oes de longo alcance podem originar transicao de fase mesmo em siste-
mas do tipo Ising em uma dimensao. Além da imensa colaboragao para a
area com a prova da existéncia de transicao de fase em tais modelos esse
trabalho de Dyson também introduz o chamado modelo Hierarquico. Pri-
meiramente apresentado no citado artigo para estimar a magnetizagao do
modelo de Ising linear, o modelo Hierarquico rapidamente tornou-se um
modelo de grande interesse, pelo fato de permitir uma andalise bastante
detalhada de suas propriedades. Varias generalizagoes do modelo Hierar-
quico de Dyson apareceram na literatura e esse modelo tem sido utilizado
até os dias de hoje para atacar outros tipos de problemas.

Vimos na segao gque os modelos com interacao de longo alcance
com constante de acoplamento do tipo lei de poténcia (J(:) = 1/i%) nao
apresentam transicao de fase se a poténcia a > 2. Também vimos que os
modelos com o < 1 sao nao-somaveis e apresentam magnetizacao 1 a qual-
quer temperatura. Assim, a questdo mais natural é se ha magnetizacgao
nao-nula a temperaturas positivas no modelo de Ising quando 1 < o < 2.

Como diminuindo qualquer das interagoes J;; nao podemos aumentar



Capitulo 4. Transicao de Fase com Interagoes de Longo Alcance 70

a magnetizacao quadratica (ver secao , a estratégia sera mostrar a
existéncia de magnetizacdao quadratica positiva em um sistema com inte-
racoes mais fracas que o modelo de Ising original. A magnetizacao qua-
dratica positiva nesse sistema com interagdes mais fracas implicara mag-
netizagdo quadratica também positiva (maior ou igual) no sistema original
para o mesmo 3. Em consequéncia disso e do Lema teremos tam-
bém magnetizacao espontanea positiva no sistema com interagoes mais
fortes, Na verdade este fato, magnetizagdo quadratica positiva implica
magnetizacdo positiva, foi o resultado principal da Seg¢aog2.5]

O modelo candidato, com interacoes mais fracas do que a lei de potén-
cia J(i) = 1/i%, serd o modelo Hierdrquico apresentado na secado seguinte.
A secao |4.3| comparara o modelo Hierarquico com certas constantes de
acoplamento e mostrara que ele realmente tem interagoes mais fracas
que o modelo de Ising correspondente. Em seguida, na segao|4.5|sera de-
monstrada a existéncia de magnetizagao quadratica positiva no modelo
Hierarquico para um certos conjuntos de constantes de acoplamento cor-
respondentes a um modelo de Ising com 1 < o < 2. Este capitulo segue
passo-a-passo o trabalho de Dyson em [5].

4.2 O Modelo Hierarquico

Nesta secao vamos definir o modelo Hierarquico construido em [5] e apre-
sentar algumas de suas propriedades elementares. O modelo Hierarquico
¢ semelhante ao modelo de Ising com excecao das constantes de acopla-
mento que, como no modelo de Curie-Weiss, dependem do volume. Outra
diferenca é que o modelo Hierarquico é definido para caixas de tamanhos
especificos, para ser mais preciso o modelo Hierdrquico sera definido ape-
nas para caixas de tamanho 2%, onde N € N.

Antes de apresentar o Hamiltoniano do modelo Hierdrquico precisamos
introduzir algumas definicoes. Vamos denotar por A = {1,...2"} uma caixa
de volume 2V. Essa caixa pode ser dividida em caixas de tamanho 2/, 1 <
1 < N. Fixada uma escala 2?, com 1 < p < N podemos dividir a caixa A em
2N-P caixas consecutivas de tamanho 27, como segue

A={1,..., 22 U{2’+1,...,2-2°}U{2-2" +1,...,3-2°}U...
LUu{(r=1)-22 41, - 223U {1 2p 1, 2P 2P

Dessa forma, na escala 27, a r-ésima caixa de tamanho 27 é dada pelo se-
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guinte conjunto de sitios Ay, ,) = {(r—1)-2° +1,...,r 2P},
Para cada o € {-1,1}* = Q, denotamos por S,,(c) a soma dos spins em
A, isto e,

r.2P

Spr(0) = Z o = Z 0;.

i=(r—1)-2P+1 ieA(p,r)

Finalmente, para cada N € N o Hamiltoniano do modelo Hierarquico no

volume A = {1,...,2"} é definido como sendo a fungdo Hy : Qy — R dada
por
N b 2N-p
Hy(o) ==Y o 2 (5., (4.1)
p=1 r=1
onde by, ...,b, sao constantes nao-negativas.

Expandindo S,, que aparece na expressao acima ficamos com a se-
guinte expressao para o Hamiltoniano

N b 2N-»
HN(O'> = — ﬁ 0;0;
p=1 r=1 i,j€A<p7T)

Assim, para determinar a contribuicao do par de spins 0;,0; para a ener-
gia do sistema precisamos primeiro encontrar as escalas 2?’s para as quais
os sitios i e j pertengcam a um mesmo bloco A(,,) para algum r. Ja que em
cada uma dessas escalas 27, esses spins contribuem com energia b,2-%,
temos que a contribuicao total desse par de spins é obtida somando essas
energias sobre tais escalas.

Na figura abaixo consideramos uma caixa de tamanho 2° e uma confi-
guracao o fixada de 2° spins e destacamos as escalas e o blocos que devem
ser considerados na determinacao da energia do par de spins o, € o4.

VALYV ALY (A VARV IR AV V[TV AV AR IR ATV VY
e[S [S.[se]s s [s. [, [Su[5. ]8]S [S:]S[S[5.]S.

p-2 S, S.. S.s S, S.s S, S.s Sis
p=3 S, Ss2 S..s S,

p=4 v Sz

p=5 S

Figura 4.1: Na primeira linha, temos um exemplo de uma confi-
guracgao de 2° = 32 spins, onde as setas verticais representam os
spins +1 e —1. As linhas seguintes representam as caixas nas es-
calas 2 até 2°. Estdo destacados em cinza o par de spins escolhido
012 € 014, € 0S blocos pelos quais eles interagem.
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No exemplo da figura acima a energia do par o, e o4 € dada por

b3 by bs
(ﬁ + 524 + %) 012014-

A energia total no modelo Hierarquico ¢ entao dependente de somas
como essa e, para calcular a energia total de um estado, somamos sobre
todas as caixas de um certo tamanho e sobre todos os tamanhos de caixas
permitidos.

O modelo Hierarquico ¢ também um Modelo de Ising, como mencio-
nado anteriormente, mas com constantes de acoplamento que sao depen-
dentes do volume e nao sao translacionalmente invariantes. Para diferen-
ciar ambos os modelos neste capitulo, vamos nos referir ao modelo de
Ising com constantes de acoplamento J(|: — j|) = 1/]i — j|* como modelo
linear.

Como foi dito acima, para calcular explicitamente a energia de inte-
racao entre dois spins especificos precisamos somar todos os termos nos
quais aparece o;0;, Ou seja, precisamos somar por todas as caixas em que
os spins i e j estao juntos. Digamos que eles estdao nas mesmas caixas A, )
parap > p(i,7), mas em caixas diferentes se p < p(i, 7). Entao a contribuicao
desse par a energia total do sistema é dada por

N
. b
—Ry(p(i,j))oio; =~ Y 2—2qq0i0'j‘
q=p(i,J)
Essa igualdade motiva definir uma funcao Ry : {1,..., N} — R como

N
Ry (p) = Z 2_2qq~
q=p

Ry(p(i,j)) é a constante de acoplamento entre dois spins no modelo Hie-
rarquico, equivalente ao que seria J(i — j) no modelo linear. Contudo, no
modelo Hierarquico, o equivalente a “distancia” entre dois spins é o para-
metro 2°(), que é o comprimento da menor caixa a que ambos pertencem.

Outra quantidade importante ¢ a magnetizacdao quadratica por spin
para caixas de tamanho 27, definida por

WO=1 e fulp)= 5 (52

Seja Ay = {1,...,2N"1}, Essa caixa de tamanho 2V*! pode ser decom-



Capitulo 4. Transicao de Fase com Interagoes de Longo Alcance 73

posta em duas caixas de tamanho 2V e, usando a notagao acima, podemos
indicar essa decomposi¢ao da seguinte forma: Ay, = A1) U Awvoy. Pela
definicao do modelo Hierdrquico temos que Hy.; é dado por uma soma
de trés parcelas, uma primeira sendo composta apenas pela energia de
interacao entre os spins da caixa Ay 1), a segunda parcela envolve apenas
interacoes de spins que estdo na caixa Ay € uma terceira envolvendo
spins que estao na primeira e na segunda caixa citadas acima. Essa ob-
servacao é expressa pela seguinte igualdade

Hypa(o) == Y Baup(i,))owo;— > Rva(pli,f))oio;
i,jEA(N,l) Z’,jGA(NQ)
— Y Rya(p(i, j))oio.
iGA(N’l)
JEA(N,2)

Sei,j € Aviy ou se i, j € Ay Segue da expressao obtida acima para a
funcao Ry que

. bp(i.j bn by . bnt1
Ry (i) = gy - o + vtz = B0, 5) + Sy (4.2)

Para i € A1) € j € Ao temos que p(i,j) = N + 1 e assim Ry4i(p(i,5)) =
b2N+1/22N+2'

Vamos olhar para as constantes b,...,by,; como parametros de Hy,;.
Suponha que A(,,) C Aw,s). Para deixar mais claro o argumento nas pro-
ximas linhas vamos usar a notacgao <S§,T I;;jr”l’bN“ para indicar o valor espe-
rado de S?, com respeito a medida de Gibbs definida por Hy,; no volume
Ay, com parametros by,...,by,;. Pela definicdo do Hamiltoniano Hy,, e
pela decomposicao apresentada acima vemos que se by, = 0 entdo Hy,, €
composto por duas somas, onde os spins de uma nao aparecem na outra e
vice-versa. Assim é facil ver que as v.a.’s o; com i € A(y ) sdo independen-
tes das v.a.’s 0; com j € A(y2), com respeito a medida de Gibbs <-)’]’¢’_;'1”’N’° e
dai segue que

(Spdn ™ = (Sh ™

Para provar essa igualdade, precisamos estabelecer alguns fatos. Se de-
notamos por Qy = {1, 1}2N+1 entdao Oy, = Oy x Qy. Vamos denotar por
(0,w) um elemento arbitrario de Qy x Qy. Se by, =0 em Hy,, temos que a
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funcao de particdo da medida de Gibbs determinada por Hy., € dada por

Z]b\};l"bN’O = / exp(Hyy1(o,w))dk(o,w)
QN XQN

_/Q . exp Z Rni1(p(i, g))oio; + Z Rni1(p(i, 7)) )wiw; | de(o,w)

1L,IE€EA (V1) 1L,J€EA (N1

= /Qexp Z Rni1(p(i,j))oio; d/i(a)/exp Z Rni1(p(i,j))oio; | de(o)

1L,JEA(N,1) On 1L,JEA(N,1)

= /Q exp | Y Ry(pli,))oio; | dr(o) /Q exp | Y Ru(pli,))oio; | dr(o)

LIEA(N,1) LIEA(N,1)

onde na penultima igualdade usamos a equacgao (4.2) juntamente com
by.1 = 0. Analogamente temos que

b1yeesbn 0 1
(S = s [ S () e (o) dn(or).
N+1 QAN XQN
1
S? (o) exp (H o,w))dr(o,w
i T . S (i (0,9) d.0)

1
=~ [ Sii()exp (Hy(0)) dr(o)
N N
b1,...,bN
= <S§,T>N

O préximo passo € mostrar que se by, > 0 entao temos

(S < (St

Para ver que isso é verdadeiro, basta lembrar que

2 _ E
Sp,r = O'Z‘O'j

LIEAp,r)
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e que podemos aplicar GKS-2 para garantir

0
Obn 11

(Sordwin 20

Voltando a omitir os parametros b;’s da notagao, o que acabamos de
provar € que (S7, )y < (S7,)n41. Dividindo ambos os lados dessa desigual-
dade por 2%, temos finalmente que fy(p) < fni1(p). Como a sequéncia fy(p)
esta contida no intervalo [-1, +1], podemos afirmar, para cada p € N fixado,
que existe o limite

f(p) = lim fx(p).

N—o0

Por simetria do Hamiltoniano (4.1), a quantidade (S?,) v é independente
da caixa especifica r e depende apenas da escala 2. Podemos usar essa
simetria para desenvolver a expressao de fy(p + 1). Como uma caixa na
escala 27! contém duas caixas na escala 27, podemos escrever

Serl,r = Op2r—1 T Sp,Qr' (43)

Usando essa relacao na expressao de fy(p+1) podemos obtemos a seguinte
igualdade

fap+1) =277, )
:2_2p_2[<513,2r—1> + <Sﬁs,2r> + 2<Sp727"_15p’2r>]
:2—210—2[2(55,1) + 2(Sp.2r—15p.2r)]-

Novamente por simetria, podemos substituir as caixas (p,2r — 1) e (p,2r)
por (p,1) e (p,2), respectivamente. Assumindo que (S,:S5,2) < (S;;) PoO-
deriamos entdao concluir que fy(p +1) < fn(p). Apesar da funcao ser de
fato nao-crescente em p e, consequentemente, existir o limite lim, . f(p),
a demonstracao desse resultado é desnecessaria para nossa analise e a
omitiremos.

Na Secao serao feitas estimativas diretamente para a quantidade
fn(N) = 272N(S% 1), que equivale exatamente a magnetizacdo quadratica
por spin. Por isso, estaremos interessados em mostrar que

mg) = lim inf L(5']2\,1> = liminf fN(N)

N—o0 22N N—o0

€ positivo.
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A monotonicidade de f(p) fornece um resultado adicional:

miy = liminf fy(N) < lim f(p).

p—0o0

Logo, a positividade de m;? acarreta em lim, ,., f(p) também nao-nulo.

4.3 Comparando os Modelos Hierarquico e de
Ising

O objetivo desta secao é encontrar um modelo Hierarquico, determinado
pelas constantes b,, com interacoes mais fracas que um dado modelo de
Ising com interacgoes J;; = J(|i — j|) > 0. Para a comparacao se tornar mais
simples a ideia é definir um modelo de Ising na rede {1,...,2"}, usando
as constantes de acoplamento J;;. Em seguida, escolhemos constantes
b,’s e definimos um modelo Hierdrquico na rede {1,...,2"}, de forma que
este modelo Hierdrquico tenha interagcao mais fraca que a interacao do
modelo de Ising. Construido tal modelo Hierarquico, podemos concluir
da Desigualdade GKS-2 que a magnetizagdao deste modelo é menor ou
igual a magnetizacdo do modelo de Ising na rede {1,...,2"} com constan-
tes de acoplamento dadas por J;;. Estabelecida a desigualdade mencio-
nada acima precisamos a rigor ainda cuidar de uma questao técnica. Se
Iy ={1,...,2%} e mp(B3, h) denota a magnetizagdo especifica do modelo de
Ising mencionado acima, com constantes de acoplamento J;; precisamos
mostrar que

mr(ﬁa h) - m(ﬁ? h)7

onde m(3,h) é a magnetizacdo especifica do modelo de Ising que foi defi-
nida anteriormente como limy_,., ma, (3, 1), onde Ay = [-N, N| N Z.

Para provar a afirmacao feita acima, sobre a igualdade dos limites ter-
modinamicos basta lembrar que provamos na Segao que se as cons-
tantes de acoplamento dependem apenas da distancia entre os sitios, isto
é, J;; = J(]i —j|) e sdo nao-negativas, entdo existe o limite limy_,o ma, (5, h),
onde Ay = {1,..., N}. Este limite € igual a m(3, h). Obviamente {mp(5,h)} é
uma subsequéncia de {ma, (3, h)} e portanto também converge para m(3, k).
Também argumentamos na Segao que limy_,o ma, (8, h) = m(5,h) € por-
tanto a afirmacao esta provada.

Em [5] Dyson escolhe as seguintes constantes b, para compara-las, em
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seguida, com J:

b, = min |[2PT972 (27 — 1)]. (4.4)

1<g<p

No modelo Hierarquico com essas constantes, a contribuicao a ener-
gia total dada por dois spins o; € o4, com j, k € {1,...,2"} é exatamente
Ry(p(j,k)). Pela definicao de p(j,k) temos que a distancia entre j e k na
rede pode ser estimada por |j — k| < 2PU*) — 1, assim segue direto da defi-
nicao de b, que

N N

Ry(p(ji k) = 3 27, = 3 27 min [20772(20 — 1)
— ) ==
N
< Z Qp(jﬁ)—q—l(](Qp _ 1) (4‘5)
q=p(j,k)
< J(|j — k)

A Desigualdade juntamente com o Coroldrio|2.2.5/nos mostra que,
dado um modelo de Ising com constantes de acoplamento J(|j — k|), se
héd magnetizagdao nao-nula para 8 > 3, no modelo Hierdrquico correspon-
dente (com os b,’s construido acima), também havera magnetizagao posi-
tiva no modelo linear para todo g > f.

Observamos que o modelo Hierarquico com b, = 22-%” tem interagdes
mais fracas que o modelo linear com J(i) = 1/i*. De fato, para todos os
sitios j e k da rede tais que |j — k| < 2P — 1, onde p = p(j, k) temos

N N N
) o 1 1
RN(p) = E ol quq — E 91 2‘12(2 )a < E 2@ < W (46)
q=p q=p q=p

4.4 Magnetizacao Quadratica e Magnetizacao
Espontanea

J4 haviamos mencionado que o objetivo deste capitulo é demonstrar a
existéncia de magnetizacao quadratica nao-nula para uma classe de mo-
delos Hierarquicos. Para permitir um aproveitamento 6timo das simetrias
desses modelos, eles foram definidos sem a presenca de campo externo,
ou seja, h; = 0. Sera necessario, entao, conectar a presenca de magne-
tizagdo quadratica nao-nula em um modelo Hierarquico com constantes
b, = 22~ com a magnetizagdo espontanea num modelo linear com cons-
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tantes de acoplamento J(i) =i™.

J& sabemos da secdo anterior que as constantes de acoplamento do
modelo linear com expoente o superam as do modelo Hierdrquico com
constante de acoplamento correspondentes, dadas por b, = 22-7  Adi-
ante nesta secao a Desigualdade GKS-2 nos garantira que o aumento nas
constantes de acoplamento J;; ndo reduz a magnetizacao quadratica, as-
sim teremos

2 2
m(Ly)AN,O Z mSLI,)AN,O' (4:7)

Onde m(LQfAm0 representa a magnetizagdao quadratica no modelo linear (in-
dice L), na caixa Ay € com campo externo h = 0.

Também veremos que o aumento no campo externo nao diminui a mag-
netizagdo quadratica, ou seja,

2 2
mPh o > MEAL o (4.8)

Concatenando as duas ultimas inequacoes e tomando seus limites in-
feriores, chegamos a

lim inf m(2) > lim inf m(2) = m(2) > 0.
DR AL Ay p = WAL A o H

Podemos, entao, utilizar os Lemas [2.4.2| e [2.5.1| para concluir

liminfm®,  >m@® >0= lim m —mr >m? >0
M INEMy pp = Mg AL L A Lh = My

A desigualdade acima mostra que a magnetizacao no modelo linear para
todo campo externo 4 > 0 € uniformemente limitada pela constante m;?,
logo o limite de m(3,h) quando h — 0" também é limitado por essa cons-
tante. Assim, a magnetizacao espontanea no modelo linear ¢ maior ou
igual a magnetizagao quadratica no modelo Hierarquico (com campo ex-
terno h = 0). Na secao seguinte serao apresentadas condigoes suficientes
para termos
) (2)

o & _
hNHig)me:ANvO =my >0

e, consequentemente, magnetizacao espontanea positiva no modelo linear
correspondente.

Sigamos com a demonstracao das desigualdades e (4.8). Os méto-
dos utilizados serdo os mesmos da demonstragao do[2.2.5] Vamos comegar
provando (4.8). A ideia é calcular 87715\2])V /Oh e mostrar que essa derivada é
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sempre nao-negativa para quando h > 0.

o o _ 09 Yier i\’
o™ = a7 /QA< A Py(0) dr(o)

— A1 [ 0y Palo) de(o).
QAZJEA ah
Trazendo o resultado de 0P, (0)/0h calculada no ponto ¢ da Segao
chegamos a expressao

= BIA| 2/ > oio; [Zak— O ow) ]IP’A ) dri(r)

Q4 JEA keA keA

= BIAIT2 Y [oioyon)a — (00,04 lok)a] > 0.

i,5,k€A

A ultima desigualdade acima segue da aplicacao da Desigualdade GKS-2 a
cada parcela do somatoério. Fica assim demonstrada a desigualdade (4.8).

Repetindo o mesmo procedimento, podemos confirmar a desigualdade
(4.7). Neste caso, derivaremos 8m§\2])V /0J;;.

mA =|A|? Z akal—PA YA (do).
&]U

QA klen
= BIA|? / Z ooy [0i0; — (0;05)A) Pa(0)mA(do)
QA ke
= BN [(oi0j0k00)a — (030;)a(0k01)A] > 0.
k€A

A conclusao desta secao é que demonstrar a positividade da magne-
tizagdo quadratica em um sistema Hierarquico (sem campo externo) im-
plica na existéncia de magnetizacao espontanea positiva em qualquer ou-
tro sistema com acoplamento mais forte. Em particular, a existéncia de
magnetizagdao quadratica positiva em um sistema Hierdrquico com con-
tantes b, = 22-9” implica na magnetizagao espontanea positiva num mo-
delo linear com constantes de acoplamento J(i) = i~*, estando ambos os
sistemas no mesmo inverso da temperatura £.
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4.5 Magnetizacao Quadratica Nao-nula em
Baixas Temperaturas

Nesta secdo, nossa intencgao é seguir a prova da magnetizacao quadratica
ndo-nula no modelo Hierarquico dado um certo conjunto de constantes b,
da forma b, = 2~ com 1 < a < 2.

Por magnetizacao quadratica, nos referimos a:

mY = (s3)a = <{%r>[\ — <[Zﬁ\A| Uir>A _ <(Zi|e/1\\|zi)2>A7

onde os valor esperado acima é tomado com respeito a medida de Gibbs
definida pelo Hamiltoniano Hy do modelo Hierarquico no volume A =
{1,...,2N}.

Comecgamos com o seguinte lema que sera usado durante a prova do

teorema principal.

Lema 4.5.1. Seja {z, 7, ...,7,} um conjunto de numeros inteiros, tais que
Vie{1,2,...,n} temos 0 < x; < a. Seja f : R — R uma funcdo real positiva e b
um numero real, entdo:

ZZeXp{ —fﬁg) ]f(mi)f —a:bb (Zf x,>2

Demonstracdo. Seja ¢ nimero inteiro dado por ¢ = [a/b] + 1, onde [a/b] é
0 menor inteiro maior que «/b. Vamos dividir o intervalo [0, a] em ¢ subin-
tervalos da forma I, = [p/q,(p+1)/q], comp=1,... q.

A principal ideia para obter a estimativa que estamos interessados é
descartar parcelas da forma exp|—(x; — z;)?/b], onde os pontos z; e z; estdao
relativamente distantes com respeito a escala dada pelo comprimento do
intervalo [,. Assim, vamos manter apenas as parcelas cujos pares {z;,z;}
estejam contidos no mesmo intervalo 1.

Denote por F; a seguinte soma

(mGIk
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Pela definicao de I, se z;,z; € I, temos que |z; — x| < a/q e portanto

S ew {—%} fe)f(z) > exp |- (—) S fwf)

k xzixi€ly
1 (a\’ 9
= exp _b_2 a ZFk
1 k

Usando que a/b < ¢, obtemos a seguinte cota inferior para o lado direito
da desigualdade acima

ZF,? >exp(—1)ZF,3. (4.9)
I

Visto que a média quadratica é maior que a média aritmética, podemos
deduzir que

q

Y.y i -
¢ "= q

k=1

Aplicando a ultima desigualdade acima em (4.9) obtemos

ZZGXP {_@;—g%y} flai)f(z;) = e ;F,f

i

Ja que ¢ <a/b+1=(a+b)/b concluimos finalmente que

S [-E5 oo > 55 (5 )

0 que prova o Lema. H

Com esse lema em maos podemos voltar ao tema principal, o teorema
mais importante desta secao, cujo o enunciado é o seguinte.

Teorema 4.5.2. Sejam {b,},en as constantes usadas para definir o Hamil-
toniano do modelo Hierdrquico na Seg¢do 4.2 Se convergir a seguinte
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quantidade:
= L

entdo haverd magnetizagdo quadrdtica positiva ao inverso da temperatura
B desde que [ > 8L.

Demonstracdo. Inicialmente, escrevemos a funcao de particao do modelo
Hierarquico como segue
Zn =Y Zn(s)
S

onde Zy(s) € a soma de todas as parcelas da funcdo de particdo tal que
o1+ ...+ oov = s. Podemos pensar nas Zy(s) como fungoes de particao
correspondente aos estados com magnetizacao total s.

Para cada N € N seja (y : R — R a funcao dada por

= 3 exp(us?) Zy(s)

As fungoes (y definidas dessa maneira gozam da seguinte propriedade
(n(0) =3, Zn(s) = Zy. Definimos também a seguinte fungao

Ly (u) = log(Cn (u).

Afirmamos que Ly é uma funcao convexa com respeito a variavel u. De
fato, basta calcular Ly(Au; + (1 — M)uz) e mostrar, usando a Desigualdade
de Holder que Ly(Auy + (1 — MNug) < ALy (u1) + (1 — A) L(ug).

Um célculo direto mostra que a derivada de Ly é dada por

(v ()

Liv(u) = flog(Gu ()] = 20 = Szexp<u32)z (5)

e que essa igualdade cria uma conexao entre Ly e a esperanga da magne-
tizacdo quadratica, uma vez que L)y (0) = (Siy)n = 22V fn(N) .

Levando em conta a estrutura hierarquica das somas (4.3) podemos
decompor o espaco de configuragdes Q, , através dos valores das magne-
tizagOes totais em Apn-1 ) € Apv-1 ), que denotaremos por z e y respecti-
vamente. Assim, para cada configuragao o € Q) , cujas as magnetizagoes
totais em Av-1 ) € Apv-15) sd0 dadas respectivamente por z e y temos que
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a energia de interacao entre essas duas caixas é dada por
Hou(z,y) =27V by(Sn1)? = 27y (Sn_i1 + Sno12)” = 27V by (2 + y)?

Ja que todos os valores possiveis de magnetizagoes totais em Apy-1 ;) ou
Apn-14) pertencem ao conjunto A = {2V, —2N"1 42 2N=1 2 9N~} po-
demos escrever a funcao de particao do sistema inteiro como segue

Zy =33 Zyoi(2) Zy_y(y)e T,

r€A yeA

Usando a igualdade acima, obtemos a seguinte representacao de ¢y

(n(u) = ZGXP US )Zn (s ZZexp x—i—y) VZNn_1(x )ZN_I(y)eﬁHout(w,y)

r€A yeA
= Z Z exp(u(z +y)*) Zy_1(2) Zn_1(y) exp(B2 N by (x + y)?)
TEA yeA
= Z Z exp <(u + 627 Nby) - (z + y)2> Zn-1(x)Zn-1(y)
= ZZexp <(u+v) : ($+y)2>ZN—1($)ZN—1(y),

onde v é definido como v = 327 ?VNby.
Serd necessario estimar (y para alguns valores de «. Vamos considerar
primeiro v = —uv:

:ZZGXP(O)ZN 1 ZN 1

z€A yeA

=D Znal ] = [Cv_1(0)) (4.11)

yeA

Para v =0, o Lema pode ser usado com os seguintes parametros:
r; =z + 2V ;= 2Ny

a=2" b=v"12=2N(Bby)"1/?
f(z:) = exp(202®) Zy 1 (2)
para provar a validade da seguinte desigualdade

2

(n(0) > e M1+ (Bby) VA" Zexp (2v5%) Zn_1(s) (4.12)

= e '[1+ (Bbn)"7) ! -[CN—l(%)] (4.13)
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Para calcular Ly tome os logaritmos de (4.12) e (4.11) e os subtraia, che-
gando a:

Ly(0) = Ly(=v) > 2[Ly-1(20) = Ly—1(0)] — 1 — log[1 + (8bx)""?] (4.14)
A convexidade de Ly(u) em u implica em:

Ly (0) — Liy(—v) < vLy(0) (4.15)

Ly_1(20) — Ly_1(0) > 2vLy_,(0) (4.16)

Mas (4.16)), (4.15) e (4.14) juntos nos dao uma desigualdade em Ly e L'y _;:

oL (0) > Ly(0) — Ly(—v) > 2[Ly_1(20) — Ly_1(0)] — 1 —log[1 + (B8by)*?]
> 4uLy_,(0) — 1 —log[l + (Bby)Y?]

Lembrando que fy(N) =272V L(0), segue da desigualdade acima que

fn(N) = (N —1) = ﬁ {1 + log <1 + (/Bb]\f)l/2>}

Iterando a desigualdade acima e lembrando que f,(0) = 1 obtemos a se-
guinte estimativa

fv(N) = 1—2N:(bpﬁ)1{1+10g<1+(ﬁbp)”2)} (4.17)

p=1

Para tornar nossa andlise mais simples, vamos decompor o somatoério
acima em duas partes, a depender no valor de b,5. Antes de apresentar a
decomposicao observamos que a funcao

(b,3) {1 + log[L + (8b,)"*]}

é decrescente em b,3, para qualquer valor de 5,5 natural. Usando esse
fato, vamos limitar os termos que satisfazem b,5 > 9p? por

e}

(92" {1 + log(1 + 3p)} < 136

p=1

Como a fungao log(1+3p) € crescente em p, os demais termos, com by 3 < 9p?,
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sao limitados por:

o0

> (0,8) {1+ log(1 + 3p)}.

p=1

Observando que para p > 1 temos

7
1+ log[l + 3p] < 3 log(1 + p),

podemos concluir que a desigualdade abaixo é verdadeira

- 7 7
> (b,8) {1 +1log(1+3p)} < B Z 51og(1+p):§w—1.

p=1

Juntando as duas estimativas obtidas acima, para (4.17) ficamos com

9 7
> —8LBY.
fn(N) = 1 [16 + L6 ] Tl —8L6
Entdo, fx(N) > 0 se > 8L. Como a ultima desigualdade vale para todo
N e m(2) liminfy_,. fn(N), esta provado o Teorema m O

Agora voltamos a lembrar que um sistema Hierarquico com constan-
tes b, = 22-9P tem acoplamento mais forte que um sistema linear com
J(|i — j|) = 1/|i — j|*. Assim, calculando a constante L para esse sistema
Hierarquico, temos:

L:Z( “tlog(1+p) = ZQ ~2+aP log(1 + p).
p=1

p=1

A quantidade acima evidentemente converge para « < 2, logo a magneti-
zagao quadratica é positiva nesses sistemas Hierarquicos. Por fim, essa
estimativa para L e os resultados da Secao nos permitem concluir a
demonstracao do teorema abaixo.

Teorema 4.5.3. No modelo de Ising com constantes de acoplamento fer-
romagnéticas J;; = 1/|i—j|*, com 1 < « < 2, existe magnetizagdo espontanea
positiva se
g >8 Z 2(=2+P og (1 + p).
p=1

O resultado da Secao a respeito da dominancia da magnetizagao
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de Currie-Weiss sobre sistemas somaveis nos permite concluir que esses
modelos com 1 < o < 2 também tém uma temperatura critica finita, acima
da qual a magnetizacao é nula.
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