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”Como nao ter Deus?! Com Deus existindo, tudo dé& esperanga: sempre um milagre é
possivel, o mundo se resolve. Mas, se nao tem Deus, ha-de a gente perdidos no vai-vem, e
a vida é burra. E o aberto perigo das grandes e pequenas horas, nao se podendo facilitar
- é todos contra os acasos. Tendo Deus, é menos grave se descuidar um pouquinho, pois,
no fim da certo. Mas, se nao tem Deus, entao, a gente nao tem licenca de coisa nenhumal
Porque existe dor. E a vida do homem esté presa encantoada - erra rumo, da em aleijoes
como esses, dos meninos sem pernas e bragos. Dor nao déi até em criancinhas e bichos,
e nos doidos - nao déi sem precisar de se ter razao nem conhecimento? E as pessoas
nao nascem sempre? Ah, medo tenho nao é de ver morte, mas de ver nascimento. Medo
mistério. O senhor nao ve? O que nao é Deus, é estado do demonio. Deus existe mesmo
quando nao ha. Mas o demoénio nao precisa existir para haver - a gente sabendo que ele
nao existe, ai é que ele toma conta de tudo. O inferno é um sem-fim que nem nao se pode
ver. Mas a gente quer Céu é porque quer um fim: mas um fim com depois dele a gente
tudo vendo. Se eu estou falando as flautas, o senhor me corte. Meu modo é este. Nasci

para nao ter homem igual em meus gostos. O que eu invejo é sua instrucao do senhor...”

Grande Sertao: Veredas, de Guimaraes Rosa.
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Resumo

Neste trabalho, estudaremos a existéncia de solucoes para equacoes do tipo
—div(p(x)Vu) = b(z)|u|??u + c(z)|u]u, =€ Q,

em que os pesos p, b e ¢ satisfazem hipdteses que nos permitirao tratar o problema varia-
cionalmente. Consideramos o problema acima para 1 < g < 2* e tratamos, especialmente,
variagoes para quando r = 2* é o expoente critico de Sobolev. A principal ferramenta

utilizada serda o Teorema do Passo da Montanha e suas versoes.

Palavras-Chaves: Teorema do Passo da Montanha; pesos; expoente critico de Sobolev.



Abstract

In this work, we will study the existence of solutions for the equation
—div(p(x)Vu) = b(z)|u|??u + c(z)|u]u, =€ Q,

with the weights p, b and ¢ verifying some hypothesis which produce a variational structure
for the prolem. We considered the equation for 1 < ¢ < 2* and deal specially with the

critical case r = 2*. We use the Mountain Pass Theorem as well as some of your variants.

Keywords: Mountain Pass Theorem; weights; Sobolev critical exponent.
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Introducao

Neste trabalho estudaremos a existéncia de solucoes nao negativas e nodais para
problemas elipticos em dominios limitados suaves. Os dois primeiros capitulos serao

dedicados ao estudo de equacoes do tipo

{ —div(p(z)Vu) = b(x)|u|"?u+ c(x)|u]u, x€Q, 1)

u = 0 x € 0,

em que os potenciais p, b e ¢ satisfazem hipoteses que nos permitirao tratar o problema
(1) variacionalmente. Investigaremos o problema acima para variagoes das fungoes b
e ¢ e dos expoentes g e r. Vale ressaltar que daremos maior atencao ao caso em que
r=2"=2N/(N —2), isto é, aquele em que temos crescimento critico. Em todos os casos,

a funcao p satisfaz:
(p1) p € HY(Q)NC(Q);

(p2) existe um ponto a € ) tal que
p(a) = po == min{p(z) : x € Q} > 0;

(p3) existe k > 0, B > 0 e 0 tais que, numa vizinhanga de a, a funcdo p é da forma
p(x) = po + Bilr — al* + 0()|z — al",

com lim #(x) = 0.
Tr—a



Um exemplo de uma fungao que satisfaz as condi¢oes acima é dado por
p(r) =1+ |z —af* + |z —al**?, 2z €,

em que a € Q e s > 0. Nesse caso, ao definirmos 0(x) = |z — al®, esta satisfaz a condigao

(p3)-
A grande motivagao para o estudo equagao (1) se deve ao conceituado artigo de Brézis-

Nirenberg [9], publicado em 1983. Os autores estudaram a existéncia de solugdes positivas

para o problema

—Au = MulTPu+u* P, ze Q,
(BN)
u = 0, x € 042,

e mostraram que a existéncia de solugao esta relacionada com a maneira que o parametro
A se relaciona com o espectro do operador —A. Com a devida precisao, denotando por Ay
o primeiro auto-valor de (—A, H}(2)), eles obtiveram os seguintes resultados no caso em

que g =2
e se N >3e X >\, entao (BN) nao tem solugao positiva;
e se N>4e0 <A<\, entao (BN) tem solugao positiva;

e se N = 3, entao existe \* > 0 tal que (BN) tem solugao positiva sempre que
A< < Ay

e se 2 < g < 2* também provaram que:
e se N=3e¢4<q<6,entdo (BN) tem solugao positiva para todo A > 0;

e se N=3e2<q<4,entdao (BN) tem solugao positiva para todo A > 0 suficiente-

mente grande;
e se N >4, entao (BN) tem solugao positiva para todo A > 0.

Devido a falta de compacidade da imersiao H(Q) < L* (), o funcional energia [
associado ao problema (BN) nao satisfaz a condi¢ao de Palais-Smale em todos os niveis.

Para contornar esse fato, provaram que [ satisfaz a condigao (PS), para todo

1
d<ct:=—8gN?
c i ,



em que S ¢ a melhor constante da imersao H{(Q2) — L* (2), dada por

S:inf{/|vu|2 : ueHg(Q),/yu2*:1}.

Apoés verificar que [ satisfaz a geometria do Passo da Montanha, eles mostraram que o

nivel minimax deste teorema estd abaixo de ¢*. Este ultimo fato é o passo crucial da

prova e é feito utilizando-se a funcao
ue(z) =€ 7 P(x)U(x/e),

em que € > 0, ¥ é uma fungao corte e a funcdo U é aquela introduzida por Aubin [3] e
Talenti [32] como sendo
[N(N —2)]"%
U(l‘) = N—

[+ [ =

IS

, r€RN,

Em todos os capitulos desta tese, utilizaremos com frequéncia uma variagao da funcao u,
citada acima.

Em 1985, Capozzi, Fortunato e Palmieri [10] provaram que o problema (BN) tem
solugao nao-trivial mesmo quando A > A;. Naturalmente, esta solucao tem que mudar
de sinal, tendo em vista o resultado de nao existéncia de solugao positiva provado por
Brezis e Nirenberg. Outros resultado foram estudados nesse mesmo contextos. Dentre
eles citamos [12, 11, 7, 4, 23, 20, 30, 21, 27, 34].

Em 2007, Hadiji e Yazidi [24] investigaram existéncia de solugdes positivas para o

seguinte problema

(P) {_diwp(o:)w = Nulrtu+ [, re

u = 0, x € 01,

em que ¢ = 2 e a fungdo p satisfaz (p;) — (p3). Nesse caso, denotando por

A1p = inf {/p(a:)\VuFdx cue Hi(Q), /
Q

wldr = 1} ,
Q

o primeiro auto-valor de (—div(p(z)V - ), H}(Q)), a existéncia de solugao positiva é ga-

rantida desde que sejam satisfeitas as seguintes hipdteses:

i) N>4, kE>2e0 << Ay

i) N>4, k=2e7q(N) <X <Ay



iti) N=3,k>2e~y(k) <<y
i) N>3,0<k<2el <A< Ay,

em que 7, y(k) e A\* sdo constantes positivas.

O trabalho acima tem grande importancia em todo nosso estudo. Inspirados pela
maneira que os resultados de Brézis-Niremberg foram complementados por Capozzi, For-
tunato e Palmieri, estudamos o problema (P) para A > Ay .

No restante da introducao, apresentaremos os resultados obtidos no nosso trabalho,

fazendo um paralelo com outros resultados conhecidos na literatura.

Pertubacoes lineares e superlineares

No nosso primeiro resultado, estudamos a existéncia de solu¢ao para o problema (P)

quando A > A ,. Mais especificamente provamos o

Teorema 0.1. Se ¢ = 2 e p satisfaz (p1) — (p3), entao o problema (P) tem pelos menos

uma solucao que muda de sinal em cada um dos casos abaixo:

1. N24,]€>2 €>\2)\1,p;

2. N>5,k=2eX>max{\,,J(N)}, em que

I(N) = 4535, se N =4,
| YoBs, se N >5,

em que o > 0 € dado em (p3) e

== ([ o) (L )

3. N =4, k=2, A>max{\,, J(N)} e existe [y > 0 tal que

/B Mdm < 00.

(a,lo) |z — al*

A demonstragao desse teorema segue as linhas de [18], onde um problema em R foi

estudado. Incialmente, provamos um resultado de compacidade local. Assim como foi



observado em [9], nosso funcional energia I nao satisfaz (P.S)y em todos os niveis. Porém,
vale o seguinte resultado: se (u,) C H}(Q) satisfaz
(poS) ™

. . * R . ! .
nl_lgl‘rloo](un> =c< = e nh_)rrgof (un) =0,

entao (u,) possui uma subsequéncia convergente. A prova segue entdao de uma aplicagdo
do Teorema de Linking. Um ponto importante para o nosso resultado é a prova de que o
nivel minimax se situa onde ha compacidade. Neste ponto utilizamos algumas estimativas
provadas em [24] (veja Secao 1.3).

No segundo resultado do Capitulo 1, consideramos o caso em que a pertubacao é

superlinear:

Teorema 0.2. Se 2 < q < 2* e p satisfaz (p1) — (p3) com k > 2, entdo o problema (P)

tem pelos menos uma solucao positiva para todo A > 0.

Na prova aplicamos o Teorema do Passo da Montanha. Novamente, a parte delicada é
a correta estimativa do nivel minimax associado ao funcional energia. Algumas adaptacoes
dos argumentos apresentados em [18] sao utilizados.

Os resultados provados no Capitulo 1 complementam os de [24] em dois sentidos:
primeiro, porque consideramos a existéncia de solucao que troca de sinal para ¢ = 2;
segundo, porque tratamos o caso em que a perturbagao do termo critico e superlinear (e
subcritico). Estes resultados complementam, ainda, os resultados de Furtado, Myiagaki e
Silva [18], que estudaram um problema andlogo. De fato, em [18] os autores consideram

um problema no RY com o operador F(u) = div(K (z)Vu), em que K(x) = exp(|z|*/4).
Pertubacoes do tipo concavo-convexo
No Capitulo 2 estudamos a existéncia de solu¢ao nao negativa para o problema

(PC) {_C“V(p(x)w) = )|l () P, w9,

u = 0, x € 01,

em que © C RY é um dominio suave e limitado, N > 4el <g<2<r <2*=2N/(N-2).
Para s > 1, denotamos por s’ o expoente conjugado de s, a saber ' = s/(s—1). A fungao

p satisfaz (p1) — (p3) e os potenciais b e ¢ satisfazem



(by) b€ L7(Q)) para algum

(c1) c € L>®(Q), com ¢ # 0.

Neste caso, nossa principal referéncia é o trabalho de autoria de Ambrosetti, Brezis
e Cerami [2], de 1994, no qual estudaram o caso em que b(z) = p é um parametro e
p(z) = c¢(z) = 1, provando que existe uma constante A € (0,+00) tal que o problema
(PC) tem duas solugoes se i1 < A, pelo menos uma solugdo se 1 = A e nenhuma solugao se
p > A. Posteriormente, de Figueiredo, Gossez e Ubilla [14], generalizaram esses resultados
permitindo que os potenciais b e ¢ fossem nao constantes e mudassem de sinal. Outros
resultados foram estudados para este problema, a saber [22, 33, 16, 15].

Nosso primeiro resultado trata do caso subcritico:

Teorema 0.3. Suponha que 1 < q < 2 < r < 2% a fungdo p satisfaz (p1) — (p3) com
k > 2, as fungoes b e c satisfazem (by) e (c1). Se |b|s, € suficientemente pequeno, entdo
o problema (PC) tem pelos menos duas solu¢des ndao negativas uy e uy, satisfazendo

ug, ug # 0.

A prova deste teorema segue os mesmo argumentos de [2]. Usando a pequenez de |b|,,
obtemos uma solugao uy # 0, via minimizagao. Em seguida, usamos o Teorema do Passo
da Montanha centrado no minimo local ug para a obtencao da segunda solucao. Na parte
técnica adaptamos algumas contas encontradas em [19], onde um problema relacionado
(em dominio ilimitado) foi estudado. Neste caso, nao conseguimos provar positividade
das solucoes pois, como os potenciais b e ¢ podem mudar de sinal, nao é possivel utilizar
principio de maximo.

O segundo teorema do Capitulo 2 trata do caso critico. A prova se torna um pouco

mais complicada e precisamos da seguinte condicao técnica:
(ber) existe § > 0 tal que Bs(a) C (4 NQF) e
|¢loe — c(2) < Mz —al?,

q.t.p. em Bs(a), em que Q := {x € Q: b(z) > 0}, Qf = {x € Q: c(z) > 0},
M>0e~y>(N-2)/2.

Provamos o seguinte



Teorema 0.4. Suponha que r = 2*, p satisfaz (p1) — (p3) com N < (2k 4+ 2), as fungoes
b e c satisfazem (b1), (c1) e (ber). Se |bls, € suficientemente pequeno, entio o problema

(PC) tem pelos menos duas solugdes nao negativas ug e uy, satisfazendo ug, uy # 0.

A maior dificuldade na prova deste teorema é a obtencao da segunda solucao. De fato,
como temos crescimento critico, o funcional energia associado nao satisfaz Palais-Smale
em todos os niveis. Apds obter um resultado de compacidade local, provamos que o nivel
minimax estd corretamente localizado. Neste ponto, além da condigao técnica (bcy), é
fundamental a restricio N < (2k+2). Vale notar que uma restri¢ao relacionada ja aparece
no Teorema 1.2 do artigo de Furtado, Ruviaro e Silva [19]. De fato, os autores consideram
um problema no RY com o operador F(u) = div(K (z)Vu), em que K(z) = exp(|z|*/4)
e a restri¢do imposta é a > (N — 2)/2.

Nossos resultados do Capitulo 2 generalizam os resultados de [14] pois consideramos
o caso em que p(x) ndo é constante. Além disso usamos algumas estimativas de [24] para

completar o resultado.

Sistema com perturbacgao superlinear

No Capitulo 3 estudamos existéncia de solucao com componentes positivas para o

sistema
—div(p(x)Vu) = bu+cv+ %u\u|a_2]v|/3, r e Q
(PQ) —div(¢(x)Vv) = cu+dv+ g\ulavlv|ﬁ_2, r e Q,
u,v = 0, x € 01,

em que b, ¢, d € Re a, 5 > 1sao0 tais que a+ = 2*. A funcao p é como antes e a fungao

q satisfaz:
(@) ¢ € H{(Q)NC(Q);
(q2) q(a) = qo := min{q(x) : v € Q} > 0;
(g3) existe j > 0, v; > 0 e 6, tais que, numa vizinhanga de a, a funcdo ¢ é da forma
q(x) = qo + e — al’ + 0y(x)]x — al’,

0.

com lim 0,(z)
Tr—a



O caso em que p(z) = ¢(x) = 1 foi estudado por Alves, de Morais Filho e Souto [1]

em 2003. Os resultados estao relacionados com os auto-valores p; < ps da matriz real

A:(i ;).

Os autores provaram que, se N >4, b>0e 0 < puy; < puy < A, entao o sistema (PQ)
tem solugao. Se 2 é um dominio estrelado com respeito a origem e ps < 0, utilizando um
tipo de identidade de Pohozaev, também provaram que (PQ) s6 admite solucao trivial. No
mesmo contexto, outros trabalhos foram abordados no ultimos anos, a saber 25, 26, 17, 5].

Primeiramente provamos um resultado de nao existéncia de solugao para o problema
(PQ), qual seja:

Teorema 0.5. Suponha que 2 € um dominio estrelado com respeito ao ponto a € §) e que

p, ¢ € CH(Q) satisfazem
Vp(x).(x—a) >0 e Vq(x)-(:p—a) >0,

para todo x € ). Se g <0, entao o problema (PQ) ndo possui solugao positiva.

Para provar o resultado acima, utilizamos uma versao da identidade de Pohozaev para
sistemas. Observe que, além de supormos que €2 é um dominio estrelado com respeito ao

ponto a, acrescentamos as seguintes hipoteses técnicas sobre os pesos p e ¢:
Vp(z)-(x—a) >0 e Vg(z) (z—a)>0.

Essas hipoteses surgem de maneira natural, tendo em vista que, diferentemente da
identidade classica de Pohozaev, nao valem algumas relagoes do calculo elementar, em
fungao dos pesos p(z) e q(x).

Finalizamos o capitulo provando um resultado de existéncia de solugoes positivas para
o sistema (PQ). Definindo A, de maneira andloga a maneira com que foi definido A , e

a quantidade
.

0, se min{k,j} > 2,
791627 S€ k - 27 ] > 27
(N, k,7) =
V179, se k>2,j=2,
\ Yy max{fa, 12}, sek =2 j=2,



em que

4, se N =4,

" o (L) (L) e

podemos entao enunciar nosso ultimo resultado:

Teorema 0.6. Se as fungdes p e q satisfazem (p1) — (ps) e (¢1) — (g3), a matriz A € tal
quec >0 e
VN, k, ) < 1 < pro < min{ Ay p, A1 4},

entao o problema (PQ) tem pelo menos uma solu¢ao com componetes positivas.

O teorema acima é provado usando-se o Teorema do Passo da Montanha. A parte
mais delicada é a correta localizacao do nivel minimax do funcional energia. Novamente,
a criticalidade do sistema faz com que este nao satisfaga Palais-Smale em todos niveis.
Para efetivar os cdlculos necessarios usamos algumas ideias do artigo [1].

Ressaltamos que, apds a finalizagao dos resultados deste tltimo capitulo, tomamos
conhecimento do artigo [6], em que os autores obtém resultados semelhantes aos nossos.
Uma vez que nossos resultados foram obtidos paralelamente e de forma independente,

optamos por apresenta-los nesta tese.



CAPITULO 1

Perturbacdes lineares e superlineares

Neste capitulo, investigamos a existéncia de solucao para o problema

() —div(p(x)Vu) = Mul"2u+|ul* 2u, z€ Q,
u = 0, ZL‘EaQ,

em que ) C RY é um dominio suave e limitado, N > 4, 2* = 2N/(N — 2) é o expoente

critico de Sobolev e 2 < ¢ < 2*. A funcao p satisfaz as seguintes condigoes:
(p1) p€ HY(Q)NC(Q);

(p2) existe um ponto a € 2 tal que
p(a) = po == min{p(z) : x € Q} > 0;

(ps3) existe k > 0, B, > 0 e 0 tais que, numa vizinhanga de a, a fungao p é da forma
p(x) = po + Brlz — al* + 0() |z — al*,

com lim #(x) = 0.
Tr—a

O parametro A > 0 vai variar de acordo com o valor de g e estara relacionado, no caso

¢ = 2, com 0 nimero

My :inf{/p(x)|Vu|2 cu e Hy(Q), /u2 = }

10



O nosso primeiro resultado trata do caso em que ¢ = 2:

Teorema 1.1. Se ¢ = 2 e p satisfaz (p1) — (ps3), entdo o problema (P) tem pelos menos

uma solucao que muda de sinal em cada um dos casos abaizo:

1. NZ4,]€>2 6/\2)\1,;7;

2. N>5,k=2e)>max{\, J(N)}, em que

I(N) =

455, se N =4,
190627 se N 2 57

em que o > 0 € dado em (p3) e

=022 ([t ) (L e )

3. N =4, k=2, A\>max{\,, J(N)} e existe ly > 0 tal que

/B b(x) dr < o0.

(a,lo) |z —al*

No segundo resultado, consideramos o caso em que a pertubacao é superlinear:

Teorema 1.2. Se 2 < ¢ < 2* e p satisfaz (p1) — (p3) com k > 2, entao o problema (P)

tem pelos menos uma solucao positiva para todo A > 0.

Em todo o capitulo vamos considerar o espago H} () com a sua norma usual
Julf? = [ VP, vue By,
Vamos denotar ainda por || - ||, a norma

Jul? = / p(0)|Vul’, ue HY(). (11)

induzida pelo produto interno

(u,v), = /p(x)(Vu V), Yu,v € Hy(Q).
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Observamos que a norma || - ||, definida em (1.1) é equivalente a norma usual || - || de
H(©), pois

pllall =po [ 1V < [ p@)|9u? =l < ol

Nas duas secoes seguintes provamos os Teoremas 1.1 e 1.2, respectivamente. O capitulo
conta ainda com uma secao final onde fazemos algumas estimativas utilizadas no decorrer

das provas.

1.1 Solucao nodal para ¢ =2

Nesta se¢ao vamos considerar ¢ = 2, de forma que as solugoes fracas do problema (P)

sao precisamente pontos criticos do funcional I € C'(H}(Q2),R) definido por

1) =5 [p@vaP =5 o= 5 [1a

Para encontrar tais pontos criticos, vamos utilizar o seguinte teorema abstrato, cuja de-

2%

monstragao encontra-se em [29]:

Teorema 1.3. Seja X um espago de Banach com X =Y & Z e dimY < oo. Considere
um funcional J € C*(X,R) satisfazendo:

(i) existem p,o > 0 tais que J |aBp(o)nZ >0;
(ii) ezistem e € 0B1(0)NZ e R > p tais que

J|6Q SO?

em que Q@ = (Br(0)NY) @& {te: 0 <t < R}.
Seja

— inf
¢ = inf max J(7(u)),

em que

F={ycCQ,X):y=1d em 0Q}.
Entao ¢ > o e existe (u,) C X tal que J(u,) — ¢ e J'(u,) — 0.

Devido & falta de compacidade da imersao Hg(§2) < L?"(Q), o funcional I nao satisfaz

12



a condicao de Palais-Smale em todos os niveis. Denotando

S:inf{/|vu|2 : ueHg(Q),/yuQ*:1},

o resultado abaixo fornece uma condi¢ao de compacidade local.

Lema 1.1. Se (u,) C Hy(Q) € tal que

. * (pOS) N/ .
ngrilm](un) =c< = e nll_>n010 I'(u,) =0,

entao (u,) possui uma subsequéncia convergente.

~ 11 .
Demonstracao: Tomemos [ € (— —) . Para n suficientemente grande temos que

2%7 2
| ()| < 1/8. Assim

' (ut Y| < 7 () ]| < (1/8) [[un I,
e portanto ||u, || > —BI'(u,)u,. Como I(u,) = c+o(1), da desigualdade acima temos que

o(1) +c+ |lunl| > I(un) — BI'(un)un

= 5 [l =3 [lwp -5 [l
= 8 [ oVl 4 [l 5 [ fu,

2%

2%
7

e portanto

1 1 1
of1) bl = (5= 8) = (5= )l + (5= 5 ) o

Uma consequeéncia da desigualdade de Young é que, para quaisquer a,b > 0 e ¢ > 0,

5. (1.2)

existe C. tal que
ab < ea® + C’ebsl,

em que 1/s+1/s" = 1. Devido & imersdao L? () — L?*() e a desigualdade acima, existem

constantes c1, co > 0 tais que

2% /2

[unle < c1|un|or < eluy,

13



Segue de (1.2), da igualdade acima e da condicao (ps) que

0(1) +c+ HUTLH Z pl)ﬁOHun”2 - )\60(6‘“71 31/2 + 02)2 + ﬁ1|un

> 20050H7~Ln|f2 — )\50€3€2|Un

2%
2*

%I —Cy4 + ﬁl\un g:,

em que By = (1/2 = B), B1 = (B — 1/2%), ¢3 e ¢4 sdo constantes positivas. Escolhendo
0 < & < v/Bi(MBocs) /2, teremos

o(1) + ¢ + ||unl| > poBollunll* — e,

donde concluimos que (u,) é limitada em Hg ().
Resta-nos mostrar que (u,) possui uma subsequéncia convergente. Como (u,,) é limi-

tada, a menos de subsequéncia, existe u € H} () tal que
u, — u fracamente em Hy(2) e u,(z) — u(z) q.t.p. em Q.

Usando a compacidade da imersio H{(2) — L* 71(€), a menos de subsequéncia,

existe hs € L*(Q2) tal que

u em L*(9),

Uy —
u, — u em L*(Q),
<

|un ()] hs(z), q.t.p. em €,
em que s = 2" — 1. Assim, para toda ¢ € C5°(Q),

w(r)p(x) — u’(r)p(x) q.t.p. em €Q,
unl*|¢] < [dlech? € L1(9).

Pelo Teorema da Convergéncia Dominada,

/ 2P — / g,

e, por densidade,

/|un|2*_2unv—>/\u|2*_2uv, Vo € Hy(Q).

14



Como u, — u em H(Q), u, — uem L*(Q) e p € C(Q)

<%w%—A/ww:@m%—A/@v+quvmeﬂam.

Lembrando que I'(u,) — 0, obtemos

o(l) = I'(u

n)U
— (un,v>p—)\/unv—/|un

= (o), — A [ ww— [ [ul* 2w+ o(1),
Ju=]

22,

para toda v € H}(Q), o que mostra que u é solugao fraca do problema (P).

Um resultado devido a Brézis-Lieb [8] nos diz que
| |8 = uld + [up — ul +o(1),
para 1 < ¢ < 2*. Assim, se denotarmos v,, =: u,, — u, temos

o(1) = I'(uy)uy,

2%
2*

= ||un||;2) - )"ung — luy,

2%

3 = ltn — ul3 +o(1)

= Jull? + Il —ul2 = AMul3 = Mun, —ul; — |u
= I'(u)u + ||va] 3 +o(1)

5+ o(1),

;2; - /\|Un|§ — |vn

= ||Un||;2y — |vn
em que usamos o fato de que I’(u)u = 0. Portanto, para algum [ > 0, vale

.
5 =1

n1—1>r—|l:100 H/UnH; - nl—lgri—loo |Un

Mas segue das definigdes de S e p(x) que

2
2*.

/ p(@)|Voul? = po / T > poS|on

Passando ao limite a inequagao acima e usando (1.4), obtemos

> poSI¥? .

15
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Suponhamos [ # 0. Entdo [ > (ppS)™/? > 0. Por (1.3) temos que

1 A 1 .
L(un) = 5llwnlly = Slunls = 5 lunl:
1 , N, 1
:§|‘0n+u‘|p_§’u‘2_§’vn+u
1 A 1 « 1 1
= 5”““5 - §|U\§ - 5!” 5 + §anHfg - ;\vn

1

1 «
= 1I(u) + §||Un||;2; - §|Un %* +o(1).

31 +o(1)

31‘ +o(1)

Portanto, usando (1.4), a igualdade acima e o fato de que I(u,) — ¢, obtemos

o+ (1 L)iee

Além disso, como I'(u)u = 0, temos que

I(u) = I(u) — %I’(u)u

2%

Logo, as igualdades acima implicam que

> 1 1 l—ll
c=\2 7 2 )T N"

e portanto devemos ter

N/2
oo PoS)

— <
N N_c<c,

o que gera uma contradi¢ao. Portanto [ = 0, e isto conclui a demonstragao do lema, pois

[vnll2 = o(1) e, portanto, u, — u em Hg(£2).

s . z 1 . .
Nosso préximo passo é decompor o espago H;(€2) de tal maneira que possa ser veri-

ficada a geometria do nosso teorema abstrato. Para isso, vamos considerar o problema

linear

pdiv —div(p(x)Vu) = I, z€ Q
() B
u = 0, x € 0N).

16
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Nesse caso, vale o seguinte resultado, cuja a prova é uma consequéncia da Alternativa de
Fredholm:

Teorema 1.4. Se Q C RN € um aberto limitado, entdo o problema de auto-valor (PAdw)

possut uma sequéncia de auto-valores
0<Ap <Agp < As3p <0 < Ay < Apgrp — 00

Além disso, as auto-funcoes associadas, que definiremos por Q1,2 p, ..., Pap, -, for-

mam uma base ortogonal de Hy ().

Assim, dado n € N tal que A, , < A < Apy1,, definimos

Y = span {®1,, Pop; s Prpt, Zi=YT (1.5)

e a constante
5= inf /(p(x)\vuﬁ ~d). (1.6)

llull=1

Como consequéncia da Teoria Spectral dos Operadores Compactos seguem as seguintes

desigualdades:
/p(w)|Vu|2 < )\mp/uQ, YueyY (1.7)

e

/p(:v)|Vu|2 > )\n+17p/u2, Yu € Z. (1.8)

Assim, dado u € Z, com ||u]| = 1, da dltima desigualdade, do fato de A < A\, 11, e de (p2),

obtemos

A A
Jo@rvap - x) = (1122 ) [rvap = (1- 2 ) m=o.
n+ 7p n+ 7p

donde concluimos que 6 > 0.

O préximo resultado serd importante na prova do Teorema 1.1. Sua demonstracao

serd feita mais adiante.
Proposigao 1.1. Se A € [\, A\ut1p) satisfaz uma das condigoes (1)-(3) do Teorema
1.1, entao existe z € Z \ {0} tal que

1
max [ A N/2.
Jax (u) <c N(poS)

17



Assumindo que a proposicao é verdadeira, podemos provar o Teorema 1.1 como se

segue:

Demonstracao do Teorema 1.1: Consideremos Y, Z e ¢ definidos em (1.5) e (1.6). Se

Iw) = 5 [p@Ivaf -3 [

o
> Sl -

u € Z, entao

1 .
;\Ug*

2. < S7%/2||u||*. Assim, segue da expressdo acima que,

Da definigao de S temos que |u

se ||ul| = pewu € Z, entao
) o P2
I > 202 gepl
(W) = 5p 5
5 STER2
= (5 - TpQ —2) >0, YuedB,(0)NZ,

desde que p < (65%/2)1/(2"=2) Para essa escolha de p temos

b= inf I(u) >0,
w€dB,(0)NZ

o que assegura a condigao (i) do Teorema 1.3.

Tendo em vista a desigualdade (1.7), para todo u € Y, temos que

Hw:=1/<>WW——/

A
io-z Y[ /'

Como Y & Rz tem dimensao finita, todas as normas neste espago sao equivalentes.

Logo, existem ¢y, c3, ¢4 > 0 tais que, para todo u € Y & Rz,

1 A 1 .
1) = Sl = Sl — Slul
1 A 1
< = 2 A 2
< serlul - Sesllul® - Sealul,

18



donde cocluimos que
I(u) — —oo, sempre que ||ul]| = 400, u€Y & Rz.

Assim, existe R > p tal que I(u) < 0 sempre que |[ul]| = R. Concluimos que a condigao
(ii) do Teorema 1.3 é satisfeita.
Pelo Teorema 1.3 e a Proposigao 1.1, existe uma sequéncia (u,,) C Hj () tal que
G\ /2
lim I(u,) =c<c" = (po5) e lim I'(u,) =0. (1.9)

n—-4o0o N n—o00

Pelo Lema 1.1 podemos afirmar que, a menos de subsequéncia, (u,) converge para uma
solucdo u de (P).

Para mostrar que u #Z 0 usamos o Teorema 1.3, que garante que I(u) = ¢ > o > 0,
donde concluimos que a solucao u é nao trivial. Resta-nos mostrar que a solugao muda
de sinal. De fato, pois caso contréario, como u # 0, pelo Principio do Maximo, deveriamos
ter u > 0 ou u < 0. Mas como o Teorema 1.1 de [24] afirma que (P) nao tem solugao

positiva no caso A > Ay, concluimos que a solugao encontrada tem que mudar de sinal.
O

Caminharemos agora na direcao de demonstrar a Proposicao 1.1. A prova sera dividida

em dois casos e, em ambos, vamos considerar o quociente

lull; = Alul3

Qrp(u) = PR Hy () \ {0}, (1.10)
2*
bem como a seguinte fungao
() = P (x) Yl s (1.11)

emquee >0,19e€CPQ),0<y<1,¢=1em B(a,l), ) =0em Q\ B(a,2]) el >0¢é
tal que B(a,2l) C .
A seguir, enunciamos a relacao entre as duas fungoes acima citadas. As estimativas

do préximo lema foram extraidas de [24] e serdo provadas na Segao 1.3.

Lema 1.2. Temos que Qxp(w:) = Qxp(u:). Além disso, valem as sequintes estimativas

19



quando € — 0"

(oS — Ae + o(e), N>5¢ek>2

Ols) < p05—<)\—2—§52>%€+0(8), N>5¢ek=2
Ap We) >

poS — Agitelloge| + o(e|logel), N=4ek>2

L oS — (A — 4Bs) s2-¢|loge| + o(e|loge|), N=4¢k=2,

2Ko

em que wy € a drea da esfera unitdria de R*,

1 lyl? / 1
K::-N—22/ W gy K= | ——— 4
2= g W =2 | A KT L T

4
A::N—Zz/ Ld_
2= (N =28 | Ty

De posse das estimativas acima, vamos provar a Proposicao 1.1, em seus dois casos,

na sequéncia do texto.
Caso 1: A, , <A< Apyip.

Nesse primeiro caso, definimos

Ze 1= We — Z (/ wa%',p) Pi,p;

em que ¢, , sao as autofungoes do problema de autovalor (Pfhv).
Observemos que, fixado v € HJ () \ {0},

12 A2 .
I(tu) = §||U||;27 - 7|U|§ - §|U 5

Se [|ullZ — Alul3 < 0, temos que I(tu) < 0 para todo t > 0. Caso contrério, a funcao

t — I(tu), para t > 0, possui um unico ponto critico ¢, > 0 dado por

CM%NMYW%
to =TT — .

Jul3:

2*
Além disso, como 2* > 2, um calculo simples mostra que ¢y é um ponto de maximo, de

modo que o maximo da funcao é dado por

o = - (50t

Jul3.

N/2

20



Assim, para todo u € H}(Q2) \ {0}, vale

/2
1 lull2 = Auf2\ ™
m < (1= e .
tzaoxf(tu) N< lu

2
2

Logo, como Y & Rw,. =Y & Rz, se definirmos

Ye={u=y+tw; yeY, teR, |u

or = 1}, (1.12)
a Proposigao 1.1 fica provada se conseguirmos verificar a seguinte desigualdade

M = Mmax (Hu||12? — Aul3) < poS.
Lema 1.3. Quando ¢ — 0", as sequintes igualdades se verificam.:

1 N—2 N—2

gj‘fl =0 1), |wl]i=0(7) (1.13)

[

Demonstracao: Observemos primeiramente que, dado v # 0, podemos usar o Teorema

|we

e para todo y € Y

max{|<y, wyl .

} = |yl 0" 7). (1.14)

da Mudanca de Variavel para obter

/ - 57“5/ S (1.15)
Bu(a) [+ |z —al?]” By, () L4 |27

Como na definicao de w. a fungao ¢ se anula exteriormente a bola B(a, 2l), podemos

usar (1.15) com vy = (N + 2)/2 para obter

N+

w2l = w(x)g(N_Q)M -
2% 1 e + |z — a|f]N-2)/2

»

|we

IA

1
(N—2)/4/ d
€ T
By z(0) [1 + |x|2](N+2)/2

N-2

= O(e 7).
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Além disso,

(N-2)/4
|w€|1:/[ w(l‘)g

e+ |z — al2]N-2/2

1
< cN-2) / d
= Bz €+ o — apJ-22 Y
1
< 5(N2)/4/ - ix
B(a,2l) |z — a2

visto que a ultima integral é finita.
Para provar (1.14), tomemos um elemento y = > 7" | 5;¢;, arbitrario de Y. Podemos

nos valer de (1.13) para obter

(Y, we)p| = <Zﬁi%0i,p7ws> = Zki,pﬁi/%,pws
i=1 p i=1

(1.16)
n n Nes
< 3 (ZWJ) /wa < sz‘) O(e ),
i=1 i=1
em que ¢3 = Ay pmax{|P1plocs -+, |Pnploot. Além disso, a equivaléncia de normas em

Y implica que Y1 |5i| < calyle. Utilizando essa desigualdade juntamente com (1.16),
obtemos

N—-2

[{y, we)p| < lyl20(e 7).

Analogamente

< |yl,O(e" 7)),

[ .

o que finaliza a demonstracao do lema.

Lema 1.4. Se u =1y + tw. € X, entao t = O(1) quando ¢ — 0.

Demonstracao: Seja

2%

Au) = Julz =y

2
PR

0 — |tw.|3

22



Pelo Teorema do Valor Médio

— [twe|*)

— [y”
= // |tw5+sy]2 2(twe + sy) — ]5y|2 sy)ds

— ze@ - f / 5y + twen(2)|* ~2tw.yds,

Alu) = /\y+tw5

em que 0 < n(z) <1 é uma fungdo mensurdvel. Como dim Y < oo, neste espaco todas
as normas sao equivalentes. Além disso, se m,n e u sao constantes positivas, vale a

desigualdade (m + n)* < C,(m* + n*), para algum C,, > 0. Assim, por (1.13)

1
|A(u)| = 2*(2*—1)// sy + tw.n(x)|* "*tw.yds
0

1 1
< 2F(2F - 1)(// |s 2*_1|tw€|ds—i—// |tw€n\2*_2tw5|y|ds)
0 0 (1.17)

< o {|?J 51

2y

2ty + Jyloo [t~ ewe

ZUHOETT ) + Jy

< 03{|?/ 2|t _10( )}

Dado agora £ > 0, segue da desigualdade de Young com expoentes r = 2*/(2* — 1) e
r’ = 2" que

2, 2N

Y3 HOETT) < Elyls: + et O )=,

Analogamente, existe uma constante c5 tal que

N-2

10 T) < €yl + st O ) v

yla-

Escolhendo ¢ < 1/(4¢3), podemos usar (1.17) e as duas ultimas desigualdades para ga-

rantir que

1
A < 5y

Portanto, usando a estimativa

2*{ (e %)+O<51§<JJVV+22>)}_ (1.18)

N
2

o = / el = [N(N = 2] 8" + O(e?),
obtida no artigo de Brezis-Nirenberg (cf. [9, pg 444]), a definicao de A(u) e (1.18), segue
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que

2%

1 = |uls
<L - N(N-2)
2 |tw€ 3* + §|y g* + |t 2 {O(€%> + O(E 2(N+2) )}
* « ( -
> [ { VW = 2778V 0 + 0 ) ).

Dessa maneira, se ¢ — 07, devemos ter t = O(1), o que finaliza a prova do lema.
O

Demonstracao da Proposicao 1.1 (Caso \,, < A < A\41,) Seja u = y + tw, € X,
em que o conjunto . é aquele definido em (1.12). Usando a estimativa (1.14) do Lema
1.3 e o fato de que t = O(1) quando € — 0" (Lema 1.4) obtemos

lull2 = 1lyll2 + 2y, we)p + [[twe||
N-2
< wll2 + 192077 + [[twel]3.

Argumentando como acima no célculo de |y+tw.|3 e usando a desigualdade (1.7), obtemos

N-—-2

lully = Alulz < ap = NIyl3 + yl20(e™T) + Qup(twe) [twe 3.,

em que @y, foi definido em (1.10). Para m < 0, temos que mr? + br < —b*/4m, para

todo r € R. Lembrando que (A,, — A) < 0 e usando essa desigualdade, obtemos entao

1 _
llly = Alulz < 7 O(e"7) + Quyp(tw.)[tw.

()‘ - /\n,p)

5. (1.19)

Por outro lado, usando o Teorema do Valor Médio e a equivaléncia das normas no

espago Y, existe uma fun¢ao mensurdvel &, tomando valores no intervalo [0, 1], tal que

1 = /|y—|—tw5|2*

[ 2o+ eyl e+ €nnly)

DS / ey

N—2
o)

v

|[twe

v

gi — |yl20(e

|[tw,

donde segue que
N—-2

3 <14 yhOoE™ ).

|tw,
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A conclusdo é consequéncia, entdo, da estimativa acima, de (1.19) e do Lema 1.2.
Suponhamos que N > 5 e k > 2 e usando as estimativas citadas na frase anterior, temos
que

1 N-2
ull? = Aul? < poS + ¢ (d+ 0 >+0<1>) |

em que d = AK3/K5 < 0. Assim, para ¢ > 0 suficientemente pequeno, temos que
[ul|2 = Aul3 <7 < poS, Vue ..

Os demais casos sao tratados de maneira analoga.

Caso 2: A =\, ,.

Definimos

We 1= We — <w€> Son,p>p30ﬂ,p’

em que w; foi definido em (1.11). Mostraremos, de maneira andloga ao primeiro caso, que
~ 2 2
me = max ([Jully — Anplul3) < poS,
ueE e

em que

iez{uzy—i-tfﬁa; yeY, teR, |u

o = 1} .
Lema 1.5. Quando ¢ — 0%, valem as sequintes estimativas

N—-2 N-2

21=0(E"71), |u]i=0("7),
/yiﬁe

QA,p(QTJE) = Q)\,p(ws) +

|we

max {|<y7 ﬁ56>P|7

2. +0("2)

|we

25



Demonstracgao: Para a primeira estimativa, temos que

1 = / |
= /‘ws - <w6790n,p>p90n,p
< Cl/|ws|2*_1+02|<w6790n,p>p|2*_1/|90n,p

N-2 N-—-2

= O 7 )4+0(71)

2*—1

|

2*—1

2*—1

2
™)

+

2
N

em que usamos as equagoes (1.13) e (1.14). Analogamente, podemos nos valer do Lema

1.3 para provar a segunda e terceira igualdades do lema. Além disso, sabemos que

||7E£||;2; = HwEHI% + (we, @nm);%”@pn,p”;% — 2(w, ‘Pn,p>;2;
< w2+ O )? (1.20)

= w2+ 0",

e analogamente
N-—2

|ﬁs|% < |w€|% +0(e 7). (1.21)

2 .
2

1
. d .
3* = //0 %’ws—3<ws7¢n,p>p90n,p|2 ds
S 02|<w5a¢n,p>p|/|w€
= OET)0(ET)+0(ET)?

Estabeleceremos agora uma relacao entre |w.|2. e |w.

gi - |w€

|w,

2%

S csl{we, SOMJ)ZJ

> / P

*

em que utilizamos novamente (1.13) e (1.14). Para algum £ € (0, 1), temos

2*)2/2*

%* - ( /&75 2%

|we

o jor 2 . N2 \ 3F 1 N—2
= (Wl + o (i +€0E"T)) T 0T,
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Como 0 < lim, g+ |we |2+ < 00, concluimos que

2 —i—O(e%).

%* = |w,

|

A equacao acima, (1.20) e (1.21) implicam que

”ﬁ&Hi _'A|ﬁ%|%

Q/\,p(@E)

Jwe |2 = Awel3 +O(e72)
2. +0(e")
O™z

2. +0( )

|we

= (gAp(uk)'+

|we

finalizando, pois, a prova.
OJ

Demonstracao da Proposicao 1.1 (Caso A = A, ,,) A prova segue as mesmas linhas

do primeiro caso. Provaremos que

m = max (||ullj — Anplulz) < posS,
UED

em que

Ye={u=y+tw.:yeY, teR, |u

Qx = ]_}

Ao considerarmos u = y + tw, € ia, a funcao y € Y pode ser reescrita como

Y=+ Y, Pnp)pPrp

Dessa maneira (p, ,, We), = /cpn,pfﬁs = 0 e [|onpllz = Auplenpl3, tendo em vista a

defini¢ao de ¢,, ,. Assim

2
2*.

[ully = Anpluls = 1715 — Anpldlz + 207 t02)p — 220 / tywe + Qx(twe)[twe

Como vimos no Lema 1.5, podemos obter

1 N-2

2 )\n 2 9] tNE tNE
lull; = Anplul} € G507 + Qu(tT) 1

2
PER
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Utilizando o fato de que t = O(1) quando ¢ — 0 (Lema 1.4) e 0 mesmo argumento usado

no primeiro caso, para ¢ suficientemente pequeno, teremos
ul|2 = Mul? < poS, Yues
p 2 pO 9 (>8]

finalizando, entao, a prova da proposicao.

1.2 Solucao positiva para 2 < q < 2*

Nesta secao, vamos provar o Teorema 1.2. O roteiro é parecido com o da sec¢ao anterior,

porém, neste caso, vamos aplicar o Teorema do Passo da Montanha para o funcional

= [ ol up =2 [wor- 5 [,

em que u () = max{u(z),0}. Comegaremos enunciando e demonstrando o seguinte lema

que fornece a geometria do Teorema do Passo da Montanha.

Lema 1.6. Ezistem p,0 > 0 tais que I |gp,0)> 0. Além disso, existe e € H(SY) tal que
el = p e I(e) <0.

Demonstracao: Usando as imersoes de Sobolev, obtemos c;, co > 0 tais que
A 1 o

1
1) = Gl = Sl = ol

2%
PA

Poy onz _ Ay Loy
EEHUH —EW !Z—§|U

2%

Po
> 3HU||2 — crllul|” = coflu

= Jlull? (% = eullul*~2 = collu

2*—2)

>0 >0,
desde que |lu]| = p, com p > 0 suficientemente pequeno. Além disso, fixado u € Hg(Q2) \
{0}, com u > 0, temos que

U VA t7 e
I(tu) = §||U||p - 7|U|3 - §|U o
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e portanto I(tu) — —oo quando t — +o0o. Assim, considerando e = tu com t > 0

suficientemente grande, temos que ||e]| > p e I(e) < 0.

Vamos definir agora o nivel minimax do Passo da Montanha

= inf I(~v(t
¢:= Inf max (v(t)),

em que
I':={yeC(0,1],Hy(Q)) : 7(0) = 0, y(1) =€} .

Um argumento parecido ao usado no Lema 1.1 mostra que toda sequéncia (u,) C Hj(£2)
tal que I'(u,) = 0 e I(u,) — ¢ < +(poS)™/? possui subsequéncia convergente. Argu-
mentando como em [35, Teorema 4.2] , podemos provar a seguinte caracterizagao do nivel
minimax

c= inf  max[I(tu).
u€Hg(2)\{0} t=0

Assim, é suficiente provar que

Proposigao 1.2. Emziste v € Hy(Q) \ {0} tal que

1
sup I(tv) < N(pOS)N/Z.
£>0

Demonstracao: Seja ¢ € C§°(12) satisfazendo 0 < ¢ < 1,9 =1 em B(a,l), » =0 em

Q\ B(a,2l) el >0 ¢ tal que B(a,2l) C Q. Para € > 0 definimos

Y() U

() = = .
2

e+ |z —al?]

2*'

= o

Consideremos a funcao

h(t) := I(tv.), t>0,
que é da forma At> — Bt? — Ct*", em que

1 A
A= 5”“&”27 B := E\v5|g e C:= §|vE

Observe que
B (t) = t(2A — qBt1™? — 2*Ct* 7?)

e a funcio t — (qBt972 +2*Ct* ~2) é crescente para t > 0, j& que (g —2) > 0. Além disso,
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esta mesma funcao tende para infinto quando ¢ — +o00. Portanto, existe um tnico t > 0

tal que 2A = ¢Bt1=2 + 2*Ct? ~2, ou seja, tal que h/(t) = 0. Seja entdo t. > 0 satisfazendo
R'(t.) = 0.
Como v. > 0, temos ainda que

0="n'(t.) = tEHUSHZ = )\tgfl\vs\g - tg*’l\vs 3

2.=1e A >0, obtemos

Além disso, como |v,
||U6H12; = )‘tg_2|U6’Z + tg*_Q > t?:*_27

Vamos tomar
2

=l 2 >t

e considerar a funcao
1 N ok 1 *
)=t t% 77— —
9(t) =3 o
Como ¢/(t) = t(t =2 —2"72), a funcdo g é crescente no intervalo [0, |. Além disso

12 A ¥

I(t0) = Sl - Ztfuelt = o

%* = g(te) - Etg|vs|g < g@) - Etﬂ%’g,

2
» 7, da definicao

2+ = 1, e g é crescente em [0,%]. Como definimos ¢ = |v.

visto que |v.
de g

N — —F2pr-2_ @ _ (2 _ 2 \pr_ L 2\N/2.

Portanto, temos que

I(tv:) < » :

tq
(vl ;)72 — S Al (1.22)

=| =

Da definigao de u., segue que

E 1
’Us’g = / L <I) aN—2) / 2(N—2) dr + O(D
e+ |x —al?] 2 Bal) [+ | —al?] 2
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Agora, fazendo a mudanca x — a = /2y, temos que

1 8%
/ a(v = 2)d$:/ a 7 dy
Ba)) [e + |z — al?] B(/vED) [e + elyl?]
N_a(N-2) 1
=2 2 / q(N 2) dy
B/vE0) [L+ [y[?]

Notemos agora que

1 1 —g(N—
B(i/vE0) [1+ |y|?] = BLo) [1+ [yl?]" = B(1,0)¢

Como ¢q > 2, temos que —q(N —2)+ N < 0, de modo que a tltima integral é finita. Assim

[uelg = 0 (5757 ) 1 0q1). (1.23)
Por outro lado, uma estimativa devida a Brézis-Nirenberg (cf. [9, pg 444]) fornece

5 = Ko™ 2 +0(e),

em que Ky = K3(N) > 0. Assim, pelo Teorema do Valor Médio, existe ¢ € (0, 1) tal que
’usg* = (|u5|§*)§
— (K" 4 0))
a1
e g <K25 S22 4 50(e )) 0(e)
portanto
q _a(N=2)
lucld. = O™ 7 )+ O(1). (1.24)
Como u = [ue|a-vz, € Qup(ue) = Qop(|tc|o-ve) = [|ve|2, segue do Lema 1.2 que
) poS + O(e), N > 5;
[vell; = (1.25)
poS + O(elloge|), N =4,

logo concluimos que H%Hi =

poS + O(e|logel). Segue entao do Teorema do Valor Médio
que

(o2 = (poS)N/2 + O(e| log e]).

Afirmamos que, para todo ¢ > 0, existe um Cy > 0 tal que t? > qCy. Com efeito
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suponhamos que para alguma sequéncia €, — 0%, temos t., — 0. Terfamos, entao,
[t ve ]l = 2, lve, [l = £2, (oS + Olen] log enl)) = o(1),

e consequentemente t. v., — 0 em H}(Q). Assim, usando a equivaléncia da definigao do

nivel minimax ¢, a defini¢ao de t. e a continuidade do funcional I temos que

0 <c<supl(tv.,)=I(te,v.,) — 1(0) =0,
>0

o que é absurdo.

A limitacao de t. provada acima, (1.22) e (1.25) implicam que

I(tv.) < —(poS)* + O(e] loge]) — CoA|v.d

‘Usyg
+elloge| | O(1) — A\Ch—— | .

el loge|

N4

(pOS )

ZIHZIH

Para concluir a prova, basta mostrarmos que

o eeld (1.26)
e—0+ g]log €|
Por (1.23) e (2.9) temos que
o ety 9 (*) +0)
v.|? = -
) (5%_(1%72)) @) <5W> +0 <5W>
1+O< q(N 2))
19) (6%_11(1\’4*2))
= =~ + O,
140 (257)
ou ainda »
uly O[5 logel)
] = oD +0(1).
8| 0g5| 1+ 0) ( )

(N 2)

Como ¢ > 2, um célculo imediato mostra que 1 — % + 4 > 0 e portanto (1.26) se

verifica. A proposicao estd provada.
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1.3 Estimativas do Lema 1.2

Nessa secao final vamos apresentar a prova do Lema 1.2. Para tanto, vamos recordar

que a funcao u. é dada por

¥()

us(x) == EEaTEEeTe

emquee >0, eCP(Q),0<y<1,¢v=1em Bla,l), ) =0em Q\ B(a,2l) el >0 ¢

tal que B(a,2l) C Q.
Segue das estimativas de Brézis-Nirenberg (cf. [9, pg 444]) que

K
ul3 = o5 + O(e) (1.27)
g 2
¢ K
= +0(1), N >5,
£ 2
]uelg = (1.28)
Tlloge[ +0(1), N =4,
em que

1 ly[? / 1
K:—N—22/ dy, Ks= d
2= gV =2 | T T L T

e wy é a area da esfera unitaria de R?.

No que segue vamos mostrar que, quando € — 0T, valem as seguintes estimativas

(poS—)\IIg—z€+0(€), N>5ek>2;
pOS—<A—%62>%e+o(5), N2>b5ek=2;

Qxplue) < ’ ’
poS — Asitelloge| + o(e|logel), N=4dek>2
( PoS — (A —452) 575elloge| + o(e|loge|), N=4dek=2,

em que Ky, K3 e Ay sao como no enunciado do Lema 1.2.
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A prova serd feita em varias etapas. Iniciamos com um calculo direto que mostra que

V(@)lr —a(N —2)?  2(x)Vi(z)(z — a)(N —2)

2
Vo) e+ o=y EEErEE

(1.29)
V()

[e + |x — al?]N-2"

De acordo com a igualdade acima, temos que

\Bay) €+ |z —al?N2

o (g PRl

e+ o —al?]¥

o P Vils) -z —a)
2N ”wa) et fr_appt

em que usamos o fato de que Vi) = 0 em B(a,l).
Como as funcoes p e 1 sdo limitadas em €, segue do Teorema da Convergéncia Domi-

nada que

£+ |z —al?]N-2

[ O g,
Q\B(a,l) [

/‘ M@wmvwww—ahx:oax
Q\B(a,l)

e + |z — al?]N-1

quando € — 0, de modo que

/p(x)]VuE(:B)IQ _ (N . 2)2 / P(ﬂf)’w(ﬂf)’ |l’ — CL‘ + 0(1)

e + |z —al?]V
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Uma vez que p(z) = po + Bl — a|* + 0(x)|z — al*, obtemos

e / p(@)| Ve ()

(v gy (/pow Dl —af

e+ |z —al?]

|z — I’“”WJ ()" (Br + 0(x)) N2
/ ) +0(*)

e + |z —al?]V

:(N_Qypoggz(/[ 2oal [l eue o)

e+ |z —al?V e + |z — al?]

/II-@I’“+2 i+ 0(x))

e+ & —al’]¥

petgs [l el G OGP 1) ooz

e+ |z —al?]V

Como (|¢(x)[* — 1) = 0 em B(a,l), podemos proceder como antes e obter

5N2_2/P(x)|vue(l’)|2 = (N_Q)QPOSN;Q/[ =

e+ |x—al?V

o vz [ |z —al*"?(By +6(2)) (1.30)

+ (N —2)%

e+ |z —al¥

Note que

ey R =
Frle =l Jox E+le—af N Joma e — Py

Fazendo 2 — a = y/ey e usando o Teorema da Mudanga de Varidvel

|z — al? 2N ly|?
PR N Ul —
/RN e+ |x — al?]N ry (14 |y)2Y

em que a ultima integral é finita visto que N > 2. Além disso, como N > 2 e a € 2,

&= af
dx = O(1).
/RN\Q Ere—apr e =W
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Substituindo as tltimas igualdades em (1.30) obtemos

lc+2 0
/ 2)|[Vue* = po Ky + (N — 2)° /'x 5l|£ka|+] -

+ 0T, (1.31)

em que

2
K:N—22/ Ld.
I S T

Para a estimativa da integral que envolve o termo |z — a|**? na estimativa acima,

vamos considerar varios casos:
Caso 1: N —2 > k.

Como a € (), temos que

[l o0 [ ool ),
|

e+ |z — al?]V e+ |z —al?V

- 2 — a2 (B + 0())
/RN\Q e+lz—aPy "

e portanto

e—Hx—a\] e+ |z — al?]
Fazendo = — a = /ey novamente, temos que

2= a2 (54 0) | weaw [ (Gt Ot VEY)
/RN Etjz_apy U E / ENPELEE

Note agora que

[+ 00 Lk+2,.N~1
— =W —dr < 400,
/]RN [+ [ylPIY N/o [1 472N

visto que N — 2 > k. Assim, lembrando que lim,_,, (x) = 0, obtemos

|z — alF2(By + 6(z)) _ ke < ﬁ )
/]RN e+ |z — al?]V dv =e¢ 5’“/RN [1+|y|2]]vdy+0(1) :
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Portanto, usando a igualdade acima e (1.32), podemos reescrever (1.31) como
7 [l Vul = ms + et + 0T,

em que
‘k‘—i—Q

A::N—QQ/ ™
e= (V=27 ) T e

Como k > 2, devemos ter N > 5 e portanto temos dois subcasos a considerar:
Subcaso 1.1: N > 5 e k = 2. (e adicionalmente N — 2 > k)

Por (1.28) e (1.27) temos que

Poky +A2525+O(5¥) Y < Ks n O(l))
2 EN74

Qxplue) < - 2
v + O(e)
£ 2
Observando que vale a igualdade
N-—-2
1 £ 2 N—2 1 N
= =c 2 | —+0(e2 ) ,
2 +0(e) Ky +O(e?) Qﬁ €*)

a desigualdade em (1.33) fica da seguinte forma
2

e Ky + Ayfye +O(e° 7 K
Qupli) < Kg(“ RO >-A(w%+ou0>

g 2 g2
K+ A = K
+0@“”(m L e )—A(w%+oao>
ez ez
_ Ky Ay K3 N—2
_p0K2+K2ﬁ25 AK26—|—O(5 )
o Ay K3
= posS (/\ E%) Es+o(5),

i K _
visto que 7L = S.

Subcaso 1.2: N >5 e k > 2. (e adicionalmente N — 2 > k)
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De forma analoga ao que foi feito anteriormente,

k N-2
p0K1 +Akﬁk€2 —|—O<€ 2 ) _)\< K3 —|—O(1))
(3

e h =
Quplu) < -
5‘1\7? + 0(8)
K, A K _
:mﬁé+jéﬂ¢%—xg%a+0@%¥) (1.35)
K
= poS — )\Fz&? + o(e).

Caso 2: N —2 < k.

Nesse caso, vamos estimar a integral que envolve |x — alf*2 em (1.31) como segue:

considere R > 0 tal que © C Bg(a), de modo que

/|x—a|k+2<ﬂk+e<x>> - / 2= a* (5 + 0(2)
Etlz—al¥  Joum [E+lz—aP]¥

& — a*2(B, + 0(x))

— d

/Bm,m\g e+lz—aP]y

L[ st
B(a,R)

e+ |z —al}¥

dz + O(1).

Fazendo y = x — a temos que

/ |z — al***(By + 0(2))
B(a,R)

e+ o —al?]¥

|y|k+2

dr < (B + 1|0 oo/ _WE
Gt O1) f oy B ™

R Tk+2TN_1

= (Bt 0] )eon / A

[e+r2N
Como N — 2 < k, segue do Teorema da Convergéncia Dominada que

R _k+2,.N—-1

rh+2y R
lim e dr = PN e < o0,
e—0t 0 [E + r ] 0

e portanto podemos reescrever (1.31) como

- /p(x)!Vue\2 <pS+O0(ET).

Novamente, vamos considerar dois subcasos:

Subcaso 2.1: N =4 e k > 2 (adicionalmente N — 2 < k)
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Por (1.28), (1.27) e analogamente ao caso anterior

K
nki +0) A <%| loge| + O(l))
Q)\,p(us) S 2 KQ
= + O(e)
Wy

N 1.

PoS A2K2€|logs|—|—0(5) (1.36)
= ppS — )\&d loge| + o(g|logel).

2K,

Subcaso 2.2: N > 5 (e adicionalmente N — 2 < k)

Analogamente ao que ja foi feito, temos que

poKy +O0(°77) ( a )

— - — 1+ O(1

O < e N (1)
Ap\Ue) = K2

Ky K3 N2
=pp— — A\— O 1.37
pOKQ K28+ =) ( )

K
:pOS—)\?zejLo(a).
Caso 3: k=N—-2e N > 5.

Argumentando, como no caso anterior, temos que

52 / (@) Vue(@) 2 < poky

N-2 |$—G|N
+ (N —2)%(By_2 + 9||Loo)gN22/ dx
W e o B+ 1o — o
+O0(e). (1.38)
Fazendo y = x — a obtemos
|:17—a|N /R 7n2N—1
dr = ————dr. 1.39
Sy Fr e = | G 139
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Observemos agora que, fazendo a mudanca t = ¢ + r2 e supondo 0 < £ < 1, temos

R 2N-1 R ,2(N-1) 1 R%4e t— g)V-1
/ SR 2Ndr:/ Si—— 2;dr:—/ (Uil fv) dt
0 (5 + T ) 0 (8 +7r ) 2 € t

1 [Re pN-1 N-1 RP+e yN—1—jj
= —/ dt + Z cj/ —dt

2 tN tN
J=1
N-1 :
1 9 1 Z i g’
:§IOg(R +€)+§|10g8’+]:1 chj {m—l]

Portanto, segue de (1.39) que

N2 |z — al¥ Wy N2 2 WN N-2
g2 de =—¢ 7 log(R*+¢)+ —¢c 2 |loge]|
Bar) [+ |7 —al?]V 2 2
N—I: 827'*?*2 yo
2.6 B rey ©
j=1
WN N=2

=€ log(R* +¢) + %\/5%’ log €|

FOE)+0(E> )+ 4+ 0(E2N ) 4 Oe™7)
= X loge| + 0("7),

N—-2
2

visto que 0 < & < 1. Logo, substituindo em (1.38), obtemos

N-2

= / p(@) Ve ()2 < poky

N —22(Bx_a + 1]l , .
3 W2 Ot Ollekon oy ) 4 0252,

Lembrando que N > 5 segue da desigualdade acima, (1.27) e (1.28) que

Ky + (N—2)2(5k+H‘9HL°°)’wN6¥ loge| + O 5¥ K
Potiy 5 |log ] ( )_A<N§4+O(1))

5N2_2 £ 2
Q)\,p(us) S K2
—— +0(e)
€2
K, Ks (N —2)2(Be + [|0]|oc)wn n-2
= pot A28 1
P, )\K2€+ oK, ez |loge
+O(5¥)+O(5¥|loge\) (1.40)

K
= poS — )\EE + o(e).

Caso 4: N =4k = 2.
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Nesse caso, consideraremos a hipdtese adicional

/ Mda: < 00. (1.41)
B(a,l)

De acordo com a definiao de p(z) e (1.29), temos que

/M@mewﬁ:/@EﬂﬁﬁﬁL+€/M@W@NM—a

e+ |z —af?? e+ |z —af?)!

4y [PV o)

e+ |z —aP?

 @)Ple - af
R R —T

e+ |z —al?*

Assim

/mww%mw
W (x)?|x — af? /‘ ik
:@/‘ dx + 4p, —  — __dz
® Josay [€+ |z — a2 ° I €+ |z — a4

+4/%@+9@mwmwu—aﬁ

e+ |x — al?]*

- B e _e—alf }
= 4p0 |:/RN [8 + ’,ZC — a’2]4dl‘ /R‘{N\B(a,l) [5 + ’x — a’2]4d$
i 4/ (B2 + 0(2)) [0 (2) *|x — a|*

e+ |z —af?)!

+0(1)

+0(1).
Fazendo 2 — a = y/ey e lembrando que 0 < ¢ <1 e N = 4 obtemos

s [P bzl — al
[rorvuor <2 [ e [ S 0

+ 48, / [‘“@_—G‘Z)4 +LO(1).

e+ |z — al?]
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Note que

/—[9(@'“@'4 —0(1)+/B D)y,

etlo—aPlt ="

e portanto concluimos de (1.41) que

/ O(x)|x — al* — o)

e+ |z —alt

Para estimar a tltima integral em (1.42) tomemos R, R > 0 de tal modo que

Bg,(a) C 2 C Bg,(a) e computemos

|z —al* |z —al* |z — a|*
Ba,ry) [€ T |2 — al?] e + |z — al?] Bla,Ry) [€ T |7 — al?]

Observemos que, para todo R > 0,

14 R 4.3
/ e zal gy, / T
Ba,R) €+ [T —al?] o (e+7?)

De forma semelhante ao que foi feito para o caso 3, teremos

/R - = A og(R?+¢) + |loge| + 3 —— — 1
0 (5+7’2)4T N . R2+¢

() )

= %| loge| + O(1).

Portanto,

K
/]D($)|Vug|2 = pog L 4 28yw4]loge| + O(1).

Nesse caso, da igualdade acima, segue que

K
PR 4 9 Bsualloge] + O(1) — A (% loge| + 0(1)>
Q/\,p(ua) S 2 K2 )
? + O(é‘)
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logo

Kl 252 W4y
D) < pot + 20elloge| — At o)1 .
Qxpus) < p0K2 + e wae| log € )\2K25| oge|+ O(e) + o(e| logel) (1.43)
— oS — 57 (A= 4B) el log e| + (e log ),
2K,

e isto finaliza a prova lema.
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CAPITULO 2

Perturbacoes do tipo concavo-convexo

Neste capitulo estudaremos a existéncia de solucao positiva para o problema

(PC) {_diwp(x)w) = @)l () u P, w9,

u = 0, x € 01,

em que © C RY é um dominio suave e limitado, N > 4el < g <2 <r <2*=2N/(N-2).

A funcao p satisfaz as seguintes condigoes:
(p1) p € HY(Q) N C(Q);

(p2) existe um ponto a € 2 tal que

p(a) = py == min{p(z) : z € Q} > 0;

(p3) existe k > 0, B > 0 e 0 tais que, numa vizinhanga de a, a funcdo p é da forma
p(z) = po + Bilz — al* + 0(x)|z — a|”,

com lim #(x) = 0.
Tr—a

Para s > 1, denotamos por s’ o expoente conjugado de s, a saber ' = s/(s — 1). Os

potenciais b e ¢ satisfazem
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(by) b€ L7(Q)) para algum

(c1) ¢ € L>®(Q), com ¢ # 0;

(bey) existe § > 0 tal que Bs(a) C (4 NQF) e
[€loc = ¢(2) < M|z —a",

q.t.p. em Bs(a), em que Q) := {z € Q: b(z) > 0}, QF = {z € Q: c(x) > 0},
M>0evy>(N-2)/2.

Solugoes fracas ndao-negativas do problema (PC') sdo pontos criticos do funcional I €

CY(H}(Q),R) definido por

) =5 [p@IVal =2 [y - [ e

r

Estamos entao em condigoes de enunciar os dois principais resultados deste capitulo,

quais sejam:

Teorema 2.1. Suponha que 1 < ¢ < 2 < r < 2%, a funcdo p € H(Q) N C(Q) satisfaz
(p1) — (p3) com k > 2, as fungoes b e ¢ satisfazem (by) e (c1). Se |bl,, € suficientemente
pequeno, entao o problema (PC) tem pelos menos duas solugdées nao negativas ug e uy

satisfazendo I(up) < 0 < I(uy).

Teorema 2.2. Suponha que r = 2*, p € H'(Q)NC(Q) satisfaz (p1) — (p3) com N < (2k+
2), as fungoes b e c satisfazem (by), (1), e (bcy). Se |blo, € suficientemente pequeno, entao
o problema (PC) tem pelos menos duas solugoes ndo negativas ug e uy, com I(ug) <0 e

u17§0

2.1 Lemas auxiliares

Nesta secao serao enunciados e demonstrados trés lemas que fornecem as propriedades

geométricas do funcional 1.

Lema 2.1. Ezistem p,a > 0 tais que I(u) > « > 0, para todo u € Hy () satisfazendo

|u|| = p, desde que a funcdo b satisfaca (by) e |b|,, seja suficientemente pequeno.
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Demonstragao: Pela desigualdade de Holder, temos que

froer| e fu)

Vamos definir, para cada 7 € [2,2*], a constante positiva

:inf{/|Vu|2 : /|u|T:1} < +o0.

Vale ressaltar que, quando 7 = 2*, usaremos a notacao usual S := Sy«. Assim, vale a
seguinte desigualdade
ol
T Jul?

Da desigualdade acima e da defini¢ao de p(x), segue que

1 1 1 )
1) =5 [ ol Vul =+ [b)ty = [ )
Do 1 1 r
> S lull® = = [blo, [ulge, = ~leloclul;
u I - 2 -r T— 2
> L Ss 2l - o, s
2 p qpo
Definindo B := 2(rpo)~*|c|ocSr "%, por um célculo direto, a fungio f : (0,400) — R,
dada por
f(t)=t1— Bt
atinge méaximo no ponto
9 _ 1/(r—2)
to = [Q} > 0.
B(r —q)
Para M := f(ty) e ||u|| = to, segue que
tq /2 tg M
I()>p0—{M——\b|qu 222—oz>0
sempre que
—q/2
6], < quOSqa; /4. (2.1)
Fazendo ty = p, o resultado segue.
O

O préximo lema é fundamental para assegurar a existéncia de uma solucao com energia
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negativa.

Lema 2.2. Se b satisfaz (by), (bc1) e (2.1) e p >0 é como no Lema 2.1, entao

—o0 < Ip:= inf I(u) <0
u€B,(0)

€ atingido para algum vy € B,(0).

Demonstragao: Para garantir que I, > —o0, basta observar que, se ||u|| < My, entao

| [ ety

) < gl + 2| [ty + 1

1 2 1 —q/2 1 —r/2 r
g Ploolltll” + = 1Blay Syt "l + el S 2]

IN

/
q04

< O(MZ 4 M + M),

em que
1 1 —q/2 1 —r/2
€ = ma { 3lpl oo, 5,1 T1ekS 2}
Portanto

inf |I(u)] < +oo.
uGBMO(O)

Seja § > 0 como na hipétese (bey). Como Bj(a) C Qf, existe ¢ € C°(Bs(a)) tal que
/b(x)cpq > 0. Assim

I(ty) > 1 4 ;
< el - ¢ [ - [ et

tq T

e como (2—¢q)>0e (r—q) >0, obtemos

t—0+ t4 q

lim sup](tgp) < 1 /b(m)@q < 0.

Logo, I(tp) < 0 para t > 0 pequeno. Com isso, concluimos que Iy < 0.
Seja agora (u,) C B,(0) uma sequéncia minimizante para I,. Pelo Principio Variacio-

nal de Ekeland, podemos assumir que, a menos de subsequéncia,

I(u,) = Iy e I'(u,)—0.
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Como (uy) é limitada e 2 < go;, < 2* entdo, a menos de subsequéncia,

u, — uy fracamente em H; (),
u, — up fortemente em L%%(€2), (2.2)

uwl(z) = ugd (), |ua(x)| <Y(x) qt.p. em
para alguma v € L%4(Q). Portanto, q.t.p. em €2, vale

b)) < () + (),

Oyq q

em que usamos a tltima estimativa de (2.2) e a desigualdade de Young. Como ¢ € L9%4(Q)
e b € L7(Q), o lado direito da equagao acima pertence a L'(Q). Portanto, do Teorema

da Convergéncia Limitada de Lebesgue e de (2.2), segue que

n—oo

lim [ bz)(uh)? = / b(a) (s ).

Tomaremos como verdadeiro o fato I’(ug) = 0, que sera provado ao final da demons-

tragao. Feito isso, da convergéncia acima e da convergéncia fraca de (u,) temos que

n—oo

= lim inf { (% ~ %) [unl + (% —~ é) /b(l’)(UZ)q}

Iy = lim inf (I(un) - 1I/(un)un>
r

e portanto I(ug) < Iy < 0. Mas pelo Lema 2.1, uy nao pertence ao conjunto 0B,(0), e
isso conclui o resultado.

Resta-nos mostrar que I'(ug) = 0. Seja ¢ € C§°(f2) e definamos A := supp(p) o
suporte da fungao . Como o, > (r/q)" = r/(r — q), podemos escolher ¢y € (2,r) tal que

qo0 > qo0
90—q (@p+1)—q

Oq >

Assim, temos que

1 q—1 +1) - —1
1 oa=t _(w+tD—-q g
9q do do qo

= 1.

48



Logo, existe 8 > 0 satisfazendo

N SR G
oq  q/(g—1) 0 ‘

Usando a desigualdade de Young, existe C' > 0 tal que

[b(2) (u) "~ ol < Cb()|7 + un (@)™ + [0]”)
< Cla(@)|7 + g (2)|™ + l¢”)

q.t.p. em A. Como ¢ e regular, o lado direito da desigualdade acima pertence a L'(A).

Pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue, segue que

iim_ [ b)) e = [ b))

n—-+o0o

Além disso, como ¢ € L*®(Q), é facil ver que

lim_ [ )iy e = [ o).

n—-4o00

Com as duas convergéncias acima, concluimos que

0= lim I'(u,)e = I'(u)ep,

n—-+o0o

para todo ¢ € C3°(€2). Assim, a afirmac@o segue por densidade, o que completa a prova

do lema.
O

Observagao: A funcao uy acima satisfaz ug > 0 em Q. De fato, se tomarmos v = uy

como fungao teste, teremos
0= Iuo)uy = / p(0)(Vuo - Vg ) — / bl) (g )" / e(a)(ug)" g

mostrando que ||ug [|2 = 0, ou seja, ug >0 em €.

Lema 2.3. Se b e ¢ satisfazem (by), (c1) e (bcy), ug € como no lema anterior e ¢ €
C§°(Bs(a)) \ {0} € nao negativa, entao

lim I(ug+ tp) = —o0.

t—-+o0
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Demonstragao: Como ug > 0 em Q e Bs(a) C (7 NQF),

b(z)(ug 7> b(x a,
me><+w> / (2)(tp)

B;s(a)

Logo, lembrando que ¢ = 0 fora de Bs(a), temos
Jo@wrter= [ bt [ b+t
Bs(a) Q\Bs(a)

> [ b [ b
Bs(a) Q\Bs(a)

Analogamente

/c(x)(uo +tp)" > /Bg(a) c(z)(te)" + /Q\Bé(a) c(x)uy.

Portanto, das desigualdades acima e da definicao de I, segue que

(g + t) = %/p(:c)]V(uo +)? — é/b(:c)(uo—ktgo)q _ %/(uo o)

1 ) 2 e 1 .
<5 [r@Ivu s oo+ el - L [ )

1 1 1
—1/ M@%——/’<mwwr——/ ()
4 Jo\Bjs(a) T JBs(a) T JO\B;(a)
t4 tr
om+0®+0E) - [ b -L [ ey
Bs(a)

T JBs(a)

<
quando t — +o00. Como ¢ < 2 < r, e as ultimas integrais sao positivas, entao
lim I (ug + tp) = —o0,
t——+o00

como queriamos demonstrar.

2.2 Prova do Teorema 2.1

Antes da prova do Teorema 2.1, vamos provar que [ satisfaz Palais-Smale no caso

subcritico.

Lema 2.4. Se 2 <r < 2* entao I satisfaz (PS)4 para todo d € R.

20



Demonstragao: Como [I'(u,) — 0, para n suficientemente grande, ||I'(u,)| < r. Logo
T (it | < (1 () [ | < [

e consequentemente —(1/7)I'(u,)u, < |ju,|. Usando o fato de que I(u,) = d+ o(1) e a

desigualdade acima, temos que

d+ |||+ o(1) > I(uy,) — %['(un)un
=5 [p@vul =2 [y -
1 [paup - [

d ol o) = (3-1 ) Il - (5-7) fooer @3

Pela desigualdade de Holder temos que

[ Harwy < e, ( / |un|q%)l/a‘;.

Além disso, como Hi(Q2) — L7(Q), para 2 < 7 < 2%, existe C; > 0 tal que

_1
/ 904
(f1m)™ < ol

Substituindo as desigualdades acima em (2.3), concluimos que

o) (uy)"
c(w)(uy)",

7
7

e portanto

1 1 1 1
d ol + o) 2 (5= 7 ) ual? = (5 = 2) il

r

Tendo em vista que (1/g—1/r) >0e (1/2—1/r) > 0 e que g < 2 < r, garantimos que
(u,) e limitada em H}(9).

Portanto, a menos de subsequeéncia,
u, = u em Hi(Q),

U, —u em L°(Q)

para qualquer 2 < s < p < r. Da maneira que foi definido o, existe 2 < ry < r tal que
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o= (r0/q)" = ro/(ro — q). Assim,

1 1 1 ro— —1 1
— =0Ty
oq  rolg—1) 7o 7o o 7o

Usando a desigualdade de Holder

< [1bllog el Hlwn — ullry = o(1).

[ -

Novamente por Holder

< ”CHOOHURH:_IHUR - UHT =o(1).

[ ety )

Portanto, das duas ultimas convergéncias,
o(1) = I'(un)(un — u) = [lunlly — [[ull; + o(1),

quanto n — +o00. Como u,, — u € ||u,||, = ||u||, e as normas || -, e || - || sdo equivalentes,

concluimos que u,, — u fortemente em H;(€2), desse modo, finalizamos a prova.
|

Observagao: Vale notar que a prova da limitagio da sequéncia (PS) acima permanece
valida no caso critico r = 2*.

Estamos portanto em condigoes de demonstrar o primeiro teorema deste capitulo.

Demonstracao do Teorema 2.1: No Lema 2.2, sob as condigoes (b;), (bcy) e o fato de
|b|5, ser suficientemente pequeno, provamos a existéncia de uma solucao ug € Hj(2) que
satisfaz I(ug) < 0. Para obter a segunda solugao com energia positiva, vamos considerar
p > 0 determinado no Lema 2.1 e a fungao ¢ do Lema 2.3. Seja ty > 0 suficientemente

grande tal que e := ug + top satisfaz I(e) < I(ug). Vamos definir

d := inf I(~(t
Inf max (v(1)),

em que
= {y € C([0,1], Hy(Q)) : 7(0) = uo, (1) = e}.

Pela definicao de de pelo Lema 2.1, garantimos que d > « > 0. Assim, pelo Teorema
do Passo da Montanha, existe uma sequéncia (u,) C HL(Q) satisfazendo I(u,) — d e

I'(u,) — 0. Mas pelo Lema 2.4, (u,) satisfaz (PS)jz, ou seja, a menos de subsequéncia,
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U, — up em HJ(Q) e além disso u; é tal que I(uy) = d>0eI'(u) =0, ¢ isso garante a

segunda solugao com energia positiva.

2.3 Prova do Teorema 2.2

No que se segue, denotaremos por ug a solugao com energia negativa obtida no Lema
2.2. Para estudar o caso critico, como nio existe compacidade na imersio H}(Q)

* . .
L* (Q), enunciamos o seguinte lema:

Lema 2.5. Se [ tem apenas uy e zero como pontos criticos, entdo I satisfaz (PS)y para

todo

1 (POS)N/2
d<d =1 —_——
(uo) + N \c|gf.¥*2>/2

Demonstragao: Seja (u,) C H}(Q) satisfazendo I(u,) — d e I'(u,) — 0. Fazendo
r = 2% conforme visto no Lema 2.4, concluimos que (u,) é limitada. Portanto, a menos
de subsequéncia,

u, —u fracamente em H;(€2),
U, — u  fortemente em L% ().

Denotanto v, := u,, — u, pelo Lema de Brézis-Lieb

OG)=F@mwn=HmMi—/b@ﬂmD“—/c@XmDT
=M%+WME—/M@Wﬂ”wO)

—/c(x)(qu)Q* —/C(x)(vrj)?

= It ol [ @)@ +o1),

quando n — 4o00. Argumentando como na prova do Lema 2.2, concluimos que u é ponto

critico de I. Em particular I'(u)u = 0. Logo, para algum [ > 0,

: 2 71 712 2%
i o2 =1 = i [ (o))
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Suponhamos [ # 0. Notemos que, da definigdo de S e de p(x), temos que

(Jrensr )™ st (fr )

2
< ez Il

S

Passando ao limite a inequacao acima, obtemos

el

Por outro lado, ¢ valida a seguinte igualdade

4+ (1) = ua) = I00) + 510l = 5 [ ) + (1),

Passando ao limite a equagao acima e utlizando 2.4, obtemos

11 1 (poS)N/2
d=1I(u)+ (2 2*) L =1I(u)+ N I(u) + N | @27

Mas estamos supondo u = 0 e u = ug 0s Unicos possiveis pontos criticos de I. Como
max{/(0),I(ug)} < 0, a desigualdade acima contradiz d < d*, em que concluimos que

[ = 0 e portanto o resultado segue.

O

A hipétese (bep) assegura que existe 6 > 0 tal que Bs(a) C (7 NQY). Seja v € C5°(Q)
tal que ¥(z) = 1 se x € Byja(a) e (x) = 0se x € Q\ By(a), em que 0 < [ < 4. Para

e > 0, definimos
() = ¥(z) e u(n)= ue ()

e+ |z — a2 e

2%

Nessas condigoes, vale a seguinte proposi¢ao:

Proposicao 2.1. Se b e ¢ satisfazem (by), (¢1) e (bcy) e N < (2k +2), entdo, para € > 0

suficientemente pequeno, a func¢ao v. satisfaz

. 1 (poS)N/?
el (o 4 ) < & =)+ 57 oy
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Demonstragao: Para todo ¢ > 0, a fun¢ao t — I(ug + tv.) atinge seu valor méximo
em t. > 0 e, por um argumento andlogo ao utilizado no Lema 1.4, temos que t. = O(1)
quando € — 0*.

Vamos usar agora a defini¢ao de I e o fato de que I’(ug)v. = 0 para calcular

mes = 1o + ) = 5 [ 9l Tuo + ) = 2 [ bla)(uo + t)

]_ *
b c(x) (ug + tov.)?

1 2 t2 )
-5 p(x)‘vuo‘ + ts p(l’)(VUO ' V’Ug)dl' + 5 p(x)‘vvay dx

2 Bi(a) 2 JBi(a)

1 1
— g/b(f)(uo + teve)? — > / c(x)(ug + tove)

1

_ \ t2 1 1
—t ( / b(x)uf " v.dz + / e(z)uf ‘%dw) + S llvell; — —Ae = 5D
(a) q

Bl(a) Bl
= I(ug) + tI'(ug)v —i—tgHv 12 1A 1D
- 0 € 0/ 9 ellp q € 9 €
portanto
Hug + t02) = me = I(up) + = ez = 2. — L (25)
1’§1>aOX U V) = M = 1(Ug 9 Vellp q € o ) :
em que
Aci= [ bla) [(u + te0)? — i — gt ]
e

D, = / o(z) [(uo + tove)? —ud — 2°tud o]

Observem que, como v, = 0 fora de B;(a), entao

A = / b(x) [(uo + tove)? — uf — qteud 'v.] do + / b(z) [(uo + 0)? — ul] da
By(a) Q\Bi(a)
— / b(x) [(uo +teve)? —ud — qtaug_lvg] dx.
By(a)

Analogamente

D, = / c(z) [(uo + teve)” —ug — 2*tug ~v.] da.
By(a)
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Como ug > 0 em Bj(a), podemos usar o Teorema do Valor Médio para obter n(z) €

[0, 1] mensuravel tal que

(o(x) + teve(x))? — up(2)" = q(uo(x) + n(@)t-ve ()" teve

Z qteuo(x)qilve (Q?),

qualquer que seja z € Bj(a). Logo, como b(z) > 0 em By(a), segue que A, > 0.
Para estimar D, vamos usar a seguinte desigualdade que se encontra em [7]. Para

mn=>0,s>2el <pu<s—1,
(m+n)* > m®+n® + sm* 'n+ smn*' — C,nfm*H, (2.6)
em que C, ¢ uma constante positiva. Escolhendo m = ug, n = t.v. e s = 2* teremos que
(uo + tev.)? —ud — 2% "o, > 70 + 27 uge? T — Ottotul M

£

Da maneira que foi definido D, da desigualdade acima e lembrando que ¢(x) > 0 em
Bi(a), temos que

D. > / c(x) [tg*vz* + 272 g T — O ttotug M| da
Bi(a)

Substituindo as inequagdes acima em (2.5), obtemos

2 t >
me < 1)+ Sz - el ) + 5 [ (el - el e
Bl(a)
—t2 ! c(z)ugv? Mz + C, = c(x)uy Fulde,
Bi(a) 2" Jmia)

em que usamos o fato de que / v?"dr = 1. Faremos algumas estimativas para os termos
By(a)
do lado direito da desigualdade acima.

Se B e C sao constantes positivas, entao, a fungao f : [0, +00) — R definida por

12 ¥
t)==B——C

atinge seu méximo no ponto ¢y, = (B/C)"/? =2 com

1 BN/2
f(to) = NOov DR
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Portanto, fazendo B = ||v.|? ¢ C' = |¢|s concluimos que

et 1 el
rgl;&()x( ”Ua” o e |oo) = N|c|<(>g—_2)/2 (2.8)

Para todo ¢ > N/(N — 2), podemos proceder como em (1.23) e calcular

_ 1
/|u8|a :5%—0% 2>/ G dy + O(1).
B(/vE0) (1 4+ |y|?)?

Como

1 1 Co(N—
/ Ty < / Ty + / ly| "N dy
B(/vz0) (1 + |y|?)7 = Bi(0) (14 [y[*)7 = B (0)¢

e o > N/(N —2), a ultima integral é finita, de modo que

LTS , tod .
/\u| )+O() para todo ¢ > ——

Por outro lado, uma estimativa devida a Brézis-Nirenberg (cf. [9, pg 444]) fornece

5 =Koem 7 +0(e),

em que Ky = Ky(N) > 0. Assim, pelo Teorema do Valor Médio, existe § € (0,1) tal que
= (juel3)?
= (KZ&‘*LZ_Q) + O(a)) :
::B§m54i¥2-F%<B§éJ ())glcx@,
logo
lul. = O~ ) + 0(1). (2.9)

Consequentemente, das estimativas acima, obtemos

[l = [ r
E

0H ) + o
O + o)
=0T L o™ T,

(N 2)
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Como estamos supondo o > N/(N — 2), podemos concluir que

N oN—-2) o(N-2)

<
2 4 4

Portanto, a estimativa acima fica

N _o(N-2)

/’Uafa = O<€7 T) = O(€(N(2_U)+2‘7)/4)'

Como a desigualdade em (2.6) foi usada com u € (1,2* — 1), vamos escolher p = 3+ e

V)

usar a igualdade acima com o = p para obter

te

Cugy [ clayug "ol = 0D, (2.10)

pois t. é limitado e b(x) e ug sao limitados em Bj(a). O mesmo argumento nos permite

obter Ay > 0 tal que
2 / c(@)ugr? ' = AgO(e N/, (2.11)
Agora, podemos usar a identidade obtida em (2.9) com o = 2* para obter
luc|2 = O™ + 0(1). (2.12)

Por outro lado, utilizando a hipdtese (bc;) podemos computar a seguinte integral

* 1 *
[ = el e = 2 [ (el el ds
By(a) |ue3- By(a)
ol [ Pl
= OE) =001 Jywy E+lo—al
—qalY
§O€N/2/ ey, 2.13
) o FT I P =

Fazendo x — a = /ey e utilizando o Teorema da Mudanga de Varidvel, temos que

—alr P AP
/ |z — al 2Ndx:/ c2c2e 2|J?<[| dy.
B(la) €+ 1T —al?] Bu/veo L+ 1yl
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Mas, por Fubini,
ly| /1 N /1\/5 —ON+4N-1
———dy < wy ——dr + P NN gy
/B(l/\/E,O) [T+ Jy[2] o (I+r3)N 1
=0(1) +O(=7#+%),

em que wy é a area da esfera unitdria em RY. Portanto, por (2.13) e da estimativa acima,

concluimos que

M\Z

[;;Mm—d@W?m=0<%+0<> (2.14)

Portanto, das estimativas obtidas em (2.7), (2.8), (2.10), (2.11) e (2.14) conluimos que

1 ol
me < I(ug) + N’T(QJ}V—%)/? + O(g(Nfl)/ﬁl) + 0(67/2) + O(gN/Q) A O( (N—2) /4)
Cloo

Mas podemos supor, sem perda de generalidade v/2 < (N —1)/4. De fato, se escrevermos
v =11+ tal que v < (N—1)/2, como €2 é limitado, existe M; > 0 tal que |z—a|” < M.

Dessa forma, da hipétese (bey),
|Cloo — c(z) < M|z —a|” < M|z — a|™ |z — a|”? < MM |z —al™ = ]\7|1: —a|™.

Trocando, se necessario, y por vy, teremos /2 < (N—1)/4. Além disso, como (N—1)/4 <

N/2, a inequagao acima fica

N
v
me < I(ug) + el

1
=~ NM—)/Z—FO(E’Y/Z) A O( (N-— 2/4) (2.15)

A prova agora sera dividida em véarios passos. Observamos inicialmente que, usando
as estimativas obtidas em (1.36), (1.37), (1.40) e (1.35), obtemos

(

oS + O(e), N=4ek>2;
poS+O(5T_2), N>b5eN-2<k;
lvell3 < B (2.16)
poS +O0(e 2 [logel), N>5eN—2=k;
poS—irO(ag), N>5eN—-2>k.

Caso 1: Quando N = 4, usamos o Teorema do Valor Médio para obter
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(ol = (poS)™? + O(e).

Dessa forma a expressao em (2.15) fica

1 (poS)N/2
<1 — WPoo)
me < I(ug) + N|b|N 57

= & + O()(0(2) + O(T7) - Ay),

5 +0(e) + 0(87/2) — AOO(81/2)

quando € — 0%. Como v > (N — 2)/2 = 1, entdo m. < d* para ¢ > 0 suficientemente

pequeno.

Caso 2: Se N >5e N < k + 2, usando novamente o Teorema do Valor Médio obtemos
(o)™ = (poS)N/? + O(eW=2/2).

Portanto, por (2.15) teremos

i (pOS)N/2 (N—2)/2 v/2 (N—2)/4
me < I(ug) + N e Oz )+ O(e7/2) — AyO(eN-2/4)
Cloo

—d + O<8(N72)/4)<O(8(N—2)/4) 4 0(5%,(

_2)> - AO)?

e como /2 > (N — 2)/4, mais uma vez concluimos que m, < d* quando ¢ — 0%,

Caso 3: Se N > 5e N = k + 2, analogamente aos casos anteriores, teremos por (2.15)

que

me < I(ug) + L 8" +0(77 |loge|) + O(e72) — AyO(eN-2/4)
¢ = N |27 & 0

— d* + 0NN (O™ T [oge|) + O35 ) = Ay).

. N-—2 ,
Como lim,_,g+ ¢ 1 |loge| = 0, concluimos que m. < d* quando £ — 0.

Caso 4: Para o caso em que N > 5e N > k + 2, argumentando como antes

(ol = (poS)™? + O("2).
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Lembrando que estamos supondo adicionalmente k& > (N — 2)/2, teremos

N/2
me < I(uo) + %’(‘??‘(()5—)2)/2 + O("?) + O(e77?) — A,0(eN=2/%)
Cloo
= &+ OO + 0T — Ay

e uma vez que 2k— N +2 > 0, o resultado segue, e assim, encerra-se a prova da proposicao.
O

Estamos, entao, em condi¢oes de demonstrar o segundo teorema do capitulo.

Demonstracao do Teorema 2.2: A prova da existéncia de uma solugao com energia
negativa é a mesma do Teorema 2.1. Suponhamos, por contradi¢ao, que nao exista outra
solucdo além de zero e de ug. Por um lado, sabemos pelo Lema 2.3 que I (ug+tv.) — —o0
quando t — +4o00. Tomemos e := ug + tv. tal que, para algum t > 0 suficientemente
grande, I(e) < I(up). Seja

d = inf I(~(t
Inf max (v(1)),

em que

D= {y € C(0, 1], HY(D) : (0) = uo, A1) = e}.

Logo, pelo Teorema do Passo da Montanha e a Proposicao 2.1, existe uma sequéncia
(u,) C H(Q) satisfazendo

1 (POS)N/2

I(u,) =»d<d =1 —
(un) = d < (uo) + N|C|((>10v—2)/2

e I'(u,) — 0. Mas pelo Lema 2.5, como estamos supondo que ug e zero Unicos pontos
criticos de I, entdo (u,) satisfaz (PS); sempre que d < d*. Ou seja, a menos de sub-
sequéncia, u, — u; em H}(Q) e além disso u; é tal que I(uy) =d > 0e I'(u1) = 0. Mas
pela definicdo de d e pelo Lema 2.1, concluimos que [ (uy) = d > o > 0, mostrando que
nesse caso a solucao nao pode ser ug, que tem energia negativa, nem zero, contrariando
o fato de termos suposto nao haver solucao além de ugy e zero, um absurdo. Logo, existe

uma terceira solucao diferente de ug e zero.
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CAPITULO 3

Sistema com perturbacdo superlinear

Este capitulo sera dedicado ao estudo da existéncia de solugoes fracas para o sistema

—div(p(z)Vu) = bu+cv+ %u|u|a_2|v|5, r e
(PQ) —div(¢(x)Vv) = cu+dv+ §|u|av|v|5_2, r e €,
w,v = 0, x € 082,

em que 2 C RV, N > 4, é um dominio limitado com fronteira suave, b, ¢, d € Re o, 3 > 1

sao tais que a + [ = 2*. A funcao p satisfaz as seguintes condigoes
(p1) p € HY(Q)NC(Q);

(p2) existe um ponto a € € tal que
p(a) = py := min{p(z) : z € Q} > 0;

(p3) existe k > 0, B, > 0 e 6, tais que, numa vizinhanca de a, a fungdo p é da forma

p(z) = po + Bilz — al* + 0,(z)|z — al*,

com 31613(11 0,(x) = 0.

A funcao q satisfaz:
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(@) g € H'(Q2)NC(K);
(¢2) q(a) = qo := min{g(z) : x € Q} > 0;
(g3) existe j > 0, v; > 0 e 6, tais que, numa vizinhanga de a, a funcdo ¢ é da forma
q(r) = qo + e — al +0y(x)]x — al?,
com lim 0,(z) = 0.

r—a

Os resultados estao relacionados com a parte linear do problema, dada pela matriz

real

Se denotarmos por u; < o 0s seus auto-valores reais, temos que
1|7k < (AZ, Z)pe < po|Z|32, VZ € R2 (3.1)

Antes de enunciar nosso resultado de nao existéncia, vale lembrar que um dominio
Q) ¢ dito estrelado com relacao ao ponto a se toda semi-reta partindo de a intercepta a

fronteira de 2 em somente um ponto. Nesse caso, temos que 7(z) - (x —a) > 0 para todo
x € 0N

Teorema 3.1. Suponha que 2 é um dominio estrelado com respeito ao ponto a € ) e que

p, ¢ € CY(Q) satisfazem
Vp(z) - (x —a) >0, Vq(z)-(x—a)>0,

para todo x € Q). Se uy <0, entdo o problema (PQ) ndao possui solu¢ao positiva.

Para enunciar o nosso resultado de existéncia, vamos introduzir os niimeros

63



Precisamos, ainda, definir a seguinte quantidade

/

0, se min{k,j} > 2,
ﬁlﬁ% se k = 27 ] > 27
(N, k,j) = (3.2)
791727 se k > 27 J = 27
\ 791 maX{62772}7 S€ k = 27 ] = 27

em que

4, se N =4,

P e (L ) ([ ) vz

Podemos agora estabelecer o nosso resultado de existéncia como se segue.

Teorema 3.2. Se as fungoes p e q satisfazem (p1) — (p3) e (¢1) — (g3), a matriz A € tal
quec >0 e
19<N7 ka]) < < Mo < min{)\l,pa )\l,q}7

entdo o problema (PQ) tem pelo menos uma solugao positiva.

3.1 Resultado de nao existéncia

Nessa secao provamos o Teorema 3.1. O ponto chave é o seguinte lema, que é uma

adaptagao da desigualdade de Pohozaev [28]:

Lema 3.1. Sep,q € C*(Q), F € C*(R?,R) € tal que F(0,0) =0 e u,v € C*Q)NCHQ)
sao solucoes do sistema
—div(p(x)Vu) = F,(u,v), x€ Q,

—div(¢(x)Vu) = F,(u,v), z€ Q,
u,v = 0, x € 012,

entdo vale a sequinte identidade

/(p(x)|vu|2+q(x)|ve;|2)+ﬁ |:/G($)+ H(m)ds} = 2*/F(u,v),

o0

em que
G(z) = Vp(z) - (x — a)|Vul* + Vg(2) - (z — )| Vo]*,
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H(z) = [(p(x)(Vu - n)*+q(2)(Vv-n)*|(z—a) -

en € o vetor normal unitdrio exterior a OS).

Demonstracao: Estabeleceremos inicialmente a seguinte notagao

ou

:(‘%i’ = (x, - ,ry) € RV,

U;

Observe que, usando o Teorema de Schwarz, obtemos

U; oz, (($—a> . Vu) = (u2)2 + (xl—al)ui(ul)i 4+t (xN_aN)Ui(UN)Z'
= (ui)* + (xl_al)aixl Vu;) } +eF (xN—aN)%

0 [ x (u

+ —|-([L’N—CLN)8$N ; 5
2

= |Vul]* + (v — a) VPVQW.

Além disso, temos também que

div ((fﬂ —a) ‘VQUF) - i aii [(xi - ’V;P]
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Utilizando as identidades acima, podemos calcular o seguinte divergente

N

div(p(z)Vu((x—a)-Vu)) = div(p(x)Vu)((zr—a)-Vu) + p(z) Zui%((x—a)-Vu)

i=1 i

= div(p(z)Vu)((x — a) - Vu)

w9 [
= div(p(x)Vu)((x — a) - Vu)
s (1ot v o9 [
(1 - —) |Vul?
= div(p(z)Vu)((z — a) - Vu)
+ pl)div <(x ) \v2u|2) + p(a) (?) Tl

NIZ

Como

div (p(a:)(:l: —a) ’V;"g) = Vp(z) - (z — a)@ + p(z)div ((x . a)@) ,

segue que

div(p(x)Vu((z—a) - Vu) =div(p(x) Vu) (z—a) - Vu) + div (p“)(“"“) ) )

V() - (- ) 4 ) (ﬁ) V2

Portanto

div(p(z)Vu)((x — a) - Vu) = div (p(x)vu((g; —a) Vu) - (z— a)p(:c)@)

FOD() - (x— ) ) (%) Va2

De maneira analoga, prova-se que

div(g(z)Vo)((x —a) - Vv) = div (q(x)VU((:v —a)- Vo) — (z — a)q(z) |V2“| )

+94(0) - - )50 o) (B2 9ot
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Por outro lado,

div((x — a)F(u,v)) = NF(u,v) + Z(xl — ;) —

= NF(u,v) + Z(xl — a;) (Fu(u, v)% + Fv(u,v)aa;)
logo
((x —a) - Vu)F,(u,v) + ((x — a) - Vo) Fy(u,v) = div((x — a)F(u,v)) — NF(u,v). (3.5)

Como (u,v) = (0,0) em 0f, temos que F(u(z),v(z)) = 0 sempre que x € 0. Além
disso, se y € 002 e w € T,,(092), considere

A (—e,e) = 00

uma curva diferencidvel com A\(0) = y e N'(0) = w. Desse modo, u(A(t)) = 0 sempre que

t € (—¢,¢€) e consequentemente

CUAD) lo= Tu(A0)) - X(0) = Vufy) -w = 0.

Como w € T,(09) é qualquer e T;,(02) é uma superficie (n — 1)-dimensional, o gradiente

de u restrito a fronteira de €2 s6 tem componente normal, isto é
em que 1 é o vetor normal unitario exterior a 9€). Portanto

Vul* = (Vu-n)n- (Vu-n)n = (Vu-n)*(n-n) = (Vu-n)* (3.6)

Também vale que

((z —a) - Vu)(Vu 1) = (Vu-n)*(n- (z — a)). (3.7)
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Da mesma maneira, prova-se que

[Vol* = (Vv-n)?* e ((z—a) Vv)(Vv-n) = (Vo-n)* (- (z - a)). (3-8)

Multiplicando a equagao —div(p(z)Vu) = F,(u,v) por ((z — a) - Vu) e a equagao
—div(¢(x)Vv) = F,(u,v) por ((x —a) - Vv) e somando as duas, temos que

—div(p(z)Vu)((z — a) - Vu) — div(q(z) Vo) ((x — a) - Vv)
= ((x —a)-Vu)F,(u,v) + ((x — a) - Vu)F,(u,v).

Utilizando as equagoes (3.3), (3.4), (3.5) e integrando em 2 a equagdo acima, temos que

[ v (s vutte - @) 90) - (o - p) L)

2
+ [ i () velte - @) 90) — (0 - o) )
+5 [ Vo) @ = alVuP 4 5 [ Vi) (o - Vol
N —2

+(552) [oaiwak + a@ivop
__ /(dlv((:v — )F(u,v)) = NF(u,0).

Mas, usando (3.6), (3.7), (3.8) e o Teorema do Divergente, a equagao acima pode ser
reescrita como

(V-2

= [ oVt + a@vP)
+3 / (Vp(@) - (z — a)|Vul? + Va(a) - (z — a)|VoP?)
- % /mp(x)(vu n)* (@ —a) -0+ q(@)(Vo-n)(z —a) -ndS

:—/mF(u,v)(x—a)-ndS+N/F(u,v).

Lembrando que F(u,v) = 0 em 02 e multiplicando a equacdo acima por 2/(N — 2)

obtemos a igualdade desejada.

O

Estabelecido o lema acima, podemos entao provar o resultado de nao existéncia como

Se segue:
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Demonstracao do Teorema 3.1: Suponha, por contradi¢ao, que o problema (PQ)

admita uma solu¢ao Z = (u,v) com u, v > 0 em €. Uma conta direta mostra que

J@IVaP +a@IVol) = [(42, 230+ [1apol 39)
Definindo
1 1
F(U, U) = §<AZ7 Z>]R2 + §|U|Q|U|ﬁ
e substituindo a equagao (3.9) na identidade do Lema 3.1 temos que

(1-3) [1z.20 4 55 [ 6 Tu 0+ )T 7)o - ) nas

+ Nl_ 2 /(!Vu|2Vp(x) (z—a) +|Vu]*Vq(z) - (z —a)) = 0.

Como (1 —2%/2) < 0, p e q sao tais que Vp(x) - (x —a) > 0e Vg(z)-(x —a) >0eo

dominio 2 é estrelado com respeito ao ponto a, ou seja, (x — a) - > 0, devemos ter
/ (AZ, Z)gs > 0. (3.10)
Observe inicialmente que, se ps < 0, seque de (3.1) que
(AZ(2), Z(2))r2 < po| Z(2)|* < 0,

para todo x € €. Mas isto implica que Z = (0, 0), contrariando a positividade da solugao.
Logo, precisamos somente considerar o caso em que py = 0. Se em (3.1) tomarmos
Zy = (1,0) € R?, teremos b = (AZy, Zy)gre < 12| Z1|> = 0, de modo que b < 0. O mesmo

procedimento com Z; = (0,1) mostra que d < 0. Além disso, como puy é autovalor da

h—
det( Kz ¢ >:0,
c d — ps

A prova agora serd dividida em 2 casos:

matriz A, segue que

e portanto ¢® = bd.

Caso 1: b=d =0.

Neste caso, como ¢ = bd, concluimos que A = 0. Deste modo, a equacao que provém do
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Lema 3.1 toma a seguinte forma

1
N -2

TN 1_ 2 /<|Vu|2Vp(m) (z—a) +|Vu]*Vq(z) - (x —a)) = 0.

/aQ(p(ZU)’Vu . 77’2 + g(z)|Vo - 77|2>(x — ) ndS

Como por hipétese Vp(z) - (x —a) > 0, Vg(z) - (x —a) > 0 e Q é um dominio estrelado

com respeito ao ponto a, ou seja, (x — a) - n > 0, concluimos que
[Vu-n|=|Vv-n[=0.

Integrando a primeira equagao do sistema (PS2) e utilizando o Teorema do Divergente

obtemos
1

> u|u|* 2 v|? = —/div(p(m)Vu) —/ p(x)Vu-ndS =0,
o0

portanto concluimos que
[l <o,

o que contradiz u,v > 0.
Caso 2: b<0Ooud<D0.

Este caso é um pouco mais delicado. Vamos obter uma contradicao supondo que b < 0,
porque o caso d < 0 é anédlogo.

Da definicao da matriz A e de (3.10), segue que
/(AZ, Z)ge = blul3 + 2c{u, v) r20) + dlvf3 > 0, (3.11)

em que (-, -) 12(0) denota o produto interno canénico de L*(2). Uma vez que 2¢{u, v) r2(q) <

2|c[[ul2]v]2, entdo
b|u|§ + 2|c||ulz|v]s + d|v|§ > b|u|§ + 2¢(u, v) r200) + d|v|% > 0. (3.12)

Como ¢ = bd, entao 4c?|u|3 — 4bd|ul3 = 0. Assim, olhando para o lado esquerdo da
expressao acima como uma pardbola na variavel |uly, e lembrando que b < 0, concluimos
que blul|3 + 2|c||ula|v|s + d|v]3 < 0. Logo os termos do meio da inequagao sao nulos, o que
implica

C<U,U>L2(Q) = |C||U|§|U|g
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Mas esta ultima igualdade s6 ocorre quando u e v sao multiplos. Como u > 0, existe
d € R\ {0} tal que u = dv. Portanto

[v|2(b6% 4 2¢6 + d) = 0,

em que esta tltima igualdade e o fato de que ¢® = bd implicam em § = —c/b. Logo, no

lado direito da primeira equagao em (PQ)) devemos ter
bu + cv = bdv + cv = b(—c/b)v + cv = 0.

Concluimos, entao, que a fungao u € Hj () satisfaz
« P

—div(p(z)Vu) = 2*|5‘,8u|u

, x €.

Mas isto contradiz um resultado provado por Hadiji-Yazidi em [24, Lema 4.1], que afirma
que o problema acima nao possui solu¢ao positiva. Deste modo, a solu¢do Z = (u,v) do

inicio da prova nao pode ter as duas componentes positivas

3.2 Algumas relacoes importantes

Nesta se¢ao vamos estabelecer a existéncia de uma solu¢ao para o problema (PQ).

Denotaremos por (Hg)? o espago Hj(Q) x Hy(€2) munido da norma
”(uav)H?Hé)Q = ||U||%13(Q) + ||U||§-Ié(ﬂ)a

em que ||u||§{3(9) = [ |Vul®. Lembremos que uma solucdo fraca de (PQ) é um par (u,v) €

Hj(Q2) x Hy () satisfazendo

/ (@) VuVep + / o(2) VOV C — / bug — / cvp — / cuc
= e =5 [ rtelug - 5 [l =0,
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para todo (p,¢) € (Hg)?. Solugoes fracas do problema (PQ) sao pontos criticos do funci-

onal

Ia) = 5 [G@IVaP +a@IVoP) = 5[40, 0 - 5 @)@

Vamos definir

6@V + gt )
Spg = (u,v)lg(fl‘-lé)2 2/2
(u,v)%(0,0) (/(u+>a(v+)ﬂ>

Aqui, e no que se segue, vamos assumir que o quociente acima ¢ infinito sempre que o

(3.13)

denominador for igual a zero. Definimos ainda

Sy = inf J(u,v), (3.14)
Z=(u,v)E(H})?
(u,0)#(0,0)

em que

/ (p(@) [ Vaul? + ¢(2)|Vo]?) - / (AZ, Z)go

(/ <u+>a<v+>ﬂ)w*

Do mesmo modo que no Capitulo 1, vamos denotar por S o seguinte nimero

S:inf{/wu\? D u € Hy(9), /yu\Q* :1}.

Comecamos observando que, sob as hipéteses do Teorema 3.2, existe uma constante

J(u,v) =

c > 0 tal que
1/2*
( / <u+>a<v+>ﬂ) < el () s (3.15)

De fato, para todo (s,t) € R?, temos que |s|*[t]® < |s|*"# + |¢t|*TF. Assim

() e ([ |v|2*>)1/2*
(i) ()
< ﬁ (/ywy%/\w?)m

= e (u, 0)l a)2-

1/2*

1
< §1/2
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Além disso, ao supormos 1o < min{; ,, A1 4}, podemos nos valer de (3.1), da desigualdade
de Poincaré e de (3.15) para obter, para todo Z = (u,v) # (0,0),

J@@ivup + a@)vop) - [142,2)e
(/ <u+>a<v+>ﬁ)w
) [r@Ivar + [a@Iver - g [ )
! (/ |u|a|v|ﬁ)2/2*
(1) [ su(o- ) o

c/(|Vu|2+|Vv| )

J(u,v) =

C
> 250,
C

em que ¢z := min{po(1 — pa/A1p), 90(1 — p2/A14)}. Tomando o infimo em Z e lembrando

a definigdo de S, dada em (3.14), concluimos que
SA >cq > 0.

Na demonstracao do Teorema 3.2 vamos utilizar alguns lemas. No primeiro deles

vamos utilizar a seguinte relagao entre S e .S, :

Lema 3.2. Vale a sequinte estimativa

a\ T
— S ..
+(6) ]S

Demonstracao: Observemos inicialmente que, se s, t > 0, entao

28 —2a 28 —2a
Po 7 qo / Po t%; qo0 taza

28 2a —2a 28
postsB g F

(sotB)T  tTHF
Pos® + qot”
(s21)F

)
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ou seja,
2 2 —2
Pos” + qot S S\ 2%
(s019) 7 — <¥> T <_> ' (3.16)
S
Consideremos agora a funcao g definida por

—2«

g(r) = 1007"%f +qor2, r>0.
Temos que

Qﬁ 23 2a —2a 26 B—«a 2a —3a—_
g (r)="por= ' = —qrT '=T—por T — —qr =

2*
- [ Qqo
0o — - .
Bpo

Como lim, g+ g(r) = lim,_, 1 g(r) = 400 e 79 é 0 Unico ponto critico de g, temos que g

Assim, ¢'(ry) = 0 desde que

¢ ponto de minimo da funcao g.

Seja agora (u,,v,) C (Hj)? uma sequéncia tal que

/ (P(@) [ Vaal? + 4(2) [ Tvn )

Spq = lim - ,

T (Jurer)”
/|un ” :si*/lvn

Se definirmos w,, = s,v,, a equacao acima pode ser reescrita como

/|un 2% :/lwn

Podemos agora utilizar a desigualdade de Young como abaixo

e seja s, > 0 satisfazendo
2*

7 (3.17)

2%

u lw,|”) 7« . .

|un|a|wn|ﬂ < (| n2|*) + ( "2_*) §|Un 2 +§|wn 2
a B
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e a igualdade em (3.17) para obter

2

(funrwn))” < (5 [P+ [ 1o

IA

o a@Ivns L, [T @i
(Jurar)™  (Jorwn)

AV4
N
—
3
g
s
S
—
3
£
s

> 9<5n)8‘

Lembrando que g = ,/ % é o minimo de g, segue que

[@@)vu v ()5

(fwren)”

Passando ao limite, obtemos

a B
SpE gF [(%)

o que conclui a prova do lema.
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3.3 Existéncia de solucao

Provaremos nosso resultado de existéncia nesta segao. Vamos procurar pontos criticos

nio triviais para o funcional I € C'((H})? R) definido por

Iwv) = / (p(@)|Vul? + g()|VoP) ¢ / (AZ, Zyee — 5 / () (),

onde Z = (u,v). O primeiro passo é verificar que [ satisfaz uma das condigdes geométricas

do Teorema do Passo da Montanha:

Lema 3.3. Se o maior autovalor yiy de A satisfaz p1o < min{\; ,, A1 4}, entdo existem p,
r > 0 tais que
I(u,v) > p>0  sempre que ||(u,v)l|(g1y2 =1 (3.18)

Demonstragao: Devido & continuidade da imersao H} () < L* (Q2), existe uma cons-
2. < |ul|*. Usando a desigualdade (s)*(t+)? < |s|F8 + |t|o+5,
para (s,t) € R?, e a desigualdade (3.1) obtemos

tante ¢ > 0 tal que |u

Ia0) = 5 [G@IVal +a@IVoP) = 5 [(42. 2 - 5. @y

& %/(p(x)]VuP + q(z)|Vv]?) — % /(u2 +o?) — 2—1*/(\u

2%

2%

1 * * 1
> Agllull® + Agllol - 5= lull® = S

& 2% 2 2 & 2% 2 2
=M= 5ol lull™ + | Ag = vl (o1

bo Ha qo 2
Ayi=—(1-— 0 A, == e 0.
? 2 ( )‘l,p) g ¢ ! 2 ( )‘Lq) ~

72 > 0e (A, —

v

em que

Escolhemos |Jul| = r; > 0 e [jv|| = ry > 0 tais que (A, — ¢* /2*|Ju
/2% ||v||* %) > 0. O resultado segue tomando r = /7% + r2 > 0.

Na sequéncia, vamos considerar, para cada u € H}(Q) \ {0}, os quocientes

lull; = Alul3

|u

lullg = Alul3

|u

Qurp(u) = Qxq(u) ==

)

2
2*

2
2*
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bem como a seguinte fungao

we () = ¢(1’>5T_N72 5
[e+]z—al?] =

emquee >0, eCP(N),0<y<1,¢v=1em Bla,l), y =0em Q\ B(a,2l) el >0 ¢
tal que B(a,2l) C .
Enunciamos abaixo a relagao entre as duas fung¢oes acima. A prova do lema foi apre-

sentada no capitulo anterior.

Lema 3.4. Valem as sequintes estimativas quando ¢ — 07

(oS — A2e + o(e), N>5 k>2,
Or () < p05—<>\—2—§5g)%5+0(5), N>5ek=2,
Ap We) >
poS — Ag7telloge| + o(el logel), N=4ek>2,
( poS — (A —45,) 535elloge| + ofellogel), N =4,k =2,

em que wy € a drea da esfera unitdria de R* e Ko, K3 a Ay dependem somente de N.

Além disso, valem estimativas andlogas para Qy 4, com 72 no lugar de 3.
Utilizando as estimativas acima podemos provar o resultado seguinte:

Lema 3.5. Seja O(N,k,j) conforme definido em (3.2). Se o menor autovalor y, da
matriz A é tal que puy > 9(N, k, j), entdo

Sa < Sp,q.

Além disso, existe (uy,v1) € (Hy)? tal que
L (Sp0\™?
ntlz%xl(tul,tvl) < N( 5 > :

Demonstragao: Dados B, C' > 0 definimos Z. = (Bw., Cw,.). Utilizando o fato de que

7



w!h = w, e arelagdo (3.1), obtemos

B [p@)|vult+* [a@ivu - [4z. 2

2/2*

J(Bw., Cw,) =

2%

ey ( [

B? ( [ont - [ m|wa|2) e ( Ja@vure- [ mlwal2>
< 2/2*
Bty ( [ul)

Bsz,p(WS) + CQQm,q (ws)
(B*C*)*

Observando agora que p; > 9(N, k, j), podemos usar o lema anterior e os mesmos

argumentos do Capitulo 1 concluir que

Qﬂl,p(wE) < poS, Qm,q(wa) < QOS- (319)

Segue das estimativas acima e de (3.16) que

J(Bw,, Cw,.) < (B0 + C*q0) 5 =
| (B*C%)7

Assim, escolhendo B, C' > 0 tais que
(B ) ’ _ Qo
C pof’
podemos usar a definicao de S4 e o Lema 3.2 para obter

B _a B —a
@ 2% M 2% _ % Zﬁ* g 2% g 2%
Sy < [po (mﬁ) + Qo (poﬁ) ] S = 5pi g4 [(ﬁ) + (ﬁ)

0 que encerra a primeira parte.

We

Agora, para € > 0, seja w, := |— Dessa forma
We |2+
I t*B? _ t2C? _
I(tBw,tCw.) < 5 /p(:zc)|Vw£|2 + 5 /q(az)|Vw£|2
; o, . e
— E(BQ —i—CQ)Ml/‘?TJE‘Q — Etz BaC’B/ ”L/l\)/s 2 .
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Observemos agora que, para ),, ), > 0, a funcao g definida por
2 2 L o o s
é tal que ¢'(t) = t(B%*Q, + C?Q,) — t* "'B“CP, e portanto seu tinico ponto critico ¢

tn 1= B2Qp+02Qq ==
0.— BOCCﬁ .

Como ¢"(ty) = (2—2*)(B*Q, + C*Q,) < 0, concluimos que ¢, ¢ ponto de méximo. Assim

o valor maximo da funcao g é

*

g(ty) = 1 <w>” (B2Q, + C?Q,) — 1 (M)MB“W

2 2B 2% 2828
N

1 (BQ,+C%Q,\°

N Q(Ba(jﬂ)% ’

Portanto, escolhendo @, = Q,, »(W:) € Qy = Qp, 4(W:), segue da expressao acima, (3.19),
(3.16), a escolha de B e C' e do Lema 3.2 que

~ ~ 1 [ B? 2 | B2 2 2
sup [(tBi. 103.) < ~ (B2 0} - 1 [(poB +@C7)S
£20 N\ 2(BeC#)> N\ 2(Becs)

@ @)
()" 6))] =4 (%)

Assim, fazendo (uq,v) = (Bw., Cw.), com £ > 0 suficientemente pequeno, temos que

28
b3

N
2

E3

Om‘p
Oﬁ\m

q

_1 s

1 (S, \"*
max J(tug, tvy) < i (T) .

Estamos prontos para provar o nosso resultado de existéncia de solucao.
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Prova do Teorema 3.2: Seja (uy,v;) € (H})? dado pelo lema anterior. Temos que

2 t? t*
I(tur,to) = 5 /(]3(93)|VU1|2 +q(2)[Voi[*) - 3 /(AUl, Ulee — o7 (uf)*(vf)”.

Como lim I(tuy, tv) = —00, entao existe um par (z,v) € (Hy)? tal que [|(@, V)| 2)2 > 7,
—o0
para r dado no Lema 3.18, e I(u,v) < 0. Vamos definir

= inf I(g(t
¢ = inf max (9(1)),

em que
['={g€C(0,1],(Hp)*) : g(0) =0, g(1) = (&)}
Segue do Teorema do Passo da Montanha que existe uma sequéncia (Z,) = (un,v,) C
(H})? tal que
I(up,v,) = co>0 e I'(uy,v,) — 0.

Afirmamos que (uy,,v,) é limitada em (HJ)?. De fato, para n suficientemente grande,

H[,(Un,vn)H((Hé)z)—l < 2*. Assim
|7ty v ) (i V)| <A (ot o) a2y 1| (i v ) [y < 27 (s o)l 2025

e portanto

1
H(umvn)H(Hé)Z’ > _§Il(un7vn)(umvn)-
Como I(uy,v,) = ¢y + o(1), temos que

1
o(1) + co + [(tn, vn) | (m2y2 = 1 (tn; vn) — §J/(un,vn)(un,vn)

- 1/ (p(@) [ Vua* + 4(2)| Vv )

2
-3 [z 2 - 5 [y
B 2l (p(2)[Vun|* + q(2)|[Voa|?)

1 1
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Usando (3.1) e o fato de que ps < min{A;,, A\1,} a desigualdade acima fica

1
o) + -+ |t v e = 5 [ ()| Vi + (@) V)

1 1
+ e (; - 5) /(UZ‘HJZ)
M2 1 1
> (1 - F) (5 — ;) pollua|?
7p
M2 1 1
BN D
7q

e assim concluimos que a sequéncia (u,,v,) é limitada em (H})?.

A menos de subsequéncia, temos que

U, —~uy e v, —vy em HI(),
U, —uy € v, > vy em L7(Q), 2<0<2,
un () = uo(x)

|un ()| < hs(2)

vo(z) = vo(z) q.t.p. em €,

@)

@)

lop ()| < he(z), x €8,

em que hy, € L*~YQ), h, € L7 71(). Se tomarmos h(z) := magc{hs(x),hr(x)}, entao
TE

h € L¥ 71(Q). Assim, para qualquer ¢ € C5°(1),

uS (@)l (@)p(a) — ug T (@)l ()p(x)  qtp. em O,

n n

[~ onllip] < |loch® 7t € LY(Q).

Pelo Teorema da Convergéncia Dominada, / |t |22 |00 [P0 — / o] 2ug|vo| @ e, por
densidade

lim / |2t 0P = / ol uolu P, Vo € HI(S).

n—-4o00

De maneira analoga, provamos que

lim /]un]a\vn\ﬁ2vn§:/]uo|a|vo!ﬁ%0<7 V(e Hy ().

n—-+00

Além disso, as convergéncias fracas em H}(Q) e fortes em L?*(Q) implicam que

(Un, P)p + (Vn, C>q - /<AZna Wgre = (uo, p)p + (vo, ()q — /(AZOv Wgz +o(1),
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em que Zy = (ug,vp) e W = (¢,(). Como I’ (up,v,) — 0, obtemos

0(1) = I'(tn, v3) (0, €)

(67 _
= (s + (0 Cha = [1AZ0Wao = 3 [ Tual* o P

o
= (uo, w1)p + (vo, w2)q — /(AZo, Wiev — 5 / |uo|* g vo| ¢
5 a £—2
~ 5 |uo|*|vo]” " voC + 0(1),
para qualquer par (p,() € (H})?, o que prova que (ug, vo) é solucao fraca de (PQ).
Afirmacgao: nao pode ocorrer (ug,v9) = (0,0).

De fato, seja
[ = lim [ (p(z)|Vu,|* + q(x)|Vv,|*) > 0.

n—0o0

Se (ug,vo) = (0,0) entdo u,, v, — 0 fortemente em L?(£2). Isso e J'(un, vy)(tn, v,) = 0(1)
implicaria que

li Newh)s = -
Jm [ () ()" = 5

Assim, subtraindo as duas igualdades abaixo

2L (11, vy) — / ()| Vain? + ()| Va2 — / (AZy Z)ao _% / () ()P,

o(1) = / ()| Ve + ()| V|2 — / (AZ, Z,)se / (W) (o),

e passando ao limite, obteriamos

Lembrando que

2
9%

[pITun + Vo = s funen?)
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e passando ao limite novamente vem

donde
1 /8
> p.g
%_N(2>’

o que contradiz o Lema 3.5. Esta contradicao prova a afirmacao.

Suponha agora que uy = 0. A primeira equagao em (PQ) nos fornece cvy = 0. Segue
entao da afirmagdo acima que ¢ = 0, e portanto b,d € {ui, po}. Nessas condigoes, v
satisfaz

—div(¢(x)Vv) = dv, Q,
{ v = 0, 0f.
Como estamos supondo 0 < p; < pg < Aj 4, terfamos vy = 0, o que contradiz a afirmacao
acima. De maneira analoga mostra-se que nao pode ocorrer vy = 0, consequentemente as
duas componentes uy € vy sao nao triviais.

Vamos mostrar que as componentes da solucao sao nao negativas. Como o par

(ug, vo) € (H})? é ponto critico de I, fazendo Z; = (ug , vy ), em que w™(z) := min{w(x), 0},

temos que

0= [/(u07 UO)(uaa UO_>

= /(p(a:)VuOVuO + q(x)VooVugy ) — /<AZD>ZO>]R2

H2 1 1 2 1o 1 1 i
T (S _om\(l_1 L
( Al,p) (2 2*) pOHUO || + ( )\17q) (2 o qOHUO || > 0,

o que nos fornece |lug || = ||vg || = 0, ou ainda, ug > 0 e vy > 0.

v

Resta mostrar que as componentes sao positivas. Se b < 0, entao a primeira equagao

de (PQ) se escreve como

div(p(x)Vug) + bug = —cvg — %uo|uo|a_2|vo|ﬁ <0,

em que usamos ¢ > 0. Como ug > 0, segue do Principio do Maximo Forte que, se existisse

um ponto = € Q tal que ug(x) = 0, entdo uy = 0 em €2, 0 que nao ocorre. Logo ug é

33



positiva. Se b > 0 temos

) « o
div(p(z)Vug) = —bug — cvg — §u0|u0| 2|v0]6 <0

e a positividade de ugy segue novamente do Principio do Méaximo Forte. A prova de que

vp > 0 é analoga.

84



Bibliografia

1]

Alves, C. O., de Morais Filho, D. C. and Souto, M. A. S., On systems of elliptic
equations involving subcritical Sobolev exponents, Nonlinear Analysis 42 (2000), 771-
787.

Ambrosetti, A., Brézis, H. and Cerami, G., Combined effects of concave and convex

nonlinearities in some elliptic problems, J. Funct. Anal. 122(1994), 519 — 543.

Aubin, T., Probleme isopérimétrique et espaces de Sobolev, J. Differential Geometry.,

11, (1976) 573 — 598.

Bahri, A. and Coron, J. M., On a nonlinear elliptic equation involving the critical
Sobolev exponent: The effect of the topology of the domain, Comm. Pure Appl. Math.
41 (1988), 253-294.

Boccardo, L., Figueiredo, D.G., Some remarks on a system of quasilinear elliptic
equation, NoDEA Nonlinear Differ. Equ. Appl. 9, 309-323 (2002).

Bouchekif, M., Hamzaoui, Y., On Elliptic System Involving Critical Sobolev Exponent
and Weight, Mediterranean Journal of Mathematics, 2013, 497-517.

Brézis, H., Elliptic equations with limiting Sobolev exponents, The impact of topology,
Comm. Pure Appl. Math., 39, 1986, S17-S39.

Brézis, H., Lieb, E., A relation between pointwise convergence of functions and
convergence of functionals, Proc. Amer. Math. Soc. 88 (1983), 486-490.

85



[9]

[10]

[11]

[12]

[13]

[17]

[18]

[20]

Brézis, H., and Niremberg. L., Positive solutions of nonlinear elliptic equations
involving critical Sobolev exponents, Comm. Pure Appl. Math. 36(1993) 437-477.

Capozzi, A., Fortunato, L., Positive solutions of nonlinear elliptic equations involving

critical Sobolev exponents, Comm. Pure Appl. Math. 36(1993) 437-477.

Cerami, G., Solimini, S. and Struwe, M., Some existence results for superlinear elliptic
boundary value problems involving critical exponents, J. Func. Anal. 69 (1986), 289-
306.

Coron, J. M., Topologie et cas limite des injections de Sobolev, C. R. Acad. Sc.
Paris., 299, 1985, 209-211.

Chabrowski, J., Yang, J., On the Neumann problem for an elliptic system of equations
involving the critical Sobolev exponent, Colloq. Math. , 90 (2001), 19-35.

Figueiredo, D.G. Gossez, J.P. and Ubilla, P., Local superlinearity for indefinite semi-
linear elliptic problems, J. Funct. Anal. 199 (2003), 452 — 467.

Figueiredo, D.G. Gossez, J.P. and Ubilla, P., Local “superlinearity” and “sublinearity”
for the p-Laplacian J. Funct. Anal. 257 (2009), 721 — 752.

Figueiredo, D.G. Gossez, J.P. and Ubilla, P., Multiplicity results for a family of
semilinear elliptic problems under local superlinearity and sublinearity, J. Eur. Math
Soc. 8, (2006) 269 — 286.

Figueiredo, D.G., Semilinear elliptic systems. Nonlinear Funct. Anal. Appl., held at
ICTP of Trieste, (April 21-May 9, 1997).

Furtado, M.F., Miyagaki, O.H., Silva, J.P., On a class of nonlinear elliptic equations
with fast increasing weight and critical growth, J. Differential Equations 249 (2010),
1035-1055.

Furtado, M.F., Ruviaro, R. and Silva, J.P., Two solutions for an elliptic equation with
fast increasing weight and concave-conver nonlinearities, J. M. A. A. - 416, (2014),
698-709.

Garcia Azorero, J. and Peral Alonso, 1., Ezistence and non-uniqueness for the p-

Laplacian: Nonlinear eigenvalues, Comm. Partial Diff. Eq. 12 (1987), 1389-1430.

36



[21]

[22]

[23]

[24]

[25]

[26]

32]

[33]

Garcia Azorero, J. and Peral Alonso, 1., Multiplicity of solutions for elliptic problem
with critical exponent or with a nonsymmetric term, Trans. Amer. Math. Soc. 323
(1991), 877-895.

Gongalves, J.V. Miyagaki, O.H., Multiple positive solutions for semilinear elliptic
equations in R™ involving subcritical exponents, Nonlinear Analysis, Theory, Methods
& Applications, Vol. 32, No. 1, pp. 41-51, 1998.

Gueda, M. and Veron, L., Quasilinear elliptic equations involving critical Sobolev

exponents, Nonlinear Anal. 13 (1989), 879-902.

Hadiji, R., Yazidi, H., Problem with Critical Sobolev Fxponent and with Weight,
Chinese Annals of Mathematics, 28 (2007), 327-352.

Han, P., High-energy positive solutions for a critical growth Dirichlet problem in
noncontractible domains Nonlinear Analysis 60 (2005) 369-387.

Han, P., The effect of the domain topology on the number of positive solutions of

some elliptic systems involving critical Sobolev exponents, preprint.

Lazzo, M., Solutions positives multiples pour une équation elliptique non linéaire avec
lézposant critique de Sobolev, C. R. Acad. Sci. Paris 314 (1992), 61-64.

Pohozaev, R. S. J., Eingenfunctions of the equation Au+ Af(u) = 0, Soviet Math.
Doklady, 6, 1965, 1408-1411.

Rabinowitz, A., Minimaxz Methods in Critical Point Theory with Applications to
Differential Equations. American Mathematical Society, 1988.

Rey, O., A multiplicity result for a wvariational problem with lack of compactness,
Nonlinear Anal. 13 (1989), 1241-1249.

Struwe, M., A global compactness result for elliptic boundary value problems involving
limiting nonlinearities. Math. Z. 187, (1984) 511-517.

Talenti, G., Best constants in Sobolev inequality, Ann. Mat. Pura Appl. 110,
(1976), 353 — 372.

Tehrani, H., On elliptic equations with nonlinearities that are sum of a sublinear and
superlinear term, volume dedicated to Dr. S. Shahshahani, Iran (2002) 123-131.

87



[34] Tarantello, G., Nodal solutions of semilinear elliptic equations with critical exponent,
Diff. Int. Equations 5 (1992), 25-42.

[35] Willem, M., Minimax Theorems. Birkhauser, 1996.

38



