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Resumo

Baseado em um artigo de Stephen J. Kleene e Niels M. M@ller, apre-
sentamos um estudo sobre a existéncia de uma familia a um parametro
de hipersuperficies ¥* C R™™! auto-redutoras, geradas pela rotacao de
curvas planas. X" é assintOtica a um cone, suave, nao-compacta e de
curvatura média positiva. A prova envolve analise de uma equacao di-
ferencial ordinaria eliptica de segunda ordem quase-linear com derivada

cubica.



Abstract

Based on a paper of Stephen J. Kleene and Niels M. M@ller, we study the
existence of a l-parameter family of non-compact smooth self-shrinker
hypersurfaces ¥" C R"*!, generated by the rotation of plane curves. X"
has positive mean curvature and it is asymptotic to a cone. The proof
involves the analysis of a cubic-derivative quasi-linear elliptic second-

order ordinary differential equation.
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Introducao

O estudo de hipersuperficies auto-redutoras ou auto-encolhidas ("self-
shrinkers") nasceu a partir do estudo do fluxo de curvatura média, que
foi estudado pela primeira vez por Brakke em [7], no contexto de teoria
de medida geométrica sobre o movimento de uma superficie pelo fluxo
de curvatura média. O estudo do fluxo de curvatura média, a partir da
perspectiva de equagoes diferenciais parciais, comegou com o artigo de

Huisken [3] sobre o fluxo de hipersuperficies convexas.

Um dos problemas mais importantes no fluxo de curvatura média é
entender as possiveis singularidades que o fluxo atravessa. Singularidades
sao inevitaveis, quando o fluxo contrai qualquer hipersuperficie mergu-
lhada fechada no espaco Euclidiano, levando eventualmente a extincao

da hipersuperficie que esta evoluindo.

Um ponto de partida fundamental para a analise de singularidades é
a formula de monotonicidade de Huisken [4], porque a monotonicidade
implica que o fluxo é assintoticamente auto-similar perto de uma singu-
laridade dada e assim, é modelado por equagoes auto-redutoras do fluxo.
Mais adiante, Huisken em [5] fez uma anélise do comportamento local

e global de hipersuperficies em movimento pelo fluxo de curvatura média.

No artigo [4|, Huisken mostrou que a tnica hipersuperficie rotacio-
nalmente simétrica com curvatura média positiva, obtida pela rotagao do
grafico de uma funcao sobre um eixo de rotacao é o cilindro. Enquanto,
Ilmanem, em [14], afirmou a existéncia de uma familia de hipersuperfi-

cies de rotagao auto-redutoras que sao assintéticas a um cone. E assim



que Kleene e M@ller, em [13], mostraram a existéncia de uma familia de
hipersuperficies de rotagdo auto-redutoras assintéticas a um cone, com
curvatura média positiva, interpolando entre o plano e o cilindro redondo
ortogonal ao plano. Uma parte do trabalho desenvolvido por Kleene e

Mgller em [13], mostra o seguinte:

Em R" n > 2, existe uma familia a um parametro de hipersuperfi-
cies de rotacao X" auto-redutoras, suaves, nao-compactas, assintéticas a

um cone e de curvatura média positiva.

Nosso objetivo principal neste trabalho ¢ a demonstracao deste resul-

tado, para o qual, vamos dividir nosso trabalho em trés capitulos:

No primeiro capitulo, apresentaremos alguns fatos relevantes que logo
usaremos nos capitulos seguintes. Nas Secoes 1.1, 1.2, 1.3 e 1.4 introdu-
zimos o conceito de hipersuperficie parametrizada regular, a aplicacao
de Gauss, curvaturas (de Gauss-Kronecker e média) e hipersuperficies
de rotacdo no espaco Euclidiano R"*! respectivamente. Na Secao 1.5,
definimos o conceito de aplicacao de contracao e incluimos o Teorema do
ponto fixo de Banach. Finalmente na Secao 1.6, enunciamos e provamos
um lema sobre equacoes diferenciais ordinéarias que logo sera aplicado na
Secao 3.2.

No Capitulo 2, apresentamos o estudo do fluxo de curvatura média
e de hipersuperficies auto-redutoras. Na Secao 2.1, definimos o conceito
do fluxo de curvatura média além de enunciar uma equacao chamada de
equacao do fluxo de curvatura média. Na Secao 2.2, vamos indicar al-
guns exemplos de solugoes da equacao do fluxo de curvatura média, e na
Secao 2.3, definimos o conceito de hipersuperficie auto-redutora, a partir
da qual obteremos uma equacgao denominada, a equacao auto-redutora
para hipersuperficies, a qual é uma ferramenta importante no desenvol-

vimento deste trabalho.

Finalmente no Capitulo 3, na Secao 3.1, restringindo o estudo a hi-
persuperficies de rotagao encontramos uma equagao denominada equa-

cao auto-redutora para hipersuperficies de rotacao gerada por uma curva



plana. A partir desta equacao obtemos uma equagao diferencial ordiné-
ria de segunda ordem quasi-linear com derivada cibica, de modo que o
trabalho restante do Capitulo 3 esta baseado na analise desta equagao di-
ferencial ordinaria. Na Secao 3.2, obtemos uma identidade integral para
solucoes desta equacao diferencial ordinaria. Na Se¢ao 3.3 aplicamos o
teorema do ponto fixo de Banach para determinar a existéncia e unici-
dade de solucoes da equacao diferencial ordinaria. Além disso, provamos
que tais solucoes sao assintoticas a um raio fixo a partir da origem. Final-
mente na Secao 3.4 mostramos o resultado principal sobre a existéncia da
familia a um parametro de hipersuperficies de rotacao auto-redutoras 3"

no espaco Euclidiano R, cumprindo assim o objetivo deste trabalho.



Capitulo

Preliminares

Vamos dividir este capitulo de preliminares em cinco secoes. Nas primei-
ras quatro secoes introduziremos o conceito de hipersuperficie parame-
trizada regular no espaco Euclidiano R"™!, n > 2. a aplicacio de Gauss,
curvaturas (de Gauss-Kronecker e média) e hipersuperficie de rotagao.
Na Sec¢ao 1.5 incluimos o Teorema do ponto fixo de Banach e na Secao
1.6 provamos um lema sobre equacoes diferenciais ordinarias que sera tutil
no Capitulo 3. Assumimos que o leitor esteja familiarizado com os cursos
de Geometria Diferencial, Equacoes Diferenciais Ordinarias, Anélise no
R™ e Analise funcional. Para este capitulo as principais referéncias sao
[10], [1], [16], [6] e [9].

Nas Secoes 1.1 e 1.2, os conceitos iniciais como aplicacoes diferencia-
veis entre conjuntos, espaco tangente e vetor unitario normal sao utiliza-

dos sem maiores explica¢oes (ver do Carmo [10] e Kiihnel [16]).

1.1 - Hipersuperficie parametrizada regular

O estudo de curvas e superficies regulares em R3, assim como a geome-
tria da aplicacao de Gauss (ver do Carmo [10]) pode ser estendido para
dimensoes superiores. O objeto geométrico que generaliza a nocao de
uma superficie bidimensional para dimensoes maiores é chamado de hi-
persuperficie. No6s substituimos o dominio do parametro bidimensional
por um n—dimensional e o espaco Euclidiano ambiente tridimensional

por um (n + 1)—dimensional. Com esta noc¢ao de hipersuperficie, em



seguida definimos o que é uma hipersuperficie parametrizada regular.

Definigao 1.1. (Imersdo) Seja U C R™ um conjunto aberto no espago
Euclidiano R™. Uma aplicacio diferencidvel f : U — R chama-se
uma imersao quando, para cada ponto u € U, a deriwada df, : R —

R™! ¢ uma transformacao linear injetiva.

Definigao 1.2. (Hipersuperficie parametrizada regular) Uma aplicagao f -
U — R"™ ¢ chamada uma hipersuperficie parametrizada regular, se
U C R" € aberto e f € uma imersao. Para u = (uy,...,u,) € U é

associado o ponto f(u) de n+1 coordenadas f(u) = (fi(u),..., far1(w)).

Definigao 1.3. (Hiperplano tangente) Sejam U C R™ aberto e f: U —
R™ ! wuma hipersuperficie parametrizada reqular, entdo o hiperplano tan-
gente de [ em u € U denotado por T, f, é definido como a imagem do
espaco tangente T, U de U no ponto u pela aplicacao df,, i.e. T,f =
df(T,0).

1.2 - A aplicacao de Gauss

A partir desta secao denotaremos por 2 a hipersuperficie parametrizaada
regular n—dimensional f : U — R, onde U é um conjunto aberto
em R", ie. X = f(U).

Definicao 1.4. Sejam V C U um conjunto aberto em U e N : V —
R wma aplicacao diferencidvel que associa a cada ¢ € V um vetor
unitdrio N(q) normal a T,X, entao, dizemos que N é um campo diferen-

cidvel de vetores normais unitarios em V.

Definigao 1.5. (Orientacdo) Uma hipersuperficie reqular Y. € orientéavel
se ela admite um campo diferencidvel de vetores normais unitdrios N :
Y — R definido em toda a hipersuperficie; a escolha de um tal campo

N ¢ chamada uma orientacao de .

Definigao 1.6. (A aplicacdo de Gauss) Seja ¥ C R™™ uma hipersuperfi-
cie reqular com uma orientacao N e seja S™ a esfera unitdria em R
centrado na origem. A aplicacdo diferencidvel N : ¥ — S™ C R*TL
que para cada ponto p € X associa o vetor unitdrio normal N(p) a X em

p, € chamada a aplicagao de Gauss da hipersuperficie 3.



A diferencial da aplicacao de Gauss dN, de N em p € ¥ é uma
aplicacao linear de 7,2 em Ty, S%. Como T, e Tiy(,)S? sa0 0s mesmos
espagos vetoriais, d/V, pode ser olhada como uma aplicagao linear em
T,%, isto &, AN, : T, — T,%.

1.3 - Curvaturas

Definimos a curvatura de Gauss-Kronecker e a curvatura média da hi-

persuperficie Y C R"*! da seguinte maneira:

Defini¢ao 1.7. (Curvatura de Gauss-Kronecker e média) Seja p um ponto
de ¥ e seja AN, : T, — T, a diferencial da aplica¢ao de Gauss. En-
tao, o determinante de dN, é chamada a curvatura de Gauss-Kronecker
K de ¥ em p e o negativo do trago da dN, é chamada a curvatura média
H de X em p.

1.4 - Hipersuperficies de rotacao

Nesta secao, vamos determinar a diferencial da aplicacao de Gauss e a
curvatura meédia de uma hipersuperficie de rotagao gerada por uma curva

no espaco euclidiano R+,

Sejam C uma curva do plano z1,x,.1, onde n > 2, contida no semi-

espaco z1 > 0 e Oz o eixo de rotacao de C. Seja

Tor1 = (), 1 =vW), a<v<b, ) >0,

uma parametrizacao para C. Girando esta curva em torno do eixo Ox;
obtemos uma hipersuperficie n—dimensional ¥, chamada hipersuperficie

de rotacdo em R,

Agora, consideremos uq, . . ., u,_1 como os angulos de rotacao da curva
C em torno do eixo Ozy. Sejam {7y, ..., n,+1} a base ortonormal candnica

de R"™! e S"~1 a esfera unitaria no espago R™ gerado por {n;,...,n.}.



Podemos ter uma parametrizacao de S"~! C R" dada por

.
Y, = cosuq,

Y5 = senuqcosus,
(1.1)
Y,_1 = senu; . ..sent, _oCoSt,_1,

Y,, = senuy . ..senu,_oSent,,_1.

Daqui resulta que

X(ur, - un1,0) = (P(0)Y1,0(0)Ya, ., 9(0) Y, P(v)),

é a parametrizacao da hipersuperficie rotacional ¥, onde Y; = Y;(uq, ..., uy1)

sao dadas por (1.1). Consideremos
Y(Ul, ce ;un—l) = (Yl(ul, ce ,Un_l), ce ,Yn(ul, ce ,un_l), O), (12)

o vetor posicao da esfera S"~! C R". Entdo, podemos escrever a para-

metrizagao de 2 como

X(Upy ooy Up_1,V) = @(U)Y (Uq, ..o Up—1) + V(V)Dy1, (1.3)

onde 7,+1 = (0,0,0,...,0,1) & o eixo de rotagdo. Derivando temos os

campos de vetores de coordenadas ortogonais em X

Xy, = ()Y, i=1,2,...,(n—1), (1.4)
Xy = @' ()Y + ' (V)41

A aplicagao de Gauss da hipersuperficie de rotacao tem a forma
N =aY +bnyi1,a,b € R. (1.5)
Agora vamos determinar os valores de a e b que satisfazem

(N,xy;) =0,i=1,...,(n—1),
(N,x,) = 0.

(1.6)

Como (Y,Y) =1, derivando em relagao a u;, obtemos (Y,Y,,) = 0. Dai,

segue de (1.2) e (1.4) que a primeira equacdo em (1.6) é trivialmente



satisfeita, e da segunda equacao temos ay'(v) 4+ by’ (v) = 0. Além disso,
note que a® + b* = 1. Logo temos o seguinte sistema de equagoes
ag'(v) + by’ (v) =0,
a® + b =1.

(1.7)

Desenvolvendo o sistema (1.7) obtemos

()
iV
AC)

onde

para os quais o sistema (1.6) é satisfeito. Logo, substituindo a e b na
equagao (1.5), temos

"(v "(v
LONMRCONN

VE VE

Portanto, a aplicacao de Gauss apontando para o exterior da hipersuper-

N==F

ficie de rotacao, é dada por
1

N = ;Z§(¢/Un+1-—1#5/). (1.8)

Agora vamos determinar a diferencial da aplicagao de Gauss. Usando

os valores de x,, e x, obtidos em (1.4), parai=1,...,(n — 1), obtemos
Eij = (Xu;, Xu;) = 0,Vi # j,
Eii = (Xu;, Xu,) = @2 (Yo, Ya,) = =% (Y, Vi),
Fyy = (Xy;, Xy) = 0, (1.9)
Fyi = (xy,%y,;) = 0,
G = (X0 %) = (¢)° + (@) =¢
Usando o sistema (1.6) e a equagio (1.8) tem-se que
€ij = —(Nu;, Xu,) = (N, Xu;0,) = 0,Vi # j,
i = = (Vo ) = (N ) = =V V)
fiv = —=(Xu;, No) = (N, Xy;0) = 0, (1.10)
foi = =Ny, Xu,;) = (N, Xpu;) = 0,
Gow = —(Noy X0) = (N, X00) = —= (" — 1",

£



Note que N, e N, pertencem a 7,>, logo podemos escrever

Nu1 = 11Xy, + A21 Xy, +---+ a(nfl)lxun_l + Ay1Xy,

N’LL2 = A12Xy, + A29Xq, +---+ a(n—l)QXunfl + Ay2Xy,

Nun,l = al(n—l)Xul + a2(n—1)xu2 R a(n—l)(n—l)xun,l + av(n—l)in

Nv = 19Xy, + A2y Xays + -+ a(n—l)vxun_l + AyoXy,

isto é,
/ /
Uy 11 12 e a1(n—1) A1y Uy
!/ !/
Uy 21 22 ce a2(n—1) A2y Usg
dN =
/ /
Uy pn-11 Gn-12 --- On-1)(n-1) Q-1 Uy
/ /
v Ay A2 cee Qy(n—1) Qyy v
Isto mostra que, na base {X,,, ..., Xy, ,, Xy}, dN é dada pela matriz (a;;),
i,j=1,2,...,n—1,v. Logo, as relagdes (1.10) podem ser expressas em

forma matricial por

_ €iidn—1 fz'v :(a~) Eil,—1 F;
fvi Gov Y Fvi va

onde I,,_; é a aplicacao identidade, e

-1
( ) €iln—1 0 Eiil, 1 0
a;;) = —

! 0 g 0 Gu

B €iilp—1 0O E;'L,.1 0
0 Goo 0 G}

%LH 0
= ' Gov
0
G’UU
Assim, a diferencial da aplicacdo de Gauss é dada por
1/)/
———1, 0

dN = PVE (1.11)

2/)/ 90” _ 90/ w// s

0 L r T
EVE




onde & = (¢')? + (¢')?. A diferencial dN de N é denominada aplicagdo

de Weingarten.

Pela Definicao 1.7 sabemos que a curvatura média de uma hipersu-
perficie é igual a menos o trago da diferencial da aplicacao de Gauss.

Entdo usando o resultado (1.11), temos que

n—1 w @ZJIQOH . 90/¢/
H=— —
{Z ( wz) T }

onde & = (¥)? + (¢)?, ou equivalentemente,

,(/}/ + (p/,(/J// _ w/(p//
©VE &VE

¢ a curvatura média da hipersuperficie de rotacio ¥ em R

H=(n-1)

(1.12)

1.5 - Teorema do ponto fixo de Banach

Em Analise, o Teorema do ponto fixo de Banach foi enunciado e provado
por Stefan Banach em 1922 e é também conhecido como o principio
de contracao. Esse teorema pode ser utilizado para provar a existéncia
e unicidade para solucoes de equacoes de diversos tipos. Um exemplo
tipico do seu uso é no célculo por aproximacoes sucessivas de raizes de

funcoes.

Defini¢ao 1.8. (Aplicagdo de contracdo) Uma aplicagcio T :Y — Y de
um espago métrico 'Y sobre’Y € denominada uma aplicacao de contragao

se, e somente se, existe um 0 < 7 < 1 tal que para quaisquer u,v € Y,
vale |T(u) — T ()| < 7|lu — v|.

Definigao 1.9. (Ponto fixo) Um ponto fixo de uma aplicagio T : Y — Y
¢ um ponto u €'Y tal que T'(u) = u.

Definigao 1.10. (Espacos métricos completos) Um espago métrico Y €
denominado completo se, e somente se, cada sequéncia convergente u,,

converge a um ponto em Y. Caso contrdrio, Y € dito incompleto.

Exemplos de espacos métricos completos sao o conjunto de niimeros

reais R e o conjunto de nimeros complexos C. O conjunto de niimeros

10



racionais Q é um espaco métrico incompleto.

O préximo teorema afirma que as aplicagoes de contracao sao conti-

nuas.

Teorema 1.11. Se T € uma aplicacao de contracao sobre Y, entao T €

continua.

Prova. Suponha que u,, é uma sequéncia tal que lim u, = u, entao
n—oo
lim T'(u,) = T(u), pois |T(u,) — T(uw)| < |u, — ul.

n—oo

[
Teorema 1.12. (Teorema do ponto fixo de Banach) Seja Y um espaco
métrico completo e seja T :' Y — Y wuma aplicacao de contragcao com
constante de contracao T € (0,1). Entdo T tem um tnico ponto fizo
u €Y. Ou seja, existe um, e somente um, ponto u € Y, tal que T(u) =
u. Além disso, se v € Y € escolhido arbitrariamente, entdo a iteracao

{un}52, dada por

Ug = U,
Up = T(”n—l)an > 1,
tem a propriedade de que lim u,, = u.
n—00
Prova. Seja v € Y um ponto arbitrario de Y e considere a sequéncia

{un}2,, dada por

Vamos provar que {u,}> , ¢ uma sequéncia de Cauchy em Y. Param < n

vamos usar a desigualdade triangular e notar que
[t — Up| < |ty — Ums1 | + [Uma1 — U] + -+ + |Un_1 — ).
Como T é uma aplicacao de contragao, temos que
up = upr1| = [T (up—1) = T(up)| < Tlup—r — ),

para todo inteiro p > 1. Usando esta desigualdade repetidamente, obte-
mos

[y — upi1| < TPlug — wyl;

11



portanto,
[ — up| < (7™ 4+ 7" 4 7 Jug —

ie.,
m

[t — | < - |u0—u1|

sempre que m < n. A partir disso, deduzimos que {u, }2°, ¢ uma sequén-
cia de Cauchy em Y. Como Y é completo, esta sequéncia tem um limite,

isto é, u € Y. Por outro lado, como T' é continua, segue-se que

u=lim u, = lim T(up—1) = T(lim u,—1) = T(u),

n—oo n—o0 n—oo

e, assim, u é um ponto fixo de T.

Se u e v sao ambos pontos fixos de T, obtemos
lu—v|=|T(u) —TW)| <7|lu—n2|.

Como 7 < 1, devemos ter que u = v.

Lema 1.13. Seja ¢, : Y — Y wma familia suave a um pardmetro
o > 0 de aplicacoes de contracao num subconjunto aberto firo Y de um
espaco de Banach X. Entao os pontos fizos x, de ®, sao funcoes suaves

do pardametro o.

Prova. Seja o fixo, e sejam z, e x,., pontos fixos para &, e O,

respectivamente. Entao, como ¢, e ®,., sao aplicagoes de contracao,

temos que
|Toin — To| = |Posn(Torn) — Po(w0)]
< |Poin(Tosn) = Po(@ogn)| + |Po(Torn) — Po(2s)|
_ ’ +h( +h|)h| ( )‘|h|—|—|<b (xa-i-h) P ($U)|
0P,
< ] 2 (0t sn)| 1]+ 00— 2]+ O(D)
o
h
onde 7 € (0,1) e O(h) é tal que hm O|§L|) = 0.
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Portanto, os pontos fixos x, sao pelo menos func¢oes continuas de

Lipschitz de o. Para mostrar a diferenciabilidade, voltamos a escrever

Lo+h — Lo = q)chrh(xUJrh) - (I)O'(:UU)

= (Posn(Torn) = Po(Toin)) + (Po(Tosn) — Po(zs)).

Pelo desenvolvimento em serie de Taylor temos que

0d,
Do (Torn) — Po(20) = 5 (Togn — To) + O(|Torn — 370‘2)-

0,
Dai,

0D,
Loth — Lo = 87<x0+h — %) + O(|Tg4n — x0‘2>+

o

+ q)o+h(‘ro+h> - (I)U(xcﬂrh)'

Reorganizando os termos, vemos que

b,
<[ o O(|orn — :ca|)> (Torn — To) = Porn(Tosn) — Po(Tsn).

Dividindo por h e considerando o limite quando h — 0, obtemos

dl’g 8(1)0 ! aCI)cr
(1— a%) T (g wpn). (1.13)

do

do

)
Note que o operador A = I — —Z é inversivel. De fato, como ®, é uma

0x,

contragao temos || D, P[] < 1.

Note-se que a formula para a derivada (1.13) implica que os pontos
fixos x, dependem suavemente no parametro o, uma vez que o lado direito
da expressao pode ser diferenciada em o, j4 que as aplicacoes P, sao

diferenciaveis. -

1.6 - Um lema sobre equacoes diferenciais or-
dinarias

O seguinte resultado é um lema sobre equagoes diferenciais ordinarias

lineares nao homogéneas de segunda ordem.
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Lema 1.14. Seja g : (d,a) — R" uma funcao definida no intervalo
aberto (d,a), onde a > d > 0. Para r € (d,a) consideremos a seguinte

equagao diferencial ordindria linear nao homogénea de seqgunda ordem

g (r)—A(r)=¢'(r) + A(r)=g(r) = L(r)A(r), (1.14)

onde A(r) e L(r) sao fungoes diferencidveis, entao para constantes arbi-

trarias ¢ e ¢y a solugao geral da equacao (1.14) é

a —fs“ 2 A(2)dz aq a s
g(r) = clr+cgr/ ers—H’/ 2 {/t sL(s)A(s)e’ft 2A(Z)dzd5} dt.
(1.15)

Prova. Para resolver a equacdo linear ndo homogénea (1.14), vamos
primeiro determinar uma solu¢do homogénea gy (r) e outra particular

gp(r) para finalmente obter a solucao geral (1.15) dada por

9(r) = gu(r) + gp(r). (1.16)

Consideremos a equacgao diferencial ordinaria linear homogénea de se-

gunda ordem

9'(r) = A(r)2g/(r) + A(r)59(r) = (1.17)

observamos que uma solu¢ao nao trivial é g;(r) = r. Pelo método de
d’Alambert podemos encontrar uma segunda solugao go = ¢o(r) através
da multiplicacao da solugao conhecida g; = g1(r) por uma fung¢ao incog-
nita v = v(r) que serd a solu¢do de uma equagio que aparecera quando

substituirmos go = go(r) na equacao diferencial ordinaria linear dada, i.e.

92(r) = g1(r)v(r) = rov(r).

Substituindo go em (1.17), obtém-se
a o= [l 2A(z)dz
U(T) :/ TdS
Dai, temos que um par de soluc¢oes da equagao linear homogénea (1.17)
sao
a o= Sl 2A(z)dz
g(r)=r e gfr) = r/ ———ds. (1.18)

52
Observamos que as solu¢oes em (1.18) sdo linearmente independentes,

pois, o seu Wronskiano

W(r)=Wi(g(r), g2(r))



é diferente de 0 para algum r € (d, a).

Assim, como ¢1(r) e go(r) sdo linearmente independentes, para cons-
tantes arbitrarias ¢; e ¢y, a solugdo geral da equagao homogénea (1.17)

é:
a o= J5 2A(2)dz
gu(r) = cr + c2r/ ———ds. (1.19)

s
,

O método de variagao de parametros diz-nos que uma solugao parti-
cular gp(r) da equacdo nao homogénea (1.14) pode ser obtida a partir
de gp(r), substituindo as constantes ¢; e ¢y como funcoes da varidvel

independente r, ou seja,

gp(r) = ci(r)gi(r) + ca(r)ga(r). (1.20)

Para determinar as duas fungoes incognitas ¢;(r) e co(r) necessita-se de

duas condicoes: a primeira condicao a exigir sera
c1g1 + 590 = 0. (1.21)
Diferenciando
Jp = C19y + C205
tem-se
gp = c1gi + c205 + ¢1g) + chgh.

Substituindo em (1.14) e usando a notacao I(r) = L(r)A(r), a qual é

uma fun¢ao continua em (d, a), obtém-se que
/! /!
gy + cags = U(r). (1.22)

Resolvendo o sistema (1.21) e (1.22), ter-se-a

g2(IU1) ) “ 91 (DI(1)
c(r) = /7« Tt e co(r) :/T W—dt.

W)
Logo, substituindo ¢;(r), ca(r), g1(r) e g2(r) em (1.13), temos

gp(r) = —r/ U‘/(;)(igt) dt + rv(r) ‘Zl/(( )) dt

=l b (vt e o [ s )

Aplicando integracao por partes nesta ultima igualdade, obtemos

gp(r) = —r / {{ ta mjig)ds z/(w} dt. (1.23)
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Portanto, substituindo

W(S) — e " %A(Z)d87
— [ 2A(z)dz

e Ji 2
vt = -

na equacao (1.23), a solugao particular da equagdo ndo homogénea (1.14)

gp(r)=r / ' tl? { /t ' sL(s)A(s)e” I éA(z)dst} dt. (1.24)

Finalmente, substituindo os resultados obtidos em (1.19) e (1.24) na
equagao (1.16), obtemos a solugao geral (1.15) da equagao linear nao

homogeénea (1.14).
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Capitulo

Fluxo de Curvatura Média e

Hipersuperficie Auto-redutora

Na primeira secao deste capitulo definiremos o conceito de fluxo de cur-
vatura média, e introduziremos uma equacao chamada de equacao do
fluxo de curvatura média. Na Se¢ao 2.2 vamos indicar alguns exemplos
de solucoes da equacao de fluxo de curvatura média, dentre as quais obte-
remos solucoes auto-redutoras as quais representam uma classe especial
de solucoes que nao mudam de forma sobre o fluxo de curvatura média.
Finalmente na Secao 2.3, vamos definir o conceito de hipersuperficies
auto-redutoras e como consequéncia vamos obter uma equacao denomi-
nada equacao auto-redutora para hipersuperficies, que é uma equacao
muito importante no desenvolvimento deste trabalho. Neste capitulo as

principais referéncias sao [15], [8] e [4].

2.1 - Fluxo de curvatura média

A seguir, baseado no livro de Ecker [8], vamos explicar de forma deta-
lhada o que é o fluxo de curvatura média, que representa o processo de
evolugao sob o qual uma hipersuperficie deforma-se na direcao de seu

vetor curvatura média.

Definicao 2.1. Sejam X" C R"! n > 2, uma hipersuperficie n—dimensional,

e F:¥" x I — R uma familia de mergulhos suaves. Dizemos que
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F € uma solucao do fluxo de curvatura média se

oF

E(pﬂf) :H(F(p,t)), (21)

parap € X" et € I, I CR é um intervalo aberto, onde H(F(p,t)) = HN
¢ o vetor curvatura média de ¥, = F(X",t) no ponto F(p,t), H € a

curvatura média e N é um campo normal unitdrio.
A equagdo (2.1) é chamada a equagao do fluzo de curvatura média.

Observacgao 2.2. Considere uma familia de mergulhos suaves
F,=F(,t): X" — R,
com X, = Fy(X").

Definindo x = F(p, t), a equacao do fluxo de curvatura média (2.1) é
interpretada como

ox

= = H), (2.2)

parap € X" et € I. Em vista da identidade
AEtX = H,

onde Ay, o operador de Laplace-Beltrami em ¥, a equagao (2.1) pode

também ser escrita na forma

0x
E = Agtx, (23)

que se assemelha formalmente & equacao do calor.

Consideremos hipersuperficies mergulhadas 3, em R"™! satisfazendo
ox\ +
— ] =H(x
(7)) =76
onde | denota uma projecao sobre o espaco normal de >;, entao esta
equagdo é equivalente a (2.1) por difeomorfismos tangenciais a ;. De
fato, seja Fy = F(-,t) : ¥ — R"™ com ¥, = F}(S") uma familia de
mergulhos satisfazendo a equagao
OF ~

(5;) @0 =H(E@0)
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para g € X" (Aqui L denota a projegao sobre o espago normal de E(E”)).

Seja ¢y = ¢(+,t) uma familia de difeomorfismos de X" satisfazendo

D, Fol.0.0(5 0.0) = (G 0w 0.m) .

onde o expoente T denota a projegao sobre o espaco tangente de E(Z").
A existéncia local de uma tal familia é garantida pelas suposi¢oes sobre
F. Se definimos

Fy(p) = F(p,t) =F (6(p, 1), t) =F (é1(p), ¢) (2.5)

entio X, = F,(X") = F,(X").

Derivando a equacdo (2.5) em relagao a ¢, obtemos

0.0 = D0, (G 0)) + G 60,0

onde ¢ = ¢(p,t). Logo, usando o resultado obtido em (2.4) temos que

o o) = - (%—fw(p,t),t)) + 280,09

- L
OF

= H(F(4(p.t).1)).

Assim, pela equacdo (2.5) concluimos que

OF

E(}% t) = H(F(p, t))

Na seguinte secao apresentamos alguns exemplos do fluxo de curva-

tura média.

2.2 - Exemplos do fluxo de curvatura média

A seguir, vamos exemplificar solucoes da equacao do fluxo de curvatura
média (2.1).

Exemplo 2.3. (Hipersuperficies minimas)
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Seja Iy : X" — R™™ um mergulho tal que Fy(X") é uma hiper-
superficie minima. Seja ¥, = F, = Fy : ¥" — R*"™! ¢t € I C R, uma
deformacao trivial de Fy. Entao, ¥; é uma solugao da equagao (2.1), pois,
como a sua curvatura média H = 0, temos que ¥; satisfaz a equacgao do

fluxo de curvatura média.
Exemplo 2.4. (Esferas)
Seja (X;);e; uma familia de n—esferas concéntricas em R™"* i.e.,

n+1
Et == aBr(—:) 3

onde r(t) é o raio de 3;. Como os movimentos rigidos de R"™! mantém

invariante a curvatura média de hipersuperficies, sem perda de generali-

dade podemos considerar as esferas centradas na origem. Seja

o vetor posicao de X;, onde N é um campo normal unitario. Como a
curvatura meédia de X; é dada por
H(t) = ———,
T
segue que a equacao (2.1) se reduz a uma equagao diferencial ordinaria

para a fun¢ao de raio r(t) dada por

: n
rt) = ——
(1 =~
ou, equivalentemente
r(t)dr = —ndt.

Integrando ambos os membros desta igualdade de 0 a ¢, obtemos
r(t)? —r(0)* = —2nt.
Se exigimos r(0) = p, isto é, ¥y = 0B, entao

r(t) = /p? — 2nt,

de modo que esta solugao de (2.1) existe para t € (—oo, p?/2n). Note
que quando ¢ = 0 temos a superficie inicial Xy de raio p, e quando ¢
tende para p*/2n temos o limite da superficie final que ¢ simplesmente
um ponto. Este processo de evolugao para a esfera, quando t varia, é

chamado esfera redutora.
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Exemplo 2.5. (Cilindros)
Se >, ¢ um cilindro esférico, i.e.,

n+1—k k
M, = OB " x RE,

para 0 < k < n (isto inclui o exemplo anterior, quando k& = 0), entéo a

equagao (2.1) reduz-se a

ou seja

r(t)dr = —(n — k)dt.

Logo integrando ambos os membros da igualdade de 0 a ¢, temos
r(t)* —r(0)? = —2(n — k)t,
de modo que, com 7(0) = p obtém-se
r(t) = /P — 2(n — R,

e a solugao existe parat € (—oo, p?/2(n—k)). Com a variagao de ¢, temos

que quando t = 0, ¥y ¢ o cilindro sobre uma esfera de raio p, e quando ¢
tende para p?/2(n — k) a hipersuperficie 3; tende para R*. Este processo

de evolucao é chamado cilindro redutor.

Exemplo 2.6. (Solu¢cdes homotéticas)

O exemplo mais simples de uma solugdo homotética de (2.1) é dada
pelas esferas redutoras discutidas no Exemplo 2.4. Para p = 1, estas

satisfazem
Et =V 1 — 2nt20,

para todo t € (—o0,1/2n). Mais geralmente podemos considerar solugoes
de (2.1) da forma

Y= )‘(t)ztn (26)

onde t; ¢ fixo e A(t) é positivo para ¢ variando em um intervalo determi-
nado. X; descreve solucoes de (2.1) que evoluem por homotetia sobre a

origem em R"!. Podemos considerar

F(q,t) = A(t)F(q,t1), (2.7)
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i.e. uma familia de mergulhos F, = F(-,t) : ¥ — R™! com 3, = F,(X7)

satisfazendo a equacao de evolucao

<%—f(q,t>> = H(F(g.1), (28)

para ¢ € X", onde L é a projecao sobre o espago normal de ;.

Na Observacgao 2.2, vimos que existem difeomorfismos tangenciais ¢,

de X" com

F(q,t) = F(¢; ' (q),1),

para ¢ € X" (ver (2.5)), onde os mergulhos Fy = F(-,t) : ¥ — R"*!

satisfazem a equacao do fluxo de curvatura média

OF

E@M:mem,

para p € X"

Portanto, a menos de difeomorfismos tangenciais, a evolucao radial
ou homotética da hipersuperficie 3, (descrito por ﬁ) é equivalente a sua
evolucao normal ao longo do vetor curvatura média (descrito por F). No
caso das esferas redutoras (Exemplo 2.4) as duas evolugbes coincidem
mas no caso da evolucao dos cilindros redutores essa evolucao ¢ distinta

da evolucao radial ou homotética.

Derivando a equacao (2.7) em relacao a ¢, obtemos

(@) = N F(a.t),

logo substituindo esta equagao em (2.8) e usando a equagao (2.7), temos

N(t)F(q,tr)" = H(F(q,t)) = HA()F(g, t1)).
Observamos que se uma imersao F tem curvatura meédia H, entao a
~ 1
imersao homotética AF tem curvatura média —H. Portanto, da ultima

A

equacao, deduzimos

)‘/<t)F(Q7t1>J_ = _H(F<Q7t1))7 (29)



para ¢ € ¥". Dai, conclui-se que A(t)\(t)F(q,t;)* é independente de t e
introduzimos a notacao

d 2 _ /
a = 2N (1) = 2AOX (1),

independente de ¢. Integrando de ¢, até ¢, vamos portanto obter, supondo
A(t1) =1, que

At) =1+ alt —t), (2.10)

para todo t satisfazendo 1+ a(t —t;) > 0. Combinando (2.7) e (2.9) e

definindo x = F'(q,t), temos que

OéXJ'

T 202(¢)

H(x) (2.11)

para x € ¥, e para t satisfazendo 1+ a(t —¢;) > 0. Isto descreve solu-
¢oes homotéticas expandindo a partir da origem 0 para o > 0 e solugoes

homotéticas que contraem para o < 0.

Vamos nos concentrar em « < 0. Se considerarmos A(ty) = 0 para
algum ty > ty, i.e., exigindo que a hipersuperficie desapareca no tempo

to, entdo a = —1/(ty — t1) e assim

A(t) = /(o — D)/ (to — 1), (2.12)

por (2.11), isto implica que
L

H(X):—Q(t—to)’

(2.13)

para x € Y.

No estudo dos limites das solugoes homotéticas do fluxo de curva-
tura média (chamados "explosoes") considera-se principalmente to = 0 e
t; = —1. Neste caso, segue-se de (2.6), (2.12) e (2.13) que

Et =V —tz_l, (214)

Hx) = = (2.15)

parax € Y, et <O.
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Tomando t; =ty — 1, da equacao (2.6) e (2.12), temos que

Zt =V to - tZtO,l.

Logo, a contracdo de solucoes homotéticas para xo € R no tempo tg

sao descritas por
Zt — X0 =V t() — t(ZtO_l — X())7

e satisfaz
(2.16)

para X € X, et < ig.

Exemplo 2.7. (Solu¢des que sdo graficos de funces)

Vamos considerar uma solucao do fluxo de curvatura média onde a su-
perficie ; é dada pelo grafico de u(-,t) : R" — R, t € I. Em particular,
vamos assumir que a tltima coordenada dos mergulhos F; = F'(-,t), para
>, pode ser expressa como uma funcao das primeiras n coordenadas,
isto é,

~

Fo(p,t) = u(F(p,t),t),

ou, equivalentemente,

F(p,t) = (F(p,t),u(F(p,1),1)).

~

Definindo = = (x1,...,z,) = F(p,t) € R" e abreviando o gradiente D,u

por Du, temos que

(2.17)

8_F— @D@+@
ot \ac "ot Tor |

O campo vetorial normal unitario exterior a superficie >;, obtida pelo

grafico de u, é dado por

(—=Du, 1)

1+ |Du

e a curvatura média por

H=div | —22 ]
1+ |Dul?
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Como (2.1) implica

H(F(p,1) = 5 (0, 0) N(F(p, 1),

usando (2.17) em (F(p,t),1),

1 ou & Du
_— Vv —_— .
1+ [Dul? 0t 1+ |Du|?

Portanto a funcao u satisfaz a equacgao diferencial parcial parabolica

5 Du
= /14 |Dul?3div (W) . (2.18)

Note-se que na obtenc¢io de (2.18) usamos somente que a componente
normal da velocidade é igual ao vetor curvatura média. Na verdade,

acabamos de mostrar que a familia de mergulhos dadas por

F(g,t) = (q,u(g,1)),

para uma solucao u de (2.18), satisfaz

<§(q,t)> = H(F(q,t)). (2.19)

Na Observagao 2.2, vimos que (2.19) é equivalente a (2.1) por difeomor-

fismos tangenciais ¢, satisfazendo

T
) oF
D, F —
(5) (%)
Observamos que estes difeomorfismos sao dados por
¢(t) = F(-, 1) : R" — R"
De fato, como
F(p,t) = (F(p,t),u(F(p,t),1))
e observando a equagao (2.5) notamos que tanto ﬁ(p, t) como ¢(p,t) sdo

as mesmas projecoes de F' sobre o espaco euclideano R", em cada ponto

p e R™

Para n = 1, a equagao (2.18) se reduz para

Uyy

m = (arctguy),,
Yy

Ut =
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onde u = u(y,t), y € R e o indice y denota as derivadas parciais. Uma

solugdo explicita de (2.18) é dada por
u(y,t) = —logcosy +t, ye (—n/2,7/2).
Para n qualquer, solucoes particulares de (2.18) da forma
u(z,t) = uo(z) + 1,

x € R" sdao chamadas solugoes de translagio de (2.1). Como
0
du_
ot
neste caso, a funcao ug deve satisfazer a equagao diferencial parcial elip-

tica, que segue de (2.18)

D
VIt [DugPdiv | ——— | = 1. (2.20)
\/ 1 + ‘DUOP

A seguir definimos o que é uma hipersuperficie auto-redutora.

2.3 - Hipersuperficie auto-redutora

As hipersuperficies auto-redutoras sao uma classe importante de solucoes
para o fluxo de curvatura média. Eles nao s6 estao encolhendo homote-
ticamente sobre o fluxo de curvatura média, o objetivo delas também é
descrever uma possivel explosdo de Tipo I (ver [4]) em uma singularidade
dada do fluxo de curvatura média, ou seja, eles proporcionam modelos

de singularidade do fluxo.

Em seguida, usando os resultados obtidos em (2.14) e (2.15) do exem-
plo de solucoes homotéticas do fluxo de curvatura média, definimos o que

é uma hipersuperficie auto-redutora.

Definigao 2.8. Dizemos que uma solugio F : ¥ x (—00,0) — R"* da
equacdo do fluzo de curvatura média (2.1) € uma hipersuperficie auto-
redutora se, ¥, = F(X",t) satisfaz

Y, = V=154, (2.21)
onde t € (—00,0) e X; é homotética a ¥_;.
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Definindo x = F(p,t), e considerando t = —1 na equagao (2.15) a
solugdo x = F(p) = F(p, —1) satisfaz a equacao

1
H(x) = —=x". (2.22)
onde x* ¢ a proje¢ao de x em N,X_;. Mas, sabemos que
H(x) = HN. (2.23)

Entao, igualando as equagoes (2.22) e (2.23), temos que

1
HN = ——x*.
2
Multiplicando pelo vetor normal unitario N ambos os lados desta igual-

dade, obtemos

ou equivalentemente,
(x, N)

2 I

a qual é uma equacao diferencial parcial eliptica ndo-linear (quase-linear)

H=— (2.24)

denominada, a equacdo auto-redutora para o fluxo de curvatura média.

A equacao (2.24) nos diz que quando a hipersuperficie ¥, homotética
a 2_1, evolui pelo vetor curvatura meédia, produz a mesma velocidade
normal que a componente normal de —x/2. Ou seja, a hipersuperficie
¢ auto-redutora por homotetia via Y, = v/—tX_; em direcdo ao ponto

0 € R apés tempo de duracao t.

Proposicao 2.9. Seja X" C R n > 2. uma hipersuperficie de rotacao
n-dimensional gerada pelo grdfico de uma curva plana v : R — RT,
Se X" tem curvatura média H nao-negativa e satisfaz a equacao auto-

(x, N)

redutora H = —

, entao X" € um cilindro.

A prova desta Proposi¢ao podemos encontrar em [4] (Proposi¢ao 5.4).
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Capitulo

Hipersuperficies de Rotacao

Auto-redutoras

Neste capitulo, vamos enunciar e provar um teorema obtido por Kleene
e M@ller em [13] sobre hipersuperficies de rota¢ao auto-redutoras, cujo

enunciado é o seguinte:

Teorema 3.1. Existe uma familia a um pardmetro de hipersuperficies
de rotacdo X" em R n > 2. auto-redutoras, suaves, nao compactas,

assintoticas a um cone e de curvatura média positiva.

Para a demonstracao deste teorema, vamos dividir este capitulo em
quatro se¢oes. Na Secao 3.1 vamos determinar uma equagao auto-redutora
para hipersuperficies de rotacao gerado por uma curva suave, a partir
da qual obteremos uma equagao diferencial ordinaria de segunda ordem
quasi-linear com derivada cibica. Na Secao 3.2, obteremos uma identi-
dade integral para solugoes desta equacao diferencial ordinéria, a partir
da qual obteremos resultados essenciais que logo serao aplicados na de-
mostracao do Teorema 3.1. Na Secao 3.3, aplicaremos o teorema do
ponto fixo de Banach para determinar a existéncia e unicidade de solu-
coes desta equacao diferencial ordinaria. Além disso, vamos mostrar que
tais solucoes sao assintoticas a um raio fixo a partir da origem, que ao
girar, vao gerar uma hipersuperficie de rotacao auto-redutora com cur-
vatura média positiva. Finalmente na Secao 3.4, mostramos o Teorema

3.1.
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3.1 - A equacao auto-redutora para hipersu-

perficies de rotacao

Nesta secao vamos determinar uma equacao, chamada de auto-redutora,
para uma hipersuperficie de rotacao gerada por uma curva suave plana.
Como consequéncia desta equacao encontramos uma equacao diferencial
ordinéria de segunda ordem quasi-linear com derivada ctbica, de modo
que todo o trabalho restante neste capitulo é baseado na andlise desta

equacao diferencial ordinéria.

Seja u : I — RT uma fungio de classe C*(I) definida num inter-
valo I C R. Seja (x,u(z)) uma curva gerada pelo gréafico de u contida no
plano x1,x,11, onde n > 2 e z; > 0. Girando esta curva em torno do eixo
Oz, obtemos uma hipersuperficie de rotacio n—dimensional ¥ C R"*!,

possivelmente com fronteira 9% # ().

Considerando a teoria de hipersuperficies de rotacao desenvolvida na
Secao 1.4, substituimos as fungoes ¢ e ¥ por u(z) € RT e x € I respec-
tivamente, nas equagoes (1.3) e (1.8). Portanto, temos que uma parame-

trizacao para a hipersuperficie de rotacao X é dada por
X =uY + 2041, (3.1)

e o campo normal unitirio em X é
1 /
(W -Y),
T+ (@) (UMt )
onde 7,41 = (0,0,0,...,0,1) & o eixo de rotagdo, e Y = (Y1,...,Y,,0) é

uma parametrizacao de S"~1 C R" (ver (1.1)).

N = (3.2)

Assim, substituindo (3.1) e (3.2) na equagdo (2.24), temos que

(x, N)
2

u(x) — zu/(x)

H=- L+ (@(@))

(3.3)

1
)

Esta equagao é denominada, equacao auto-redutora para uma hipersuper-

ficie de rotagdo ¥, gerada pela curva (x,u(x)), fora da fronteira 0.
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Agora, substituindo os valores de ¢ = u e ¥ = = na equacao (1.12),

temos que

n—1 )
W@ @@P? A+ @@

H(u(x)) = (3.4)

Portanto, juntando as equagoes (3.3) e (3.4) obtemos a seguinte equagao

diferencial ordinéaria

o) = [P B G @@, 69

que é uma equacao eliptica de segunda ordem quasi-linear com derivada

cibica do tipo

u” — ap(x, o (x))u' + p(, v (x))u = g(u(z), u'(z)), (3.6)

para funcoes p e g definidas apropriadamente.

3.2 - Uma identidade integral para curvas

Nesta secao, determinamos uma identidade integral para solucoes da
equagao diferencial ordinéria (3.5). Para comegar nos precisaremos do
seguinte Lema, que observa as condigoes suficientes onde as solugoes dei-

xam de existir.

Lema 3.2. Seja xy € (0,00) e u : (29, Too) —> RY a solugao do problema

de valor inicial

n_ |%
Y T T g

u(xg) = oy,

' (zg) > o,

definida no intervalo aberto mazrimal (xo, Too), onde o > 0, entdo zu'(x)—

u(z) >0 exo < 00. Seu(xy) > +/2(n— 1), entdo xo < ( a7rl + 1) .
n_

Prova. Definindo
U(x) = zu'(x) — u(x), (3.8)

notamos que as condigoes iniciais sao equivalentes a
U (z0) := zou'(x) — u(xg) > 0.
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Derivando a equagao (3.8) em relacdo a x, obtemos

N Dt D
Vo) = | S L (1 @) > et

Logo, considerando = = xy, temos que
/ Zo

Como W'(xy) > 0 entdo para algum 6 > 0 temos que U’'(z) > 0 para
x € J = (xg,z9+9). Portanto ¥(z) é uma fungido crescente em J, ou seja
U(z) > ¥(zg) > 0, ie. ¥(z) > 0 em J. Pela definicao de ¥(z), temos
que

zu'(z) — u(x) > 0, (3.9)

para x € J. Portanto

em z € J. Logo u(x) é crescente em J, i.e.
u(z) > u(zy) = owy. (3.10)

Além disso,

2 i u(z)

o) = | S B s ) > o

em J, e portanto u’ é crescente em J, i.e.
u'(x) > u(xy) > 0.
Enquanto ¥(z) = zu/(x) — u(z) > 0, para = > xg, temos que u(x) é

crescente e WU(x) é crescente ja que V'(z) = zu”(z) > 0.

Como u(z) é crescente, existe x; > zo tal que u(zy) > /2(n —1).

Sem perda de generalidade vamos considerar

u(zg) > v/2(n—1).

Observamos que definindo

U(zr) n-—1
b =
(@) = ——+ (@)
temos que
! -1 -1
D) = zou' (xg) M B u(zo) > ToO N n B axo’
2 u(zo) 2 2 oxo 2
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isto &
n—1

) > .
(xo) T oXg

n—1
Afirmagao: ®(x) > , para todo = > x.

(o)}

n
De fato, suponhamos que ®(z) > até x > g, entao

d x , u o o u’
@@y =2~ =% = a1+ @) - -
(A a0

Como u(x) > u(zg) > /2(n—1) e ¥(z) > 0 temos zu'(z) > u(z).

Portanto, na tltima desigualdade temos

d n—1 LU 1
%(Cb(:p)) = 20 +(n=1Du (20x0 C2(n— 1))
n—1 (1 1
> 5 +(n—1)u (5_—2(71—1)) > 0,

onde na pentltima igualdade usamos o resultado obtido em (3.10), i.e.

u(z) > oxg. Portanto ®(x) é crescente, i.e.

n—1

O(x) > O(xp) > o

o que prova a Afirmacdo. Concluimos que enquanto zu'(z) — u(z) > 0,

para x > x(, entao as propriedades

@(x)zn_l

W' (z) > o, (3.11)
u(z) > /2(n—1),
sao preservados quando x > x( cresce.

Usando o fato de que ®(z) > o
oXp

, temos que

n—1

(1 (W),




para x > x(. Integrando esta desigualdade temos:

T — 2o

u'(x) > tan [(n —1) + arctano | . (3.12)

()

u” n—1

>
1+ )2 = ox
sigualdade de xg a =, obtemos

De fato, como , integrando ambos os membros da de-

-1
arctanu’(z) — arctanu’(zg) > n (x — xp),
oX
dai,
p p n—1
arctanu'(z) > arctanu’(xo) + (x — x9).
(o)

Agora, u/(x9) > o, implica que arctanu’(xy) > arctano. Segue-se que

r—x
arctanu/(z) > arctano + (n — 1) °
(o)

e portanto (3.12) se verifica.

Agora note que

r — X9

7T<( 1) + arctano < -
— = n — arctanoc -
2 2’

(o)}
T — 2o

T T
—arctanc — — < (n — 1) < — — arctano,
2 0T 2

agxr

0 ( t +7T)< < I (W t )
arctanoc — xr— X — — arctano
1 2 o> —1\2 ’

1 (g - arctana) + zo.  (3.13)

n —

ox 0T

0 m
Ty — 1 (arctana + 5) <z <

n — n —

Por outro lado

T < _arctang < —~
—_— —arctano —
2 2’

T
0< 5~ arctano < ,

OXxp gm
T+ 29 = + 1) zo.
n—1 (n—l )

oX ™
Ty < (— — arctan 0) + z29 <
n—1\2

Entao, de (3.13) e (3.14) obtém-se

oxg (T oT
To < < (— — arctana> o< | ——+1) x.
n—11\2 n—1
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. . oT
Assim, considerando x = T, temos que Ty, < 00 € Ty < — + 1) xo.
[
O corolario a seguir fornece uma interpretagao geométrica das condi-

¢oes iniciais do Lema 3.2.

Corolario 3.3. Seja u(x) uma solugao do problema de valor inicial (3.7)
do Lema 3.2. Se ¥ C R"" ¢ a hipersuperficie de rotacdo, auto-redutora,

gerada pela curva (x,u(x)), entdo a curvatura média H(u(zg)) < 0.

Prova. Para x = xy, da equagio auto-redutora (3.3), temos que

_ lulwy) —zou(zo) 1 W(zo)
2 \/1+ (u(x0))? 21+ (u'(x0))* ~

H(u(z0))

Lema 3.4. (ldentidade Integral). Para qualquer solu¢ao u : (d,00) — RT
de (3.5), i.e. de

" zu' () —u(z) n—1 e
pr— 1
u” () { 5 + (@) (14 (u'(2))7),
onde d > 0, existe um o = o(u) > 0 tal que u satisfaz a identidade

> 1 1+ (W(8)® oz a2
—2(n—1 - T+ W) - sarw @iz gg | gy
u(z) (n )m/x v {/t s 2u(s) e ds pdt + oz,

(3.15)
para x € (d,00). Além disso,

o= lim u(a) e u(x)>ox, (3.16)

a—oo A

para a € [z,00).

Prova. Suponha primeiro que u : (d,a) — R™ seja uma solucao definida
em um intervalo (d, a). Podemos considerar que a solu¢ao u resolve uma

equacao linear nao homogénea determinada por

o — (1 i (u')Q) gu/ i (1 i (u/)Q) %u _ (ngl)

Segue do Lema 1.14, que a solucdo geral da equacdo (3.17) é dada por

@ o= J2 5 (1 (2))?)dz
u(x) = cix + 023:/ ds

2
T S

a 1 @ 1 ! 2 S z /
+ (n — 1)95/ - {/ SMQ— J2 5 (1+(u (2))2)dzd3} dt,
x t

12 u(s)

(1+ ).  (3.17)

(3.18)
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para constantes arbitrarias c; e ¢o. Quando x = a, obtemos

u(a)

c1 = e ¢ =u(a) —u'(a)a.

Assim, substituindo em (3.18) os valores de ¢; e ¢y, tem-se que

u(a) [ O (2)2)d

ot (u(a) — u'(a)a) x/: ‘ ds

32
a1 a 1 / 2 s . ,
T t

(3.19)

u(r) =

Para completar a prova de (3.15), vamos mostrar que existe um o > 0
tal que
u(a
TGO (3.20)

a—o0

e que

= [ 5+ (2))*)dz

lim [(u(a) —u'(a)a)x /a ‘ ds| = 0. (3.21)

a—00 s2

Pelo Lema 3.2, se existe um intervalo onde ¥ (z) = zu'(z) —u(x) > 0,

T > Tp, entao o intervalo maximal onde u esta definido é finito. Assim,

como no Lema 3.4 estamos considerando que o dominio de qualquer so-

lugao u : (d, 00) — R este definido em (d, 00), entdo podemos concluir

u(x)
x

que a quantidade W(z) é negativa, ou seja, u'(x) < . Deste modo,

u(a)

¢ monoétona decrescente em a, e portanto existe um o > 0 tal que
a

lim u(a) =0
a—oo (4

Como a negatividade de V(z) implica que zu/(z) — u(x) < 0, em
particular, quando = = a, temos que u(a)—u'(a)a > 0. Assim, na equagao
(3.19), obtemos

wle) > o1 [ LA WE)D) ey, o
(@) 2 (m=1) / ¢ {/t u(s) ' ’ }dt(zm).

Por isso, segue-se que existe uma sequéncia {ay} aumentando ao in-

finito tal que u(ax) > /2(n —1). Caso contrario, teriamos que u(z) <
1 1
\/2(n — 1) para x suficientemente grande, e portanto > .
u(z) 2(n—1)
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Dai, usando a desigualdade (3.22) obtemos para tais z suficientemente

grandes que

wmz;%%Qﬁﬂaé{l30+wawﬁﬁmwwm”%ﬁ

+ox.

Logo, considerando

tem-se que
“1 1
u(z) > /2(n—1)x ) l——=)dt+ox
x € “

> 2@—1)(1—2) (“ﬁ)*%
> /2(n — 1) — R(a),

onde
1 2(n—1
R)= a1 £~ 2 Sz D7)
a aerle)  epla) 2(n —1)a
e
ah_glo R(a) = 0.

Assim, quando a tende para o infinito, temos que

u(z) > +/2(n—1),

originando a contradicao.

Além disso, pode-se modificar a sequéncia ay para satisfazer u'(ag) >
0. Isso pode ser obtido a partir da equacao (3.5) e o teorema de valor
médio, usando u(ag) > /2(n — 1) na sequéncia original. Assim, consi-

derando z = d e a = a;, na expressao (3.19), quando ay — oo, obtemos

0 < u(ar) —u'(ag)ay < /2(n—1),

de modo que este termo é limitado.
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Note que, como (u/(2))* > 0 para z € (s,az), temos 1+ (v/(2))* > 1,
dai z(1 + (u/(2))?) > 2. Agora integrando esta altima desigualdade no

dominio (s, ay), tem-se

ag ag 2 2
/ 2(1+ (u'(2))*)dz > / 2dz = % - %,

% 2 g a? s
R S s

dai pela continuidade da funcao exponencial, e para x < s obtemos

2
Ok 67 f:‘k %(1+(u’(z))2)dz 67% A ﬁ
5 < 5 e1ds.
T S x T

Observamos que

ak2

e Ta [% 2
lim 5 etds =0,
x

ap—ro0 X

de modo que
ar o= [{* 5 (1+(u/ (2))?)dz
lim ds = 0.

ajp—r00 x 82

Assim, a inser¢do da sequéncia ay — 0o em (3.19) conduz a (3.15).
Como uma consequéncia imediata da equacao (3.15) podemos ver que
u(z) > ox. ]

Lema 3.5. Seja u : (d,00) — RT como no Lema 3.4, com o > 0.
Entao

2(n—1
sup |u(s) —os| < M, (3.23)
s$€(x,00) or
3 1
sup |u'(s) —o| < (n 5 ), (3.24)
s€(x,00) axr

para x € (d,00).

Prova. Da equagao (3.15) tem-se que para todo = > d,

[ oo / 2
u(r)—ox = (n—l)x/ ! {/ Swe_f:;(H(“,(z))z)d‘zds} dt.
t

2 u(s)

T

Dado que 0 < d <z <t < s,eu(s) >0, para todo s € (d, 00), temos
que o lado direito da igualdade acima é sempre positivo, pelo fato de que

o integrando sao funcoes positivas e os limites de integracao também sao
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positivos. Assim, aplicando o valor absoluto a cada lado da igualdade,

obtemos

00 00 / 2
lu(z) — ox| = (n — 1)93/ 5 {/ L)) - 5(1+(“’)2)d2d5} dt
t

x

(

)
=(n—1) /:o t% {/too Is%lgs)we—ffg(lﬁ-(u/)%dzds} dt
<(n—1) /:O 1 {/too 52<1 + (U'(;’))Q)e;f;z(u(u')?)dzds} gt

t2 u(s
S 1
Mas como u(s) > os, para ¢ > 0, segue-se que —— < —. Dai
u(s) o
1) o1 ([ (1
lu(z)—ox| < (n )/ 3 {/ s(L+ (/(s))?)e Ittt (Z))2)dzds}dt.
9 x t
(3:25)
Seja
po) = [ 50+ WP
t
Portanto
p'(s) = 5 (1+ (u'(s))?),
limp(s) =0,
s—t
e

lim p(s) = oc.

S5—00

Logo, considerando em (3.25)
q(t) = / s(14 (W(s))?)e Jr 30+ )Nz gg
¢
tem-se que

= —2 lim e 4 2P0 = 2,

t S§—00

q(t) = 2/ p’(s)e_p(s)ds — _9pP(s)
t
(3.26)

Assim, substituindo o valor de ¢(¢) na desigualdade (3.25), obtemos

2(n—1) /OO 1dt: 2(n—1).

u(z) —ox| < o 2 ox

Portanto, usando u(z) > ox dada pelo Lema 3.4, podemos estimar

u(z) — ox| < % (3.27)
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para todo x € (d,00) e 0 > 0.

Finalmente, para estimativas L*°, obtemos

2(n—1
[u(s) = 05llec = [[u(s) — o[l = sup Ju(s) —os| < g
s€(x,00) ox

ou simplesmente
2(n—1
sup |u(s) —os| < g)
s€(x,00) or

o que prova (3.23).

Analogamente para mostrar (3.24), vamos derivar a equacao (3.15)
em relacao a z, de onde obtemos
00 00 2
u(z)—o=(n-— 1)/ 7 / SMB_ FEOHEDD g L gt
T t2 t U(S)
~_(n—1) /OO 8(1 + (UI(S))2)€— J2 500 (2))2)dz g
x . u(s)
Como x > 0 e cada uma das integrais ¢ positiva, temos que
e’} 00 / 2
W' () —o| < (n— 1)/ ) / S DF) g sovwenazgs | gy
x t2 t U(S)
n (n—1) /OO 5(1 + /(5))2)6— [ 500 (20)2)dz g

x u(s)

< u/ 1 {/ s(1+ (u'(s))2)e—f§'§(1+(u’(z>)2)dzds} dt
T t

o 3
(n—1)
2

+ / s(14 (u/(s))?)e Je 30+ )Nz

ox

onde usamos o fato de que u(s) > osexz <t <s.

Aplicando o resultado obtido em (3.26), temos que

(@) — o] < z(na— 1) /°° Ly 2n=1)

13 ox?
~(n—=1) 2n-1) 3(n-1)
- ox? ox2 ox?

Assim, usando u(z) > ox, podemos estimar

3(n—1)

W' (z) — o] < ———,

(3.28)

oxr

para todo z € (d,00) e 0 > 0.
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Logo para estimativas L*™ obtém-se que

3(n—1)
!/ / /
— = — o — —_ <—
[u'(s) = olloc = [Ju'(s) — ol SES(SEO)IU(S) o < ==
ou seja,

3(n—1)

sup [u'(s) — o] <
s€(x,00) ox?

[
Assim, quando o > 0, podemos assumir sem perda de generalidade
que d = 0, e substituir a solu¢ao u por u, : (0,00) — RT. Além disso,

dado um o > 0, pelo Lema 3.4 qualquer funcao u, deve satisfazer
Uy () > ox, (3.29)
assim como as estimativas L™ em (3.23) e (3.24).

Corolario 3.6. Seja u, : (0,00) — RT uma solugdo nao constante da

equacdo (3.5). Entao, temos a sequinte ordem de convergéncia:

(i) lim Ju,(z) — oz| = O <1)

xr——+00 €T

(i) lim |u.(z)—o| = O (é)

T—+00

Prova. Usando os resultados obtidos em (3.27) e (3.28), quando x tende

para +00, mostra-se imediatamente os itens (i) e (i) respectivamente. m

3.3 - Aplicacao do teorema do ponto fixo de

Banach

Nesta secao aplicaremos o teorema do ponto fixo de Banach para de-
terminar a existéncia e unicidade de solugoes u, da equacao diferencial
ordinaria (3.5). Para esses propositos, comecamos considerando para

b > 0 o espaco de Banach
Co([b,00)) = {v = [b,00) — R|v,v" € Cy([b, 0))},
de funcoes continuamente diferenciaveis v tais que

lim |v(z)] =0 e lim |v'(z)] =0,
T—00 T—00
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dotado com a norma C' uniforme ||v||[c1 = ||v||eo + [|DV||, onde o su-

premo é tomado sobre [b, 00).

Além disso, para b, > 0, podemos considerar os subconjuntos aber-

tos

4(n—1)

Yop i= {v € Cy([b, 00))|v(z) > 0, |v'(z)| < —h (3.30)

oxr

de modo que pelas estimativas (3.23) e (3.24), para as solugoes positivas

u, de (3.5), temos que u, — ox € Yy

Entao, vamos mostrar que a aplicacao nao-linear

TO’ : Ya,b — Ya,ba
dada por
[e] 1 00 1 / 2 s ,
Tl(w) = (n-Da [ 54 | LW H ) - saseorigg | gy
. 2L v(s)+os

(3.31)
¢ uma contragao, se b = b(n, o) é escolhido suficientemente grande. Note
que se u é uma solugao da equacdo (3.5), entdo pela identidade integral
do Lema 3.4

[T,u)(z) == [T,0](x) + oz = u(x), (3.32)

onde v(s) = u(s) — os, e reciprocamente. Portanto, u(x) = v(z) + ox

resolve a equagao (3.5) se, e 80 se, T,v = v.

Proposigao 3.7. Seja T, : Y,, = Y, uma aplicacdo definida por (3.51).
Entao existe by = by(n, o) tal que T, é uma aplicacdo de contracio (ver

Defini¢ao 1.8) na norma ||.||c1 para todo b > by.

Prova. Para duas funcoes v, e vy pertencentes ao conjunto Y, podemos
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escrever u;(z) = vi(z)+ox e obter para T, (u;), dada por (3.32). Portanto,

. . o] 1 [e%e) 1 1\2 s . ,
Tous — Tyuy = (n — 1)95/ - / G2 e s gy L gy
x t2 t UZ(S)

00 2
/ SMG— i §(1+(U’1(Z))2)dzd5} dt
t uy(s)

11, i) (1+ (u;)2)e—p2ds} dt

U2 Uy U

{

U
_<n_1)x/:°t12{/t°°3<1+(%)2 _?ff‘é)”(“/l)g)emds}dt

U

{

- ) (e e s o
b (-1 /:o ; /too S (14 (1h)?) (e — e ds} dt
R A Y (O I B A X

onde,
Pl = [ S+ W) (3.33)
t
e estamos denotando por A, B e (' as trés ultimas parcelas da dltima

igualdade.

Nos estimamos o termo A por

(n—1)
A S ng ||U’2 - u1||00

De fato, usando a proprledade de que u;(s) > os, temos que

s)
o0 1 _
A=(n- 1)56/ - )e P2 ()ds b dt
. B Uy
<1 s s
<(n-1 — - — —(1 D)2)e P2ds 5 dt
< (n = 1)z — ] L ﬁ{[ L1 e s
2(n—1 1 s I\2N (s
< (—2)Hu2 —u1|]oo/ = {/ (1 + (uh)?e pa( )ds} dt.
o . . 2

Portanto, segue de (3.26) que

2(n—1) *1 (n—1)
A2 =l [ gt = e - .

Para estimar o termo B, note que para nimeros reais a,b < ¢, temos

a propriedade de que |e® — €| < e°la — b|. Logo, como

B:(n—l)az/:o%{/t S0 ) (0 - e )ds}dt,
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podemos considerar a e b da seguinte forma:
a = —pa(s),
b= —pi(s).

Segue de (3.33) que

o—b= [ 040 hEWE) Y e 631

Agora, como 1+ (u}(2))? > 1, temos que g(l + (u)(2))?) > g Logo,
integrando ambos os membros desta desigualdade de s a t e multiplicando

por —1, obtemos

—pils) = —[ 201+ (ul(2))?)dz < — /t gdz - —%@2 ), i=1,2.
—pi(s) < —1(52 —t%) (3.35)
< - ,

onde

Portanto, observando que u(s) > os, temos que

2(n—1)
B< Hu’2+u’1\|ooHu’2—u&HooH1+(u'2)2|yooT/ Lo

< 2(n—1)

sy + i lloo ey, — i floo |1 + (1) [loc-

Finalmente, estimamos o termo C.

C=(n-1z /:o %2 {/too uls(s) ((uh)? — (u})?) e—m<8>ds} dt

2n — 1 1 o0
<20 =Dl — u’lHoo/ 1 {/ fe—i<52_t2>dz} W
o) t . 2

x
2(n—1)
= 20 ey — o

Sabemos que f,u =T,v + oz, ou seja

~ & 1 oe 1 ! 2 Sz / 2
Tou = (n—l)x/ {/ swe_ft U+ )dzds} dt+ox.
T t

2 u(s)
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Derivando temos
[e’s) 0 / 2
x t2 t ’LL(S)

00 2
(1) / 3(1 + (u'(s)) )67 230+ &)z gy 4 o
T, u(s)

Tou (n—1) /OO 3(1 + (U'(S))2)€_ J2 3 (2))2)dz g
. u(s)

X T

(3.36)

Considerando )
P = [ 50+ i)
seque de (3.36), que
~ / ~ r1 s~ ~
<TU’U,2) — (Tgul) = — (TUUQ — Tgu1>
x

_ (-1 /:o . (l _ i) (1 + ()2 POds

xXr U9 (75}
SO TS ) (7 - ) as
_ (n; 1) /:o ujl ((w)? — (,)?) e P O)ds
_ i (ﬁ,w . i,m) _A* - B, (3.37)

onde A*, B*, e C* denotam as trés ultimas parcelas da igualdade.

Agora, de maneira similar aos termos A, B e C estudados acima,
usando a propriedade de que u;(s) > os, vamos estimar cada um dos

termos A*, B*, e C*.

Comegamos estimando o termo A*.

A* = (n=1) /:o s (i — i) (1 + (uh)H)e P2)ds

T (5) Ul

n—1 * s s ~
< O Dyl [ 22004 e

2(7’L — 1) % o L
fi@FWW—wuL (14 (wy)?)e P ds.

Portanto, seque de (3.26) que



Para estimar o termo

—1) [*® _ ~
g =Y / 514 (1)) (e P — P g,

x (51

lembremos a seguinte propriedade: Se a,b < ¢, entdo |e® — e®| < e|a—b|.
Logo, como vimos em (3.35)

- 1
—pi(s) < —1(52 —2%), i=1,2.

Portanto,

He_@(s) . e_ﬁl(s)Hoo < e—i(s2_m2)/ %H(U,2)2 B (u'l)2||oodz

1
= Il — i lloollety + i oo 7 (57 — @),

Dai, observando que uy(s) > os > oz, concluimos que

2(n—1)

B* < ————luy — i [llltth + willoo |1 + (u2)" -

Agora, vamos estimar C*.

O 72— e

(n—1)

C* =

o0
< wymmw%+%m/'amws
€T

2(n—1)
2(n—1)

= = el + e

e}
Juy = ol + o [ Ge s
T

2

Assim, obtivemos as seguintes estimativas para os termos A*, B* e C*.

A* < WHW_WHOCH

Br < 7““'2—Ulll\ooHU'fruiHooHlJr(ulz)zﬂom (3.38)
. 2(n—1)

e < 20 s+

Além disso, como

Tous =Tyve + o,

Tgul =1T,v1 + oz,
em (3.37) temos que

Tyvg — Tyvy = 2 [(Tyvg) — (Tyv1)'] + x(A* + B* + C¥). (3.39)
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Logo,

T, 09 — Tovr| < z|(T,v9) — (Tovr)'| + |x(A* + B* + CY)|
<z ([(Tova)'| + (Tovn)']) + [2(A" + B*+ C7)[. - (3.40)

4n—1
Note que, por definicao T,v; € Y, entdo |(T,v;)| < (n—z) Assim em
ox
(3.40), obtemos
8(n—1
|Tyvy — Tov| < % + |z(A* 4+ B* + C")|. (3.41)

Seja b > by, e sendo © > b em (3.41), temos

8(n —1)

|TU’U2 — TU’U1| <
O'bo

+ |z(A* 4+ B* + C)|.

Considerando o supremo em ambos os lados desta desigualdade, segue-se

que

8(n—1
sup |T,vy — T,v1| < 8n—1) + sup |z(A*+ B*+CY)|
z€[b,00) abo z€[b,00)

80 =D | oA 4 B + ).

HTO-U2 — T0U1Hoo <
O'b(]

Novamente somando |[(T,vs2) — (Tyv1) |0 @ ambos os lados da desigual-

dade acima, obtém-se

8(n—1
| T5va—T5v1]ler < %—FH(TUUQ)’ — (Tyv1) ||oo + |[|[2(A* + B* + C%) || o -
0 S ~ 7 — ”
) (I1)
(3.42)
4(n—1
Sabemos que T,v; € Y,;, o qual implica que |(T,v;)'| < (71—2) Dai,
ox
/ / / / 8(” B 1)
|(Tov2)" = (Tovn)'] < [(Tova)'| + [(Tovr)'| < ———5—

E como estamos assumindo que x > b > by, temos

8(n—1)

(o) = (o) | < =

Considerando o supremo em ambos os lados desta desigualdade, obtemos

8(n —1)

1(Tov2)" = (Tov1) lloe < .

(3.43)

assim, temos uma estimativa para o termo (I) de (3.42).
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Estimando (1), para x > by, obtemos de (3.38) que

|2(A" + B+ C") | < WHW — U1 || oo
0
2(n—1)
+ a—boHué — ) [loo [|uy + ul |loo [T+ (u5)?[|oo
2(n—1)
+J—b0||ulz — 'y [|oo] |1 + 1] | so- (3.44)

Logo, substituindo em (3.42) as estimativas de (1) e (I]) obtidos em
(3.43) e (3.44) respectivamente, temos

2(n—1)
|Tov2 — Tov]|er < 0_2—b(2)||u2 — U100
2(n—1)
+ U—bOHU'z =ty [foo [0 + 1 [loo 11 4+ (15)?[|oo
2(n—1)
+ O_—bOHUIQ — i [|oo| [l + U ||

N 8n—1) 8(n—-1)

) 3.45
obg + abg ( )
Note que, para x > b
[uz — 1 loo = [lv2 — V1|,
8(n —1)
[y — U [l = U5 = Vi[loe < a—bg’

8(n—1)
obf
8(n—1) 16(n— 1)
11+ () loo = 1+ (v3 + 0)*[loo < 1+ 0% + : 7 Ly <24 k,
bg o?by

onde usamos o fato de que v; € Y, definido em (3.30).

1wy + villee = llvy + V) + 20|00 < 20+

Logo em (3.45), temos que
2(n—1)
O_Q—bg”UQ = v1|oo

||TUUQ — TUU1||Cl <

oby ob?
(rwor 4 S Iy
T G IR N
n 8(7;)—0 D, S(T;b—% 1)

= 71l[v2 = V1 loc + Tt = Vi [loc + 75,

47



onde,

2(n—1)

= o203
2(n —1) 8(n—1) , 8(n—1) 16(n—1)?

AT (9 1 2 (o

Ty p— ( o+ s +o°+ W + 20

8n—1) 8(n—-1) 8(n—-1) 1
Q — = 1 — .
BT T T o T

Logo, para by suficientemente grande tem-se que
[ Tovs = Tovrller < mallva = villoo + 72l|vy — villoe + Tullvy — Vi [loc,
onde 7; € (0,1). Seja 75 = max{7y, 74}, entdo
[T5v2 — Tovi]ler < 71f|va — villos + 275]|05 — ] [|oo.

Mas para o by suficientemente grande 274 ainda pertence ao intervalo

(0,1). Assim, tomando 7 = max{r, 275}, obtemos
HTUUQ - Tgl)lucl S THUQ — UIHCI (346)

para algum 0 < 7 < 1, e com a norma C' tomado sobre (by, 00). Assim
Ty : Yy, — Yo, ¢ uma aplicagao de contragao.

Proposicao 3.8. Seja n > 2. Para cada raio fixo no plano a partir da

origem, (x,r,(x)), onde r, : (0,00) — RY é uma funcao dada por
ro(x) =ox, o >0,

existe uma unica solugao suave u, : (0,00) — R, de (3.5), tal que u,
€ assintdtica ao raio determinado por r,. Além disso, qualquer solu¢ao
u: (0,00) — RT de (3.5) € ou a funcao constante u = /2(n — 1), ou

¢ uma solu¢do u, para algum o = o(u) > 0.

Prova. (Eristéncia) Primeiro vamos provar que existe uma solu¢ao suave
u, de (3.5). De fato, pela Proposicao 3.7, sabemos que para valores de x
suficientemente grandes a aplicagao T, : Y, , — Y, definida por (3.31)
¢ uma contracao, entao para b suficientemente grande temos também que
o conjunto Y, ; é uma espaco métrico completo. Assim, pelo Teorema de

ponto fixo de Banach enunciado na Se¢ao 1.2 (Teorema 1.12) concluimos
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que existe uma solugdo suave u, de (3.5).

(Unicidade) Agora, vamos provar que qualquer solucao u, : (0, 00) —
R* da equacao (3.5) é tnica. De fato, sejam u; e uy duas solugoes da

equagdo (3.5) para o mesmo valor de o, tais que
ui(x) = v(z) +ox, i=1,2.

Entdo, para a aplicacdo T, : Y,, — Y, definida por (3.31), a solucdo

v; satisfaz a equacao T,(v;) = vy, i.e.

T, =v1 =u — oz,

Tovy = V9 = Ug — OX.

Além disso, como pela Proposicao 3.7 a aplicacao T, é uma contracao,

temos que
[uz = wrflcr = [ Tovs — Toviflor < 7llve — viller = Tllue — willen,
onde 0 < 7 < 1. Portanto
(1= 7)||ug — wifler <0.

Como (1 —17) € (0,1), concluimos que u; = us. Assim, a solucdo é tnica.

(Assintdtica) Para provar que a solucdo u, é assintotica ao raio r, =

ox, vamos usar o resultado obtido em (3.27), i.e.

2ln — 1
() — o] < 20— 1),
oxr

para z € (0,00). Tomando o limite ambos os lados desta desigualdade

quando x tende para o infinito, temos que

2(n—1
lim |u,(z) — oz < lim 2An=1) =0,
T—00 T—>00 ox

de modo que

Ihﬁngo lug(z) — ox| = 0.

Isto implica que a solugao u, ¢ assintotica ao raio r,.
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Finalmente, vamos mostrar que a solucao v é uma funcao constante
u = \/m ou uma das fungoes u,. De fato, considerando u como
uma fun¢ao constante, na equagao (3.5), temos que
n—1 wu
w2

= 0.

Dai, desenvolvendo esta equagao, obtemos u = 1/2(n — 1). No caso em
que u é uma solucdo de (3.5) que ndo é uma func¢do constante, segue do
Lema 3.4 que existe 0 = o(u) > 0 tal que u satisfaz a identidade integral
(3.15) e pela existéncia e unicidade de solu¢oes podemos considerar u
como uma solu¢ao u, : (0,00) — RT de (3.5).

Proposicao 3.9. As solugoes ndo constantes de (3.5) u, tem declividade

positiva em (0,00) para o > 0 suficientemente grande.

Prova. Da identidade integral (3.15), temos que

Uy () * 1 s (14U ()2 _ sz imwia2
—on—1) [ — S (MBS g s g L gy o
Sz [F{ S () Sy

Logo, derivando esta igualdade em relacao a x, obtemos

zul (z) —u(z) = —A(z), (3.47)

para todo x € (0,00), onde

o0 / 2 . ) ,
A(z) =2(n — 1)/ % <%) o 2 50 ()2 g
Uy (S

T

Note que a expressdo A(x) é positiva, logo na equagao (3.47) temos que
zul (z) — uy(x) < 0. (3.48)

Novamente, derivando a equacdo (3.47) em relacdo a x, obtemos

ul(x) >0, (3.49)

para todo = € (0.00). Assim, da equagao (3.5) devemos ter que

zul (x) —us(x) n—1
2 Uy ()

B(z) = >0, (3.50)

para todo x € (0,00). Agora, vamos supor que existe um ponto z, €

0,00) tal que v (zg) < 0, entao temos que
(0, 00) tal que u;, : q

B(xo) < zou, (o) — Uy (x0) N n—1 (3.51)

2 oy
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onde usamos o fato de que u,(z9) > oxy. Logo, segue de (3.48) que para

o > 0 suficientemente grande, na equagao (3.51), obtemos
B(Io) S 0,

o que contraria o resultado (3.50). Assim, u/ (z) > 0, para o > 0 sufici-

entemente grande. [

Proposigao 3.10. Seja u, : (0,00) — R* uma solugao suave nao cons-
tante de (3.5), entdo u (x) > 0 se verifica em (0,00) e u, € estritamente

convexo.

Prova. Em primeiro lugar, vamos provar que as solugoes u, sao estrita-
mente crescentes para qualquer o > 0, isto é, u/ (z) > 0. Pela Proposic¢ao
3.9, isso é verdade para o > 0 suficientemente grande. Suponha que
existe um o > 0, tal que u, nao é estritamente crescente em (0, 00). Seja
o9 > 0 o maior de tais 0. Seja zo > 0 tal que ug, (z9) = 0 e, uma vez que

0o ¢ 0 maior, entao pela continuidade da solucao em o, temos dois casos:

Se ugy(z0) # 1/2(n — 1), segue de (3.5), que uj (x9) # 0, ou seja,
uy (o) > 0 ou uj (9) < 0. Em quaisquer dos casos, em uma vizinhanga
de xg a funcao teria que ser convexo ou concavo, assim, haveria um ponto

xy # To e 01 > 0 tal que u, (r() < 0 violando a maximalidade de oy.

Se Uy, (x9) = \/2(n — 1), como u,, nao ¢ a funcao constante, segue
que a hipersuperficie gerada por u,, nao é o cilindro. Portanto conclui-
se da Proposicao 2.9 que a curvatura média H < 0. Entretanto, como
uy, (29) = 0, segue do Corolério 3.3 que

1 2(n — 1)

H(uao (ZIJO)) = _UUO(I(J) = 9

>0
2 )

o que ¢ uma contradic¢ao.
Portanto, como a solugio u, é estritamente crescente em (0, 00) para

qualquer o > 0, e pelo resultado (3.49) temos que u/(x) > 0, para todo

x € (0,00), concluimos que u, é estritamente convexo.
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Proposigao 3.11. Seja u, : (0,00) — RT uma solugcao nao constante
suave da equagdo (3.5). Entao, temos que

lim u,(x) < /2(n —1).

z—0

Prova. Como uma consequéncia do Lema 3.4 observamos que u,(z) >
ox. Agora, considerando a identidade integral dada pelo Lema 3.4 e

usando a regra de L’Hopital junto com o teorema fundamental do célculo,

tem-se que
| e A L e
lim u,(z) = lim : dt
z—0 z—0 p
. _2(1;1) fxoo%uitg(s; e i (1 (ul(2))))dz g
= lim :
z—0 —=3
o0 1 /
= lim 2(n — 1)/ Lt () e i 31 (D))= g g
z—0 . 2 Uy ($)

1 [e.e]
<2(n—1)lim —/ 50 4 (u, (s))2)e ¥ 30+ Gz g
() J. 2
onde usamos o fato de que u, é estritamente crescente, isto é, se x < s
entao u, (r) < uy,(s). Segue de (3.26) que

ilir(l)ua(l‘) < 2(n— 1)5151) @)

isto é
lim uy(z) < /2(n —1).

z—0

Proposicao 3.12. Seja u, : (0,00) — RY uma solu¢ao suave da equa-
cio (3.5), entao a hipersuperficie de rotagio ¥, C R"™ n > 2, auto-

redutora, gerada pela curva plana u, tem curvatura média H(X,) > 0.

Prova. Sabemos que, da equagao auto-redutora (3.3) para hipersuper-
ficies de rotacao Y, gerada pela curva u,, a curvatura média é dada

por
uo(z) — zuy(z)

2(1 4wl (x)2)1/2
Além disso, pelo resultado (3.48), temos que

H(u, (7)) =

zul () — uy(x) < 0.
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Portanto, juntando estes dois tltimos resultados, concluimos que
H(u,(x)) > 0.

]
Finalmente, na seguinte se¢ao, provamos o Teorema 3.1 que ¢ nosso

objetivo principal neste trabalho.

3.4 - Prova do teorema principal

O Teorema 3.1 que vamos mostrar nesta se¢ao, ¢ mais precisamente de-

talhada como segue:

Teorema 3.13. Seja n > 2. Para cada raio fixo no plano a partir da

origem (x,r,(x)), onde ry, : (0,00) — Rt é uma func¢ao dada por
ro(x) =ox, o>0,

existe uma unica solugao suave u, : (0,00) — RT de (3.5), tal que
a curva (r,u,(x)) € assintdtica ao raio determinado por r,. Além disso,
para d > 0, qualquer solu¢ao u : (d,00) — RT de (8.5), € ou a constante
u=+/2(n—1), ou € uma solugcio u, para algum o = o(u) > 0.

Ainda, as sequintes propriedades se verificam para u, :

a) lug(z) —ox| =0(1), e |u,(z)—o|=0(z%), quando x — +oo,

b) ul (x) >0, eu, € estritamente convexo em (0,00).

c) glcli%ug(l’) <+/2(n-—1),

d) a hipersuperficie de rotacao auto-redutora X, C R"™ ™ n > 2, ge-

rada pela curva plana (x,u,(z)), tem curvatura média positiva.

Prova. Definamos a fungao r, : (0,00) — R* como o raio fixo no plano

a partir da origem, dada por
ro(z) = oz,

para todo x € (0,00) e 0 > 0. Entao pela Proposicao 3.8, para cada
um destes raios r, existe uma tnica solugao suave u, : (0,00) — RT de

(3.5), tal que u, é assintotica a r,. Ainda, toda solugao u : (0,00) — R*
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de (3.5) é uma funcdo constante u = 4/2(n — 1), ou é uma fungao

Uy : (0,00) — RT, para algum o = o(u) > 0.

Note que, a hipersuperficie de rotacao auto-redutora ¥ C R"F!
n > 2, gerada por u = y/2(n — 1) é um cilindro , e a hipersuperficie
de rotacao auto-redutora X, C R**1 n > 2, gerada por u, & assintotica

a um cone C| gerada pela rotagao do raio (z, o).
O prova do item a) ja foi dada no Corolario 3.6. Da mesma maneira,

os itens b), ¢) e d) ja foram mostrados nas Proposicoes 3.10, 3.11 e 3.12

respectivamente. =
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