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Resumo

O tema desta dissertacao é o Teorema de Robinson, que trata da relacao entre os chamados cam-
pos eletromagnéticos nulos e as congruéncias de geodésicas nulas shear-free no espaco de Minkowski.
Atualmente, muito tem sido feito nos estudos de propriedades topoldgicas de campos eletromagnéticos
nulos, como feito por W. Irvine em 2008 e H. Kedia 2013. Além disso, Adamo e Newman, em 2009,
utilizaram as congruéncias de geodésicas nulas shear-free para o estudo e interpretagao de problemas re-
lacionados com a relatividade geral. Estes estudos sao baseados no Teorema de Robinson, que relaciona
toda congruéncia de geodésicas nulas shear-free com uma familia de campos eletromagnéticos nulos e,
reciprocamente, todo campo eletromagnético nulo com uma congruéncia nula de geodésicas shear-free, e
o Teorema de Kerr, que caracteriza toda congruéncia de geodésicas nulas como os zeros de uma funcgao

analitica arbitraria.

Palavras-chave: Spinors, Campos Eletromagnéticos Nulos, Congruéncia Nula de Geodésicas Shear-

free, Teorema de Robinson, Teorema de Kerr.



Abstract

The theme of this work is the relation between null electromagnetic fields and congruence of
null geodesic shear-free in Minkowski space-time, known as the Robinson Theorem. Recently studies
have been done about topologic properties of null electromagnetic fields, such as W. Irvine in 2008 and
H. Kedia 2013. Also, Adamo and Newman, in 2009, used the congruence of null geodesic shear-free to
study and understand problems related to General Relativity. These studies are based in Robinson’s
Theorem, which states that each congruence of null geodesic shear-free is related to a family of null
electromagnetic fields and, conversely, each null electromagnetic field is related to a congruence of null
geodesic shear-free, and Kerr’s Theorem, which relates a congruence of null geodesic shear-free to the
zeros of an arbitrary analytic function.

Keywords: Spinors, Null Electromagnetic Fields, Congruence of Null Geodesic Shear-free, Robinson’s

Theorem, Kerr’s Theorem.
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Introducao

O tema desta dissertagao é a relacao entre os chamados campos eletromagnéticos nulos e as con-
gruéncias de geodésicas nulas shear-free no espago de Minkowski.

Campos eletromagnéticos nulos sao solucoes especiais das equagoes de Maxwell tais que os campos
elétricos e magnéticos, F e B, tem pontualmente a mesma norma e sao ortogonais. Tais campos foram
estudados nos anos 1950, ver por exemplo (H. Bateman, [2]), e ressurgiram em publicagoes recentes asso-
ciadas a configuracoes topologicamente interessantes envolvendo as linhas dos campos eletromagnéticos
(W. Irvine [10], A. Ranada [16], J. Dalhuisen [7], H. Kedia [11] entre outros).

Em 1961, Robinson [I7] mostrou que os campos eletromagnéticos nulos estao relacionados com as
chamadas congruéncias de geodésicas nulas shear-free no espago de Minkowski de dimensao 4. Observa-
mos que o conceito de congruéncia de geodésicas nulas shear-free tem sido utilizado em contextos mais
gerais no estudo da relatividade geral (Adamo e Newman, [I]). Curiosamente, por volta de 1963, Roger
Penrose se interessou pelo trabalho de Robinson e como Penrose conta em Origins of Twistor Theory
(1987), o estudo das congruéncias foi fundamental para que Penrose desenvolvesse as suas idéias sobre
twistor.

Ainda segundo Penrose, o seu colega de departamento Roy Kerr, que tinha uma sala vizinha a de
Penrose, mostrou como se poderia construir todas as congruéncias de geodésicas nulas shear free no
espaco de Minkowski e Penrose, interpretando geometricamente o trabalho de Kerr, percebeu a forca
dos twistors para relacionar geometria com solugoes de certas equagoes diferenciais parciais.

O objetivo desta dissertacao é apresentar com detalhes alguns dos resultados mencionados acima.
Uma dificuldade bésica para entender esses resultados é que a maior parte deles foi formulada em termos
de spinors. Outra dificuldade inerente ao tema é tentar entender a notagao e o grau de rigor utilizados
por fisicos ao tratar do tema.

Uma referéncia que nos pareceu equilibrada e escrita de maneira adequada para um matematico é o
trabalho de Nagatomo [13], ja para os pré-requisitos bésicos sobre spinors e eletromagnetismo utilizamos
o livro de Naber [12].

Dividimos a dissertacao em 6 capitulos. Os primeiros trés capitulos é baseado no livro de G. Naber
[12]. O capitulo 4 é baseado no que é discutido no livro de S. Huggett e K. Tod [9]. O capitulo 5 e 6
serd baseado em diversos artigos, mas principalmente em K. Nagatomo [13].

No capitulo 1, apresentaremos o espaco de Minkowski, onde ambientard uma parte dos nossos objetos
de estudos. Em seguida, serd introduzido o conceito de campos eletromagnéticos.

No capitulo 2, sera motivado e definido um spinor, além de explicado algumas ferramentas algébricas

necessarias para trabalharmos com estes elementos. Finalmente, sera feito a relacao entre spinors e o



espaco de Minkowski.

No capitulo 3 discutiremos as relagoes entre campos eletromagnéticos e spinors. Concluiremos com
a representacao das equacoes de Maxwell na forma de spinor.

No capitulo 4, definiremos um campo de spinor. Em seguida, estudaremos o que é uma congruéncia
nula de geodésicas shear-free no espaco de Minkowski e como podemos relaciond-la com campos de
spinors no espaco de Minkowski.

No capitulo 5, o Teorema de Robinson é discutido. Obtemos a relagao entre congruéncias nulas de
geodésicas shear-free e os campos eletromagnéticos nulos shear-free.

No capitulo 6, mostramos o teorema de Kerr em duas formas distintas. Uma envolvendo campos
spinors e uma segunda versao, escrita na forma de twistors nulos. Esta forma do teorema é impor-
tantissima e estd presente em vérios artigos importantes, como em [I3], onde Nagatomo escreve uma
maneira explicita de se obter a relagdo do Teorema de Robinson e em [I1], onde o método de Naga-
tomo e o Teorema de Kerr sao usados para obter explicitamente campos eletromagnéticos nulos com

propriedades topoldgicas.



Capitulo 1

O Espaco de Minkowski, Aplicacao Spinor
e Campos Eletromagnéticos

Neste capitulo, baseado no livro de G. Naber, [12], introduziremos o Espago de Minkowski como um
espaco vetorial, munido de um tensor bilinear simétrico. Vamos considerar as transformacoes lineares
com relacao a g, as chamadas transformagoes de Lorentz, e ver como essas transformacoes se relacionam
com o grupo de matrizes SL(2,C), via a chamada Aplicagao Spinor. Na sec¢ao 2.3, definiremos os campos

eletromagnéticos em M.

1.1 O Espaco de Minkowski e algumas propriedades

Comecaremos com as nogoes basicas.

Definicao 1.1.1. O Espaco de Minkowski M é um espaco vetorial real de dimensao 4, R*, onde est4

definido o tensor simétrico e bilinear g, tal que

g(v,w) = v'w' + v*w? + v — vt

Os elementos de M sao chamados de eventos e g é chamado de produto interno de Lorentz. A norma
em M ¢é definida de maneira natural como ||u|| = sgn(g)\/|g(u, u)|,Yu € M, onde sgn(g) é o sinal de

g(u,u).

Por conveniéncia, introduziremos agora a matriz 7 como:

100 0
o100 o0
1001 o0

000 —1

Note que 14 = 7%, onde n® = 77;1)1.
Pela natureza do produto interno de Lorentz, existem eventos diferentes da origem que possuem

norma zero. Isso motiva a seguinte defini¢ao.
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Definicao 1.1.2. Um evento que possui norma zero é chamado de evento nulo, ou vetor nulo. Eventos
que possuem norma estritamente positivas sao chamados de eventos espaciais e eventos que possuem

norma estritamente negativas sao chamados de eventos temporais.
Vamos considerar agora as transformacoes lineares ortogonais em M.

Definicao 1.1.3. Uma transformacao linear L : M — M é dita uma transformacao ortogonal se
9(Lx, Ly) = g(x,y),Vr,y € M.

Segue da defini¢ao de g como tensor bilinear simétrico nao degenerado, isto é, se g(v, w) = 0, Vw € M,
entao v = 0, que uma transformacao ortogonal é um isomorfismo. Assim, L também preserva formas
quadraticas e L leva bases ortonormais de M em bases ortonormais de M. Portanto, existe uma matriz
4 x4, A =[A%)]ap=1234, associada a transformagao ortogonal L e uma base ortonormal {e,} de M tal
que

AacAbdnab = MNeds

onde a convencao de Einstein para somatoérios é utilizada, isto é, se o mesmo indice aparecer “em

cima” e “em baixo”, entao eles estao somando para os seus valores definidos. Por exemplo, se v, w € M,

entao, para a = 1,2, 3,4,

glu,v) = v'w' +v*w? + v — vt
= vlwl + U2w2 + v3w3 + v4w4
= v%w,.

Em forma matricial, a equacao acima pode ser reescrita como

ATnA =, (1.1.1)
0 que motiva a seguinte defini¢ao:

Definigao 1.1.4. Uma matriz 4 x 4 satisfazendo ((1.1.1)) é chamada de transformagao de Lorentz (ho-

mogeénea).

Notemos que o produto de duas transformagoes de Lorentz é uma transformacao de Lorentz, pois se
A=Ay,

(A1A2)T77A1A2 = AgA{nAlAQ,
= A2T77A2,

Além disso, como as transformacoes de Lorentz sao isomorfismos, segue que cada A possui inversa.

Isso motiva a seguinte defini¢ao:

Definicao 1.1.5. As transformacoes de Lorentz formam um grupo com o produto usual de matrizes e
a este grupo sera chamado Grupo de Lorentz e denotado por L.
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1.2 O Grupo de Lorentz e a Aplicacao Spinor

Iremos agora desenvolver uma nova técnica para a construcao e investigacao de transformacoes de
Lorentz. A ferramenta principal serd um homomorfismo de grupo, chamado de Mapa ou Aplicacao
Spinor, do grupo de matrizes 2 X 2 com determinante 1 sobre o grupo de Lorentz L.

Seja C?*2 o conjunto de todas as matrizes 2 x 2 com entradas complexas. Dado A € C?*2, denotamos

a sua conjugada transposta por A°T.

Definicao 1.2.1. H € C?*? é chamada Hermitiana se H°T = H e denotaremos por H, o conjunto de

todas as matrizes Hermitianas.

Solucionando o sistema de 8 equacoes de H = H®T obtemos que toda matriz Hermitiana pode ser

expressa de maneira tinica como

3 4 1, 2.2

xr +LE T —i—Z:E 1 2 3 4
H = ) z,x% 2, 27 € R.

xt—ix? =34t | A

Denotamos por (SL(2,C), ) o grupo formado por todas as matrizes em C?*? com determinante igual
a 1 e com o produto usual. Notemos que A € SL(2,C) gera uma aplicagdo M, : Ha — Ho definida por:

My(H) = AHACT,

para todo H € H,. Notemos que M4(H) C Hs pois

(AHACT)CT — (ACT)CT(AH)CT,
— AHCTACT
= AHAT,

Logo AHACT é Hermitiana. Além disso

detMs(H) = det(AHAT),
= det(A)det(H)det(A°T),
= det(H).

Porém, M4(H) pode ser escrita de maneira tinica como uma matriz Hermitiana, isto é, na forma

M (H) — e S a Hi
A( )— 1 2 334 g4

T —ix
para numeros reais % a = 1,2,3,4. Como det(Ma(H)) = det(H), obtemos que
@2+ @2+ (2% — (@) = (D2 + (D)2 + (%) — (Y2 (1.2.1)
Portanto, a aplicagao [z%] — [2%] definida por
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2343 2 ia? 23+t al i oT
~1 59 ~3 ~4 | = 1 -2 3 4 A )
T —xt -+ T —wrt —x° 4+

que ¢é claramente linear, preserva a forma quadratica 7. Logo, esta aplicacao ¢ uma transformacao
de Lorentz. De fato, se

v 0

denotemos por hi; = 23 + 2%, hio = o' +i22, hoy = 21 —i2?, hoy = —2% + 2* e suas respectivas formas

[31]

com “chapéu” (hy; = 2% +2*---), temos que

h11 0 0 1 1 J?l
hlg o 1 1 0 0 .2172
hoy | |1 —i 0 0 a3
h22 0 0 -1 1 l’4

O qual escreveremos de maneira mais sucinta

[hij] = Gl

e similarmente para [iLU] Além disso, obtemos que G~! é igual a

0 1 1 0
110 — 4 0

-1 _ =
G_2100—1
1 0 0 1

Similarmente, um calculo direto a partir de

h h
AHACT — « 5]{ 11 12}[
{7 0 hor  hao

nos diz que Ma(H) = AHA®T ¢ equivalente a

™1 Q1
=2l
| I

@11 aa o af pps h11
hip | _ | @y ad By Bo hia
ha ay Py as po hor |’
]/:LQQ '7'7 ’75 '76 00 h22

0 que novamente nds iremos escrever de maneira sucinta como
[hij] = Ralhs].
Consequentemente, a aplicagao [x%] — [2] definida anteriormente é dada por GR4G ™!, pois

) ) — ) — S )

e a transformagao de Lorentz A4 determinada por A é

13



Ay = GR,G.
Isso tudo motiva a seguinte definicao:

Definicao 1.2.2. Chamamos de Aplicacao Spinor a aplicacao S definida por

S:SL2,C) = L
AI—>AA.

Notemos que se A, B € SL(2,C), entao

AjAp = (GilRAG)(GilRBG) = Gil(RARB)G. (1.2.2)

Porém, como

Map(H) = (AB)H(AB)“"
= ABHBCTACT
— A(BHBCT)ACT
— MJ(BHBCT)
= My(Mp(H))
= Myo Mg(H),

concluimos que Map = My o Mp e portanto Rap = RaRp. Assim, (1.2.2)) nos dd que AyAp =
G 'RapG e portanto
Aahp = Aup. (1.2.3)

Assim, a aplica¢ao Spinor preserva a operagao, isto é, é um homomorfismo de grupo de SL(2,C) em
L. Notemos que ela nao é injetiva, pois tanto A quanto —A tem a mesma imagem sobre L. De fato, a
aplicacao Spinor é exatamente dois-para-um, isto é, o conjunto imagem inversa possui dois elementos, e
neste caso é sempre composta por {A, —A}. Isto segue do fato de que se A, B € SL(2,C) e Ay = Ap,
entdio AB™! é levado em Ayp1 = AgAp1 = AgA5" = AgA = Id. Logo A = +B.

1.3 Campos Eletromagnéticos

Comecaremos definido uma transformacao linear anti-simétrica, F', que serd posteriormente inter-

pretada em termos de um campo eletromagnético.

Definicao 1.3.1. Uma transformacao linear F' : M — M ¢ dita anti-simétrica se
g(F:E,y)Z—g($,Fy), an?JEM
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Nesta secao, F' representara uma transformacao linear anti-simétrica, nao identicamente nula, em

M. Uma conseqiiéncia imediata da anti-simetria é que

g(Fx,z) = g(x,Fx) =0, Vre M. (1.3.1)

Se {e,}4_, ¢ uma base admissivel arbitrdria de M, isto é, uma base ortonormal tal que e, é temporal
e com a ultima coordenada ¢t > 0, e {ej1, eq, €3} s@o vetores espaciais e orientados pela regra da mao
direita. Temos que Fe, = F%e, € como consequéencia de , temos que F'*, = 0, o que implica que
a diagonal principal da matriz que representa F' possui todas as suas entradas iguais a zero. Além disso,
parai,j =1,2,3, Fi; = —F'; e F*, = F', pois:

Fe; = Q(F4z’7€4) = 9(F€i7€4) = (F4i(9(€47€4)) = —F4i; por outro lado — g(eia F€4) = —Fi4-

Se definirmos dois 3—vetores £ = E'e; + E%ey + E3e3 ¢ B = B'e; + B%ey + B3es, onde E!' = F1y,
FE?=F?,, B3 =F3,, B! = F?;, B> = —Fl3 e B = !y, entao [F ;] pode ser escrita como

0 B> —-B?> E!
-B* 0 B E?
B* —-B* 0 E3
EY  E* E* 0

Escrito dessa forma, e lembrando que |E|* = (E1)? + (E2)? + (E3)?, |B> = (B1)? + (Ba2)* + (B3)?,
E-B = FE\By+ E3By + E3B3 e denotando por I a matriz identidade 4 x 4 , temos que um célculo direto

mostra que

[Fo] = (1.3.2)

det([F") — M) = \* + (|B> — |E)*)\* — (E - B)*. (1.3.3)

Consequentemente, os autovalores de F' sao as solugoes reais do polinomio caracteristico .
Como as raizes do polinémio caracteristico sao independentes da escolha da base e como o coeficiente
lider é 1, temos que |B|> — |E|? e E - B sao invariantes de Lorentz, ou seja, sao iguais em qualquer base
admissivel. Tudo isso motiva a seguinte definigao.

Definicao 1.3.2. Seja F' uma transformacao linear em M anti-simétrica definida pela matriz (1.3.2)).
Entdo, F é dita nula se |B|*> = |E|?=E-B =0

Para continuarmos o estudo dos campos eletromagnéticos, precisaremos de algumas definigoes basicas

de analise.

Definicao 1.3.3. Dizemos que o subconjunto R C M é aberto em M se para todo p € R, existe um
niimero real positivo € tal que Be(p) = {x € M; ((z' — p')2 + (2 — p*)2 + (2% — p*)2 + (2* — p*)?)z < €}
estd contido em R.

Abertos em M serao chamados de regioes em M. Um funcao real f: R — R definida numa regiao
R C M é dita suave se possui derivadas parciais continuas de todas as ordens e tipos com respeito a
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3 e o para todos os sistemas de coordenadas. Admitiremos a seguinte notacao para indicar uma

of
ox®

p € R uma transformagao linear F'(p) : M — M. Relativa a uma base, cada F(p) terd uma matriz

b 2?

derivada parcial: serd denotado por f ,. Agora, suponha que tenhamos atribuido para cada ponto

. . g F , :

[F%(p)]. Se as entradas dessa matriz forem suaves em R, dizemos que a atribui¢do p — F(p) é em si,
suave.

Se cada uma das transformagoes lineares F'(p) for anti-simétrica, estaremos préximo do que seria um

“campo eletromagnético em R”. Para isso, é necessario que F' satisfaca também as equagoes de Maxwell,

que numa regiao livre de carga e assumindo que as constantes fisicas que aparecem nas equagoes todas

iguais a 1, se resume a:

oF
divE = tB— — =0; 1.3.4
1 0, ro P 0; (1.3.4)
0B
divB = tE+ — = 0. 1.3.
v 0, ro +8x4 0 (1.3.5)

Traduziremos estas equagoes para o Espaco de Minkowski. Para mostrar uma relacao entre as
Equacoes de Maxwell e a definicao de F' dada neste capitulo é mais conveniente expressar a equagao
e em termos de um objeto matematico relacionado com F', representado por um campo de
matrizes anti-simétricas. Assim, para cada campo de transformagoes lineares anti-simétricas F : M —

M., definimos uma forma bilinear associada como:

G MxM—=R
(u,) = Glu,v) = g(u, Fo)

para todos u e v em M. Claramente, G é anti-simétrica. A matriz [Fy) de G relativo a uma base
admissivel {e,} tem entradas dadas por

Fo = Gleq, ) = gleq, Fep) = NacF . (1.3.6)

Logo, dados quaisquer dois eventos u = u%, e v = v’e, entdo, pela linearidade de “¢” e de “F”,
segue que G(u,v) = Fypu®®. As entradas F,;, sdo frequentemente chamados de componentes de G na

base {e,}. Isso motiva a seguinte proposicao:

Proposigao 1.3.4. Se {é,} é outra base admissivel, relacionado a {e,} pela transformacio de Lorentz
[A%], entdo os componentes de G nessas duas bases estao relacionados por

Fup= AN Fas,  a,b=1,2,3,4. (1.3.7)

Demonstracio. Primeiro, mostraremos que F¢ = AchbﬂFﬁg. Se é, = Abﬁeg e é. = Ae,, temos por

definicao que
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F(é) = F°e,
F(Aes) = F°yAe,
A Feg) = AJE e,

A ANSFleg) = Fpe,
ACWAbBFA’Be7 = F°e,.

E o resultado segue. Notemos que A%, = n%nyeA.2. Por definicio, temos que:

Fap = mackFy

= NN AP F

= Nacl T\, N g
= 0ae”N, N (17 F 7 5)
= 55ApaAbﬁFa5

= AaaAbBFaﬁ.

Calculando as quantidades 7,.F'“, em termos de E e B obtemos

0 B> —-B? E!
-B* 0 BY  E?
B> -B' 0 E3
-E' —E?* —-FE* 0

[F ab] -

. L F - C
Assim, cada associagdo p — F'(p) de uma transformagao linear anti-simétrica para cada ponto de

o S G , :
uma regiao de M gera uma associacao p — G(p) que é suave no sentido de que as entradas de sua

matriz sao fungoes reais suaves. Uma das conseqiiéncias mais importante é a seguinte:

Proposicao 1.3.5. A equacao

Fope + Foeo + Feap =0, a,b,c=1,2,3,4ea#b#c (1.3.8)
é equivalente a segunda equagao das Equagoes de Maxwell (|1.3.5)).

Demonstragao. A prova segue do célculo direto. Notemos que div(B) = By 1+ Bag + B 3, onde usamos

a notacao de que B, ; 1= %ﬁf. Analogamente,
0B
rot(E) + 9t = (Es2—FEs3+ B1a, Evg—FEs1+ Boy, Eyy — E1o+ Bsy)

Isto é, as equacoes de Maxwell sao escritas como o seguinte sistema
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Bi1+ Bap+ Bz =0,
E3o— Ey3+ Big =0,
Eis—FEs1+Byy =0,
FEy1—FEi2+ Bzy =0.

Relembrando que

E'=Fu, E?=Fy, E?=F;, (1.3.9)
B' = Fy;, B?>=—F;, B?=F,, (1.3.10)

Temos entao que as equacoes sao escritas como

Fozy + F310+ Flaz =0,
Faio+ Fga3+ Fazg =0,
Fiys+ Fyz1+Fsqa =0,
Fou1+ Fyo+ Fiag =0.

Que sao exatamente as quatro equagoes descritas por Fyp . + Fieq + Feap = 0.
O

Notemos que a proposi¢ao acima implica que dG = 0, onde dG é a 3-forma diferencial
associada a 2-forma G dada explicitamente por Fup. + Fieq + Frap, a,b,c =1,2,3,4, a #b # ¢, é
equivalente a segunda equacao de Maxwell . Definiremos agora uma outra associagao que sera
util na obtencao de uma equacao equivalente a primeira Equacao de Maxwell o que finalmente
motivara na definicao de um Campo Eletromagnético Nulo.

Para comecar, notemos que existe uma certa “dualidade” entre as duas Equagoes de Maxwell. Es-
pecificamente, o primeiro par de equacoes pode ser obtido a partir do segundo fazendo uma troca entre
B com E e E por —B. Isso sugere uma definicao de um “dual” da 2-forma G como sendo uma ou-
tra 2-forma *G cuja matriz em cada ponto é obtida através da matriz [F,;] fazendo formalmente as

substituicoes. Para isso, primeiramente, iremos introduzir os simbolos de Levi-Civita €44 definidos por:

1, se abcd for uma permutacao par de 1234,
€abed = § —1, se abed for uma permutacao impar de 1234,
0, caso contrario.

Definicao 1.3.6. O dual da 2-forma G, denotado por *G, é a 2-forma cuja representacao matricial é
dada por:

1
[*Fab] - _§€aﬁabFaBa

onde FoF = porpfvp, .
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Fazendo um célculo semelhante a da proposicao ((1.3.8)), obtemos o desejado, isto é, que em termos
de E' e B, a matriz [xFy,| é dada por

0 E3 —FE? —B!

. 0 E' -B?

[*Fab] - E2 —_F1 0 _B3
B! B? B3 0

Além disso, segue da linearidade da definicao de *F' que *F nao depende da escolha da base. Assim,
temos que *G(u,v) = *Fu®b’ e isto esta bem definido.

Finalmente, pela propria maneira como esté definido [*Fy;], obtemos que o primeiro par das equagoes

de Maxwell ([1.3.4) é equivalente a

*Fab,c+*Fbc,a+*Fca,b:07 a,b,c:1,2,3,4ea7éb7éc,

e consequentemente
d(xG) = 0.
Assim, podemos resumir tudo que foi dito neste capitulo no seguinte teorema:

Teorema 1.3.7. Seja F' um campo de transformagoes lineares anti-simétricas F' : M — M, G a sua
2-forma associada e *G o dual da 2-forma. Entao, as Equacgoes de Maxwell dadas por

oF
divE = tB— — =
w 0, ro p 0,

0B
divB = th 4+ — =
w 0, ro +8x4 0,

sao equivalentes a

dG =0, d(xG)=0.
Assim, podemos finalmente definir um campo eletromagnético nulo como sendo

Definicao 1.3.8. Um campo eletromagnético numa regiao R em M é uma associagao suave p RNy o (p)
de uma transformagao linear anti-simétrica em cada ponto p € R tal que suas formas bilineares anti-
simétricas associadas G(p) e *G(p) satisfazem as Equagoes de Maxwell equivalentes dG =0 e d+x G = 0.

Mais ainda, se o campo eletromagnético satisfaz |E| — |B| = E - B = 0 para todo ponto p € M, dizemos
que este campo eletromagnético é nulo.
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Capitulo 2
Spinors

Neste capitulo, baseado no livro de G. Naber, [12], introduziremos a nog¢ao de Spinor e mostraremos

como rescrever as equacoes de Maxwell em forma de Spinors.

2.1 O Espaco Spin
Definicao 2.1.1. O espaco Spin é um espaco vetorial B sobre C, que esta definido a 2-forma:
2 BxB—C

satisfazendo as seguintes propriedades:

i) Existem ¢, 1 € B tal que ¢ - ¢ # 0;
i) ¢t =—¢-¢, Yo, ¢ €B;
iii) “” é linear em cada entrada sobre C ;

Um elemento de B é chamado de vetor spin.

Lema 2.1.2. As seguintes propriedades sao validas em B:

a) ¢-p=0,Y9 €B;
b) Qualquer par {¢,¥} € B que satisfaz ¢ - ) # 0 é uma base para B, em particular, dim B = 2;

c¢) Existe uma base em B, {s', s}, que satisfaz s - s = 1. Chamaremos tal base de spin frame;
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d) Se {s',5%} é um spin frame, e ¢ = 15! + ¢’ = P57, entdo ¢ = - % e g = —p- 5! ;

e) Se {s!,s°} é um spin frame e ¢ = ¢4s* e Y = 1,57, entdo

¢¢:{Q %]:@%—%m;

f) ¢,1 € B sao linearmente independentes se, e somente se, ¢ - 1 # 0;

g) Se {s',5°} e {5', 5°} sdo dois spin frames, com s' = G1'5' +G'8° = G154 e s = G1%81 +G"3° =
G 4°54, o que serd denotado por
B =G4P54, B=1,0

G' G,°

entdo G = [G47] = [ Go! Gy’

1 pertence a SL(2,C);

h) Se {s',s%} e {5, 5°} sdo dois spin frames e ¢ = ¢45* = 8%, entdo

HEERIIN
®o Go' Gy’ ®o

ou seja,

ba=GCaP¢p, A=10;

i) Uma transformacao linear 7' : B — B preserva - se, e somente se, a matriz relativa a 7" em qualquer
spin frame pertence a SL(2,C).

Demonstra¢ao.  a) Segue do fato que somente o zero satisfaz a equagao ¢ - ¢ = —¢ - .

b) Segue do item a) que (Ap) - ¢ = ¢ - (A\p) = 0, YA € C, V¢ € B. Consequentemente, se ¢ -1 # 0,
nem ¢, nem Y pode ser um multiplo de outro. Além disso, V¢ € B, segue da quarta propriedade
do produto interno -, que qualquer £ pode ser escrito como combinagao linear de {¢, 1}, ja que se

¢ #0,entdo (- ) =—(§- Q)Y — (Y- &)p. Assim, {¢,1} é uma base de B.

¢) Suponha sem perda de generalidade que ¢ -1 # 0. Assuma que ¢ -9 € R e que ¢ -1 > 0. Por b),
{¢, ¢} formam uma base de B. Defina A = (¢ - w)%l. Assim, se st = ¢ e s = A\ formam uma
base tal que s' - s% = 1.
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d) ¢ = 15" + ¢ps® = ¢ - s° = @1 (s! - %) = ¢1. Analogamente, ¢ - s = —¢y.
e) ¢ = as? - Yps? = Pap(s? - sB) = g1 — dothr.

f) ¢ -1 # 0 implica que ¢ e ¥ sdo linearmente independentes. Suponha agora que ¢ -9 = 0. Se
um dos dois vetores spin for igual a 0, entao eles sao linearmente dependentes. Selecione um spin

frame {s!,s°} e escrevamos ¢ = @5 e 1) = Y45 Sem perda de generalidade, suponha que
¢ # 0.

Por e), temos que

<ﬁ¢=0$¢Wb—%%=0:%m=(%)%

e portanto ¢ = (%) ¢. Logo, ¥ e ¢ sao linearmente dependentes.
g) s'-s" =1 implica que 1 = (G1'8' + Go'3° - G1%8' + G(°8°) = G1'G° — Go'GL° = det(G).

h) 15"+ 080 = dr5' +dos® = 61(G11E + Gt 80) + g0 (G108 +G°5%) = (G by +G1%p0) 5"+ (Gol by +
G00¢0)§0. Logo, igualando os dois lados e usando o fato de que o spin frame é uma base, obtemos

que

ba=GsP¢p, A=1,0.

i) Seja T : B — B uma transformacéo linear e {s', s’} um spin frame. Seja [T4”] a matriz de T
relativa a {s', s°}. Entdo, para todo ¢ e 1) € B, T = TuPpp, Ty = T4P1p e calculando:

Té Ty — Ti' oy + T Ti'4n + Th%o
To' ¢ + T00¢0 To'vr + Toowo

_ {Tll TIO}|:¢1 %H
' Ty’ ¢o o

Tll Tlo ¢1 77Z}1

o' T’ || ¢0 o

Portanto, T'¢ - Tt = ¢ - 9 se, e somente se det [T4”] = 1, ou seja, se [T4”] € SL(2,C).
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De maneira analoga, definimos o espago dual de B e seus elementos da seguinte maneira

Definigao 2.1.3. Denotamos por B* o espago dual de B, que, relativo a um spin frame {s', s°} de B,

possui o spin frame dual {s1, so} definido como

sa(s®) =05, A B=1,0.

Chamaremos de os elementos de B* de covetores spin. Para cada ¢ € B, definimos a sua contracao

¢* como
Q" (Y) = & -1,
para cada ¢ € B.

Consequeéncias imediatas da definicao de covetor spin é que ¢* é linear e que cada elemento de
¢* € B* é o dual de algum ¢ € B. Agora, notemos que se ¢ = da5? e ¢* = ¢?sy4, entdo, temos que
o*(s') = (¢s4)(st) = Plsi(st) = ¢!, analogamente ¢*(s") = ¢°. Por outro lado, ¢*(s!) = ¢ - s* = —¢y

e, analogamente, ¢*(s°) = ¢;. Assim, encontramos explicitamente as relacoes entre ¢4 e ¢, a saber

1 _
{zo _ gbfo’ (2.1.1)

Suponha agora que {!,8°} é outro spin frame com s = G 4,734, Entdo, por (h) do Lema (2.1.2),

temos que
|: :1 :| |i Gll 10 :| |: , :|
Qﬁo Gol G00 ¢0 ’

para todo ¢ = g5 = QAﬁA§A € B. Definimos a matriz G como

1 1 0 1
(5 82]=[ % &)= tey
Encontramos que
o e [5] - [ @ ][]

G% G% o -G G ¢1

_ '—GO%B}:{—A&O}

GlB¢B <Z51
_le
- 15

e portanto

ggA = gAB¢B7 A= 170
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A partir da equacdo acima obtemos que 84 = GAg¢P. Além disso, pelo Lema (2.1.2), temos que
§4 = G4Bsp. Ambos os fatos seguem da definicao de G 42 e de G5, que possuem determinante igual
a 1 e portanto

G5GE° = by

Go*GCp = 6.

Portanto, pelo lema anterior, s = G4%54 e por uma conta andloga do ¢ feito anteriormente, temos
A ~
que sp = G g54.

Dessas duas equacoes para s?

, multiplicamos G ou G dos dois lados para obtermos d3, isto ¢

SC — GBC§B
A A C AB
g cSC = G cGp~s
gACSC _ 6C’§B
- B
gABSB — §B

Para cada ¢ € B, se definirmos ¢** : B* — C por ¢**(f) = f(¢) teremos um funcional linear em B* e
portanto, o mapa ¢ — ¢** é um isomorfismo entre B em B**. Portanto, assim como B* é formado pelos
funcionais lineares de B, podemos pensar em B como sendo os funcionais lineares de B*.

Agora, considere o funcional bilinear em £ : B x B — C. Este funcional serd o que definiremos em
breve como um tipo de spinor, muito semelhante com a idéia de um tensor. Defina agora, dado um
spin frame {s!, s}, €48 = ¢(s4,s). Entao, temos que £(¢,v) = E(past, vps?) = £(s4,58)pavp =
48 ¢ 410, Bilinearidade de £ garante que em qualquer outro spin frame, teremos que

50102 g gchlgCQngDlDQ, 017 CQ = ]., 0
Analogamente, poderiamos definir £ : B* x B* — C, tal que, se 4 = &(sa, Sp), entao &(p, ) =

(s, 0Bsp) = E(54,58)p WP = E45¢P. Além disso, em qualquer outro spin frame dual,

5141142 - GAlBlGA2B2£BlBQ7 Bla BQ == 17 0
E possivel também, definir um funcional bilinear £ : B* x B — C. Dessa forma, seguindo os
mesmos passos anteriores, com {s4}, {84} spin frames e {sa}, {54} seus respectivos duais, terfamos
que €47 = €(s4,5") e dado a mudanca de spin frames por G, e GZp terfamos
> B Ci B D
§A1 =G 0 D AL B =1,0.

Além do que ja foi falado sobre B, precisaremos de outro Espaco Spin que seja uma cépia distinta
de B. Para isso, definiremos B'.
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Definicao 2.1.4. Seja B’ o Espaco Spin dado por

B =Bx1,
tal que cada vetor spin de B’ é do tipo ¢ = (¢,1). A estrutura de espaco linear em B’ é dada por

P+ =0+

cp = o,
onde ¢ é o conjugado complexo de c¢. Os elementos de B’ sao chamados de vetores spin conjugados.

Assim, temos um isomorfismo ¢ — ¢ entre B e B’ chamado de isomorfismo conjugado. Segue das
propriedades do isomorfismo entre espagos vetoriais que se {s', s} é um spin frame de B, entao sua
. . . 1’ —0/ , ’ .
imagem pelo isomorfismo conjugado, denotado por {5",5"}, ¢ uma base para B’. Além disso, se ¢ =

~ . . o ’ n i _1/ 7 —0/ n —_Y/
¢ 454, entdo sua imagem pelo ismorfismo conjugado é dada por ¢ = ¢1/5" + ¢y = dx 5%, X' =0, 1"

. ~ . . ~ . . , '

Assim, todas as equagoes anteriores de mudanga de base possui versdes com “linha”, isto é, que se {5~}

é outro spin frame relativo a B’, entao

=/ —x! v/
s =6%,5, X' =10,

_\/ V! <Y/ / / /
=G5, Y =10,

Os elementos do dual B” de B’ sao chamados de covetores spin conjugados. Todas as equagoes de
mudancas de base sao satisfeitas para o dual, onde a base dual para {EX'} e {§X'} sao denotadas por
{5x:} e {5x+}, respectivamente.

Consideremos agora o funcional multilinear & : Bx B’ x B* x B — C. Se ¢ = ¢as*,1) = Yx/55,( =

Y

_ N Ve A . ~
(Bspg e 0 =10Y 5y pertencem, respectivamente, a B, B, B*, B”*, entao

§(0.9.¢.0) = &(das” 5™, Psp, 0" 5y)
= (", 59, 5p, 5y )pathx (PO
’ — v/
= 5AX BY'@WX/CBUY .
A X' ) fAX = - - A
Onde £(s%, 8%, sp,Sy) = £ gy sdo os componentes de ¢ relativo a um spin frame {s”} e suas

bases relacionadas para B*, B' e B*. Dado um outro spin frame de B {3}, temos que &(¢, V), (,0) =

o ! o I I ~ !
SAXBY,(DA@/)X/CBUY onde

%y = 6515 4, 8y) (2.1.3)
— (G4 5N, GX 5 G s, G sy (2.1.4)
= gAAlg_X;{/IGBBléle,lfAIXllBlY’l' (215>
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Esta é o que definiremos como a lei de transformacao relativa a um spin frame de um spinor de

. (1
valéncia

11 ) . Finalmente, podemos definir o que vém a ser um spinor.

Definicao 2.1.5. Um spinor de valéncia < 72 Z ) ¢ um funcional linear

E:Bx- - xXBxB x---xBxB"x---xB'xB"x.-..xB*—=C.

VvV Vv Vv Vv
r fatores s fatores m fatores n fatores

tal que, dado um spin frame de B, {s}, e suas bases associadas a B', B*, B”", os componentes de &

relativo a {s4} é definido por

A Ap XX o Ay Ar =X"1 X', _ _
g r sBlu-BmY’l.--Y/n — g(s R ,S T,S R ,S -57$B17... ’SB7,L’SY/1,". ’Syln)

Ay A By By =1,0,
X XYY, =100

Segue direto da definicio que se {84} é outro spin frame, entdo o spinor é segue as mesmas relacoes
de (2.1.5). Além disso, como B é munido da 2-forma -, cada spin pode ser visto como um spinor de

valéncia L0
0 0 )

2.2 Algebra dos Spinors

Para a demonstracao das propriedades algébricas bésicas, é necessario primeiramente introduzir uma
matriz que desempenhara um papel fundamental durante os calculos. Denotaremos por € a matriz 2 x 2

[6 ]: 0 -1 _ €11 €10
AB I 0 €01 €00

Dependendo do contexto e da necessidade de utilizar a convencao de somatorio, os indices de e

definida por

poderao vir tanto em cima, quanto em baixo, usando tanto AB, quanto X'Y”, isto é

e = [ean] = [¢"F] = [exy] = [

Além disso, notemos que €2 = —Id e, portanto, e ' = —e.

Se ¢ e 1 sao dois vetores spin, e {s!, s’} é um spin frame, entao, usando a convengao de somatdério,
B sdp = e01dg + € Yod1 = P10 — dot1 = ¢-1p. Outras propriedades também sdo satisfeitas, como
descrito a seguir:

Proposicao 2.2.1. Usando a mesma notacao para spin frames, vetores spin e covetores spin, as seguintes
relacoes sao satisfeitas:
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¢ =ePYapp = —e"Poap;

¢ = Pop = —ppe™
¢a = ¢ epa = —eapo?;
¢Mha = ¢ P = —pa?;

AC A CA_ .
eVepo =05 =€ “ecp;

(GCB¢B)€CA — ¢A e 6AC(¢B€BC) — ¢A7

eABeAB = eABeAB = 2.

Demonstrag¢ao. Notemos que todas as propriedades seguem do calculo direto.

(2.2.1) Foi provado anteriormente.

(2.2.2) A equagao representa dois sistemas, um para A = 0 e outro para A = 1,

¢° =e"Bop =Py + "¢ = (0)po + (1)1 = ¢
o' =€eBop =+ €elgr = (—1)do + (0)p1  —o

Que esta de acordo com o obtido em ([2.1.1)).

(2.2.3) Demonstragao anédloga ao item anterior.

(2.2.4) Usando novamente ([2.1.1])
¢Mha = "o + "1 = driho — dotr = ¢ - .
(2.2.5) Temos que

AC A0 Al
€ €Epc — € 630+€ €B1,

se A =0, entao

0

€ OeBo + 601631 =¢

1631.
Se B =0, entao €”'¢y; =1 e Se B =1, entao e'le;; = 0.

Se A =1, entao

10 11 10
€ €y + € €1 = € €pp.

Se B =0, entao €%y = 0 e Se B =1, entao €'Yy = 1.

Logo
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GACEBC = (Sé

(2.2.6) Segue da utilizacdo do item (2.2.2)) e (2.2.3).

(2.2.7) Notemos que

AB 0B 1B
€7€ap = € €pt€ET€EB

00 10 01 11
= € €yt € €0+ € €1+e€ €11

= (M) +(=D(=1)

= 2.
O
Obviamente, todas as identidades acima possuem versoes “com barras e linha”.
Proposigao 2.2.2. Se G = [G4”] € SL(2,C), entdo
G GpPresp, =€ap, A ,B=1,0. (2.2.8)
Demonstracao. Isto segue do fato de que
GaMGpPenn, = Ga'Gpleo+ Ga'Gplen
— GAOGBI . GAIGBO
0 ,se A=DB
= det(G) ,se A=0,B=1
—det(G) ,se A=1,B=0
= eapdet(G)
= €AB-
Pois det(G) = 1. O
Proposicao 2.2.3. Se G = [G*5] € SL(2,C), entdo
G, GBp e =B A B=1,0. (2.2.9)

A prova é andloga a da proposigao (2.2.2)). Notemos que a forma bilinear - : B x B — C é um spinor

de valéncia ( g 0

a proposicao acima so confirma a boa escolha de ¢ quando comparado com a férmula de mudanca de
base para spinor dada por (2.1.5)).

) e possui componentes em qualquer spin frame dado por s4-s% = —e4B. Portanto,
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As equagoes demonstradas em ([2.2.2) sao conhecidas como subir ou levantar o indice de ¢p e as
equacoes de sao conhecidas como descer o indice de ¢P. Elas fazem um elo entre os coeficientes
de um vetor spin com o seu dual. Essas operacoes serao bastante utilizadas nos préximos capitulos.
Importante notar que as igualdades de nos mostram que essas operacoes sao consistentes. Além
disso, vale ressaltar que essas operacgoes sao validas para spinors de valéncia maior, como demonstrado
a seguir.

S

o a
cARX X n ) Entao, os com-

Proposigao 2.2.4. Dado um spinor 4t B,.-B,Y' .y, de valencia < ;

2 ArX 1 X

A
ponentes €4, BB, Y.y, dados por

€AA2"‘ATXI1"‘X/5 — gAl"'Aerl“'Xls

BB Y'Yy BB Y'1Y ' €A1A

definem um spinor £ de valéncia ( r—los )
m+1 n

Demonstracao. Para isso, precisamos mostrar somente se ele estd bem definido, isto é, se em algum

. , n oL X! 2 I X! ~
outro spin frame nds temos que &, Az Ar XX BroBo Y'Y, — g A XX “BiB,, Y'Y, €A A; ENEAO

o A2~-~ATX/1~~~X/S _ A1 A2 . X! . Bl Y’l Y’n AAQ"')(A,S

£, Biboyreyr = GaMGM 5 o GNg, G P Gy Gy, §A1 L
Como as matrizes G e G pertencem a SL(2,C), entdo o seu produto comuta. Assim, para evitar o
10

carregamento de indices, resolveremos o caso para um spinor de valéncia <

0
2 0
uma linha de G com uma outra linha de G é igual a d3, isto é, GApGEY = 6%. Assim, se definirmos

) e o transformaremos

num spinor de valéncia ( ) Lembramos que, como [G] = [(G)7']", temos que o produto de

£,8, = 4B Le 4, 4 queremos ele esteja bem definido. Isso segue do fato de que

E45. = E8Pean = (GM 4,075, GeD P ) (Ga, G aMenya,)
= (GM4,Ga, )G 5, G GA™M) (P ¢ eayay)
= 033G, G GaM) (€M ¢ eaga,)
= (G5, G Ga™M) (€M ¢ eagay)
= (G%5,GcGa™M)(€4 )
= (G%5,GcGa™M)(E4 )

Para o caso geral, a demonstracao é semelhante, mas carregando um produtoério de matrizes maior
que nao interfere nos calculos.
[

Usando a outra igualdade de €, obtemos que podemos também “levantar” indices de spinors.
Como €45 e P sdo, em si, spinors, usando ([2.2.5) vale entdo as seguintes identidades:
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Introduziremos agora uma matriz importante para a continuacao do trabalho

Definigao 2.2.5. Chamaremos de [G“ 3] a matriz associada a [G4®] € SL(2,C) dada por

GAB = EAAIGA131€BlBa Aa B = ]-70
Notemos que
GY G _[-G" GO [¢h %
Gy G4 Go' G Gl G4 |’
e portanto
G0, GP g eMPr = A8 A B =1,0.

Assim como no caso dos tensores, podemos dar a B uma estrutura de espaco vetorial de maneira

1 r 1 s 1 m
=~ =~ =~ =~ \
natural. Especificamente, se £, € B> e ¢ ,---, ¢ €B, ¥ ,---, v €B, " p,---,"p €Be
1 n
v ,---, v €B" entao
~ =~ N ~ = NN ~ = A~
<€+C>(¢77 U) = £(¢7 ) U)+C<¢7 ) U)a
1 n 1 n
(Oéf)( (b y Ty U) = Ct(f( (b )" , U ))7056@

Se {5} ¢ um spin frame, e considerando os seus correspondentes duais e e conjugados, definimos
S4, @ - @S54, OSx ®--- @ S5x; ® sPre...® 8By, @ Sy; @ -+ @ Syy, abreviadamente denotado por

54, @+ & Sy por

1 n 1 n
_ ~ =~ /_\ ~ =~ _/,-/_\
3A1®"'®5Y/L(¢7"'7 U) = 8A1<¢)“'8Yn<v)
1
~= /-/n_\
= ¢A1”' 'UY;L-

1 3 TS TS
Assim, como nos casos dos tensores, s4, ®- - - ® 5y, formam uma base para B;; e cada { € B};, pode

ser escrito como

Ape X/, -
=87 gy, 54, @ @ Sy,
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onde

Aq-- X' - A X' — - RV /
5 ! B1---Y/n_§(s Yo, 78317"'7SY/n>7 AiﬂBi_LO? XZYZ_LO

Algumas propriedades algébricas importantissimas serao discutidas agora sobre um spinor ¢ de

A 00 , . -~
valéncia ) que desempenhard um papel fundamental no entendimento de campos eletromagnéticos

20

escritos na forma de um spinor.

Proposicao 2.2.6. Seja ¢ um spinor de valéncia ) com componentes em algum spin frame

0
20
dados por ¢p. Entao valem as seguintes identidades:

L. ¢11 = — 1o, <Z500 = Qo1, ¢10 = P11, ¢01 = —oo ;
2. ¢11 = Poo, @500 = P11, ¢10 = —o1, ¢01 = —¢10- ;

AB _ 11 b0 | _ ok <Z510}
3. oA —2det{¢01 00 ] —2det{¢01 5 |

Demonstracao. 1. Usando €42 para subir os indices, temos que:
b
B BC
Pa” =€ " Pac.

Logo,

1 ite; 10 11
O1 =€ Q1o =¢€ Q1o+ € P11 = —Pro.

Analogamente para os outros casos.

2. Usando €*B e €45 para subir e descer os indices, temos que:

¢AB — EADEBC¢CD.

Logo
o0 = ODICy
— 000 4 1OC
— 90004 P00 1 PO 1 OOl
— 601601¢11

= ¢11-

Analogamente para os outros casos.
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3. Usando o item anterior, temos que

Papd™” = ¢opd’” + 150"
= 000" + 100" + P010” + 110"
= o091 + 10(—Po1) + Po1(—¢10) + P11000
= 2(%0(2511 - <Z510¢01)
= 2(det|pap)).

Para as consideracoes finais dessa secao, seguem algumas definigoes importantes:

Definicao 2.2.7. Dado um spinor ¢ de valéncia ( ), definimos o conjugado de &, denotado por

ror
0 0

&, como sendo o spinor que possui seus componentes em qualquer spin frame dado por

g A XXy A AR X

Definicao 2.2.8. Um spinor ¢ é dito Hermitiano se £ = £.

Definicao 2.2.9. Um spinor £ é dito simétrico, se dado dois indices que representam o mesmo espaco

(B, B*, Bou B*), asua permutacio nao altera o seu valor, isto é, se £(--- ,p,- -+ ,q,---) =&(-++ ,q,--- ,p---

Definicao 2.2.10. Um spinor £ é dito anti-simétrico, se dado dois indices que representam o mesmo
espaco (B, B*, B ou B*), a sua permutacdo altera o seu sinal, isto é, se &(--- ,p,--- ,q, ) =

—E( g p).

Definigao 2.2.11. Uma simetrizacao de um spinor £ ¢ o spinor {4p) cujas componentes sao dadas por

1
§aB) = 5(5.43 +&pa).

Definigao 2.2.12. Uma anti-simetrizacao de um spinor § ¢ o spinor {4p) cujas componentes sao dadas

por
1
{laB) = §(§AB —&Ba).
2.3 Spinors e o Espaco de Minkowski

Nesta secao, estabeleceremos uma correspondéncia entre spinors de valéncia ( ) e eventos no

0 0
espaco de Minkowski. Para isso, precisaremos das matrizes spin de Pauli:
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Definicao 2.3.1. As matrizes spin de Pauli , 0;,i = 1,2, 3,4 s&o as seguintes matrizes Hermitianas:

—_ -01 .
O
—_ -0 7: .
09 = __Z'07
—_ 1 0 .
T lo -1
B 1 0
04 = _01

Elas servem de base para as seguintes matrizes que desempenharao um papel importante nos

proximos capitulos.

A

Definicdo 2.3.2. Definimos as matrizes 0,4, chamadas de simbolos de Infeld-van der Waerden, por:

/ 1
o = —0,, a=1,2,3,4

V2

Notemos que essas matrizes nao dependem de A, nem de X’. Além disso, como anteriormente, nao

faremos distincao em que a ordem de A e X’ aparecem. Agora, descreveremos o processo que transforma
. . 11 . .
um evento v € M num spinor V' de valéncia ( 00 ) Para isso, dado uma base {e,} de M, definimos

as componentes de V' da seguinte forma: Se v = v%¢,, entao

VAX = g A A=1,0, X' =1,0.
Assim, a forma explicita matricial de VAX' é
vy
= {Voy /0 } = E
AX ) a _

I, . o . . > ’ g
Notemos que VA% é um spinor Hermitiano, pois VAX' = VAX = g AXypa = g AXpa = 5, AX e =
A

pAx 1 {(03+v4) (v! +iv?)

(vt —iiv?) (=0 +0t)

! . ’r ., o . ~ .
VAX' pois 0,4%" é Hermitiana e v* sio reais.

Proposicao 2.3.3. Seja G € SL(2,C) e seu correspondente pela aplicagdo spin A = Ag € £. Entao
A'X
Oq

satisfaz a seguinte equacao
ALGA RGNy BY =0, a=1,2,3,4, A=1,0, X' =1,0.

AX

/7 ’ Id .
Isto é, o, é constate quando mudamos de Spinor por G e por seu correspondente em L.

Demonstragao. Selecione uma base admissivel arbitraria e um spin frame. Fixemos A e X'. Sejav € M
/ ! . . . .
e VAY' = 5,4%X"»2. Num outro spin frame, relacionado com o primeiro por G, temos que:

CrAX! AX' ~a
Vv =0, 0%
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Porém
VAX. QABQX;/,VBY/
_ QABGX;/, (O_bBY’Ub)
= G560 (60")
_ QABQX;/,JbBY’ (AabAanb>
_ AabgABg_X;ﬂUbBY’(Aacvb)

bpA AX' BY' [~
= Aa g Bg v'Ob (Ua)

brA AX/ BY' /A AX' A~
S ANSG G0 (07) = 0,0 0

Como v foi arbitrario, segue o resultado.
Definicao 2.3.4. Definimos a matriz ¢®4x como sendo:
a ab BY' -
0 Ax' =1 (Ub 6BA)EY/X/

De maneira explicita, obtemos que

UAX’—_L[O L
211 0]
O'AX/—L|:0. Z-
2 —t 0]
210 —1 |
UAX'——L[lo]
210 1

Similarmente, podemos provar que

— !
GABGX/Y ogyr = N 0% ax:

. . ’
A partir disso, vemos que o,4%

podemos garantir que podemos usar as formulas ja obtidas de levantar indices e abaizar indices.

(2.3.1)

comporta-se formalmente com um evento e um Spinor. Assim,

Também chamamos 0%, x: de simbolos de Infeld-van der Waerden. Algumas propriedades desses

simbolos, além de levantar e descer indices, sao:

/
o, AX G = —gt

a
! /
O'aAX O'aBy/ = 5?55/
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A primeira equagao acima nos mostra uma maneira de re-obter o evento v € M a partir do Spinor

/ . 11 / / -
VAX" de valéncia < 00 ) Isso se deve ao fato de que, como VAX' = 5,4X"0?  entdo

! !
VAX UaAX’ — UaAX’UbAX Ub

= —5’

= —°

o, o . IrAY! 4 .
E como VAX" é Hermitiano, segue que VAX'ga 4y = VAX g, v e portanto, real. Assim,

!
v = -V, a=1,234.

Além disso, segue das propriedades de 0%4x e da definicao de VAX' que esta associacdo é bem

b

. . , A~ ~ &> / . .
definida, isto é, que se 0 = A%®, entdo —VA¥ 0%y = A%w®. Tudo isso se resume no seguinte

teorema:

Teorema 2.3.5. Seja {e,} uma base admissfvel para M e {5} um spin frame de B. Entdo, o mapa
que atribui a cada evento v € M em seu equivalente Spinor V = VAX's, ® 5y, é uma bijecio entre M

A 11
e todos os spinors Hermitianos de valéncia ( 00 )

De maneira analoga ao desenvolvido até aqui, obtemos que o mapa que leva cada covetor v* € M*
. . —_Y/ , . ~ .
no seu spinor equivalente Vyxs4 ® 5%, onde Vax: = 0%4x/v, é uma bijecao entre M* e todos os spinors

Hermitianos de valéncia ( (1) (1) )

Agora, notemos que, fixado uma base admissivel {e,} e um spin frame {s}. Se v = vPey, u = ue, €

/ — / — ~ . . . ~
MeV =V, 05y, U=Us,® 5x sio seus respectivos Spinors equivalentes. entio:

UAX/VAX’ _ ((7 AX’ua)( AX’Ub)
= (0%axo™) (g0’
= (uav")(—0p)
= —(uqv®)
= —Nupuv’
= —u-v
Portanto
Vax VAY = 2det[VAX] = —v - 0.
Consequentemente, se v é nulo diferente de zero, entdao det[VAX] = 0 e [VAX'] possui posto 1.

Sabemos da Algebra Linear que se [ Z 2 } é uma matriz 2 X 2 com entradas em C com posto 1, entao

existem dois pares de ntimeros complexos (¢!, #°), (¢!, 9°) tal que
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a b R PPt ¢l
il [t e[ ]

Logo, se v é nulo, entdo podemos escrever VAX' = ¢AX' ou seja, V = ¢ ® 1. Mais ainda pode
ser dito. Resolvendo um sistema linear de duas equagoes, é facil ver que se z; e zo sao dois numeros
complexos tal que 2125 € R, entdo, z; = azy,a € R. Agora, pela prépria definicao de V', temos que
VI Y0 ¢ R e portanto, ¢'v' e ¢*” sdo reais e ndo podem ser simultaneamente nulos. Logo, existe
1,79 € R tal que ! = r1¢! ou ¢! = ript e Y = rye® ou ¢° = ryy)°. Como pelo menos um entre 7y, ro
¢ diferente de zero, podemos assumir sem perda de generalidade que

=
(i rod? |

Proposicao 2.3.6. Nas mesmas condigoes acima, existe um ntmero real r tal que

3]-[2]

Demonstracao. Primeiro, suponha que ¢! = 0. Entao ¢! = 0. Entao ry é o valor real escolhido.
Similarmente para ¢ = 0. Suponha entdo que nem ¢', nem ¢° sejam iguais a zero. Entdo, como
V10 = VO temos que

O = it
€2_51_/¢0 — HOP
¢_1/wo — gV
¢ '

-1/ ~ . ;. . . . /
Logo, ¢ e 1 sdo ambos diferentes de zero, caso contrario ambos seriam iguais a zero e [VAX'] =

{ 00 ] , 0 que seria um absurdo. Logo, obtemos que

00
o" " ng"

@0 Y0 rg®

Portanto r; = ry.

!
Podemos escrever VAX" como

VA = 64X = £(Ir[29%)(Ir|26%).
Defina entdo o vetor spin ¢4 = |r|2¢*. Entdo:
VAX’ — :i:ngX,-
Notemos agora que 2v* = V' 4 VO = r(¢¢" + ¢°¢”). Logo:
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1 1
20t = r(|¢']2 + |¢°]2).
Como isso vale para qualquer base admissivel, temos o seguinte teorema:

Teorema 2.3.7. Seja {e,} uma base admissivel para M e {5} um spin frame de B. Seja v € M um

vetor nulo diferente de zero, v = v%, e V seu spinor equivalente. Entao, existe um vetor spin £ tal que:
a) Se v possui direcao-futuro, isto é, v* > 0, entao
YAX _ cAgX'
b) Se v possui diregao-passado, isto é, v* < 0, entao

VAX _ _ngX’.
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Capitulo 3

Spinors e Campos Eletromagnéticos

Relembramos que um bivetor em M é uma forma bilinear real G : M x M — R que é anti-simétrica.
O objetivo deste capitulo, que é baseado no livro de G. Naber, [12], é entendermos a ligagao entre G e

Spinors e finalmente obtermos a representacao das equacoes de Maxwell na forma de spinor.

3.1 Bivetores e Spinors

Comecemos com uma base admissivel {e,} para M e um spin frame {s} para B. Os componentes
de um bivetor G relativo a {e,} sdo dados por F,, = G(eq, ) €, por serem anti-simétricos, satisfazem

1
Foy = i(Fab_Fba) :F[ab]-

Definigao 3.1.1. Para A,B=1,0e X', Y’ = 1,0’ definimos os componentes do equivalente spinor de
G relativo a {s*} como sendo:

a b
Faxipyr = 0% ax10" gy Fp.

Fax:py: estd bem definido, pois se {5} é outro spin frame relacionado com {s*} por A € L temos

que

~ M A X~ BiA Y
Faxpyr = Ga™7'Gy 'Gp7'Gy,) "Faxpy
MA X~ BiA Y oa
= GaMG G GEP G (0% 4, x,07 By, Fap)
A X'« Bi~ Y
= (GA 1GX’ ‘o A1X’1)(GB 1GY’ laﬁBly'l)Faﬂ

= (AaaUaAX’)(AbﬁO'bBY’)Faﬁ por ((2.3.1)

= 0%ax0 gy (MNP Flp).

. T _ _a b -
S Faxipyr = 0% ax10” gy Flug.

Algumas propriedades do spinor equivalente a um bivetor sao
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Fu = 0% 0%Y Faxipy (3.1.1)

Faxipyr = Faxipy: (3.1.2)

Fpyraxr = —Fax'py' (3.1.3)

Todas as propriedades seguem do calculo direto e das propriedades envolvendo os simbolos de de

Infeld-van der Waerden. A segunda equacao nos diz que F4x/gys ¢ um spinor Hermitiano.
A partir da dltima equacao, podemos escrever

1
Faxpyr = §[FAX’BY’ — Fpyrax]
1
= §[FAX’BY’ — Fpxray' + Fpxrayr — Fpyrax']
1 1
= §[FAX’BY’ — Fpxray/| + Q[FBX/AY/ — Fpyrax/].

Observe que como €4pe“P = 6§65 — 6505, temos que eape®P Foxipyr = (0508 — 606S) Foxipy =

_ AV
Fuax'gy' — Fpxiay' e, analogamente, éxy€” Y Fgyiavr = Fpxrayr — Fpyrax:. Portanto temos que:

1 1 p—
Faxpyr = é[EABECDFCX’DY’]+§[EX’Y’€UVFBU’AV’]

1 1
= €4B <§€CDFCX’DY’) + exryr (é_U v FBU’AV’>

1 1 /
= €anB (5 CX’CY’) +exry <§FU’BUA)

1 /
¢AB:§ U’AUBa AaB:LO

Definimos entao ¢4p por

Proposicao 3.1.2. Seja ¢pap = %FU,AUJB, entdo, oap = Gpa € Pxryr = %FCX,CY,

Demonstracao. Para a equacao de simetria, notemos que

1 U/ 1

¢pa = §FU/B A~ _§FUAU/B

1 AVdl ’_

= _§[€U U FyypEwr]
]_ AR AV

= _E[FV’AWB(€U v 6W’U’)]
1 ’ AV

= _§[FV/AWB(_€U v GU’W/)]
1 / /

- _§[FV/AWB(_5V/)]

1 /
= §[FV’AVB]
= QaB.
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Ja para a segunda equacao, temos

(Z;X’Y/ = ¢XY

Assim, podemos escrever F4x gy como

Faxpyr = €ap®xry’ + Qapexryr.

2

o

P . , : . . 0 0
Além disso, podemos fazer o processo inverso. Isto é, dado um spinor simétrico de valéncia <

, $an, podemos definir Fax'gy: = €apdxry'+®ap€xry: € assim obtermos um spinor de valéncia

satisfazendo (3.1.2)) e (3.1.3]). Agora, usando (3.1.1)), isto é,

AX'

BY’
Fop =04 Op Faxipy:.

Tudo isso se resume no seguinte teorema:

Teorema 3.1.3. Dado um bivetor G anti-simétrico, com componentes relativo a {e, } dado por Fy, e seja

2 0 ) Entao a composicao de relagoes Fip — Fax/gy: — ¢ap

¢4p um spinor simétrico de valéncia <

s , . : . o . 0 0
é bijetiva e esta bem definida. Ou seja, todo spinor simétrico de valéncia ( 9 9 ) corresponde a uma

forma bilinear real G.

3.2 Campos Eletromagnéticos e as Equacoes de Maxwell para
Spinors

Finalmente, chegamos a principal secao até agora. As equagoes de Maxwell em forma de Spinor é

o motivo pelo qual tudo até agora foi feito. Comegamos com uma transformacao linear anti-simétrica

diferente de zero F' : M — M. Fixe uma base admissfvel arbitréaria {e,} e um spin fram {s*}. Conforme

definimos anteriormente, o bivetor associado a F' tem componentes em {e,} iguais a F,, = G(eq, €). O
spinor equivalente a G é definido como Fax/py = 0%ax:0’gy Fap. Associado a Fax/gys estd o spinor

simétrico ¢4p de valéncia < g 8 ), tal que

Faxpyr = €apdxry’ + Qap€xry:
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Chamaremos ¢45 como sendo o spinor eletromagnético associado com F. Como G4 4,G A2 = 525,
onde G4, é como definido em segue que relativo a qualquer outro spin frame, e dado qualquer
vetor spin &, temos que

1 FASB A¢B
PapE" = paplTE.
Logo, ¢papf4¢B 6 um invariante. Assim, o primeiro objetivo é obter uma decomposicio canonica

para ¢4p como um produto exterior simétrico de vetores spin. Logo, calcularemos primeiramente os

1
fo}z[i]ondezec. Entao

invariantes £4. Considere os vetores spins [

Gap€iP = 1 + G106 €0 + P26 + PolE°
= ¢uz’+ 10z + P12 + doo
= ¢n2° + 20102 + doo-

Pois ¢ é simétrica. Como este polinomio estd em C[x], ele possui uma fatorizacao em C. Portanto,
existem oy, ag, b1, Bo tal que

P112% + 20102 + Poo = (a12 + ) (Brz + Bo)-

Assim, obtemos que:

on =aif = %(04151 + a1 5);
boo =By = %(Oéoﬁo + apfo);

P10 = %(06150 + apf).

Logo, para todo A, B = 1,0, temos que:

YaB = %(CYA/BB + apfa),

Notemos que em qualquer outro spin frame, a4 = G4 a4,, Sz = G f5,, temos que

1, - 4 .
§(OéABB +apBa) = Ga G G a5, = das.

Consequentemente, ¢ é o produto exterior simétrico dos vetores spin « e f3, isto é

dap = aafpy).

onde a4fp) = %(ozAﬁB + apfa), notacao motivada pela Defini¢ao [2.2.11
Os vetores spin « e 3 estao intimamente conectados com os campos eletromagnéticos. Iremos agora
mostrar que os vetores nulos com diregdes futuras (com t > 0) associados com « e § sdo autovetores do

campo eletromagnético F'.
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Definicao 3.2.1. Chamaremos de direcoes nulas principais de ¢ ap os vetores v e w definidos por

_ 7
e = —O'anlOZAO./X :

wa = —O'anlﬁ

Agx’
Mostraremos agora o seguinte lema:

Lema 3.2.2. As seguintes igualdades sao satisfeitas:

(bABOCB = %(04150 - Oéoﬁ1)OéA

_ o
dxryat = 5(04150 — apf)ax.

Demonstracao. Calculo direto nos informa que

¢ABOéB = —(04A53+0435A)&B

= —(aafpa® + apBaa®)

[N I NN e NS I

= —(a”(Bpaa) + apa®Ba)
= %(EBCQ/C/BBQA)
= %(04150 — aoBr)aa.

Analogamente para o segundo caso. Chamaremos de pu = %(oq Bo — ). [

Relembramos que, dos cdlculos feitos no capitulo anterior, F'*, = n“F,, como as entradas da matriz
F relativa a {e,}. Segue entdo uma importante proposigao deste capitulo:

Proposicao 3.2.3. As diregoes nulas principais de ¢ a5, v € w, sdo autovetores (talvez coincidentes) da

matriz de F.

Demonstracao. Novamente, esse resultado segue do calculo direto e usando o Lema anterior.
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b b
Fab’l) — 77ac LU :naco_c

’ ’ - _ ol
= —ﬁaCUcAX oY (€apdxry' + ¢AB€X/Y/)(UbDZ/OéDOéZ )

X0, 0" pzr) (eandxry + dapExry)(aPa”)

= "0, (=080 ) (eapdxrys + Papexyr)(aPa”)
= 0. (eapdxry + papexn)(aPa’)

10 [(eapa®) (dxry @) + (papa®) (Exya’)]
(—aa)(roix) + (poea)oixe)]

= —c M [(1+ i) (aadx)]

’ /
AX O,bBY FAX/BY’Ub

_ ac
= —nTo.

[
_ nacO_CAX’[

=+ (oM g
= —(p+ m)n*(ve)
= —(n+po".

Se A= —(p+ 1) = —2Re(u) = —Re(a - B), entao concluimos que
Foub = e,

ou, equivalentemente

Fv=X\v=—Re(a-f)v.

Analogamente segue o caso para w, com A = Re(a - ), isto é

Fw = —)w.

A partir do Lema anterior, podemos reescrever ¢4ca® como

paca® = Aaa
¢AO(€CBOéB) = Aoy
o (paceP)ap = Aaa
L —(ePhac)ap = daa
quBozB = lay.

O que motiva a seguinte defini¢ao:

Definicao 3.2.4. Um nimero complexo A € C é um autovalor de ¢ap se existe um vetor spin o € B,
chamado de autospinor de ¢ap, tal que paPap = Aay.
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Pensando agora em [¢ 458 ] como uma matriz, relativa a {5}, de uma transformacao linear ¢ : B — B

no Espago Spin, temos que um autospinor existira se, e somente se,
o' ¢ 1o
det - A =0,
H $o' o’ 01

A2 = (¢1' + ¢o”)A + det[pa”] = 0.

o que é equivalente a

Porém, como foi provado anteriormente, (¢1'+¢,”) = 0 e det[¢4”] = det[pap]. Portanto, concluimos
que

Lema 3.2.5. X\ é um autovalor de ¢4p se, e somente se,

A=t (%%W) 2

Calculando ¢p = %FU, AU'  obtemos que, usando eV X" para “descer” U’, temos que:
1
A = §(FA0/31' — Favpo). (3.2.1)
Relembrando que
El - F14, E2 = F24, E3 = F34, (322)
Bl - Fgg, B2 == _F137 BS == F127 (323)

temos o seguinte lema:

Lema 3.2.6. As seguintes equacoes sao satisfeitas:

i) P11 = %[(El — BQ) — Z’(EQ + Bl)];

ii) ¢10 = do1 = %[—E?’ + iB%);

iii) oo = 5[—(E' + B?) —i(—E*+ B')].

Demonstra¢ao. Novamente, segue do calculo direto da equagao (3.2.1)).
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1
o1 = §(F10/11/ — (=Finv))

a b
= oy =o0%00 10 Fy

= ol Fis + otwwot iy Fuy + 0100110 Fog + 02 100% 11 Fay
1 1 1 1
- (‘E) (El) ror (- 5) (El) e
() Gl () ()
- %[(—32) +E' —i(B') —i(E?)]
_ é[(El — B?) —i(E*+ B')].

Os outros dois casos seguem de maneira analoga.

Lema 3.2.7. det[g.5] = L(|B|> — |E]?) + L(E - B)i.

Demonstracao. Notemos que

Sridon = %[(El C B (B4 Bl)]%[—(El +B2) — i(—E? + BY)]

= (B - BB+ BY) — (B~ BY)(~E* + BY)
+i(E® + B")(E' + B*) — (E* + B")(B' — E?))
= [(B")*+ (B’ — (E")’ — (B*) +2i(B’E* + E'B")].

Como ¢19¢01 = (¢10)?, temos que

(¢10)? = Z(—ESJF’iBS)Q
= (B — (B~ 2i(E°BY)

Logo,

$11P00 — P10P01 = éll(‘BP — \E|2) + %(E - B),

e o resultado segue.

Tudo isso se resume no seguinte teorema, que ¢ um dos mais importantes desse trabalho.
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Teorema 3.2.8. Seja F' : M — M uma transformacao linear anti-simétrica diferente de zero, G,
definido como G(u,v) = g(Fz,y), seu bivetor associado, Fax/py 0 spinor equivalente a G e ¢4p 0
spinor simétrico tal que Fax/py: = €ap®xry’ + dap€xry.. Entdo, F é nula, se e somente se A = 0 é o

unico autovalor de ¢4p.

Demonstragdo. Lembrando que ¢ 4¢P = det[¢ap], usando o Lema (3.2.5) e o Lema (3.2.7)), temos que
os autovalores do spinor eletromagnético ¢ 4p sao dados por

1
2

1 7
A==+ Z(|B|2 —|E?) + §(E - B)

Logo, A = 0 se, e somente se, (|B|> — |E|?) = E- B = 0. Logo, F ¢ nula se, e somente se, o tinico

autovalor de ¢ 45 é 0.

O
Para finalizar este capitulo, iremos finalmente concluir as Equacoes de Maxwell na forma de spinors.
Para isso, precisamos definir um operador spinor equivalente aos operadores diferenciais 0, = aia'

Motivado pelo uso da matriz n°® para subir ou descer indices, definimos 9% = n**0,,.

Definicao 3.2.9. Definimos, para cada A = 1,0 ¢ X’ = 1',0' o operador VAX' como sendo

VAX’ _ JaAX’aa _ UaAX’(naaaa>

o o~ / . ~ . . . ~
Segue da definicao de VAX', por ser uma combinacdo linear de d,, que todas as regras de diferenciacao
sao validas para o operador V, em particular, a famosa “regra do produto”. Além disso, escreveremos

de forma explicita cada uma das equacoes de V em termos de z!, 22, 23, 2%

1

vll’ _ E(a,g . 84), lel _ \/Li(al + 2'62), (324)
v = %(81 —i0h), VY =—75(05 + 0a). (3.2.5)

Reescrevendo o Lema ((3.2.6) na forma obtida através de (3.2.2)) e (3.2.3)), obtemos que

i) ¢11 = %[(Fm + Fiy) — i(Fs2 + Fio));

i) g0 = oo = 5[Fus + iF1);

iii) ¢oo = 5[(Fu1 + Fi3) + i(Fao + Fa3)).

Lema 3.2.10. As seguintes igualdades sao satisfeitas:
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1) VAV 40 =

2) VAVp 4 =

)

3) VAV =

4) VAV ¢ 40 =

s|~

1

xl

1

sl

%IH

{ div(E) — [rot(B) ez — %—fﬁf} +1 (div(B) — [rot(E) es + %Bj} )}

{rot(B) cep+rot(E) - ey — (%—fi — %—ff) +1 <—rot(B) ~eg +rot(E) - e + (%_fj + 8%

{_Tot(B) e+ div(E) + L5+ (—dw(B> —rot(E) - e3 — i) }?

Ox*

{rot(E) ~eg —rot(B) - ep + g—fi + % +1 (—rot(E) ey —rot(B) - ey + 2B — 6—Bl> };

ox4 ozt

Demonstracao. Novamente, a demonstracao segue pelo calculo direto. Lembramos que, em termos de

F.p, os rotacionais e os divergentes de E e B se escrevem como:

7’075(3) = (F12,2 + F13,3) €1 — (F12,1 - F23,3
7”075<E) = (F34,2 - F24,3) “€1 — (F34,1 - F14,3

VA ¢4

ey — (Fiz1 + Fazo) - e3;
~eg + (Foag — Flap) - es;
div(B) = Fa31 — Fizo + Fio;
div(E) = Fiag — Faso + Faus;

~——  —

Vll/(ﬁlo + le%o

1 )
—{(83 — 84)(F43 + iFm) + (81 — 282)[(F41 -+ iF13) + Z(F42 -+ FQg)]}
22

Ly
2v/2
+i[(Fias + F310 + Fos1) — (Floa) + Fuo + Foual}

2_\1/5 {—dw(E) — [rot(B) e3 — Z—Eﬂ + i (dz’v(B) - [rot<E) €3 + 2—35

—[(Fiaq + Fogo + Fsu3) + (Fisg + Faso — Fisa)]
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VA1’¢A1 — v11’¢11 + V01/¢01

= 2%/5{(33 — O4)(F1s + Fua + i(Fy2 + Fip)) + (01 — 102)(Fis + iF12) }
= % {l(Fizs + Fiog + Fuaz + Fig1) — (Fiza + Fiaa)]}
+i$ {[(Fso,3 + Fion + Faoz + Fya2) — (F324 + Fuz4)]}
= % {rot(B) ce1 +rot(E) - e — (g_l;l - g_fj)}
+iﬁ { (—rot(B) ~eg +10t(E) - e1 + (2—542 + g—i))]} :
3)
VA% = V% + V70
_ 21%{(31 +i0s)(Fis + Fus+ i(Fys + Fio)) — (3 — 01)(Fas + iFio)}
N % {[(Fizp + Flug — Fs20 — Fiop — Fusz + Fuz4)]}
+i$ {[(Fis2 + Flag + Fso1 + Figq — Fiaz — Fia4)]}
= % {—rot(B) e3 + div(F) + 88—543}
—1—2‘% { (—dz’v(B) —rot(E)-e3 — Z—i) } .
4)

VA Ga0 = V10’¢10 + Vo ®00
1 ) . .
= —={(01 +1i02)(Fy3 + iF12) — (03 — O4)(Fu1 + Fiz +i(Fyo + Fh3)}

2v/2
N % {{(Fus1 — Fioo — Fug — Fiss — Fia — Fiza)l}
—|—i2\1/§ {(Faza + Fiog — Fioz — Fass — Fiou — Faza)}
= % {TOt(E) ~eg —rot(B) - e; + g—ij + aa—ljj}

o1 OE* OB!
—Hm { <—7‘0t(E) ~ep —rot(B) - ey + pr w) } :

Finalmente, podemos rescrever as Equacoes de Maxwell usando Spinors.
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Teorema 3.2.11. Seja F' : M — M um campo eletromagnético descrito como uma transformacgao
linear anti-simétrica diferente de zero, GG seu bivetor associado, F4x/gys 0 spinor equivalente a G e ¢ p
o spinor simétrico tal que Fax/py: = €apdxry’ + dapéxryr. Nestas condicoes, as Equacoes de Maxwell

sao equivalentes a:

VAX,QSAB — O, A= 170’ X' = 1/70/‘

Demonstrag¢ao. Analisando somente o lado direito de cada equacao do lema (3.2.10]), iremos definir
as operagoes elementares de soma de equagoes de sistema lineares da seguinte forma: Re(j) e Im(}j)
significam as partes real e imagindaria, respectivamente, da equagao j, onde j = 1,2,3,4. Assim, por

exemplo:

Re(3)—Re(1) = (% {—mt(B) 3+ div(E) + g—fj) }— (% {—dz’v(E) - {rot(B) Ces— g—i’} }) |

Assim, procedendo desta maneira, obtemos que:

) Re(3) — Re(1) = J5div(E);

ii) Im(1) — Im(3) = div(B) ;

(rot(B) - es — %);

iii) —(Re(3) + Re(1)) = \/Li

iv) —(Im(2) + Im(4)) = L (rot(B) - es — 25);

vi) —(Im(1) + Im(3)) = L (rot(E) - e5 + 2B);
vii) Re(4) + Re(2) =

viti) Im(2) — Im(4) = Z5(rot(E) - e + %25).

. . , . -~ /
Portanto, como o sistema acima é equivalente ao gerado pelas equacoes VAX ¢ap, segue que as
9 9

~ ~ . . . / s . .
Equacoes de Maxwell sdo satisfeitas se, e somente se, o sistema VAY ¢ 45 = 0 é satisfeito. O
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Capitulo 4

Congruéncias Nulas de (Geodésicas
Shear-free

O objetivo deste capitulo é definir uma congruéncia nula de geodésicas shear-free e obter uma relacao
com os spinors. Vimos que todo spinor estd relacionado a uma diregao nula em M pelo Teorema [2.3.7]
Além disso, toda direcao nula estd associada a dois spinors £4 e —£4. Se tivermos um campo vetorial
nulo sobre M, isto é, um campo vetorial L onde para todo v € M o vetor diregdo L(v) é um vetor
nulo, poderemos fazer a associacdo de cada vetor nulo em T, M a um spinor £(v). Assim com no caso
de Geometria de Superficies, onde temos a liberdade de escolha para o campo normal a superficie entre
N e —N, podemos escolher entre £4(v) e —¢4(v) de tal forma que variando o ponto v temos um campo
suave.

Neste capitulo, exceto quando expresso o contrario, U C M sera um aberto em M, .

A

Definicao 4.0.12. Um campo spinor n” é uma aplicagao

nt U — B,

tal que para cada ponto de U associamos a um vetor spinor n(v). Dizemos que o campo é suave se

para cada A = 1,0, n*(v) é uma fungao complexa suave em v.

Observacao: Se trocarmos B* por B, B™* ou B’ na Definicao [4.0.12} obteriamos campos spinors con-

. . . . ’ .
jugados e duais, respectivamente definidos como n4,n~ ,nx/. Dado um campo spinor n obtemos o seu

conjugado pela férmula em (2.1.1)), isto é:

nt = —ny,
{ . 0 (4.0.1)
n-=mnm.
Algumas defini¢coes importantes seguem.

Definicao 4.0.13. Uma congruéncia em U C M é uma familia de curvas que cobrem U, isto é, para
cada v € U existe uma unica curva r diferencidvel e regular da familia passando pelo ponto v. Dizemos
que a congruéncia é nula se elas sao curvas integrais de um campo nulo, ou seja, se para cada ponto da
curva 7, o seu vetor tangente [(v) é um vetor nulo e se o campo L = {l(v);v € U} é um campo vetorial

suave em M.
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Definicao 4.0.14. Uma pré-geodésica é uma curva diferenciavel regular que admite uma reparame-

trizacao tal que a curva reparametrizada é uma geodésica.

Definicao 4.0.15. Uma congruéncia nula é dita geodésica se cada curva da congruéncia é uma pré-

geodésica em U.

Relembramos que para uma curva ser pré-geodésica é necessario e suficiente que para todo v € U
o vetor 1°0,1% deve ser paralelo a [, onde | = (1) = (I',12,13,1%), isto é, 10,1 = A\(v)I%, para alguma
funcao escalar A\(v).

O objetivo agora é criar a ponte entre o campo L e um campo de spinors n.

Definicao 4.0.16. O Espaco de Minkowski complexificado, denotado por Mc, é o espaco C* munido
do tensor complexo

ge(z,w) = zywy + 20wy + 23w3 — 24wy,
com z,w € Mc.

As definigoes relacionadas com a norma de Lorentz sao estendidos para o caso em Mg, em particular,
a de um vetor nulo.

Um referencial mével ortonormal {e,} = {e1,e2,€3,e4} é formado por quatro campos vetoriais em
M tal que para cada v € U, ng = g(eq(v), ep(v)) é dada por

100
lo1o
=10 0 1

o O O

000 —1
Devido a Penrose e Newman, existe uma “boa escolha” de espago para estudar campos nulos em M.

Este espaco é chamado de tetrad nulo e é definido a seguir

Definigao 4.0.17. Um tetrad nulo é uma segao do fibrado tangente de Mc¢, denotado por {l,n,m,m}
formado por dois vetores nulos reais, [ e n, e por um vetor nulo complexo m e o seu conjugado m. Além
disso, pedimos que
gc(l,n) = —1
gc(m,m) = 1. (4.0.3)

Um tetrad nulo estd relacionado com um referencial mével em M | {e,}, pelas seguintes relagoes:

1
ZZE<63—64>,
m—i(e—i—z’e)
- \/§ 1 2)
_ 1( )
m = —(e; —iey),
NG 1 2
ey + 1)
n = ———(e3+ey).
\/53 4
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er = V2Re(m),

es = V2Im(m),

es = g(l—n),
V2

€4 = —7(1 +n),

Por causa da relagao biunivoca entre o tetrad nulo e referencial mével ortonormal, podemos definir
um operador diferencial linear associado a base do tetrad nulo, isto é, se a derivada parcial na direcao
e1 € 0., = 01, entao, podemos definir a derivada parcial na diregao [ como sendo 0, = \%(863 —0,) €
analogamente para os outros casos. Notemos que esta definicao esta de acordo com o operador definido
anteriormente para campos eletromagnéticos em ((3.2.5)) .

Observemos que dado um campo nulo L, podemos fazer com que I(v) = L(v), isto é, que o campo
L seja um dos campos nulos do tetrad nulo. O objetivo agora é juntar essas definicbes com o campo
spinor.

Como B = C? possui dimensao 4 sobre R, podemos definir campos de spin frames {0 (v),i(v)},
onde v € U. Pedimos que {0”(v),i?(v)} satisfaca algumas condigoes: primeiramente, que €507 = 1,
e consequentemente sejam linearmente independentes; exigimos também uma condi¢cao a mais sobre
i4, que serd equivalente a ele ser transportado paralelamente ao longo das geodésicas geradas por [.
Chamaremos estes campos {0?(v),i“(v)} como um dyad sobre U C M.

Definigao 4.0.18. Chamaremos de dyad como os pares de campos spinors {0?,i4} tal que 0414 =

eapoi® =1 e 1°0yi* =0 para A =0, 1.

Podemos relacionar cada tetrad nulo com um dyad e vice e versa. Seja {l(v),n(v), m(v), m(v)} um
tetrad nulo. Entao [(v) é um vetor nulo e portanto podemos definir um spinor relacionado com [(v)
para todo v € U. Definimos entdo o”(v) como sendo o spinor equivalente a [, satisfazendo as equacoes
em cada coordenada dada por

1% = 0% 0%0%
onde escrevemos a relacao como [ <+ 0(v). Analogamente, podemos definir um spinor i# satisfazendo

as equacoes

A

=X’
7 )

n® = ofxi
=/
m® = 0% 0,
_ _X'.
me = 0%y 0 i
A mesma relacao pode ser usada para que dado um dyad possamos definir um tetrad nulo.
Uma observacao importante é que, por conveniéncia, as vezes interpretaremos cada campo de spinor

n?(v) como uma funcao de {u, ¢, (, v} ao invés de {x,y, z,t}, onde cada incégnita {u, (,(, v} é dada por
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1 ) ,
u = E(z —t), (= Hx+iy), (4.0.4)
1

_ L

fzﬁ(m—iy), v=—d(z+1). (4.0.5)

Assim, nessas coordenadas, n(v) = n“(u, ¢, (,v) e portanto, podemos definir o operador diferencial

nos campos spinors.

Definicao 4.0.19. O operador VAX' nos campos spinors é dado por

vl o= 9
vYo= 9
Vo= o,
v = o

O que coincide com a definigdo dada no caso dos campos eletromagnéticos (3.2.5)) e consequentemente

com a do tetrad nulo.

Vamos agora definir a nocao de “shear-free” para uma congruéncia de geodésicas nulas. Seja v uma
geodésica de uma congruéncia de geodésicas nulas e considere [ = 7' o campo tangente a 7. Escolha um
referencial ortonormal paralelo ao longo de v, {e1, €2, €3, €4}, de forma que [ = \%(63 —ey) e gle,l)=0
e g(es, 1) = 0. Chamamos o espago gerado por ey, e; de Screen Space.

Considere agora um campo de Jacobi J ao longo de v que esteja contido no Screen Space. Associado
ao referencial mével {eq, e, e3, €4}, considere o tetrad nulo {l,m, m,n}. O plano gerado por e;, s pode
ser escrito em termos de m e m e como estamos supondo que o campo de Jacobi J esta nesse plano,

escrevereos

J*=7zm*+ zm®, z€C, (4.0.6)

Como o campo de Jacobi estd naturalmente associado a uma variagao ([4], pg 95) e pelo chamado

Lema de Simetria ([4], pg 59) segue que

1°0,J% = JP0,1". (4.0.7)

Substituindo a equagao acima (4.0.6) em (4.0.7)) obtemos que

P0,J* = J°0°
AP0, (ZmS + 2m®) = (ZmP 4 2mP) 0,1

m“lb8b§ + malbf)bz = Zmbabl“ + zmbﬁbl“
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Multiplicando os dois lados por m,, relembrando que m® é nulo e por (4.0.3) m,m* = 1, obtemos
que

S ma(mlP0yz + ml%0y2) = ma(ZmPoyl® + 2mPoyl")
s (DP0hz = zZmamboyl® + zmambo,le
S 10z = 0z4 pz,

onde

o = membo,l®

p = mgmlopl°.

Em o, podemos subir e descer o indice a. Isso é feito da mesma maneira que em M, porém usando a
matriz ng®, onde ng* é a matriz relacionada com o tensor gc¢ aplicada no tetrad nulo. Assim, [* = ng?l,,
e teremos que

o = mym’ol®
= mambﬁbna“la
= na“mambﬁbla
= mmboyl,
E isto motiva a seguinte defini¢ao

Defini¢ao 4.0.20. Seja v uma geodésica em U C M e {l,m,m,n} seu tetrad nulo associado. Chama-
remos de shear, denotado por o, como sendo o valor

o =m*mOyl, (4.0.8)
Definigao 4.0.21. Dizemos que 7y é shear-free se em v é satisfeito a equagao o = 0, isto é
mm°Oyl, = 0 (4.0.9)

Uma representagao geométrica do que vém a ser shear-free pode ser encontrada em ([9], pg 46-48).

Podemos entao definir uma congruéncia nula de geodésicas shear-free.

Definicao 4.0.22. Uma congruéncia nula de geodésicas shear-free ¢ um campo vetorial nulo suave L
em U C M tal que suas curvas integrais sao pré-geodésicas que cobrem U, e os vetores L(v) em cada
ponto v € U satisfazem as equacoes de serem shear-free.

Finalmente estamos aptos a criar a relagao entre congruéncias de geodésicas nulas shear-free e spi-
nors. Queremos encontrar uma condi¢ao necessaria e suficiente para representar a congruéncia nula de

geodésicas shear-free como uma equacao “simples” na forma de spinors e finalmente juntarmos com as
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equacoes em forma de spinors para campos eletromagnéticos dada pelo Teorema [3.2.11]e assim concluir-
mos o Teorema de Robinson.

Voltamos agora para o caso da congruéncia nula por geodésicas shear-free. Dada uma congruéncia
nula, L(v), podemos entao definir o primeiro termo do tetrad nulo como [(v) = L(v). Isso define um
campo spinor n“*(v). Escolhemos um spinor i# de tal forma que {n4,i4} seja um dyad. A partir desse
dyad, podemos definir um tetrad nulo {l,n,m,m}. Dessa forma, temos que

L%(v) = 1" = o m” ™,

onde relembramos que o9y, sao iguais a

, 170 1
Oaxr = ——=
ol

UQAX/ZL{O.i]
V2| —i 0]’
3 B 1 1 0
o =[5 4]
4 B 1 10
- -5 [31)

A condicdo para que L(v) seja pré-geodésica é equivalente a L°9,L* ser paralelo a L para todo
v € U C M. Segue entao uma pequena proposicao:

Proposicao 4.0.23. O operador diferencial 10, = L0, é equivalente em campos spinors a ngny VZY".

Demonstragio. Notemos que L(v) = [* = 0%,n*n~ . Segue da Definicio e da Definigao m
que
o axr = n"(0s"" epa)yix

VAX’ _ O,aAX’ (naaaa)

Portanto, segue diretamente do célculo que

L), = o%n*n¥a,

— (nab(O_bBY’EBA)EYIXI)nA,FLX/aa

A-X' BY’ — ab
= n"n" (0" epaéyrx )N 0,
!

Y nab 8@

/

AﬁX’(EBAEY/X’)UbB
ﬁX/ (EBAEY/X/)VB
AﬁX’ VBY’ (EBAgY’X’)

oy
AnX VAX"

I
3 3 3 3
o

A

7 . v _ ’
Porém e4Pe,p = €45 = —03, e assim temos que n®nY Vpy: = (—1)%npny VB,
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Proposicao 4.0.24. A equacao da pré-geodésica para campos spinors é equivalente a exigir que ngfy: VY nt

A

seja paralelo a n”, ou seja, que

_ !
nangny' VB nd = 0.

Demonstracao. Temos que

_ oyt
)l = npiyVpy (chon'n™)
_ oyt
= oY% xnpiy Vpy (n'nX)
_ _x/ st
- U?XX’(”B”Y’?"LAVBYIRX + nphy i VBY/nA)

— — ! . _ _ /
Se queremos que nphy:'Vpy (n“nX') seja paralelo a n?, queremos que npiy'V gy (n4n¥) = A(v)n4,
onde A(v) é uma fungao complexa diferencidvel em M. Por causa do Lema|2.1.2] itens a e b, uma condicao
necessaria e suficiente para dois spinors €4 e n? sejam linearmente dependentes é que é4n = 0. Logo,

pedimos que

_ _ / _ _ /
na O'ZX/(?”LBTLY/TLAVBY/TLX —i—any/nX VBY/TLA):| =

_ _x! _ _x
4 nA(any/nAVBy/nX + any/nX VBy/nA) =

0
0
@nAnBﬁy/ﬁX/VBy/nA =0
@ﬁX'(nAnBﬁy/VBy/nA) =0

0

= (nAnBﬁy/VBy/nA) =

A X'

Onde na terceira linha usamos que nyn” = 0 e na quarta comprimimos n* , isto é, multiplicamos

por um spinor {y dos dois lados tal que £x/a* = 1, como feito no Lema m O

Analogamente, obtemos que a condicao de ser shear-free é equivalente a

- !
o =nangiy' V2 nt = 0.

Como {n?,i4} formam um dyad, entdao {fy,iys} formam um dyad em B"*. Assim, a mesma curva
serd parte de uma congruéncia nula de geodésicas shear-free se, e somente se, ela satisfizer as equacoes
de ser geodésica e shear-free ao mesmo tempo, ou seja,

Ey/(nAnBVBY'nA) =0
Ry (nAnBVBY/nA) = 0.

Porém, como {fiys, 1y} sao linearmente independente, a tinica maneira desse sistema ser satisfeito

A

/7 ’ . A . 7 7 . .
é se nanpVPY nt = 0. Assim, uma congruéncia nula n? serd de geodésicas e shear-free se satisfizer o

seguinte sistema de equagoes:

nangVE ' nt =0, Y =01 (4.0.10)
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4.0.1 Exemplo

Um exemplo é o seguinte: considere o campo spinor constante ao longo de todo v € M dado por

n?(v) = (0,—1). Para que {n?,i*} forme um dyad, podemos escolher i*(v) = (1,0). Usando o fato de

que [* = 0% mnX" obtemos que:

(0(n'a") + 1(n'n%) + 1(n°a") + 0(nn?))

5(0+1(0)(=1) + 1{(=1)(0) + 0(=1)(—1))

G-

= 0.

2 __ 3 __ 1 - 1
Analogamente, obtemos que [ =0, [ =75 * = f Portanto

= (007 73)

define em M uma campo nulo, onde suas hnhas integrais sao geodésicas nulas shear-free. Isso segue
imediatamente do fato que, por ser constante, VZ¥'n4 = 0. Além disso, as linhas integrais sao retas que
possuem [ como vetor tangente em cada ponto, o que sao geodésicas shear-free. Como todas as retas
sao paralelas, nao existe um ponto v € M que possui duas retas dessa familia e todo M é coberto por
essas retas. Logo [ é realmente uma congruéncia nula shear-free.

Completando o tetrad nulo, obtemos que

1 1
- 0707__7__
! ( V2 2>
1 7

" (ﬁ’ﬁ’o’o)
o (5

Usando (4.0.4), obtemos que a relagdo que define o referencial mével {e*(v)} é dada por

er(v) V2Re(m),
es(v) = V2Im(m),
V2

es(v) = T(Z—n),
) = —L+n),

e portanto,
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er(v) = (1,0,0,0),
es(v) = (0,1,0,0),
es(v) = (0,0,1,0),
es(v) = (0,0,0,1).

Uma observacao: uma definigao formal do que vém a ser um campo spinor sobre uma n—variedade
envolve um formalismo que vai muito além das necessidades deste trabalho. De fato, assim como os
campos vetoriais sao definidos a partir de uma secao do fibrado vetorial, os campos spinors sao formal-
mente definidos como uma se¢ao do fibrado spinor (um fibrado vetorial complexo sobre a n—variedade
relacionado com o fibrado principal tal que o levantamento do Mapa Spin sobre SO(n) é um recobri-
mento duplo). Porém, nossa variedade é o R?*, que ¢ flat e admite uma paralelizacio, e essa definicao
coincide com a definicao feita neste trabalho.
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Capitulo 5

Sobre a relacao entre Campos
Eletromagnéticos Nulos e Congruéncias de
Geodésicas Shear-free

Neste capitulo, iremos mostrar que podemos associar um campo eletromagnético nulo a uma con-
gruéncia nula por geodésicas shear-free e que, reciprocamente, dada uma congruéncia nula por geodésicas
shear-free, existe uma familia de campos eletromagnéticos nulos associados. Na segunda secao, prova-
remos, através de uma generalizacao do teorema de Frobenius, que o sistema sempre possui solugao e
assim, teoricamente, concluimos que toda congruéncia nula de geodésicas shear-free estd associada a
uma familia de campos eletromagnéticos nulos.

Existe uma ambiguidade na notacao de Penrose-Newman. O simbolo n? por vezes denota um campo
spinor e outras vezes denota os componentes de um campo spinor. Portanto, cuidado deve ser tomado

4 ¢ uma congruéncia nula por geodésicas

sobre o que representa o simbolo n.Além disso, falaremos que n
shear-free se o campo spinor n* define uma congruéncia nula por geodésicas shear-free.

Devido aos céalculos e a necessidade de usar diversas variaveis como indices, a notagao sofrera algumas
mudangas. Primeiramente, a distin¢ao entre os indices dos espagos B e B’ sera feita unicamente pelo
simbolo ’. Isto é, até agora, usamos indices A, B,C,--- para spinors em B ou B* e X', Y’ ... para
os espacos B, ou B™*. Porém, agora poderemos usar A’ como indice para indicar um spinor em B’ ou
algo relacionado a B'. Por exemplo, podemos denotar nX por n?’, VAX' por VA4 ou V’/7', onde a
“linha” é que faz a distincao entre os espacos. Outra observagao importante é que a partir desta secao,

4 serd um campo spinor e, num abuso de notacdo, o chamaremos somente

A

exceto expresso contrario, n

de spinor. Nesta segdo, um (campo) spinor n** é, para cada escolha de A = 0, 1, interpretada como uma

funcao complexa diferencidvel do espaco de Minkowski, isto é n' : M +— C e n : M+ C.

A

Aproveitamos para relemebrar as relagoes entre n e ny, isto é, um (campo) spinor e o seu dual:

nl = —Ny,

n® = n,.

Considere um spinor simétrico ¢4p que representa um campo eletromagnético nulo F'. Pela Pro-
posicao m , segue que ¢p4pd P = 0 e portanto existe um autospinor n? tal que ¢papn? = 0.
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Lema 5.0.25. Se ¢4 é um spinor simétrico que representa um campo eletromagnético nulo e n? seu

autospinor, entdo a condicio ¢4pn? = 0 é equivalente ao sistema

¢spnc — ¢peng = 0. (5.0.1)
Demonstracao. Primeiro, notemos que
¢apn” = dape’’n,; (5.0.2)
= daoe”'n1 + dare'’ng (5.0.3)
= ¢oan1 — Gaing (5.0.4)
(5.0.5)

Notemos que os outros casos, como se C' = J, sao zero por simetria de ¢5. Segue entao que se

dapn? =0 & ¢ypne — dpeng = 0.
Il

B

Proposicao 5.0.26. Seja ¢4 um spinor simétrico nao nulo e n” seu autospinor nulo associado. Se

. ! ~ !
b ap satisfaz VA ¢ 5 = 0, entdao npn,; V7' nf = 0.

Demonstracao. Por hipotese, temos que

¢apn® =0 (5.0.6)

Segue do Lema/|5.0.25|que, diferenciando a equacio acima ((5.0.6) por V7', usando a regra do produto
e posteriormente multiplicando os dois lados da igualdade por n;,obtemos que:

¢apn® = 0 (5.0.7)
(V! pap)n® + pap(V'7'nP) = 0 (5.0.8)
ny (V' pap)n? +nsoa5(V77'0P) = 0 (5.0.9)
(ny V' pap)n® + ¢papn, V7P = 0. (5.0.10)
Analogamente, diferenciando (5.0.1) por V77" :

(VJJ/¢JB)nC + ¢V e — (V‘]‘]I¢Bc)7w — eV 'ny; =0 (5.0.11)

Como por hipétese V'7 ¢ ;5 = 0, a equacao de (5.0.11)) é igual a:
quBV‘”/nc — (Z5BCvJJ/7LJ = (VJJlgzﬁBc)nJ (5012)

Usando o fato que ¢pc = ¢cp e que por hipdtese ¢popn®? = 0 e ¢ pn® = 0, obtemos ao multiplicar
(5.0.12)) por n? que
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b0V ne — pepn®V7'7 g = 0Py (V7 ép0) (5.0.13)
0 = nPn,; (V7 dpe) (5.0.14)
0 = (ny (V"7 ¢pe))n®. (5.0.15)
Renomeando C' por A e novamente usando a simetria de ¢pc, obtemos que
(ns (V7 ¢pap))n? = 0. (5.0.16)

Substituindo essa informagao de ((5.0.16|) na primeira equacao (5.0.10]), obtemos entao que

’
quBnJVJJ TZB = 0.

Portanto, n,V’?'n®f é um autospinor de ¢ 45 que possui 0 como autovalor e portanto é paralelo a
nB, isto é, n;V’/7'nP = An®, para alguma funcio complexa diferencidvel X : M — C . Isto implica que,

como npn® =0,

np(n; V77 n?) = 0.
0

A

Definigao 5.0.27. Dizemos que um spinor n* é uma congruéncia (de geodésicas) nula shear-free se ny4

satisfaz

nn;V’7'nP =0 para J =01 (5.0.17)

Vemos que esta defini¢ao é a mesma que (4.0.10)). Uma consequéncia imediata da proposigao ((5.0.26)
é que um spinor n? tal que ¢4pn® = 0 é uma congruéncia nula shear-free se ¢4p for um campo
eletromagnético nulo. Esta é a primeira relagao entre campos eletromagnéticos nulos e congruéncia de
geodésicas nulas shear-free, isto é, se um spinor simétrico ¢ ap define um campo eletromagnético nulo,
entdo seu autospinor € uma congruéncia de geodésicas nulas shear-free. Para obtermos uma reciproca

precisaremos de alguns lemas importantes.

B

Lema 5.0.28. Seja n um spinor. Se n;V7/7/'nP é paralelo a n”, entdo existe um spinor ¢’ tal que

! ! .
nyV77 ' nB = ('nPB. Chamaremos este argumento de argumento do paralelismo.

Demonstracdo. Para J' = 1, temos que existe uma funcao complexa ¢! tal que

! !
nJle nB — Cl nB

Pelo Lema [2.1.2] existe um spinor ¢4 tal que égn? = 1. Defina ¢ como

! !
¢ =&pn, V0"
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Analogamente, definimos
¢ = &ny V70"

1/
. . . ’
Assim, fica definido o spinor ¢/ = [ gol } O
Uma observacao: a ferramenta algébrica usada na construgao do argumento do paralelismo motiva

4 um spinor e ¢4 o spinor que satisfaz n4¢4 = 1. Dada uma equacao que

A

a seguinte terminologia: seja n
depende de n?, chamaremos de comprimir um spinor n* como multiplicar ambos os lados da igualdade
pelo spinor &4.

No Lema comprimimos o spinor n” a fim de isolar ¢V. Porém, muito cuidado deve-se ter
quando se comprime um spinor para que a notagao de somatério nao seja prejudicada. Voltemos
nosso foco para a construgao de campos eletromagnéticos. Podemos também construir campos eletro-

magnéticos nulos a partir de congruéncias (de geodésicas) nulas shear-free como explicado a seguir:

Proposicao 5.0.29. Seja n* um congruéncia nula shear-free. Se um spinor simétrico ¢, satisfaz

papn® =0, entdo (VA4 ¢,5)n" = 0.

Demonstracdo. Aplicando o operador diferencial VA4 em ¢pcn® = 0, temos que:

(VA 6pc)n” + opc(V44n") = 0.

Multiplicando os dois lados por n4 obtemos que:

(nAVAAI¢Bc)nB + (bBCnA(VAA/nB) =0. (5.0.18)
Como demonstrado anteriormente no Lema [5.0.25, ¢4zn” = 0 implica que

¢apnc — ¢pena =0 (5.0.19)

Diferenciando a equacao (5.0.19) com o operador V44’ multiplicando ambos os lados por n” e

usando o fato de que ¢papn® = 0, como feito anteriormente, temos:

¢apnc — ¢pena =0 (5.0.20)
=1 chAA,QsAB + ¢ABVAA,TLC - TLAVAAI¢BC - ¢BchAlnA =0 (5.0.21)
s 0PV bun + dapn®VA%ne — nan®VA% e — dpen®VA4N, =0 (5.0.22)
= nAnB(VAA/¢Bc) = anC(VAA/¢AB) (5023)
& na(Vppo)n® = nP (VA% ap)nc. (5.0.24)
Usando a igualdade acima (5.0.24)), segue de ((5.0.18) que
nB(VAA/gbAB)nC == —QZSBcTLA(VAA,TLB). (5025)
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Pelo argumento do paralelismo, Lema [5.0.28] a natureza shear-free de n? implica na existéncia de
um campo de spinor ¢4 tal que

nao(VAnP) = ¢A'nb, (5.0.26)
Como ¢gen® =0, (5.0.25)) é equivalente a

nB(VAA/gbAB)nC = —gbBanCA’ = O

Logo, comprimindo n¢ (pois nao estd em somatoério), temos que

nB(VA% pp) = 0.
O

Seja ¢ 4p 0 mesmo que o definido na Proposigao acima e defina 174 como o campo de spinor tal
que oo = nanpg. A natureza simétrica de ¢p4p implica que 0 = ¢pap — dpa = Nanp — Nna e portanto,
quando B # A, temos que 0 = nang — ngna = nan.

Entao, existe uma funcao escalar s tal que n4 = kns. Temos entao que ¢pap = Knang. Como
nP(VA%pp) = 0, de maneira similar ao argumento do paralelismo, existe um campo de spinor &4
tal que VA5 = 4np. Entdo, ¢4 pode ser representada em termos de &, ng e ¢4 (definida
implicitamente em (5.0.26) pela equacao n4(VA4n?) = (4 'nP) da seguinte maneira:

Diferenciando ¢4p = knng, obtemos que:

VAA/QSAB = (nAVAA//i)nB + /i(nAVAA/nB + nBVAA/nA)

= {nAVAA/Fo + (VAA/nA + CA/)IQ}TLB,

onde descemos B nos dois lados da equacio de (4. Pela definicao de €4 como £4'npg = VA% 45,

temos que:

VA up = {naV*?% + (VA0 + ¢V )rng

g = {naVH% + (V4 + (Y)rjns.
Comprimindo ng dos dois lados, obtemos que

Y = VA% + (VA0 + ¢k

Logo, se a funcao k satisfaz

nAVA%% + (VA% + (M) = 0.

’ ’ ,
teremos que £ = 0 e, consequentemente, VA4 ¢,5 = 0. Portanto, ¢ap = knanp serd um campo

eletromagnético. Resumindo, temos o seguinte teorema
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Teorema 5.0.30 (Robinson). Seja nt um campo spinor, tal que suas funcoes n' e n’ sdo funcoes

complexas analiticas, que define uma congruéncia de geodésicas nulas shear-free em U C M e ¢4’ o spinor
definido como n VAYn? = (A'nP. Seja k : U + C uma funcao complexa, x(v) = x(u, ¢, ¢,v), v € U,
onde {u,(,(,v} sdo definidos como em (4.0.5)), isto &,

1 .
UZE(Z—U, (= gz +iy),
| ,
C:E(m—w), v=—5(2 + 1),
entdo, se k(v) satisfaz

naVA % + (VA4 + (M =0 (5.0.27)

temos que ¢ = Knanpg ¢ um campo eletromagnético. Além disso, se ¢4p é 0 spinor simétrico que
define um campo eletromagnético nulo, entao seu autospinor associado n* define uma congruéncia nula

por geodésicas shear-free.

A equagao (5.0.27) acima é um sistema cuja existéncia de solu¢ao nao é ébvia. Mostraremos agora
que tal sistema possui sempre solucao, assumindo que os componentes de n“ sdao funcoes analiticas em
{u, ¢, ,v} e assim concluimos o Teorema de Robinson.

5.1 Existéncia de solucoes para ([5.0.27

O objetivo desta se¢ao é demonstrar que o sistema sempre possui solucao. Para isso, iremos
usar ferramentas de solugoes de sistema de EDP’s quasilineares para obter um sistema equivalente.
Depois, usaremos o famoso Teorema de Frobenius para obter uma condicao suficiente para a existéncia
de solugoes para o sistema equivalente e assim demonstrar que o sistema sempre possui solucao.

Queremos resolver o sistema para k. Para isso precisaremos de algumas ferramentas de
resolucao de equagoes diferenciais. Como a teoria por tras destes métodos foge um pouco do objetivo
deste trabalho, iremos citar a teoria com suas respectivas referéncias. Em primeiro lugar, notemos que
o sistema ([5.0.27)) é um sistema de equagoes diferenciais quasi-lineares. Além disso, procuraremos uma
solucdo para x dependendo de {u,(,(,v} vendo cada uma dessas varidveis como varidveis complexas
independentes. Se obtivermos uma solugao (num aberto de C*), podemos restringir para quando u e v
sdo reais e ¢ sendo o conjugado de (.

Podemos, como explicado no livro de Courant e Hilbert ([5], pg 31), pensar em x como uma nova
variavel independente em C e dessa maneira obter um novo sistema de equagoes diferenciais, agora
linear, que é equivalente ao sistema quasi-linar (5.0.27)). Este novo sistema estd definido em C°, pois
dependerd das incognitas {u,(,(,v,x}. Apesar de ser escrito para o caso real, o teorema usa como

hipotese funcoes analiticas e uma extensao para a teoria complexa existe quando tratarmos de fungoes
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complexas analiticas (holomorfas). Assim, o sistema ([5.0.27) é equivalente a obtermos uma solugao
implicitamente dada por uma funcdo ¢(u, ¢, (,v, k) = ¢;, onde ¢; sdo constantes, que satisfaz o sistema

! / ! a
(nAVAA — (v nA+§A)/£a—> ¢=0 (5.1.1)
K
Definimos entéo os operadores X4 em C® por
A’ AA AA’ Al 0 I AT
X% =na VA — (VA nyu 4+ ¢ )/-@a— A =01
K

Definigao 5.1.1. Seja X;(i = 1,2,...,m) operadores diferenciais em C", onde m < n. Dizemos que o
conjunto desses operadores {X;}7, é involutivo, ou um sistema completo, se existem funcoes \;jj, para
1,7,k =1,2,...,m tal que

leX Z )\zijk

onde

Xi, X)) = XiX; — X, X;

Existe uma generaliza¢do do teorema de Frobenius para fungoes complexas holomorfas em ([3], pg

14) como enunciado a seguir:

Teorema 5.1.2 (Frobenius). Seja Ly, - -, L, campos vetoriais lineramente independentes holomérfos
numa vizinhanca V' C C™. Suponha que o subfibrado V de T'C gerado por Lq,---, L, é involutivo.

Entao, existe coordenadas holomorfas wy, ws, - -+ ,w,, tal que, num aberto U C C™, V é gerado por
o o o

ow1’ Owsy’ ) Qwnp

A estratégia para resolver o sistema equivalente ((5.1.1) é a seguinte: se provarmos que {X4'} é

involutivo, teremos, por Frobenius, que existira um aberto U C C® e um novo sistema de coordenadas

0 0
dw: ? Ows

o mesmo que o gerado por {X"| ¢ 0/} Podemos, por Frobenius também, construir localmente uma

1 o e
hiper-superficie tal que o seu hiper-plano tangente é o mesmo que o gerado por {XV, XY, 8w3, Sus

Esta hiper-superficie define a funcao ¢(u, ¢, (, v, k) e que satisfaz o sistema, . Podemos, sem perda

de generalidade, assumir que 2 é o campo associado ao vetor normal a hiper—superficie e que -2 nao
) Ows Ok

{wy,- - ,ws} relacionado de maneira holomorfa a {u, ¢, (, v, k}, tal que o plano gerado por sera

pertence ao hiper-plano tangente. Assim como feito no caso de superficies em R3, podemos entao escrever
localmente a hiper-superficie como grafico da funcao «, isto é, a hiper-superficie sera, localmente, escrita
como (u,(, ¢, v, k(u,(, (,v)) e, por construcao, k estd relacionado com ¢ solucao do sistema que
é equivalente ao sistema e, portanto, x serd a solucao desejada.

Assim, existird uma solugéo k se o sistema X; for involutivo.

A

. A . ! . . ’
Teorema 5.1.3. Seja n? uma congruéncia nula shear-free e (4" o spinor definido como n, V44 n?

¢4'n®. Entao o sistema linear de operadores {X4'} 4_y/ 1/ definido por
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XA = vAA — (VAA/nA + CA/)K%

¢ involutivo.
Demonstrag¢ao. Sabemos que
[Xi, Xj] = —[X;, Xi).

. . , .« . ’ ~ ~
Primeiramente, notemos que & agora ¢ uma varidvel independente e que n4 e ¢4 sdo funcoes que

nao dependem de k. Como

XY =y VAY — (VA% + CO/)FLQ
Ok
XY =ngVB — (VP np + Cl/)li%.

/ / .
Logo, calculando os termos X% X! e lembrando que as derivadas comutam, temos que

XO/XI/ = nA(VAO'nB)VBll +’I”LATLBVAO,VBY
! I ! a
—TLAVAO (VBl npg -+ Cl )Hﬁ
! ! / a
_ Bl 1 A0 9
nA(V ng + C )mV Ok
! ! a I
(A0 0 Y oB1
(V¥na+(¢ )/mBaKV
! / ! i 8
+(VA%4 + Y r(VB g + ¢! )%
! / ! ! 82
(VA% + )YV np + ¢ )H2%.
Analogamente, temos que
XUx" = nB(VBllnA)VAO/—l—anAVBl/VAO/
_nBvBll(vAO’nA _'_CO’)KI%
/ / ! a
_nB(VAO N + CO )RvBl %
! I 8 !
—(VBnp + (! )%nA£VA0
! ! ! / a
+(VB g + (VA% + ¢° )ﬂ
i ! ! / 82
+(VB1 npg + Cl )(VAO na + CO )/ﬁ:zw.
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Notemos que varios termos sio iguais, e portanto, quando calculamos [X*, X1'] = X0 XV — XV X"
obtemos que:

X", X' = [nANAO’nB)vBl’ - nB(vBl’nA)vAO/]
A i ! a i / ! a
— lnAVAO (VB1 ng + ! )/@'& —ngVB! (VAO na + ¢° )/@'&

. . ~ . . / !
Simplificaremos cada uma das expressoes em chaves. Primeiramente, como ngV3%n, = nu(?,

temos que:

naCa VA = naCo VA 40V
— (nAcl’)vAO' o (nAcol)vAl/

’ / / ’
= nBVBl nAVAO - HBVBO nAVAl y

que, fazendo os ajustes com as letras, concluimos que

_(nACA/vAA/) _ nA(vAO’nB)vBl’ . nB<vBl’nA>vA0/

Uma conta andloga mostra que

/ ’ ! a / / / a ’ / a
nAVAY (VB np + (M= — npVB' (V%4 + (== | = |(ma VP4 V05 + na VA4 () —
Ok Ok Ok
Portanto,
/ / ’ / / a
[XO ,Xl ] = —?”LACA/VAA — (nAVBA/VAA np + TLAVAA CAI)H% (5.1.2)

Simplificaremos o segundo termo em parénteses. Diferenciando com o operador V¥, a relacao
/ !
naVA%ng = (Y np, obtemos que

/

naVE V%5 + (VB4 a) (VA% np) = ¢AVE anp + (VB4 )np

Agora, notemos que

(VEu¢ e = npVP e (p
= nBeA’B/VBAlgB/

! ’
= TZB(—EBA )VBA’CB’

= —’[’LBVBB/CB/

Assim,
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nAVBA/VAA/nB + (VBA/HA)(VAAIHB) = CA/VBA/TLB - nBVBB'CB/

nAVBA/VAAITlB —+ HAVAAICA/ = CA/VBA/TLB — (VBA/nA)(VAAlnB).

Mostraremos agora que:

(VBA/HA)(VAAITLB) =0.

! .
Como (VP 4m ) = epa VPP ny, calculamos os sistema para A’ = (' e B’ = 1’ e obtemos que

(e a VP na) (V) = (VP 'na) (VA 05) — (VP na) (VA np).

Substituindo os valores em A e B por 0, 1, temos que a soma é zero. Logo,

nAVBA/VAA/nB + nAVAA/CA/ = CAIVBA/TLB = CA/VBA/TLB. (513)

Relembramos que ¢4¢* = 0. Assim, substituindo a equacao (5.1.3) na equacao (5.1.2) obtemos

XY XY = o XY — XY

/ . . . .
Portanto, { X4} 4y 1 é involutivo e assim fica demonstrado o Teorema de Robinson. [
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Capitulo 6

O Teorema de Kerr

Neste capitulo iremos demonstrar o Teorema de Kerr, que basicamente nos diz como encontrar as
congruéncias nulas de geodésicas shear-free no espaco de Minkowski a partir de uma funcao analitica
arbitraria de 3 variaveis complexas. Logo em seguida, demonstraremos uma versao do Teorema escrito
na forma de Twistors, que é a maneira utilizada na maioria dos artigos relacionados com o tema.

Relembramos que uma congruéncia de geodésicas shear-free serd nula se, e somente se, ([5.0.17)

ocorre, isto é

ngnyV7'7'n? =0 para J =01

Lema 6.0.4. Se n?* é uma congruéncia de geodésicas nulas shear-free e se A é uma funcao complexa

diferenciavel, entdo An“ também é uma congruéncia de geodésicas nulas shear-free.

Demonstragdo. Relembramos que nan? = 0, Logo, segue que
(Mna)(Ang)VEX A = Nnynp(nAVEX X + AVEX nA)

= )\Q(nAnAnBVBX/)\ + )\nAnBVBXlnA)

= M(nangVF¥'nt)

= 0,
O]
Relembramos que
nl = —Ty,
no =ni.

Considere o dual n4 de uma congruéncia nula de geodésicas shear-free e o escreva na forma ng = Any.

. Y
Defina ¥ := Z—? = %;l e consequentemente n4 = —ng < . Por causa do Lema [6.0.4, quando tratado

-1
de congruéncia de geodésicas nulas shear-free, nao existe perda de generalidade se considerarmos n4 como

a= ()
somente ny4 = 1
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Relembramos os operadores diferenciais:
VAA’ _ Vlll Vlol _ \/Lﬁ(ag — 84> \%(81 + 262) _ 8’11, aC
Vo yo T5(00 — i) — (85 + ) O 0, )’

A

Lema 6.0.5. Seja n uma congruéncia de geodésicas nulas shear-free e 1 a congruéncia associada tal

. Y .
que Ny = ( 1 ) Neste caso, a equacao (|5.0.17)) se torna

n, V7 (V) = 0.

Demonstragao. Isso segue diretamente do calculo

!
ngn, V77 nP =
A A / A A A / A
V77 Rl + ngny VIR0 =
A A / A
R AYA e

V(YY) =

o O o O

DN . ~ ~
onde lembramos que V//'a! =0, poisa' =1en’ =Y.
Agora, expandindo a equacao acima, temos que

AV (YY) = 0
VY (V) 4+ V' (V) = 0.

Substituindo os valores dos operadores, obtemos que o sistema é equivalente a

(6.0.1)

Yo, Y — (95Y =0
Yoy —0,Y =0

Ou equivalentemente

(YO, — ;)Y =0
{(Y@C ) ai)Y 0 (6.0.2)

Podemos entao demonstrar o famoso Teorema de Kerr
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Teorema 6.0.6 (Kerr). Seja F' uma fungao analitica de trés varidveis tal que a equagao
FY,(+Yv,u+Y() =0

. ~ = ~ 1 , .
defina Y implicitamente como funcao de (u,v,(,(). Entdo n? = é uma congruéncia nula

Y
de geodésicas shear-free. Reciprocamente, toda congruéncia nula de geodésicas shear-free pode ser

representada localmente nessa forma.

Demonstragao. Seja Y uma solucao arbitraria do sistema (6.0.2)). Considere entao o sistema:

{(Ya“ —0)X =0 (6.0.3)

(YO, — 0,)X =0

onde X é fungao incégnita. Vamos verificar que este sistema é completamente integravel. De fato,
calculando o comutador [(Y'0, —0¢), (Y O¢ —0,)]¢, onde ¢ ¢ uma funcao diferenciavel arbitréria, obtemos

que

(YO, — ), (YO — 0,)]0 = (YOO — YO — YYD, + 0,Y0,)¢
= —(0u0)(0y = YO)Y — (0:0)(9r — YOu)Y
= 0,

pois Y é solucao (6.0.2)). Segue da teoria em ([I8], pg 294) que a solugao geral de (6.0.3) tem a

seguinte forma

X = (X1, X2),

onde X7 e X5 sdo solugoes independentes de (6.0.3]) e f é uma funcao diferenciavel arbitraria. Duas
solucoes independentes do sistema (6.0.3)) sdo encontradas diretamente, a saber: X; = (+ Yv e Xy =
w4+ Y, pois

Yo X1 —0,X1 =v(YoY —0,Y)=0.
Analogamente para Xs. Assim a solugao analitica mais genérica X deve ser dada na forma

X = f(X1,Xs) = f(C+ Yv,u+Y(). (6.0.4)

Portanto, como Y ¢é solucao, podemos escrevé-lo como

Y = f((+Yv,u+Y()

para alguma f analitica, ou equivalentemente definindo F' como
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FY,(+Yv,u+Y() =Y — f((+Yv,u+Y() =0.

Reciprocamente, se Y = g({ 4+ Yv,u + Y (), para alguma funcio analitica arbitréria g, um célculo

direto mostra que

{(Ya“ — )Y =0 (6.0.5)

(Y — 8,)Y =0

Pois, se ¢g; ¢ a derivada de g na primeira coordenada e analogamente para g, e usando a notacao

para derivada parcial a%Y =Y, e analogamente para as outras variaveis, temos que

YV, =a(Y,u)+p(1+Y,0) & Y, = 9%
1 —g1v+ g2
Ve = gu(Yoo) + oY +Y:0) & Vi — 292
1 —g1v+g2C

Segue entdo que Y = g(¢+Yv,u+Y () é solucio da primeira equacdo. Analogamente para a segunda
equagao e, portanto, concluimos o primeiro Teorema de Kerr.

]

Para continuarmos com a notacao de somatério, chamaremos de x4 de

Tay = u ¢ _ | Tun T
¢ v Tor Too |
Definigao 6.0.7. Chamaremos de (campo) twistor, denotado por Z, como um elemento de C* formado

por um par de dois (campos) spinors Z = (w4, 74/), onde w? e 74 sdo campos spinors.

Estaremos interessados num tipo especifico de twistor, que é conhecido como um tipo de twistor

nulo. Este twistor é escrito da seguinte forma Z = (nA, —inA:EAA/) = (n',nY, —inAz a1, —z'nA:vAO/) =
(2%), («=0,1,2,3).
Desta forma, podemos rescrever o teorema de Kerr na forma de twistors. Seja F' a funcao analitica
. , 0 0 05 ) .
como no teorema de Kerr, isto é, F(%,( + v, u + () = 0, onde n? é um spinor que define uma

congruéncia nula por geodésicas shear-free. Defina g, uma fungao homogénea de grau n satisfazendo a

g(l,Z—?,—i (u—l—Z—?C),—i <C+Z—?v))
= (%)ng (nl,no, —1 (unl + nof) ,—1 (Cnl + nov))
( ) g (0 —i ("ran))
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equacao:

0 0 0
n n n- -
F(E,CJrﬁv,u—FmC) =



Como F' = 0, temos que existe uma funcao f, homogénea de grau n, tal que

f(n?, —intrs0) =0,

A A A

onde (n, —inz44) é um twistor nulo Z = (n

,—in“x ). Portanto, o teorema de Kerr pode ser

reformulado da seguinte maneira.

Teorema 6.0.8 (Kerr). Os zeros de uma fun¢do homogénea analitica arbitraria f(Z¢), onde Z =

A Azaa), definem uma congruéncia de geodésica nulas shear-free n“. Reciprocamente, toda

A

(n?, —in
congruéncia de geodésicas nulas shear-free n

f(nA, —inAa?AA/).

sao as raizes de alguma funcao homogeénea analitica

Podemos citar algumas referéncias onde este teorema ¢é provado de maneira mais curta e menos

formal, como em ([9], pg 50), ou de maneira mais geométrica, como em ([I4], pg 360 - 362).
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